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Resumo e Abstract

Resumo

Neste trabalho, partindo de um efetivo problema de impacto ambiental numa regido de
pantanal e de um levantamento na literatura, justificamos a modelagem de uma interagao entre
quatro espécies-chave, incluindo as agoes intra-especificas. Este quadro recebe a perturbacao
da presenca de um produto impactante, nascido de agoes antrépicas na regiao ou proximas, e
o sistema evolutivo de equagoes diferenciais parciais nao-linear usado para modelar aspectos
transientes dos niveis populacionais é apresentado em suas formulacoes classica e variacional.
Um esquema algoritmico é apresentado, com o qual se obtém aproximacoes locais de terceira
ordem nas variaveis espaciais e de segunda ordem na aproximacao temporal. A aproximacao
espacial feita com o Método dos Elementos Finitos, usando os de segunda ordem em triangulos
com o0s quais se discretiza o dominio. No tempo, usa-se Crank-Nicolson e, para aproximar a
solucao do sistema nao-linear resultante, recorre-se a uma sucessiva linearizacao em cada passo
no tempo. Resultados numéricos sao apresentados de modo a permitir discussao e analise dos
graficos obtidos para as solugoes aproximadas.

Abstract

In this work, we describe a problem of environmental impact in a wetland region and
we present a study of the available literature in which similar problems are modelled: with
this, we justify the choice of a nonlinear system of partial differential equations which include
both actions within each of the species and between them. The mathematical model, defined
in the classical form, is presented in its variational form. An algorithmic approach is presented
with the purpose of discretizing spatial approximations with a local third-degree method, as
well as discretizing the time variable with a local second-degree method. In space, the Finite
Element method is used with second order approximations on the triangles which make up
the discretized domain, and, in time, the chosen method is that of Crank-Nicolson. For the
resulting non-linear system, a successive linearization method is adopted in each time-step.
Numerical results are presented and visualized in order to permit analysis and discussion of
approximated results.
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Introducao

O crescimento e o decaimento de populacoes e a luta de espécies na natureza para
sobreviver frente a outras vem sendo estudado ao longo da histéria da matematica. Aplicacoes
de conceitos simples de matematica a tais fenomenos foram usados séculos atras. Entre os
principais modelos matemadticos de populagao citamos os de Malthus (1798), Verhulst (1838),
Gompertz (1825), Lotka (1925) e Volterra e D’Ancona (1926) entre muitos outros.

Estes modelos consideravam apenas a variacao temporal, isto é, pressupunham uma
distribuicao espacial homogénea dos individuos. No entanto ha toda uma série de fenomenos,
influenciados, por exemplo por configuragoes geograficas, cuja modelagem exige a inclusao
de outra varidvel, a espacial. Segundo alguns autores Carl (1971); Gurney e Nisbet (1975);
Gurtin e MacCamy (1977), pequenos grupos migram para outras regides quando a densidade
da populagao no local atinge determinados niveis. Fenomenos de dispersao e de migracao sao
observados em quase todo tipo de populacao existente na natureza, sendo inclusive fator de
equilibrio populacional de certas espécies. Em trabalho anterior (Sossae, 1995), efetuamos a
modelagem e a aproximac¢do numérica de uma situagdo em que uma unica espécie era consi-

derada.

Também aqui pode se tornar necessario incluir na modelagem caracteristicas sistémicas,
incorporando fenomenos como mutualismo, competicao, predacao, entre outros. Podemos ob-
servar este fato no artigo de Skellam (1951) que considera o caso de duas espécies de plantas
que competem no mesmo habitat. Estes modelos classicos do tipo Lotka-Volterra continuam
presentes na bibliografia académica e em aplicacoes, dada sua grande versatilidade e sua sim-
plificada descricao de realidades bastante variadas. Esta frase se aplica aquelas situacoes em
que diversos tipos de nao linearidades estao presentes nos sistemas de equagoes que descrevem

as relagoes na espécie e entre espécies.



Para descrever estes fenomenos de dindmica populacional com variacées temporal
e espacial tem-se utilizado Equagoes Diferenciais Parciais. Estes modelos que consideram
também as variacoes espaciais, além de aspectos evolutivos e, em alguns casos, equagoes e
sistemas de tipo Difusao-Adveccao, definitivamente desbancaram os sistemas de Equagoes Di-
ferenciais Ordindrias na descri¢ao e na avaliacdo do comportamento evolutivo de Dinamicas
Populacionais inter e intra-especificas. Ao mesmo tempo que o instrumental matematico
permitia incluir na modelagem os aspectos espaciais, o instrumental numérico-computacional
permitia que se considerassem nao-linearidades nas equacoes, de modo a aproximar os modelos

das realidades estudadas, embora afastassem-nas dos relativos confortos de solucoes analiticas.

Tais modelos motivam diversos estudos na tentativa de compreender melhor os com-
portamentos temporal e espacial de espécies e ecossistemas complexos através da analise e
c6digos numéricos cada vez mais sofisticados sob o ponto de vista da utilizacdo de ferra-
mentas matematicas, como por exemplo, andlises de estabilidade de pontos de equilibrio e
trajetérias no plano de fase (ver Azar, 1995; Keitt e Johnson, 1995; Kohlmeier e Edenhoh,
1995; Van den Bosch e Gabriel, 1997; Dubey, 1997; Moreira e Yuquan, 1997) sistemas hamil-
tonianos e métodos de pertubagio (ver King, 1996; Auger e Poggiale, 1996), estimativas de
parametros (ver Tayasu et al., 1996; Wu et al., 1996; Jensen, 1996) etc.

Nesta linha, desde os trabalhos pioneiros de Skellam (1951), Nisbet e Gurney (1982)
e, ainda, Gurtin e MacCamy (1977), podemos citar Ding (1992) que trabalham com um sis-
tema que apresenta difusdo e um termo nao linear; Milner e Rabbiolo (1992) que propdem
algoritmos rapidamente convergentes para a determinacao de solugoes aproximadas para o
sistema de Gurtin e MacCamy com dois sexos; lkeda e Mimura (1993) que consideram o
problema de coexisténcia de duas espécies em competicao mediada por um predador, usando
um sistema de reagao-difusao adaptado ao modelo de Lotka-Volterra com diferentes taxas de
difusao para presa e predador, ja o sistema de trés equacoes nao linear é analisado sob o ponto
de vista da existéncia de pontos de equilibrio e solugbes estdveis; Cantrell e Cosner (1996¢)
analisam um modelo descrito por um sistema de duas equacoes que descrevem a colonizagao
de uma ilha por uma espécie de passaro na auséncia e na presenca de competicao com outra

espécie nativa. A dinamica vital da espécie colonizadora é considerada malthusiana até certo



periodo, passando depois a verhulstiana, incorporando também um efeito Allee na populacao
colonizadora. Em um artigo recente, Cantrell e Cosner (1998) trabalham com sistemas de
equacoes de reacao-difusao que descrevem modelos de interacao entre duas espécies do tipo
presa-predador e competicao estabelecendo resultados qualitativos, via analise de pontos de
equilibrio, para que as espécies persistam no habitat considerado. Anteriormente Cantrell e
Cosner (1996b), Cantrell e Cosner (1996a) ja haviam publicado outros dois artigos utilizando
as equacgoes de reacao-difusao em varios casos em que podem estar presentes tanto espécies
que competem entre si como presas e predadores. Outro artigo de Cantrell e Cosner (1989)
analisa a dinamica de uma populagao em um meio fortemente heterogéneo, considerando que

esta caracteristica afeta a taxa intrinseca de reproducao da espécie.

O artigo de Cosner (1996) afirma que existe um niimero razodvel de trabalhos ma-
tematicos em dinamica populacional baseados na teoria qualitativa de persisténcia, em que se
usam modelos precisos com dinamicas complicadas, e poucos trabalhos que sao parcialmente
quantitativos em seus tratamentos. Este tipo de comentario tem uma contribui¢ao importan-
te a nossa proposta de incluir, no capitulo 2 uma modelagem que considera o efeito téxico
ou nocivo que varia geograficamente no meio, afetando a populacdo de modo espacialmente
diferenciado. A grande maioria de trabalhos que consideram este efeito, fazem-no de modo
homogéneo em todo o dominio, ainda que dependendo de diversos fatores, uma simplificacao

que temos grande interesse em eliminar.

Alguns trabalhos, como o de Lacaz (1998), Diniz (1994), Sossae (1995), Pregnolatto
(2002) que incluem a dispersdo populacional, além das caracteristicas migratérias, vém con-
tribuindo para o estudo de diferentes fenomenos populacionais e visam mudar a segunda parte

da afirmacao acima feita por Cosner.

Neste tipo de modelagem fazem-se algumas adaptacoes aos modelos classicos de dis-
persao, acrescentando uma Dinamica Vital nao linear, exigindo assim um cuidado especial
tanto na andlise quanto na aproximacao numérica, ja que métodos numéricos adequados e
uma apresentacao conveniente dos resultados qualitativos podem contribuir para estreitar
esfor¢os de cooperagao entre Matematica Aplicada e, genericamente, a Ecologia Aplicada,

aumentando a oportunidade de escolha de modelagens para estudo, andlise e compreensao de



fenomenos populacionais.

Em nossa pesquisa, o objetivo principal é o de definir um Modelo do tipo Difusdo
Adveccao, combinando interagoes especificas na Dinamica Populacional com a hostilidade do
meio em forma da presenca de produtos téxicos cujas concentragoes variam no espago e no tems-
po. Tal modelagem sera realizada combinando Sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias de
tipo Classico Lotka-Volterra com Dinamicas Populacionais nao lineares, Equacoes Diferenciais
Parciais de Difusao-Advec¢ao acrescido de um termo de decaimento que deixa de ser constan-

te, podendo variar com o espaco, com o tempo e até com as préprias densidades populacionais.

Apesar de haver alguns resultados analiticos quanto as condigoes para o estudo da
existéncia, unicidade ou regularidade de solucoes para estas equagoes, muitas vezes é necessario
recorrer a Métodos Discretos de Aproximacoes. Assim utilizou-se o Método de Galerkin em
conjunto com técnicas de tipo Crank-Nicolson e, na discretizagao espacial, o Método de Ele-

mentos Finitos de Segunda Ordem.

O trabalho visa uma aplicagao no estudo de uma regidao pantanosa chamada Esteros
de Ibera localizada no nordeste da Argentina, utilizando alguns resultados do estudo de caso

de Bernardes (1998).

Utilizaremos esta regiao como aplica¢ao, por termos na regiao a definicdo de uma
cadeia tréfica bem definida (Momo e Sastre, 1999). Além disto os dados disponiveis permi-
tem uma imediata adaptagdo a outros ecossistemas semelhantes (como, no Brasil o Pantanal

Matogrossense).

A proposta é estudar a interacao presa-predador com competicao entre espécies ca-
risméaticas e/ou chaves da regido, como, por exemplo, estudar o subsistema jacaré-passaro,
peixe-ra, incluindo nesta modelagem como o efeito de um agente téxico no meio pode afetar
estas espécies. Este agente t6xico pode ser proveniente de regides vizinhas (como as plan-
tacoes de arroz ou os campos de soja no sul do Brasil contiguos ou préoximos dos esteros de
Ibera, por exemplo). Estudos sobre pesticidas e sua presenca no meio (ver Commission of

European Communities, 1991), indicam que pesticidas usados nesta regiao mencionada foram

4



encontrados também em lagos na Itdlia préximos a outras culturas. Serd interessante estudar
o impacto evolutivo desses pesticidas na cadeia tréfica da regiao sulamericana, ji que uma

das propostas do governo argentino é transformar os esteros em regiao eco-turistica.

Em termos da criagao de cendrios de impacto, serd 1til modelar, aproximar e si-
mular os efeitos da presenca de poluentes toxicos sobre espécies relevantes, seja por serem

carismaticas, seja por serem espécies chaves, efeitos estes variando no tempo e no espaco.

No capitulo 1 faz-se um estudo inicial com duas espécies interagindo em um mesmo
ambiente. Apresenta-se também o modelo matematico proposto para o caso presa-predador,
bem como sua formulagao variacional e algumas simulagoes. O objetivo é o de criar uma
intuicdo do inter-relacionamento entre espécies (e dentro de cada uma), sem , ainda os efeitos
“viajantes”de produtos toxicos: aqui o efeito da hostilidade de meio ligado a esse produto é

considerado constante.

O capitulo 2 trata do impacto ambiental de espécies afetadas pela presenca de po-
luentes numa regiao pantanosa. Apresenta-se o modelo matematico com 4 espécies, sendo
duas presas que competem entre si e dois predadores que também competem entre si. A sua
formulacao variacional é proposta e resultados tedricos sao estabelecidos. A escolha deste

modelo em particular é ai justificada.

No capitulo 3, visando discretizagoes espacial e temporal, utiliza-se o Método de
Elementos Finitos de segunda ordem via Método de Galerkin na discretizacao espacial e o
Método de Crank-Nicolson na discretizacao temporal, obtendo sistemas nao lineares. Como
o capitulo 2 adota um efeito de hostilidade do meio como uma variacao linear independente

de espaco e tempo, o capitulo 3 ird introduzir sucessivamente:

1. a resolucao aproximada da equacao estaciondria de Stokes para a regiao estudada, ob-

tendo assim um cendrio de circulacao hidrodinamica;

2. a resolucao aproximada da equacao de difusao-adveccao que, usando o mapa de circu-
lacao de 1. como dado de entrada, fornece os sucessivos cendrios da presenca de produtos

téxicos no meio estudado e, finalmente,



3. o efeito toxico — variando no espaco e no tempo — € introduzido no subsistema de

relacionamentos inter/intra especificos isolado.
Para aproximar numericamente a solugao deste sistema, utiliza-se o processo de sucessivas

iteragoes a cada passo no tempo.

As solugoes apresentadas através de simulagoes comentadas encontram-se no capitulo

4 juntamente com as conclusoes deste trabalho.



Capitulo 1

Dinamica Populacional Nao Linear
com Interacao Presa-Predador

1 Modelo Matematico

Na maioria das situacoes reais estao presentes duas ou mais espécies distintas inte-
ragindo em um mesmo ambiente. Em muitos trabalhos recentes, figuram estudos em que
além de relagoes interespecificas se incluem fenomenos especificos de dispersao populacional e

migragao.

Problemas classicos para, por exemplo, duas espécies no sentido de Lotka-Volterra

sao modelados com sistemas, as vezes nao lineares, de equacoes diferenciais ordindrias.

Este tipo de modelagem pressupoe uma distribuicao homogénea da populacao em

todo o dominio espacial e, portanto, a tnica variavel dependente é a temporal.

No entanto h4 muitas situagoes nas quais a ndo-homogeneidade desempenha um im-
portante papel. Junto com Skellam (1951), um grupo de autores tém utilizado Equagoes Di-
ferenciais Parciais na modelagem de fenomenos de dinamica populacional que sejam também

espaco-dependentes.

Desde 1974 com Hadler, Heiden e Roth diversos trabalhos paradigmaticos tém surgido

na literatura modelando variacao espacial com dinamica populacional de duas ou mais espécies.
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Sucessivamente, voltaram a este tema genérico Rothe e Mottoni (1979), Hirano e
Naito (1983), Edelstein-Keshet (1986), Wolkind et al. (1991), Timm e Okubo (1992), Tkeda
e Mimura (1993), Choudhury (1994a), Choudhury (1994b), Newson (1995), Ngwa e Mai-
ni (1995), Ruuth (1995), Buffoni et al. (1995), Rascle e Zitti (1995), Wilder et al. (1995),
Raychaudhuri et al. (1996), Gourley e Britton (1996), Cosner (1996), Gourley et al. (1996),
Allegretto et al. (1997), Gourley e Bartuccelli (1997), Cantrell e Ward Jr. (1997), Kareiva
(1983), Hernandez (1998), Pregnolatto (2002).

Alguns destes trabalhos utilizam-se de dinamicas populacionais nao-lineares mas o
tratamento numérico aqui apresentado tem apenas algumas semelhangas com Pregnolatto

(2002).

Dentro deste contexto que combina os cldssicos sistemas de Equagoes Diferenciais
Ordinérias com caracteristicas mais recentes com Equacgoes Diferenciais Parciais, estudaremos

primeiramente modelos de predacao e competicao, considerando também fenémenos como:

— Dispersao Populacional de cada espécie;

— Processos de tipo Migratoério de cada espécie;

Decaimento das espécies devido a possiveis efeitos de hostilidade do meio;
— Dinamicas Vitais, e

— Relagoes interespecificas.

Nesta situa¢do, para duas populacdes P, e P, que interagem, um modelo matematico
que descreve tais fenomenos, com P, = Pi(z,y,t), P = Py(z,y,t), t € (0,T], (z,y) € Q C R?

¢ dado pelo sistema:

P,
% = div(quPl) — le(VPl) — 0'1(.I, y,t)P1 + 61P1P2 + Fl
(1.1.1)
P, ) .
e div(aeVPy) — div(WPy) — oy(z,y,t) Py + coPL Py +



sendo o dominio €2 0 meio considerado e, para I =1, 2,

Py = Pr(z,y,t) as populagdes ou as densidades populacionais,

a; = ay(z,y,t) os coeficientes de difusao ou dispersao populacional,

or = oy(z,y,t) as taxas de hostilidade da espécie no meio €2 durante o periodo [0,T],
V e W vetores do campo de velocidades de migracao populacional ou de advecgao,
cr taxa da relacao interespecifica, e

F;, é uma dindmica populacional da espécie, no meio €2 durante o periodo [0, 7.

Ao longo deste trabalho asssumiremos a dinamica vital de Verhulst, ou seja, F; =

A7 ( - %) Pr, onde A é a taxa de crescimento intrinseca e K é a capacidade suporte.

Podemos classificar o tipo de interacao entre as espécies P, e P, por consideragoes
sobre os coeficientes ¢;. Assumindo que ¢; e ¢; sdo néo nulos (para que existam as interagoes),

temos:

— Se c; < 0ecy >0, 0 sistema é chamado presa-predador onde o indice 1 representa a

densidade populacional da presa e o indice 2 a do predador.
— Se ¢; < 0 e cy <0 hd competicao entre as populagoes 1 e 2.
— Se ¢; > 0 e ¢y > 0 tem-se mutualismo ou cooperagao ou simbiose.
— Sec; <0ecy =0 (ouc; =0ecy <0) hd comensalismo.
— Sec; >0ec; =0 (ouc; =0ecy > 0) tem-se amensalismo.

Sendo assim, nosso sistema de equagoes proposto no caso presa-predador é o sistema

nao linear de Equagoes a Derivadas Parciais dado por:

oP, P
-1 —diV((J{lVPl)+diV(VP1)+O'1P1 :)\1 1— ik P1 —Clplpg,
ot K,
OP P
a—; — diV(O{QVPQ) + le(WPQ) + O'QPQ = )\2 (]_ - %) PQ + 62P1P2.
2

9



A
Assumindo a; = A\r e by = —I, para I = 1,2, temos:

K
8P1 . . 2
E — d1v(a1VP1) + le(VPl) + O'1P1 = a1P1 - blpl — 61P1P2,
(1.1.2)
8P2 . . 2
E - le(O{QVPQ) + le(WPQ) + 0'2P2 = CLQPQ - b2P2 + 62P1P2.

Do ponto de vista genérico, as condigoes inicial e de contorno sao do tipo misto,

combinando condicoes homogéneas de Dirichlet e de Newmann:
Pi(z,y,0) = P (z,y), e

0P,

—a—L] =0
on I,

PI‘FOI :0, e

com I'y, e I'y, disjuntas satisfazendo I'y, UI'y, = 02 para I =1, 2.

2 Formulacao Variacional

O sistema (1.1.2) é um sistema de equagdes diferenciais parciais ndo lineares. Sua
complexidade apresenta desafios tanto para o matematico quanto para o matematico aplicado

em funcao das muitas dificuldades tedricas, algoritmicas e de ordem computacional.

Em primeiro lugar — e favorecendo tanto o ponto de vista da andlise real quanto da
numérica — iremos optar nao pela formulagao cldssica, dita forte, dada em (1.1.2), mas pela
formulacao fraca, no sentido de distribuicoes, dada pelo sistema P; = Py(z,y,t),I = 1,2 em
V={Pe H'(0,T),H (Q)) : tr(P) =0 em Ty}, obtendo o sistema

10



oP,

—vds— /div(aIVPl) vds+ /div(VP1 ) vds + /alPl vds — al/Pl v ds+
o Ot Q Q Q Q

+b1/vads+cl/P1P2vds:0
Q Q

OF, vds— /div(aQVPg) vds+ /
Q

div(WP vds—i—/
T div(WE, )

oo Py v ds — az/ng ds+
Q

Q

+b2/P22vds—cz/P1P2vdS=O, YveV
Q Q

(1.2.1)
sendo o espago de fungoes teste, V', dado por V = {v € H'(Q) : tr(v) =0 em T[y}.

Observamos que o espago V' parece restringir o escopo da formulagao, visto que exige
a pertinéncia das derivadas primeiras ao espaco de funcoes quadrado integraveis sobre 2. No

entanto, o objetivo é recorrer ao Teorema de Green, o que transforma (1.2.1) em

P P
R | s+ /a1VP1- Vo ds — a on dy + /div(VPl ) vds + /0—1131 v ds—
o Ot o) a0 ON o) 0

—/a1P1Ud3+b1/vads+cl/P1ngds:0
Q Q Q

0P oP:

—ZUdS"'/aQVPQ‘VU ds — oy | =2 d’y+/diV(WP2)vds—l—/angvds—
o Ot Q a0 ON Q Q
—/angvds—i-bg/ngds—cg/PngvdS:O Yv e V.

Q Q Q

Ora, considerando, «y, as dispersoes e V, W o0s campos vetoriais de migracao
como independentes do tempo, do espaco e das préprias populacoes e usando as condicoes

homogéneas de contorno, obtém-se
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—vds—i—oq/VPl Vvds—i—Vl/—vds—i—Vg/—vds—i-

+/01P1uds—a1/P1vds+b1/vads+c1/P1P2vds=o
Q Q Q Q

Quds+a2/VP2-vuds+W1 QudHWQ deﬁ
ot ox q Oy

+/O’2P2Ud8—a2/P2’Ud8+b2/P22UdS—CQ/P1P2UdSZO,
Q Q Q Q

para Vv € V.

(1.2.2)

Usa-se a formulacado variacional, em vez da formulacgdo classica, por aquela aceitar

condicoes menos restritivas dos parametros, da solucao e das condicoes inicial e de contorno.

Além disso, as demonstracoes de existéncia e unicidade da solu¢do fraca em casos como este,

podem ser bem mais simples comparadas com as de solucoes classicas.

Escrevendo o sistema acima na notagdo de produto escalar em L?(Q2) obtem-se o

sistema:

ot

+b1 (P12"U) +C (P1P2"U) =0

ot

+b2(P22"U)—CQ(P1P2‘U):O VUE‘/,

12

OP,
( L |U> =+ o (VP1||V’U) + (0'1P1|U) — a7 (P1|U) +V(VP1|’U) +

OP.
( 2 |v) + ag (VB||Vv) 4 (02 Pa|v) — ag (Pyv) + W (VP |v) +

(1.2.3)



onde os produtos escalares sao definidos por

e (flg) = (flg) L2(Q fQ

o (VP;||Vv) = (V|| V) 122 /(813181) 3P131)>d

or Ox + oy Oy

.<f|g> f‘g L2(T fp d/)/a

e os subindices foram omitidos para simplificar a notagao.

3 O Método de Galerkin

Uma das opgoes para a construcao de uma solugao aproximada do ponto de vista

do espago é o Método de Galerkin (ver Johnson, 1987), em conjunto com uma separagao

de variaveis espacial e temporal e com o Método de Crank-Nicolson, que discretiza a parte

temporal. Este método consiste em procurar uma solucao aproximada, construindo um su-

bespaco V), de V, sendo este subespaco de dimensao finita N. Assim, o problema variacional

ja apresentado é reformulado nesse novo subespaco.

Em outras palavras, sendo V}, um subespago de base 5 = {¢1, @2, . ..

(1.2.3) torna-se:

oP
( atl ‘Uh) =+ oy (VP1||V’Uh) + (0'1P1|1)h) +V(VP1|Uh) — ay (P1|’Uh)

+b1 (P12‘Uh,) + (P1P2|Uh) =0

OP.
( 8; ‘Uh> —+ o (VPQ”V’U}L) + (0’2P2|Uh) + W(VPQ‘U]—L) — a9 (Pl"l)h)

+b2 (PQZ‘U},,) — Co (P1P2"Uh,) =0 V’Uh S Vh.

13
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Fazendo entao uma separacao das variaveis temporal e espacial Vv, € V},

N
Uh = ZCJ pile,y) =) _¢i(t) @i, (1.3.2)
j=1

buscamos uma solugdo Pj, € V},, que aproxime a solugdo Pr € V(I = 1,2) de tal forma que:
N
P, =Y Pr(t) ¢z, y) ZPIJ o
~ (1.3.3)

e para a qual,

oP;, ~~dPy
ot L dt T
7j=1

(1.3.4)

Reescrevendo o sistema (1.3.1) no subespago V}, de V, usando (1.3.3) e (1.3.4) obtemos:

N ap
>
7=1

L (o) + 3R, 0 (Ve V) + VYR, 0 (G216 +

i=1

N N
0y
#1380 (S40) + 3,0 (i6ile) alzpl, (il
j=1 j=1

by ((Z Plj(t)%) (Z Plk(t)éﬂk) \%) +c1 ((Z Plj(t)%') (Z sz(t)%) “Pz) =0,

M @
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0.
(0jl¢:) +O~’2ZP2 (Ve;llVe:) +W12P2 (%Isoz)nt

7j=1

N ap, (t
; (t)

N
9p;
+ We Y Py (t) ( ) 1) +ZP2] (020051 05) — azZsz (5la)+

j=1 j=1

by ((Z Py, (t)%') (Z Py, (t)‘Pk) |90¢> +¢; ((Z Py, (t)90j> (Z P1k(t)<ﬂk) \%‘) =0,

v

-~ -~

(1) 2

(1.3.5)

para cada elemento ¢; da base 8 de V},.

Rearranjando convenientemente os termos nao lineares (1) e (2) acima obtem-se, para
I1=1,2:

I

Z P, (t) (%‘ > b, (t)wkkoi) = Z P (t) (Z P, (t) (ww\%))

k=1

substituindo em (1.3.5) tem-se:

N N
00
S0 (0o 3R 0 (VR 43R 0 (2206 +

N N
8 X
+153 Py (1) (—5‘;%) +3 P, (t) (01p5l90) a1§ :Pl (1)

J=1

+b1 Y Pi(t) (Z Plk(t)(wk%kﬂz‘)) +012P1j (?) (Z P2k(t)(¢k¢j\90i)> =0

15



dP2j (t) al al a@j
o (5l0i) + a2 _Po(t) (Vepsl|Vegr) + Wiy Py (1) E‘% +
Jj=1

=1

N
=1

30 0) (S21er) + P 0) Caii) - 2Py 0) (il

=1

(1.3.6)
+0) Py(t) (Z P, (t)(wksoj\wi)) — 0 Py(1) (Z plk(t)(g,k%m)) —0,

para Yy; € .

Isto corresponde a um sistema nao-linear de Equagoes Diferenciais Ordindarias na va-

ridvel ¢t com a condicao inicial (j4 discretizada) dada implicitamente por

ZPI]' (0) (,Dj(I,y) = Pfo(xay)’ I=1,2, (137)

j=1

que na formulagdo variacional se torna

N
ZPI]‘(O) (%‘Wz’) = (Plo|§0z'), Vo, e el =1,2.
7j=1

4 Discretizacao espacial: Método de Elementos Finitos

Parte basica do método de Elementos Finitos consiste na discretizacao do dominio
do problema — através da construcao de uma malha — em subdominios simples, os elementos
finitos, e o uso de conceitos varacionais para construir uma solu¢ao aproximada sobre estes

subdominios, usando funcoes especialmente escolhidas.
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Constréi-se entdo uma malha de elementos finitos (neste caso sao tridngulos) sobre o

dominio €2, obtendo uma triangularizagao €2.

E importante observar que nem sempre o dominio €2 coincide com o dominio {2; mas

nesses casos quando h — 0,temos{), — €2, sendo h o diametro do maior elemento da malha.

Devido a possiveis dificuldades provenientes dos termos advectivos, optamos por tra-

balhar com elementos finitos de segunda ordem, isto é, com o espaco das funcoes quadraticas.

Além destas dificuldades, havendo uma dominancia do termo advectivo, pode-se obter
uma oscilacao na solucao numérica. Para evitar esta oscilacao, utiliza-se um critério que
fornece uma condicao sobre a discretizacao do dominio. E a Condigao de Peclet:

Vilz;
o

<2

para i = 1,2 e Ax; no lugar de Ax e Ay.

Para maiores detalhes sobre elementos finitos (ver Johnson, 1987; Kardestuncer e

Norrie, 1987).

5 Discretizacao temporal: Método de Crank-Nicolson

Conforme indicado acima, utiliza-se o0 Método de Crank-Nicolson! para discretizar a
varidvel temporal da equagao (1.3.6). O método consiste em usar as aproximagoes:

PI(tn) + PI(tn+1)
9 ;

dPr Pr(tns1) — Pr(ty)
——— At/2) ~
dt (bn + A2/2) At

para [ = 1,2, ambas da ordem de (At)? em (1.3.3) estimada em ¢t = t,, + At/2 (ver Carnahan
et al., 1969; Kardestuncer e Norrie, 1987).

! Neste pardgrafo iremos simplificar na realidade, 0 Método de Crank-Nicolson genérico — Meyer, 1988.
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Obtem-se, entao:

N p(n+1) (n) N p(n+l) (n)
Pl' - Pl' Pl' + Pl'
Z]Tt] (eiles) + 0412% (Veill Vi) +

=1 =1

N (n—|—1) N (n+1) (n)
Py +P ) P+ P o0,
Ty (%)wzz T (%) +

; 2 ,
J=1 J=1

N p(n+1) (n) N pln+l) (n)
+y 3 5 (o1wilei) = @y ———2 5 (wilei) +
i=1

j=1

N T (n+1) (n) N p(n+l) (n) 7
P 4 pl P 4 p
+hi) (—J 5 )( —h (wksoj\eoi)) +
L k=1 J

=1

(@k%‘\%’)) =0,

2 2

=1

N T (n+1) (n) N n+1 n
(Pl? +P1jn>< P 4 P
| k

N PQ(;H'U _ PQ(]") P(J”‘H) + P( n)
Z— (pjlpi) + a2 ) ———F5—"=(Vy;[|Vp:) +
- At - 2
Jj=1 j=1
N p(n+1) (n) N p(n+1) (n)
P4+ P 0 P. + P (90,
Fmy s T ( (10]|SOZ>+WZ y 7% (a%l%)Jr
=1 y
N p(n+l) (n) N "+1) (n)
Py 4 Py + Py
+ ; 5 (o2pli0i) — Z:: — (pjlei) +
N P(n+1) + P( n) N n+1) + P(”) i
+by (— Z (erpslei) | | —
j=1 L k=1 .

_ (1.5.1)
(wwl%)) =0,

L k=1
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um sistema nao linear em PI(:) = (PI(I") P1(2 ). PI(")) onde PI(:) caracteriza-se pela relagao:

PI(]:L) = Pl(xkaykatn)a I= ]-,2 (152)

com a condicao inicial dada por PI(kO) = Py, (xk, yx) ou implicitamente por meio da formulagao

variacional, o que da
ZP (erles) = (Pr(z,y)les), Voi€Bel=1,2. (1.5.3)

6 Uma Simplificacao Conveniente do Problema Discre-
to Linearizado

Em vez de fazer uso do sistema néo linear acima descrito usa-se a aproximacio (ver
Meyer, 1988):

N pntl) _ pn) N pntl) | pn)

P]_. - 1; 1; + Pl'
Z]Tt] (@ilei) + alz% (VoilIVei) +
j=1 j=1

N P("“) +P 9 N P<"+” +P 9
Pj Pj

% ! V: i

HOVESS ( \w)ﬂjz:; ; ( o) +

N N p(n+1) (n)
. . P 1 pf
+§ — ’ (aleoj\soi)—alg ! 5 — (p]pi) +
=1

' N
+0 )~ |3 P (eupilen) | +
j=1 Lk=1

N P(’?‘H)_i_P(ﬁ) [ N
+012% > P (orpilei)| =0, e
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j=1 j=1
§ lezf:v;péf”; Py (353 m) . Wfi 2‘7*”; ry (852 ‘ ) .
+ éw (o2p5]0i) — anw (pjles) + (1.6.1)
+b2§:w _iPéf) (kawjl(pi)_ +
j=1 L k=1 i
+ Cziw —ipf,?) (80k90j|90z')_ =0, Vi € B.
=1 L k=1 1

A diferenga desta expressdo para a de (1.5.1) reside no uso de PI(:) nos tltimos termos
do lado esquerdo, transformando o sistema nao-linear numa iteracao linear aproximada, de

primeira ordem. Reagrupando os termos de modo conveniente obtemos:

N

n At At At (0Op
S (1- 03 ) (o) + o'y (Velve) +vig (521 +
j=1

INNZ At At [ At [ pn
+ Vo— < 24 z) 5 (o195l¢3) + 6172 [Pl(k) (@k@ﬂ@i)} + 6172 [PQ(k) (gpk%mﬂ } -

k=1 k=1

N
. At At At [,
=3P { (14 0y ) (erled - 0 G (Tl Vi) - G () -
=1

At [0 At At AN T
— Vo ( g ) =5 (gle) = b=y [Pfk) (wksojhpi)] —ag ) [Pék) (“”“%W} }
k=1

k=1
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N

. At At INNZ:
S (1- @) (o) + sy (o900 + 15 (5210 ) +
j=1

At (Dp; At AL T () AL T () B
+ W (a—y\%) + = (o204l9i) + 527; [sz (@k%’\%)} - 0271;—1 [Plk (%%’\%)} =

N
. At At NN
=S (1) (o) -y (Vevey - g (%2 -
7j=1

At (D, At AEST () At T )
— W (6—y|90z') — 5 (0205]9i) = bz;; [P2k (%%M)} + 027; [Plk (€0k<ﬂj|<ﬂz‘)] :

O resultado sera o seguinte sistema linear:

APM™, PIY P = g(P™ | P P

CPI®, PP+ = (P, P B

com a condigao inicial PI(O) = (Pl(f), PI(;)), ey P( )) dada por (1.5.2) ou (1.5.3), onde as matrizes
A(an) ; Pz(n)) e (C(Pl(n) , PQ(n)) sdo definidas por

At At At (9 At [
o= (1- 03 ) @l + a3 0000 + 105 (20 + a5 (20 )+

N N

At At i} i
+ 5 (oweslen) + b5 [Pfk)(wkwjlsoz } +eo— Z [Pﬁk Wk@]h%)}
k=1 k=

At At At (0 At (O0p;
o= (1-03) (o) + a3 (Talve) + WG (B4 + m (G2a )+

At At al n At = n
T (o2005]05) + 6272 [Pfk)(wk%m)} i [Pz(k) (@k@ﬂ%)]
k=1 k=1

21



e analogamente B(P(™, P") e D(P™, P{™) sio definidas por:

At At At (0 At (0
b= (14 @) (wle) - a5 (T0lve) - 15 (1) -1y (Fle) -

At At

A N
-5 (o195l¢i) — ;Z [P( )(sokeogl%)] —ay [Pz(,?) (‘Pk‘ﬂj‘%oi)}
k=1 k=1

At At At [ Op; At [ Op;
dij = (1 +a27) (pjiles) — a27(V¢jIIV<ﬂi) — W17 (8—;\%) — W27 (8—;\%) —

N N
- % (o2005¢3) — A;Z [P,S")(sokeoj\eoi)] + @%Z [Pz(:) (sokeoj\eoi)] :
k=1 k=1

Os processos iterativos sdo obtidos mediante as relagoes de recorréncia (1.6.2) dadas

por:

(P e RVe

P{""Yobtido da solucdo de
(1.6.3)
APM, Py - PO = B(P™, Py - P
\
)
P € RVe
¢ P obtido da solucdio de (1.6.4)

\ C(Pl(n),PQ(”)) P(”‘H) D(P(n) P(”)) Pg”)
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Do ponto de vista algoritmico, as matrizes A, B, C e D nao serdo obtidas né por
né como os indices indicam, mas elemento por elemento num processo usual, e sao atuali-
zadas a cada passo do tempo. Isto ird corresponder a uma tnica iteracao interna em cada
passo, embora diversas possam ser efetuadas. Para sua obtencao, usamos as submatrizes de
rigidez (ver Sossae, 1995) obtidas em um elemento finito genérico. O procedimento do algorit-

mo ¢ o de percorrer a malha elemento por elemento acumulando os termos nas matrizes gerais.

Neste algoritmo aqui descrito e programado em Sossae et al. (1999), temos o uso
do vetor descritivo das respectivas populagoes no estdgio temporal anterior como sendo o
valor da média indicada no Método de Crank-Nicolson. A rigor isto corresponde & primeira

aproximacao polinomial:

f (to + %) = f(to) + O(At).

Um modo pratico de melhorar sensivelmente esta aproximacgao consiste em introduzir
sucessivas aproximagoes a cada passo no tempo (ver Rachford, 1973; Meyer, 1988).
O objetivo deste procedimento é o de melhorar sensivelmente a ordem de aproximagcao.

O algoritmo adotado pode, inclusive evitar boa parte das oscilagdes numéricas e consiste em:
(PP, PP e RY,

P"™) e P obtidos das sucessivas solugdes de:

! (1.6.5)
AP, BV, PR, P - PYIB(PM, P, PR, PYY) - P

(P, PI, PO, PE) B IBRLY, PO P, ) B

\

)

com Pg*) dado inicialmente por Pg" e a partir da segunda iteracao interna, assumindo o valor

de Pg**). O valor obtido na iteracao interna final serd a aproximacao adotada para a de P§"+”

(ver Douglas Jr. et al., 1979).
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Este método de tipo preditor-corretor, definido no ambito de uma discretizacao Crank-
Nicolson, ird melhorar as aproximacoes mas nao indefinidamente: ele tende a melhor aproxi-
magao da ordem de (At)? em cada iteragao temporal®. Seu pequeno inconveniente de exibir
oscilacoes iniciais muito rapidamente desaparece, tornando-se especialmente adequado para

estudos de situagoes assintoticas.

Uma das simulacoes® efetuadas para este modelo com o esquema numérico descrito
visa descrever o comportamento evolutivo do convivio de duas espécies (presa e predador) com
dinamica verhulstiana e com condicoes iniciais visando retratar a invasao de um habitat por
um grupo de predadores. Assim a condicao inicial de presas é a de uma populagao homoge-
neamente distribuida por todo o dominio (respeitadas as condiges de contorno e observadas
na figura 1.1 no alto & esquerda), enquanto que a populagéo inicial de predadores indica um
pequeno grupo num dos extremos do dominio (figura 1.1 no alto & direita). Além disto, a
hostilidade do meio se manifesta com o comportamento o = o(x,y) constante, portanto, sé
no tempo. Obviamente os resultados obtidos sao afetados por este decaimento populacional.
A tentativa visa reproduzir, de fato, um meio hostil ou até a presenca de um produto téxico

(figura 1.1, as duas de baixo e figura 1.2).

2Resultados de convergéncia podem ser encontrados nos trabalhos citados: Rachford (1973), Douglas Jr.
et al. (1979) e Meyer (1988).

30 programa foi desenvolvido na linguagem FORTRAN-77 em ambiente UNIX em SPARC-Station (SUN).
Na resolucdo do sistema linear AI(PI(n))P}"H) = BIP}"), a cada iteracdo, utilizou-se o método LU via
subrotina SGECO e SGESL do LINPACK. Os gréficos foram obtidos através do software MATHEMATICA
disponivel no LABMA (Laboratério de Matemdtica Aplicada - IMECC - UNICAMP).
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PREDATOR

PRESA

E = 0,0

E = 0.0

E = 100 .0

E = 100 .0

Figura 1.1: Comportamento evolutivo do convivio de duas espécies que interagem.
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PREDADOR

PRESA

00,0

E™=

E = 400 .0

300 .0

E =

300 .0

E =

Figura 1.2: Comportamento evolutivo do convivio de duas espécies que interagem.
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A situagao classica para o sistema Lotka-Volterra mostra o ciclo do predador seguindo
de modo relativamente préximo o da presa mas nesta situagao , tanto o movimento da presa
na dire¢do horizontal (ao longo do eixo-x) quanto a variagdo da toxicidade alteram radical-
mente este quadro, com a presa sobrevivendo onde a toxicidade é baixa e os predadores nao
sdo abundantes (figura 1.2). Por outro lado, podemos observar como, neste experimento, o

predador de fato segue a presa, reduzindo seus niveis populacionais e, assim, sobrevivendo.

Este ensaio trouxe resultados esperados, mas ha um fator que nao aparece diretamente
mas que é de fundamental importancia: a variacdo da hostilidade — correspondendo, por
exemplo, a um contaminante que foi trazido para a regiao e ai se dispersou — afeta nao s6 a

sobrevivéncia das populagoes, mas seu comportamento espacial.
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Capitulo 2

Dinamicas Populacionais Nao Lineares
com Interacoes do Tipo
Presa-Predador com Competicao

1 Introducao

Iremos aqui estudar a situacdo de impacto ambiental sobre espécies afetadas pela

presenca de poluentes numa regiao pantanosa da Argentina chamada Esteros de Ibera.

O estudo dessa regiao se deve ao fato que, em meados de 1997, foi firmado um pro-
jeto de cooperacao envolvendo, em primeira instancia, as Universidades de Siena e de Roma
na Italia, del Salvador e Nacional del Centro na Argentina, Federal do Rio Grande do Sul e
Estadual de Campinas no Brasil, de Cadiz na Espanha e de York na Inglaterra e submetido e
aprovado pela Unido Européia em formato de um Projeto de Cooperagao Internacional (IN-
CO) para o estudo de regides de pantano no sul do continente americano iniciando com uma
avaliagdo do impacto de atividades antropicas numa area da regiao do nordeste da Argentina,
perto da fronteira com o estado do Rio Grande do Sul, regiao esta em que se localiza um

pantanal denominado Esteros de Ibera.

Os Esteros de Ibera estao localizados na provincia de Corrientes e se compoem de
uma vasta bacia hidrografica com lagoas e ilhas flutuantes de vegetacao agrupada. A &rea

total desta bacia é de cerca de 10000 km? com uma profundidade média, no centro das lagoas,
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de menos de 5 metros. Luna, Galarza, Fernddez e Iberd sao as maiores lagoas do sistema e
a alimentacdo hidrica se d4 basicamente por aportes pluviais!. Sao regides de baixa circu-
lagdo, totalmente rodeadas por pantanos (com excecdo da Lagoa Iberd que tem um pequeno
trecho numa regiao arenosa) e por retardarem o escoamenteo superficial, armazenando dgua e
funcionando como evapotranspirante (Bernardes, 1998). Os principais canais de drenagem do

sistema sao o rio Corrientes a sudoeste, e o rio Mirinay, que nasce na lagoa de Iberd, a sudeste.

O nome Iberd vem do guarani para “Agua que brilha”, nome que revela a natureza

histérica da reveréncia da populacao local para com as dguas do Ibera.

Ha relativamente poucos estudos efetuados na regiao, dadas as dificuldades de acesso
e da existéncia de uma infra-estrutura bastante limitada para visitantes. A pouca informacao
disponivel revela uma rica biodiversidade e a presenca de varias espécies da flora e fauna. No
entanto, isto nao tem sido utilizado no estabelecimento de politicas de gerenciamento deste

rico recurso natural.

Ameacas a estabilidade e a biodiversidade da regiao do Iberd vém principalmente
de recentes expansoes na agroindustria local e da demanda por areas de pastagens, com a
introducdo do uso de agroquimicos e de praticas de fogo induzido. Além destas, recentes
estratégias de desenvolvimento de vias de escoamento de produtos do Mercosul chegaram a
projetar a passagem pelos Esteros da principal hidrovia Paraguay-Parana, um projeto com
fortes possibilidades de desestabilizar o ecossistema existente. A este quadro, acrescentem-se
as fontes de poluentes atmosféricos de polos industriais do Sul do Brasil. Em suma — e de

modo genérico — os Esteros correm o risco de sofrer muitos tipos de impactos.

A importéancia internacional da protecao dessa regido (como do Pantanal matogros-
sense, também ameagado pela mesma hidrovia...) ja foi estabelecido pelo Plano Intergover-
namental de Mudancas Climéticas Globais. A enorme quantidade de dgua fresca ndo con-
taminada presente no sistema de lagos do Ibera continuard tendo uma grande importancia

internacional. A chave do desenvolvimento sustentdvel dessa regidao e de outras regides é uma

IN&o obstante, estudos recentes indicam forte correlagao entre o nivel da represa de Yaciretd (a montante
na bacia do Parand) e nas lagoas e esteros (ver European Union INCO Project, 2003).
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precisa avaliagao de seus recursos naturais e o estabelecimento de estratégias adequadas e a

longo prazo para seu gerenciamento.

No estabelecimento deste tipo de politica, avaliacoes qualitativa e quantativamente
precisas se fazem necessarias no estudo de impacto de atividades na regiao e nas proximidades.
Também o estudo de populacoes e das interacoes entre espécies e os efeitos dos mencionados
poluentes devem ser considerados, reunindo instrumental matematico de avaliacao e de simu-

lacao para a agao conjunta com técnicas de outras areas cientificas.

Muitas sao as necessidades do uso de instrumental matematico no estudo dos proble-
mas de impacto nesta regidao com seus miiltiplos aspectos. Bernardes (1998) fez um estudo
introdutorio preparando um software para a simulacao do comportamento evolutivo de polu-
entes aquaticos de superficie, usando-o no caso da lagoa de Ibera, uma das diversas lagoas do

ecossistema estudado.

Em seu trabalho, Bernardes se baseou em poluentes provenientes das culturas de so-
ja e arroz vizinhas a regiao estudada como a maior fonte de poluicao. Como exemplos da
agressao que a atividade agroindustrial pode causar ao meio ambiente temos: o uso de pestici-
das organoclorados ou organofosforados e defensivos fendlicos, que sao poluentes de superficie;
repelentes para aves, que podem ser substancias fenélicas ou aromaticas ou ainda a queima de
combustiveis e solventes a base de petréleo, todos poluentes de superficie e ainda poluentes a
base de de aliminio e cobre, com especial atencdo aos hidréxidos, Al(OH); e Cu(OH),, que

floculam em condigoes de saturacao na agua.

Outro dos aspectos que vem exigindo a atencao dos técnicos da equipe do projeto
citado é o efeito de poluentes cuja presenca varia espacial e temporalmemte sobre espécies
locais. Nestes casos o estudo de uma tnica espécie pode nao responder a questoes de efeitos
sistémicos, devendo os modelos incluir a acao nao apenas intra-especifica mas também inter-

especifica.

Diniz (2003) também abordou o estudo de poluentes em sistemas ar-dgua visando
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criar e justificar modelagem e instrumental algoritmico que se adequam a avaliagdo da pre-
senca evolutiva de contaminantes no meio. Seus estudos foram orientados levando em conta

a mesma regiao: os Esteros de Ibera.

Pregnolatto (2002) estudou a modelagem e possibilidades de simulagdo computacio-
nal de uma determinada espécie carismatica afligida por uma epizootia local. Nesse estudo
surgem nao linearidades em que se observam algumas semelhancas com aquelas aqui consi-
deradas. A diferenca bdsica, no entanto, refere-se & adogao de espécies identificadas pela sua
etologia relativamente a sua cadeia tréfica bem como os efeitos toxicos induzidos pela presenca

evolutiva e advectiva de contaminantes.

Da equipe argentina do Projeto Iberd, participaram docentes do Departamento de
Ecologia de Universidade Nacional de Lujan. Um dos resultados de seu esforco foi a identi-
ficagdo do esquema abaixo, que ilustra a cadeia tréfica (Momo e Sastre, 1999). Ai, podemos
observar num dos extremos, quatro espécies com interacao nitidamente definida: dois preda-
dores competindo entre si por duas presas que também competem entre si pelas espécies mais

‘abaixo’ na cadeia (ver figura (2.1)).
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Figura 2.1: Fluxograma da cadeia tréfica em Esteros del Iberd.
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Assim, teremos as quatro espécies dadas matematicamente pelas presas Pi(z,y,t) e

Py(x,y,t) e os predadores P3(x,y,t) e Py(x,y,1t).

Para essa situacao, buscamos formular um modelo matematico que descreva generica-
mente a interagao dos dois predadores (jacarés e passaros) competindo entre si por duas presas
(peixes e ras) também competindo entre si ainda sob o efeito da presenca evolutiva do efei-

to de um agente toxico e, a0 mesmo tempo adotando dinamicas populacionais de tipo Verhulst.

Como no capitulo anterior, iremos construir o modelo necessario incluindo as respecti-
vas dispersoes populacionais bem como as dinanicas de cada espécie. Para isto, os instrumentos
tao classicos quanto atuais sao adotados: a equacao de Dispersao-Migragao e a dinamica de
Verhulst. Além disto, ocorrem, ainda de modo cldssico (Lotka-Volterra) as interagoes e, por
ultimo, o efeito evolutivo e espacialmente nao-homogéneo da hostilidade do meio expresso pelo

parametro: o = o(x,y,1t).

Nesta modelagem a referida hostilidade é obtida em passos sucessivos:

1. Resolucao numérica da equacao de Stokes, identificando um mapa local de circulagao de
agua (figura 2.2), obtido através do programa implementado por Cantao e D’Afonseca

(1998).

2. Resolugdo numérica da equagio de difusdo-advecgao, obtendo o parametro o(zx,y,t) —
usando o campo de velocidades obtidos no item 1. — criando um cenéario evolutivo em

que se mapeia no tempo e no espago a passagem de contaminantes pelo meio.
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Figura 2.2: Mapa de circulacdao de 4dgua.
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Em seguida, e usando os resultados explicitados acima, obtemos o sistema nao linear
dado por
eEquacao de Stokes: —div(VY)+V P = g, supondo divd = 0 e obtendo assim 9, o campo de
velocidades para P, a pressao e g uma perturbagao que pode ser nula.

(ver Kardestuncer e Norrie, 1987; Peyret e Taylor, 1985)

0
eEquacao de Difusao-Adveccao: a—(; — aAo +div(do) + so =0 com o(z,y,0) = oo(x,y),

0 n
e com 0|F —0 e 2| = 0, obtendo ai( ) o o (xiy Ui, tn)-
0 87’] r,
6P1 . . Pl
.W—dIV(OQVPl)+d1V(VP1)+p10'1P1:)\1 1—? P1—61P1P3—d1P1P4—€1P1P2
1
8P2 . . P2
W — le(agvpg) + le(WPQ) + p20'2P2 = )\2 1— f P2 — 02P2P3 — d2P2P4 — €2P1P2
2
8P3 . . P3
E —le(O{3VP3)+le(UP3)+p30'3P3 :)\3 1-— ?3 P3+63P1P3+d3P2P3—63P3P4
8P4 . . P4
E — le(O!4VP4) + le(TP4) + p40'4P4 = )\4 1- E P4 + C4P1P4 + d4P2P4 — €4P3P4

onde, paral =1 a 4,

Py = Pr(z,y,t) sdo as populagdes ou as densidades populacionais,

ar = ay(z,y,t) sao os coeficientes de efetiva dispersao populacional,

V, W, U e T sao os vetores velocidade de migragao populacional ou adveccao,

pr sao parametros indicativos do decaimento populacional de P; devido a mortalidade causada
pela quantidade o do poluente,

or = or(x,y,t) sao as taxas de decaimento da espécie Py no meio 2 durante o periodo [0,T],
A7 sao as taxas de crescimento intrinseco para as populacoes Py,

K sao as capacidades suporte das populagoes Py, e

cr,dy e ey sao as taxas da relacao intertespecifica.
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. ) A
Reescrevendo a parte final do sistema geral dado acima para a; = A\; e by = 2L

K
temos:
8P1 . . 2
W — le(OQVPl) + le(VPl) + ,010'1P1 = a1P1 - b1P1 — 61P1P3 — d1P1P4 - €1P1P2
8P2 . . 2
W — le(OZQVPQ) + le(WPQ) + sz'QPQ = GQPQ - b2P2 — 62P2P3 — d2P2P4 - €2P1P2
6P3 . . 2
W — le(O[3VP3) + le(UPg) + ,030'3P3 = a3P3 — b3P3 + 63P1P3 =+ d3P2P3 — €3P3P4
8P4 . . 2
W — le(O[4VP4) + le(TP4) + p40'4P4 = a4P4 — b4P4 + C4P1P4 + d4P2P4 — 64P3P4
(2.1.1)

Do ponto de vista genérico, a condigao inicial é dada na forma
Pi(z,y,0) = P (z,y), e

enquanto que as condicoes de contorno sao de tipo misto, consideradas aqui homogéneas:

0P,

Py =0 e —-—a—
|FOI 877 N

=0,

com 'y, UT';, =00 para I =1 a4, evidenciando partes da fronteira do dominio em que

nao hé passagem (ver Pregnolatto, 2002).

2 Formulacao Variacional das Dinamicas Populacionais

O modelo identificado acima sera reproduzido mencionando apenas o subsistema que
inclui as quatro equacoes das acoes intra e interespecificas: as das quatro dinamicas popula-
cionais, enfim a equacao de Stokes e a de Difusao-Adveccao receberam tratamento em outros

trabalhos.

Para se acompanhar a formulacao variacional dessas equacoes, sua discretizacao, suas

expressoes algoritmicas e simulagoes numéricas, pode-se, entre outros, consultar trabalhos de
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outros membros do grupo de Ecologia Matemética do DMA/IMECC: Cantao (1998); Bernar-
des (1998); Diniz (2003) além do software de Cantao e D’ Afonseca (1998) e da tese de Oliveira
(2003).

Como no capitulo anterior é conveniente se adotar a formulacao fraca ou variacional
em vez da cldssica. Assim, o problema dado por P; = P(z,y,t), I = 1 a4 no espago V

={Pe€ H'((0,T7), H(Q)) : tr(P) = 0 em [y} ird se tornar:

a; Ly ds — / div(a; VP) v ds + / div(VP, ) vds + /
Q Q

poiPivds — al/Pl v ds+
Q

Q

+b1/P12’Ud8+Cl/P1P3UdS+d1/P1P4’UdS+€1/P1P2’Ud8:0,
Q Q Q Q

OP.
/—2 vds— /dlv(a2VP2) v ds + /div(WPz ) vds + /p202P2 v ds — aQ/ Pyv ds+
Q Q Q

+b2/P22’UdS+02/P2P3Ud8+d2/P2P4’UdS+€2/P1P2UdS:O
Q Q Q Q

P.
P, vds— /div(a3VP3) vds + /diV(UPg ) vds +/
o Ot Q Q

,030'3P3’U dS-CLg/PgUdS"‘
Q

Q

+b3/P32U ds—03/P1P3v dS—dg/P2P3Ud8+€3/P3P4U ds =0, e
Q Q Q Q

aaP Lvds — / div(ay,VPy) v ds + / div(TPy ) vds + /
Q Q

Q

pro4Pyv ds — a4/P4 v ds+

Q
+b4/P42v ds—c4/P1P4v ds—d4/P2P4v ds+e4/P3P4v ds =0,
Q Q Q Q

(2.2.1)
YweV ={ve H(Q):tr(v) =0 em [y}.

O instrumental analitico a ser usado aqui é o do capitulo anterior com duas modifi-
cagbes: sdo quatro (e ndo apenas duas) as populacoes e, conseqiientemente, sio trés (e nao

apenas um) os termos que modelam agoes interespecificas.

37



Aplicando entdo o Teorema de Green, considerando «a;, as disperséese V,W, U e T os
campos vetoriais de migracao como independentes localmente do tempo, da varidvel espacial

e das préprias populagoes, e usando as condigoes de contorno, tém-se:

—vds+a1/VP1 Vvds+V1/—vds+V2/—vds+
+/p10'1P1UdS—al/P1Ud8+b1/P12Ud8+Cl/P1P3’UdS+
Q Q Q Q

+d1/P1P4UdS+€1/P1P2UdSZO,
Q Q

—vds+a2/VP2 Vvds+W1/—vds+W2/_vds+

+/,020'2P2’Ud8—0,2/P2’UdS+b2/P22UdS+CQ/P2P3UdS+
Q Q Q Q

+d2/P2P4UdS+€2/P1P2’UdSZO,
Q Q
—vds+a3/VP3 Vvds+U1/—vds U2/—vds+
+/p303P3vds—a3/P3v ds-l—bg/P??vds—c?,/Pngvds—
Q Q Q Q
—dg/Png’UdS+€3/P3P4UdS:O, e
Q Q

(2.2.2)
/—vds+a4/VP4 Vvds+T1/—vds+T2/—vds+

+/p4o4P4v ds—a4/P4v ds+b4/P32v ds—c4/P1P4v ds—
Q Q Q Q

—d4/P2P4vds+e4/P3P4vd3:0 Yv eV.
Q Q
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A principal caracteristica de originalidade da expressao (2.2.2) reside na combinagao
de modelos citada anteriormente, usando a aproximacao de Stokes para obter um mapa de
circulacao aquatico que é usado como dado de entrada na producao de mapas evolutivos da
presenca de contaminantes do meio, sendo esta presenca, ainda, usada como dado de entrada
no passo seguinte, representando a hostilidade téxica do meio atingindo as populagoes que
interagem dentro e fora das respectivas espécies. Esta combinacao encadeada de modelos e

aproximagoes nao figura na bibliografia.

Apesar de resultados recentes e de trabalhos em fase final de preparaciao (ver Bozhkov,
2003) no que concerne existéncia e unicidade e caracteristicas de solu¢do do sistema (2.2.2),
esta formulacao ainda coloca tanto ao analista quanto ao analista numérico desafios significa-
tivos. As caracteristicas que a ele conferem nao-linearidades tornam-no menos tratavel tanto
no sentido analitico, quanto para se definirem métodos numéricos de aproximacao de ordem

razoavelmente adequada.
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Capitulo 3

O Modelo Discreto

1 Introducao

Neste capitulo iremos definir sucessivas etapas de discretiza¢do do sistema (2.2.2),
abrindo caminho para a possibilidade de se trabalhar com solucoes aproximadas de qualidade.

Como no capitulo 1 iremos:

(i) Recorrer ao Método de Galerkin (de separacao das varidveis espaciais da temporal);

(ii) Introduzir a discretizagao espacial pelo Método dos Elementos Finitos de Segunda Or-

dem;
(iii) Adotar a aproximagao na varidvel temporal pelo cldssico Método de Crank-Nicolson; e

(iv) Proceder a iteracoes lineares a cada passo no tempo como modo de contornar a nio-
linearidade tanto do sistema originalmente definido quanto daqueles resultados deste

procedimento.

2 O Método de Galerkin

A opcao para a construcao de uma solucao aproximada do ponto de vista do espaco é,

entao, a do Método de Galerkin visando o uso do Método de Elementos Finitos (ver Johnson,
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1987). Portanto, repetindo o mesmo processo de separagdo de varidveis do capitulo 1, ire-
mos, em vez de procurar as solugdes Pi(x,y,t), Po(z,y,t), Ps(z,y,t) e Py(z,y,t) do problema

(2.2.2), construir aproximacoes do tipo:

N N
Pr, = ZPIj (t) pj(z,y) = ZPIj (t) w; paral =1a4
a - (3.2.1)
e para as quais temos
OP,  o~dP,
- - 3.2.2
ot i a 7 ( )

Esta aproximacao ira refletir, entre outras caracteristicas, na mudanca dos espagos
tanto das solucoes procuradas, quanto das funcoes-teste inerentes ao Método de Elementos

Finitos. Assim, em vez de termos
PreyV={PecH(0,T),H(Q) :tr(P) =0 em Iy}

iremos teoricamente construir solucdes aproximadas neste nivel em subespacos V};, de dimensao

finita N gerados pela base 5 = {1, ©2,..., N}

Reescrevendo portanto o sistema (2.2.2) para V}, o subespagco de base [ e rearranjando
convenientemente os termos nao lineares, obtemos:

Y dP (1)
dt

N N
90
(jle:) + a1ZP1j (t) (VeillVes) + ZPlj (t) (W%Wz) +
i=1

N N N
a ,
+ Py (1) (%ai;m) + Y P (1) (m101gsl0i) — an > Py, (1) (95100 +
j=1 j=1

J=1

+b1_ZP1j (t) (Zplk (t)(goksojlapi)) + cl_zplj (t) (Z Py, (t)(wm\s@i)> n
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M dP,, (1) 0,
2 (iled) +aQZP2 (VeslIVe) +ZPQJ Wil )+

j=1 Jj=1 Jj=1

op ul
+ZP2 (5 Jm)+ZPZ (pars5li0) — 23 oy 8) (5l +

i=1

+b2_Zsz (t) (Zsz (t)(sok%-lwi)) + CQZPz (Zpsk (e )

N N N
+dy) Py (1) (Z&k (t)(eoksojl%)> +ey Py t) (ZPlk (orpsl i) ) =0,
j=1 k=1 7j=1

N N
dPy, (1) B,
5 (oyle) + 053 s (1) (V1920 ngj (0:5210)+

=1 =1

N
Oy
+E Py, (1) <U2 ]|S0z> +§ Ps,(t) (p30305]0:) a3§ P3] (pilei)+
j=1 j=1

+ b3ZP3,- (t) (ZP?% (ﬂ(%@ﬂ%)) - C3ZP3J (Zﬂk (erpsle:) )

N N N
B d3ZP3j *) (ZPQk (t)(SOk(Pj‘(pi)> + 63ZP3J (Zp4k (Pk@]wz ) =0, e
Jj=1 k=1 j=1
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de;t(t) (ile) +0ad Pu (1) (VepsllVepr) + > Py, (t) <T1%Igoi>+

7j=1 7j=1

N
=1

N N N
0p;
+ Y Py(t) (Tza—yj |Q0i) + Y Py (t) (paoaipiler) — asY Py (1) (pslei)+
j=1 7j=1

=1

(3.2.3)

+b1)_Py(t) (Zak (t)(wwlw») —a) Py(t) (Zplk (t)((pk(pjm)) -

- d4ZP4j (t) (szk (ﬂ(%@j\%’)) + €4ZP4j (t) (Zpsk (t)(<Pk90j|<Pi)> =0,

para Yo, € S.

As equagoes (3.2.3) correspondem a um sistema nao linear de Equagoes Diferenciais

Ordindrias na varidvel ¢ com a condigdo inicial (ja discretizada) dada implicitamente por

N
D P(0) (9l0i) = (Pooles), VereBel=1ad. (3.2.4)
7j=1

A transformacao do sistema nao linear de Equagoes Diferenciais Parciais (2.2.2) para
o sistema néo linear de Equagdes Diferenciais Ordindrias dado em (3.2.3), embora produza
sensivel simplificagdo, continua a apresentar dificuldades analiticas de modo a convencer o

analista a continuar a recorrer a discretizagoes apropriadas.

3 Discretizacao espacial: Método de Elementos Finitos

Diferentemente do capitulo 1 em que a triangularizagao do dominio — através da
constru¢do de uma malha conveniente — era regular (um retangulo), e, portanto, dominio

discretizado €2, e dominio original €2 coincidiam, o dominio a ser considerado é retirado, por
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assim dizer, do mapa. Trata-se da Lagoa de Iberd. A regularidade do retangulo do capitulo 1
inexiste e {2, nao coincide com 2. Vemos, de modo bastante intuitivo, porém, que sucessivos
refinamentos da malha levam €, a convergir (de algum modo) para o dominio original .

Nesse sentido, podemos ilustrativamente comparar as figuras 3.1 e 3.2.

&7 11 09’ o7

Cana
Moroesle

28° 28

30

32

34

Rio dal Mirinay

Figura 3.1: Batimetria da lagoa de Iberd.
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Figura 3.2: Discretizacao da lagoa de Iberd usando o software Triangle (ver Shewchuk, 2002).
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4 Discretizacao temporal: Método de Crank-Nicolson

Uma discretizagao semelhante aquela descrita no capitulo 1 serd adotada aqui. Assim,

adotando os operadores de aproximacao de Crank-Nicolson o sistema (3.2.3) se torna:

N p(n+l) (n) N plnt+l) (n)
Yo (ple) Y L (V|| Vi) +
_ At : 2
Jj=1 j=1
N (n+1) (n+1)
Ty e - ( ) + 3o O (%)
Jj=1 j=1
N plntl) (n) N plntl) (n)
P+ Py P4+ P
+ Z% (pro1p;lei) — Glzjf (@jlei) +
j=1 j=1
+ blz ( Zf (‘Pk‘ﬂj‘%) +
=ttt h=1 - (3.4.1)
N T P (n+1) + P (n+1 + P(n) ]
+o)y ( - ———2 (orp5li) | | +
j=1 L J
N T Pn-l—l P(n) N P(n—|—1 7]
+d Yy ( s y sokeog\soz +
j=1 L k=1 i
N T P(n+1 4 P n) N P(n+1 + P(n) 7
+e) ( > (wrpilen) | | =0,

46



N Pt — p N Pt 4 P
ZJTtJ (pjlei) + 0622% (Ve;illVei) +
Jj=1 j=1

N (n+1) (n+1) (n)
P+ P Op 5, TP dp

r 3o, B (9 S, B (22,

j=1 j=1
N p(ntl) (n) N p(n+l) (n)
P+ Py P, + B
+ Z% (p202p5]00i) — G2Z% (5]p:) +
Jj=1 j=1
N (n+1) (n) N p(ntl) (n) ]
+ bQZ Jf) (Z% (onpilen) | | +
j=1 L k=1 p

N (n+1) (n) N p(n+l1) T
P+ Py Py + P3
+ CQZ ! 9 ! (Z . 2 . ongpj |(pz +
j=1 L k=1 J
N
2,
)y | ) (T el ||+

+ EQZ Z L 5 SOkQ09|§Dz

P arly )
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SE B e+ ey T (91960 +

=1 =1

= 2 ox = 2
N p(n+1) (n) N p(n+1) (n)
P30 + Py, Py + Py
+ Z% (p3o305]0i) — G3Z% (pjles) +
j=1 j=1
N T/ p(n+1) (n) N p(n+1) (n) i
P+ Py Py + P.
+03y (%) (2:#3 (w%ls&)) -
=tk k=t - (3.4.3)
N T (n+1) (n) N p(n+1) T
Py + Py, pirtl) 4 P
—ey ( ) (E = soksog\cpz ) -
j=1 L k=1 _
—ds) ( 2 (opp5li) | | +
j=1 L 1 p
N T P(n+1 + P(n) N P(n+1 -
+esy ( - > QDkSO9|901 =0, e
j=1 L k=1 i
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N P4(n+1) Py P 4 i
(4l:) +a4z — (Vill Vi) +

agp] N (Jn+1) + agp]
+) T, 5 i) + S 5 |¢Z
j=1 j=1

N p(ntl) | p(n) N ptD) L p()
P 4 P Pt 4 pf
+ Z : L (ps0ap;|ps) — a42% (i0510:) +
7j=1
N [/ pln+l) (n) (n+1) (n) i
PV 4 P P4 N p{t 4 pir

N T (n+1) N p(n+1)
P 4 p pimt 4 pln
—cy ( = (Z - sok%l%

j=1 L ) k=1 )
N T P (n+1) + P N P(n—|—1) + P(n)
—diy || T | ([ o (i)
j=1 L k=1
ey || e [ Y 5 (erpslei) | | =0, para Vo; € B.
j=1 L k=1

Como anteriormente, esta discretizagao resulta num sistema nao linear em PI(k") =

(PI(I"), PI(Z"), . ,PI(?) onde PI(:) caracteriza-se pela relacao:

PI(:)gPI(‘Tk:yk:tn), I=1a4

com a condicao inicial dada implicitamente pelos sistemas
N

S"PY (pl0) = (Prlgi), VeieBel=1a4 (3.4.5)
=1
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5

Reagrupando os termos de (3.4.1)

O Problema Discretizado Nao Linear

a (3.4.4) de modo a separar os termos relativos ao

(n + 1)-ésimo passo no tempo obtemos o sistema nao linear dado sucessivamente por:

N

n At At op
S (1-a) led + sy (Tolve) +1, 5 (G210 ) +
i=1

At [0 At
+ Vo, — ( %‘ z) 5 (pro1904| i)

N
. At
=2.n { (1 + m;) (esls) -
j=1

At

N

_ q%Z

k=1

At &
k=1

dip;

P("‘H) + P( n)

2

[ Py 4 pin)

2

At

P("+1) + P( n)

2

P("+1) + p(")

2

(orpjiles)

(orpjles)

(orpjiles)

(oreiles)

At 0
oy (Veilve) - Vi, 5 (1) -

— (pr1o195]pi) —

+b1%2

P 4 pi

5 (Prjlei)

k=1

Atz P 4 p)
2 2

k=1

+d; (rpjles)

(3.5.1)

At
b

k=1

P(”H'l) +P1( n)
2

(sokgoj\soi)] -

At S [P 4 P
5 Z — 5 (arpile) | -

k=1
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N
n At At At [ 0w,
> Pty { (1 - @7) (pili) + ar - (V| Vi) + Wi, - (%m) +
=1

(nt1) | pn)
At [ dyp; At At~ [PV + Py,
+ W= <8—y|€0i) + = (paoagsle) + b27k§1 5 (prpslen) | +

N (n+1) (n) (n+1) (n)
At [Pt 4P At P + Py
+ 0272 % (erpslei) | + dQTZ # (erpslei) | +
k=1 L J k=1 L J
At [P 4 P ]
terg ) | (epsle) | 0 =
k=1 L i

N
i At At INNZ
=S { (1) o) - a (Telve) - w5 () -

j=1
At Dy, At At L [P 4 P ]

- W2j7 <6—y|90z) Ty (/0202%"%') - b27; f (GOkSOj‘SDi) -
At [P+ P 1 A& [P+ P ]
—e— > | (sl ) | —da oY | (prepsleps) | —

2 2 2 2
k=1 L i k=1 L i
At N P("+1) + P( n) ( | )_
€2 5 e 9 PrPj|Pi )
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N
S (-
7j=1

At At 0
) (i) +ar'y (VelIve) + 0, 5 (206 ) +

P 4 pin)

2 2

k=1

At [ Bp; At At
+ U2 < ! | z) 2 (p30-390]|§0z) + b3 Z

AL [P 4 P 1 Aar K [P 4 P
—ag ) [T (gl | — e Z —t——" (erpsler)
k=1 L _ k=1
At [P + PV ]
teasg ) | (erpilen) | =
k=1 L _

N
n At At 0
=S (14 ) o) - a5 (Tl Vo) - 0,5 (1) -

Jj=1

At [ 9p; At At
—Up~ (a—ylw) — 5 (psosgsles) - 637; 5 (orpilei)
At S [P 4 P 1 A [P 4 P
to— Y [ (arpylen) | +ds =Y |2 (prpslei) | —
2 2 2 2
k=1 L J k=1
At N —P(VH—I) +P(n) 7
—eag ) |y (ewplen) | s e
k=1 L _
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k=1

t %W' _
oy ' 2

At
1-— a47>

P(n+1) + P( n)

2

n+1
Pt L plo)

2

At

( )

2

[ »(n+1 n
P+ P

2

(re;sles)

(rpjles)

L (ki)

(erepslei)

At
i | + = 5 (pso1pj|@i)

+b4%2

k=1
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+di
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N

§ At At
{(1+aF) @lod - e (Teilve) -

At Y
(,0404€0g|€0z) 7;

>

k=1

2

P g

2

1
P o
2 SOkQO] (Pz

2

At At
(@5l9i) + - (Vyl| Vi) + T, —

At
P9

D,
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P(”+1) + P( n)

(wwjlsoi)] -
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De modo sucinto, tém-se

A (an), P, pm p pnth) peth) potl) P4(n+1)> prh) =

Y

— B, (Pl(n)’P2(n)’P3(n)’P4(n)’P1(n+1), P2(n+1) P§n+1),P£n+1)) P[(n) (3.5.5)

com a condigdo inicial P\ = (P, P{Y,...,PV) eI =1a .

Diversos modos de se obter a solucdo de (3.5.5) estdo disponiveis. Como no capitulo
1 e em outros trabalhos iremos contornar a dificuldade de aproximar a solucao de (3.5.5)
linearizando o sistema segundo Rachford (1973); Douglas Jr. et al. (1979); Meyer (1988);
Pregnolatto (2002).

Os processos iterativos sao obtidos mediante o seguinte algoritmo:

1. resolve-se o sistema

A (PO, P, P, P, PO P, P, P") P =

=B, (P, P, B, P, P P P{%, P") P
obtendo o vetor P*;

2. resolve-se, agora, o sistema

8 (PO, PO, PO, PO, PO, P, P, P) P{" =

=B, (Pl(‘”, PO PO, PO P PO, P, P4(°)) P

obtendo o vetor Py”;
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3. resolve-se, em seguida o sistema

as (PO, P, P, P, PO P PO, PO) P =

— B, (PO, B0, PO, PO, P, P, P, PO P
obtendo o vetor P{”;

4. e finalmente, resolve-se o sistema

Ao (PO, PO, PO, PO, PO, P, 9, PO PO =

*).

Y

obtendo o vetor P4(

5. resolve-se entao, o sistema

A (PO, PO, PO, PO, P PO, PP, P ) P =

0 0 0 0 * * * * 0
obtendo o vetor P( *)

6. resolve-se agora o sistema

A, (Pfo), PO, PO PO pi) p P&, P4(*)> P =

= B, (P12, P, PO, PO, PI, P, P, P P

I

obtendo o vetor PQ(**);

7. resolve-se agora o sistema

Ag (Pf") PO PO PO, P, p§**>,p§*>,p4<*>) P =

=B, (P( ) P2(0)’ P?’(O)’le( )’Pl(**) P(**) PZ’E ),P( )) P:,’(O)
obtendo o vetor P{™;
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8. resolve-se, finalmente o sistema

A4 (Pl(O), 2(0),P?,(O),PLL(O),Pl(**),Pz(**),P?’(**),P4(*)> PLL(**) _

3

=B, (Pl“’), PO, PO, PO P, P Pl P4(*)) P

obtendo o vetor P{*™").

9. Procedendo analogamente, obtém-se sucessivamente PU™, P pi) o pi=) 4t
que se definam as aproximacoes dos vetores Pl(l), PQ(U, Pél) e P4(1). Geralmente nao ha
ganhos ao se repetir muitas vezes estas iteragbes internas a cada passo no tempo (ver

Rachford, 1973; Douglas Jr. et al., 1979; Meyer, 1988).

10. O procedimento de 1. a 9. é repetido com P, P P{ ¢ P{™ no lugar de P, P\,
Pg(o) e P4(0) , para se obter, apGs as iteragoes internas o (n+1)-ésimo passo na iteragao

temporal, Pl(”ﬂ), p2("+1)’ P3(n+1) o P4(n+1).

Este método de tipo preditor-corretor, definido no ambito de uma discretiza¢ao Crank-
Nicolson ira melhorar as aproximacoes mas nao indefinidamente: ele tende a melhor aproxi-

magao da ordem de (At)? em cada iteragio temporal®.

Este esquema de aproximacoes, portanto, calcula aproximacoes da solugao de ordem
quadrética do ponto de vista espacial global, e de ordem também quadratica temporalmente,

mas na visao local.

1Resultados de convergéncia podem ser encontrados nos trabalhos citados: Rachford (1973), Douglas Jr.
et al. (1979) e Meyer (1988)).
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Capitulo 4

Resultados das Simulacoes Numéricas

Neste capitulo serdo apresentados alguns ensaios numéricos para simular os efeitos de
um impacto ambiental causado por um agente toxico na regiao da lagoa de Iberd, nos niveis

populacionais das quatro espécies interagentes consideradas.

Os parametros usados foram estimados na tentativa de testar o modelo. Assim, foram

adotados parametros que indicassem:

(i) maior difusdo/dispersdo para uma das presas (P,) e para uma das espécies predadoras

(Ps), menores valores nas outras duas;
(ii) um efeito significativamente maior do tdéxico sobre as presas, e inferior nos predadores;

(iii) para a reproducdo, maiores taxas intrinsecas para as espécies predadas do que para os

predadores, e

(iv) um parametro (verhulstiano) do efeito da competicdo intra especifica maior em uma das
espécies de predadores (P;) e em uma das presas (P;), com valores menores para as

outras duas.

O algoritmo (3.5.5) foi programado em ambiente MATLAB no equipamento do La-
boratério de Matemaética Aplicada no IMECC. Em anexo (ver Apéndice A) apresenta-se a
listagem de um dos ensaios. Diversos outros recursos inclusive do MATLAB foram utilizados,

bem como recursos de software do grupo de pesquisa (Shewchuk, 2002; Cantao e D’Afonseca,
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1998).

Em primeiro lugar, a figura 4.1 mostra, na iteracao 250, os niveis populacionais! em

toda a regiao na auséncia de efeitos téxicos do contaminante.

Populacao 1 Populacao 2
250 : : : 250 : : :
| I 113.9623 | I53'978
200 : 200 :
113.9622
150 150 53.9775
113.9621
100 113962 100 53.977
50 113.9619 50
53.9765
0 . . . 113.9618 . . . .
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Populacao 3 Populacao 4
250 : : : 250 ' ' ' 29.4916
: I43.9695 : I29 1915
200 : 200 : '
29.4915
150 43.969 150 29.4914
29.4914
100 100
43.9685 294913
50 50 29.4913
29.4912
0 . . . ; 43.968 0 . . . ;
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 4.1: Niveis populacionais na auséncia do produto impactante.

1Os niveis populacionais adotados inicialmente foram: P; = 200, P> = 100, P; = 50 e P, = 25.
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A figura 4.2 acompanha o comportamento de um né (#2424) escolhido aleatoriamente
na auséncia de efeitos toxicos do contaminante. Neste caso também percebemos os efeitos

classicos de sistemas do tipo presa-predador-competicao.

Populacao 1 - para o no 2424 Populacao 2 - para 0 no 2424
180 - - - - 100 : . ; .
160 . 90
140 80H
120} 70t
100 ¢ 60|
80} 50}
600 5.0 160 150 260 250 40O 5.0 160 150 260 250
Populacao 3 - para o no 2424 Populacao 4 - para o no 2424
50 - - - - 31 . : ; .
30}
29}
28}
271
26}
0 5.0 160 150 260 250 25O 5.0 160 150 260 250

Figura 4.2: Comportamento do né #2424 numa regiao sem o contaminante.
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Nessa simulacao concentramos de inicio o material poluente na regiao inferior da

lagoa. Assim, a figura 4.3 ilustra o final da evolugao do téxico nesta regiao, na iteragao 250.

0.12 — :
0.1— :
0.08 :
0.06 :
004 250

0.02

100

120
140
160 180

Figura 4.3: Material Impactante na regiao inferior da lagoa.
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Ja nas figuras 4.4 e 4.5 sao apresentados os niveis populacionais apds 250 iteragoes,

os mesmos graficos de diferentes pontos de vista.

Populacao 1 Populacao 2
250 SRR 250 R
I110 l
200 | 105 200 | 52
100
150 150 50
95
100 100
90 48
50 85 50
46
80
0 ' : : ; 0 ' : : ;
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Populacao 3 Populacao 4
250 SRR I 250 R
200 : 43 200
150 42 150
20
100 41 100
50 40 50
0 , , , 39 0 . . . .
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 4.4: Niveis populacionais com o contaminante na parte inferior da lagoa.
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Populacao 1 Populacao 2

I11o I
52

105
100
50
95
90 48
85
46
80
100 100
200 0 200 0
Populacao 3 Populacao 4
I43 c j I
v o : 25
45 42 30
424 B 20
v 41 20
404 40 40
, 40 ,
38 104 5
0 0
100 39 100
200 0 200 0

Figura 4.5: Mesmos niveis populacionais vistos por outro angulo.

Vale ressaltar que na figura 4.5 as escalas sao diferentes para as quatro populagoes,

pois os niveis populacionais iniciais sao diferentes.
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Apresentamos ainda na figura 4.6 o comportamento evolutivo dos quatro niveis po-
pulacionais no né #2424 fora da regiao com o contaminante, como observado anteriormente

e, por isso, seu comportamento é analogo ao da figura 4.2.

com ro1=30%, Populacao 1 - para o no 2424 com ro2=20%, Populacao 2 - para o no 2424
180 - - - - 100 - : . .
160 : 90
140 80
120} 701
100t 60
80} 50}
600 5.0 160 150 260 250 400 5.0 160 15;0 260 250
com ro3=5%, Populacao 3 - para o no 2424 com ro4=10%, Populacao 4 - para o no 2424
50 - - - - 31 . . . .
30t
29t
281
271
26}
0 5.0 160 150 260 250 25O 5.0 160 150 260 250

Figura 4.6: Comportamento evolutivo dos niveis populacionais no né #2424.
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Em outra simulagao, apresentamos os mesmos conjuntos de graficos no caso, agora,
em que se tem a concentracao inicial do material impactante na parte superior a direita. A
figura 4.7 mostra como evolui a distribui¢do do material impactante, exibindo a superficie dos
niveis de impacto sobre o dominio, apés o periodo desejado de tempo (neste caso, para 250
iteragbes). A pequena distancia coberta pelo poluente corresponde & nossa expectativa, em

funcao da baixa circulagao local determinada no programa via Equacao de Stokes.

Material Impactante

0.08 —
1/1 \
0064 Ao

el /)’rr ‘,/,,A\‘\ ..

A
0.04 —

250

0.02 —
0
-0.02
0

60 50

80 400
120 449
160

180

Figura 4.7: Evolucao do material impactante.
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Com o comportamento evolutivo da mancha de material impactante indo da condi¢ao
inicial para a distribuicao apresentada na figura 4.7, seria de se esperar uma queda nos niveis
populacionais das espécies consideradas, queda esta que deveria acompanhar a presenca do

produto toxico.

De fato, é esta a situacao descrita pelas figuras 4.8 e 4.9, com o resultado final da

simulacao, lembrando que as populagoes 1 e 2 sao as presas e as populagoes 3 e 4, os predadores.

Populacao 1 Populacao 2
250 : : ‘ 250 : : ‘
I 110 I 53
200 200
t 105 1%
150 150 51
100
100 100 >
% 49
50 90 50 48
0 : . . . 85 0 : . . . 47
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Populacao 3 Populacao 4
250 : : ‘ 250 : : ‘
I 43.5 I 28
200 M 200 26
150 425 150 24
42 22
100 41.5 100 20
50 50 18
40.5 16
0 ' : : ; 0 ' : : ;
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 4.8: Niveis populacionais na presenca do produto téxico.
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Populacao 1 Populacao 2

20, I110

105
100
95
o 90
40
85
200 0 200 0
Populacao 3 Populacao 4
I43.5 I28
43 26
42.5 24
42 22
41.5 20
41 18
40.5 16
200 0 200 0

Figura 4.9: Outra visao dos niveis populacionais na presen¢a do produto toxico.

Como anteriormente, as escalas também ndo sdo iguais por termos condicoes iniciais

diferentes nos quatro niveis populacionais.
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Uma idéia de como as espécies chegaram aos niveis populacionais e as respectivas

distribuicoes ai desenhadas é sugerida pela figura 4.10.

Acompanham-se os niveis populacionais para um tnico né (#1302) escolhido justa-
mente na regiao inicialmente afetada pelo contaminante: vemos os efeitos imediatos sentidos
pelas duas presas (populagoes 1 e 2) e, com certo retardo, o efeito levado aos predadores (po-
pulagdes 3 e 4), além dos efeitos esperados em fung¢do de comportamentos cldssicos de modelos

do tipo presa-predador-competicao.

com ro1=30%, Populacao 1 — para o no 1302 com ro2=20%, Populacao 2 — para o no 1302
180 100
160 1 90
140 80
120 707
100} 60
801 50t
60 40t
40 ; - - - 30 ; : : :
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
com ro3=5%, Populacao 3 — para o no 1302 com ro4=10%, Populacao 4 — para o no 1302
50 " " " " 26 " " " "
24 ¢
45+ ool
20t
40+t
18}
35} 16}
14}
30 ; - - - 12 - - - -
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Figura 4.10: Efeito téxico no n6 #1302 na regido afetada pelo contaminante.
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Em comparacio, a figura 4.11 acompanha outro né (#2424) fora da regido de efei-
to imediato do material impactante. Podemos observar comportamentos significativamente
diferenciados: ndo sé os niveis populacionais das presas (populagoes 1 e 2) sdo mais baixos,
obviamente, onde hd impacto, mas o comportamento de um dos predadores (populagao 4) é
invertido: na presenca do impacto, mesmo com certa abundancia de presas, seu nivel populaci-
onal cai, enquanto que na auséncia do produto téxico, o nivel populacional comeca aumentan-
do vindo a diminuir posteriormente muito mais em funcao dos efeitos das competicoes, visto
que, nestes ensaios realizados, o material impactante nao chegou a afetar significativamente

(aindal) as populagoes tanto de presas quanto de predadores.

com ro1=30%, Populacao 1 — para o no 2424 com ro2=20%, Populacao 2 — para o no 2424
180 100
160 1 90
140 807
120} 70¢
100} 60 |
80t 50¢
600 5.0 1 60 1 50 260 250 40O 5.0 1 60 1 50 260 250
com ro3=5%, Populacao 3 — para o no 2424 com ro4=10%, Populacao 4 — para o no 2424
50 T T T T 31 - - - .
30¢
29¢
28 ¢
27t
26 ¢
5.0 1 60 1 50 260 250 25O 5.0 1 60 1 50 260 250

Figura 4.11: Evolucao de um n¢ fora da regiao de efeito do material impactante.
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Seguindo o roteiro anteriormente adotado, apresentamos a mesma simulagao anterior,

agora, com 400 iteracoes, correspondendo a um tempo final de 160.

A figura 4.12 mostra o comportamento evolutivo do material impactante na iteragao
400. Observamos ainda a pequena area coberta pelo agente toxico em func¢do da baixa circu-

lacao local.

Material Impactante

0.08 —

006 RN

19\&\\“\“ -
AN

0.04 —

250
0.02 —

60 50

80 40
120 440
160

180

Figura 4.12: Evoluc¢ao do material impactante — iteracao 400.
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As figuras 4.13, 4.14 e 4.15 mostram os niveis populacionais das presas e dos preda-

dores na presenca do agente téxico, de diferentes pontos de vista.

Populacao 1 Populacao 2
Bl possnass — S s 5 250
2000 posmmnnnnns ---------- : 200
1801 0 -------- 150
100, Y A ----------- 100
G0 ivnn? ---------- 50
00 5;0 160 15;0 260 00 Sb 160 1EE>0 2(;0
Populacao 3 Populacao 4
250 250
200 200
T8 e | T80 s
100 + 100 |
50 50
0 0

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 4.13: Niveis populacionais na presenca do agente toxico — iteragao 400.
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Para andlise visual, a figura 4.14 mostra os niveis populacionais com escalas diferentes

e, a titulo de comparagao, a figura 4.15 mostra os mesmos niveis populacionais na mesma

escala.
Populacao 1 Populacao 2
90+ 66
644
85 \
400 g 400
80 7~ 60
0 0
50 50
100 100
150 990 0 150 g 0
Populacao 3 Populacao 4
43+ 30+
424 ‘ o5 |
Ml 400 50l 400
40 £ 15 -
0 0

100 100

150 150

200 O 200 O

Figura 4.14: Outra visao dos niveis populacionais em escalas diferentes.
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Populacao 1 Populacao 2

Populacao 3 Populacao 4

26

124

Figura 4.15: Niveis populacionais na mesma escala.
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Na figura 4.16 podemos observar o efeito “viajante” do agente téxico. Apds as 400
iteragoes a populacao 1 (presa), inicialmente a mais afetada pelo poluente e pelo efeito da
predagao-competicao, comeca a se recuperar, atingindo um nivel populacional significativa-
mente maior do que aquele anterior ao poluente e seu efeito toxico. Este comportamento,
surpeendente do ponto de vista numérico nao o é de uma perspectiva bioldgica: é como se a
populagao de presas P estivesse se aproveitando do fato de que seu competidor (P,) ainda
se recupera dos efeitos téxicos, enquanto que as populagoes de predadores (P; e P;) ainda
estao debilitados nao s6 pelo efeito téxico do poluente, mas também pela reducao de niveis

populacionais das presas.

Populacao 1

89—

88—
87 -
86—
85—
B 250
84—
83—
82—

80

100
120
140 160

180

Figura 4.16: Comportamento da populacao 1 apds 400 iteragoes.
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As figuras 4.17 e 4.18 mostram o comportamento evolutivo dos quatro niveis popu-
lacionais nos nds #1302 e #2424, agora para 400 iteragoes. Observamos um comportamento

andlogo ao das figuras 4.10 e 4.11.

com ro1=30%, Populacao 1 — para o no 1302 com ro2=20%, Populacao 2 - para o no 1302
180 - - - 100 - - -
160 : 90
140 : 80
120 1 70
100 60 |
80t 50¢
60} 401
40 : : : 30 : : :
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
com ro3=5%, Populacao 3 - para 0 no 1302 com ro4=10%, Populacao 4 - para o no 1302
50 - - - 26 - - -
24 ¢
45 I 22 L
201
40¢
18}
35! 16}
14}
30 : : : 12 : : :
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Figura 4.17: Comportamento evolutivo dos niveis populacionais para o né #1302.
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com ro1=30%, Populacao 1 - para o no 2424 com r02=20%, Populacao 2 — para o no 2424

180 : : : 100
160 1 90
140 1 80
120 1 70¢
100 ¢ 1 601
80| 1 50
600 1 60 260 360 400 40O 1 60 260 360 400

— °o —
com ro3=5%, Populacao 3 — para o no 2424 com ro4=10%, Populacao 4 — para 0 no 2424

50 - - - 31

48| 30¢

46 | 29t
44 28}
421 27t

40} 26

38 ' ' ' 25 ' ' '
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Figura 4.18: Comportamento evolutivo dos niveis populacionais para o né #2424.
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Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho visou, em suma, um objetivo multiplo: introduzir um instrumental
a um tempo matematico, algoritmico e computacional que se preste a simulacées que, na
pratica, pudessem contribuir para o estudo de efeitos de impacto ambiental em populacoes e

comunidades que residem, ainda, em regides menos afetadas de modo irreversivel.

Uma primeira conseqiiéncia pode ser a de fornecer a estudiosos de areas correlatas
um software que permita avaliar o efeito de decisdes ou estratégias na regidao estudada ou
de caracteristicas afins, decisoes ou estratégias essas que afetam sejam as regides circunvizi-
nhas agro-industriais, seja as préprias regioes analisadas. Cabe dizer que tanto a modelagem
quanto as aproximgoes algoritmicas e esquemas numéricos transcendem as limitacoes daquela

especifica regiao onde se originou o presente estudo.

Sao caracteristicas originais deste trabalho, em primeiro lugar, a combinacao de dife-
rentes recursos de modelagem, via sistemas de Equagoes Diferenciais Parciais. De fato, usamos

na modelagem proposta:
— a Equacao de Stokes,
— a Equacao de Reacao-Difusao com Transporte,
— conceitos de Migragao-Dispersao e

— a cldssica Modelagem de tipo Lotka-Volterra.
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Em segundo lugar nao temos registro, na literatura disponivel de uma combinagao

que se revelou viavel:

(i) determinagao de aproximagao confidvel de um campo vetorial descritivo do mapa cir-

culatério;

(ii) determinagdo de aproximagdo consistente do transporte advectivo de material im-
pactante numa determinada regiao, obtendo, a cada ponto no dominio e a cada instante

no tempo, os niveis de material impactante; e, finalmente,

(iii) determinacdo de aproximagdes qualitativamente relevantes das populagées resultan-
tes, e suas respectivas distribui¢oes no espaco e ao longo do tempo, bem como os efeitos
diretos e indiretos do movimento do contaminante sobre as populacées-chave que, ainda,

interagem entre si.

O algoritmo adotado é descrito em aplicagoes relativamente mais simples tanto no
tocante as dimensoes do sistema abordado, quanto as ordens de aproximacao. O esquema de-
finido em (3.5.1)-(3.5.4) trabalha com elementos finitos de segunda ordem, produzindo, junto
com o Método de Crank-Nicolson, aproximacoes locais de terceira ordem no espaco e de se-

gunda ordem nas aproximacoes temporais.

Por um lado é verdade que, dadas suas caracteristicas bastante pesadas em termos
de exigéncias computacionais (tanto em cdalculos efetivos quanto em armazenamentos de in-
formacoes), os programas vém exigindo longo tempo de processamento. No entanto, oportu-

nidades de melhoria de desempenho apontam uma primeira direcao de trabalho futuro.

Outra oportunidade de trabalho relevante no futuro pode ser a do uso do programa
em situacoes de fato que permitam a calibracdo de parametros do modelo (numa linha de

trabalho semelhante & de Kareiva, 1983).

Ainda, aquilo que se convencionou chamar de modo desnecessariamente anglicista de
« : XA : x R ~ :
customizagao”, ou seja, a adequacao do software para outros dominios e outras agoes in-

terespecificas, bem como outros efeitos de impacto, se constitui num desafio de certa forma
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imediato e bastante vidvel.

Finalmente cabe-nos enfatizar o resultado numérico obtido que levou a figura 4.16.
Em esforgos de cooperacao com outros grupos de trabalho, situacoes como aquela que a figura

descreve surgem de modo natural como conseqiiéncia de impacto por produto téxico.

De fato, pesquisadores da CETESB (Poffo (2000)) descrevem um salto populacional
de certas algas, ultrapassando niveis prévios de densidade populacional apds a presenca de
manchas de 6leo, niveis prévios estes, em que tais algas conviviam com competidores: cracas

marinhas.

Os resultados (e sua expressao grafica na figura 4.16) sao de grande alento para aqueles
que se dedicam ao uso deste tipo de instrumental na modelagem de fenomenos ambientais
visando o conhecimento, a preservagao e estratégia de recuperacao para regioes suscetiveis de

impacto por agoes antropicas.
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Apéndice A

Esquema Computacional

Neste apéndice, é apresentado o esquema computacional utilizado na implementacao

do método numérico escolhido para as aproximacoes da solucao do problema.

Os arquivos de leitura foram obtidos através de outros programas ja citados no texto
e os arquivos contendo as submatrizes de rigidez foram obtidos do programa utilizado na

resolucao do problema prosposto no capitulo 1.

)

% Aproximacao de um sistema nao-linear para simular a dispersao
% de populacional na lagoa de Ibera, tentativa 3

h

clear all; tO=clock; format long;

h

% parmetros do modelo (carregado via arquivo)

)

%load(’param.m’) ;

% Coeficiente de Difusao de P1, alfal
alfal = 0.05;

% Coeficiente de Difusao de P2, alfa?2
alfa2 = 0.5;

% Coeficiente de Difusao de P3, alfa3
alfa3 = 0.25;

% Coeficiente de Difusao de P4, alfa4d
alfad = 0.025;

% Coeficiente de Difusao do poluente, alfapo
alfapo = 1;

% Decaimento do poluente, decpo

decpo = 0.01;

% Migracao de P1 na direcao do eixo-x, Vi1l
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de P1 na

de P2 na

de P2 na

de P3 na

de P3 na

de P4 na

de P4 na

direcao do

direcao do

direcao do

direcao do

direcao do

direcao do

direcao do

eixo-y,
eixo-x,
eixo-y,
eixo-x,
eixo-y,
eixo-x,

eixo-y,

Vi2

V21

V22

V31

V32

V41

Va2

crescimento linear de P1, aal

crescimento linear de P2, aa2

crescimento linear de P3, aa3

Termo de crescimento linear de P4, aa4d

Termo logistico de P1, bbl

Termo logistico de P2, bb2

Termo logistico de P3, bb3

Termo logistico de P4, bb4

Vi1l 0.0;

% Migracao
Vi2 0.0;

% Migracao
V21 0.0;

% Migracao
V22 0.0;

% Migracao
V31 = 0.0;

% Migracao
V32 = 0.0;

% Migracao
Va1 0.0;

% Migracao
V42 = 0.0;

% Termo de
aal 0.2;

% Termo de
aa2 0.15;

% Termo de
aa3 0.05;

yA

aad = 0.025;

yA

bbl = 0.002;

yA

bb2 = 0.0025;

h

bb3 = 0.00125;

yA

bb4 = 0.001;

% Termo de
cl = 1le-5;

% Termo de
c2 = 2e-5;

% Termo de
c3 = 15e-6;

% Termo de
c4 = 2be-6;

% Termo de
ddl = 1le-5;

% Termo de
dd2 = 2e-5;

% Termo de
dd3 = 15e-6;

% Termo de

predacao
predacao
predacao
predacao
predacao
predacao
predacao

predacao

de P3 em P1, ci
de P3 em P2, c2
de P3 em P1, c3
de P4 em P1, c4
de P4 em P1, ddil
de P4 em P2, dd2
de P3 em P2, dd3
de P4 em P2, dd4
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dd4 = 25e-6;
% Termo de competicao de P1 e P2, eel
eel = be-6;
% Termo de competicao de P2 e P1, ee2
ee2 = 4e-6;
yA Termo de competicao de P3 e P4, ee3
ee3 = 3e-6;
% Termo de competicao de P4 e P3, ee4d
eed = le-b;

h

% presas sofrendo mais com produto toxico

rol = 0.3;

ro2 = 0.2;

h

% predadores sofrendo menos (aqui, o efeito

% direto, o efeito indireto ocorre na predacao
ro3 = 0.05;

ro4 = 0.1;

yA Instante final

tmax = 100;

% Numero maximo de iteracoes, it
itmax = 250;

% Intervalo de tempo, dt

dt = tmax/itmax;

% No. do no para arq. separado
n0P = 2424;

yA No. total de nos

ntn = 6853;

h No. total de triangulos

ntt = 3297;

h No. de nos por triangulo

nnt = 6;

h

% malha de elementos finitos (carregado via arquivo)
h

load malha.m

h

%  carregando o arquivo de Coordenadas dos nos
h

load coord.m

h

% carregando o arquivo de Stokes

h

load rstok.m

h

load SMFI.m
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load SMG1.
load SMDx.
load SMDy.
load SMG2.
load SMG3.m
load SMTRI1.
load SMTRI2.
load SMTRIS3.
load SMTRI4.
load SMTRIS5.
load SMTRI6.
load SMATI11.
load SMAT12.
load SMAT13.
load SMAT14.
load SMAT15.
load SMATI16.
load SMAT21.
load SMAT22.
load SMAT23.
load SMAT24.
load SMAT25.
load SMAT26.
yA

% condio inicial
yA

%u0 = zeros(ntn,1);

m
m
m
m

5 B 8 E8EBBBEBBEBEBBBEBEB BB

fprintf (1, ’Dados iniciais\n’);

U1 200.0 * ones( ntn, 1 );

U2 = 100.0 * ones( ntn, 1 );

U3 50.0*%ones( ntn, 1 );

U4 = 25.0*ones( ntn, 1 );

U5 = 0.0*ones( ntn, 1 );

U5(899)=0.125; U5(900)=0.125; U5(1821)=0.125;
U5(1822)=0.125; U5(1823)=0.125; U5(478)=0.125;
h

U5(899)=0.125; U5(898)=0.125; U5(1851)=0.125;
U5(1852)=0.125; U5(1823)=0.125; U5(478)=0.125;
)

U5(1690)=0.125; U5(900)=0.125; U5(6762)=0.125;
U5(1822)=0.125; U5(5309)=0.125; U5(478)=0.125;
h

% preparacao dos parametros que independem das coordenadas

h
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fprintf (1, ’Parametros\n’);

mdt = dt/2;
difi=alfal*mdt;
vmigll=mdt*Vi1;
vmigl2=mdt*V12;
vlogisl=bbl*mdt;
vpresal3=cl*mdt;
vpresal4=ddi*mdt;
vcompl2=eel*mdt;
dif2=alfa2+*mdt;
vmig21=mdt*V21;
vmig22=mdt*V22;
vlogis2=bb2*mdt;
vpresa23=c2*mdt ;
vpresa24=dd2*mdt;
vcomp2l=ee2*mdt ;
dif3=alfa3*mdt;
vmig31=mdt*V31;
vmig32=mdt*V32;
vlogis3=bb3*mdt ;
vpred31=-c3*mdt;
vpred32=-dd3*mdt ;
vcomp34=ee3*mdt ;
difd4=alfad*mdt;
vmig4l=mdt*V41,;
vmig42=mdt*V42;
vlogis4=bb4*mdt;
vpred41=-c4*mdt ;
vpred42=-dd4*mdt ;
vcomp43=ee4*mdt ;

h

% calculo do Jacobiano e das funcoes hl, h2 e h3

h
fprintf(1,’Jacobianas\n’);

Jac = zeros(ntt,4);
p = zeros(ntt,6);
for ind=1:ntt
for iel=1:nnt
iloc = malha(ind,iel);
x(iel)= coord(iloc,1);
y(iel)= coord(iloc,2);
end;
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p(ind,:) = [x(3)-x(1), y(B)-y(1), x(5)-x(1),
y(3)-y(1), x(2)-x(1), y(2)-y(1) 1;

Jac(ind,:) = [ p(ind,1)*p(ind,2)-p(ind,3)*p(ind,4), ...
p(ind,2)*p(ind,2)+p(ind,3)*p(ind,3), ...
p(ind,4)*p(ind,4)+p(ind,1)*p(ind,1), ...

p(ind,2)*p(ind,4)+p(ind,1)*p(ind,3)];

Jac(ind,2:4) = Jac(ind,2:4) / Jac(ind,1);
end;
yA
% montagem das matrizes do sistema
yA
A1 = sparse([1,[]1,[],ntn,ntn,ntn*15);
B1 = sparse([]1,[],[],ntn,ntn,ntn*15);
A2 = sparse([1,[]1,[],ntn,ntn,ntn*15);
B2 = sparse([]1,[],[],ntn,ntn,ntn*15);
A3 = sparse([],[1,[],ntn,ntn,ntn*15);
B3 = sparse([],[],[],ntn,ntn,ntn*15);
A4 = sparse([1,[]1,[],ntn,ntn,ntn*15);
B4 = sparse([1,[]1,[],ntn,ntn,ntn*15);
A5 = sparse([1,[]1,[],ntn,ntn,ntn*15);
B5 = sparse([1,[]1,[],ntn,ntn,ntn*15);
yA
% abrindo as janelas para os graficos
yA
for it = 1l:itmax

fprintf(’Iteracao %d\n’, it);
yA

% Construcao do sigma = poluente --- Mateus
h

V51 = rstok(:,1);

V52 = rstok(:,2);

decl=1+decpo*mdt;
dec2=1-decpo*mdt;
dif=alfapo*mdt;

for ind=1:ntt
for i=1:nnt
IGi=malha(ind,i);
STR2= 0;
STR3= 0;
for j=1:nnt
JGj=malha(ind,j);
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h
h
h

h
h
h

h

h
h
h
h
h
h
h

STR2 = (p(ind,2)*SMAT21(i,j)-p(ind,4)*SMAT11(i,j))*V51(malha(ind,1))+...
(p(ind,2)*SMAT22(i,j)-p(ind,4)*SMAT12(i,j))*V51(malha(ind,2))+. ..
(p(ind,2)*SMAT23(i,j)-p(ind,4)*SMAT13(i,j))*V51(malha(ind,3))+...
(p(ind,2)*SMAT24(i,j)-p(ind,4)*SMAT14(i,j))*V51(malha(ind,4))+. ..

(p(ind,2) *SMAT25(i,j)-p(ind,4)*SMAT15(i,j))*V51(malha(ind,5))+. ..
(p(ind,2)*SMAT26(i,j)-p(ind,4)*SMAT16(i,j))*V51 (malha(ind,6)) ;

STR3 = (p(ind,1)*SMAT11(i,j)-p(ind,3)*SMAT21(i,j))*V52(malha(ind,1))+...
(p(ind,1)*SMAT12(i,j)-p(ind,3)*SMAT22(i,j))*V52(malha(ind,2))+.. .
(p(ind,1)*SMAT13(i,j)-p(ind,3)*SMAT23(i,j))*V52(malha(ind,3))+...
(p(ind,1)*SMAT14(i,j)-p(ind,3)*SMAT24(i,j))*V52(malha(ind,4))+. ..

(p(ind,1)*SMAT15(i, j)-p(ind,3)*SMAT25 (i, j))*V52(malha(ind,5))+...
(p(ind,1)*SMAT16(i,j)-p(ind,3)*SMAT26(i,j))*V52(malha(ind,6));

STR2
STR3

STR2*mdt ;
STR3*mdt ;

SME6=dec1*Jac(ind,1)*SMFI(i,j)+dif*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i,j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))+ STR2 + STR3;

MATRIZ A5
A5(I1Gi,JGj)= A5(IGi,JGj)+ SME5;

SMD5=dec2*Jac(ind,1)*SMFI(i,j)-dif*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i,j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))- STR2 - STR3;

MATRIZ BS
B5(IGi,JGj)= B5(IGi,JGj)+ SMD5;
fechar os loops ateh o ind;
end;
end;
end;

Resolve o sistema p/ Populacao 5

[1p upl=1u(A5);

inter=lp
S5 = 1p\(B5*U5);
U5 = up\S5;
U5 = A5 \ ( B5 * U5 );
U5 = U5 / norm(US);
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h
h
h

for ind=1:ntt

sigg = (U5(malha(ind,1)) + U5(malha(ind,2)) + U5(malha(ind,3)) +...
U5(malha(ind,4)) + U5(malha(ind,5)) + U5(malha(ind,8)))/6;

dpres1(ind) = 1+(rol*sigg-aal)*mdt;

dprdil(ind) = 1-(rol*sigg-aal)*mdt;

dpres2(ind) = 1+(ro2*sigg-aa2)*mdt;

dprdi2(ind) = 1-(ro2*sigg-aa2)*mdt;

dpredes3(ind) = 1+(ro3*sigg-aa3)*mdt;

dpredi3(ind) = 1-(ro3*sigg-aa3)*mdt;

dpredes4(ind) = 1+(ro4*sigg-aa4)*mdt;

dpredi4(ind) = 1-(ro4*sigg-aa4)*mdt;

end;

for itint=1:2
for ind=1:ntt
for i=1:nnt
IGi=malha(ind,i);
for j=1:nnt

JGj=malha(ind,j);

STR11 = SMTRI1(i,j)*Ul(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*Ul(malha(ind,2))+...
SMTRI3(i,j)*U1(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U1(malha(ind,4))+. ..
SMTRI5(i,j)*Ul(malha(ind,5))+SMTRI6(i,j)*Ul(malha(ind,6)) ;

STR12 = SMTRI1(i,j)*U2(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U2(malha(ind,2))+...
SMTRI3(i,j)*U2(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U2(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U2(malha(ind,5))+SMTRI6(1i,j)*U2(malha(ind,6));

STR13 = SMTRI1(i,j)*U3(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U3(malha(ind,2))+...
SMTRI3(i,j)*U3(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U3(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U3(malha(ind,5))+SMTRI6(i,j)*U3(malha(ind,6));

STR14 = SMTRI1(i,j)*U4(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U4(malha(ind,2))+...
SMTRI3(i,j)*U4(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U4(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U4(malha(ind,5))+SMTRI6 (i, j)*U4(malha(ind,6)) ;

SME1=dpres1(ind)*Jac(ind,1)*SMFI(i,j) + difi1*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i, j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))+vmigli*(p(ind,2)*SMDx(i,j)-...
p(ind,4)*SMDy (i,j))+ vmigl2*(p(ind,1)*SMDy(i,j)-p(ind,3)*SMDx(i,j))+ ...

vlogisl*Jac(ind,1)*STR11+vpresal3*Jac(ind,1)*STR13+...
vpresald4*Jac(ind, 1) *STR14+vcompl12+Jac(ind,1) *STR12;

MATRIZ Al:

A1(IGi,JGj)= A1(IGi,JGj)+ SMEL;

SMD1=dprdil (ind)*Jac (ind, 1) *SMFI(i,j)-dif1*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i,j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))-vmigli*(p(ind,2)*. ..

SMDx (i, j)-p(ind,4)*SMDy(i,j))-vmigl2*(p(ind,1)*SMDy(i,j)-...
p(ind,3)*SMDx(i,j))-vlogisl*Jac(ind,1)*STR11-vpresal3x*. ..
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h
h
h

h

h
h
h
h
h
h

h
h
h

h
h

Jac(ind,1)*STR13-vpresal4*Jac(ind, 1) *STR14-vcompl2+*Jac(ind, 1) *STR12;
MATRIZ B1i:
B1(IGi,JGj)= B1(IGi,JGj)+ SMD1;

fechar os loops ateh o ind;
end;
end;
end;

Resolve o sistema p/ Populacao 1

[1p upl=1u(Al);
S1 = 1p\(B1%U1);
Ul = up\Si;

Ul = A1 \ ( B1xU1 );

repete o loop do ind p/ A2

for ind=1:ntt
for i=1:nnt
IGi=malha(ind,i);
for j=1:nnt
JGj=malha(ind,j);

STR11 = SMTRI1(i,j)*Ul(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*Ul(malha(ind,2))+...

SMTRI3(i,j)*U1l(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*Ul(malha(ind,4))+...
SMTRIS(i,j)*Ul(malha(ind,S))+SMTRIG(i,j)*Ul(malha(ind,G));

STR12 = SMTRI1(i,j)*U2(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U2(malha(ind,2))+...

SMTRI3(i,j)*U2(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U2(ma1ha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U2(malha(ind,5))+SMTRI6(i,j)*U2(malha(ind,6));

STR13 = SMTRI1(i,j)*U3(malha(ind,1))+SMTRI2(i, j)*U3(malha(ind,2))+...

SMTRI3(i,j)*U3(malha(ind,3))+SMTRI4 (i, j)*U3(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U3(malha(ind,5))+SMTRI6(i,j)*U3(malha(ind,6));

STR14 = SMTRI1(i,j)*U4(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U4(malha(ind,2))+...

SMTRI3(i,j)*U4(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U4(malha(ind,4))+...
SMTRIS(i,j)*U4(malha(ind,5))+SMTR16(i,j)*U4(ma1ha(ind,6));

SME2=dpres2(ind)*Jac(ind, 1) *SMFI(i,j)+dif2*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i, j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))+vmig21*(p(ind,2)*SMDx(i,j)-...
p(ind,4)*SMDy (i, j))+vmig22* (p(ind,1)*SMDy(i,j)-p(ind,3)*SMDx(i,j))+...
vlogis2*Jac(ind,1)*STR12+vpresa23+Jac(ind, 1) *STR13+vpresa24*. ..
Jac(ind,1)*STR14+vcomp21*Jac(ind,1) *STR11;

MATRIZ A2:
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yA
A2(IGi,JGj)= A2(IGi,JGj)+ SME2;

SMD2=dprdi2(ind)*Jac(ind,1)*SMFI(i,j)-dif2*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i,j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))-vmig21*(p(ind,2)*SMDx(i,j)-...
p(ind,4)*SMDy (i, j))-vmig22*(p(ind,1)*SMDy (i, j)-p(ind,3)*SMDx(i,j))-...
vlogis2*Jac(ind,1)*STR12-vpresa23*Jac(ind,1)*STR13-vpresa24x*. ..
Jac(ind,1)*STR14-vcomp21*Jac(ind,1)*STR11;

A
h MATRIZ B2:
h
B2(IGi,JGj)= B2(IGi,JGj)+ SMD2;

% fechar os loops ateh o ind;

end;
end;
end;
yA
% Resolve o sistema p/ Populacao 2
)
% [1p upl=1u(A2);
h S2 = 1p\(B2*U2);
% U2 = up\S2;

U2 = A2 \ ( B2 * U2 );
yA
% repete o loop do ind p/ A3
)
for ind=1:ntt
for i=1:nnt
IGi=malha(ind,i);
for j=1:nnt
JGj=malha(ind,j);

STR11 = SMTRI1(i,j)*Ul(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*Ul(malha(ind,2))+...

SMTRI3(i,j)*U1l(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*Ul(malha(ind,4))+...
SMTRIS(i,j)*Ul(malha(ind,S))+SMTRIG(i,j)*Ul(malha(ind,G));

STR12 = SMTRI1(i,j)*U2(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U2(malha(ind,2))+...

SMTRI3(i,j)*U2(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U2(ma1ha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U2(malha(ind,5))+SMTRI6(i,j)*U2(malha(ind,6));

STR13 = SMTRI1(i,j)*U3(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U3(malha(ind,2))+...

SMTRI3(i,j)*U3(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U3(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U3(malha(ind,5))+SMTRI6 (i, j)*U3(malha(ind,6));

STR14 = SMTRI1(i,j)*U4(malha(ind,1))+SMTRI2(i, j)*U4(malha(ind,2))+...

SMTRI3(i,j)*U4(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U4(malha(ind,4))+...
SMTRIS(i,j)*U4(malha(ind,5))+SMTR16(i,j)*U4(ma1ha(ind,6));
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SME3 =dpredes3(ind)*Jac(ind,1)*SMFI(i,j)+dif3*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...

Jac(ind,3)*SMG2(i,j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))+vmig31*(p(ind,2)*SMDx(i,j)-...
p(ind,4)*SMDy (i, j))+vmig32* (p(ind,1) *SMDy(i,j)-p(ind,3)*SMDx(i,j))+...
vlogis3*Jac(ind, 1) *STR13+vpred31*Jac(ind,1)*STR11+vpred32x*. ..
Jac(ind,1)*STR12+vcomp34*Jac(ind,1)*STR14;

h

h MATRIZ A3:

h

A3(IGi,JGj)= A3(IGi,JGj)+ SME3;

SMD3=dpredi3(ind)*Jac(ind,1)*SMFI(i,j)-dif3*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i, j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))-vmig31*(p(ind,2)*SMDx(i,j)-...
p(ind,4)*SMDy(i,j))-vmig32+*(p(ind,1)*SMDy(i,j)-p(ind,3)*SMDx(i,j))-...
vlogis3*Jac(ind, 1) *STR13-vpred31*Jac(ind,1)*STR11-vpred32x*. ..
Jac(ind,1)*STR12-vcomp34*Jac(ind, 1) *STR14;

yA
h MATRIZ B3:
yA
B3(IGi,JGj)= B3(IGi,JGj)+ SMD3;

% fechar os loops ateh o ind;

end;
end;
end;
YA
% Resolve o sistema p/ Populacao 3
)
% [1p upl=1u(A3);
h S3 = 1p\(B3*U3);
yA U3 = up\S3;

U3 = A3 \ ( B3 * U3 );
h
% repete o loop do ind p/ A4
*h
for ind=1:ntt
for i=1:nnt
IGi=malha(ind,i);
for j=1:nnt

JGj=malha(ind,j);

STR11 = SMTRI1(i,j)*Ul(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*Ul(malha(ind,2))+...
SMTRI3(i,j)*Ul(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*Ul(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U1(malha(ind,5))+SMTRI6(i,j)*Ul(malha(ind,6));

STR12 = SMTRI1(i,j)*U2(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U2(malha(ind,2))+...
SMTRI3(i,j)*U2(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U2(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U2(malha(ind,5))+SMTRI6 (i, j)*U2(malha(ind,6)) ;

STR13 = SMTRI1(i,j)*U3(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U3(malha(ind,2))+...
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SMTRI3(i,j)*U3(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U3(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U3(malha(ind,5))+SMTRI6 (i, j)*U3(malha(ind,6));

STR14 = SMTRI1(i,j)*U4(malha(ind,1))+SMTRI2(i,j)*U4(malha(ind,2))+...
SMTRI3(i,j)*U4(malha(ind,3))+SMTRI4(i,j)*U4(malha(ind,4))+...
SMTRI5(i,j)*U4(malha(ind,5))+SMTRI6 (i, j)*U4(malha(ind,6)) ;

SME4 =dpredes4(ind)*Jac(ind,1)*SMFI(i,j)+dif4*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i, j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))+vmig4l*(p(ind,2)*SMDx(i,j)-...
p(ind,4)*SMDy (i, j))+vmigd2* (p(ind,1) *SMDy(i,j)-p(ind,3)*SMDx(i,j))+...
vlogis4*Jac(ind, 1) *STR14+vpred41*Jac(ind,1)*STR11+vpred42x*. ..
Jac(ind,1)*STR12+vcomp43*Jac(ind,1)*STR13;

yA
) MATRIZ A4:
yA
A4(IGi,JGj)= A4(IGi,JGj)+ SME4;

SMD4=dpredi4(ind)*Jac (ind,1)*SMFI(i,j)-dif4*(Jac(ind,2)*SMG1(i,j)+...
Jac(ind,3)*SMG2(i, j)-Jac(ind,4)*SMG3(i,j))-vmig4l*(p(ind,2)*SMDx(i,j)-...
p(ind,4)*SMDy(i,j))-vmigd2+*(p(ind,1)*SMDy(i,j)-p(ind,3)*SMDx(i,j))-...
vlogis4*Jac(ind, 1) *STR14-vpred41*Jac(ind,1)*STR11-vpred42x*. ..
Jac(ind,1)*STR12-vcomp43*Jac(ind, 1) *STR13;

h
h MATRIZ B4:
h
B4 (IGi,JGj)= B4(IGi,JGj)+ SMD4;

% fechar os loops ateh o ind;
end;
end;
end;

h
% Resolve o sistema p/ Populacao 4
h
% [1p upl=1u(A4);
h S4 = 1p\(B4*U4) ;
yA U4 = up\S4;

U4 = A4 \ ( B4 *x U4 );

end;

ver(it,1) = U1(n0P); ver(it,2) = U2(n0P); ver(it,3) = U3(n0P);

-ver(it,4) = U4(n0OP);
h
yA montagem do grafico para a primeira iteracao
h

if it==50

figure(1);
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h
h
h

subplot(2,2,1)
trisurf(malha,coord(:
subplot(2,2,2)
trisurf(malha,coord(:
subplot(2,2,3)
trisurf(malha,coord(:
subplot(2,2,4)
trisurf(malha,coord(:
end;

,1),coord(:
,1) ,coord(:
,1),coord(:

,1),coord(:

»2),U1) ,title(’Populacao
»2),U2) ,title (’Populacao
,2),U3) ,title (’Populacao

,2),U4) ,title (’Populacao

montagem do grafico para as iteracoes seguintes

if it==1256

figure(2);
subplot(2,2,1)
trisurf(malha,coord(:
subplot(2,2,2)
trisurf(malha,coord(:
subplot(2,2,3)
trisurf (malha,coord(:
subplot(2,2,4)
trisurf(malha,coord(:
end;

if it==200

figure(3);
subplot(2,2,1)
trisurf (malha,coord(:
subplot(2,2,2)
trisurf(malha,coord(:
subplot(2,2,3)

trisurf(malha,coord(:,1),coord(:

subplot(2,2,4)

trisurf(malha,coord(:,1),coord(:

end;

if it==250
figure(4);
subplot(2,2,1)

trisurf(malha,coord(:,1),coord(:

subplot(2,2,2)

trisurf(malha,coord(:,1),coord(:

subplot(2,2,3)

trisurf(malha,coord(:,1),coord(:

subplot(2,2,4)

trisurf(malha,coord(:,1),coord(:

end;

end;

,1),coord(:
,1),coord(:
,1),coord(:

,1),coord(:

,1),coord(:

,1),coord(:

,2),U1) ,title (’Populacao
»2),U2) ,title (’Populacao
,2),U3) ,title (’Populacao

,2),U4) ,title (’Populacao

,2),U1) ,title (’Populacao
,2),U2) ,title (’Populacao
,2),U3) ,title (’Populacao

»2),U4) ,title (’Populacao

,2),U1) ,title (’Populacao
,2),U2) ,title (’Populacao
»2),U3) ,title (’Populacao

,2),U4) ,title (’Populacao
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1’),view(0,90) ,colorbar;
2?),view(0,90),colorbar;
3’),view(0,90),colorbar;

4’),view(0,90),colorbar;

1) ,view(0,90),colorbar;
2?),view(0,90),colorbar;
37),view(0,90),colorbar;

4’),view(0,90),colorbar;

1) ,view(0,90),colorbar;
27),view(0,90),colorbar;
3’),view(0,90),colorbar;

4’),view(0,90),colorbar;

1) ,view(0,90),colorbar;
27),view(0,90),colorbar;
3’),view(0,90),colorbar;

4’),view(0,90),colorbar;



figure(5)

subplot(2,2,1)

plot(ver(:,1)),title(’com ro1=30%, Populacao 1 - para o no 2424°);
subplot(2,2,2)

plot(ver(:,2)),title(’com ro2=20%, Populacao 2 - para o no 2424°);
subplot(2,2,3)

plot(ver(:,3)),title(’com ro3=5%, Populacao 3 - para o no 2424’);
subplot(2,2,4)

plot(ver(:,4)),title(’com ro4=10%, Populacao 4 - para o no 2424°);

etime(clock,t0)
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