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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um algoritmo e um programa, implementado no software
Mathematica, para a pavimentacao do plano hiperbdlico por triangulos equilateros. Em se-
guida determinamos férmulas recursivas para a fungao de crescimento dos grupos associados

a tais ladrilhamentos.

X



Abstract

We developed an algorithm and a computer program, implemented within the software
Mathematica, for tilling the hyperbolic plane with equilateral triangles and give recursive

expressions for the growth function of groups associated to such tillings.



Introducao

Este trabalho contém trés capitulos, dois dos quais, capitulos 2 e 3, contendo material
original e de certo modo independente. A ligacao entre estes dois capitulos repousa antes de

tudo nas nossas intencoes iniciais, que foram apenas parcialmente bem sucedidas.

No Capitulo 2 apresentamos um algoritmo e um programa, implementado na linguagem
do software Mathematica, versao 4.1, para ladrilhar o plano hiperbdlico com triangulos
equilateros e angulos divisores inteiros de 2. O ponto de partida e motivacao inicial para
este capitulo foi o programa desenvolvido por Allan com o mesmo propésito (sem restrigoes
quanto aos lados dos triangulos). E fato conhecido que estes ladrilhamentos estao associados
a grupos com crescimento exponencial, de modo que a busca por algoritmos eficientes é
uma busca relevante, ja tendo sido abordada por outros matematicos, como por exemplo o

programa gm desenvolvido por David Epstein e Steve Rumsby.

Considerando a utilizacao deste tipo de algoritmo como um instrumento ilustrativo,
quase didatico, nao nos preocupamos em percorrer todas as palavras do grupo, mas adota-
mos uma estratégia distinta: agrupar em blocos nimero crescente de elementos e em seguida
determinar suas imagens por certas isometrias hiperbdlicas. Sob o ponto de vista de ilus-
tracao, o resultado obtido foi satisfatorio e pudemos constatar, ao menos empiricamente,
que este algoritmo permite ladrilhar o plano mais rapidamente que o algoritmo de Allan.
Sabemos que este algoritmo contém diversas redundancias (ladrilhos percorridos mais que
uma vez), mas nao conseguimos quantificar estas redundancias. A posteriori, surgiram al-
gumas idéias promissoras para novos algoritmos que de antemao eliminariam este problema

de quantificacao de redundancias, mas estas sao idéias para desenvolvimento futuro.

X1



Ainda quanto a este capitulo, gostariamos de esclarecer que muitas rotinas foram copi-
adas ou adaptadas do programa desenvolvido por Allan.

Ja no Capitulo 3, tentamos retornar a anélise do crescimento dos grupos em questao.
E fato conhecido que estes grupos tem crescimento exponencial, ou seja, se definirmos b,
como a cardinalidade da bola de raio n (com a métrica de Cayley), entao existem constantes

a,A>0e B > 1 tais que

No entanto, nao sao conhecidos métodos para determinar estas constantes. O maximo que
conhecemos sao limitantes superiores e inferiores ([SiFiPa]). Assim, tentamos neste capitulo
trabalhar esta questao, buscando uma férmula explicita para o crescimento destas bolas.

Considerando grupos I'(3 4y, associados a ladrilhamentos com triangulos equildteros com
angulos iguais a 27 /q, conseguimos formulas recursivas genéricas, dependentes do parametro
¢, para o crescimento destes grupos. Fixando ¢ nestas formulas, ou seja a ¢ valor numérico,
é possivel determinar formulas explicitas a partir das recursivas.

Enfim, visando tornar a leitura deste trabalho o mais auto-contida possivel, dedicamos
o primeiro capitulo aos pré-requisitos: rudimentos de Teoria de Grupos e um pouco mais
sobre Geometria Hiperbdlica e Grupos Fuchsianos. Nos dois apéndices incluimos a integra

dos programas elaborados.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contém alguns resultados sobre grupos e uma introducao a geometria hi-
perbdlica, incluindo uma breve apresentagao de conceitos sobre Grupos Fuchsianos e Grupos

Triangulos, necessarios para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

1.1 Grupos

Esta se¢ao contém conceitos e resultados basicos da teoria de grupos, mencionados ape-
nas com o intuito de fixar a notacdo. As demonstracoes destes resultados assim como ex-
plicagoes adicionais podem ser encontradas em [Ro], [GaLe] ou qualquer outro texto intro-

dutorio sobre Teoria de Grupos.

Definicao 1 Um grupo é um par consistindo de um conjunto nao vazio G e uma opera¢ao
bindria

x:GxGE—G

que denotaremos por x(a,b) = a x b satisfazendo as sequintes propriedades:

o Associatividade: a * (b* c) = (a *b) * ¢, para todos a,b,c em G;

o Fuxisténcia de Elemento Neutro: existe e € G tal que a x e = e x a = a, para todo a em

G
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o Kmisténcia do Elemento Inverso: para cada elemento a € G existe b € G tal que

a*xb=bxa=c.

Denotaremos o grupo por (G, ) ou, quando nao houver risco de ambiguidade, simples-
mente por (G. Dependendo do contexto adotaremos para o grupo a operacgao aditiva onde
denotamos e por 0 e seu inverso por —a ou a operacao multiplicativa com e = 1 e seu inverso

a~!. Diremos que um grupo é comutativo se satisfazer a seguinte propriedade:
e axb=>bxa paratodoaebemG.

Definicao 2 Um subconjunto S, nao vazio, de um grupo G é um subgrupo de G se S ¢é

um grupo sob a operacdao de G. Denotamos S < G.
Definicao 3 A ordem de G, denotada por |G|, é a cardinalidade de G.

Quando S < G (S um subgrupo de G) ¢ a € G, os conjuntos S *xa = {s*xa|s e G}
caxS ={axs|s € G} sao denominados classe lateral a direita e classe lateral a
esquerda de S em G, respectivamente. A cardinalidade das classes laterais ( a direita ou a
esquerda ) é chamada de indice de S em G e denotada por [G : S]. Quando a xS = S *a
para todo a € G, diremos que S é um subgrupo normal de G e denotamos S <1 G. Caso
S seja um subgrupo normal de G podemos definir o conjunto G/S = {a*S | a € G} munido
da operagao (a * S) * (bx.S) := (a*b) * .S, denominado o grupo quociente de G por S.
Neste caso temos que |G/H| =[G : H].

Exemplo 1.1.1 Seja X um conjunto nao vazio, o grupo simétrico sobre X, denotado
por Sx, € o conjunto das bijecoes de X em X com a operacdo de composicao de funcoes. Se

X =1{1,2,3,...,n}, chamamos de S, o grupo simétrico de grau n e temos que |S,| = n!.

Exemplo 1.1.2 O grupo das simetrias do poligono reqular de n lados, conhecido como

grupo diedral, D,, n > 3 ¢ um grupo de ordem 2n gerado por dois elementos r e t onde

2
n

r representa a rota¢do de angulo <& em torno da origem (centro do poligono) e t a reflexdo

em torno do eizo-z, que satisfazem as sequintes relagoes: 1™ =1, 12 =1 e rsr = s~ L.
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Exemplo 1.1.3 O conjunto
a b

c d

GL(2,R) =

com o produto usual de matrizes € um grupo denominado Grupo Linear Geral das matrizes
2 x 2 sobre R. Um subgrupo de GL(2,R) é SL(2,R) formado pelas matrizes A € GL(2,R)
com det(A) = 1, chamado de Grupo Linear Especial. Podemos definir também o grupo

quociente

PSL(2,R) = SL(2,R)/{=I},

conhecido como Grupo das Projecoes Lineares.

Consideremos um grupo de permutacoes G de um conjunto X # (). Dado z € X,

chamamos de estabilizador de x o subgrupo
Gy ={g € Glg(zx) = «}.

Note que Gy = hG,h™', para todo x € X e h € G. A 6rbita de um ponto z € X é o

conjunto

G(x) = {g(x) € X[g € G}.
O conjunto de pontos fixos de um elemento g € GG é definido por
F, = {x € X|g(x) = 2.
Denominamos de normalizador de H em G o subgrupo
Neo(H) ={g9 € G | gHg ' = H},

que é o maior subgrupo normal de G no qual H é normal.

Dados g, h € G denotaremos por [g,h] = ghg~'h™' 0 comutador de g e h. O conjunto

Calg) ={h € G |[g,h] = ¢}

¢ chamado de centralizador de g em G, isto é, os elementos de G que comutam com g.

Podemos observar que um subgrupo H C G é abeliano se, e s6 se, H C Cg(h) para todo
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h € H. Assim dados um grupo G agindo em um espago X, g € GG, F; o conjunto de pontos
fixos de g e se h € Ci(g) entdo h(F,) C F,. Pode-se verificar também que para quaisquer
g,h € G temos

Cg(hgh™) = hCgh™.

Dados os grupos (G,x*) e (H,o), diremos que f : G — H é um homomorfismo se
para todo a,b € G, f(axb) = f(a)o f(b). Denominamos f um isomorfismo se f for um
homomorfismo bijetor e neste caso diremos que G e H sao isomorfos (denotamos G = H).

Dado um homomorfismo f : G — H, definimos o Nucleo de f e a Imagem de f

respectivamente por

Kernelf = Kerf ={a € G|f(a) =en}.

Imf = {b € H|f(a) = b,para algum a € G}.

Teorema 1.1.4 (Primeiro Teorema do Isomorfismo) Seja f : G — H um homomor-

fismo de grupos. Entao Kerf é um subgrupo normal de G e
G/Kerf = Imf.

Defini¢ao 4 Seja G um grupo e A um conjunto nao vazio. Uma ag¢do de G em A (ou
G-ag¢do em A) é uma fungio ¢ : G x A — A, tal que ¢(g, p(h,a)) = ¢(gh,a) e ¢(e,a) = a,
para todo g, h € G, a € A.

Considerando ¢ uma G-acao em A, é possivel provar que, para todo g € G, a funcao
¢g + A — A, tal que ¢,(a) = ¢(g,a) é uma permutagdo de A. Logo se considerarmos a
funcdo ® : G — Sy, definida por ®(g) = ¢, teremos que ¢ é um homomorfismo de G em

Sa.

Exemplo 1.1.5 Um grupo G age sobre si proprio no minimo de trés maneiras importantes:

Ly(h) = gh translag¢ao a esquerda
Ry(h) = hg translacao a direita
Cy(h) = ghg™' conjugagao.
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Considere um grupo G, diremos que G ¢é gerado por um subconjunto S C G, chamado
conjunto gerador, se todo a € G puder ser expresso da forma a = a; *xas *...*a, , com
ap,as,...,a, €S, n €N eusamos a notagdo G = ().

Dado um grupo G gerado por um conjunto finito S, definimos a norma de a como
|al[=min{n e N|a=a;*ay*...*a,, comay,...,a, €S}
e, por definigao, || e ||= 0. Se S for simétrico, ou seja, S = S~ := {a~!|a € S}, entao
dc(a,b) =[| b~"a |

define uma métrica em GG chamada de métrica de Cayley de G relativa a S.
Nesta situacao, construimos o Grafo de Cayley (de G relativo a S) I'(G, S) do seguinte

modo:
e O conjunto dos vértices de I'(G, S) é formado pelos elementos de G.

e Uma aresta liga os vértices a, b se e, somente se, estes diferem por um gerador, ou seja,

b~la e S.

O grafo de Cayley, com a métrica combinatdrica usual, realiza a distancia de (-, -).
Para definirmos apresentagao de grupo é necessario definirmos o conceito de grupo li-

vre. Comecamos com um conjunto de simbolos A = {oy,07",...,0,,0;'}, denominado de

alfabeto A. Uma palavra no alfabeto A ¢ uma seqiiéncia finita qualquer w = oj' ... 03",
com i; = 1,...,n; g5 = £1, j = 1,..., k. Freqiientemente abreviamos o; por o;. Dire-
mos que L(w) = k é o comprimento da palavra w e a tnica palavra de comprimento 0

daremos o nome de palavra vazia (ou palavra nula) que é denotada por e. Dadas duas

_ €1 €k _ & Ot . . .o~
palavras u = o7 ...0;" e w = 0} ...0;/, definimos o produto por justaposi¢ao chamado de

concatenacgao das palavras u e w

5
L gkt g0

uw:au... in 01 - i

e a palavra inversa formalmente por
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Dados 05, 0; © € A definimos a operacao o50; © = e a qual serd denominada de operacao
de cancelamento.

Desta maneira podemos definir o conjunto
F(A) = {todas as palavras escritas com o alfabeto A},

com o produto sendo a concatenacao das palavras e a operacao de cancelamento. Assim
F(A) tem a estrutura de grupo, denominado grupo livre gerado por n elementos, com
e o elemento neutro do grupo e o elemento inverso de w ¢é a palavra w~!. Como grupo, F(A)

é gerado pelas palavras de comprimento 1, a saber, oy,...,0,,07",...,0;"

e observamos
que este grupo ¢ nao comutativo, pois ab = ba se e somente se a = 0", n € Z, ou seja, um
elemento comuta apenas com suas poténcias.
Dado um grupo G gerado por um conjunto S’ = {¢i, ..., g, }, consideremos o grupo livre
F =TF(S) gerado pelo conjunto S = {oy,...,0,}. A fungdo
o - F — G

iy iy, iy

MNig
O 05" = Gy -Gy

é¢ um homomorfismo de grupos, claramente sobrejetor. Seu ntcleo é o conjunto

Kerqb:{aml...a?;’“ elF | gZ”gZ:’“ =e}

i1

e, pelo teorema do isomorfismo, G é isomorfo a F/Ker¢. Diremos que o par (S, R) é uma
apresentacgao de GG, usualmente G =< S|R > é um par onde S é um conjunto gerador de
G e R um conjunto de relagoes que determinam G, ou seja, R é um conjunto de geradores do
Kerg. Caso Ker¢ seja finitamente gerado diremos que G =< S|R > é uma apresentacao

finita de G.

Exemplo 1.1.6 Freqientemente, abusamos da linguagem e ao invés de escrevermos os con-
Juntos S e R, omitimos 0s parénteses e simplesmente listamos os elementos destes conjuntos.

Assim,
Ky = <gh|g*=h*=(gh)*=e> Grupo de Klein
Sy = <gh|g@=n=(gh)=c>.
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1.2 Geometria Hiperbdlica

Nesta secao apresentaremos os conceitos e resultados béasicos concernentes a geometria
hiperbdlica plana. Introduziremos ainda alguns resultados sobre isometrias deste espaco
e grupos discretos de isometrias: Grupos Fuchsianos e Grupos Triangulos. Todos estes
conceitos e resultados podem ser encontrados nos textos [Fi|, [Ka] ou [Be].

Durante muito tempo suspeitou-se da independéncia do 5° postulado de Euclides ou,
como é mais conhecido, o Postulado das Paralelas ( ”Dada uma reta e um ponto nao per-
tencente a ela existe uma e apenas uma reta passando pelo ponto e paralela a reta dada.),
ou seja, acreditava-se ser possivel demonstra-lo através dos outros quatro e por isso ma-
teméaticos como Karl Friedrick Gauss e Nicolai Lobatchevsky desenvolveram uma geometria
que assumia a  existéncia de mais de uma reta paralela (5° axioma), o que chamamos hoje
de Geometria Hiperbodlica ou Geometria de Lobatchevsky.

Por se tratar de uma nova teoria ainda existiam muitas duvidas sobre a consisténcia desta
nova geometria, até que matematicos como Henri Poincaré, Eugenio Beltrami e Felix Klein
criaram os modelos euclidianos para a geometria hiperbdlica. Portanto qualquer contradi¢ao
encontrada nessa nova geometria implicaria em alguma contradicao na geometria euclidiana.

Como a geometria hiperbélica é categdrica, trabalharemos exclusivamente com modelos
e neste texto optamos pelos modelos do Semi-Plano de Lobatchevsky e do Disco de Poincaré,

que apresentaremos mais adiante.

1.2.1 O Grupo de Moebius

Vamos trabalhar apenas com o caso bi-dimensional, mas a extensao para dimensoes
maiores é facilmente obtida. Também daremos as defini¢oes de Plano Euclidiano, isometrias,
inversoes, reflexoes e transformacgoes de Moebius, ressaltando alguns resultados relevantes

para as proximas secoes.

Definigao 5 Um Plano Euclidiano (E?,(-,-)) é um par formado por um espago vetorial

real de dimensao finita, E*, e uma aplicagio bilinear simétrica positiva definida (-, -).
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Chamamos (u,v) de produto interno entre v e v e || u ||= y/(u,u) de norma de w.
A métrica euclidiana associada é definida por d(u,v) =|| v — v ||. Considerando E? = R?,

diremos que uma transformacao linear 7' : R? — R? é uma isometria se T' preserva o
produto interno.

Uma aplicacao diferencidvel ¢ : R? — R? é conforme se ¢ preserva angulos entre curvas
continuamente diferenciaveis.

Temos que R?2 = R? U {oc} é a compactificacio de R? por um ponto {cc}, onde as
vizinhangas de oo sdo os conjuntos da forma (R? \ A) U {oo} e A é um conjunto compacto
qualquer de R2.

Dada uma reta R C R?, denotaremos a reta compactificada por R = R;(a) U {oo}, onde
Ri(a) = {x € R?* | (x,a) = t} é um subespago afim de R? e por S,(a) o circulo de centro
a e raio r. O interior e o exterior de S,(a) serao dados, respectivamente, pelos conjuntos

{zeR||z—al|<r}e{zeR?||z—al>r}

Definigao 6 Dado o circulo S,(a) no plano euclidiano a inversao is : R*> — R? em torno

de S ¢ a funcdo tal que ig(a) = c0,ig(c0) = a e ig(x) € o unico ponto da reta az tal que
la—=].[la—is(@)[l=r*
para x # {a,c0}.

Temos uma férmula explicita para a inversao

: r—a
is(x) = a—l—er para x # a, 00.

Definicao 7 Dada a reta R = Ry(a) U {o0}, a reflex@o ir em R € a funcao que a cada
ponto x € R? associa um ponto ig(z) tal que o segmento de reta por x e ig(x) € ortogonal a

R e intercepta a reta R em seu ponto médio e, por defini¢ao, ir(c0) = 00.

Da mesma maneira que para a inversao temos uma formula explicita para a reflexao,

(x,a)y —t

ir(r) =2 —2a~————.
lal?



Cap.1 Preliminares 9

Observe que ig mantém fixos os pontos de R e ig os pontos de S,(a).

Daqui em diante entenderemos por circulos tanto os circulos S,(a) como as retas com-
pactificadas R e as denotaremos por ¥; as notagoes S = S,.(a) e R serdo usadas quando a
distingao for relevante. A proposicao abaixo apresenta alguns resultados para as reflexoes e

inversoes definidas acima.

Proposicao 1.2.1 Sejam o circulo S, a reta R, a inversdao ig no circulo S e ig a reflexdo

na reta R. Entao:
1. para todo circulo 3, ig(X) e ir(X) sdo circulos;

2. ig(X) =X eir(X) = X se e somente se X for circulo ortogonal a S ou a R respectiva-

mente;

3. a reflexao 1 e a inversao is sao aplicacoes conformes que revertem a orientacao em

R2.

Definicao 8 Uma transformacdao de Méebius de R? é uma composicao de um nimero

finito de reflexoes em retas e inversoes em circulos.

O conjunto de transformacgoes de Moebius de R? 6 um grupo denominado Grupo Geral
de Moebius e denotado por GM (@2) Como as reflexdes e as inversoes sao elementos que
revertem orientacao de @2, temos que um elemento 0 € GM (@2) preservara orientagao se,
e sO se, for composicao de um nimero par de inversoes e reflexoes. Pode-se verificar que a
inversa de um elemento que preserva orientagao também preserva a orientacao, assim temos

a seguinte definicao:

Defini¢ao 9 O subgrupo M(R?) < GM(]IA%Q) formado pelas transformagoes que preservam

orientacao € denominado Grupo de Moebius.
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1.2.2 Modelos Euclidianos Bi-dimensionais para a

Geometria Hiperbdlica

Apresentamos agora a definicao de dois modelos para a geometria hiperbdlica e alguns
resultados importantes, as demonstracoes serao omitidas do presente texto mas podem ser

encontradas em [Fi].

Definicao 10 Os conjuntos
H*={zcC | Im(2) >0} e D*={zcC | |z|<1}.

onde z =x +yi, x,y € R, munidos das métricas riemannianas
J \dz? + dy? J 2\/dx? + dy?
§= 4 € §=——
y 1= (2% +9?)
respectivamente, sao denominados modelos euclidianos de semi-espaco superior e

do disco de Poincaré.

Os conjuntos
OH? = {z = o +yile,y € R,y =0} U{oo} o OD?={z=az+yilr,yeR, | =1}

sdo denominados de fronteira ideal de H? e D?, respectivamente. Usaremos quando con-
veniente a notagao

M =H2UOH? e D?=D>UdD?

Um ponto na fronteira ideal de um modelo é dito ponto ideal.
Como ja comentamos no inicio da secao esses modelos sao equivalentes e, portanto, todo

trabalho feito do ponto de vista tedrico independe da escolha do modelo.
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1.2.3 Geodésicas e Distancia em H? e D?

Através da estrutura riemanniana obteremos férmulas explicitas para o comprimento de
curvas, curvas geodésicas e a distancia entre pontos.

Seja [a,b] C R um intervalo fechado e 7y : [a,b] — H? uma curva continuamente dife-
rencidvel por partes, onde y(t) = (x1(t),x2(t)). Entao o comprimento da curva 7([a,b]) é

definido pela férmula

- [T EOT,,

e este serd denominado o comprimento hiperbdlico de v em H?.
Analogamente, dados um intervalo fechado [¢,d] CR e o : [c,d] — D? uma curva con-
tinuamente diferenciavel por partes tal que o(t) = (x1(t), x2(t)), o comprimento hiperbélico

de o em D? ser4 dado por

NN A ETAGE
”w’[14MW+me

Assim podemos definir a distancia hiperbdlica entre dois pontos de H? ou D?, quando

estes forem definidos com entradas reais e a métrica riemanniana respectiva.

Definicao 11 Dados dois pontos p,q € H?, a distdncia entre p e q €

d(p,q) =inf || v |

com o infimo considerado sobre o conjunto das curvas continuamente diferencidveis por

partes vy : I — H?, com v(0) =p e (1) =q.

Definigao 12 Uma curva v : [a,b] — H? € chamada de geodésica se para quaisquer pontos

r, s € [a,b] tivermos,

i)ty = [,

isto €, se v minimizar a distancia entre os pontos de seu tragado.

Da mesma maneira podemos definir geodésicas em D?. O teorema abaixo nos mostra

quem sao as geodésicas dos modelos H? e D2
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Teorema 1.2.2 As geodésicas do espaco hiperbolico H? e de D? sdo, respectivamente

1. as semi-retas e semi-circunferéncias ortogonais a OH?2.

2. os diametros de D? e os arcos de circunferéncias de D? ortogonais a OD?.

26 &

Figura 1.1: Geodésicas em H? e D?

Uma conseqiiéncia particular desse teorema ¢é a unicidade de geodésicas contendo dois

pontos distintos.

Dadas duas geodésicas do plano hiperbdlico adotamos a seguinte terminologia:

e geodésicas paralelas sao aquelas se encontram em um ponto ideal.

e geodésicas hiperparalelas sao aquelas que nao se cruzam em nenhum ponto, nem

na fronteira ideal.

e geodésicas concorrentes sao aquelas que se cruzam (ndo em um ponto ideal).

ARV

paralelas hiperparalelas concorrentes

SUORE

Figura 1.2: Posicao relativa das geodésicas em H? e D?
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Tomando pontos z,w em C é possivel provar as seguintes formulas equivalentes para o

célculo da distancia entre dois pontos z,w de H?

d(z,w) _ 1n(|z_@|+|z—w|)

|Z_@|_2|z—w|
cosh(d(z,w)) = 1+ %
1 = )
senh (3d(z,w)) = 9 ]’m(z)ir?(w) Y
cosh (%d(z’,w)) - 2y/Im(z)Im(w)
tanh (3d(z,w)) = %

Analogamente para z,w em D2,

d(z,w) - 1n(|1_zw|+|z_w|)

|1‘—_ﬂ|’2—|2—w|
senh? (3d(z,w)) = (1—\‘z1|2_)(1_—’£w!2) (1.2)
cost? (s, ) = =7 = Tw )
tanh (3d(z,w)) = %

1.2.4 Transformacoes Lineares Fracionarias

Consideremos o grupo
a b
SL(2,R) =<K A= | a,b,c,d € R, ad —bc =1
d

das matrizes 2x 2 com determinante 1. Para cada A € SL(2,R), definimos a transformacao

linear fracionaria
T, : H — H?
az+b
cz+d

z —

Algumas observacoes importantes:

e Verifica-se que Im(T4(z)) > 0 se Im(z) > 0;
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e Consideremos o fecho
2 =H’UR={zeC | Im(z) >0} U{oo}.

Note que a acao de Ty é continua em C se ¢ = 0 e em C \ {—%} se ¢ # 0 de modo
que podemos estender a a¢do de T4 definindo Th(co) = oo se ¢ = 0 e Ty(—%) =

00, Ta(c0) = =< se ¢ # 0.
Consideremos o grupo projetivo PSL(2,R) = SL(2,R)/{£Id} e sua agao em H?.

Teorema 1.2.3 O grupo PSL(2,R) € isomorfo ao grupo M(]@) Ambos sao isomorfos ao

grupo das isometrias de H? que preservam orientacao.

Similarmente ao que fizemos para H?2, consideremos o grupo

a b
SL(2,C)=<K A= | a,b,c,d € C, ad—bc=1
d

C

das matrizes 2x 2 com determinante 1. Para cada A € SL(2,C), definimos a transformacao

linear fracionaria
TA . (C2 — (CQ
az+b
cz+d

Demonstra-se que T (D?) = D? se e, 86 se, b = e d = @ e que a métrica hiperbdlica de

—

D? é invariante por transformacoes da forma

Ty : D* — D?

az +¢
ya bard

cz+a
Podemos verificar que d(T4(z), Ta(w)) = d(z,w) usando a defini¢ao de distancia dada

pela equagao (1.2).
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1.2.5 Trigonometria e Area Hiperbdlica

Dados trés pontos v,, vy, v, € H2 (ou W), consideramos as geodésicas, raios ou segmentos
geodésicos ligando estes pontos e obtemos assim um triangulo geodésico A. Note que os
vértices podem pertencer a fronteira OH?(ou dD?), por isso admitimos a possibilidade de
termos arestas formadas por geodésicas completas ou raios geodésicos. Denotaremos as

arestas de A por a,b, c e por «, 3,7 os angulos internos opostos as arestas.

Proposicao 1.2.4 Dado um triangulo geodésico com um vértice ideal v., isto €, com angulos
a, B e0, o, # 0 valem as sequintes igualdades:

1+ cosa cosf3

cosh|c| =
sena sen3
cosa cos3
senh|c| = ——.
sena senf3

Figura 1.3: Triangulo Geodésico com vértice ideal v, em H?

Teorema 1.2.5 Seja A um triangulo geodésico com todos os angulos estritamente positivos

tal que | a |,| b],| ¢ |< co. Entao valem as sequintes iqualdades:

1. Lei do seno:
senh a  senh b B senh c

sen o sen 3 sen '’

2. Lei do cosseno I:
cosh ¢ = cosh a cosh b — senh a senh b cos ;

3. Lei do cosseno II:
cos « cos 3+ cos vy

cosh ¢ =
sen « sen 3



Geometria Hiperbdlica 16

Figura 1.4: Triangulo Geodésico sem vértice ideal em D?

Observacao 1.2.6 Note que, a sequnda lei dos cossenos nao possui andlogo na geometria
euclidiana, pois implica que os angulos de um triangulo determinam o comprimento de suas
arestas. Como consequéncia temos que dados dois triangulos com os mesmos angulos, existe

isometria de H? em que um tridngulo é imagem do outro.

Definigao 13 Seja A C H?. A drea (hiperbélica) de A é dada por

1
pmz (A) :/ — dxdy,
Ay

caso a integral exista e seja finita.

Se A C D?, a 4rea (hiperbdlica) é dada por

4
) = | T ety

Devemos observar que a area é invariante por isometrias de H? e D?. Agora podemos

enunciar uma versao simplificada do teorema de Gauss-Bonnet:

Teorema 1.2.7 Se A é um triangulo hiperbélico com angulos internos o, 3,y e A C H? (ou
D?) entdo

W(A) =7 — (a+5+7).
Duas conseqiiéncias importantes sao que:
e A soma dos angulos internos de A é sempre menor que T;

e Quando todos os vértices de A forem vértices ideais entao o triangulo terd area maxima

igual a 7.
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1.2.6 Isometrias

Podemos classificar os elementos de PLS(2,R) de acordo com o valor absoluto da funcao

traco, isto é, Tr(A) = |trago(A)| com

a b
traco =a+d.
c d
. = , a b . az+b .
Definigao 14 Sejam A = € SL(2,R) e a transformagao Tx(z) = l Diremos
cz

c d
que A e a transformagdo Ty € PLS(2,R) é:

1. FEliptica se Tr(A) < 2;
2. Parabolica se Tr(A) = 2;

3. Hiperbdlica se Tr(A) > 2.

Note que a classificagio acima ¢ invariante por conjugagao, pois traco(BAB™!) =
trago(A) para toda matriz A,x, e para toda matriz B € GL(n,R). O limitante 2 na
definicao acima vem do numero de autovalores reais de A, caso A tenha dois autovalores
reais a matriz é diagonalizével e podemos assumir que b=c=0e¢d =% (com a # +1) e
entdo Tr(A) > 2; se A tiver apenas uma autovalor real, 7r(A) = 2; e quando A nao tiver

autovalor real segue que 7r(A) < 2.

Isometrias Elipticas
Consideremos a matriz

cosf sind
Ap = ,0 <0 < 2.

—sinf cosf

Note que a transformagao Ty é de fato eliptica, pois para 0 # kr, Tr(Ag) = |2cos 0| < 2

e podemos verificar que o unico ponto fixo de Ty é i.
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Consideremos também a esfera hiperbdlica
S, (20) = {z € H? | d(2,20) =7}

de centro zy e raio r. Observemos que se i é invariante por Ty entao os circulos S, (i) serao
invariantes por Ty. Na verdade, podemos encarar o conjunto de todas as transformacoes
Tp(z) como sendo os circulos S, (i) tal que r = d(z,1).

Desta maneira podemos considerar as transformacoes Ty como sendo correspondente as

rotacoes euclidianas. Neste caso podemos observar que

0 = d(i, Ty(i)) = infocmdr, (2).

Isometrias Parabdlicas

Consideremos agora a familia de matrizes

1t
At: ,O#tER
01

Note que a transformagao Ty = T4, é, de fato, parabdlica, pois Tr(A;) = 2. Além disso,

observando que

2+t
Tt(Z):Z+1:Z+t

verificamos que 7T;(z) # z exceto para z = oo (isto pode ser visto considerando a geodésica

v(s) = €*i com 7y(c0) = o0 e calculando o limite de T;(y(s)) quando s tende para o infinito).
Logo, T} possui um tnico ponto fixo em H?2.

Consideremos o conjunto

Se(00) = {z € H? | limy_oo[d(z,7(s0 + s)) — s] = 0}
= {zeM®? | Im(z) = Im(y(so))}.
Como Im(z) = Im(z+1t) temos que Ss,(c0) é invariante por 7; para todo sy € R. Além

disso Ty(v(s0)) = Ss,(00). Observemos também que
inf,em2dr, (z) =0,

mas esse infimo nao pode ser atingido pois teriamos a existéncia de ponto fixo em H?Z.
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Isometrias Hiperbdlicas

Consideremos a seguinte familia de matrizes

Vek 0
A, = | kA0
O 7=

Como Tr(Ay) = ek —i—\/% > 2 temos que a transformacao Tj, = T}, é, de fato, isometria
hiperbdlica.

Notemos que Tj(z) nao possui pontos fixos em H?, somente deixa fixo os pontos 0, 0o €
OH?, pois a geodésica (t) = e'i é invariante por Tj.

Além disso temos ainda que
k =dp (v(s)) = inf,emedr, (2), Vs eR.

Ja observamos no inicio desta secao que o traco de uma matriz é invariante por con-

jugacao, ou seja,
Tr(BAB™') = |traco(BAB™Y)| = [traco(A)| = Tr(A),

desta maneira as matrizes da forma BAyB~! induzem isometrias elipticas, as da forma
BA,B~! induzem isometrias parabdlicas e as da forma BA; B~! isometrias hiperbdlicas com
B e GL(2,R).

O teorema seguinte prova que toda matriz A € PSL(2,R) é conjugada a alguma das

matrizes Ay, Ay e A;. Equivalentemente o resultado vale para as respectivas transformacoes

Tg, Tk (§ T;g

Teorema 1.2.8 Dada a transformagao Ty € PSL(2,R), existe matriz B € SL(2,R) tal que
TgoTyo Tgl ¢ da forma Ty, Ty ou T;.

Sua demonstracao analisa os possiveis pontos fixos de T 0Ty o Ty ! e mostra que eles

sao conjugados somente com os pontos fixos das transformacoes Ty, Tj ou T;.
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1.2.7 Subgrupos Discretos e Grupos Fuchsianos

Ao considerarmos o grupo SL(2,R) como um subconjunto fechado de R*, temos uma

. . . . [N . an bn
topologia induzida: dizemos que uma seqiiéncia A, = converge para
Cn dy
a b . . . . .
A = se tivermos que lima, = a,limb, = b,limc, = c e limd,, = d. Esta
c d

topologia induz uma topologia no quociente PSL(2,R) = SL(2,R)/{£I}. Um subgrupo
I' < PSL(2,R) ¢ discreto se for um subconjunto discreto de PSL(2,R) com a topologia

acima:
Definigao 15 Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto T' de PSL(2,R).

Defini¢ao 16 Uma familia {X, | « € A} de subconjuntos de um espago métrico X é

localmente finita se para todo compacto K C X o conjunto
{ae A| X,NK # 0}
for finito.

Uma outra definicao que serd usada adiante é sobre a acao de um grupo de homeomor-

fismos ser propriamente descontinua;

Definicao 17 Seja I' um grupo de homeomorfismos de um espago métrico X. A acdo de T é
propriamente descontinua se para todo x € X a familia {{g(x)} | g € I'} for localmente

finita.
O proximo teorema é muito importante para entendermos melhor o conceito acima.

Teorema 1.2.9 Seja I' C PSL(2,R) subgrupo, entao as sequintes afirmacgoes sao equiva-

lentes:

1. T' € grupo Fuchsiano;

2. A acdao de I' € propriamente descontinua.
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Proposicao 1.2.10 Os subgrupos ciclicos de PSL(2,R) gerados por elementos hiperbdlicos
ou parabolicos sao discretos. Um subgrupo ciclico gerado por um elemento eliptico € discreto

se, e so se, for finito.

1.2.8 Dominios Fundamentais

Com os resultados e definicoes das secoes anteriores podemos introduzir o conceito de
dominio fundamental e dominio de Dirichlet os quais serao importantes para os capitulos

seguintes. Iniciamos com a definicao de dominio fundamental.

Definicao 18 Seja X espaco métrico e seja I' grupo de homeomorfismos agindo em X de
maneira propriamente descontinua. Um subconjunto fechado D C X é chamado de dominio

fundamental de " se satisfazer as sequintes condigoes:

1. D° 4 0;

2. UTGF(T(D)) =X

3. D°NT(D°) =0 para todo Id #T € T.

onde usamos ° para denotar o interior do conjunto em questao.

Denominaremos de fronteira de D o conjunto 9D = D \ D° e de ladrilhamento (ou
pavimentagao) de X a familia {T'(D) | T € I'}. Note que se D é dominio fundamental
T(D) também o seré.

Um poligono P em D? ¢ um dominio fundamental limitado por um ntimero finito de
arcos geodésicos e cada um destes arcos é chamado de aresta. A interseccao de duas arestas
¢ chamada de vértice. Um poligono é dito regular se todas as arestas e angulos entre elas
forem congruentes.

Uma (p, ¢)-pavimentagao regular de D? ¢ uma familia {D; };cy de poligonos regulares
isométricos, cada um com p arestas e angulos iguais a 27/q, de modo que cada vértice

pertence a exatamente ¢ poligonos.
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Observe que a pavimentacao por ladrilhos regulares pode ser estudada a partir de pa-
vimentagao por triangulos, bastando unir os vértices do ladrilho com o circuncentro (que
é o centro da circunferéncia circunscrita ) do poligono. Por esse motivo, vamos estudar a

pavimentagao regular por triangulos.

Teorema 1.2.11 Sejam D; e Dy dominios fundamentais de um grupo fuchsiano I', com

w(Dy) < co. Suponha que u(0D;1) = u(0Dy) = 0. Entao pu(Dy) = u(Ds).

Consideremos IV C T" subgrupo de I'. O préximo teorema fornece uma relacao entre

dominios fundamentais e subgrupos de I:

Teorema 1.2.12 Sejal' grupo propriamente descontinuo de isometrias de um espago métrico
X e D dominio fundamental de T'. Seja T C T' subgrupo de indice finito n e sejam
Ty, ....,T, €T tais que

r=1rnul'nu..Jur'r,

seja a decomposicao de I' em I'-classes laterais. Entao
D =T"DUT,DU..UT,D

¢ dominio fundamental de I”.

Caso T' seja um grupo fuchsiano com (D) < 0o e u(0D) = 0 temos que u(D') = nu(D).

1.2.9 Dominios de Dirichlet

Nesta secao vamos construir familias de dominios fundamentais com propriedades bas-
tante fortes e titeis para o nosso trabalho. Seja I grupo fuchsiano e p € H? tal que T'(p) # p
para todo T" € I'. Pontos com esta propriedade sempre existem, pois o conjunto de pontos

fixos por algum elemento de I' é discreto. Denominamos o conjunto
D,(T) = {z € H? | d(z,p) < d(z,T(p)), para todo T € T'}

de Dominio de Dirichlet centrado em p. Podemos entender melhor considerando a

6rbita T'(p) e escolhendo os pontos z € H? que estdo mais préximos de p do que qualquer
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outro ponto da érbita I'(p). Assim podemos obter um dos resultados mais importante desta

secao:

Teorema 1.2.13 Sejam I' grupo fuchsiano e Dy(I") dominio de Dirichlet centrado em p.

Entao Dy(I') € dominio fundamental da a¢do de T'.

A demonstragio do teorema usa o fato de que dado z € H? a 6rbita I'(z) é discreta e
com isso existe pelo menos um ponto zy € I'(z) que estd mais préximo de p. Assim o dominio
de Dirichlet possui pelo menos um representante de cada drbita. Prova-se que D,(I") tem
interior nao vazio e que dois pontos de seu interior nao podem pertencer a mesma Orbita,
logo D,(I') é dominio fundamental da acao de I'.

Uma conseqiiéncia deste teorema ¢ que todo dominio de Dirichlet de um grupo fuchsiano
¢ geodesicamente convexo, ou seja, dados z; € 2o € D,(I'), o segmento geodésico Z1z3 C

D,(T).

Teorema 1.2.14 Seja I' grupo fuchsiano e D = D,(I') dominio de Dirichlet. Entao o
ladrilhamento {T(D) | T € T')} € localmente finito.

Esta caracteristica de gerar um ladrilhamento localmente finito nao é partilhada por
dominios fundamentais quaisquer.

Lembremos que a fronteira de um dominio de Dirichlet é formada pela uniao de geodésicas,
raios geodésicos ou segmentos geodésicos. Denominaremos de aresta ordinaria a cada uma
destas geodésicas (segmentos ou raios). Diremos que um ponto da fronteira de um dominio
de Dirichlet é um vértice ordinario se este for a intersecdo de duas arestas ordindrias

distintas de D,(I"). Assim temos o seguinte teorema:
Teorema 1.2.15 Sejam A aresta de D,(I') e V vértice de D,. Entao:
1. Ezxiste Id # T € T tal que A C D,(I') NT(D,(I));
2.V € vértice ordindrio se, e so se, existem elementos distintos Id # Ty, Ty € T tais que

V = D,(I) N T(D, (D)) N To(D,(I)).
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Vamos definir mais alguns termos que utilizaremos nos resultados seguintes. Diremos
que dois pontos de H? sao congruentes se estes pertencerem a mesma I" -6rbita, que é cla-
ramente uma relacao de equivaléncia. Além disso, podemos notar pela definicao de dominio
fundamental, que dois pontos congruentes de um dominio fundamental D devem pertencer
a sua fronteira. A restricao da relacao de congruéncia ao conjunto de arestas ou vértices de
um dominio de Dirichlet também define uma relacao de equivaléncia. Comecemos estudando

as classes de equivaléncia de arestas de D,(I").

Teorema 1.2.16 Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Dirichlet D,(T")

contém exatamente dois elementos.

Como conseqiiéncia se D,(I") possuir um ndimero finito de arestas, necessariamente, este
numero é par. Além disso, se tivermos uma aresta .4; existe uma unica outra aresta A, # A;
e um tnico elemento 7' € I" tal que T'(A;) = As. Neste caso, diremos que {A;, Ay} é um
par de arestas congruentes e que 7' relaciona ou parelha o par de arestas. Observe

que se T relaciona o par {A;, Ay} entao T~! também o relaciona.

Teorema 1.2.17 Sejam D = D,(I') dominio de Dirichlet de T e {T; | i € I} o conjunto de
elementos de I' que relacionam arestas distintas de D. Entao, {T; | i € I} é um conjunto de

geradores de I'.

Podemos associar a um dominio de Dirichlet D = D,(I') de um grupo fuchsiano um
grafo Gr(T') que pode ser imerso em H?. Os vértices do grafo serao os pontos da érbita I'(p).
Note que, como p nao é fixo por qualquer elemento de I' temos uma relacao bijetora entre
os elementos de I' e os vértices do Gr(T").

Consideremos dois vértices T'(p) e S(p), estes estarao ligados por uma aresta se, e sé se,
os ladrilhos T'(D) e S(D) tiverem uma aresta em comum, ou equivalentemente D e T15(D)
tem uma aresta A em comum. Mas A é uma aresta comum a D e T-15(D) se, e s6 se, existe
transformacao de parelhamento T4 tal que T4(D) = T-1S(D), ou seja, dois vértices T'(p) e

S(p) sdo unidos por uma aresta se, e s6 se, T~1S for transformagao de parelhamento. Em
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outras palavras, este é o grafo de Cayley de T relativo ao conjunto de geradores {T; | i € I'}
obtido acima.
Diremos que uma classe de equivaléncia de vértices congruentes é um ciclo, isto é, um

conjunto da forma
{T(2) | T €T,z e T(z) sao vértices de D,(I") }.

Notemos que se o ladrilhamento {T'(D,(I")) | T € I'} for localmente finito, temos que os
ciclos serao finitos. O préximo resultado relaciona soma de angulos de vértices de um ciclo

com a ordem do estabilizador do vértice.

Teorema 1.2.18 Sejam D,(I") dominio de Dirichlet de I', vq,...,v, vértices de um ciclo e
01, ...,0, os angulos internos nos vértices, respectivamente. Entdo, se denotarmos por m a

ordem do estabilizador em I' de um dos vértices do ciclo, temos que

2T
0 +..+60,=—.
m

Desejamos encontrar condigoes para podermos determinar um grupo discreto de isome-
trias a partir de um dominio dado. Para isso consideremos um poligono fechado convexo P
em H? e denotamos por A o conjunto de todas as arestas de P. Um parelhamento de

arestas de P é um conjunto ® = {74 | A € A} de isometrias tal que, para toda aresta

A€ A:
1. Existe aresta A" € A com Ty(A") = A,
2. As isometrias Ty e Ty satisfazem a relacao T4 = le;
3. Se A for aresta de P e A’ for aresta de P’ entao P NT4(P) = A.

Podemos verificar que, com as condicoes acima, A’ é unicamente determinado por A,
A = (A) e Ty # Id para toda aresta A € A. Nestas condigoes diremos que A e A’ sdo
parelhadas por T/4.

Diremos que dois pontos x, 2z’ € P sao parelhados se existir A € A tal que Ty(z') =z

e denotamos por z = 2’. A relacao de parelhamento é simétrica mas nao é transitiva nem
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reflexiva, assim, para torna-la uma relacao de equivaléncia diremos que dois pontos x,y € P

sao relacionados se existir seqiiéncia finita x4, ..., z,, € P tal que

Vamos denotar essa relagao de equivaléncia por = ~ y e a classe de equivaléncia [x] deter-
minada por um ponto serd chamada de ciclo.

Observe que, da terceira condicao na definicao de parelhamento segue que se z for ponto
interior de P, entao [x] = {z}. Da segunda condi¢do, segue que um ponto interior x a uma
aresta A € A é equivalente apenas aquele ao qual estd relacionado, isto é [x] = {z, T4 (z)}.

Caso z seja um vértice e determine um ciclo finito [x] = {x1, ..., z,,} de vértices, deno-

tamos por 6; os angulos de P em x. Chamamos de angulo total do ciclo [z] a soma
Olz] =61+ ... + 6.

Consideremos em P a métrica induzida de H? e com isso o conjunto de classes de
equivaléncia M = P/ ~ possui uma topologia associada a métrica induzida, a topologia
quociente, isto é, a topologia mais fina que torna a projecao p : P — M continua: U C M é

aberto, se, e s6 se, p~}(U) for aberto em P. Assim obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.19 Considere um poligono fechado convero P € H? ¢ ® = {T, | A € A}
um parelhamento de arestas. Seja T' = (®) o grupo gerado pelas fungoes de parelhamento e
p : UrerT(P) a extensao da projecio p : P — M. Entdo, se todo ciclo de vértices [z] for
finito e tiwer dngulo total 0]x] = 2w, o conjunto das classes de ciclos M é uma variedade

Hausdorff, H? = UperT(P) e p: H2 — M € uma aplicagdo de recobrimento.

Teorema 1.2.20 (Teorema de Poincaré) Seja P um poligono fechado convero em H?
e ® ={T4| A€ A} um parelhamento arestas e I' = (®) o grupo gerado pelas funcoes de
parelhamento. Entao, se todo ciclo de vértices [x] for finito e tiver angulo total O[x] = 27, o

grupo I' € discreto.
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1.2.10 Grupos Triangulos

Na segunda secao deste capitulo tratamos reflexées hiperbdlicas. Vimos na secao 1.2 que
tanto a inversdo quanto a reflexdo em circulos e retas perpendiculares ao eixo (Im(z) = 0)
mantém o plano superior invariante e sao isometrias do espaco hiperbélico. Daqui para frente
nao distinguiremos entre ambos os casos e trataremos ambos como reflexao em geodésica.
Denotaremos por p, a reflexao na geodésica 7.

Dados 61, 05 e 05 reais nao negativos tais que
0301+92+03<7T

podemos, pelo Teorema de Gauss-Bonnet, construir triangulos hiperbdlicos A com angulos
internos 61,05 e 3. Sejam 71,79, 73 as geodésicas que contém as arestas de A opostas aos
respectivos vértices 61,60, e 3, denominadas de geodésicas suportes das arestas. Con-
sideremos o grupo I' gerado pelas reflexdes p; = p,,,¢ = 1,2,3. Observe que I' nao é

necessariamente discreto, mas depende essencialmente das constantes 6; e nao do triangulo

A.

Definigao 19 Um grupo I' (nao necessariamente discreto) de isometrias de H? é dito grupo
do tipo (01,0,,03) se for gerado pelas reflexoes em geodésicas suportes de um triangulo com

angulos internos 01,05 e 0.

Note que dois grupos do mesmo tipo sao nao apenas isomorfos, mas isomorfos por
conjugacao em GM(R). Entao a cada tipo (01, 6,,03) podemos associar apenas um tnico

grupo, embora a reciproca nao seja verdadeira.

Definigao 20 Um subgrupo I'y C PSL(2,R) é chamado de um grupo (p,q,r)—triéngulo
se existir grupo I' de tipo (%, T 1) tal que 'y = TN PSL(2,R). Diremos que I'y ¢ um grupo

q7

triangulo se for um grupo (p,q,r)-triangulo para p,q,r inteiros.
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Nestas condigoes, temos o seguinte:
Teorema 1.2.21 Seja 'y =1'N PSL(2,R) um grupo (p,q,r)-triangulo. Entao:
1. I' é propriamente descontinuo;
2. I'y € fuchsiano;

3. O triangulo definido pelas geodésicas v1,7v2 € v3 € dominio fundamental de T'.



Capitulo 2

Algoritmos para pavimentacao do

Plano Hiperbdlico

Primeiramente estudamos o trabalho de Nelo Allan [Al] que apresenta um algoritmo
e um programa, implementado no software Mathematica, que realiza a pavimentacao do
plano hiperbdlico por triangulos. Nosso objetivo foi entender a estrutura deste algoritmo e
em seguida criarmos um novo algoritmo que fosse mais eficiente em termos de crescimento

do grupo.

Neste capitulo apresentaremos o algoritmo de Allan e também o nosso de maneira de-
talhada. Denominaremos o algoritmo de Allan de Algoritmo de Palavras e o nosso de
Algoritmo de Blocos, sendo que a razao dessa terminologia sera explicada quando da

apresentacao dos mesmos.

Seja Ay C D? triangulo com arestas a, 3 e v e angulos internos %, ” e . Consideremos

T

S

o grupo I' gerado pelas reflexdes nas arestas de Ay. Conforme vimos na se¢ao 1.2.10, I" é
m™ T

um grupo de tipo (;, T, 2)elo =INPSL(2,R) um grupo (p,r, s)-triangulo.

Tanto o algoritmo de palavras quanto o de blocos foram feitos para o grupo I'y conforme
descricao acima, com a diferenca de que no algoritmo de blocos trabalhamos com triangulos

equilateros.

29
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2.1 Algoritmo de Palavras

A idéia do algoritmo de Allan é a seguinte: a partir de um triangulo inicial refleti-lo
em suas arestas e depois refletir os triangulos resultantes por todas as suas arestas e assim,
sucessivamente.

Sejamos mais precisos na descrigao do algoritmo de palavras. Este inicia-se construindo

us

um triangulo Ay de angulos b 7, % onde p,r, s sao inteiros maiores que 3. Consideremos o

grupo triangulo I' gerado pelas reflexdes nas arestas de Ay com a seguinte representagao:

I = (pa, ps, p4(pa)® = (p5)* = (py)? = (paps)’ = (psp2)? = (pypa) =€) (2.1)

onde a, 3 e v sao as geodésicas que definem as arestas de Ay e a operacao de I' é a con-
catenacao descrita na fim da secao 1.1. Consideremos o grupo I'y descrito no inicio do
capitulo.

Os geradores de I, p,, pg € p, s@o as letras do alfabeto A, as palavras de comprimento
1. Para determinarmos as palavras de comprimento 2, acrescentamos a cada palavra de

comprimento 1 uma nova letra, ou seja,

Pa acrescenta p, —  pPapPa
Pa acrescenta pg —  pPapg

Pa acrescenta p, —  pPapy

e da mesma maneira para as palavras pg e p,. Observando a apresentacao 2.1 do grupo I'
temos que a palavra p,p, = e, a identidade de I'. Assim eliminamos as palavras com letras

repetidas, logo as palavras de comprimento 2 consideradas sao:

PalPB; PaPvys PBPas PBPys PyPoy PvPB-

Procedendo de modo recursivo, a cada palavra de comprimento k obtida na listagem
acrescentamos uma letra obtendo ou uma palavra de comprimento (k + 1) ou uma palavra
que ignoramos, caso a letra acrescida seja igual a ultima letra da palavra de comprimento k,

pois esta representa um elemento do grupo de comprimento estritamente menor que k. Por
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exemplo dada palavra p,pgp-...pgpa de comprimento k — 1 e acrescentando a letra pg temos

a palavra de comprimento k:

PapPBPy--PaPp
—_— ———

k letras

Mas se acrescentarmos a letra p, obtemos uma palavra que representa o mesmo elemento

que a palavra de comprimento k£ — 2:

PaPBP~---PB PaPo, = PalPBPy---PB -

=€ k—2 letras

O algoritmo de Allan esta trabalhando com palavras de comprimento £ e eliminando as
palavras com letras repetidas, sugerindo a terminologia usada: algoritmo de palavras.

Através da descricao do algoritmo podemos determinar sua complexidade. Note que
iniciamos a pavimentacao com 3 palavras de comprimento 1. Caso o algoritmo nao identi-
ficasse as palavras com letras repetidas como sendo a identidade de I" terfamos 3% palavras
de comprimento 2, com esta identificacao obtemos 6 palavras de comprimento 2.

Logo, o total de palavras no grupo apés k reflexdes seria 3¥ caso nao fossem eliminadas
as palavras que tem duas letras iguais no final de sua concatenacao, entao na realidade temos
3 % 271 palavras de comprimento k. Note que esta é uma diminuicao bastante significativa

da complexidade do algoritmo, mas ainda pode ser melhorada.

2.2 Algoritmo de Blocos

Nosso algoritmo esté restrito ao caso de triangulos equilateros, assim partimos de um

us

triangulo inicial Ay como no algoritmo de palavras, mas com angulos > Todas as fungoes
e rotinas computacionais foram feitas mantendo a distingao dos angulos tanto para possibi-
litar uma futura alteragdo que abranja triangulos (p,r,s) quaisquer como para melhorar o
entendimento da estrutura do algoritmo. Logo, apesar de em algumas rotinas trabalharmos
com um triangulo Ay com angulos %,% e 7, em outras assumimos que p = r = s. Usa-

mos tanto nimeros complexos quanto pares ordenados para denotar os vértices de nossos

triangulos conforme a conveniéncia. Todos os exemplos ilustrativos que daremos ao longo
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deste capitulo serd considerando p = 5. Iniciemos com a apresentagao da idéia central do
algoritmo de blocos.

Da mesma maneira como no algoritmo de palavras iniciamos com um triangulo inicial
Ay com seus vértices dispostos em D? da seguinte maneira: vy = 0, v; tal que Im(v;) =

0, Re(v1) > 0 e vy tal que Im(vy) > 0, ilustrado na figura abaixo:

Figura 2.1: Triangulo Ay em D?

. A —_— /7 . . /7
Consideremos o angulo 7050, com vértice vy, diremos que este é um setor de D? e
nosso objetivo é pavimentar este setor usando rotacoes em vértices de triangulos previamente
determinados, reflexdes em arestas especificas e através de rotagoes deste setor em torno de
v i D? 1
o pavimentar por completo.
Sendo mais precisos, iniciamos este processo escolhendo v; como centro de rotagao (ou
rtice fi d i is adiant h d o taga
vértice fixo, como denominaremos mais adiante) e vamos chamar de p,, (e p,,~) a rotagao

™

de angulo 7 no sentido horério (no sentido anti-horério) em torno de v;. Rotacionamos o

triangulo inicial (p — 1) vezes em torno de v; no sentido horario, como no exemplo ilustrado

na Figura 2.2.

v,

Figura 2.2: Rotacao de Ag com v; como centro de rotagao

Note que nao é necessario trabalharmos com a rotacao de todos os vértices de Ag:

podemos considerar apenas a rotacdo no vértice vs, pois py, (Vo) = va, 2 (Vo) = pu, (v2) €



Cap.2 Algoritmos para pavimentagdo do Plano Hiperbdlico 33

assim sucessivamente. Diremos que os vértices v; e v; gerados na etapa k sao consecutivos
se v; = pp(v;) ou v; = p,(v;) onde v é o centro de rotacao da etapa k.

Mais adiante neste algoritmo precisamos recuperar os dados obtidos em cada etapa por
isso definimos uma tabela, denominada Tabela Geral que contém os vértices gerados na
etapa, a distancia destes até vy, os vértices consecutivos a ele e o triangulo formado com o
fixo desta etapa, o vértice desta linha e seu antecessor. Estamos interessados em comparar
as distancias dos vértices ao vértice inicial vg = 0. Devido a particularidade desta escolha,
podemos substituir d (vg, v;) por |v;|, pois d (vo,v;) < d(vo,v;) se e somente se |v;| < |vj].

Considerando a etapa 1 quando p = 5 temos que a Tabela Geral contém os seguintes dados:

Etapa | Vértice | Distancia | Fixo,Vértices Consecutivos | Triangulos
1 U3 lvs] {v1,v9,v4} {v1,v9,v3}
1 Uy |va] {v1,v3,v5} {v1,v3,v4}
1 Us lvs] {v1,v4,v6} {v1,v4,v5}
1 Vg lvg| {v1,v5} {v1,vs5,v6}

Além disto, criamos uma outra tabela, Tabela de Reflexao, que relaciona a etapa uma aresta,
determinada pelo centro de rotagao e o ultimo vértice gerado nesta etapa, conforme ilustrado

na tabela abaixo:

Etapa | Aresta de Reflexao ’
1 {v1,v6} ‘

Escolhemos como centro de rotacao para a etapa 2 o vértice que tenha menor distancia
de vy, mas que seja maior que a distancia de v; a vg. Em seguida escolhemos o triangulo
que serd rotacionado: o vértice que serd escolhido pela rotina serd o que estiver na posigao
imediatamente anterior a do centro de rotacao quando k for impar ou na posi¢ao posterior
quando k for par. O sentido da rotacao dependera entao da paridade da etapa em questao:
sentido horario se k for impar ou anti-horario se k for par. No caso apresentado na tabela
acima, podemos verificar a partir da Figura 2.2, que o centro de rotacao da segunda etapa
serd o vértice vg e o vértice a ser rotacionado é o vértice vy. O resultado desta segunda etapa

é ilustrado na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Rotagao de £ em torno de v3

E assim sucessivamente até a etapa k escolhida no inicio do algoritmo. Ilustrando até a

etapa 9 temos:

Figura 2.4: Etapa 9

A tabela geral armazena todos os dados que sdo necesséarios para realizarmos a pavi-
mentacao de D?, mas precisamos recupera-los de uma maneira mais conveniente, por isso
definimos novas tabelas que apenas armazenam os dados da Tabela Geral de outras formas.
Uma destas tabelas é a que chamamos de blocos da etapa k que estd definida da seguinte
maneira: blocol armazenara os triangulos novos gerados na etapa k, o bloco2 armazenara
os triangulos novos da etapa k e k — 1, e assim sucessivamente, até o bloco k armazenar os

triangulos novos de todas as etapas. Por exemplo, para p = 5 e k = 3, temos a seguinte

Tabela Geral e Tabela de Reflexdo:



Cap.2 Algoritmos para pavimentagdo do Plano Hiperbdlico

35

Etapa | Vértice | Distancia | Fixo,Vértices Consecutivos | Triangulos
1 U3 lus| {v1,v9,v4} {v1,v9,v3}
1 N o {v1,v3,v5} {v1,v3, 04}
1 Us lus| {v1,v4,v6} {v1,v4,05}
1 Ve |ve| {v1,v5} {v1,vs,v6}
2 vr vz {vs,v4, 08} {vs, v4,v7}
2 s lus| {vs,v7,v9} {vs, v7,v8}
2 Vg |vg| {v3, vg,v10} {v3, vg, V9 }
2 V10 "Ul()| {U3, Ug} {Us, Vg, Ulo}
3 U1l o1 | {va, vz, v12} {va, vz, 011}
3 V12 ‘7112| {U4,U117013} {U47011,U12}
3 V13 |13 {va, V12, v14} {va, 12, v13}
3 V14 |[U14] {va, v13} {va, 013, v14}

Etapa da Aresta

Aresta de Reflexao

1 {va, v14}
2 {vs,v10}
3 {Ula Uﬁ}

e obtemos assim os seguintes blocos:

Etapa do Bloco

Bloco

1 Hva, vr, 011}, {va, v, via}, {va, V12, vis}, {va, v13, via b}
2 {{vs, v, v7}, {v3, v7, v}, {vs, vs, v}, {v3, Vg, 10},

{va, vz, vin}, {va, vin, via}, {va, vig, Vi3, {va, V13, v1a )}
3 Hwr, vo, vsh, {v, vs, vt {o1, v, 053, {1, 05, 06},

{U37 Uy, ’07}7 {U37 U7, US}? {U37 Usg, 109}7 {U37 Vg, UlO}?

{U4, U7, Uu}, {04, V11, U12}, {U4, V12, U13}7 {114, V13, 014}}

Na segunda parte do algoritmo, denominada no programa de parte II, fazemos as re-

flexoes dos blocos acima determinados pelas arestas de reflexao da seguinte maneira: re-
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fletimos o bloco k na aresta de reflexao da etapa 1, definida na Tabela de Reflexao. Na
segunda etapa desta parte, refletimos o bloco k — 1 na aresta de reflexao da etapa 2, e assim
sucessivamente, na etapa final desta parte refletiremos o bloco 1 na aresta de reflexao da
etapa k. Para finalizar esta parte do algoritmo, refletimos na aresta definida pelos vértices
{vo,v1} todos os tridngulos resultantes da reflexao dos blocos assim como aqueles gerados

na primeira parte. Na figura 2.5, estao ilustradas as duas reflexoes:

Figura 2.5: Reflexoes

Trabalhamos apenas com reflexao dos blocos descritos acima para pavimentar um setor
de D? e por isso o nome de Algoritmo de Blocos.
Concluimos o algoritmo com o que denominamos de Parte I1I: consideramos p a rotagao

de % ao redor de vy e rotacionamos todos os triangulos ja obtidos por p, p?, ..., p?~ L

Figura 2.6: Rotagao de £



Cap.2 Algoritmos para pavimentagdo do Plano Hiperbdlico 37

Agora basta fazer a sobreposicao de todas as rotacoes feitas na parte III e portanto

concluimos a pavimentacao:

Figura 2.7: Pavimentacao de ID? por triangulos com angulos z

Gostarfamos de ter preenchido apenas um setor de D?, mas geramos redundancias que
fazem com que o programa seja menos eficiente do que o possivel. Apesar disso ainda é mais

eficiente que o algoritmo de palavras *.

2.2.1 Comandos Basicos

Grande parte das funcoes, rotinas e comandos dessa secao foram aproveitadas do algo-
ritmo de palavras, apenas traduzindo-as diretamente para a notacao de varidveis comple-
xas. Comecamos introduzindo as fungoes que calculam distancia entre dois pontos no plano
(notagdo complexa e real). Mais precisamente sejam dois pontos z,w € C (na notagao real
consideremos dois pontos A = (A[[1]], A[[2]]) e B = (B[[1]],B[[2]])) entdo a distancia entre z e

w (entre A e B) é dada por:

distlz,w_] = N[y/(Relz — w])? + (In[z — w])?
DistancialA_,B_] := N[\/(A[[l]] — B[[1]])* + (a[[2] — B[[2]])?].

Usamos os comandos Re e Im, do proprio Mathematica, que identificam a parte real e ima-

gindria, respectivamente, de um nimero complexo, como também A[[n]] que seleciona a n-

*Executando o algoritmo de palavras e o de blocos em um mesmo computador quando p = 5 e realizando
9 etapas tivemos os seguintes resultados: o algoritmo de palavras concluiu a pavimentacao em 56.2 segundos
e o de Blocos em 45.9 segundos. Quando fizemos a pavimentagdo com p = 7 e realizando 13 etapas o

algoritmo de palavras concluiu a pavimentacao em 812.4 segundos e o de Blocos em 246.4 segundos.
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ésima entrada do vetor A, por exemplo, se A = {x,y,z} entao A[[1]] = x, A[[3]] = z; 0 comando
N[ |, também do préprio Mathematica, que retorna o valor numérico da distancia.
Dado z € C definimos as fungoes Ry e R_; que rotacionam z de angulo 6 em torno da

origem de D? no sentido horério e no sentido anti-horario, respectivamente:

Ri[z-] := (Cosl[#] + Senl|d])z;
R_i[z-] = (Cos[f] — Senld)])z;

Em termos de coordenadas reais, temos a rotac¢ao do ponto (a,b) de angulo m em torno

da origem dada por:

rotacao[m_,{a_,b_}] := {{Cos[m], Sen[m|}, { —Sen|m|, Cos[m|}}.{a, b}.

Vamos fazer a pavimentacao de ID? com triangulos hiperbdlicos, assim precisamos cons-
truir geodésicas que suportam as arestas destes triangulos e também identificar os vértices
dos triangulos.

Dados dois pontos P e ) a geodésica que passa por estes € uma circunferéncia ortogonal
a fronteira 9D* = {2z € C||z| = 1}. Assim, se consideramos a inversao na circunferéncia
0D?, a geodésica em questao contém também a imagem de P por esta inversao. De modo
geral, dada circunferéncia G de centro (¢, d) e raio ra, entdo conforme vimos na segao 1.2.1,

o inverso do ponto (a,b) com relacao a G é dado por:

inversao[{{c_,d },ra }|[{a_,b}] = {c,d}+ra® ( {a,b} —{c,d} >

Distancial{a,b} — {c,d}, {0,0}]?

Para o caso particular em que o centro é o ponto (0,0) e o raio 1, podemos simplificar a

expressao para inversao de um ponto (a, b):

{a,b}

Distancial[{0,0}, {a,b}]2’

invers[{a_,b_}]

Assim, consideraremos a circunferéncia passando pelos pontos P, @) e invers[{P[[1]], P[[2]]}].

Dados trés pontos A, B, C' no plano determinamos o centro da circunferéncia que passa por
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estes trés pontos encontrando o seu circuncentro (z,y):

Circuncentro[{A_,B_,C_}] := Flatten[{x,y}/.Solve[{A[[1]]? + A[[2]]* — B[[1]]*—
—B[[2]]* — 2A[[1]]x + 2B[[1]}x — 2A[[2]]y + 2B[[2]]ly == 0,
A[[1]]* + A[[2]]” — C[[1]]” — C[[2]]* — 2A[[t]}x+
+2C[[1]]x — 2A[[2]]y + 2C[[2]ly == 0}, {x, y}]]
sendo Solve| ] um comando do Mathematica que fornece a solu¢ao de uma equagdo nas
variaveis (z,y). Ainda temos que determinar o raio desta circunferéncia, mas como ja temos
o seu centro e sabemos que passa por A, B e C' basta calcular a distancia do circuncentro

até um dos pontos A, B ou C, logo:
Circunraio[{A.,B_,C_}] := Distancia[Circuncentro[{A ,B,C}], A].

Logo a geodésica que passa por dois pontos P e ) de D?, que nao sao colineares com

a origem (caso P e @) sejam colineares com a origem temos uma reta euclidiana) é definida

como:
retaHip[P_ ,Q] := {circunH[P,Q],raioH[P,Q]}, com
circunH[P_,Q] := Circuncentro[{P,Q, invers[P]}]; e
raioH[P_,Q] := Circunraiol{P,Q, invers[P]}].

Note que da maneira como definimos a geodésica que passa por dois pontos P e @),
nao tragamos apenas o trecho da geodésica entre estes pontos mas sim toda a geodésica
que contém estes pontos, logo precisamos determinar outras fungoes que mostrem apenas o

trecho entre os pontos P e Q.

Figura 2.8: Geodésica que passa pelos pontos P e ()

Temos a geodésica que passa por P e () com centro no circuncentro dos pontos P, ()

e inverso de P entao para obter o trecho desta circunferéncia que estd entre P e () basta
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calcular a variacao angular deste trecho, logo definimos:

{c,d} — {a,b}

N[Distancial{c,d} — {a, b}, {0,0}]]

unitariol[{a_,b_},{c_,d }] =

nyarglp. — nlargP([1] + P[]

argBiss[A_,Q.,B_] = myarg[unitario|Q,A] + unitario[Q,B]]
valorAngAgudo[A_ ,Q_,B_] := ArcCos|[Abs[unitario[Q, A].unitario[Q, B]]|
variacaoAngular[A_,Q_,B_| := {argBiss[A,Q,B] — .5valorAngAgudolA,Q,B|,

argBiss[A, Q, B] + .5valorAngAgudol[A, Q, B}
onde myarg calcula o argumento do ponto P, argBiss calcula o argumento da soma dos
vetores unitarios, valorAngAgudo nos da o valor do angulo do produto vetorial dos vetores
unitarios e variacaoAngular calcula a variagao angular da geodésica.

Finalmente, dados trés pontos A,Q, B em D? e o raio k da circunferéncia que passa
por A e B definimos a func¢ao Angulo que traca, através do comando Circle o trecho da

—_—
circunferéncia de centro @), raio k e com a variagao angular igual a medida do angulo AQ B:

Angulo[{A_,Q.,B_ },k_| := Circle[Q,k,variacaoAngularlA,Q,B]|.

Figura 2.9: Segmento geodésico nos pontos P e ()

Entao consideremos dois pontos P e QQ em D?, definimos a funcao Hline que traca o
segmento geodésico entre eles:
Hline[{P_,Q. }] := If[myround[Det[{P,Q}|] == 0,Line[{P,Q}],
Angulo[{P, Circuncentro[{P, Q, invers[P|}|,Q},
Circunraio[{P,Q, invers[P|}]]]

sendo Line comando que traca uma reta euclidiana caso os pontos sejam colineares com

a origem de D? (isto é verificado facilmente verificando se o determinante entre P e @Q ¢



Cap.2 Algoritmos para pavimentagdo do Plano Hiperbdlico 41

nulo). A aproximagao numérica dos valores é feita multiplicando z por 103, utilizando-se do
comando Round que correspondente a funcao ”maior inteiro menor ou igual a”e posterior-

mente dividindo novamente por 103:
myround|z_ ] := N[Round[1000 * z]/10%].

J4 temos a funciao que traca o segmento geodésico entre dois pontos de D?. Agora
dados trés pontos A, B, C definimos a funcao Htriang que traga o triangulo hiperbélico com
vértices A, B, C, e também a fungao Htriangulo que traga apenas as arestas AC' e C'B do

triangulo ABC, do seguinte modo:

Htriang[{A_,B_,C_}] := {Hline[{A,B}|, Hline[{B,C}|, Hline[{C,A}|}
Htriangulo[{A_,B_,C_}] := {Hline[{A,C}],Hline[{C,B}]},

Precisamos definir os comandos para a reflexao de segmentos geodésicos. Seja (a,b) um
ponto em D? colinear com a origem, entao a reflexao em (a,b) é simplesmente a reflexao no

eixo real do plano (basta olhar a definigao de reflexao vista no capitulo 1):
refl[{a_ ,b_}|] := {a,—Db}.

Agora consideremos os pontos P,Q,S de D2 Definimos a reflexio do ponto S na
geodésica que passa por P e () como sendo a inversao na circunferéncia com centro no
circuncentro de P, (), invers[P| e raio igual a distancia de P até o circuncentro descrito

anteriormente, logo:

reflHip[{P_,Q_}|[S_.] := inversao[Circun[{P,Q, invers[P]}]][S].

2.2.2 Construgao do triangulo inicial A

Na secao anterior ja definimos todos os comandos bésicos para fazermos a pavimentacao
de D?. Iniciamos com a construcao de Ag e esta serd a etapa 0.

Lembre que a rotina se inicia com o usuério determinando o angulo de Aq (os comandos
terao as varidveis distintas para os angulos de Ag), entao através deste dado precisamos

tracar Ag em D2,
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Utilizando a segunda Lei dos Cossenos (Teorema 1.2.5) podemos encontrar a medida

dos lados de um triangulo conhecendo apenas a medida de seus angulos. Assim dadas as

constantes p, r, s tal que os angulos de A sao %, ., % temos que a medida das arestas A, B, C
de Ay é determinada da seguinte maneira:
ladoA] ] N[ArcCosh|Cos| ] * Cos[~] + Cosly) |
adoAlp_,r_,s_| = rcCosh|Cos|— os|— ;
P-o T r s’ Sen[Z] * Sen[Z]"
ladoB] ] M[ArcCosh[Cos[ %] « Cos[1] + ——Slel
adoBlp_,r_,s_| = rcCosh|Cos|— os|— ;
P-o T p s*  Sen[f]xSen[S]"
ladoC| ] N[ArcCosh[Cos[—] * C [W] L cosls) I
adoClp_,r_,s_| = rcCosh|Cos os :
Pt p Sen|[7] * Sen[]]

Ja temos a medida das arestas de A e agora lembrando a convencao feita no inicio do
capitulo para os vértices de Ay temos que um dos vértices estd na origem de D?, entao duas
das arestas de A se iniciam na origem de D?; dado angulo m de Aj e a medida d de suas
arestas podemos definir a fungao ponto da reta (denominamos ptdareta) que determina a
posicao dos vértices vy e vy:

Tanh|d] L Tanh[d] .
i
V1+m? V14 m?

Desta maneira os vértices de Ag sao dados por:

ptdaRetajm_ ,d_| :=

v[0,p_,r_,s_] := 0+40i;

v[l,p-,r_,s_] := ptdaRetalo, .51adoB[p,r sl;

v[2,p-,r_,s_] := ptdaReta[Tan[— ] .5ladoA[p, r, s]|;
s

lembrando que convencionamos Im(v;) = 0 e a fungao Tanh, definida em 1.2 fornece a
tangente hiperbolica de metade da distancia entre os pontos dados.
Definimos uma lista denominada de verticesTriangulo contendo os vértices de Aj

armazenados como pares ordenados,

verticesTriangulo[l,p_,r_,s_| := {{Re[v[0,p,r,s]|, In[v[0,p,r,s]|}, {Re[v[l,p,T,s]],
Im[v[1,p,r,s]|}, {Re[v]2,p, 1, s]|, Im[v[2, p, T, ]|} }.

Entao através da funcao Htriang aplicada na lista acima podemos tracar Ag:

gl = {Htriang[verticesTriangulo[l,p,r,s]|};
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2.2.3 Parte I: Rotacoes de triangulos

Na etapa 1 escolhemos como centro de rotacao o vértice v; de Ay e rotacionamos este

no sentido horario (p — 1) vezes conforme figura 2.2.

No inicio do capitulo explicamos como este algoritmo armazena os dados encontrados em
cada etapa, agora vamos detalhar estes passos. Na etapa 1 geramos (p — 1) novos vértices,
onde cada vértice v;, i € {3,4, ..., (p—1)} estd ligado com o centro de rota¢ao v, com p; ' (v;)
e com p,, (v;). O caso do vértice v,_; é excepcional, pois estd ligado apenas com v; e com
p;ll (vp—1). Assim, para gerarmos nossa Tabela Geral, distinguimos estas situagoes, definindo
uma tabela inicial chamada Lista que contém todos os vértices da etapa 1 exceto o vértice
vp—1. Considerando o exemplo das secoes anteriores, em que p = 5, temos que Lista contém

os seguintes dados:

Lista da Etapa | Vértice | Distancia | Fixo,Vértices Consecutivos
1 U3 |vg] {v1,v9,v4}
1 Uy |v4] {v1,v3, 05}
1 Us |vs] {v1,v4,v6}

Vamos acrescentar o ultimo vértice gerado nesta etapa definindo uma nova lista deno-

minada de Tabela, a qual contém apenas os dados referentes ao ultimo vértice:

Lista da Etapa | Vértice | Distancia | Fixo,Vértice Consecutivo ‘

1 Vg |vg | {v1,v5} ‘

Entao definimos a tabela geral descrita no inicio do capitulo e denominada de TabelaGeral

da rotina que é a jungao das listas TO (Tabela da etapa 0), Lista e Tabela. Logo TabelaGeral
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contém:
Etapa | Vértice | Distancia | Fixo,Vértices Consecutivos | Triangulos
0 Vo |vol {v1,v2} {vo, v1,v2}
0 vy vy {vo, v2} {vo, v1,v2}
0 Vg |vg| {vo, v1} {vo, v1,v2}
1 U3 |vs| {v1, v, v4} {v1,v9,v3}
1 N |va] {v1,v3,v5} {v1,v3, 04}
1 Us lus] {v1, 04,06} {v1, 04,05}
1 Vg |ve] {v1,v5} {v1,vs,v6}

e assim sucessivamente até a etapa k. Quando for necessario recuperar os dados da Tabela
Geral denotaremos esta funcao apenas por TG. Em comandos temos que Lista, Tabela
e Tabela Geral dependem da etapa e da posicao na etapa anterior do ultimo vértice na
TabelaGeral, por exemplo quando p = 5 na etapa 0 temos os vértices vy, v; e vy, quando

passamos para a etapa 1, armazenamos os vértices novos da seguinte maneira: vs, vy, U5 € Vg,

entao:
Listalk_ | := Table[{v[Mk]|+ j,p,r,s|,Abs[v[]Mk]+ j,p,r,s]],{fixolk,p, T, s],
v[Mk] +J — 1,p,r,s], vMk] + j + 1,p,7,8]}}, {3, 1,p — 2}};
Tabelalk_| := AppendTo[Lista[k], {v[Mk|+p—1,p,r,s|,Abs[v]Mk|+p—1,p,r,s]],
{fixo[k,p,r,s|,v[MKk] +p — 2,p,r,s|}}|;
Tk := If[k ==1,Join|T0, Tabelalk]|, Join[<< c : /users/Karine/TabelaGeral,

Tabelalk]];
Put[Tk, \c : /users/Karine/TabelaGeral”|;

onde Mk_ | = If[k == 1,k + 1,Mk — 1] + (p — 1)] ¢é a posic@o dos vértices em TabelaGeral,
o comando AppendTo adiciona no final da Lista os elementos de Tabela e o comando Join faz
a juncao das tabelas anteriores. O comando Put salva a tabela Tk com nome de TabelaGeral
no caminho indicado e para recuperarmos esta tabela quando necessario usamos o comando
Get(<<).

Daqui em diante vamos recuperar os dados da Tabela Geral da maneira que for mais

conveniente para um melhor aproveitamento do algoritmo, por isso definimos novas tabelas.
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Definimos a tabela denominada de Candidatos da etapa k& que compreenderd apenas as
linhas da Tabela Geral cujos vértices tiverem mddulo maiores que o moédulo do centro de

rotacao da etapa anterior. Por exemplo na etapa 1 o vértice de rotacdo é vy, sabemos que |vg|

é claramente menor que |v;| e que |v1| = |vg| (pois A é equildtero), logo a tabela Candidatos
contém:
Lista da Etapa | Vértice | Distancia | Fixo,Vértices Consecutivos
1 U3 lus] {v1,v9, 04}
1 Vg |vs] {v1,v3,v5}
1 U5 lus] {v1,v4,v6}
1 Vg lve] {v1,v5}

Dentre estes escolheremos o vértice que tiver menor médulo para ser o centro de rotagao na

etapa 2:

Candidatos[k.- | := Select[<< c: /users/Karine/TabelaGeral,

(#[[2]] > Abs[fixo[k, p, q, r]]&)];

sendo que o comando Select, pré-definido no Mathematica, seleciona as linhas de Tabela
Geral que satisfazem a condigao de terem modulos maiores que o do centro de rotagao da
etapa anterior.

Para definirmos o centro de rotagao utilizamos de um comando do préprio Mathematica
(versao 4.1) denominado de ORDERING, que tem a seguinte fungdo: dada uma lista L =
{30,74,62,27,95} temos que a lista Ly = {27,30,62,74,75} é a lista L com seus elementos
ordenados de modo crescente e o comando Ordering|L] resulta em uma lista das posigoes
dos elementos de L na lista ordenada L. No nosso caso consideremos a lista L como sendo
a coluna 3 da tabela Candidatos e Ordering]|L] fornece a linha (na lista Candidatos) do que
estiver em primeiro na lista L. ordenada. Assim o centro de rotacao (ou vértice fixo) da etapa

k sera determinado através dos elementos da tabela Candidatos até a etapa k — 1:

fixolk_,p.,r_,s_| := Iflk==1,v[l, p,r,s] Extract[Candidatos[k — 1]
[First|[Ordering[Candidatos[k — 1|[[A11, 2]]]]]], 1]];
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tal que o comando Extract seleciona da lista Candidatos o vértice que estiver na coluna
Vértices da linha determinada pelo comando Ordering. Por exemplo suponha que o vértice
de menor distancia (de vg) na etapa 2 seja vy, 0 comando Ordering|Candidatos|1]] mostra
a linha 2 na lista Candidatos e Extract fornece o vértice que estd na coluna Vértices, linha
2 da lista Candidatos.

Nosso objetivo no momento é definirmos a rotagao de um angulo 6 em torno de um
ponto z. Na secao anterior definimos os comandos basicos Ry; que efetuam a rotagao em
torno da origem. Para rotacionar em torno de um ponto arbitrario z, transladamos este
ao ponto 0 através do comando T[z_ ], aplicamos a rotagdo Ry; e transladamos novamente

através de S[z_ |, a isometria inversa de T[z_ |:

1xz— fixolk,p,q, r]

T|z_ = ;
2- ] (—Conjugate[fixolk,p,q,r]] *z) + (1 +01)’
1%z + fixolk,p,q, 1]
Sz | = . : —;
(Conjugate[fixo[k,p,q,r|] *z) + (1 + 01)
Roty[z_ ] := Composition[S,Ry,T|[z];
Rot_4[z_ ] := Composition[S,R_4,T]|[z].

Os comandos Composition e Conjugate (ambos do préprio Mathematica) realizam respec-
tivamente a composicao de fungoes e a conjugacao de um nimero complexo.

Na etapa 1 rotacionamos Ay em torno de v; e apenas as rotacoes aplicadas no vértice v
é que geram vértices novos para a etapa 2 conforme explicagao na se¢ao 2.2. Entao definimos
apenas o vértice de rotacdo que chamaremos de ulk, p,r, s| e denotaremos apenas por u[k]
durante o texto onde k é a etapa que esta sendo gerado e p,r,s os parametros referentes
aos angulos do triangulo, conforme apresentado no inicio do capitulo. Para definir u[k],
determinamos a posigao do centro de rotagao da etapa k na Tabela Geral (TG) de modo que
o vértice de rotacdo é aquele que estd na posigdo (na Tabela Geral) anterior ou posterior

(dependendo se k é par ou impar) da posigao do centro de rotagao:

Posicao := If[k == 1,Null,Position|TG[[A11,1]],fixo[k,p, T, s]]];
uk ,p_,r ,s | := Iffk==1,v[2,p,r,s| Extract|[TG[[A1ll,1]],
Posicao + (—1)/.{x_} :> x]].
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Fazemos (p— 1) rotagoes em cada etapa k, entao definimos as (p — 1) rotagdes no vértice
ulk]:

For[i =1,i <p,i+ +,Print[MapAll{myround, v|Mk| + i,p,q,r] =

NestList[Rot(_iyxg, ulk,p,q,r],p — 1][[i + 1]]]]|;
tal que o comando Print imprime os vértices gerados pelas rotagoes na tela e o comando
NestList aplica (p — 1) vezes a fungao Rot(_yxg no vértice de rotagao ufk].

Nas explicacoes acima definimos todas as fungoes necessarias para fazermos a rotacao
dos triangulos com um vértice fixo, agora vamos definir funcoes para podermos realizar a
Parte II do algoritmo.

Quando descrevemos a funcao TabelaGeral nem todos os vértices tinham trés vértices
associados a ele, o ultimo vértice de cada etapa tinha apenas o centro de rotacao da etapa.
Definimos uma nova tabela, denominada Vk que contém o centro de rotacao da etapa k e o

ultimo vértice desta etapa, em comandos:

Vk = Iffk ==1,{{Re[fixo[k,p,r,s]|, Im[fixo[k,p,r,s]|},
{Re[v[M[k] +p —1,p,r,s]], In[v[Mk] + p — 1,p, T, s[]}},
Join[<< c: /users/Karine/arestasrefl, {{Re[fixo[k,p,r,s]|, Im[fixo[k,p,r,s]]},
{Re[v[M[k] +p — 1,p,r,s]], In[v[M[k] + p — 1,p, r, s[[}}]};
com o comando Put[Vk,”c : /users/Karine/arestasrefl”] salvando a lista Vk no diretério
indicado com o nome arestasrefl, o comando << (Get) chamando o arquivo arestasrefl

e o comando Join fazendo a juncao da lista arestasrefl da etapa anterior com os da nova

etapa. No exemplo quando p = 5 temos que a lista arestasrefl na etapa 2 contém:

arestasrefl := {vy,Ve, V3, Vio}

Definimos o comando Arestas apenas para dividir de dois em dois os vértices acima, ou
seja definimos uma aresta:

Arestas = Partition[Ar, 2];

no nosso exemplo:

Arestas = {{Vl,Vs},{Vsﬂho}}
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Como descrevemos no inicio da se¢ao queremos fazer reflexoes dos triangulos gerados no
inicio do algoritmo pelas arestas acima, mas comegaremos as reflexoes pelas ltimas arestas,
ou seja, a reflexao 1 serd feita na aresta k e assim sucessivamente, até a reflexao k ser feita

na aresta 1, logo as Arestas de Reflexao serao dadas pelo fungao:

For [ArestasdeReflexao[l] = Arestas[|Length[Arestas]]];
i =1,i < Length[Arestas], ArestasdeReflexao[i] = (2.2)

Arestas[[—i]],1 + +];

tal que o comando Length resulta o comprimento da lista Arestas e denominamos de
ArestadeReflexao[1] a aresta que estd na tltima posigao da lista Arestas, ArestadeReflexao[2]
a que esta na pentltima posicao e assim por diante.

Vamos dividir a Tabela Geral em diversos k£ blocos da seguinte maneira: definimos o
Blocol como o que contém todos os vértices formados na etapa k, o Bloco2 contendo todos
os vértices da etapa k — 1 e os da etapa k, e assim por diante, até que o Blocok tenha todos
os vértices das etapas 1, ..., k.

A rotina é feita da etapa 1 para a etapa k e como queremos armazenar na funcao Bloco
os dados de k para 1 definimos fungoes auxiliares como a fungdo Bl[k| que armazena os

triangulos novos de cada etapa k, assim B1[1] no nosso exemplo é formado por:

Etapa Triangulos

1 {{Uh V2, U3}7 {Uh U3, U4}7 {Ula Uy, U5}7 {U17 Vs, UG}}

e definimos a fungdo Bloquinho[k| que faz apenas a jungao de Bl[k — 1] e de B1l[k]. Assim

temos que:

B1[k] = Table[If[i == M|, {{Re[fixo[k,p,r,s]], Im[fixo[k, p, T, s]|},
{Relu[k, p, , ]|, Im[u[k, p, 7, s]]},
{Re[v[Mk] + 1,p, 1, s]], Im[v[Mk] + 1,p,r,s]]} },
{{Re[fixo[k, p, , s]|, Im[fixo[k, p, T, s]|}, {Re[v[i, p, T, s]|, Im[v[i, p, T, S]]},
{Re[v[i+ 1,p,r,s]], Im[v[i + 1,p, 1, s]]} }], {1, M|, M[k] + p — 2}];
Bloquinho[k] = Iflk == 1,Bl[k], Join[Bloquinho[k — 1], B1[k]|];
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Assim a funcao Bloco[k| é determinada da seguinte maneira:

For[Bloco[l] = Drop[Bloquinholk — 1], Length[Bloquinho[k — 1]] — (p — 1)];
i=1,i <k—1,Blocoli] = (2.3)
Take[Bloquinho[k — 1], —i * (p — 1)],i + +]

tal que o comando Drop elimina da lista Bloquinho todos os triangulos exceto os p—1 ltimos
e o comando Take toma os elementos até a posicao escolhida que depende do comprimento
da lista Arestas.

Determinados os vértices, precisamos definir os triangulos e tracar suas arestas. Dado

triangulo A em D? com vértices z,w,t definimos a funcao g[z,w,t] que traca os lados zt e

tw de A:
For[ i=If[k==1,1,MK]],i <M[x]+ 3,
Do|gi[z- ,w- ,t_ | = Htriangulo[{{Re|z], Im[z]}, {Re[w], Im[w]},
{Re[t], Im[t]}}], {1, Mk] — 1, Mk] + p — 2}], 1 4 +];
e definimos a tabela Tri[k| para cada etapa k como sendo a funcao g; definida acima aplicada
nos triangulos da etapa k, logo:
Trilk] = Table[{If[i == M[k]|,g;i[fixo[k,p,1,s],uk,p,r,s],v[Mk|+ 1,p,,s]],

gi[fixolk,p, 7,8}, v[i,p,r, 8], v[i + 1,p,r,s[]]}, {1, MK], M[k] + (p — 2)}];

Apenas fazendo a uniao de Tri[k] para todo k, definimos:
Triangulos[k| = Table[Trilj], {j, 1,k}];

A tabela Triangulos[k| tem todas as coordenadas dos triangulos determinados até a
etapa k, mas nao os traga e nem os exibe na tela, o mesmo ocorrendo com a fungao gi
(definida na se¢@o 2.2.2). Vamos definir fun¢oes que exibem estes objetos na tela como
também o bordo do disco de Poincaré. Iniciamos exibindo o disco de Poincaré, ou seja, o

circulo de centro (0,0) e raio 1 da seguinte maneira:

disco = Show[Graphics[{Circle[{0,0}, 1]},PlotRange — All, AspectRatio — 1]];
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tal que o comando Circle representa o circulo centrado em (0,0) e raio 1, o comando
Graphics traca o circulo de tal forma que os comandos AspectRatio e PlotRange sao do
proprio Mathematica e tem como funcao, respectivamente, especificar o raio do disco e que
pontos voceé quer incluir no seu grafico e finalmente o comando Show que exibe na tela o
objeto tragado.

Da mesma maneira exibimos 4\, e todas as rotacoes feitas até a etapa k com o comando:

Show[disco, Graphics[{gl, Triangulos[k|},PlotRange — All, AspectRatio — 1]].

2.2.4 Parte II : Reflexao de Triangulos

Nesta secao apresentamos os comandos para refletir os blocos definidos na tabela Blocos
(2.3) nas arestas de reflexdo determinadas na Tabela de Reflexao (2.2). Note que se alguma
aresta de ArestadeReflexao tiver seus vértices colineares com vg entao a reflexao hiperbdlica
é uma reflexao euclidiana neste segmento de reta.

Definimos a fungao reflet[k] que a cada etapa k aplica a funcao refl (reflexao euclidi-
ana) nos Blocos definidos na se¢ao anterior e também a fungao reflexaoHiperbolica que
aplica a reflHip (inversao euclidiana) nos mesmos elementos acima. Logo dada etapa k e

os blocos|k] temos que:

For[reflet[1] = Table[Map[refl, Bloco[1][[t]]], {t, 1, Length[Bloco[1]]}];
1=1,1 <k—1 reflet[l] = Table[Map[refl, Bloco[l][[t]]],
{t,1,Length[Bloco[1]]}],1 + +]

reflexaoHiperbolicals | := Tablelg[t] = Tablelh[i] =
reflHip[ArestasdeReflexaols||[Bloco[s][[t]][[1]]],
{1, 1, Length[Bloco[s]|[[t]]]}], {t, 1, Length[Bloco]s]|}]

Como podemos ter tanto reflexdes como inversoes euclidianas, precisamos de mecanismo
para distinguir entre estes dois casos. Consideremos uma aresta h em ArestasdeReflexao
e sejam h[[1]] e h[[2]] os vértices de h, entdo basta verificar se estes tem o mesmo ar-

gumento. Se tiverem o mesmo argumento usaremos o comando reflet e caso contrario
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reflexaohiperbolica. Logo podemos definir os TriangulosRefletidos da etapa h:

TriangulosRefletidosfh_] := If|myroundmyarg|ArestasdeReflexaolhl[[1]]]] ==
myround|myarg[ArestasdeReflexaolhl[[2]]]],
reflet|h], reflexaoHiperbolicalh|]

O numero de reflexoes feitas nessa parte depende do comprimento da lista Arestas. Assim

determinamos a tabela de todos os triangulos refletidos definindo a fungao TriangRefle:

TriangRefle = Table[TriangulosRefletidos|i],{i,1,Length[Arestas|}|;

Agora vamos definir a reflexao de todos os triangulos obtidos acima na reta que passa

pela origem e por vy:

novoTriangRefle = Table[f[i] = Table[Map[refl, TriangReflel[i]][[t]]],
{t, 1,Length[TriangRefle[[i]]|}], {1, 1, Length[TriangRefle]}|;

Basta tracar os triangulos refletidos com o comando Htriangulo aplicado na tabela
TriangulosRefletidos e para isso definimos a tabela Refletidos|h] com h variando de 1

até o comprimento da tabela Arestas:

For |[Refletidos|[l] = Table[g[t] = Htriangulo|TriangulosRefletidos|1][[t]]],
{t, 1, Length[TriangulosRefletidos[1]]}];
i < Length[Arestas|,Refletidos[i] = Tablelh[l] =
Htriangulo[TriangulosRefletidos[i][[1]]],
{1,1,Length[TriangulosRefletidos[i]|}],i + +]

Finalmente definimos a tabela reflexao que contém todos os triangulos refletidos e a

tabela novareflexao que contém a reflexao dos elementos da lista novosTriangRefle:

reflexao = Table[Refletidos[i],{i, 1,Length[Arestas]}];
novareflexao = Tablef[h[i] = Table[g[t] = Htriangulo|novoTriangRefle[[i]][[t]]],
{t, 1,Length[novoTriangRefle|[i]]]}],

[
{1, 1,Length[novoTriangRefle|}];
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Na Parte I exibimos as rotagoes através dos comandos Graphics e Show, e da mesma
maneira exibimos os triangulos definidos nas tabelas reflexao e novareflexao:
Show[disco, Graphics[{reflexao,novareflexao}, PlotRange — All, AspectRatio — 1]

Exemplificando as tabela reflexao e novareflexao quando p = 5 temos:

Figura 2.10: reflexao

Figura 2.11: novareflexao

Logo a Parte II resulta em um setor de D? formado por: Ag, Parte I e as duas reflexoes

acima; portanto no exemplo p = 5 temos que a parte II resulta no setor:

Figura 2.12: Reflexoes
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2.2.5 Parte III : Rotacao na origem

Na parte II pavimentamos um setor de D? conforme figura 2.12. Para pavimentarmos
todo o disco vamos rotacionar este setor 2 x p vezes (pois o angulo de A é > ) em torno de
vp e sobrepor todas estas rotacoes para concluir a pavimentagao.

Observe que o setor acima definido nao esta agrupado, assim precisamos aplicar a funcao
rotacao (vista na se¢do 2.2.1) em cada uma das tabelas que definem o setor pavimentado.
Entao definimos a tabela rotat que contém as 2 * p rotagoes de angulo 6 = % em torno de

vo dos vértices contidos nas tabelas Blocolk]:

For [1=0,1<(2%p)*0,1+ =0, rotat = Table[h[i] = Table[g[t] =
rotacao[l,Blocolk — 1][[t]][[1]]], {1, 1, Length[Bloco[k — 1][[t]]]}],
{t, 1, Length[Bloco[k — 1]]}];

Definimos também as tabelas rotatl e rotat2 que rotacionam, respectivamente, os
triangulos da tabela TriangRefle e novoTriangRefle 2 x p vezes de angulo 0 = » em torno
de vy:

rotatl = Table[f[j] = Table[g[t] = Table|h[i] = rotacao[l, TriangReflel[[j]|[[t]][[1]]],
{1i,1,Length[TriangRefle[[j]|[[t]]]}], {t, 1, Length[TriangRefle[[j]]]}],
{31,k = 1});

rotat2 = Table|g[s] = Table[f[i] = Tablelh[t] =

[T,

s]][[i]]}], {1, 1, Length[novoTriangRefle[[s]]]}],

rotacao[l,novoTriangRefle[[s]]
{t,1,Length[novoTriangRefle|]
{s, 1, Length[novoTriangRefle|};

Agora basta aplicarmos a funcao HTriangulo em rotat, rotatl e rotat2, e assim

definimos as tabelas reflet[1], reflet1[1] e reflet2[1l] com [ € {6,20,30, ..., 2p 0}:

reflet[l] = Map[Htriangulo,rotat];
reflet1[l] = Tablelh[i] = Map[Htriangulo,rotati[[i]]],{i,1,Length[rotatl]}|;
reflet2[l] = Table|h[i] = Table[g[t] =

Htriangulo[rotat2[[i]|[[t]]], {t, 1, Length[rotat2[[i]]]}],

{i,1,Length[rotati]}];
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Exibimos cada uma das tabelas anteriores através do comando:

Show|disco, Graphics|reflet[l], reflet1[1l],reflet2[1]}, PlotRange — All,
AspectRatio — 1]]].

Observe que as tabelas reflet[l],reflet1[l] e reflet2[l] nao contém todas as 2 * p rotagoes
ao mesmo tempo, ou seja, reflet[1] contém as rotagoes de angulo 6, reflet[2] as rotagoes de
angulos 260 e assim sucessivamente, por isso precisamos definir mais trés tabelas formadas
com todas as 2 * p rotacoes do setor determinado na parte II, entao definimos as tabelas rot,

rotl e rot2 que apenas agrupam todas as rotagoes das tabelas acima:

rot = Table[reflet|l —ix0],{i,1,2*xp— 1}];
rotl = Table[reflet1[l —ix*60],{i,1,2xp— 1}];
rot2 = Table[reflet2[l —ix*60|,{i,1,2%p— 1}];

Finalmente exibimos todas as rotagoes feitas nesta fase, o setor obtido na parte II, e
portanto concluimos a pavimentacao de D? por triangulos equildteros:
Show[disco, Graphics[{Triangulos[k — 1], reflexao, novareflexao, rot,rotl, rot2},

PlotRange — All, AspectRatio — 1]|.
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Figura 2.13: Pavimentacao de D? por triangulos com angulos £




Capitulo 3

Analise do crescimento do Grupo '3,

Neste capitulo faremos a andlise do crescimento do grupo I's,. A idéia original era
estudar a eficiéncia dos algoritmos apresentados no capitulo anterior, comparando o niimero
de passos gastos pelos algoritmos para desenhar os ladrilhos (tridngulos) correspondentes a
uma bola em I's ;, comparado com a cardinalidade destas bolas.

O primeiro passo para realizar este intento é determinar uma férmula para o crescimento
dos grupos. E fato conhecido que estes grupos, assim como qualquer grupo de isometrias de
um espago hiperbélico com dominio fundamental compacto é um grupo bi-automético [Ep].
Assim, segue de imediato que o crescimento destes grupos é exponencial. Para se tentar de-
finir os parametros exatos que definem este crescimento, seria necessario obter uma férmula
explicita para tal. Conseguimos uma formula recursiva, dependente apenas do parametro
q, para expressar este crescimento que é apresentada na secao 3.1. Infelizmente, nao con-
seguimos a partir desta obter uma férmula explicita, mesmo com o auxilio do programa
Mathematica. Assim, a andlise de eficiéncia dos algoritmos ficou comprometida, restando
como projeto futuro.

Comegamos recordando alguns conceitos e defini¢oes. O grupo I's, é gerado pelas re-
flexoes nas arestas do triangulo Ay com angulos iguais a 27”. De modo geral, diremos que uma
geodésica 0 é geodésica suporte da pavimentagao se alguma aresta de algum triangulo
da pavimentacgao estiver contida em o. Denotaremos por S o conjunto das geodésicas su-

portes. Observamos que 6 € S se e somente se p; € I'(3,4. Denominamos as geodésicas

o6
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que suportam os lados de Ag de «, § e v e as reflexdes nestas geodésicas respectivamente de

Pas P3 € py. Temos que

(Pas P3s Py | P2 = p5 = 02 = (Paps)? = (Papy)’ = (psps)? =€)

¢ uma representacao de I's, (com p = %) e o triangulo inicial Ay é dominio de Dirichlet
do grupo. Cada triangulo A; da pavimentacao é imagem de Ay por um tnico elemento
g € I'3,¢)- Assim, dados ladrilhos (ou triangulos) g(A) e h(A) definimos a distancia entre

ladrilhos do seguinte modo:

Definigao 21 Sejam g, h € I3 4. A distancia entre dois ladrilhos g(Ao) e h(Ao) € induzida

pela distancia de Cayley em I3, ou seja,
d(QA(]u hAO) = dC(ga h’) = dC(h'ilga 6)‘
onde do € a distancia de Cayley.

Denotaremos por By, a bola (fechada) em I's,, centrada na identidade com raio k, e
por Cy := By \ By_1 a circunferéncia de raio k, que denominaremos de etapa k da pavi-
mentacao.

Devido a esta correspondéncia entre elementos do grupo e ladrilhos da pavimentacao,
vamos denotar por P, a familia de ladrilhos na pavimentacao correspondentes a bola By no
grupo e por NPy := P\ Py_1 os correspondentes a circunferéncia Cj, onde o prefixo N signi-
fica novos. Esclarecidas as notacoes, como estamos trabalhando apenas com pavimentacoes
por triangulos nos restringiremos, daqui em diante, a falar em triangulos ou ladrilhos.

Nosso objetivo agora é encontrar uma férmula para a cardinalidade de Pj, que deno-
taremos por |Pg| e, para isso vamos determinar o crescimento de vértices e arestas desses
triangulos. Diremos que Vj é o conjunto dos vértices de triangulos contidos em P, Ay é o
conjunto de arestas de triangulos contidos em Py e de modo similar ao caso dos poligonos de-
notamos as arestas e vértices novos na pavimentagao respectivamente por N Ay := A \ Ax_1

e por NVj := Vi \ Vi1, assim, podemos afirmar que:

k k k
Vil =) INVi[, Al =) INA| e [P =) |NP|
1=0 =0 1=0
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Logo basta conhecermos |N Py| para determinarmos a cardinalidade das bolas no grupo
Lz

Considerando os triangulos em Pj_1, temos, por definicao, um unico instrumento para
gerar novos triangulos na etapa k: a reflexao nas arestas de triangulos pertencentes a Py_1.
Note que € € Aj_1 é bordo de um ou dois triangulos em Py_1: caso € seja aresta de um 1inico
triangulo A € Py_4, segue que p.(A) (a reflexdo do triangulo A na aresta ) é um triangulo
novo em N Py; caso € seja bordo de dois triangulos em P, _; estes sao apenas permutados
pela reflexdao, nao contribuindo com novos elementos em P,_;. Além disso se uma aresta &
em Ay_; for aresta de um unico triangulo entao € € NA,_;.

De qualquer modo para determinarmos |N Pj| basta determinar a cardinalidade das
arestas de Ap_; que sao bordo de um tnico triangulo em Py_;.

Definamos a funcao t; : Vi, — {2,...,q} a qual a cada vértice v € Vj, associa o nimero
de arestas de Ay que tem v como vértice. Diremos que tx(v) é o k-tipo do vértice v.
Incorporamos o tipo ao vértice usando a notagao v}’ onde w = tx(v). Ainda usaremos estas

notacoes:
_ WVl WINV|
= {v1, U3 s Uk|V|} e NVi={vp1,v5, v k|NVk|}

com k sendo a etapa da pavimentagao e w; = tx(vx,;) com ¢ = 1, ..., |Vj| para Vj e
i=1,..,|NVg| para NVj.

Considerando aresta ¢ € Ay, vamos caracteriza-la pelo k-tipo de seus vértices: diremos
que € tem k-tipo (tx(c(€),tx(7(€)))), onde ¢(¢) e 7(e) s@o os vértices inicial e final, respec-
tivamente, que determinam e. Assumiremos que t;(c(€)) < tx(7(€)) e, sem ambiguidades,
podemos assumir a notacio ¢’ onde t; = t,(i(g)) e w; = t,(7(g)) com j = 1,...,|Ax]
para Ay e j = 1,...,|NAg| para NA;. Como fizemos para os vértices, também teremos as

seguintes notacoes:

L1,w1 _L1,Ww1 AR WA [ 1,w1 _t2,we LNAL[WINA|
Ap={epi" s o triay e NAy={ei" ey e vy }.

A notacao adotada é pesada e avisamos de antemao que, sempre que possivel, omitiremos

indices desnecessarios. Note que definimos os vértices e arestas da pavimentacao de acordo
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com seus k-tipos, informacao que sera necessaria para sabermos quais vértices sao novos na
etapa k e quais nao serao.

Assim, queremos determinar quais tipos de vértices e arestas geram triangulos novos
para a etapa seguinte e quais os tipos destes vértices e arestas.

Diremos que uma aresta ¢ k-exterior se for aresta de um tnico triangulo na etapa k, e
diremos que ¢ interior caso contrario. A reflexao na aresta 62’? fecha o ciclo de arestas
se 7; = ¢, pois o niimero maximo de ladrilhos com um vértice em comum ¢ g. Observe que
fechar o ciclo de arestas nao significa que temos o niimero maximo de triangulos com um
vértice em comum, ou seja, ainda pode ser necessario uma terceira aresta que ligue os dois

vértices das ultimas arestas do ciclo. Na figura 3.1 a aresta pontilhada é a aresta que ainda

falta para termos o nimero maximo de triangulos com um vértice em comum:

Figura 3.1: Exemplo de um ciclo fechado com ¢ = 6.

Seja vi’t eVie A= {5217’171, ...,8;{;"} o conjunto das arestas de Aj que tem Ui,t como
vértice, enumeradas sempre no sentido anti-horario. Observe que temos uma arbitrariedade
na ordenacao destas arestas: a escolha da aresta inicial. Como estamos interessados apenas
no caso de vértices que na etapa em questao tenham alguma aresta exterior (pois do contrario
todos os tridngulos da pavimentagao que o tem como vértice j& foram computados), podemos

assumir que A possui uma, e consequentemente ao menos duas, arestas exteriores. Assim,

. ~ . , Lj,Tj . . 1L
vamos assumir que a ordenagao feita das arestas de A é tal que ;3" &/ 7, primeira e ultima

aresta, sejam as arestas k-exteriores. Mostraremos mais adiante que esta escolha remove

qualquer ambiguidade possivel na ordenacgao de A.

~ o~ . Li,Tj Li+1,Ti+1 - .
Comegamos entao com algumas defini¢oes. Diremos que £, e ;771" com i =1,...,j

Li, T Li—1,Ti—1

T. Caso g, for consecutiva com ¢, ;""" e
b 9

sao consecutivas se o angulo entre elas for 27
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com 6;;;:17"*1, para todo ¢ = 2, ..., 7, diremos que o conjunto formado por todas as arestas

de v}, ¢ um conjunto de arestas consecutivas. Caso contrario, diremos que temos uma

descontinuidade ou buraco das arestas que contém vy ,.

Lj,Tj . .

Observe que dado A = {&/1"", %57, ...,&;;” } um conjunto de arestas consecutivas do

At J 20 : S ST o LTS ; 12,72 Lj—1,Tj—1
vertice vy, as unicas arestas k-exteriores de A sao €p1 ©Ep;°, polsas arestas €k s Ehj1

sao arestas de dois ou mais triangulos.

Mostraremos na Proposi¢ao 3.0.4 que todo vértice da pavimentagao possui conjunto de
arestas consecutivas, conforme definicao anterior e para tanto citaremos alguns resultados
conhecidos da teoria de Grupos de Coxeter. Para evitar a necessidade de introduzir novo
vocabuldrio, vamos enunciar os resultados apenas no contexto em questao (ou seja, Grupos
I'; ,) bastando, a grosso modo, substituir o termo triangulo por ”camaras”e arestas por
"paredes”, embora estas realizacoes geométricas sejam validas para grupos de Coxeter em
geral. Todos estes conceitos, assim como os resultados apresentados, podem ser encontrados
em [Hul.

Sejam «, 0 e v as geodésicas que suportam as arestas do triangulo inicial Ay da pa-
vimentacao. Lembramos que as reflexoes p,, ps € py sao as reflexoes nas arestas o, 3 e vy

respectivamente e o grupo I3 o) = (pa, p3, py) € gerado por estas reflexdes.

Definigao 22 Seja ¢ : I — H? caminho continuo com ¢(0) € (g(Ag))° e ¢(1) € (h(Ap))°,
com g,h € T's,. Suponha que c(t) ¢ V = U_ Vi, Yt € I. Definimos o comprimento

simplicial do caminho como

lclgn = B{t € I;c(t) € alguma aresta} =

= #{arestas cruzadas por c(t), contadas com multiplicidades}.

Seja 6 geodésica em H? tal que ps € I'(3,). Diremos que § separa dois triangulos g(A)

e h(A) se todo caminho continuo ligando estes triangulos intercepta ¢.

Proposicao 3.0.1 Sejam g,h € I'(34), A triangulo da pavimentagao. Entao

d(gA, hA) = inf{[clgn},
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onde o infimo percorre o conjunto de todos os caminhos ¢ tais que c¢(0) € interior(g(A)) e

c(1) €interior(hA).

Proposicao 3.0.2 Sejam gA e hA dois triangulos (ou ladrilhos) da pavimentagdo com
g,h €T's,. Entao

d(gA hA) = inf{lclgn}
= #{d|ps € I'zq) €6 separa gA e hA},

onde & € geodésica suporte da pavimentacdo.

Figura 3.2: Caminho de comprimento 6

Notemos que uma geodésica d determina dois semi-espagos abertos e disjuntos, HY e Hy
tais que § = HTEF N HTJ_ assim, uma geodésica suporte pode ser caracterizada também pela
existéncia de dois triangulos A; e Ay contidos em semi-espacos distintos determinados por
0 e tais que A; N A, é uma aresta contida em § e, neste caso, diremos que J suporta os
triangulos A, A,, assim como a aresta A; N As.

Sejam ¢ aresta da pavimentagao com vértice inicial v e § sua geodésica suporte. Denota-
mos por §; o raio geodésico com ponto inicial em v e contendo € e §; seu oposto. Lembremos
que S denota o conjunto das geodésicas suportes.

Dados § € S (geodésica suporte da pavimentacao) e A;, A; € P, consideremos a
seguinte notacao:

A; |5 Aj:= § separa os triangulos A; e A,
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A; {5 Aj := ¢ ndo separa os triangulos A; e Aj;

e definimos os conjuntos:

Si:{5€S\U656A0 |5A1}
Si7j:{5€S|U€5€AZ‘ |5 AJ}

Desta maneira podemos definir os conjuntos
Qi,j = {5 c S|U c 5,A0 |5 Az e AO ’fg A]} e gj,i = {6 € S|’U € (S,A() |§ Aj e AO T(; Al}

e também

G=Gi; UG,

Lema 3.0.3 Seja v € Vj, e considere os triangulos A;,A; € Py que tem v como vértice

comum, entao

Si,j = g

Demonstracgao:

Provemos que G C S; ;.

Dada geodésica 6 € G, suponhamos sem perda de generalidade que 6 € G; j. Temos entdao
que § € S comv €68, Ag |s Ai e Aogts A, assim Do, A; € Hf e A; € Hy . Logo A; |s Aj e
0 € S,j. Procedemos de modo andlogo supondo 0 € G,,; e temos entao que G C S; ;.

Suponha geodésica & € S; j, entao temos que A; |5 A;, isto €, A; € HY e A; € Hy, logo
Ao € Hf ou Ay € H . Portanto

AO ‘5 Az e AO J((; A] ou AO ’5 AJ e AO f(; A,L
ed €3, ouseja, S;; CG e seque que S;; =G. -

Notemos que se o angulo 6; formado pelas arestas k-exteriores de A; e A; tiver medida
|6;| > , ird existir geodésica v tal que v € v, Agl,A; e AglyAj mas A; 1, A, assim v € S;
ey ¢G.

Podemos entdao demonstrar que a (3, ¢)-pavimentacdo nao gera, em qualquer etapa,

conjunto de descontinuidade de arestas com um vértice em comum.
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Proposicao 3.0.4 Seja vértice vj,; € Vi entdo o conjunto de arestas terminadas em vy, ; €

um conjunto de arestas consecutivas.

Demonstracao: A demonstracdo serd feita por absurdo, supondo que algum vértice nao
possua um conjunto consecutivo de arestas e assim contradizer a minimalidade da distancia
em alguma etapa da pavimentacao.

Manteremos a notagao adotada anteriormente para o grupo I's, e para o triangulo Ay.
Consideramos a etapa k da pavimentacao de modo que as arestas e triangulos que indicarmos
abairo pertencerao a esta etapa, salvo comentdrio contrdrio, nos permitindo omitir indices
desnecessarios. Consideremos vértice v de k-tipo |, com | < q ( no casol = q € claro que as
arestas sao consecutivas pois o ciclo de arestas estd fechado ), e o nimero de arestas sendo
contado médulo q ( pois o angulo entre duas arestas consecutivas € 27”)

Suponhamos, por absurdo, que as arestas de v estejam divididas em dois conjuntos dis-
Juntos de arestas consecutivas tal que a uniao nao seja um conjunto de arestas consecutivas.

Ordenemos estas arestas no sentido anti-horario:

./41 = {51,62, ...,68} e AQ = {€S+T, ...,6[}

com r > 1 e consideremos os raios geodésicos 5Z-+ terminados em v e que suportam as arestas
dee; comi € {1,2,...,s,s+71,...,l} ed; os seus opostos. Consideramos também os triangulos

com arestas pertencentes a Ay e a As,
P = {Ab ---,As—l} e Pr= {Ast '“7Al71}

ordenados também no sentido anti-hordrio e de tal modo que €; e €;41 sejam as duas arestas
consecutivas de A; que tem v como vértice em comum. Como, por hipdtese, este € um
conjunto de descontinuidade de arestas seque que €1 nao € consecutiva com €; e €5 NAO €
consecutiva com g4, ou seja, o dngulo 61 formado pelos raios geodésicos 0y e & que contém
g1 e g respectivamente tem medida |01] > 2?”. Da mesma maneira o angulo 0y formado pelos
raios geodésicos 67 e d),, que contém g4 e e4y, Tespectivamente tem medida |0] > 27”.
Consideremos ainda o dngulo 03 compreendido entre os raios geodésicos 57 e 67 e 0, o

angulo entre os raios geodésicos 6/, e d; .
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Demonstraremos antes de tudo que Ag estd compreendido nos angulos 61 ou 5.

De fato, suponhamos que A esteja compreendido no angulo 03. Entdo existe geodésica

——

n passando por v tal que Ay 1],Agyr, ou seja, Agy, € HF e Ao, Ay y € H
d(Ao, As—i—r) = d(Ao, As—l) +1> d(AQ, As_1>,

o que contradiz a proposicao 3.0.2, pois triangulos gerados na etapa k tem distancia k de Ag
e, como estamos assumindo que Ay, tem aresta exterior, este foi gerado precisamente na
etapa k. Analogamente se supormos Ay compreendido no angulo 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos agora que Aq esteja compreendido no angulo
0s.

Sabemos que A;_1,Asy,. € NPy, ou seja, sdo triangulos novos na etapa k, assim pela
Proposi¢ao 3.0.2 temos que |Ss_1| = |Ssir| = k. Em particular, se n € Ss_1 e tal quen € G

entdo n € Ssir (basta observar a definicdo destes conjuntos). Logo,

|Ss—1| - ’85—1 \ g| + |gs—1,s+r|7 ’Ss+r| - |Ss+r \ g| + |gs+r,s—1’

e como pelo lema anterior G = Ss_1 s temos que |Gs—1 s+r| = |Gstrs—1]-

Note que |Gs—1s54+r| = |Gstrs—1]| > 1, pois se a cardinalidade deles fosse 1 eles obrigato-
riamente seriam iguais o que € um absurdo pois os conjuntos sao claramente disjuntos.

Como os conjuntos A; e A sao conjuntos de arestas consecutivas seque que as Unicas
arestas k-exteriores contidas em A, sao €1 e €5 e as arestas k-exteriores contidas em Ay sao
Esir € €, AS quais pertencem respectivamente aos triangulos Ay, Ag_1, Ngry € 1.

Para concluir a demonstracao basta mostrar que existe um triangulo A pertencente a
NPyy1, ou seja, um triangulo novo na etapa (k+ 1), tal que d(Ag, Ag) < k+ 1.

Seja entdo ds11 geodésica que suporta aresta €411 do triangulo Ay = p. (As_1). Segque

que, No 5,0 As (p0is |Gs—154r| = |Gsqrs—1]) € 05 (geodésica que suporta a aresta €5) € a

unica geodésica que separa Ag_1 de Ag, isto €, Ag_1]s.As. Logo
k= d(A(]? Asfl) = d(A[h As) +1= d(A[)) As) =k-1

o que € um absurdo pois A foi gerado na etapa k + 1 e portanto pela Proposiciao 3.0.2

d(Do, Ay) =k + 1.
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Portanto, dado um vértice da pavimentagao, o conjunto de arestas que contém este

vértice € um conjunto consecutivo de arestas em cada uma das etapas. [ ]

Podemos reescrever a proposicao acima dizendo que a reflexao por arestas k-exteriores
nao gera conjuntos de arestas descontinuas com um vértice em comum ao passarmos para a
préxima etapa. Entao existem exatamente duas (ou nenhuma quando o nimero de triangulos
com um vértice em comum for g ) arestas k-exteriores para cada vértice da pavimentagao.

Em todas as demonstragoes a seguir vamos considerar o triangulo inicial Ay com arestas
0¥ eo e ebs e tal que o grupo T = { ) é gerado pelas reflexdes nestas

0,1>€0,2 0,3 q BrUPO 1 (3,q) = (P22, P22, P22 & p

arestas. Além disso, todas as proposicoes abaixo necessitam da hipdtese ¢ = 2m, ou seja, ¢

par; os resultados quando ¢ for impar estao indicados na segao 3.2.
Proposicao 1 Supondo q par, o k-tipo de um vértice (ou de uma aresta) é sempre par.

Demonstracao: A demonstracdo serd feita por inducdo sobre a etapa k da pavimentacado,
lembrando que o niumero mdzrimo de arestas com um vértice em comum € q = 2m.

Consideremos Ay como definido acima e com vértices U&l,vg’? e v§73, que, claramente
tem seu O-tipo par e igual a 2.

Suponhamos que na etapa k todos os vértices tenham k-tipo par. Provemos que 0s
vértices da etapa (k+ 1) tem (k + 1)-tipo par.

Para obter os triangulos da etapa (k + 1), fazemos reflexao nas arestas k-exteriores da
pavimentacao. Como conseqiiéncia da proposi¢ao 3.0.4, cada vértice onde o ciclo nao foi
completado possui exatamente duas arestas k-exteriores. Cada uma destas arestas contri-
buird na etapa sequinte com uma nova aresta adjacente a este vértice (poderd ser nenhuma
caso o ciclo de arestas jd esteja completo na etapa k). Sendo q par, as duas arestas geradas
pelas arestas exteriores da etapa anterior nao poderao coincidir.

Logo, por hipdtese de inducgdo, o (k + 1)-tipo dos vértices de NViy1 € par. O mesmo

raciocinio pode ser feito para 7. Portanto v e T sao pares em qualquer etapa k. [

Precisamos identificar quais os tipos de vértices novos da pavimentacao a reflexao gera

em cada etapa. O préximo lema garante quando ¢ é par que um vértice s6 serd novo na
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etapa k se ele for de k-tipo 2.
Lema 3.0.5 Seja vy, € Vi e suponha ¢ = 2m,m € N. Entao vy, € NV, se e so se, 1 = 2.
Demonstragao:

<) Seja vy, € Vi, tal que v = 2. Suponhamos que vy NV, ou seja, v, € NV, para
0 U k,l ] k,l

algum t < k. Pela proposi¢ao anterior temos que o k-tipo de um vértice € sempre par

entao o t-tipo de vy, visto na etapa t € no minimo v = 2, logo na etapa k deveria ser

de tipo min{2 4+ 2 (k —t),q} > 2, um absurdo.

(=) Novamente a demonstracio serd feita por indugdo sobre a etapa k. Como ja obser-
vamos na demonstragao anterior a reflexao nas arestas de Ay gera apenas vértices
novos de 1-tipo 2. Suponhamos a afirmacgao verdadeira para v € NVy. Provemos que

a afirmagao € verdadeira para (k+ 1).

Consideremos vy, ,; € NVjy1. Suponhamos que v # 2 e como pela proposi¢io an-
terior v € par temos v > 4. Ordenemos no sentido anti-hordrio as arestas de vj,,,

. . . L,T LT L,T
lembrando que este € um conjunto de arestas consecutivas, €y 1,€x 1 9, Efy1, € A4S

L, T

;o . ~ LT
tnicas arestas (k + 1)-exteriores sio ;'\, e € .
Ordenemos, também no sentido anti-horario, os triangulos que contém as arestas
acima, como Ay, Ny, ..., A,y tal que A; contenha as arestas €, e €%, .1, com

1=1,...,¢.

Assim temos que ,062112(A2) = A1 e por (A,2) = A, entdo Vps1y € Vi, 0 que €

k+1,2

uma contradi¢ao, pois vy, ; € NVii1.

Logo se v € NV}, entao ty(v) = 2. n

Como conseqiiéncia imediata deste resultado temos que uma aresta ¢ € N A, se tiver

. X ~ 2,7 N , 2.7
k-tipo 2 (incorporado na notagao da aresta temos e}, +1J) e o triangulo que contém &7/,
como aresta também serd novo na pavimentacao. Assim, cada aresta de k-tipo 2 contribuira

com um novo triangulo na etapa (k + 1).
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Serd que toda reflexdo em aresta de k-tipo (2, 7) contribui com exatamente 1 triangulo
novo? Além disso, somente as arestas com esse k-tipo contribuem com triangulos novos?

As respostas para essas perguntas serao dadas pela proposi¢do a seguir, e podemos
adiantar que nenhuma delas é verdadeira.

Lembremos que dada aresta €,; € Ay denotamos por ¢(g};) e 7(g;;) os vértices inicial e

final de 52’;, respectivamente. Com isso podemos definir o seguinte conjunto:
ni(ey;) = HA € BPilu(eg)) € A}, (3.1)

ou seja, ni(ey;) ¢ a cardinalidade dos triangulos da pavimentagao que tem em comum o
vértice inicial da aresta ;7.

Assim podemos contar os triangulos novos da pavimentacao da seguinte maneira:
Proposicao 3.0.6 Seja e = gi:lf € NA, e suponha q par. Entao
1. ngi(e) =ng(e) +1 seT=q ou
2. ngi1(e) =ni(e) +2 se T < q.
Demonstragao: Seja ¢ = ei; € NA tal que v = 7(g) seja seu vértice final.

1. Suponhamos que T = q, isto €, v é vértice de q arestas, ordenadas no sentido anti-
oo 2 PN . .

hordrio, €| = €,e%, ..., €% 1€k com tridngulos Ai,i = 1,...,q — 1, também orde-

nados no sentido anti-hordrio e tal que €% e €%, | sejam as arestas de A;. Observe

P . ~ 2 2
que as unicas arestas k-exteriores sao 5k71 (& €k7(<11'

Entao, se T =g, psi,g(Al) =A= pei’,i’,(Aq_1> pois caso contrdrio teriamos T > q + 2,
o que nao pode acontecer pelo fato do k-tipo de um vértice ser no mdximo q para todo
k € N. Logo, como estas sdo as unicas arestas com vértice final v temos que a unica
aresta nova nessas duas reflexdes serd a aresta que tem como vértices inicial e final os

vértices de k-tipo 2. Portanto

nk+1(5) = nk(e) + 1.
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2. Suponhamos que T < q. Como convencionamos que ¢t < T seque que ¢ < q. Consi-
derando as mesmas notagoes do item anterior temos que, p.(Ay) # pei,:(Aq_l), pois
se elas coincidissem estariamos no caso anterior. Logo obtemos uma aresta nova para
cada reflexdo e portanto

ng+1(e) = ng(e) + 2.
n

Uma conseqiiéncia deste resultado é sobre a contagem de triangulos novos na pavi-
mentagao. Se 5,2;; é aresta k-exterior entao esta contribuird com um triangulo novo na etapa
k+1 com a seguinte observacao: se 7 = ¢ entao este triangulo sera contado % vez pois outra
aresta k-exterior gerard este mesmo triangulo e se 7 < ¢ cada reflexao contribuird com um

(1) triangulo novo, sem qualquer redundancias.

s e . ~ 2.0 ~ J
Corolario 3.0.7 Seja p reflexao na aresta €;; com | < q. Entao p_2. gera um vértice novo
’ k,i

de k-tipo 2. Quando | = q ndo obtemos nenhum vértice novo apenas uma aresta nova de

(k + 1)-tipo (4,4).

Demonstragao: Segue imediatamente da proposi¢cao anterior. [

3.1 Foérmulas recursivas para o crescimento
do Grupo I'3,),q=2m

Vamos considerar grupo I'(3 ;) gerado pelas reflexoes nas geodésicas suportes das arestas
do triangulo equildtero Ay com angulos 27”, q > 6,q = 2m. Lembramos que o tnico instru-

t f imentagao de D? ¢ a reflexa tas k-exteriores dos triangul
mento para fazer a pavimentacao de ¢ a reflexao nas arestas k-exteriores dos triangulos
pertencentes a etapa k.

Em termos da pavimentacao iniciamos na etapa 0 com o triangulo inicial Ay. A etapa

1 é obtida refletindo Ay em cada uma de suas arestas, obtendo trés novos triangulos tal que

junto com Ay formam um novo poligono triangularizado. Considerando as arestas de um
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unico triangulo deste poligono, a etapa 2 é obtida refletindo nessas arestas o triangulo que
as contém.

Procedendo sucessivamente desta maneira obtemos na etapa k apenas triangulos que sao
imagens de Ag por algum elemento do grupo com norma < k, ou seja, qualquer triangulo

da pavimentacao é da forma g(Ay) com g € I's ; tal que

9le = dale, g) < k.

Logo, temos que

|Br| = |Py| e |Ci| = NPy,

onde By, é a bola fechada de raio k centrada na identidade e Cy, = By, \ Bi_1 ¢ a circunferéncia
de raio £ também centrada na identidade de acordo com a notacao indicada no inicio do
capitulo.

Nosso objetivo é determinar uma férmula recursiva para o crescimento do grupo. Desta
maneira basta determinar |Py| em termos da |Py_1]|, |Ax—1| € [Vi_1]-

Acrescentamos mais uma notagio que facilitard a contagem dos tridngulos: NV} é o
conjunto dos vértices novos da etapa k com k-tipole N AZ’Z o conjunto das arestas novas da
etapa k que tém k-tipo (i, ().

De acordo com os resultados da se¢ao anterior temos que o conjunto NV s6 contém
vértices de k-tipo 2, j& o conjunto NAj contém arestas com k-tipos (2,7) e (4,4). Assim
arestas de k-tipo (i,7) tais que 4 < i < ge 6 < 7 < ¢ serdo sempre arestas interiores
e nao contribuirao com nenhum triangulo novo nas etapas seguintes. Logo a existéncia de
triangulos novos da pavimentagao depende da existéncia de arestas com k-tipos (2,7) e (4,4).

Iniciemos determinando o nimero de vértices da pavimentacao, ou melhor, o nimero de
vértices novos em cada etapa da pavimentacao.

Na etapa 0 temos, claramente, 3 vértices de 0-tipo 2. Através de reflexoes de Ag nas
suas arestas passamos para a etapa 1 inserindo duas arestas novas em cada vértice de Ay
obtendo 2 * 3 novos vértices na etapa 1. Note que duas a duas estas arestas tem um vértice

em comum (pois s@o reflexdes do triangulo inicial) que foi contado duas vezes, logo na etapa



Férmulas recursivas para o crescimento do Grupo I’ (3,94 = 2m 70

1 temos 2 x 3 — 3 novos vértices. Como conseqiiéncia da proposicao 3.0.6 temos 2 % 3 — 3
triangulos em N P;.

Observemos que estes novos vértices sao todos de 1-tipo 2 e que os vértices da etapa 0
tornam-se de 1-tipo 4 na etapa 1, pois eles eram de 0-tipo 2 e acrescentamos duas novas ares-
tas em cada um deles. Pelo Lema 3.0.5 um vértice nao sera contado mais na pavimentagao

quando ele tiver k-tipo q. Logo,
INVI| = [NV?[=2%3-3 e |[Vi| = [NVi| + [V}

Agora fagamos reflexdes nas arestas 1-exteriores dos triangulos de N P;. Na etapa 1 cada
uma das 2*3 arestas tem 1-tipo (2, 4), assim pela Proposi¢ao 3.0.6 todas elas geram triangulos
novos para a etapa 2. Entao, passando para a etapa 2 novamente acrescentamos duas novas
arestas em cada vértice, ou seja, 2 % (2 % 3) novos vértices, mas como na etapa 1 as arestas

= 2% 3.

- 2,4
tem duas a duas vértice em comum contado duas vezes temos que |[NVy| = |[NAT

Como conseqiiéncia novamente da Proposi¢ao 3.0.6 temos que | N P,| = 2 * 3. Logo,
[NV| = [NAYY| e |Vl = [NVe| + [NVA| + Vg,

Podemos entao generalizar nossa expressao para vértices novos do tipo 2 como

q—2
|va2| = Z ‘NA%L‘ + ‘NAiill‘-

1=4
Ja para k-tipo [+2 > 4, é evidente que estes podem provir apenas de vértices de (k—1)-
tipo [. Com isso temos as féormulas recursivas para os vértices da pavimentacao da seguinte

maneira:
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Proposicao 3.1.1 Dada uma (3, q)-pavimentagcao com q > 6, g = 2m, entdo o nimero de

vértices na etapa k € dado pela formula recursiva:

Vol =3

INVi[ = [NVP?| =3

Vil = [NVi[+ Vo]

|NVk2| = Zlq:_42|NAi’i1|+|NAi’f1| (3.2)
|Vk4| = |Vk271|

‘Vk:6| = |Vk4—1’

Ve = VL

Precisamos definir formulas recursivas para as arestas da pavimentacao. Na etapa 0

temos apenas 3 arestas pertencentes a Ag, entao

INAZ?| = 3.

Observe que a etapa 0 é a tnica que contém arestas de k-tipo (2,2) pois possui um tnico
triangulo.

Ja comentamos no inicio desta se¢ao que as Unicas arestas novas na etapa 1 sao de 1-tipo
(2,4) e INA>"| =23 =6.

Lembremos que uma aresta sé serd nova na etapa k caso tenha k-tipo (2,1) com [ < g ou
(4,4) (Corolério 3.0.7). Seja aresta e’ = (v, vL) € NAg com [ < q. Pela proposicao 3.0.4
podemos garantir que ao passarmos para a etapa (k + 1) acrescentamos duas novas arestas

s e 2.1
ao vértice inicial e duas novas arestas ao vértice final de €,".
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Entao 5%[ = 5iﬁ2, na etapa (k + 1). Exceto quando | = ¢, onde nao acrescentamos

mais nenhuma aresta neste vértice, assim uma aresta de k-tipo (2,1), com [ < g passa a ter

(k + 1)-tipo (4,1 + 2). Segue entdo que:

INAZS| = INAYY
INAZS| = |NAYS|
INAPTT?| = |NARY
|NAZ’Q| = |NA2€IZ|:2|V1§:12
[N A JINAZ .

Ainda precisamos encontrar uma férmula recursiva para as arestas de k-tipo (2,4). No-
temos que elas nao poderiam ser apenas reflexdes de arestas de (k—1)-tipo (2,2), pois como
ja foi dito, estas existem apenas na etapa 0.

2.4 - . s e .. 24\ . . -

Se €, € NAj entao o k-tipo de seu vértice inicial ¢(g}/;) é 2, ou seja, este é um vértice
novo da pavimentagao. Como a cada vértice, em cada nova etapa, acrescentamos um nimero

e 2.4 . . .
par de arestas, segue que o vértice final 7(¢;;) tinha na etapa anterior, (k — 1)-tipo 2. Mas
a aresta que o contém pode ter vértice inicial de todos os tipos, exceto ¢, pois neste caso ja
fechamos o ciclo de arestas e nao acrescentamos nenhum vértice novo.

Em outras palavras, sejam as arestas e, , € £, tais que c(e2?),) = (et L)

p , S€j k—1,0 k—1,0+1 q k—1,0) = k—1,14+1
e L .A 24 24
(vértices iniciais coincidentes). Seja ainda A triangulo formado pelas arestas €;"; ;, €. 141, €.
. 24 - L.
Denotemos por: 7; a imagem da aresta ;7 ;. pela reflexao na geodésica suporte da aresta
2.4 . 1 t . d t 2,4 l ﬂ ~ d/ . t d
€41, € similarmente 7,41 a imagem da aresta ¢, ; pela reflexao na geodésica suporte de

274 T z t- ﬁ . d ~
6k71,l+1' €I110S que OS vertices Inais de 17; € 1,41 Sao

2.4 2.4
T(m) = L(gkfl,l) = L(gk—l,lﬂ) = 7(M41)-

Entao o k-tipo destes vértices é dado por

te(r(m)) =t (e )+ L + 1 =4
N e’
—9 aresta n, aresta n.

Desta maneira arestas de (k — 1)-tipo (2,4) geram novas arestas de k-tipo (2,4), pois

toda aresta nova gera vértice de k-tipo 2.
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Notemos que nos comentérios acima nao usamos em nenhum momento o fato do (k—1)-
tipo de T(Ei’fl’l) (o vértice final de 5%&1’1) ser 4, ou seja, o mesmo raciocinio é vélido para
qualquer outro (k — 1)-tipo de um vértice, exceto se este for ¢ pois, neste caso, ja fechamos
o ciclo de arestas e nao acrescentamos nenhum vértice novo, apenas uma aresta que liga os
vértices de (k — 1)-tipo 2 das arestas (k — 1)-exteriores deste ciclo.

Resumindo a cardinalidade das arestas de k-tipo (2,4) é dada pela férmula recursiva:

INAZY| = |[NAZT | + INAZT Y + .+ [NAYY |

com k € N*.
Logo, as arestas novas para a etapa k serao determinadas pelas seguintes féormulas re-

cursivas:

Proposicao 3.1.2 Dada uma (3, q)-pavimentacio com q > 6, q = 2m, entdo a cardinali-

dade dos conjuntos de arestas na etapa k é dada pela formula recursiva:

INAG?l = 3 e |A]=|NAT*|=3
INAY | = 6 e |A| =|NAY | +]A| =9
INAFY = [NARS 4 INARTY + .+ [NARY|
INAZS = INAY |+ 2% |NAY
INAYE| = [NAYY
(3.3)
INAZT?| = [NAYT!
’NAi’q’ = ’NAifIZ|:2’qu:12
|NA?4’ = %‘NAiﬂ
IN Ayl = [NAZ?| 4 |[NAP' | + [INAZS| 4 ..+ [NAYY + [NAY

| A = |[NAg| + |Ap-].
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Podemos verificar o crescimento dos tipos de arestas através do diagrama abaixo que

mostra que tipo de arestas na etapa k determinou os tipos das arestas na etapa (k + 1):

2,8 2,10 , ,
NAY NAZ® NAD NA NATY NAY

K K

2,4

2,6 2,8 2,10 2,12 4.4
NA,, NA, NA,, NA

k+1 NA NA

K+1 K+l

Figura 3.3: Diagrama dos tipos de arestas da etapa k para a etapa k + 1

Falta determinar uma férmula recursiva para os triangulos da pavimentacao. Na etapa
0 temos que |[NFy| = |Py| = 1 e ja observamos, quando calculamos os vértices da etapa 1,
que |[NP||=|NVZ =2%3—-3=3.

Vimos na se¢ao anterior que as unicas arestas (k — 1)-exteriores que geram triangulos
novos para a etapa k sdo as arestas de (k — 1)-tipo (2,1) e (4,4), com | < ¢, ressaltando
que se | = g este triangulo novo serd computado % vez (pois o mesmo triangulo foi gerado a
partir de duas reflexes distintas, conforme visto na Proposi¢ao 3.0.6) e caso contrério cada
reflexao gerard um triangulo novo.

Portanto conseguimos determinar o crescimento dos triangulos em qualquer etapa da
pavimentagao através do crescimento de suas arestas e vértices, ou seja, determinamos re-
cursivamente a cardinalidade da bola By, (a bola de centro na identidade e raio k) do grupo

I'(3,), obtendo o seguinte teorema:
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Teorema 3.1.3 Dado triangulo Ay com arestas «, 3,7, considere o grupo I' 3.4 = (pa, P3: P~)
gerado pelas reflexoes nas suas arestas com q = 2m. Considerando a métrica de Cayley de-

finida em I's 4, a cardinalidade de Py e de NPy, é dada pelas féormulas recursivas:

INB| = [B =1

INP| = 3,|P] = 4 (3.4)
Pl = YLoINP| = [Peal+ NP

NP = SETINARLL + INAL |+ INAYY

sendo as formulas para os vértices e arestas dos triangulos da etapa k dadas por (3.2) e

(3.3).

Observando o Diagrama 3.3, podemos constatar que, ao passarmos da etapa k — 1 para
a etapa k, terlamos o dobro de arestas na etapa k, pois cada tipo de aresta contribuira
com o dobro na etapa subseqiiente, com excegao das arestas que tenham (k — 1)-tipo (2, q),
quando fecha-se o ciclo de arestas em um de seus vértices. Neste caso temos que existem duas
arestas (k — 1)-exteriores, € e €/ de (k — 1)-tipo (2, ¢) com o mesmo vértice final, digamos v.
A reflexao nestas duas arestas poderiam gerar dois triangulos novos, com até quatro novas
arestas. No entanto, como € e ¢/ sao consecutivas estes dois triangulos coincidem e acabam
apenas gerando a aresta que une os vértices iniciais de € e €/: uma aresta de k-tipo (4,4) e

conseqiientemente um triangulo novo. Assim, a cardinalidade das arestas novas da etapa k

3

¢ o dobro da cardinalidade das arestas da etapa k — 1 menos 3 a quantidade de arestas de

(k — 1)-tipo (2, q):

INAy| = 2|NA =6
INA,| = 2|NAy| - 3|INAYY.

Como conseqiiéncia imediata da descricao dada no paragrafo anterior, determinamos

uma nova férmula para a cardinalidade dos triangulos novos da pavimentagao:
INPy| = 1
INPy| = 3
INPe| = |NA| = §INAY
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Lembremos que ¢ = 2m, assim podemos observar a seguinte relagao entre as arestas da
pavimentac¢ao: consideramos as etapas de 0 a m—1 e formamos o bloco 0 da pavimentacao, o
bloco 1 é formado pelas etapas de m a 2m — 1 e assim sucessivamente; observamos que a car-
dinalidade de todos os tipos de arestas da pavimentacao podem ser escritas como combinagao
linear da cardinalidade das arestas da etapa (Axm — 1) com A > 1. Vamos exemplificar esta

relagao de simetria com a seguinte tabela para o caso onde ¢ = 12 e conseqlientemente m = 6:

Aresta tipo (2,4) | NAZ* | NA2® | NA2® | NAZ'® | NAZ™? | NAZ
Etapa m =6 1 1 1 1 0 0
Etapa 7 2 2 2 1 0 2
Etapa 8 4 4 3 2 1 4
Etapa 9 8 7 6 5 2 8
Etapa 10 15 14 13 10 4 14
Etapa 11 29 28 25 19 7 28

Aresta tipo (2,4) | NAT! | NAZS | NAZP | NAR® | NAZP | NAY

Etapa 12 1 1 1 1 0 0
Etapa 13 2 2 2 1 0 2
Etapa 14 4 4 3 2 1 4
Etapa 15 8 7 6 5 2 8
Etapa 16 15 14 13 10 4 14
Etapa 17 29 28 25 19 7 28
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Aresta tipo (2,6) | NA2* | NA2® | NA2® | NA2' | NAZ2'? | NAS?
Etapa m =6 1 0 0 0 0 2
Etapa 7 1 1 1 1 1 0
Etapa 8 2 2 2 2 0 2
Etapa 9 4 4 4 2 1 4
Etapa 10 8 8 6 ) 2 8
Etapa 11 16 14 13 10 4 16

Aresta tipo (2,6) | NA2* | NA2® | NA2® | NA2'Y | NAZ"? | NAS?

Etapa 12 1 0 0 0 0 2
Etapa 13 1 1 1 1 1 0
Etapa 14 2 2 2 2 0 2
Etapa 15 4 4 4 2 1 4
Etapa 16 8 8 6 5 2 8
Etapa 17 16 14 13 10 4 16

Da mesma maneira temos as tabelas para as arestas de tipo (2, 8), (2, 10),(2,12) e (4,4).
Podemos observar nas tabelas apresentadas que as arestas crescem de maneira constante de
bloco em bloco com relagao a etapa (A *m — 1).

Note que se fixarmos o parametro ¢, podemos efetivamente computar as constantes em

um, e portanto em todos, os blocos acima e assim obter explicitamente valores para

q—1 21
Co=> NPy e Ci:=> |NP.
k=0 k—=q
A partir destes dados, temos que
(n+1)g—1
Coi= Y [NP|=(C)"
k=ngq

de modo que podemos obter uma férmula explicita para o crescimento (assintético) do grupo

I's ;. Observamos que o cédlculo efetivo de C; ¢é relativamente pesado: implementamos algo-
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ritmo em Mathematica para efetuar o calculo no caso ¢ = 10, e este, apesar de nao entrar
em looping, foi incapaz de concluir as contas apds rodar durante mais de meia hora. Pro-
vavelmente o algoritmo implementado contém algum erro que deverd ser oportunamente

corrigido®.

3.2 Foérmulas recursivas para o crescimento

do Grupo I'3,,q=2m +1

A partir da Proposicao 1, assim como na secao 3.1 deste capitulo, obtivemos diversos
resultados considerando sempre g par. Nesta secao apresentaremos os resultados equivalentes
para o caso ¢ = 2m + 1 > 6. As demonstracoes sao bastante similares, de modo que
omitiremos os detalhes e apenas esbocaremos as adaptacoes necessarias para abranger o
caso impar.

Podemos observar que na demonstragao da Proposigao 3.0.4 nao utilizamos o fato de ¢ ser
par, logo todo vértice na (3, ¢)-pavimentagao de D? possui conjunto consecutivo de arestas.
Consequientemente geramos exatamente duas novas arestas a cada etapa da pavimentacao,
exceto quando fechamos o ciclo de triangulos em determinado vértice da pavimentagao onde
uma Unica aresta é gerada por duas reflexoes distintas.

Neste caso (¢ impar) os k-tipos das arestas e vértices da pavimentacao nem sempre serao
pares, e mais, os vértices novos (conseqiientemente as arestas) da etapa k terao k-tipos 2 e 3:
os vértices novos de k-tipo 2 surgem do mesmo modo como na demonstracao da Proposicao
3.0.6. Assim, em cada vértice v de uma etapa k, temos sempre duas arestas k-exteriores, que
de modo geral contribuirao com um total de quatro novas arestas na etapa subseqiiente, duas
delas adjacentes ao vértice v. Quando v tiver k-tipo ¢ — 1 = 2m, estas duas novas arestas
coincidirao e estamos na realidade gerando apenas 3 novas arestas. Mais ainda, o vértice
terminal desta aresta tera (k + 1)-tipo igual a 3, pois todas estas 3 arestas se interceptarao

neste novo vértice. Segue entao a seguinte:

*Este algoritmo pode ser visto no apéndice B.



Cap.3 Analise do crescimento do Grupo F37q 79

Proposicao 3.2.1 Dada uma (3, q)-pavimenta¢ao com q > 6, ¢ = 2m + 1, entdo a cardi-

nalidade dos vértices na etapa k é dada pela formula recursiva:

Vo = 3 INVi|=|NVZ[=3 e |Vi|=|NVi|+ |Vl

INVE| = INAZ |+ INAZ |+ .+ INAZT? + [INARY |+ [INA

INVR| = LINA

Vi = [NV2

Vil = [NV 55
‘VkG‘ = ‘Vk4—1|

V= V2

Ve = Y

v = vl

Como observamos para os vértices novos desta pavimentacao, também temos que as
arestas novas terao seus k-tipos alterados: quando g é impar temos que uma aresta é nova

na etapa k se e somente se tiver k-tipo (2,1),(3,4),(3,q) ou (4,4) com [ < q. Logo,
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Proposicao 3.2.2 Dada uma (3, q)-pavimentag¢io com ¢ =2m + 1 e ¢ > 6, entdo a cardi-

nalidade dos conjuntos de arestas novas na etapa k € dada pelas formulas recursivas:

INA?l = 3 e |Al=|NAY|=3
INAY| = 6 e |4l = INAY + Ao =9
INAZ L = INARE | INART 4 INART Y e+ [NAY
INAP| = INAYY
INARL = VAL VAL [N AL
|NA%7 - |NA%51|
INAZS| = |NAPS|
NP = N (3.6)
INART = INARTY
INAYY = [NAR
INAS = I,
INAPY = INAR!
I Ly
INAL = INAP |+ INAR o INAR |+ INARY
HINARY + [NAR] + [N A

| A| = |[NAk + [Ag-a]-

Observe que arestas de k-tipo (2,3) nao aparecem na pavimentacao, pois se isso acon-
tecesse teriamos dois vértices novos na etapa (k + 1) pertencentes a mesma aresta e como
0 mecanismo para gerar novos triangulos é a reflexao nas arestas k-exteriores isso nao pode
ocorTer.

Basta apenas exibirmos a férmula recursiva para os triangulos no caso ¢ = 2m + 1. Ja
temos da proposicao anterior que as Unicas arestas novas na pavimentacao sao as de k-tipo
(2,1), 1<4q,(3,4),(4,4),(3,q). Notemos que as arestas de k-tipo (3, ¢) ndo geram triangulos
novos para a etapa (k 4+ 1), ou seja, elas nao sao arestas k-exteriores da pavimentagao, pois
o ciclo de triangulos ja foi fechado na etapa k, de modo que este tipo de aresta é comum a

dois triangulos da pavimentacao, nao podendo ser k-exterior.
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Consideremos ny definido como em 3.1, a Proposicao 3.0.6 ¢é valida tanto para ¢ = 2m

quanto para ¢ = 2m + 1, com uma ligeira mudanca:

Proposicao 3.2.3 Seja k—1 a etapa da pavimentagdo e consideremos as arestas desta etapa

com (k — 1)-tipos e*7,e%* € NAy_,. Entao
L ng(e®7) = nypq(e*7) + 1 se T = q;
2. nk(gz’T) = nk—1(527T) +2seT<q;
3. ng(e®t) = g1 (e34) +2;

A demonstracao dos itens 1. e 2. é similar a da proposi¢ao 3.0.6 e do item 3 pode ser
feita de modo similar a demonstracao do item 2. Entao a cardinalidade dos triangulos novos

em qualquer etapa da pavimentacao ¢ dada pelo teorema:

Teorema 3.2.4 Dado triangulo Ay com arestas o, 3,7, considere o grupo I'z.q) = (pa, p3, py)
gerado pelas reflexoes nas suas arestas e ¢ = 2m + 1. Consideremos a métrica de Cayley

definida em I's , entao a cardinalidade de Py, e de NPy, € dada pelas formulas recursivas:

INBy| = |Py|=1

INP| = [NVF[=3

INPe| = [NARL L+ INA | o+ INARE T 4 SINAR |+ INARL [+ INAY
[Pl =[NP+ |R[=4

[Pl =[NP+ [Pyl

com k € N e tal que as formulas para os vértices e arestas dos triangulos da etapa k sao

dadas pelas formulas (3.5) e (3.6).
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COMANDOS BASICOS

dist[z_, w_] == N[V{ (Re[z -w])® + (Im[z-w])? ]
Ri[z_] := (Cos[8] + €8in[8] &) * (=)
R3[z_] := {Cos[8] - Sin[B] 1) + (=)

rotacao[m_, {a_, b_1] = {{Cos[m], Sin[m]}, {-5in[m], Cos[m]}}.{a, b};

DistancialA_, B_] := N[V (B[[1]] ~A[[2]1])%+ (B[[2]] -A[[2]])? ]

Circuncentro[{A_, B_, C_}] :=
Flatten[{x, ¥} /. Solve[{A[[1]]®+A[[2]]%*-B[[1]]1%-B[[2])%-2A[[1]] =+
2B[[1]]=-2A[[2)]y+2B[[2])y =0, A[[L])*+A[[2]]% -¢[[2]])%-
ClI2])*-2A[[1]] x+2C[[1]) x-2A[[2]]y+2C[[2]] ¥ =0}, {x, ¥}]];

Circunraio[{A_, B_, C_}] :=Distancia[Circuncentro[{A, B, C}], A]
Circun[{A_, B_, C_}] := (Circuncentro[{A, B, C}], Circunraio[{A, B, C}]}

5 {a, b} - {e, d}

inversac([{{c_, d_}, ra_}][{a_s b_}] = {e, d} +ra‘ +
Distancia[{a, b} - {e, 4}, {0, 0}]°

{a, b}
Distancia[{0, 0}, {a, b}]?

invers[{a_, b_}] ==

circunH[P_, R ] := Circuncentro[{P, Q, invers[P]}]

raicH[P_, Q_] :=Circunraio[{P, Q, invers[P]}]

retaHip[P_, Q_] := {eircunH[P, Q], raicH[P, ¢])

refl{{a_, b_}] := {a, -b)

reflHip[{P_, 0_}][8_] := inversao[Circun[{P, Q, invers[F]}]][S]

pteInfinito[P_, Q_] := {x, ¥} /. Solve[{(x*2+¥y+*2-1=0,
circunH[P, Q] [[1]] *2 +circunH[P, Q] [[2]]*2 -raicE[P, Q] *2 = 0}, {x, ¥v}]

{cr d} = {ar b}

unitarico[{a_, b_}, {c_, d_}] :=
N[Distancia[{e, d} - {a, b}, {0, 0}]]

myarg[P_] :=N[Arg[P[[1]] +I+«P[[2]]]]
argBiss[A_, Q_, B_] :=myarg[unitario[Q, A] +unitaria[Q, B]]
valorAngAgude[A_, Q@ _, B_] := ArcCos [Abs [unitario[Q, A].unitaria[Q, B]]]

variacaoAngular[A_, Q@ , B_] := {argBiss[A, Q, B] - .5 valorangAgudc[a, Q, B],
argBiss[A, @, B] + .5 valorAngAgudo[a, Q, B]}

Angulo[{A_, Q_, B_}, k_] :=Circle[Q, k, variacacangular[a, Q, B]]
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myround[z_] := N[Round[1000+z] /1043]

Hline[{P_, Q 1] := If[myround[Det[{PF, Q}]] =0, Line[{P, Q}].,
Angulo[{P, Circuncentro[{P, Q, invers([P]}], Q}, Circunraio[{P, Q, invers[P]}]]]

:H:t.r:'.ung[{il_, B_, C_}] = {Hlin&[{n, B}]r Hline[{ﬂr C}]. Hliuﬁ[{cf A}l}

Htriangule[{A_, ._, C_}] := {Hline[{A, C}], Hline[{C, B}]}

Tanh[d] m*Tanh(d] .
ptdaReta[m_, 4_] = + i
Y1+ m? Vi1+em?

digco = Graphics [{Circle[{0, 0}, 1]}, PlotRange -+ All, AspectRatio- 1] ;

(xDisco de Poincare )

D =ifi= B = B
g:=Pi/p
Off [General::"spell"” ]

Off [General::"spelll"”]

CONSTRUGAO DO TRIANGULO INICIAL

ladoAlp ., Q@ , x_] =
N[ArcCosh[(Cos[Pi /q] »Cos[Pi/x] +Cos[Pi/p]) / (Sin[Pi/r] »Sin[Pi/q])]];

ladeB[p_, g , =_] =
N[ArcCosh[(Cos[Pi/p] *Cos[Pi/x] +Cos[Pi/q]) / (8in[Pi/r] «+8in[Pi/p])]];

ladoC[p_, @ ,xr_] =
M[AreCosh[ (Cos[Pi/qg] «Cos[Pi/p] +Cos[Pi/r]) / (Sin[Pi/p] »Sin[Pi/q]l)]];

v(0,p_,q ,x_]=0=+04a;
v[l, p_, @, r_] =ptdaReta[0, .5 ladoB([p, g, r]];
v[2, p_r o, r_] = ptdaReta[Tan[Pi /r], .5 ladoh[p, g, T ]];

verticesTriangule[l, p_,q ., r_] = {{Re[V[0. P, g~ £] ], Im[v[0, P, @, xr]]]},
{Re[v[1, p, q, *]], Im[v([1l, P, @, ¥]]}, {Re[v[2, D, g, r]]., Im[v[2, p. Q. T]]}};

T0 = {{vi0, p, &4, T], Abs[v[0, P, @, r]]: {v[1, P, &= r], v[2;, p, g, T]}}.
{vil. p, @ x], aba[v[1l. P, @r £]]), {¥v[0, B, & =], ¥[2: Dr &r T]})»
{vrz! P. Q- r].- hh’ [VE:, P d- l.']], {1?[0, pl' ql’ r] ¥ "U’{l, P ds r]}}}:

gl = {Htriang[verticesTriangule[l, p, g, £]]}:
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L]

g2 = Htrianguleo[Table[refl [verticesTrianguls(l, p, @, =] [[£]1]1], {£, 1, 3}]]:

PARTE I : Rotagdes de Triangulos

For[k=1, k<p+4, ke+, fixo[k_.p_., g, r_ ] =If[k=1, v[1, p, q r],
Extract [Candidatos[k - 1] [[First[Ordering[Candidatos[k - 1] [[All, 2]]]1]]1]. 1]]:

Posicao = If[k == 1, Null, Position[TG[[All, 1]], fixo[k, p, g, £]]];

ulk ,p_ra,x_]=
Tf(k=1, v[2,;, Ps 9+ r]; Extract[TG[[All, 1]], Posicaoc + ;:—1]-l Fo fm_} 2] ];
Print[Posicao, ulk, p, g, rll:

. lxz=fixo[k, D, Q, T]
T[= $= i
B {-Conjugate [fixo[k, p, g, r]]+=z) + (1 + 01)

5 laz+ fixol[k, p. g. r]
Bl 2= {Cenjugate[fixo[k, P @r T]] *2) + (1L+01) :

Rotg[z_] = Composition[8, Ry, T] (2]
Rot_s[z_] = Composition[S, R;, T] [=]:
M[k_]=If[k=1, k+1, M[k-1] « (p-1)];

For[i=1, i ¢« p, i++, Print [Maphll [myround,
v[M[k] +i, p, g, ¥] = NestList[Rot, v g, u[k, Br gr v], 2-1][[1+1]]]]]:

Lista[k_] = Table[{v[M[k] +J, P, @, ], Abs[v[M[k] +J, P, q: ]].
{fizo[k, p, q, ¥], v[M[k] +3 -1, p, @, x], v[M[k] +3+1, ps @ £]}},s {3, 1, P~ 2}]);

Tabela[k_] = AppendTo[Lista[k]., {v[M[k] +p~-1, P, Q. ],
Abs([v[M[k] +p-1. B, o ®]], {fixo[k. p. @, r], v[M[k] +p-2. P, 4 ¥]}}]:

Vi=If(k=1, {{Re[fixo([k, p, @, T]], Im[fixo [k, By @, T] ]},
{Re[v[M[k] +P-1, P, q, T]], Im[v[M[k] +DP-1, P, Q- T]1]}},
Join[<< c: fusers/Karine/arestasrefl, {{Re[fixo[k, p, @, T]], Im[fixo[k, P, - T]1]},
{Re[v[M[k] +p-1, P, @, r]], Im[v[M[k] +p-1, P, @, ¥]]}}]]:

Put [Vk, "c:/users/Rarine/arestasrefl”];
Tk =If[k =1, Join[T0, Tabela([k]], Join[<< c: fusers/Karine/TabelaGeral, Tabela[k]]];
Put [Tk, "c:/users/Rarine/TabelaGeral"];

Candidates[k_] =
Select [<< c:/users/Karine/TabelaGeral, (# [[2]] » Abs[fixo[k, p, q, *]] &) 1:

For[i=If(k==1, 1, M[k]], i sM[k] +3,
Do(gs[z_, w_, t_] = Htriangulo[{{Re[z], Im[z]}, {Re[w], Im[w]}, {Re[t], Im[t]}}].
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{i, M[k] =1, M[k] +p=2}], i++];

Tri[k] = Table |[{If[i=M[k], g:[fixo[k, p, q, £], ulk, p, @, ], v[M[k] +1, P; 9, E] ],
gi[fino(k, p, g, =], v[i, p. @ ], v[i+1, p. @ 111}, {1, M[k], M[k] +p-2}];
Trianguloa[k] = Table[Tri[i]l, {3 1. k}];
Bl[k] =
Table[If[i = M[k], {{Re[fixo[k, B, 4, r]], Im[fixo(k, p. g, T]]}, {Re[u[k, p, 9, T]],
Im[ulk, P, @, ]}, {Re[v[M|k] +1, p, & =]]. Im[v[H[k] +1, p, @, ]]}}.
{{Re[fixo[k, P, g, £]], Im[fixo([k, p, g, T]]}, {Re[v[i, P, @, T]], Im[v[i, P, Q- =11},
{Re[v[i+l, p, g, ¥])s Im[v[i+1, P, @r ¥]]1}}]. {i, M[k], M[k] +p - 2}];

Bloguinho[k] = If[k == 1, Bl[k], Join[Blogquinho[k - 1], Bl1[k]]];:
TG = << ¢:/users/Karine/TabelaGeral;
Show[disco, Graphics[{gl, Triangulos[k]}, PlotRange -+ All, AspectRatio - 1] ]]

Parte II : Reflexdes de Triangulos

Ar = << c: fusers/FRarine/arestasrefl;
Arestas = Partition[Ar, 2];
For [ArestasdeReflexac[l] = Arestas[[Length[Arestas]]];
i=1, i < Length[Arestas], ArestasdeReflexac[i] = Arestas[[-1i]], i++];

For [Bloco[l] = Drop [Bloguinho[k - 1], Length[Blogquinho[k=1]] - (p=1}];
i=1l,i<k-1, Bloco[i] = Take[Bloguinho[k-1], -ix (p-1)], i++]

Por[reflet(l] = Table[Map [refl, Bleco[l][[t]]]). {t, 1; Length([Bloca[l]]}]s1 =21, 1<k-1,
reflet[1l] = Table[Map[refl, Bloco[1l][[t]]], {t, 1, Length[Bloco[1]]}], 1++]

reflexacHiperbolica|s_] :=
Table[g[t] = Table[h([i] = reflHip[ArestasdeReflexac[s]] [Bloco[s] [[t]1][[i]]1].
{i, 1, Length[Bloce[s][[=]]]1}]., (&, 1, Length[Bloco[s]]}]

TriangulosRefletides[h_] := If [myround[myarg [ArestasdeReflexac[h] [[1]]]] =
myround [myarg [ArestasdeReflexac[h] [[2]]]], reflet[h], reflexacHiperbolical[h]]

TriangRefle = Table [TriangulosRefletidos([i], {i, 1, Length[Arestas]}];

novoTriangRefle = Table|
£[i] = Table[Map[refl, TriangRefle[[i]][[t]]]s {t, 1, Length[TriangRefle[[i]]]}].
{i, 1, Length[TriangRefle]}];

For[Refletidos([l] = Table[g[t] = Htriangulo[TriangulosRefletidos[1][[t]]].
{t; 1, Length[TriangulosRefletidos[1]]}]s1i =1, i < Length[Arestas],
Refletidog[i] = Table[h[l] = Htriangulo|[TrianguleosRafletidos[i][[1]]]-
{1, 1, Length[TriangulosRefletidos[i]]}]. i++]

reflexao = Table[Refletidos[i], {i, 1, Length[Arestas]}]:

novareflexao = Table[h[i] = Table[g[t] = Etriangulo[noveTriangRefle[[i]] [[t]]].
{t, 1, Length[novoTriangRefle[[i]]]}]., {i. 1, Length[novoTriangRefle]}];
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Show[disco, Graphics[{RGBCoclor([l, ¢, 0], reflexac}, PlotRange - All, AspectRatio- 1],
Graphics|[{(+gl,g2,Tri[k-1],+)novareflexac}, FlotRange =+ All, AspectRatio— 1]]

PARTE III : RotagOes na Origem

For[l=8, 1< (2+p) 8, 1 += 8,
rotat = Table[h[i] = Table[g[t] = rotacao[l, Bloco[k-1] [[t]1[[i]111.
{i, 1, Length[Bloco[k-1][[t]]1}], {t, 1, Length[Bloco[k-1]]1}];
rotatl = Table[£[j] = Table[g[t] = Table[h[i] = rotacac[l, TriangRefle[[3]1[[t]][[i]]].
{i, 1, Length[TriangRefle[[j]1]1[[t]]]}].
{t, 1, Length[TriangRefle[[j]]1]}], {i, 1, K-1}];
rotat2 = Table[g[s] = Table[f[i] = Table[h[t] = rotacaoc[1,
novoTriangRefle[[s]] [[1]][[t]]]., {t, 1, Length[novoTriangRefle[[s]][[1]1]]1}]1,
{i, 1, Length[noveTriangRefle[[s]]]}]. {8, 1, Length[noveTriangRefle]}];
reflet [1] = Map [Etriangulo, rotat];
refletl[l] = Table[h[i] = Map[Htriangulo, rotatl[[i]]], {i, 1, Length[rotatl] }];
reflet2[1] =
Table[h[i] = Table[g[t] = Htriangulo[rotat2[[i]][[t]]], {t, 1, Length[rotat2[[i]]]}],
{i, 1, Length[rotatl]}]:;
Show[disco, Graphics[{({+gl,g2,Tri[k-1],+)reflet[1], refleti[l], reflet2[1]},
PlotRange - All, AspectRatio=- 1]]]

rot = Table[raeflet[l-1+6], {i. 1, 2=p=-1}];
rotl = Table[refletl[l-i=8], {i, 1, 2+p-1}];
rot2 = Table[reflet2[l-i+€], {i, 1, 2+p-1}];

TimeUsed|[Show[disco,
Graphics[{gl, g2, Triangulos[k - 1], reflexao, novareflexao, rot, rotl, rot2},
PlotRange + All, AspectRatio= 1]]]
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L

naf2, t_, 0, g ] =If[t==2, 2, 0]

naf[2, 2, 0, 10];

naf2, £_, 1, g ] =If[t =4, Z«p, 0];

1
nal4, 4, k_, q_] = ; na(2, q, k-1, g];

naf2, t_, k ,q ]=If[t=4¢, Sum[nal[2, i, k-1, q], {i, &, g- 2, 2}],
Iflt =6, nal2, 4, k-1, gl +2+naf4, 4. k-1, g], na[2, -2, k-1, q]]]:

NovasAr([0, g ] = p;
NovasAr[l, g ] = 2+« NovasAr[0, q];
NovasAr[k_, g ] :=

a 3
If[ks = -1, 2xNovasAr([k -1, q], Z+«NovasAr[k-1, g] - Enﬂ{Z, gr k-1, l:z]:[;
. q
Alk_,q ]=1If k= = -1, sum[na[i, q]., {i, 0, k}],

sum[na[i, ), {i, 0, k- (% -1)]] "

Sum[na[,i, q] « {:'., k- (% -1:] +1, k}]

H
NP0, @] =1;

NP([l, g ] =p=«NP[0, q];

1
NF[k_, g ] = NevasAr[k -1, ¢] - ;ﬂﬂ[ar q9r k-1, q];
NPBloco[0, q_] = Sum[NP[i, q], {i, 0, {%) -1}];

q a
NPBloco[l, q_] = Sum[NP[i, q], {{, 7" (2* E) -.'L}];

NPBloco[l_, q ] =Sum[Hmrusnr[l- {%) +1i, ':[]; '[:i-: g, (%) -2 ]:
B[D, g ] = NPBleco[0, q];
B[1, g_] = NPBloco [0, q] + KPBloco[l, q];

B[k_, @_] = Sum[NPBloca[i, q], {i, 0, k}];
g=10

Solve [ {Lim_‘lt [ okl

TR s+ Infinity| = 1}, {a, C, A1}
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