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A VIDA E UM ETERNO CAMINHAR

€ a natureza, a todo instante, com sua grandiosidade, estd a nos ensinar a ordem
natural das coisas, as condutas e posturas que nos possibilita alcancar resultados posi-
tivos e gratificantes em nossa caminhada.

Langar a semente, plantar em solo adequado; investir em nossa memdria cultural
as bases do conhecimento que pretendemos adquirir; alimentar, continuadamente, esse
conhecimento em nossa vida profissional, familiar, esportiva e social, de maneira que a
cada periodo de tempo que passarmos, essas bases se tornem mais sélidas e estaremos
assim, mais preparados para enfrentar as adversidades e obstdculos que nos dio maiores
oportunidades de crescimento e nos tornam mais fortes perante a vida.

Cabe, a cada um de nds, desbravar o nosso caminho e realizar os nossos sonhos. E é
nos sonhos e objetivos onde devemos manter o foco e caminhar na sua dire¢do com garra,
competéncia, disciplina, determinagao, justica, vontade e amor. Nessa caminhada, pes-
soas nos darao as maos para nos alcar a estagios mais elevados. Posteriormente, faremos
0 mesmo, contribuindo, assim, com o crescimento continuo de cada um.

E preciso lembrar que sempre alguém estd compartilhando sua sabedoria, sua com-
peténcia, seu carinho. E nds também, como retribuicao ao apoio recebido, devemos com-
partilhar todo conhecimento que adquirirmos em nossa caminhada; porque se atingimos
um determinado objetivo, com certeza fomos apoiados por pessoas que nos possibilitaram
fazé-lo, nos transmitindo parte de sua sabedoria.

E, sempre haverdo milhares de oportunidades para as pessoas que sabem para onde
caminham e, para estas, as portas do sucesso se abrirao com generosidade,

POIS A VIDA E UM ETERNO CAMINHAR.

Lazaro Lima de Souza
Uberlandia(MG) - 09.08.99



Dedico este trabalho aos meus
pais, irmaos e sobrinhos.
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Resumo

Nesta dissertagdo, o objetivo foi estudar o problema da reconstruc¢io de torneios normais.
Para isso, introduzimos primeiro algumas nocdes preliminares sobre a teoria de grafos
orientados e torneios. Depois, vimos alguns resultados envolvendo torneios hamiltonianos
e bineutros, diferenga ciclica e caracteristica ciclica de um torneio para posteriormente
serem aplicados no resultado principal. Finalmente, mostramos os resultados essenciais
para o nosso objetivo que estudam a normalidade de torneios hipomorfos e a Composi¢ao
Canonica do subtorneio P,_g.
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Introducao

Um dos maiores problemas néo resolvidos da teoria de grafos é saber se um grafo pode
ser reconstruido a menos de isomorfismo se conhecemos todos seus subgrafos de vértice
deletado a menos de isomorfismo. Mais precisamente, questiona se a seguinte conjectura
é verdade:

A Conjectura da Reconstrucao

(Primeira versdo): Se G e H sio grafos com pelo menos 3 vértices, e se existe uma
bijecdo 0 : V(G) — V(H) tal que G—v ~ H—o(v) paratodo v € V(G), entdo G ~ H.

(Segunda versdo): Todo grafo com pelo menos 3 vértices é reconstrutivel.

A primeira versdo da conjectura acima foi formulada por P.J.Kelly e S.M.Ulam em
1942, e o primeiro trabalho publicado sobre sua prova foi feito por Kelly provando que
a conjectura é verdade para arvores. E a segunda versao foi formulada por Harary em
1964.

Podendo obviamente formular uma conjectura envolvendo grafos orientados que é
andloga & conjectura da reconstrucdo, Stockmeyer descobriu que esta conjectura é falsa
(ou seja, os digrafos nao sdo todos reconstrutiveis), ndo somente para alguns digrafos de
ordem pequena, mas para alguns digrafos arbitrariamente grandes.

Sendo assim, o problema da reconstru¢ao nao foi resolvido para grafos ordinarios,
enquanto a conjectura da reconstrucdo é falsa para grafos orientados. Em particular,
para todo inteiro positivo n existem torneios nao reconstrutiveis com mais de n vértices.
J4 os grafos desconexos sdo reconstrutiveis.

Agora, o problema da reconstrugdo para torneios foi formulado por F.Harary em 1966,
sendo o primeiro quem usou a palavra carta, perguntando:

“B possivel reconstruir qualquer torneio 7T, a partir de suas cartas para n suficiente-
mente grande 7”

A resposta € ndo. Entretanto, algumas classes de torneios reconstrutiveis foram en-
contradas.

Em 1967, Harary F. e Palmer E. provaram que todo torneio ndo hamiltoniano com
pelo menos 5 vértices é reconstrutivel. Provaram também que todo torneio redutivel T,
é reconstrutivel pelas suas cartas se n > 5.

Em 1970, Beineke e Parker acharam torneios ndo reconstrutiveis de ordem 5,6.
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Em 1977, Stockmeyer construiu uma série de torneios nio reconstrutiveis sendo os
mesmos de ordens

2"+1, 2"+ 2 com n=1,2,3,...

e, entdo, afirmou definitivamente a falsidade da conjectura da reconstrugio para
torneios. Além disso, verificou pelo auxilio de um computador que todos os torneios
de ordem 7 sdo reconstrutiveis.

Nenhuma nova classe de torneios reconstrutiveis foi exibida até 1990, se excluirmos
as seguintes:

e torneios transitivos

e torneios altamente regulares

e torneios bineutros

Em 1990, usando a estrutura de torneios normais, Demaria ¢ Guido provaram que
todo torneio normal H, (n > 5) pode ser reconstruido pelas suas cartas. O objetivo
deste trabalho é desenvolver este resultado.

Depois disso, houve novas descobertas de classes de torneios reconstrutiveis, como a de
Vitolo, que em 1992 descobriu que todo torneio simplesmente desconexo é reconstrutivel.

Para chegar ao nosso objetivo, introduzimos primeiro defini¢des e nogdes bésicas so-
bre grafos orientados e torneios, assim como resultados importantes envolvendo torneios
quocientes.

Logo depois, iniciamos um estudo sobre torneios hamiltonianos dando defini¢des
de torneio bineutro, caracteristica ciclica, diferenca ciclica e ciclo caracteristico,
possibilitando o estudo do Teorema da Classificagdo, onde obtemos as parti¢oes dos
torneios hamiltonianos.

O estudo dessas classes e suas relagoes é feito considerando como um invariante, a
diferenca ciclica (diferenca entre a ordem n do torneio e a caracteristica ciclica), j& que
ela ndo aumenta para os subtorneios hamiltonianos.

Em seguida, consideramos os torneios cuja diferenga ciclica é igual a 2, possibilitando
entdo a caracterizagdo estrutural dos mesmos.

Em particular, segue que, para n > 7, a classe de diferenca ciclica 2 é unitédria e
contém o unico torneio bineutro A,. Ou seja, usando as notacGes deste texto,
Hnp2 = {Hp, : torneios com cd(H,) = 2} = {A,}, paran > 7.

Considerando as relacdes entre a diferenca ciclica de um torneio e de seus subtorneios,
uma propriedade do torneio bineutro A, é determinada. Entdo, podemos imediatamente
caracterizar o A, como os torneios com o menor numero de subtorneios hamiltonianos.

Finalmente, daremos a definicio de torneios normais e pdlos e desenvolvemos re-
sultados essenciais para chegarmos ao resultado principal, dentre eles a caracterizagao
estrutural dos torneios normais e a proposi¢ao que determina o ciclo caracteristico de um
torneio normal H,, com n > 5 (o torneio bineutro).

Além disso, veremos o conceito de carta de um torneio, hipomorfismo e torneios
reconstrutiveis.
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Agora, considerando as classes de torneios normais, provaremos os seguintes resulta-
dos.

Se H, é um torneio normal com pelo menos 5 vértices e com ciclo caracteristico & e
se H} é qualquer torneio com n vértices que é hipomorfo a H, (isto é, H, e H), tem as
mesmas cartas) entio:

i) H), é normal;

il) o ciclo caracteristico de HJ, é k;

ili) H,, é isomorfo a H,.

Entao, todo torneio normal diferente do 3-ciclo H3 é reconstrutivel.
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Grafos orientados e torneios

1.1 Grafos orientados

Definicao 1.1.1 Sejam I um conjunto finito ndo vazio e A um conjunto de pares orde-
nados formados com elementos distintos de I. Chamamos I de suporte.

Denominamos grafo orientado ou digrafo ao par G = {I, A}.

Os vértices de G sdo os elementos de I.

A ordem de G € a cardinalidade de I.

Os arcos de G sdo os pares de A.

Notagao: Para indicar um arco orientado (x,y) usamos a notagdo z — y. Usare-
mos a notagdo z #— y para denotar que (x,y) ndo é um arco de G, ou seja,(z,y) € A.

Observacgao 1.1.2 Se x — y dizemos que z é um predecessor de y e que y é um
sucessor de z.

Exemplo 1.1.3 Alguns exemplos de grafos orientados:

(1) G={I, A} I ={z,y} A = {(z,9)}




1.1. Grafos orientados

(2) G ={I, A} I={1,2,3} A={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1), (3,2)}

(3) G={I,A}  I={1,23,4}
A= {(1’ 2)’ (17 3)? (27 l)a (2a 4)’ (37 1)a (3a 4)’ (4a 2)’ (4’ 3)}

1 2

(4)G={17~A} I={1’2’3} A:{(1a2)’(273)’(3’ 1)}
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(5) G = {I, A} I=1{1,2,3,4}
'A = {(1’ 2)’ (173)’ (2’ 1)’ (3’ 2)7 (3’ 4)’ (1’ 4)’ (47 2)’ (4’ 3)}
1
4
2 3
(6) G ={I, A} I1={1,2,3,4,5,6}
A={( ? )7( ’3)’ (1’ 7(1’ ’(2’1)’ ? )7 I ? ’ )7 71)7(3’2)7(3’4)’ (375)}
(471)’( 3 ? 75)’(47 ? ? ? 5’3)’ ? ’ ’6’ ) )7(672)?(6’4)7(6’5)}
1 2
3
6
4 5

1.2 Torneios

Definigdo 1.2.1 Um torneio T €é um grafo orientado no qual todo par de vértices €
ligado por exatamente 1 arco.

O conjunto de vértices é denotado por V(T') e o conjunto de arcos por E(T). Se a
cardinalidade |V(T)| = n, T tem ordem n e T é denotado por T,. Mas usualmente identi-
ficaremos T}, com o conjunto de seus vértices por V(T;,) = {v1, v2, ..., vn}. Identificaremos
um torneio trivial com seu tnico vértice por V(T1) = {v,}.
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Se v é qualquer vértice de T, denotamos por T — v ou T'— {v} o subtorneio de vértice
deletado.

Definicao 1.2.2 Um torneio T € transitivo se ele induz uma relacdo transitiva entre
seus vértices colocando v < w <= v — w (isto é, se, para cadau € T, para cadav € T
e para cada w € T, v — w e w —> u implica v — u). Ou equivalentemente, T é
transitivo se T ndo possuir nenhum ciclo passando por um subconjunto de seus vértices.

Observacao 1.2.3 Para todo inteiro n > 0 existe somente 1, a menos de isomorfismos,
torneio transitivo com n vértices.

Denotamos tal torneio por:

e T, se seus vértices vy, ..., U, S30 tais que vy — v, <= h < k
o T se seus vértices vy, ..., v, s80 tais que v, — vy <=k < h

Definicao 1.2.4 Um torneio T é dito regular se, para cada x € T, o numero dos
predecessores de = € igual ao nimero de seus sucessores (e como consequéncia a ordem
de T é tmpar). Um torneio T € dito altamente regular se eziste uma ordenacdo ciclica
V1, V2, .oy Vom+1, V1 d0s vértices de T tais que v; — v; se, e somente se v; € um dos
primeiros m sucessores de v; na ordenacgdo ciclica dos vértices de T.

Exemplo 1.2.5 (I) Seja G o grafo da figura abaizo. Vé-se que G é um torneio:
(1) Transitivo
(2) Néao regular
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(II) Seja G como na figura abaizo. Entdo G é um torneio:

(1) Nao transitivo, poisx —> z, z —y e T Y

(2) G € altamente regular, pois G admite a seguinte ordenagdo:
V1=Z,V02=2,U3=Y

Z = 1V9

(III) Considere G como abaizo. Temos que:
(1) G € transitivo
(2) G nao é regular, pois z possui 2 sucessores e nenhum predecessor

(IV) Considere o torneio G = Hs.

(1) G ndo é transitivo, pois z — T, T —> Yy € 2 /=Y
(2) G é altamente regular onde a ordenagdo € dada por:
T=U,W="V,Y = U3,2 =g,k =Us,T = V1 € VEMOS QUE:

V1 — Vg
Vg —> U3
V3 — U4
Vg — Vs
vy — U1

V1 — U3
Vg —> U4
V3 — Us
Vg — N1
Vs —* VU2

ondem=2==2m+1=235
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Z = U4 Yy =us

Definicao 1.2.6 Sejam T um torneio, A e B subtorneios de T. Se cada vértice de A é
um predecessor de cada vértice de B, escrevemos A —> B. Os vértices de um subtorneio
A sao chamados equivalentes se, para qualquer g€ T — A, ouq — A ou A — q.

Definigao 1.2.7 Um homomorfismo entre dois torneios T, e T,, é uma funcdo
f:V(Tn) — V(Tn) tal que se v — w => f(v) — f(w) ou f(v) = f(w).

Dois torneios 1, e T,, sdo epimorfos se eriste um homomorfismo sobrejetor
f:V(T,) — V(Tn).

Dois torneios sdo isomorfos, isto ¢ T, ~ R, se existe um homomorfismo bijetor
f:V(T,) — V(R,).

1.3 Torneios quocientes

Definicdo 1.3.1 Seja R,, um torneio com os sequintes vértices vy, ..., U, € seja SU ..., S
torneios disjuntos 2 a 2. Denotamos por R, (SW, ..., S(™) ¢ composi¢io das compo-
nentes S com o quociente R,,, isto é, o torneio cujos vértices formam o conjunto
V(SM)uU...uV(S™) e cujos arcos sio definidos pela relagéo:

a — b <= (a,b) € SY) para algum 1 < j < m ou
a€ SP be SH® ey — vy

Definicao 1.3.2 Um torneio T,, com n > 1 ¢é dito simples quando seus dnicos quo-
cientes sao ele prdprio e o torneio trivial Ty formado por um unico vértice.
Ou seja: se T, = R, (SW, 8@, ..., S == m =1 ou m = n.

Definicao 1.3.3 Dado um torneio T,, definimos a sua condensagdo como um quo-
ciente transitivo de T,, da forma T, = T (SM, 8@, ..., SK)), onde cada componente S®
¢ forte, ou seja, hamiltoniano ou trivial (11, torneio formado por 1 sé vértice). A con-
densagdo de T, € o maior gquociente transitivo de T,. Para k > 1, T, €é sempre epimorfo

a T, e portanto, a condensagcdo de um torneio hamiltoniano é sempre o torneio trivial
T;.
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Para os torneios quocientes as seguintes propriedades sdo validas:
Proposicao 1.3.4 R, ¢ isomorfo a um subtorneio de T,,.
Proposicao 1.3.5 Para todo T,, existe erxatamente 1 torneio quociente ndo simples.

Exemplo 1.3.6 Considere o torneio G = Ty:

G = {{a,b,¢,d},{(a,b), (a,c), (a,d), (b,¢c), (b,d), (c,d)}} é um torneio.
A = {{a,b},{(a,b)}} € um subtorneio de G.
B = {{c,d},{(c,d)}} é um subtorneio de G.

e A e B sdo subtorneios tais que A — B.

o Os vértices do subtorneio A sdo equivalentes, pois Vg € G — A = {c,d} temos que
A—q.

o Os vértices do subtorneio B sdo equivalentes, pois Vg € G — B = {a, b} temos que
qg — B.

o Composic@o:

Seja Ty = G, isto é, Ty é um torneio tal que o(Ty) = 4.

Podemos particiond-lo em subtorneios disjuntos SO = A e S@ = B de vértices
equivalentes.

Seja Ry = {{A, B}, A — B} o torneio constituido por 2 elementos w, = A,ws = B
tal que w; — w; <= SO — SU), para i = 1,2, pois w; — wy <> SV — SO

Entao: T4 = RQ(S(I), 5(2))

Pela proposicdo 1.8.4, temos que eziste pelo menos um subtorneio de Ty isomorfo a
R,. Neste exemplo, temos 4 subtorneios isomorfos a Ry:

1) T' = {{a,c},{(a,0)}}, f: T' — Ry € um isomorfismo, onde a — c €
a— A
c— B

fla)=A— f(c)=B.
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1.8. Torneios quoctientes

2) T" = {{b,d},{(b,d)}},f : T" — R, é um isomorfismo, onde b —> d e
b— A
d— B

f(b) = A — f(d) =B.

3) T" = {{a,d},{(a,d)}},f : T" — R, é um isomorfismo, onde a —> d e
a— A
d— B

f(a) = A — f(d) = B.

4) T" = {{b,c},{(b,0)}}, f: T" — Ry € um isomorfismo, onde b — c ¢
b— A

c— B
f0)=A— f(c)=B.
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Torneios hamiltonianos

2.1 Algumas notacgoes e nocoes preliminares

(V(C)) € o subtorneio formado pelos vértices de um ciclo C de T. Mais geralmente, se
G1, Gy, ..., Gp sdo subgrafos orientados de Tn, denotamos por (G; U ... U G,) o subtorneio
cujos vértices formam o conjunto V(Gi) U... U V(G,).

Definicdo 2.1.1 Um torneio é hamiltoniano se ele tem um ciclo passante, isto €, se
existe um ciclo que passa (uma sd volta) atravessando todos os vértices do torneio.
H, denotard um torneio hamiltoniano com n vértices.

Podemos relembrar que:
Proposigao 2.1.2 T, € ndo hamiltoniano <= seu quociente simples € T.

Seja v € T, entao:

ind(v) =ndmero de predecessores de v (denota o in-valency de v em Ty,)

outd(v) =ndmero de sucessores de v (denota o out-valency de v em T},)

(ind(v), outd(v)) é o valency-par de v.

(ind(v1), outd(vy)), ..., (ind(vy,), outd(v,)) com a ordem lexicogréifica é a sequéncia
de valency-par de T,, = {v1, ..., v}

Observagao 2.1.3 Torneios isomorfos tem a mesma sequéncia de valency-par.

Um vértice v' de um subtorneio T}, é chamado de:

etransmissor de 7, se v’ tem como valency-par (0,m — 1) em T, (isto é: v’ ndo
tem predecessor, e todos os outros vértices de 7)., sdao sucessores pois ind(v') = 0 e
outd(v') =m — 1).

ereceptor de 7, se v' tem como valency-par (m — 1,0) em 7, (isto é: v’ ndo tem
sucessor, e todos os outros vértices de T, sdo predecessores pois ind(v') = m —1 e
outd(v') = 0).

13
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2.2 Diferenca ciclica de um torneio

Definicao 2.2.1 Um vértice v € H, é neutro para o torneio hamiltoniano H, se H,—v
€ hamiltoniano.

Notacdo : v(H,) =ntmero de vértices neutros de H,.

Observacao 2.2.2 Como v(H,) é também o nimero dos subtorneios hamiltonianos de
ordemn—1 e em H,(n > 4) existe pelo menos 2 e no mdzimo n subtorneios hamiltonianos
de ordem n — 1, seque que

2<v(H, <n, para n>4.
De fato:
epara n = 3, nao existe vértice neutro de H,.
epara n = 4, temos v(H,) = 2.
epara n > 5, temos que 2 < v(H,) pelo corolario 2.4.3 e teorema 2.4.14 que veremos

mais adiante.

Exemplo 2.2.3 e v(H,) =2 quando H, € o torneio de ordem n = 4
O torneio bineutro A4 (veja prézima definigdo)

n

Vg U3

Temos que vy e vyq $G0 08 Unicos vértices neutros de Ay.
Portanto: v(Ag) =2

e v(H,) = n para os torneios que sGo as composicées de componentes ndo singulares
com um quociente hamiltoniano .

Por exemplo:
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Considere o torneio altamente regular Hs do ezemplo 1.2.5.
Hy tem 5 subtorneios hamiltonianos:
H;, onde V(H]) = {vs,v3, v4, s}
HY, onde V(HY) = {v1,vs,v4, 05}
5, onde V(HY') = {v1, v2,v4,Vs}
s, onde V(H!") = {v1, v, v3,v5}
H", onde V(H") = {v1, v2, v3, 4}
Portanto: v(Hs) =5

Definicdo 2.2.4 O torneio A, (n > 4) com o conjunto de vértices V(Ay) = {z1,Z2, ..., Zn}
e conjunto de arcos E(A,) = {(zi,%;)/j <i—1 ou j =i+ 1} contém somente 2 vértices
neutros x; e T, € € chamado de torneio bineutro de ordem n.

Observacdo 2.2.5 A menos de isomorfismo, eriste apenas 1 torneio bineutro.

Observacao 2.2.6 Las Vergnas provou em [11] que o torneio bineutro A, € o tnico
torneio com apenas 2 vértices neutros para cada n > 4.

Definigao 2.2.7 Um subtorneio T' de um torneio T € dito conado(ou projetado) por
um vértice v (isto é, v cona T') se eriste um vértice v de T — T" tal que v — T’
ouT' — v. Se nenhum vértice de T — T cona T', T' € dito ndo conado (ou nao
projetado), ou seja, se Vv € T — T temos que v /— T' e T' /— v entdo T' é ndo
conado.

Se C é um ciclo de T, C é dito conado por v (respectivamente ndo conado) se (V(C))
€ conado por v (respectivamente néo conado).

Proposigado 2.2.8 Um torneio T, (n > 5) € hamiltoniano <= existe um m-ciclo néo
conado C, onde3 <m <n-—2.

Demonstracao:

(=) Seja H, um torneio hamiltoniano.

Sejam v um vértice neutro de H, e w;,w, dois vértices neutros de H, — v, entéo os
subtorneios H, — v, H, — {v,w1} e H, — {v, w2} sdo hamiltonianos. Sabemos que estes
vértices existem, pois j& vimos que 2 < v(H,) < n, para um torneio hamiltoniano H,.
Suponha que os dois torneios hamiltonianos H, — {v,w;} ¢ H, — {v, w2} sdo conados.
Temos que:

e w; nio pode conar H,—{v,w,}, pois caso contrario H,—{v, w.} é ndo hamiltoniano.

e w, ndo pode conar H,—{v, w,}, pois caso contririo H,—{v, w;} é ndo hamiltoniano.

Dai ambos H, — {v, w1} e H, — {v, w2} sdo conados por v.

Entao v cona H, — v.

Mas isso é uma contradi¢do , pois H, é hamiltoniano.



16 2.2. Diferenga ciclica de um torneio

Entéo , pelo menos 1 dos dois torneios H, — {v, w1} e H, — {v, w2} é ndo conado, isto
é, em H, existe pelo menos 1 (n — 2)-ciclo ndo conado (ja que o(H, — {v,w;}) =n — 2,
parai=1,2).

Portanto, existe um m-ciclo ndo conado C,onde 3<m <n-—2.

(<) Se T, é ndo hamiltoniano, entdo pela proposi¢do 2.1.2 seu quociente simples é
T>. Logo, cada ciclo de T, estd em uma componente e, entdo , é conado. O

Aplicacao da proposicao anterior : n =15

Considere o torneio Hs do exemplo 1.2.5

(=) Hj ¢é hamiltoniano = existe um m-ciclo nio conado C,onde 3 < m < n—2 = 3,
isto é, existe um 3-ciclo:

C : v1v3v40;

ou C’ : vv3vU509

ou C” : vovavsv9

O 3-ciclo C é ndo conado, pois Yv € Hs — (V(C)) temos que v /— (V(C)) e
(V(C)) #— v

De fato:

vs 7= (V(C)) e (V(C)) #— vs.

vz = (V(C)) e (V(C)) #— va.

Analogamente verificamos que os 3-ciclos C’ e C” sdo nio conados.

(<) existe um 3-ciclo ndo conado C (na verdade existe mais de 1 ciclo ndo conado)
= Hj é hamiltoniano.

Observacao 2.2.9 Os torneios hamiltonianos H; e Hy também contém m-ciclos néo
conados, mas agora a condigdo m < n — 2 ndo € satisfeita.

Exemplo 2.2.10 1) n=3

Considere o torneio G = Hj do dtem (II) do exemplo 1.2.5.

H; é um torneio hamiltoniano, pois existe o ciclo passante C : v1v2v301.

Temos que Hy contém 1 ciclo ndo conado, que € ele mesmo. Entdom =3 > n—-2 =1,
nao satisfazendo a condigdo m < n — 2.

2)n=4

Considere o torneio Hy do exemplo 2.2.3.

H, é um torneio hamiltoniano, pois existe o ciclo passante C : v1vav3V4V;.

Temos que Hy contém 3-ciclos ndo conados, onde m = 3 > n — 2 = 2, também ndo
satisfazendo a condigdo m < n — 2.

De fato:

C1 : voU3V4vy € um 3-ciclo ndo conado
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Cs : v1v3v40; € um 3-ciclo ndo conado
C; € um 3-ciclo ndo conado, para i = 1,2, pois Vv € Hy — (V(C})) tem-se v #—
(V(CY)) e{V(Ci)) #— .

Dado um ciclo ndo conado C de H, e um vértice v ¢ V(C) é possivel estender C a
um ciclo através de todos os vértices de H, — v.
Entdo podemos dar as seguintes definigoes :

Definicdo 2.2.11 Se C é um ciclo ndo conado de H,, o conjunto Pc = V(H,) - V(C)
consiste de vértices neutros de H,, que sdo chamados pélos de C.

Definigao 2.2.12 Um ciclo ndo conado C de H, € dito minimal se cada ciclo C’, tal
que V(C") G V(C), € conado por pelo menos 1 vértice de Hy,.
Ou equivalentemente, um ciclo C de H, € minimal <= o subtorneio hamiltoniano
(V(C)) € ndo conado mas todos seus subtorneios hamiltonianos prdprios sGo conados.
Um ciclo minimal é dito caracteristico se ele possui o menor comprimento dos ciclos
minimais, isto €, se ele € o ciclo minimal com o menor niumero de vértices em Hy,.

Defini¢ao 2.2.13 O comprimento de um ciclo caracteristico em H, ¢é chamado
de caracteristica ciclica de H, e ¢ denotado por cc(H,).
O inteiro positivo n — cc(H,) é chamado de diferenga ciclica de H, e ¢ denotado

por cd(Hn).

Observacgao 2.2.14 Se C é um ciclo caracteristico em H,, entdo cd(H,) = |Pc|.
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2.3 Exemplos

1) O torneio bineutro A; de ordem 7:

ZT7 I

Te Z2

Zs z3

T4

A7 é bineutro, pois:

V(A7) = {z1,22, ..., 77} € E(A7) = {(zs,2;), s j <i—1ouj=1+1}.

Z; e z7 a0 os Unicos vértices neutros de A7, j4 que A7 —1x; e A;—1x7 sdo hamiltonianos.
O ciclo C : zoz3z4252622 € caracteristico, pois:

i) C é minimal

De fato:

e o0 subtorneio hamiltoniano (V(C)) ¢é ndo conado, j&  que
VveV(A47) — V(C) = {z1,zr} temos que v /— V(C) e V(C) /= v, isto é

z1 /= V(C) e V(C) /= z1

e mas todos seus subtorneios hamiltonianos préprios sdo conados:

H',) V(H') = {z3,%4,%5, ¢} é conado em A; por z;

H";V(H") = {z2,23,24, 5} é conado em A; por z7

H";V(H") = {x4, 25,26} é conado em A; por z,

H";V(H") = {x3, %3, 24} é conado em A7 por z7

ii) C é um ciclo minimal de comprimento minimo
Basta verificar que qualquer ciclo de ordem menor que 5 ndo é minimal.
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Dai:

cc(Az) = comprimento de um ciclo caracteristico em A7 = o(C) =5

Cd(A7) =7— CC(A7) =7-5=2

E ainda, como C é um ciclo ndo conado de A7, entdo Pc = V(47) —V(C) = {z1, 27}
Daf, ‘Pcl = O(Pc) = 2.

Logo: cd(A7) = |Pe|

2) O torneio Hg que contém o subtorneio Hy.

Observe que z;, 7 € xg sdo vértices neutros de Hg.

De fato:

e Hi — z; é hamiltoniano, pois existe o ciclo: zs, 27, Ts, 5, T4, T3, T2, L8
e Hy — z7 é hamiltoniano, pois existe o ciclo: z¢,s, 5, %4, T3, T2,Z1,Zs
e Hy — zg é hamiltoniano, pois existe o ciclo: z7,21, x5, T2, Z4, T6, T3, L7

Temos que C : z;, Ts, T7, T, é um ciclo caracteristico de Hs, enquanto C’ : x3, T3, Z4, Ts, Ts, T2
é um ciclo minimal.
E nao existe ciclo caracteristico C tal que z; € Poc = V(H,) — V(C).
De fato, C' é um ciclo minimal com comprimento minimo e C’ é um ciclo n&o conado
tal que todo ciclo contido propriamente em C' é conado por pelo menos 1 vértice de
Hg — C'.
Dai, cc(Hg) = 3 e cd(Hs) = 8 — cc(Hg) = 5.
E ainda, Pc = V(Hs) -V (C) = {z1, ..., Ts} — {1, T8, T7} = {Z2, T3, T4, T5, T¢ }. Entdo:
|Pc| = O(Pc) = 5.
Logo: cd(Hsg) = |Pc|.
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3)Um torneio H§ com 4 ciclos caracteristicos.

Ze Ty

Ts5 Z2

T4 Z3

Temos que v(Hg) = 4, pois z1, 3,74 € T¢ 580 vértices neutros de H}.

E ainda, C, : 71,%2,%5,23,21, C; : 21,%2,%5, %6, %1, C3 : Z2,T5,T3,%4,T2 €
Cy : 12,5, Ts, T4, T2 580 08 quatro ciclos caracteristicos de Hy, isto é, sdo ciclos mini-
mais com comprimento minimo em Hg. Logo, cc(Hg) = 4 e cd(Hg) = 6 — cc(Hg) = 2.

4)O torneio Hg com cd(Hg) = 3, cujos subtorneios H; tem todos as mesmas diferencas
ciclicas cd(H;) = 3.

O ciclo C dado por z4, x5, Tg, 7, g, T4 € um ciclo caracteristico de Hg, ja que ele é
minimal e de comprimento minimo. Dai, cc(Hg) = 5 e cd(Hg) = 8 — cc(Hs) = 3.
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2.4 As particoes dos torneios hamiltonianos

Proposicao 2.4.1 Um vértice v de H,, é neutro <= em H, existe um ciclo minimal C
tal que v € P..

Demonstragao:

(=) Se v é um vértice neutro de H, = H, — v é hamiltoniano (e ndo conado,
pois como H, é hamiltoniano, entdo v 4/~ H, —v e H, — v 4= v) = existe um
m-ciclo ndo conado C’ em H, — v tal que 3 < m < n — 3(pela proposi¢do 2.2.8) =
existe um ciclo minimal C contido em H,—vev € Pc = V(H,) — V(C) (se C’ é o tnico
ciclo néo conado em H, —v, entdo C=C’) = existe um ciclo minimal Cem H, ev € F¢.

(<) Se v € Po =V (H,) — V(C) = v é um vértice neutro de H, (pela defini¢do de
pélo). O

Observagao 2.4.2 Se v € um vértice neutro de H,, em geral ndo ezxiste ciclo
caracteristico C tal que v € Pc (veja exemplo 2 da se¢do 2.3).

Coroldrio 2.4.3 O conjunto dos vértices neutros de H, € a unido dos conjuntos dos
polos dos ciclos minimais de H,. Logo, seque que cd(H,) < v(H,) (ou entdo:
n — cc(H,) < v(H,)).

Demonstragao:
Seja n =conjunto dos vértices neutros de H,.

Entdo n = UP¢,; C; é ciclo minimal de H,, (pela proposicdo 2.4.1).
Dai n = U(V(H,) — V(C;)); C; é ciclo minimal de H,

Logo:
cd(H,) < v(H,), pois cd(H,) = n—cc(H,) = |V (H,) —V(C)|; C é ciclo caracteristico
de Hye V(H,) -V(C)Cn. O

Proposigio 2.4.4 cd(H,) = v(H,) <= em H, eziste somente 1 ciclo minimal (o0 ciclo
caracteristico)

Demonstragao:

(=) Suponha que em H, existe exatamente m(m > 1) ciclos minimais. Entdo pelo
menos 1, digamos C, é caracteristico (basta tomar o ciclo minimal C de menor compri-
mento).
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Além disso, se C’ é um ciclo minimal diferente de C, existe um vértice neutro
v € Poo = V(H,) — V(C") que nao é um elemento de Pc = V(H,) — V(C), isto §,
|Pel < v(H,) = cd(H,) < v(H,).

Portanto: se existe exatamente m(m > 1) ciclos minimais em H, = cd(H,) < v(Hp)

Ou melhor: se cd(H,) = v(H,) = existe somente 1 ciclo minimal em H,.

(<) Suponha que cd(H,) # v(H,), isto é, cd(H,) < v(H,) (pois cd(H,) < v(H,)
pelo corolério 2.4.3).

Se C é um ciclo caracteristico e cd(Hy,) < v(H,) = existe um vértice neutro v tal
que v € Pc =V (H,) — V(C).

Entdo um novo ciclo minimal C’ diferente de C pode ser achado pela proposicao 2.4.1
( pois como v é um vértice neutro de H,, = existe um ciclo minimal C’ em H, tal que
v e Pcl).

Logo, existe mais de 1 ciclo minimal em H,.

Portanto: se cd(H,) # v(H,) = existe mais de 1 ciclo minimal em H,.

Ou seja: se existe somente 1 ciclo minimal em H, => c¢d(H,) = v(H,). O

Proposicdo 2.4.5 Se H, ¢ a composicdo H, = H,,(SM,5® .., 5™ de m torneios
S® com o torneio quociente H.,, entdo cc(H,) = cc(H.,).

Demonstragao:
i) F cc(Hy,) < ce(HL,)

Se C é um r-ciclo ndo conado em H,, os r vértices de C sio elementos de r componentes
diferentes, isto é, p(C) é um r-ciclo ndo conado em H),, onde p: V(H,) — V(H,,) é a
projecao candnica.

i) F cc(H),) < cc(Hy)

Reciprocamente, seja H}, um subtorneio de H, isomorfo a H, (sabemos que existe
H)' pela proposicdo 1.3.4).
A imagem em Hj, de um m-ciclo ndo conado de H}, é um m-ciclo no conado de H,. O

Proposigdo 2.4.6 Seja H, = H! (SW, 5@ . S™) entdo v é um vértice neutro de
H, <= v estd numa componente ndio singular ou p(v) € um vértice neutro de Hy,, onde
p:V(H,) — V(H],) é a projecdo candnica.

Proposi¢do 2.4.7 Seja H,, um subtorneio hamiltoniano de H,.
Entéo : ¢d(Hp) < cd(Hy).
Em particular, para todo H,_1 C H,, temos que cd(H,) — 1 < cd(Hp_1).
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Demonstragao:

Devemos provar similarmente que cc(Hy,) > cc(Hyp) — n+ m, ja que:
cd(Hp) < cd(H,) <= m — cc(Hy,) < n— ce(H,) <= cc(H,) ~n+m < cc(Hp)

(i)Primeiramente, podemos ver que a dltima desigualdade ¢ verdadeira para m = n—1,
isto é, cc(Hp—-1) > cc(H,) — 1.

De fato:

Seja cc(H,—1) = h e considere um ciclo caracteristico Cy, em H,_; = H, — v.

e Se v ndo cona Cj = C}, é um ciclo ndo conado em H,, pois como C}, é um ciclo
caracteristico em H,_, = H, — v, entao C} é um ciclo minimal de comprimento minimo
de H,—1 e como v néo cona Cy, € H,_; U {v} = H,, entdo C} é um ciclo nido conado em
H,.

Segue dai que cc(H,_,) > cc(H,), pois sendo Cj, um ciclo ndo conado em H,, ainda
pode existir um ciclo ndo conado menor que o Cj.

Portanto:

cc(Hp-1) > cc(H,) — 1

e Se v cona Cy, 3w € V(H,_,) — V(Cy) tal que v nao cona (V(Cy)) U {w}, ja que
H, é hamiltoniano, pois se V w € V(H,_;) — V(C4) tivermos que v cona {V(Ch)) U {w},
entdo H, nao seria hamiltoniano.

Como w ndo cona Cj, (pois Cp, é ndo conado em H,_;), podemos construir um ciclo
Ch+1, cujo conjunto de vértices é V(Cr) U {w}, que é ndo conado em H,.

Entéo :
cc(Hp-1) > cc(H,) — 1

pois como Ch41 é um ciclo néo conado em H, ;0(Chy1) = h+1 e cc(H,) = comprimento
de um ciclo caracteristico de H,, entdo cc(H,) < h+1=cc(Hp-1) + 1, e dai:

cc(Hp-1) > cc(Hy) — 1

(ii)Agora, consideremos o caso geral com 3 <m <n -1
Consideremos duas possibilidades diferentes:

1¢) Existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos Hpy1, Hmto, ..., Hn-1 tal que
V(Hn) C V(Hne1) C ... CV(Hp-) C V(H,).

Entdo , passo por passo, de (i) obtemos que cc(Hy,) > cc(H,) — n+m, pois por (i)
temos:

cc(Hp-1) > cc(Hyp) — 1
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cc(Hn—2)
cc(Hp-3)

cc(Hp—1) — 1 > cc(H,) — 2
cc(Hp-2) =1 2> cc(H,) — 3

v v

CC(Hm) 2 cc(Hm—l) -12 CC(Hn) - (Tl - m) = CC(Hn) —-—n+m
Portanto:
ce(Hp) 2 cc(Hp) —n+m

2¢) Existe um torneio hamiltoniano Hs; (m < s < n), tal que entre H,, e H, existe
uma cadeia de torneios hamiltonianos como na 12 possibilidade, uma vez que, para
cada torneio Ty tal que V(H;) C V(Ty41), Tot1 ndo é hamiltoniano, isto é, H é
conado por todos os vértices de V(H,) — V(H;) = {v1,v2, ..., Un—s}-

Entdo H, é a composi¢do H, = H,_s41({v1}, {ve}, ..., {vn-s}, Hs) € dai segue que
cc(Hp) = cc(Hp—s+1) < n — s (pelas proposicoes 2.4.5 e 2.4.6).
Entdo obtemos cc(H,) —n+m < cc(H;) — s+ m < cc(Hp)

Portanto:
cc(Hp) 2 cc(Hp) —n+m

Observagao 2.4.8 Poderiamos ter definido uma caracteristica ciclica como um ciclo
minimal com comprimento mdzimo. Mas neste caso somente uma propriedade similar
@ proposi¢ao 2.4.5 wvaleria, ao passo que uma propriedade similar a proposi¢do 2.4.7
falharia.

De fato:

No exemplo 2 da se¢do 2.3 temos que:

e em Hg o 5-ciclo x2573...2622 é minimal com comprimento miximo k¢ = 5 =
cd(Hg) =8 —cc(Hsg) =8—k=8-5=3

Logo: cd(Hg) =3

a0 passo que:

e em Hg—1z4 cada 3-ciclo minimal tem comprimento méximo k; = 3 = cd(Hg—z4) =

T—cc(Hs—xz4)=T—-k1=7T-3=4
LOgOI Cd(H3—$4) =4
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e em Hg — z; 0 4-ciclo 297324752, é minimal com comprimento maximo k; = 4
= cd(Hs — 1) =T—cc(Hs—21)=T—ky=7-4=3
Logo: cd(Hg — z;) =3

e em Hg — zg 0 5-ciclo z573...2¢72 € minimal com comprimento méaximo k3 = 5
=>Cd(Hs—.'L‘3) =7—CC(H8—£L'8) =7—k3=7—5=2
Logo: cd(Hg — z5) = 2

Portanto: cd(Hs — z4) = 4 > cd(Hsg) = 3, isto é, ndo satisfaz a proposigdo 2.4.7, ja
que Hg — x4 é subtorneio de Hg.

Coroldrio 2.4.9 Se C € um ciclo caracteristico de H, e v € Pc é um pdlo de C =
cd(Hy) > cd(H, —v) > cd(H,) — 1.

Demonstracao:

i) Como v € Pc = V(H,) — V(C), C é também um ciclo ndo conado de H, — v ,
pois como v € Po = v é um vértice neutro de H, = H, — v é hamiltoniano =
Vo' eV(H,—v)—-V(C)tem-se v' /= H, —ve H,—v /= .

Como C é um ciclo caracteristico de H, => cc(H,) = o(C) e sendo C um ciclo néo
conado de H, —v = pode existir um ciclo néo conado C' em H,—v tal que o(C’) < o(C).

Dai: cc(H, — v) < cc(H,)

Entao :

como cc(H, —v) < ce(Hy) = n—-1—cc(H,) < n—-1-cc(H, —v) =
n—1-cc(H,) < cd(H, —v) => cd(H,) — 1 < cd(H, — v)

Logo:
(1) cd(H,) — 1 < cd(H, — v)

ii) Temos também que:
sendo H, — v um subtorneio hamiltoniano de H,, pois v é um vértice neutro de H,,
ja que v € P, entdo pela proposicao 2.4.7 obtemos:

(II)  cd(Hp—v) < cd(Hy)
Portanto, de (I) e (II) temos que:

Cd(Hn) 2> Cd(Hn - 'U) > Cd(Hn) -1

Observacdo 2.4.10 Depois, veremos quando valerd a igualdade: cd(H,) = cd(H, — v).
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Proposicao 2.4.11 Seja H,, um subtorneio hamiltoniano de Hy,, entdo:
v(H) < v(H,).

Demonstracgao:

i)Primeiramente provaremos a desigualdade para m=n-1, isto é,
Fv(Hy,) < v(H)

Suponha que u é um vértice neutro de H,_; = H, — v e u ndo é um vértice neutro
de H,. Entdo H,_; — {u} = H, — {u,v} é hamiltoniano e H, — u no é hamiltoniano.
Logo, o quociente simples de H, — u é T> (pela proposi¢do 2.1.2), ou seja:

H, —u=Tp(SW,5D) tal que Tp = {wy,ws} e V(H, —u) = V(SHUS®),onde SV
e S sio as componentes disjuntas de H, — u e w; — wp <= S — 5@,

Temos que uma das componentes é necessariamente {v}, digamos S!) = {v}, pois
SW = {v} — 5@ = H, - {u4,v} ou S® = H, — {u,v} — SO = {v} (conforme
w; — Wy Ou wp — W), caso contrario também H, — {u,v} é ndo hamiltoniano, pois
se SU = {v,v;} e como SO — S@ ou S@ — W e v, € H, — {u,v} = H, ~{u,v}
nao seria hamiltoniano. Absurdo!

Dai:

v —v — H, — {y,v} ou H, — {u,v} —v—u

Agora, se u' é um vértice neutro de H,_; = H, — {v} tal que v # u, como v
nao pode conar H, — {v/,v} (pelo mesmo raciocinio acima, trocando u’ por u), isto é,
v 4= H, — {u,v} e H, — {¢/,v} /> v = ¢/ é também um vértice neutro de H,, ou
seja, H, — {u'} é hamiltoniano.

Entao existe no méximo 1 vértice neutro de H,_; que ndo é um vértice neutro de
H,.

Como v é um vértice neutro de H,, ja que H,_; = H, — {v} é hamiltoniano, e ndo
é de H,_1, segue que v(H,_;) < v(H,), pois pode existir outros vértices neutros de H,
que ndo sdo de H,_; = H, — {v}.

ii)No caso geral, se existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos H},,,, ..., H}_;
tal que V(H},) C V(H,,,,) C ... CV(H,_,) C V(H,), entdo v(H},) < v(H},;1) < ... <
v(H,).

Caso contrério, existe H, como na 22 possibilidade da proposi¢do 2.4.7.

Entdo v(H,,) < v(H}) e também v(H!) < v(H,) pela proposi¢io 2.4.6, j4 que H, é
uma componente de H,, ou seja:

H, = H;z—s-i-l({vl}’ {v2}, s {'Un-s}, Hy)

(de fato, pela proposi¢io 2.4.6 temos: v é um vértice neutro de H, <= v estd numa
componente ndo singular de H, <= v € H], pois as outras componentes sdo todas sin-
gulares). ]
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Proposicao 2.4.12 Para cada n > 5, o torneio bineutro A, tem sua diferenga ciclica
tgual a 2 e ele contém o unico ciclo minimal z2, 23, ..., Tn_1, T2.

Demonstragao:
Faremos por indugdo sobre n.

i) Para n = 5: z,,%3,Z4,T2 é 0 Gnico ciclo minimal de As e cd(A4s) = 2, ji4 que
cd(As) =5—cc(4s) =5-3=2.
(veja no préximo exemplo, o torneio bineutro As)

ii) Hipétese de Indugdo: Suponha que cd(An-1) = 2 e que A,—; contém somente o
ciclo minimal zs, z3, ..., Zn_2, To.

iii) Mostremos que vale para n.

Considere A,, obtido de A, _; acrescentando o vértice z,, sucessor de z,_; e predecessor
de todos os outros vértices de A,_;, pois dai A, é ainda um torneio bineutro, isto é:

E(A,) = {(@n-1,Zn)s (Tns Tn-2), (Tn, Tn=3), -, (Tn, T1), -}

Em A, todos os (n — 3)—ciclos sdo conados:

de fato, o ciclo z3,23,...,Tn—2,Z2 é ndo conado em A,_;, pois pela hipétese de
indugdo temos que esse ciclo é minimal em A,_;, e é conado por z, em A,, ji que
E(A,) = {(zn-1,2Zn)s (Tn, Tn=2), (Tn, Tn=3) .-, (Tn, T1), ---}-

E o dnico (n — 3)—ciclo incluindo z, é z4, s, ..., Tn, T4, que é conado por z; em Ay,
pois como A, é bineutro, temos que (4, 1), (T5,21), -+, (Tn-1, Z1)s (Tn, 1) € E(An).

Além disso, o (n — 2)—ciclo C : Z3,%3,...,Tn-1,22 € 0 nico (n — 2)—ciclo ndo
conado de A,, jad que Vv € V(4,) — V(C1) = {z1,2,} temos que v #/— Cy e C1 #/—
v, pois como (ZTp_1,ZTn), (Tn,Tn-2) € E(4,) = z, /— C1 e C; #/— T,, € cOmoO
(z3,21), (21,Z2) € E(An) => 21 #/— C1 e Cy /> 21.

E esse (n — 2)—ciclo ¢ minimal, pois cada ciclo C; contido propriamente em C; é
conado por z, em A,.

Logo: cd(A,) =n—cc(4dn)=n—-(n—-2)=n-n+2=2 O
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Exemplo 2.4.13 Torneio bineutro As

I

Zs )

T4 x3

Queremos verificar que o unico ciclo minimal do torneio bineutro As € C : ToX3T4T5.

i)3-ciclos:

C1 : 7122237, € conado por xs == C, ndo é minimal.

Co @ Z2Z3x4T2 € ndo conado em As e todo ciclo C' contido propriamente em C,
€ conado por pelo menos 1 vértice, jd que Cy é um 8-ciclo, isto é, nao existe ciclos
propriamente contido em Cy. Logo: Co é minimal.

Cs : T3242523 € conado por x;, => C3 ndo é minimal.

As outras possibilidades ndo formam 3-ciclos.

i1)4-ciclos:

Cy 1 T1Z2232427 € ndo conado em As, mas existe ciclo C' : T1x22321 contido propria-
mente em C4 e ndo conado em As.

Logo: Cy néao € minimal.

Cs : zox324x5T2 € ndo conado em As, mas existe ciclo C' : x3x4x5%3 contido propria-
mente em Cs e ndo conado em As.

Logo: Cs néo € minimal.

As outras possibilidades ndo formam 4-ciclos.

Teorema 2.4.14 (Teorema da Classificacio)
i)Seja H,(n > 5) um torneio hamiltoniano de ordem n, entgo:

2<cd(H,)<n—-3 (ou 3< cc(Hy) <n—2)

it)Reciprocamente, para cada n > 5 e para cada h tal que 2 < h < n — 3, ezistem
torneios hamiltonianos H, com cd(H,) = h.
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Demonstragao:

i)Seja H, (n > 5) um torneio hamiltoniano de ordem n. Entdo pela proposi¢io 2.2.8,
existe um m-ciclo ndo conado C tal que 3 < m < n—2. Dai, como cc(H,) =comprimento
de um ciclo caracteristico de H,, temos que:

3<ecc(Hp)<n—-2=>n-3>2n—-cc(H,) >n—(n-2).
Logo: 2 <cd(Hp,) <n-3

ii)e para cada n > 5 e h = 2, o torneio bineutro A4, satisfaz a condi¢do cd(A4,) = 2,
pela proposicao 2.4.12.

Portanto, existe torneio hamiltoniano 4, (que é bineutro) com cd(4,) = h = 2.
e Provemos agora para2 < h<n -3

Seja V(Ap-h+2) = {Z1,Z2,...; Tn-h+2}, Onde A,_p42 é 0 torneio bineutro de ordem
n—h+2e H, = Ap_pi2(Th-1, {22}, ..., {Zn-n+2}) a composicdo obtida de A,_p+2 trocando
o unitério {z;} com qualquer torneio Tj_;.

Dai: cd(An_p+2) =2, pois Ay_p42 é bineutroen—h+2>5,jdque2<h<n-3e
n > 9.

Entdo cc(Ap_pso) =n—h+2—cd(Appt2) =n—h+2-2=n-h.
E como cc(H,) = cc(An_n+2) pela proposicdo 2.4.5, entdo cc(H,) =n — h.
Logo: cd(H,) = h, j4 que cc(H,) =n—~cd(Hp,) =n—h

Portanto, existe torneio hamiltoniano H, com cd(H,) = h. O

Observacgao 2.4.15 O Teorema da Classificagdo nao vale paran =3 en = 4.
De fato:

i)Para n = 4 temos que cd(Hy) =1 e cc(Hy) =3
Ezemplo:



30 2.4. As particées dos torneios hamiltonianos

U1

Uy

V2 U3

Hy é um torneio hamiltoniano, pois existe o ciclo passante: C : vjvoU3v4v1. E €
fdcil ver que Hy ~ A4, onde o isomorfismo € dado por f : V(Ay) — V(H,) tal que
fla1) = v, flag) = vs, flas) =vs e flag) = v1.

Temos que Hy contém os 3-ciclos ndo conados:

Cl D VaU3V4V9

Cg L U1V304U;

Temos ainda que Cy e Cy sdo ciclos caracteristicos, pois eles sdo ciclos minimais de
comprimento minimo, jd que ndo existe 2-ciclo.

Portanto: cc(Hy) =3

Logo: cd(Hy) =4 —cc(Hy) =4-3=1

i)Para n = 3 temos que cd(H3) =0 e cc(H3) = 3
Ezemplo:

U1

U3 U2

H; é um torneio hamiltoniano, pois existe o ciclo passante: C : v1v9v3v;

Temos que C é um ciclo minimal de comprimento minimo, jd que ndo existe 2-ciclo.
Portanto: cc(Hs) = 3

Logo: cd(Hs) =3 —cc(H3) =3-3=0

Observagao 2.4.16 Um torneio simples H, com n > 5 e cd(H,) = h pode ser obtido
de um torneio bineutro A, pela inver¢do do arco (Z;, T;4p-1) para cadai >3 e h > 3 tal
qguet+h<n-1.

Entdo, para cada h admissivel, existe também torneios simples H, com
cd(H,) =h > 3.

Além disso, € fdcil construir torneios simples H, com cd(H,) = 3.
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Exemplo 2.4.17 Aplicagdo da observagdo anterior paran =7 e h = 3.

T Ty

Te Z2

Ts T3

T4

Seja H; o torneio simples com cd(H7) = 3 obtido do torneio bineutro A7 pela invergdo
do arco (z;, Tiy2) para cada i > 3 e h > 3 tal que i + 3 < 6.

Comoi >3¢et+3<6=i=10ui=2o0ut=3 (pois sei > 4 entdo
i+32>24+3=7>6).

Portanto: H; possui (z1,x3) no lugar de (z3, 1), (x2, T4) no lugar de (x4, x2) € (z3,5)
no lugar de (x5, z3).

Logo, pela observagdo anterior Hy é um torneio simples com cd(H;) = 3, pois obtemos
H; a partir da inver¢Go do arco (z3,zs) do torneio bineutro Az.

Observacdo 2.4.18 Os torneios simples desconezos tem caracteristica ciclica igual a 3

(veja [4]).

Coroldrio 2.4.19 4 cole¢io M, p = {H, :torneios com cd(H,) = h}, para cadan > 5 e
para cada h tal que 2 < h < n —3, € a particdo do conjunto dos torneios hamiltonianos
de ordem n > 5.

Observagdo 2.4.20 Se acrescentamos as classes Hizy = {Hs : 3 — ciclo} e
Hy1 = {H, :0 torneio hamiltoniano de ordem 4}, obtemos uma parti¢do de todos torneios
hamiltonianos.
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2.5 Torneios cuja diferenca ciclica € igual a 2
Proposicao 2.5.1 Cada H, (n > 6) com cd(H,) = 2 ¢é simples.
Demonstragao:

Suponha que H,, nio é simples e considere a composi¢io H, = H,(SM, 5@, .. §m),
onde H,, é o quociente simples relatado por H,,. Agora, seja C um (m — 2)—ciclo nédo
conado de H,,, que existe pela proposi¢ao 2.2.8, ja que H,, é hamiltoniano com m > 5.

Como H,, pode ser identificado com um subtorneio de H,, pela proposi¢cao 1.3.4,
C também pode ser considerado como um ciclo ndo conado de H,, o que produz a
contradicdo cd(H,) > 2, pois como cc(H,) = m — 2 entdo:

cd(Hpy)=n—(m—-2)=n—-m+2>2,sendkom<nen>6. ]

Agora é possivel obter a caracterizacdo estrutural dos torneios H, com cd(H,) = 2.
De fato:

e para n = 3:

para cada Hj segue que cd(Hs) = 2, pois como Hs é hamiltoniano = existe um
m-ciclo ndo conado C,onde 3<m<n-2=5-—2=3, ou seja, existe um 3-ciclo ndo
conado C.

Logo: cc(Hs) = 3, ja que nao existe 1-ciclo ou 2-ciclo.

Dai: cd(Hs) =5—cc(Hs) =5-3=2.

e paran = 6:

é facil checar que existe somente dois torneios Hg com cd(Hg) = 2

i) o torneio bineutro Ag, onde cd(Ag) = 2 (pela proposi¢io 2.4.12).

ii) o torneio Hy obtido de Ag pela invergdo do arco (z,,zs) (veja o exemplo 3 da
secdo 2.3 e o exemplo 2.5.3).

No exemplo 3 da se¢do 2.3, j4 vimos que cd(Hg) = 2.

Além disso, no caso geral, temos:

Proposicao 2.5.2 Para n > 7, os torneios bineutros A, sdo o0s unicos torneios com
diferenca ciclica igual a 2.

Demonstracao:

Faremos por indugao sobre n.
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i) Para n = 7, o torneio bineutro A; é o tnico torneio com diferenca ciclica igual a 2.

De fato:

para n = 7, como Ag e H§ sdo os tnicos subtorneios de ordem 6 com diferenga ciclica
igual a 2, H; com cd(H7) = 2 pode somente ser obtido acrescentando um vértice v no
ciclo caracteristico C de Ag ou HY, pois pela proposi¢do 2.4.7 temos:

2 = cd(Ag) =6 — cc(As) =6 — 4 < cd(Hy) =T—ce(H:)=7—5=2
2=cd(Hg) =6—cc(Hg) =6—4<cd(Hy)=T—cc(H7)=T—-5=2

i-1) se consideramos Ag:

v tem que conar o ciclo caracteristico de Ag, pois temos que acrescentar v no seu ciclo
caracteristico, digamos C, dai C' = CU{v} tem que ser um ciclo caracteristico de Hz, isto
é, minimal e de comprimento minimo em H7, logo todo subtorneio hamiltoniano préprio
de C' tem que ser conado em H; e como C é um subtorneio hamiltoniano préprio de C’ e
é ndo conado em Ag, entdo v tem que conar o ciclo caracteristico C de Ag. Dai, obtemos
8 possibilidades distintas com relag@o as posigdes de v, mas é facil de checar que s6 para
H; = A7, a condi¢do cd(H7) = 2 é satisfeita, jd& que nos outros casos ou H7 contém um
subtorneio hamiltoniano com diferenga ciclica igual a 3 ou ele ndo ¢ hamiltoniano (veja
exemplo 2.5.4).

i-2) se consideramos Hy:

como v deve conar os 4 ciclos caracteristicos de Hg, v deve necessariamente conar Hg.
Entao, comegando de Hj, um torneio H; com cd(H7) = 2 ndo pode ser construido, pois
dai H7 néo seria hamiltoniano, j& que v deve conar Hy.

Portanto, para n = 7 o torneio bineutro A7 é o Unico torneio com diferenca ciclica
igual a 2.

ii) Hip6tese de inducdo: Suponha que vale para n > 7, isto é:
para n > 7, o torneio bineutro A, é o unico torneio com diferenca ciclica igual a 2.

iii) Mostremos que vale para n + 1.

Considere H, ;.

Como cd(H,y1) deve ser igual a 2 e H,y1 ndo pode conter um subtorneio H, com
cd(H,) > 2, pois sendo cd(H,.;) seria maior que 2 pela proposi¢do 2.4.7, Hy,,, pode
somente ser obtido acrescentando um vértice v a A,, pois para n, por hipétese de indugéo
temos que A, é o unico torneio com diferenca ciclica igual a 2, e como ja vimos que
2 < cd(H,) < n—3paran > 5, entdo nao existe torneio hamiltoniano H, com n > 5 tal
que cd(Hp) < 2.

Analogamente como antes, obtemos 8 casos distintos, mas a condi¢do cd(Hn41) = 2
¢ satisfeita somente quando H,,1 = A,41. o
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Exemplo 2.5.3 Torneio bineutro Ag

Te Iy

Ts To

T4 z3

O torneio bineutro Ag tem o conjunto de vértices V(Ag) = {z1,...,T6} € 0 conjunto
de arcos E(As) = {(zi,z;)/j <i—1ouj=1i+1}.

Exemplo 2.5.4 a) O torneio bineutro Ay tem cd(A7) = 2 (veja exemplo 1 da segdo 2.8).

b) Seja H; = Ag U {v}, onde v =z

Temos que C : x9,x3,%4,Ts, T2 € 0 Unico ciclo caracteristico do torneio bineutro Ag
(pela proposicdo 2.4.12).

Logo cc(Ag) =4 e cd(As) =6 —4=2.

Temos que v = z7 cona C, pois z7 — C.

Como vimos na demonstragdo da proposi¢do 2.5.2, podemos ter 2 casos distintos.

Caso 1) H; contém um subtorneio hamiltoniano com diferenca ciclica igual a 8.

De fato:

Hg : xy, 27,23, 24, 75, Tg, 1 € hamiltoniano e Hy C H;

C': z1,27,23,71 € um ciclo caracteristico de Hg, pois é minimal e de comprimento
minimo em Hg.

Portanto: cc(Hg) =3 ecd(Hs) =6—-3=3
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Te il

Is 7 =7

Ty T2

L3
Caso 2) H; ndo é hamiltoniano.

Te I

Zs 7 ="

T4 X2

Z3

Observacgao 2.5.5 Esboco das 8 possibilidades distintas que obtemos na proposicao an-
terior. Observe que em cada um dos casos, T = v tem que conar o unico ciclo
caracteristico C de Ag que é: C : 19,3, T4, L5, Ta.
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1Q) H7=A6U{’U}
v=1x7 — C

s

29) H7 = Ae U {’U}

v=zx; — C

Ty

Te

z

T4

Ze

T2

T3

I

7 =0

T4

T2

z3
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39‘) H7 = Ae U {’U}

v=x7; —C

Te

T

Is

T4

49‘) H7=A6U{'U}
7.)=1L'7—>C

Ze

Z3

T2

z

Zs

T =0

Ty

Z3

T2
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59') H7 = Ae U {’U}

C—)’U=.’L‘7

Ze "y

Ts Tr =0

Ty T2

Z3

GQ) H7 = Ae U {'U}

C—>v=u1;

Tg Iy

Ty T7 =7

Ty i)

zs3
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72) H7=A6U{’U}
C—v=2x7

Te

z

Ts

T4

82) H7=A6U{’U}
C—-)’U=.’E7

Te

z3

T2

z

7=

Ts

Ty

Zs3

T2
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Observagao 2.5.6 Pelo coroldrio 2.4.3 e proposi¢do 2.5.2 seque novamente gque o torneio
bineutro A, € o inico torneio com 2 vértices neutros para cada n > 4.

Paran > 7:

Temos que v(A,) = 2, para todo torneio bineutro A,, pela definicdo de bineutro.
Seja H, um torneio que ndo é bineutro en > 7.
Sabemos que:
cd(H,) < v(H,) (pelo coroldrio 2.4.3)
2 < cd(H,) < n— 3 (pelo teorema da classificagdo e proposicdo anterior).
Logo:
v(H,) > 2, para todo torneio H, que ndo € bineutro com n > 7.
Portanto, A, € o dnico torneio com 2 vértices neutros para cada n > 7.

2.6 Diferenca ciclica de subtorneios

Lema 2.6.1 Seja C um k-ciclo minimal de H, (k > 3), Pc = {v1,vs,...,Up} 0 conjunto
dos pdlos de C e W = {wy,wy, ...,w,} 0 conjunto dos vértices neutros de (V(C)). Entdo
a cole¢cdo de subconjuntos de Pc:

P.={ve Pe/v cona (V(C)—w)}, para cada w; € W,

€ a particio de Pc — Pg, onde Pt = {v € Pc/ v ndo cona (V(C) — w;),Vi=1,2,...,7}.
Entio |Pc|=p>r=|W|.

Além disso, se C é um ciclo caracteristico e {v} = P} (isto é, P: é um conjunto
unitdrio) entdo cd(H, — v) = cd(H,).

Demonstracao:

oW #0(
Como 2 < cd({(V(C))) £ k-3 com k > 3 e cd(V(C))) < v({V(C))) =
v((VIC))22= |[W|=r>2= W #0.

e PLAOD,Vi=1,..r

Sendo C minimal, pelo menos 1 vértice v; € Po = V(H,) — V(C) deve conar
(V(C) —w;), isto é, P4 # 0, Vi = 1,2,...,r, pois como C é minimal e (V(C) — w;)
é subtorneio hamiltoniano préprio de (V(C)), j4 que w; é vértice neutro de (V(C)),
entdo (V(C) — w;) é conado por pelo menos 1 vértice v; de Pc.

) PLNPL=0,Y4,j=1,..r tal que i # j.
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Finalmente, P% N Pé = 0,Vij =1,.,r tal que ¢ # j, pois caso contririo, se
PLNPL #0, ou seja, 3v € PLN PL, entdo v G Piev e P, logov € P tal que v cona
(V(C) —ws) e v cona (V(C) — w;). Daf v cona C. Absurdo, pois C é minimal, o que
implica que C é ndo conado em H,.

it) Py — Pg = UL, Pé
de fato:

(C)Seve Po—Pt=vePrev¢g Py =>v € Pcewvcona (V(C) — w;) para
algum i = v € P}, para algum i = v € Ul_, P

(2) Sev e Uj_, P, => v € P}, para algum i = v € P tal que v cona (V(C) — w;),
para algum i = v ¢ P3 => v € P — P;.

ei-p>r

Como Pc — P& = PLU...UPL tal que P #0,Vi=1,..,r, entdo o(Pc — P%) > r.
Por outro lado, o(Pc — Pg) < o(P¢) =

Dai: r < o(Pc — P%) <p. Logo, 7 <p

Agora, se C é um ciclo caracteristico de H, e P = {v} é unitério, entdo (V(C) — w;)
é ndo conado em H, — v, ja que v é o Unico vértice que cona (V(C) — w;) pela definicao
de PL = {v}.

Dai, cc(H,—v) < k-1, pois como c¢(H, —v) =comprimento de um ciclo caracteristico
em H, —v e (V(C) — w;) é ndo conado em H,, —v, entdo cc(H, —v) < o((V(C) — wy)) =
k—1.

Logo, cc(H, —v) < k=1 = cc(H,) — 1, ja que C é ciclo caracteristico de H, e
o(C) =k.

Portanto: cd(H, — v) = cd(H,)

de fato:

e cd(H, — v) < cd(H,), j4 que H, — v é um subtorneio hamiltoniano de H,.

o - cd(H, — v) > cd(Hp)

Como vimos acima que cc(H, — v) < cc(Hyp) — 1 = —cc(Hp, —v) > —cc(Hyp) + 1
= n—c(H,—v) >n—cc(Hy,)+1= (n—1) — cc(Hp —v) > n—cc(Hy) =
cd(Hy, —v) > cd(Hy). O

Proposicao 2.6.2 Para cada H, (n > 7) com ¢d(H,) > 3 e para k tal que 6 < k < n,
eziste um subtorneio Hy de H, com cd(H;) > 3. Em particular, eziste um subtorneio
Hg com cd(Hs) = 3.

Demonstracao:
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i) Se ¢d(H,) = 3 => como cd(H,) = n — cc(H,) = 3, temos que cc(H,) =n — 3.

Ento, seja C um (n—3)-ciclo caracteristico de H, e Poc = V(H,)—V(C) = {v1, v, v3}
o conjunto dos pélos de C, j& que o(V(H,) - V(C))=n-n+3=3.

Como cd({V(C))) < v({V(C))) e 2 < cd({(V(C))) < (n—3) -3, entdo 2 < v((V(C))).
Dai, em (V(C)) existe pelo menos 2 vértices neutros wy,w,. Logo, a particdo de
Pec — P5 C {v1, v, v3} contém pelo menos 2 conjuntos e 1 pelo menos é unitério.

De fato:

e jdque Po— Pt =U_P.talquer >2e P, #0,Vi=1,..,r, entdo Pc — P}
contém pelo menos 2 conjuntos.

e jd que Pc = {v1,vs, v3} e pelo lema anterior temos que 3=p = |Pg| > r = |W| > 2,
entdo r = 2 ou r = 3. Dai, temos as possibilidades:

parar = 2:

Pt = {v1,v2} P = {vs}
Pg = {v1,v3} PZ = {va}
Pt = {v2,v3} PZ = {u}
P = {u} PZ = {vy}
P = {un} Pg = {vs}
Pt = {v} Pg = {vs}

para r = 3: P = {v} P2 = {v,} P3 = {v3}

Entao em H,, existe um subtorneio H,_; com c¢d(H,_;) = 3.

De fato, como C é um ciclo caracteristico e {v;} = P%, pois j4 vimos que pelo
menos um dos conjuntos é unitario, entdo pelo lema anterior temos que cd(H, — {vx}) =
cd(H,) = 3. Entdo, basta tomar H,_; = H, — {v}.

ii) Se cd(H,) = h > 3 = como cd(H,) = n—cc(H,) = h, temos que cc(H,) = n—h.

Entéo, seja C um (n — h)-ciclo caracteristico de H, e v € P um pdlo de C.

Como h > 4, segue que cd(H, —v) > cd(H,) —1=h—12>3.

Dal, chamando H, — v de H,_;, temos que para k = n — 1, existe um subtorneio Hy
de H, com cd(Hy) > 3.

Por recorréncia, a afirmagio segue para cada k tal que 6
igualdade segue para k£ = 6 como temos em geral que cd(H,)

De fato:

< k < n, em particular a
< 3.

Seja H, (n > 7) tal que cd(H,) > 3. Dai:

eparak=n-1:
1° caso) Se cd(H,) = 3, entdo por i) temos que existe H,_; com cd(H,_) = 3.
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2° caso) Se cd(H,) > 3, entdo por ii) temos que existe subtorneio H,_; com

epara k=n—2:

1° caso) Se cd(H,-1) = 3, entdo por i) temos que existe subtorneio H,_, com
Cd(Hn_Q) = 3.

2° caso) Se cd(H,) > 3, entdo por ii) temos que existe subtorneio H,_» com
Cd(Hn_2) 2 3.

e para k = 6:

1° caso) Se cd(H7) = 3, entdo por i) temos que existe subtorneio Hg com cd(Hs) = 3.

2° caso) Se cd(H7) > 3, ou seja, cd(H;) = 4 ja que 2 < cd(H7) < 7— 3 = 4, entéo por
ii) temos que existe subtorneio Hg com cd(Hg) > 3. Mas 2 < ¢d(Hg) < 6 —~ 3 = 3. Logo:
Cd(He) = 3.

Portanto a proposi¢ao segue para cada k tal que 6 < k < n.

E em particular, para k = 6 temos que existe subtorneio Hg com cd(Hg) = 3, pois
como 2 < cd(Hg) < 6 —3 =3 e cd(Hg) > 3, entdo cd(Hs) = 3. O

Observacgao 2.6.3 O resultado anterior ndo vale para k=3, k=4 ek =5.

e para k = 5, ndo eriste subtorneio Hy tal que cd(Hs) > 3.

De fato, jd vimos que cd(Hs) = 2, para todo torneio hamiltoniano Hs de ordem 5.

e para k = 4, jd vimos que cd(Hy) = 1, para todo torneio hamiltoniano Hy de
ordem 4.

e para k = 3, jd vimos que cd(H3) = 0, para todo torneio hamiltoniano Hj de
ordem 3.

Observacgao 2.6.4 Em geral, ndo € verdade que:

1) em cada H, com cd(H,) = h > 3, eziste um subtorneio Hp—y com cd(Hn-1) = h—1.
Veja o ezemplo 4 na secdo 2.8 do torneio hamiltoniano Hg. Temos que cd(Hsg) = 3,
mas todos subtorneios H; de Hg tem todos as mesmas diferengas ciclicas cd(H7) = 3.

2) em cada H, com cd(H,) = h' > 4, eziste um subtorneio Hp_; com cd(Hp_1) = h'.

Por exemplo:
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i A

Te Z2

Zs z3

Ty

considere Hy = As{Ts, {z2}, {z3}, {z4}, Ty} obtido de As trocando os 2 vértices neu-
tros z1,x5 de As com 15, onde as componentes da composi¢cdo sGo dadas por:

SO =T, com V(Ty) = {z1,27}, SP = {z5}, S@ = {23}, S@W = {z,} ¢ SO =T}
com V(T3) = {z5,%6}-

Temos que cd(H7) = 4, pois como C : Zo, 3,4, T2 € ciclo caracteristico de Hy, entdo
cc(H:) = 3. Mas ndo existe subtorneio Hg tal que cd(Hgs) = cd(H7) = 4, pois como
2 < cd(Hg) <6 —3 =3, entdo cd(Hg) =2 ou 3.

2.7 Algumas propriedades dos torneios bineutros

Teorema 2.7.1 Um torneio H, (n > 5) € isomorfo ao torneio bineutro A, <= eriste
k (5 <k <n) tal que cada subtorneio Hy € isomorfo a Ay.

Demonstragao:

(=) Se H, ~ A,, para algum n > 5, entdo para cada k a condigdo vale, isto é, cada
subtorneio Hy é isomorfo a Ay.
(«) i) Para n = 5, se existe k = 5 tal que cada Hs ~ As, entdo Hs ~ A5 (6bvio).

ii) Paran=6e k=5

Suponha que existe k = 5 tal que cada subtorneio Hs ~ As.

F um torneio Hg ~ As.

e em Hi # Ag com cd(H{) = 2 (veja exemplo 3 da segdo 2.3) existe, por exemplo
(T1y ey T5, 1) * As, ji4 que ndo existe um homomorfismo bijetor
f  V{z,...,z5,21)) —> V(As), isto é, ndo existe uma funcdo bijetora
f:V{{zy,...,z5,21)) — V(45) tal que se v — w = f(v) — f(w) ou f(v) = f(w).
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Portanto para k = 5 e k = 6 néo vale.

e em Hg com cd(Hg) > 2, se V(Hg) = {z1,...,26} € C : z1,%2,23,21 é um 3-ciclo
caracteristico de Hg, os 3 subtorneios (z, ..., Z5, 1), {Z1, ..., Z4, g, Z1) € {T1, T2, T3, T5, T, L1)
nao podem ao mesmo tempo ser isomorfo a As.

Entdo, somente o Ag contém todos os subtorneios Hs isomorfo a As.

ili) Paran > 7

Agora suponha que existe k (5 < k < n)tal que Hy ~ A, para cada subtorneio H e
suponha por absurdo que H, ¥ A, paran > 7.

Entéo cd(H,) > 3 pela proposi¢do 2.5.2, o que leva a uma contradi¢do com a hipétese,
pois pela proposicdo 2.6.2, se k > 6, existe subtorneio Hy de H, com cd(Hy) > 3, isto é,
existe Hy % A, jé que cd(Ax) = 2 pela proposicdo 2.4.12, e se k = 5, existe um Hg com
cd(Hg) = 3, que contém um Hjy % As, como visto anteriormente.

Logo: H, ~ A,, paran > 7. a

Proposigao 2.7.2 Se H, (n > 5) ndo € isomorfo ao torneio bineutro A,, entdo ele
contém pelo menos n — k + 2 subtorneios hamiltonianos H, com4 <k <n-—1.

Demonstragao:
Faremos por indugdo sobre n.

i) Paran = 5, como Hj nio é isomorfo a As, ele contém 3 vértices neutros (veja [11]),
isto é, 3 subtorneios hamiltonianos de ordem k = 4.

ii) Para n = 6, como Hg % As, pelo teorema 2.7.1 podemos considerar um subtorneio
Hs % As, pois como Hg % Ag, entdo para todo k tal que 5 < k < 6, existe subtorneio
H, tal que Hy, 2 A,. Entdo em Hg, existem 3 subtorneios Hy contidos em Hj (por i) e
mais 1, incluindo o vértice v tal que Hs = Hg — v, j4 que cada vértice estd contido em
um k-ciclo (3 < k& < n)(veja [12]). Dai, existem n — k +2 = 6 — 4 + 2 = 4 subtorneios
hamiltonianos de ordem k£ = 4.

Além disso, se cd(Hg) = 3, em Hg existe pelo menos 3 vértices neutros, isto é, pelo
menos 3 subtorneios Hs. Dai, existem n-k+2=6-5+2=3 subtorneios hamiltonianos de
ordem k = 5.

Caso contrario, Hg é o H4 do exemplo 3 da segdo 2.3, ou seja, cd(Hs) = cd(Hg) = 2
e ele contém 4 subtorneios Hj.

Dal, existem 4 subtorneios hamiltonianos de ordem & = 5, isto é, existem pelo menos
n—k+2=6->542 = 3 subtorneios hamiltonianos de ordem 5.

Portanto, a propriedade vale para n = 5, 6.
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iii) Hipétese de Inducdo: Suponha que cada H,_; (n—1> 7, poisparan=5en =0
j4 vimos que vale), tal que H,_; % An-1, contém pelo menos (n—1) —k+2=n—-k+1
subtorneios hamiltonianos Hy com4<k<(n—-1)-1=n-2.

iv) Mostremos que vale para n (n > 7).

Considere H, tal que H, % A,. Entdo cd(H,) > 3, jd que 2 < cd(Hp,) < n—3e
cd(A,) = 2. Considere um subtorneio H,_; com cd(H,-1) > 3 (sabemos que existe H,_1
pela proposicdo 2.6.2 ).

Dai H,_1 # An—1, j& que c¢d(A,—1) = 2 e pela Hip6tese de Indugdo temos que H,_;
contém pelo menos n — k + 1 subtorneios hamiltonianos Hy, (com 4 < k < n —2). Entéo
H, contém n — k + 2 subtorneios hamiltonianos Hy, tal que n — k + 1 estdo contidos em
H,_, e 1 inclui o vértice v tal que H,_; = H, — v, j4 que cada vértice estd contido em
um k-ciclo.

Agora, falta mostrar que a proposi¢do também é vilida para k = n—1, pois provamos
anteriormente que vale para4 <k <n - 2.

Finalmente, considere os 3 subtorneios hamiltonianos H,_; — w;, Hp-1 — wa,
H, ; — w; de H,_;, onde w;, ws, w3 sd0 vértices neutros de H,_;, pois cd(Hp-1) > 3 e
como cd(Hy-1) < v(H,-1), entdo pelo coroldrio 2.4.3 temos que 3 < v(H,_1).

O vértice v cona no maximo 1 dos subtorneios H,_; — w; tal que i = 1,2,3, ja que
H,, é hamiltoniano, pois H,_.; = H,—v e se v cona H,_; —w,,Hp_1 —we € Hyp_1 — w3,
H, = H,_; U {v} ndo seria hamiltoniano, o que é um absurdo.

Suponha s.p.g. que v cona H,_; — w;. Dai, H, — w,, H, — w3, H,_, sdo subtorneios
hamiltonianos de H,, de ordem n—1. Entdo, existe pelo menos n—k+2 = n—(n—-1)+2 =3
subtorneios hamiltonianos de ordem k£ = n — 1.

Portanto, a proposicdo vale para cada k =4,5,...,n— 1. a

Observagao 2.7.3 Como uma consequéncia, obtemos novamente a sequinte propriedade,
provada por Las Vergnas em [11]:

Se H, # A, entdo H, contém pelo menosn — k + 2 k-ciclos para 4 <k <n-—1.



Capitulo 3

Reconstrucao de torneios normais

3.1 Torneios normais

Definicao 3.1.1 O torneio hamiltoniano H, é normal se, e somente se ele tem somente
1 ciclo minimal, a saber o caracteristico.

Observagao 3.1.2 Os pdlos do ciclo caracteristico de um torneio normal H, sdo chama-
dos pdlos de H, e eles sdo eratamente os vértices neutros de Hy,, isto é, o conjunto dos
vértices neutros de um torneio normal é também o conjunto dos pdlos associados com
seu ciclo caracteristico.

De fato, pelo coroldrio 2.4.3 temos que v(H,) = #(UPg, ), tal que C; é ciclo minimal
de H,. Mas como H, € normal, entdo v(H,) = #P¢ tal que C € o ciclo caracteristico
de H,. Dai: v(H,) = Pc.

Proposicao 3.1.3 Um torneio hamiltoniano H, € normal <= cd(H,) = v(H,).

Demonstragao:

Sai direto pela proposicdo 2.4.4 e definigio 3.1.1. O

Observacgao 3.1.4 O torneio bineutro Ay € um torneio normal <= k > 5.
De fato:

e 0 torneio bineutro A4 ndo é normal, jd que v(Ay4) = 2 mas cd(As) = 1, ou seja,
U(A4) 75 Cd(A4)

e pela proposicdo 2.4.12 temos que todo torneio bineutro A, com ordem n > 5 tem
somente o ciclo minimal 2,23, ...,Tn_1,Z2. Logo, todo bineutro A, tal que n > 5 é
normal.

47
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Exemplo 3.1.5 Alguns exemplos de torneios normais:
1) O torneio Hy (8-ciclo) é normal pois nio existe vértices neutros, isto é: v(Hj) = 0.
E como cd(Hs) = 0, jd que cc(H3) = 3, entdo cd(Hs) = v(H;). Ou entdo porque Hj

contém apenas 1 ciclo minimal, que é ele mesmo.

(]

U1 (%]

2) O bineutro Ay ndo € normal jd que ele tem 2 vértices neutros e cd(A,) = 1. Daf,
I/(A4) =2 75 Cd(A4) = 1.

a4

a; ag

De fato:

i) v(Ay) =2
Temos que a, e ag s@o os vértices neutros de Ay, pois Ay — a; e Ay — ay sdo hamil-
tontanos. Jd Ay — ay e Ay — a3 ndo sdo hamiltonianos.

Logo: v(Hy) =2

i) Fed(Ay) =1

Temos que A4 contém os 3-ciclos ndo conados:

Ci : a1, a9,a3,a,

Cg :Q4,09,03, 04

Temos ainda que C, e Cq sdo ciclos caracteristicos, pois Cy e Co sdo ciclos minimais
de comprimento minimo em As. Logo, cc(Ay) =3 e cd(Ay) =4 —cc(Ay) =4-3=1.
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3) O torneio bineutro As € o unico normal entre os 6 torneios hamiltonianos de
ordem 5.

I

Is T2

Ty x3
De fato:

i) Temos gue o unico ciclo minimal do torneio bineutro As é C : x2,z3,Z4,%2. Logo,
As é normal (veja exemplo 2.4.13).

ii) Temos que 0s outros 5 torneios hamiltonianos néo sGo normais.
Por exemplo:

(%1

Us ‘ Uy

V4 U3

4i-1) v(Hs) =5

de fato, vy, vs, V3, Vs € Vs SG0 vértices neutros de Hs, jd que Hs — v; é hamiltoniano,
para todo i.

4i-2) cd(Hs) =2

Temos que, C\ : V3, Vs, Vs, Vo, Ca : Vo, V3, Vs, V2, Cs : U2, V4, V1,2 € Cy : U3, V4, V1,03 8GO
ciclos caracteristicos de Hs, pois séo minimais e de comprimento minimo.

Portanto, cc(Hs) = 3 e cd(Hs) =5 — cc(Hs) = 2.

Logo, cd(Hs) # v(Hs) e Hs nao é normal.

Antes de apresentarmos um resultado importante, vejamos o seguinte lema:
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Lema 3.1.6 Sejam T um torneio, C um ciclo em T e L : v; — Vg — ... — U
caminho em T, com vy e vy € V(C).
Entgo: J = (C U L) € hamiltoniano.

Demonstragao:

Suponha por absurdo que J é ndo hamiltoniano, entio seu quociente simples é 75 pela
proposicao 2.1.2.

Considere um homomorfismo genérico f : J — T3. Se Ty, = T»(a,b), com a — b, e
sendo C ciclo, deve ser f(C) = a ou b.

De fato:

Seja C o seguinte ciclo: C : z, — 7o — 3 — z4 — z;. Como
f:J=(CUL) — T, tal que To = T»(a,b) com a — b = f(z;) = a ou b, para
todo .

Como z, — 3, entdo f(z1) = f(x2) ou f(z1) — f(z2), pois f é homomorfismo.
Suponha que f(z1) # f(z2), isto é, f(z1) — f(z2) = f(z1) =ae f(z2) = 0.

Como 73 — z3 = f(z2) = f(z3) ou f(z2) — flzs) = f(z2) = f(z3) = b, ja
que b 4 a.

Como z3 — 74 = f(z3) = f(z4) ou f(z3) — f(z4) = f(z3) = f(z4) = b.

Como z4 — 71 = f(z4) = f(z1) ou f(z4) — f(z1) = f(z4) = f(z1) = .

Absurdo, pois f(z;) = a. Portanto, f(z;) = f(z2). E consequentemente,
f(z1) = f(z2) = f(zs) = f(z4) = a ou b. Logo: f(C)=aoub.

Analogamente, podemos provar para um ciclo genérico C : z; — 73 — ... —
Tho1 — Ty — I3.

e Suponha que f(C) = a.

Em particular, f(vx) = a ( pois v, € V(C)). Como vs_;y — uvi, j& que
L:vy — vy — ... — vp_1 — vp, deve ser f(vp_;) = a também.

De fato, como vp_1,vp € J = (CUL) e vp_1 — v = f(vr-1) = f(wvn) ou
f(vp—1) — f(vp) = a. Como s6 temos que a — b entdo a segunda possibilidade
ndo podemos ter, isto é, ndo podemos ter a como sucessor. Dai: f(vp—1) = f(vr) = a

E repetindo indutivamente, obtemos que se f(v;) = a = f(v;-1) = a, para2 < i < h,
jd que f(v1) = f(vn) = a. Donde se conclui que f(L) = a e como f(C) = a =
f(J)y=(CUL)=a.

Portanto, se f(C) =a = f(J) = a.

¢ Analogamente, se f(C) =b= f(J) =b.

Ou seja, ndo existe epimorfismo de J em T.

Dai, J é hamiltoniano. O
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Proposigdo 3.1.7 Seja H, normal, cc(H,) = k > 3 e cd(H,) = h > 2 (e € claro
h+k=mn2>5); entdo o ciclo caracteristico H}, de H,, é o 3-ciclo Hs se k =3 ou ele é o
torneio bineutro A se k > 4.

Demonstragao:

i)sek=30uk=4
H, serd respectivamente H; ou A4 = Hy, pois sdo os Unicos dessas ordens.

U9 (%]

0 V3 (%51 (%]

ii)se k>4 (istoé,n=h+k>7,logoh=n—k)

Suponhamos por absurdo que v(H}) > 3.

Seja Pox = {z1,..sZn—k} = V(H,) — V(H;) = pblos de H; e considere
L:zy — 23 —> ... — T, um caminho hamiltoniano por P,_;, ou seja, um caminho
hamiltoniano do subtorneio formado pelos pélos associados a Hj,.

Como Hj, é minimal, logo ndo conado, entdo z; e z,_; ndo conam Hj. Dai, existem
a,a’ € V(Hy) satisfazendo a’ — z; e Z,.x — a. Logo, a e a’ sdo vértices neutros de
H;. Como por hipétese v(H}) > 3, entdo 3 a* € V(H}) — {a,a'}, com a* neutro de Hy,
ou seja, H* = H; — a* é hamiltoniano.

Ent&o, assumindo C : a' — L — q, o torneio (H* U C) = H, — a* é hamiltoniano,
pelo lema 3.1.6.

Isso permite obter um subtorneio minimal H; C H,—~a*; H, # H}, pois como H,—a”
é hamiltoniano, entdo existe um ciclo minimal pela proposi¢do 2.2.8 e como a* € V(H})
mas a* ¢ V(H), temos H, # Hj.

Absurdo, pois H, tem um unico subtorneio minimal, que é o Hj.

Portanto, H}, sé podera ter 2 vértices neutros que serdo a e a’. Entdo, a # a'.

Logo, Hj, = A, pois ji vimos que para cada ordem n > 5, o uUnico torneio hamilto-
niano H, que possui somente 2 vértices neutros é o bineutro A,. O
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Definicdo 3.1.8 Seja H, um torneio normal com o ciclo caracteristico Ay = {ai, ..., Gk},
se k >4 ou o 3-ciclo Hy = {a3,as,a3}, se k = 3. Dizemos que:

1) z € H, — A (ou z € H, — H3) é um p6lo do tipo i e classe 1 ou pélo do
tipo x;, 1 <1< k-1, se e somente se

z—ra;1<j<1i ,0u seja:

(@it1, Qig2y ooy Q) — 2 — (G1,Q2,..,0;); 1=1,2,..,k—1

2)z € H,— A (ou z € H, — H3) é um pélo do tipo i e classe 2 ou pdlo do
tipo yi, 1 <1< k-1, se e somente se

z—a;<=1<j<i—1ou j=1+1 ,ou seja:

(ai,ai+2,ai+3, ...,ak) —_— 2 — (al,az, ...,ai_l,aiﬂ); t=1,2,..,k—-1.

Em detalhe, temos:

z é pblo do tipo z;: 2z é pdlo do tipo z4: z é pdlo do tipo z;: z € polo do tipo zx_y:
’x1—>a1 'x2—>a1 (13,'—)(11 'xk_1—>a1

ay —> I Ty — A9 ces

a3 —>r I as —» To T; —> Q1
4 ... 4 Q4 — X9 e T — 0y R S

Qit1 — Z4 Tp—1 — Q-2

Tr-1 — Qk—1

kClk——>.’)$1 ‘ak—>:c2 \ak—-mri \ak—>xk_1

z é pélo do tipo y;: z é pdblo do tipo ys: z é pélo do tipo y;: z € pdlo do tipo yx—1:

(a1 — (Y2 — (¥ — o ( Yk-1 —> Q1
Yy — Qg Qg — Y2 Yp—1 —> Q2
a — Y1 Y2 — a3 Yi —> Qi1
ay — Y1 a4 —> Yo a; — Yi

{ - { as — 1y e 4 Y = Qg S

Qit2 — Yi

Qir3 —> Yi Ye—1 — Qg2
Qp—-1 — Yk-1
&% — U1 \ Ak — Y2 L G — Y; \ Yk—-1 — Qg

Observagao 3.1.9 Desta forma, existem 2k —2 tipos diferentes de pdlos, e precisamente
2 classes, ambas de k — 1 tipos diferentes.
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Exemplo 3.1.10 Considere o sequinte torneio de ordem 7:

U7 = as n

Vg = Qg U2

Vs V3 = Q)
U4

Temos que:

e cc(H7) = 3, pois C : vz, vs,v7,v3 € ciclo caracteristico de H; (e é seu unico ciclo
minimal) e C é um 3-ciclo.

L Cd(H7) =7—CC(H7) =7-3=4

o v(H7) = 4, onde vy, v2,vs € vs $G0 Seus vértices neutros.

Como cd(H7) = v(H7) = 4, entdo H; é normal. Ou entdo porque C é seu unico ciclo
minimal.

Sendo H; normal, temos que Pc = V(H;) = V(C) = {v1,vq, vs,v5} =pdlos de H; €
também o conjunto dos vértices neutros de Hr.

Vamos verificar quais sGo os tipos desses polos.

Temos que H; é um torneio normal com o ciclo caracteristico C = Hy = {vs, vg, v7}.
Renomeando os vértices de C, temos:

V3 =01, Vg = Q2 € V7 = Q3.

Como k = 3, entdo os pdlos de H; podem ser dos tipos zi, T3, Y1 OU Y2, OU
equivalentemente do tipo 1 e classel, tipo 2 e classe 1, tipo 1 e classe 2, ou tipo 2 e
classe 2.

Sabemos que z € H; — C é um pdlo do tipo z;, 1 <i < k—1=2, isto €, do tipo z;
ou T3, se e somente se: v —> a; <= 1< j <i. Oudotipoy;, 1<i<k—1=2, isto
é, do tipo y, ou s, Se e somente se: v — aj <> 1< j<i—1ouj=1i+1. Dai:

i) vy € Hy — C € um pdlo do tipo x2, pois:

V] — Q1
V1 — Qg
as —r U
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it) vo € H; — C € um pdlo do tipo ys, pois:

Vo — Q)
a9 — U2
Vg — a3

iii) vy € Hy — C é um pdlo do tipo y;, pois:

a; — U4
Vg — Q2
asz — U4

) vs € Hy — C € um pdlo do tipo ., pois:

Vs — Q1
as — Us
as — Us

Proposigao 3.1.11 (Caracterizagdo Estrutural dos torneios normais)

Um torneio hamiltoniano H,, n > 5, é normal se, e somente se as sequintes condi¢des
sdo verdadeiras:

a) seu ciclo caracteristico (que é inico) coincide com o torneio bineutro Ax(k > 4)
ou com o 3-ciclo Hy = As;

b) os pdlos associados a Ay sGo dos k—1 tipos de classe 1 (11, T2, ...,Tk—1) € dos k—1
tipos de classe 2 (y1,y2, ..., Yk—1), considerados na defini¢cdo 3.1.8;

¢) o subtorneio P,_y = V(H,)—V(Ax) dos pélos associados a Ay, € ndo hamiltoniano,

d) Py tem uma composicdo transitiva Po_ = Ty, (T, TW, .. T®), cujas compo-
nentes verificam as seguintes condigdes:

T© £ (@ contém somente pélos do tipo z,;

T pode conter pélos dos tipos Ty, T2; Y1,

T® pode conter pdlos dos tipos z1, T, T3; Yo,

T*=2) pode conter pdlos dos tipos Ty_3, Tk—-2, Th-1; Yk—2;

T*-1) pode conter pdlos dos tipos Ti—o, Tk—1; Ye-1;

T, £ () contém somente pdlos do tipo Tr_1,

e cada componente diferente de T e T pode ser vazia ou ndo.

Observacao 3.1.12 Para k = 3, o subtorneio minimal Hs pode ser considerado, neste
caso, como um torneio bineutro de ordem 3, pois 0s vértices a; e as de Az tem as mesmas
propriedades dos vértices neutros a, e ay do subtorneio caracteristico Ax. De fato, a; €
o sucessor de todos os pdlos de T®) e ag é o predecessor de todos os pdlos de T®. Entédo
podemos considerar Hs como um torneio bineutro As.
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Observagao 3.1.13 A proposigdo 3.1.11 néo define univocamente as componentes T
do subtorneio P, dos pdlos. Por exemplo, seja Hy o torneio normal com cc(H;) = 4
e com 0s 8 pélos u,v,w dos tipos T,,z2 e T3, respectivamente. Entdo {u} e {w} sdo as
componentes T e T®) respectivamente, enquanto {v} pode ser considerado indiferente-
mente como as componentes TV, T®?) oy TG,

Agora, veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [7].
Considerando os torneios normais tais que as componentes P() e PU) de suas con-
densacGes sao unitdrias, temos o seguinte:

Proposigdo 3.1.14 Seja H, um torneio normal de ordem n e seja T;;,(PM), PP, ..., PU))
a condensagdo dos pdlos de seu ciclo caracteristico Ag.

Se tiramos um vértice x de H,, tal que z € PA UPB® U...u PU-D, sempre obtemos
um torneio normal.

Corolario 3.1.15 Sob as condi¢des da proposi¢cdo anterior, se, do torneio normal Hp,
tiramos todos os pélos contidos em P U P® U...U PU-1, obtemos um torneio normal
que € isomorfo a Agie, onde k = cc(H,).

Voltando aos torneios normais em geral, temos:

Teorema 3.1.16 Um subtorneio de um torneio normal H, que contém o ciclo
caracteristico de H, e cujos pélos sio respectivamente pelo menos um vértice de P,
pelo menos um vértice de PY e alguns vértices de P U PB® U ...u PU=Y, ¢ normal.

De agora em diante, consideraremos apenas composi¢oes dos subtorneios P,_j tais
que T© e T®) s30 maximais, isto é, T(® (T™*)) contém todos os pélos do tipo z;(zk-1)
que pode conter de acordo com a proposi¢ao 3.1.11 .

A menos que especificado de outra forma, z; (y;) denotard um pdélo do tipo z; (y;) em
H,.

Definigdo 3.1.17 Se v é um vértice do torneio T,,, entdo o subtorneio I, —v € dito uma
carta de T,.

Definicao 3.1.18 Um hipomorfismo entre dois torneios T, e S, € uma bijecao
f: V(T,) — V(S,) tal que a carta T, — v € isomorfa & carta S, — f(v) sempre que
v € V(T,) (isto é, T, e S, tem as mesmas cartas).

T, e S, sdo ditos hipomorfos um ao outro se ezxiste um hipomorfismo entre eles.

Definicdo 3.1.19 Chamamos de propriedade hipomérfica toda propriedade de um
torneio que € preservada por hipomorfismos.
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Definicao 3.1.20 Um torneio T, é reconstrutivel se, e somente se, T,, € isomorfo a
Sn sempre que T, e S,, sdo hipomorfos (isto é, o torneio T,, é determinado pelo conjunto
de suas cartas).

Exemplo 3.1.21 T,, e H3 sdo hipomorfos

v (51
vy vy U3 v2
T, Hj
Seja f : V(H;) — V(T,,) uma bijecdo.
v — U]
Vg —> Ué
vz —> Ug

Temos que a carta Hy — v ~T,, — f(v), YV v € H;.
De fato:

Z) H3 — V] = Tr3 - f(’U]_)

Seja g1 : V(Hs —v1) — V(Try — f(w1)), isto €, g1(v2) = vh e g1(v3) = v4.
Vo —> Ué
Vs — g

Temos que g1 € isomorfismo, isto é, homomorfismo bijetor, pois:

® g; € bijecdo (€ dbuio)

® g1 € homomorfismo, pois: se vy — v3 = g1(v2) = vh — g1(vs) = V5.

ZZ) H3 — UV = Tr3 - f('Uz)

Seja gz : V(Hz — v2) — V(To, — f(2)), isto €, ga(v1) = v3 e ga(vs) = v1.
v —> U
vz — V)

Temos que g2 € isomorfismo, isto é, homomorfismo bijetor, pois:

® go € bijecio (é Sbvio)

® go € homomorfismo, pois: se v — v; => go(v3) = V] — go(v1) = V5.

’LZZ) H3 — V3 Tr3 - f(’l)3)

Seja g3 : V(Hs — v3) — V(Try — f(v3)), isto € gs(v1) = v1 e ga(v2) = v5.
vy — V]
Vg —> Vb

Temos que gs € isomorfismo, isto €, homomorfismo bijetor, pois:
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e g3 € bijecdo (€ dbvio)
® g3 € homomorfismo, pois: se v; — vy => g3(v1) = v} — g3(ve) = V).

Observagao 3.1.22 A ezisténcia de um ciclo hamiltoniano em um torneio T, é uma
propriedade hipomdrfica <= n > 4, ou seja:

se existe um ciclo hamiltoniano em T,, e T,, € hipomorfo a S,, entdo existe um ciclo
hamiltoniano em S, <= n > 4.

De fato:

(<) Sejan >4

1° caso) T, é hamiltoniano

Suponha que T}, é hipomorfo a S, e T, é hamiltoniano, entdo S, é hamiltoniano (pela
defini¢do de hipomorfismo). Dai, existe um ciclo hamiltoniano, j4 que 2 < v(H,) < n,
para todo torneio hamiltoniano de ordem n > 4.

2° caso) T, ndo é hamiltoniano, logo 7, tem no méximo 1 carta hamiltoniana.

Suponha que T, é hipomorfo a S,, e que existe um ciclo hamiltoniano em T, entao
existe um ciclo hamiltoniano em S,.

(=) (Faremos pela negacéo)

Suponha que n = 3 (ou seja n < 4).

Temos que T, e H3 sdo hipomorfos pelo exemplo anterior, existe um ciclo hamiltoni-
ano em Hjz(que é ele mesmo), mas ndo existe um ciclo hamiltoniano em T7,.

Portanto, se existe um ciclo hamiltoniano em T, e T,, é hipomorfo a S,, implica que
existe um ciclo hamiltoniano em S,, entao: n > 4.

Observacao 3.1.23 Segue imediatamente das defini¢des de vértices neutros e hipomor-
fismo que o niumero de vértices neutros v(H,) de um torneio hamiltoniano, é um invari-
ante hipomdrfico, jd que ele € o numero das cartas hamiltonianas de H,. Isto €, se T, é
hipomorfo a S, tal que T,, e S, sdo hamiltonianos, entio v(T,) = v(Sy).

De fato:

Suponha que T, é hipomorfo a S,, entdo existe bijecio f : V(T,,) — V(S,) tal que
a carta T,, — v é isomorfa & carta S, — f(v), V v € V(T,). Temos pelas defini¢des de
vértices neutros e hipomorfismo que:

v é um vértice neutro de T,, <= a carta T, — v é hamiltoniana <=> a carta S, — f(v)
é hamiltoniana <= f(v) é um vértice neutro de S,.

Logo: v(T,) = v(Sn)
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Relembremos que os digrafos ndo sao todos reconstrutiveis e a mesma coisa acontece
para os torneios(veja [13]).

Entretanto, algumas classes de torneios reconstrutiveis tem sido encontradas.

Em particular todo torneio ndo-hamiltoniano é reconstrutivel(veja [9]) e todos os
torneios de ordem 7 sdo reconstrutiveis também.

Além disso, observamos que todo torneio bineutro Ag, k > 4, pode ser reconstruido
pelas suas cartas ja que Ay é o tnico torneio de ordem & que tem exatamente duas cartas
hamiltonianas.

3.2 A normalidade de torneios hipomorfos

Seja H, um torneio normal com cc(H,) =k >3ecd(H,) =h>2(n=k+h >5).

Vamos denotar por H,(fll = H, — z;, © = 1,...,h, as cartas hamiltonianas de H,
com relagdo aos vértices neutros (ou pélos) 21, ..., 2z, de H,, pois sendo H, normal entdo
cd(H,) = v(H,).

Usaremos as notagdes e as condiges estabelecidas na segao anterior sobre a estrutura
de H,.

Mais adiante, vamos precisar do seguinte resultado que pode ser encontrado em [6].

Proposigao 3.2.1 Um torneio normal H, nao tem mais que duas cartas hamiltonianas
nao-normais.

Além disso, se k > 4, entdo h — 2 é um limite superior para o nimero de cartas
hamiltonianas ndo-normais.

Finalmente, de k > 4, min{|T©®|,|T*|} = 1 e cd(Hn_1) = h — 1 para cada carta
hamiltoniana H,_, de H, segue que pelo menos uma das condigées a)e b) valem:

a) TOUT® contém um pélo do tipo z;.

b) T*=1) U T*=2) contém um pélo do tipo Tp_;.

Proposigao 3.2.2 Seja H, um torneio normal com cc(H,) =k >3 ecd(H,) =h 2> 5
(ou seja, n = k + h > 8) e suponha que toda carta hamiltoniana H,_; de H, tem
cd(H,-1) = h — 1. Entdo todo torneio hamiltoniano H] que é hipomorfo a H, tem que
ser normal.

Demonstragao:

H, tem que ser um torneio hamiltoniano, pois sendo H,, hamiltoniano e H, hipomorfo
a H,, entdo pela observagdo 3.1.23, temos que v(H,) = v(H},). Logo, H] é hamiltoniano.
F H] é normal

Suponha agora que H,, n&o é normal, logo cd(H})) # v(H]) e consequentemente
cc(H}) = k+1, cd(H]) = h—1, v(H!) = h. De fato, como H, é normal, entdo
v(H,) = cd(H,) = h. Assim, v(H]) =v(H,) = h.
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Dai, como cd(H}) # v(H}) = h e cd(H}) < v(H},), entdo cd(H}) < v(H}) = h. Mas
como H,_; C H e cd(H,_;) = h — 1 por hipétese, entdo h — 1 = cd(H,-1) < cd(H}).
Logo, h — 1 < ¢d(H},) < h. Portanto: cd(H}) = h—1.

Finalmente, como cd(H)) = n — ce(H}) => cc(H}) =n—cd(H}) =n—-(h-1) =
n—h+1= n = cc(H])+h—-1 Além disso, sabemos que n = k + h, ji que
n = cd(H,) + cc(H,).

Logo: cc(H])+ h — 1=k + h. Portanto: cc(H)) =k + 1.

Seja H,_; = H] — v uma carta normal de H, tendo ciclo caracteristico
A = (ay, ..., at), j& que cc(Hy-1) = k (pelo mesmo raciocinio acima) e pélos zy, ..., 2h—1,
pois toda carta hamiltoniana H,_; de H, tem cd(H,—;) = h — 1 por hipbtese e como
H,_, é normal, entdo v(H,_;) = cd(H,-1) = h — 1. Dal, sendo H,_; normal, os pdlos
de H,_; sdo seus vértices neutros, ou seja, H,_; tem h — 1 pélos.

Como cc(H}) = k + 1, temos que Ay, é conado por v, digamos v — Ak, em H,,, pois
como Ay é ciclo caracteristico de H,—; = H,, —v, entdo ele é ndo conado em H,_; = H,—v
e sendo cc(H,) =k + 1, temos que ele tem que ser conado em H,, por v.

Mas um vértice neutro, digamos z;, precede v, ja que H, é hamiltoniano.

Agora, podemos considerar as duas situacdes possiveis na figura seguinte:

Zit1 22

4

Zh-1 Zh_1

Casol Caso2

Caso 1: Todo pélo z;, 1 <4 < h —~1, de H,_; é um vértice neutro de H;, entdo z
nio é o tnico vértice neutro de H,_; que precede v (veja figura acima). Assim podemos
supor que os polos zy, ..., 2,1 S80 tais que

z—v e J<i=2z; —Uv
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e Suponha que z3 — v (logo 23 — v e zo — v também).

21
22
z3

Zit1

Zh—-1

Entdo H] —z; i = 1,2, 3, sdo cartas hamiltonianas de H,, com c.d. h—1 (por hipétese),
mas eles ndo sdo normais.

De fato:

Temos que {v} U {z;/j # i} é um conjunto de vértices neutros de H] — z;, cujo
complemento A; é conado por v e entdo A; nado pode ser um ciclo caracteristico de
H; — 2,V 1i=1,2,3. Logo, o conjunto de vértices neutros de H}, — z; ndo coincide com
seus pélos, pois coincidindo, A teria que ser minimal, ou ciclo caracteristico, sendo H,
normal.

Dali, H] — z; ndo é normal, Vi =1,2,3.

e Suponha agora que v — z3

Temos que H}_ | = H] — z; é uma carta hamiltoniana (j4 que z; é vértice neutro de
H/,Vi=1,..,h—1) e H)_, tem pelo menos h — 1 vértices neutros (pois por hipétese,
cd(H}_,) =h—1ecomo cd(H!_ ;) < v(H}_,), entdo v(H:_,) > h —1). Entdo existe
um vértice a; € A; que é neutro em H._;, j4 que 2o ndo é neutro, pois como v — Ai €
v —>z;;j=3,..,h—1entdo H_, {2} = AxU{z;;j = 3,..., h—1} ndo é hamiltoniano
(veja figura).
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O complemento {2;} U Ax — {a;} do conjunto de vértices neutros {2;; 7 = 1,2} U {a;}
em H._, = H! — z; gera um subtorneio G* no qual nio pode ser um ciclo caracteristico
em H}_,. Dai, o conjunto de vértices neutros de H}_, nio coincide com seus pélos. Logo,
H!_, ndo é normal.

De fato:

e A menos que a; € {a1,ar}, Ar — a; ndo pode conter um caminho de a;_; a aj4,
pois:

Ap—a;:a) — a — ... — Qjm] — Qj4] —> ... — Qg —> Ak

Entretanto, se tal caminho a;_;...a,2a;...a;4, estivesse contido em G*, ou seja, se G*
fosse hamiltoniano, entdo r < i— 1 e s > 7+ 1 valeria, pois como A; é bineutro e existe
o caminho a;-;1 — ... — ar — 29 — @z — ... —> a;;1 em G*, entdo:

hr<i—-lour=(@GE-1)+1=i=r<i—1

i)i+1<s—-loui+l=s+1=i+1<s—-1=s>1+2>i+1.

Dai resulta que s — r > 2, ja que:

t—1>res>i+l=>s+i-12>2r+i+l=s—-r>i+1l—it+1=s~—12>2.

Mas, pela caracterizagdo estrutural de torneios normais, sendo z, pélo de H,_; que é
normal, 2, pode ser dos tipos i, ..., Tx—1, OU Y1, .ce, Yk—1-

Dai,ay — 20 —a; = ous~r=1o0us—r <0. Absurdo, jd que s —r > 2.

Entdo G' n3o é hamiltoniano.

Logo, G! nédo pode ser um ciclo minimal, ou ent&o, ciclo caracteristico em H}_;.

e Quando a; = a1 (a; = ax) e 2z é um poélo do tipo z1, isto é: 20 — a1, a2 — 2,
ey A —> 29 (.’L‘k_l,iStO é: 2o —> A1, ..., Zg —> Qp—1, A — 22) em H,ll__l = H,Il - 21,
é claro que G' — 23 = Ay — {a1} (Ar — {ax}) é conado por z; e G' ndo é hamiltoniano
(pois como 2z, cona G! — zy, ou todos os vértices de G! precedem 22 no caso em que z; é
pélo do tipo z;, ou todos os vértices de G! sucedem 2, no caso em que 2, é pélo do tipo

:L'k—-l)-

e Quando a; = a; (a; = ax) e 23 ndo é do tipo z; (zx-1) em H}_,, entdo um pdlo u,
u # ay (u# ax), do tipo z; (zx_;) existe em H!_, = H' — 2, (pois T® # 0 e T®) 0
pela proposi¢do 3.1.11) tal que 2o —> u, pois dai 2, pode ser pélo do tipo Za,...,Tx-1
ou Y1,...,Yk—1 (U —> 29, pois dai zp pode ser pélo do tipo Zi,...,Lk-2 OU Y1,...,Yk—1) €
aj — u,2<j<k(u—a;,1<j<k—1)entdo G' = {2} U Ax — a; é conado em
H ..

Logo, G} néo é ciclo caracteristico em H}_;.

Conclusao: em qualquer um dos casos G! ndo é um ciclo caracteristico, dai os vértices
neutros de H}_, ndo coincidem com seus pélos e entdo H._, nio é normal.
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Similarmente, pode ser provado que H2_, = H], — z, é uma carta hamiltoniana nao-
normal.

Se consideramos ainda a carta H2_; = H] — z3 e o conjunto de vértices neutros
{v} U {z;/j # 3}, entdo o complemento A deste dltimo conjunto é conado por v em
H?_, e ndo pode ser um ciclo caracteristico (j4 que ciclo caracteristico tem que ser
conado). Dai o conjunto de vértices neutros de H3_; nio coincide com seus pélos, logo
H3_, ndo pode ser normal.

Entdo, H3_; é uma carta hamiltoniana ndo-normal também.

Dai, sempre que o caso 1 ocorre, H, tem pelo menos 3 cartas hamiltonianas nao-
normais, o que contradiz a proposig¢ao 3.2.1.

Logo, H,, é normal.

Caso 2: Algum dos pélos 2y, ..., 2,—1 néo é neutro em H,, ja que 2; — v e v — z;,
2 < i< h-1 (veja figura).

Considere H:_; = H! — z;, 2 < i < h — 1. Temos que para todo i, H:_; tem pelo
menos h — 1 vértices neutros. Dai, é facil de verificar que para todo i, existe um vértice
ap; € Ay, tal que {v,a,,} U{z;/j € {1,7}} é o conjunto dos vértices neutros de H}_,; (j&
que {v}U{z;/j & {1,i}} tem apenas h— 2 elementos), cujo complemento em H}_; ndo é
um ciclo caracteristico. Logo, o conjunto dos vértices neutros de H_, néo coincide com
seus pélos. Portanto, H:_; ndo é normal.

Entdo, todo Hi_;; 2 <7 < h—1 é uma carta hamiltoniana nio-normal de H),. Logo,
sendo h > 5, H), tem pelo menos 3 cartas hamiltonianas ndo-normais. Dai, é claro, de
novo contradiz a proposicao 3.2.1. )

Observagao 3.2.3 Precisamos da hipétese h > 5 somente no caso 2 na prova da proposi¢do
antertor. A condi¢cdo h > 4 é suficiente no caso 1.

De fato:

eh>5

Todo H:_; = H), — 2;; 2 <4 < h—1 é uma carta hamiltoniana ndo-normal de H},.

Como queremos uma contradi¢do para a proposi¢io 3.2.1, entao devemos ter h > 5,
pois dai temos pelo menos 3 cartas hamiltonianas ndo-normais de HJ,, no caso em que
h = 5, que sdo:

Hg—l = H,Il - 22
Hg—-l = H;, — 23
H;ll—l = H7lz — 24
eh>4

Temos que H: |, = H! — z; i = 1,2,3 é uma carta hamiltoniana ndo-normal de H},
(tanto quando z3 — v como quando v —» z3).
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Como queremos uma contradi¢do para a proposicdo 3.2.1, entdo devemos ter h > 4,
pois dai temos os p6los 21,2, € 23 = z;_1 onde temos pelo menos 3 cartas hamiltonianas
nao-normais de H, no caso em que h = 4, que sio:

1 — (]
H, ,=H -2z
2 _ !
Hﬂ-‘l —_— Hn - 22
3 — 1

Proposicao 3.2.4 A condi¢do de normalidade é uma propriedade hipomdrfica para torneios
de ordem n > 5.

Demonstracao:

Seja H, um torneio normal, cc(H,) =k >3 ecd(H,) =h > 2 (istoé, n =k+h > 5).

Considere um torneio hamiltoniano H; que é hipomorfo a H, e suponha que
V(H,) = V(H]) e a aplicagdo identidade seja um hipomorfismo. Podemos considerar a
identidade pois V(H,) = V(H)).

F H}, também é normal.

i) Se H, tem uma carta hamiltoniana com diferenga ciclica h, entdo H tem que ser
normal pelas proposigbes 2.4.7 e 2.4.3 e observagao 3.1.23.

De fato:

Como H, é normal e cd(H,) = h, entdo v(H,) = h, pois sendo H, normal,
cd(Hy) = v(H,).

Como H, é hipomorfo a H], e o nimero de vértices neutros de um torneio hamiltoniano
é um invariante hipomérfico (pela observagio 3.1.23), entdo v(H,) = v(H,,) = h.

Se H, tem uma carta hamiltoniana H,_, com cd(H,_;) = h, como H,_; C H}, (j&
que V(H,) = V(H.)), entdo cd(Hn-1) = h < cd(H},) (pela proposicdo 2.4.7) e como
cd(H!) < v(H!) = h (pela proposi¢do 2.4.3) => h < cd(H},) < h = cd(H})) = h.

Dai, cd(H,) = v(H]) = h.

Entédo, H,, é normal.

ii) Entdo, suponha que toda carta hamiltoniana de H, tem diferenga ciclica h — 1.
Consideremos os casos:

12caso) k>3eh>5
Segue trivialmente pela proposi¢ao 3.2.2.

22 caso) h=4ek >4

Pela observacao anterior, temos que para h = 4 e k£ > 4 a demonstragao segue
trivialmente para o caso 1 da proposi¢io 3.2.2. Entdo consideremos apenas o caso 2 da
proposicao 3.2.2.
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Usando as notagdes da proposigio 3.1.11 deduzimos da anélise das cartas hamiltoni-
anas que T = {z,} (isto ¢, T(® é unitério) <= H, tem outro pélo do tipo z;, digamos
Z1, no qual precede um pélo de um tipo diferente. Argumentos similares podem ser dados
para T®).

Concluimos que ou hy = hry = 2, ou o subtorneio dos pélos de H, é dado por
Py = T, (-1, T1, Tg-1, T1)-

e Quando hy = hy = 2, toda carta hamiltoniana de H, é normal.

De fato:

Quando hy = hy = 2, isto é |T@| = |T®| = 2, entdo T® = {z,,7:} e
T®) = {x;_,,Zx_1}. Como H, tem somente h = 4 pélos, entdio T® =@, V1 <i<k—1.

Neste caso, temos que toda carta de H,, é normal, isto é, H, —z1, H, — T, Hp — zx—1
e H, — Z;_, sao cartas hamiltonianas de H,,.

Por exemplo:

e H, — z; é normal

de fato, A continua sendo ciclo caracteristico de H, — z;, dai cc(H, — z1) = k e
cd(H, —z1) =3,jAquen =k +4, poisdai n — 1 = cc(H, — z1) + cd(H, — 7;) <
n—l=k+cdH,—1)e=>n=k+cdH,—-11)+1 <= cdH,—71) +1 =4 <
cd(H, — z1) = 3.

E como H, — z; tem 3 vértices neutros, que sdo, Zi, Zk-1 € Zk-1, entao
v(H, — z,) = cd(H, — z1).

Portanto, H, — z, é normal.

Da mesma forma, se prova que H, — T4_1, H, — Tx_, ¢ H, — Z; sdo normais.

Dali, como H,, é hipomorfo a H,, entdo existe uma bijecdo f : V(H,) — V(H,)
tal que a carta H, — v é isomorfa & carta H,, — f(v), V v € V(H,), entdo toda carta
hamiltoniana de H,, também é normal.

Agora, se assumimos que H, ndo é normal, podemos considerar uma carta normal,
digamos H,_; = H, — v, com ciclo caracteristico A; (pela proposicdo 3.1.7) e pdlos 2y,
Z3, 23, pois toda carta hamiltoniana de H, tem diferenga ciclica h — 1 =4 -1 = 3,
logo, cd(H,_;) = 3 e como H,_; é normal, entdo cd(H,_,) = v(H,-1) =p6los de H,_; =
{Pa,| = 3. E, assumindo v — A e 21 — v —> {29,23} em H), podemos obter
uma carta hamiltoniana ndo-normal de H, deletando 2, como na proposi¢do 3.2.2, isto é,
considerando H2_, = H}, — 2z, existe um vértice a,, € Ay tal que {v, a,, }U{z;/j & {1,2}}
é o conjunto dos vértices neutros de H2_,, cujo complemento em H>_, ndo é um ciclo
caracteristico. Logo, H2_, = H], — z; é uma carta hamiltoniana nio normal.

3

Absurdo, pois jad vimos que neste caso, toda carta hamiltoniana de H,, é normal.
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e No outro caso, note que k£ < 4, jd que £; — Zx-1, € como k > 4 também, entdo
k =4, n =8 e os pblos de Hg formam o caminho z3 — Z; — I3 — ;.

22
2
Z3

Ay

Escolha uma carta normal H; = H} — v; v € {Z1,Z3}, cujo ciclo caracteristico é A4.
Entdo: h —1 = cd(H7) + cc(H7) < 7 = cd(H7) + 4 <= cd(H;) = 3. Como H; é
normal, v(H7) = ed(H7) = 3. Logo, H7 tem 3 vértices neutros (ou pélos).

Supondo H{ ndo normal e que v — A4 (ou seja, A4 ndo é um ciclo caracteristico de
Hy}), entdo somente 1 dos vértices neutros z3, z,z; em H; precederia v.

De fato:

Estamos considerando o caso 2 da proposigao 3.2.2, entdo sabemos pela figura anterior
que somente 1 vértice neutro, z;, precede v. Logo, z; é um dos vértices neutros zs, z, I,
de H7.

Temos que 3, z,T; sdo os vértices neutros de H7, pois como H; é normal, entdo
vértices neutros de H, = pélos de H,. Dai, H; tem 3 pélos e como TO(H;) # 0 e
TW(H,) # 0, entdo existe pelo menos 1 pélo do tipo z; e pelo menos 1 pélo do tipo z3.
Logo, falta um outro pdlo z, que ou é T; ou é Z3, pois sdo os outros pélos de Hg.

Os vértices neutros de Hy seriam:

1) v, z, 21, quando 3 precede v.

z
z3
z (%1 ou Z3)

Ay
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29) v, x3, Z1, a3, a4, quando z = F; precede v.

T
v
z = 11_71
I3
Ay
39) v, z3, 1, quando z = Z3 precede v.
z
v
z = .'1—73
Z3
Ay
49) v, x3, z, a1, a4, quando z; precede v.
T3
v
V5]
z (%1 ou T3)
Ay

Em qualquer caso terfamos v(Hj) # 4, o que é uma contradi¢do, pois como H} é
hipomorfo a Hg, entdo v(H{) = v(Hg) = h = 4.
Portanto, Hy é normal.

3¢caso) h=4ek=3

Neste caso, temos que n = k+ h = 7. Entdo H; é um torneio normal com
cc(H7) = k = 3 e cd(H7) = h = 4, onde H; é hipomorfo a H}.

Seja H¢ = H; — v uma carta normal em H;.

Temos que cd(Hs) = v(Hg) = h — 1 = 3 (pois por hipétese, toda carta hamiltoniana
de H, tem diferenga ciclica h — 1) e é claro que Hg tem o mesmo ciclo caracteristico As
(ou Hj) que Hy, pois tirando v de H7, As continua sendo nao-conado em Hg = H; — v,
e como sua ordem é 3, entdo Aj; continua sendo minimal e de comprimento minimo
em Hg = H; — v. E o subtorneio dos vértices neutros de Hg (ou pdlos, j4 que Hg é
normal) P,_x = P; = {z1,2,Zx-1 = T2} tem um transmissor z; e um receptor z;, que
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sdo pélos do tipo zo = Tx_; € z; respectivamente em Hy, j& que T # 0, T® £ @ e
T(3) — T(2) — T(l) -— T(O)

Agora, suponha que Hj ndo é normal e somente 1 dos pélos z2,z,x; precede v em

7, pois estamos considerando somente o caso 2 da proposi¢do 3.2.2. Entdo temos os

seguintes casos:

i) 23 — v em H} (os tnicos vértices neutros de H} sio v, 2,z;)

ii) 2y — v em Hj (v,2, 2,01, a3 sdo vértices neutros de H})

ili) z — v e z é do tipo x> em Hp (os tnicos vértices neutros de Hj séo v, 1, Z2)

iv) z — v e z é do tipo y; em Hg (v, z3, T2, as, ag sdo vértices neutros de Hy)

v) z precede v em H} e ele é um pélo do tipo z;, enquanto é um pélo do tipo y.
em Hg

Nos casos i), ii), iii) e iv) chegamos que v(H}) # 4, o que é um absurdo, pois sendo
H7 hipomorfo a H}, temos que v(H}) = v(H;) = 4.

J4 no caso v), temos que Hj tem 4 vértices neutros, mas é ficil ver que H; tem uma
‘carta normal, que é o subtorneio H; — a3, com c.c. 4, no qual é claro que néo pode ser
uma carta de H;. Isto contradiz a hipétese que H; e H; sdo hipomorfos.

Portanto, H; é normal.

42caso) h=3ek>4(n=k+h2>7)

Neste caso, ndo pode ocorrer que toda carta hamiltoniana tem c.d. A — 1.

De fato:

como H, é normal, entdo cd(H,) = v(H,) = h = 3 =pdlos de Hy, logo H, tem
exatamente 1 pélo do tipo z; ou tem exatamente 1 pélo do tipo zx_; (pois T©® # @,
T® £ ¢, TO contém somente pélos do tipo z; e T¥) contém somente pélos do tipo
:Ek—l)-

Em qualquer caso, H, tem uma carta hamiltoniana com c.d. h = 3.

De fato:

e Se H, tem exatamente 1 pélo z do tipo z;, isto é,

2 —> a
Qo —r 2

a —> 2
entdo H, tem um carta hamiltoniana H, — z tal que Ax —a; é ndo conado em H, —z
(mas Ay —a, é conado por z em H,, j4 que z é pSlo do tipo z1). Logo, cc(Hp—2) = k—1.
Dai, cd(H, —2) = (n—1)—(k-1) = n=cd(H, - 2)+k = cd(H,~2) =h =3, ja
que n =k + h.

Portanto, H, tem uma carta hamiltoniana H,, — 2 com cd(H, — z) = h = 3.
e Se H, tem exatamente 1 pélo 2’ do tipo x4, isto é,
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z’———)a1

2 — ap_q
ar — 2’

entdo H, tem uma carta hamiltoniana H, — 2’ tal que Ay — ax é ndo conado em
H, — 2’ (mas Ay — ax é conado por 2z’ em H,, j4 que 2’ é pdlo do tipo zx—,). Logo,
cc(Hp, — 2') = k — 1. Dal, cd(H, — 2’) = h = 3 (é anélogo).

Portanto, H, tem uma carta hamiltoniana H, — 2’ com c¢d(H, — 2') = h

3.
Consequentemente H] tem que ser normal (pois satisfaz a condiggo i).

52 caso) h=3e k=3

Neste caso, n =k + h =6, cd(Hg) = 3 e cc(Hg) = 3.

Seja Hg hipomorfo a Hg, onde Hg é normal. Entdo v(H§) = v(Hs) = cd(Hs) = h =3,
pela observacao 3.1.23.

t Hg é normal

Suponha que Hg nédo é normal. Entdo cd(Hg) # v(H§) = 3, e como cd(Hg) = 2 ou 3,
j4 que cd(Hg) < v(Hg), entdo cd(H§) = 2.

Dai, ou Hg é o torneio bineutro As, ou Hg é o torneio obtido de Ag pela invergdo
do arco (ap,as) (pela caracterizagdo estrutural dos torneios H, com cd(H,) = 2 na
secdo 2.5). Isto contradiz a hipétese v(H§) = 3, j4 que v(As) = 2 (por definigdo de
bineutro) e v(H{) = 4 pelo exemplo 3 da segdo 2.3.

Logo, H{ é normal.

62 caso) h=2e k>3

Agora, n=k+h>5,cd(Hy,)=h=2ecc(H,) =k >3

Como cd(H,) =2 en > 5, entdo H, é o torneio bineutro A,.

Seja H] hipomorfo a H, = A,, onde H, é normal. Como todo torneio bineutro
Ay; k > 4 pode ser reconstrutivel, pela observacdo 3.1.23, temos que H] é isomorfo a
H, = A,. Dai, como A, é normal e H] ~ A,, entdo H], é normal.

Logo, todo torneio H,, que é hipomorfo a A, deve ser normal. o

Observagao 3.2.5 A afirmacdo da proposicao 3.2.4 € trivialmente verdade sen =4 e
é falsa sen = 3.

De fato:

i) n = 4: ndo existem torneios normais de ordem 4, pelo item 2 do exemplo 3.1.5.

il) n = 3: o 3-ciclo H; é normal (pelo item 1 do exemplo 3.1.5), H3 é hipomorfo a T,
(pelo exemplo 3.1.21) e T}, é o torneio transitivo ndo normal, sendo T, ndo hamiltoniano.
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3.3 Composicao Canoéonica do subtorneio P,_;

Infelizmente, a proposicdo 3.1.11 ndo estabelece as componentes T¢) univocamente.
Entao, precisamos escolher uma composic¢do razodvel do subtorneio P,_; dos pélos, tais
que os dois torneios normais H, e H] sio isomorfos se, e somente se, eles tem a mesma
caracteristica ciclica e a mesma composicdo também. Para este propésito, damos a
seguinte definic¢do:

Definicao 3.3.1 Seja H, um torneio normal e T,’;(P(l),P@), ..., PU)) a condensacdo do
subtorneio P,_y dos pélos. Construimos uma composicdo de P,_; desta forma:

e Primeiramente colocamos:

U = PAOUPOIU...UP"), g unido mdzima das componentes consecutivas formadas
pelos polos dos tipos x1, T2, y1;

U® = PAUPOIY...UP"™) g unido mdrima das componentes consecutivas formadas
pelos pdlos dos tipos x, T2, T3, Y1, Yo,

Ut = PAYPBU...UP™), g uniGo mdzima das componentes consecutivas formadas
pelos pdolos dos tipos T1,Tay .y Tix1, Y1y Y2y -ovs Yis

Uk-2 = p@ y p@ y ..U P2 g unido mdrima das componentes consecutivas
formadas pelos pdlos dos tipos T1,Tay ..., Th_1, Y1, Y2 -es Yk—2;

Uk-1) = p@yp®y.. upu-b

e Finalmente, colocamos:

7O = p(y),

T =y’

7@ = U@ -y,

76 = g — .

Tk-1) = k=1 _ k-2,

Tk = pO).

e chamamos T}, | (T©, 70, ., T®) g composicio candnica de P,—.

Observacgao 3.3.2 Esta composigdo € unica, pois as unioes

TOUT® =py®,  FTOUTA Y. uTO =p®, . TOy.. uTkE2 = yhk-2
sdo definidas de um modo mdximo.

Se H,, é um torneio normal qualquer, denotaremos por T@ (Hp,) ai-ésima componente
da composigio do subtorneio dos pélos e por h;(Hp) = |T%(Hy)| sua ordem.
Em particular, escreveremos T = T@(H, ) e h; = |T®)|.
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Proposicao 3.3.3 Dois torneios normais H, e H] sdo isomorfos se, e somente se:
a) eles tem a mesma caracteristica ciclica;
b) eles tem a mesma composi¢cdo candnica, isto é:
1) se 0 <1 < k, suas i-ésimas componentes T® e T'® sdo isomorfas;
2) o0s vértices correspondentes das i-ésimas componentes sGo do mesmo tipo.

Demonstracgao:

(=) Se os torneios H, e H], sio isomorfos, as condig¢des a) e b) sdo bvias.

(<) Reciprocamente, sejam Ag e A}, os subtorneios bineutros caracteristicos de Hy, e
H; respectivamente, jé que H, e H, s&o normais e tem a mesma caracteristica ciclica k.

+ H, e H, sdo isomorfos ‘

Existe um isomorfismo tnico entre A; e A}, quando k > 4, pois a menos de isomor-
fismo, existe apenas 1 torneio bineutro.

Analogamente, se k = 3, o isomorfismo entre A; e A} é Unico também, pois os pdlos a}
e ay de A} devem corresponder aos pélos a; e a3 de Az (pelas observagdes da proposicao
3.1.11).

Finalmente, este isomorfismo pode ser estendido a um isomorfismo entre H, e Hj,
pelas condicOes a) e b). O

Observacgao 3.3.4 Consequentemente o isomorfismo entre H, e H) € inico a menos de
isomorfismos de suas componentes.

3.4 A reconstrucao de torneios normais

Nesta secdo provaremos que todo torneio normal de ordem n > 5 é reconstrutivel.

H,, denotara sempre um torneio normal e h(k) serd sua diferenca ciclica (caracteristica
ciclica). E claro que assumimos k >3 en > 5 (logo, h > 2).

De agora em diante vamos referir & composi¢io

P, =T (TO,..,T%)

Tk+1

do subtorneio dos pélos de H, que verifica as condi¢oes dadas na proposicao 3.1.11 e
satisfaz as seguintes condigoes:

a) T© (T®) contém todos pélos do tipo z; (zx—;) que pode conter de acordo com a
proposicio 3.1.11, isto é, T©® (T*)) contém todos os pélos do tipo z; (do tipo Tx—1) que
nao precede (sucede) nenhum pdlo dos outros tipos.

b) para todo 1 < i < k-1, V® = Ui_(TU tem ordem maxima, isto é, V¥ é a unido
de todas as componentes fortes consecutivas de P, que contém somente pdlos dos tipos
z;; 1<j<min{k-1,i+1},ey;1 <1 <.
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Observacao 3.4.1 Pela condi¢do a), todos os resultados dados na segdo 3.2 com relagdo
as cartas hamiltonianas de H, estardo disponiveis nesta se¢do também.

Lema 3.4.2 Se H,_;, é uma carta normal de Hy,, cc(Hp—1) =k € se hj(Hp—1) = h; —1
para algum 0 < j < k, entdo, para todo i # j, existe um isomorfismo de T®)(H,-1) em
T®(H,) que preserva o tipo dos pdlos.

Demonstracgao:

Como H,_; é normal e cc(H,-1) = k, entdo cd(H,—1) = h—1, jAque n = k + h.
Logo, consideremos a composi¢ao:

Poy=T;, (TO(Hpy), TV (Hpy), ., T®(Hpy))

Como H, é normal, cc(H,) =k e cd(H,) = h, entao consideremos a composigao:

P, =T

Tk+1

(TO, 7O, T . T®)

Seja v um pélo de H,, entdo v € TU)(H,), para algum j;0 < j/ < k e seja
¢ : H,_, — H, — v um isomorfismo que preserva a composicdo dos dois torneios,
isto &, T (Hp_1) — TY(H,1) <= $(TO(Hp-1)) — ¢(T9(Hp-1)).

Temos que H, ~v é normal, j4 que H, —v é isomorfo a H,_; e H,_; é normal. Entao,
consideremos a composicio:

Py =17, (TOH, —v), TV(H, - v),..., T®(H, —v))

Tk+1

Segue de v € TYU)(H,) que hi(Hn_1) = hy(H, —v) > h;, Vi > 5",

Ja que h;(H,_,) = h; — 1 por hipétese, isto é, |TW(H,_,)| = |TY(H,)| — 1, temos
que v € TY(H, e a inclusio de H, — v em H, induz um isomorfismo
¥ TO(H, —v) — TW(H,), ¥V i # j, que, é claro, preserva os tipos dos pdlos.

Se considerarmos o isomorfismo ¢; : T®(H,_;) — TW(H, — v) induzido por ¢,
entdo ¥; e ¢;, i # j, sdo os isomorfismos que queremos.

;@ ¢ : TO(H,_y) — TY(H, —v) — TO(H,)

Lema 3.4.3 Se H,_; é uma carta normal de H, e cc(H,-1) = k — 1 entdo necessaria-
mente k > 4 ev e TO(H,) uTH)(H,) deve existir tal que Hy_y ~ H, — v.

Além disso, temos o seguinte:

i) se v € TH)H,), entdoV j = 0,....,k — 2 existe um isomorfismo de TU)(H,) em
TY)(H,_,) que preserva o tipo dos pdlos;
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i) se v € TO(H,), entdoV j = 2,....k eziste um isomorfismo de TU)(H,) em
TU-Y(H,_,) que leva pélos dos tipos x; e y; em pdlos dos tipos T;_1 e y;—1 respectiva-
mente.

Demonstracao:

Como H, é normal com cc(H,) = k e cd(H,) = h, entdon = k+h. Assim, sendo H,_,
uma carta normal de H,, com cc(H,_1) = k — 1, temos que cd(H,—1) = v(Hp-1) = h.

Dai, ja que cc(Hy,—1) =k —1> 3, entdo k > 4.

Além disso, v € TO) (H,) UT®)(H,) deve existir tal que H,_; ~ H, — v.

De fato, como cc(Hn-1) = k-1 e cc(H,) = k, entdo H,_;, = H, — v/, onde ¢’
cona o ciclo caracteristico Ax_; de H,_1, isto é, v — a;,v' — a9, ..., —> -1 ou
a; — v',a3 — v, ...,ax — v'. Temos que no primeiro caso, ax — v’ e no segundo
caso, v' — a;, pois Ax é ndo conado em H,,, j4 que Ay é ciclo caracteristico de H,. Logo,
v' € V(H,) — V(Ax) é um pélo de H,, do tipo z; (no segundo caso) ou zx—; (no primeiro
caso). Assim, existe um pélo v de H, do tipo z; ou zx_; tal que H, —v' ~ H, — v, ou
seja, v € TO(H,) UT®(H,) tal que H,_; ~ H, —v. Dai, existe ¢ : H,_, — H, —v
homomorfismo bijetor.

Agora, vamos demonstrar as partes i) e ii) do lema.

i) Assuma T®) = {v,}, isto é, v; é um pélo de H, do tipo zx_; (v; — ay,...,v7 —>
ag-1,0x —> V1) € seja ¢ : H, —v; — H,_; um isomorfismo que preserva a com-
posi¢do dos torneios, ou seja, TW(H, — v;) — TV (H, — v,) <= ¢(TY(H, — v1)) —
S(TO(H, — w)).

Temos as seguintes composicoes para H,_; e H, — v;:

Py =T (TO(Hn1), TO(Hoy), .., T* D (H, 1))

Py =T, (TOH, - v1), TY(H, — v1), .., T* D (H, — v1))

Temos que a; e qualquer pélo possivel do tipo yx_; em H, sdo pdlos do tipo zx—2 em
H, — v; e o tipo dos outros pdlos continua o mesmo em H, — v; como em H,.

De fato, como cc(H, —v;) = k — 1, entdo Ax_; € o ciclo caracteristico de H, — v, e os
pblos de H,, — v; podem ser dos tipos z1, ..., Tx—2 OU Y1, ..., Yk—2. LOGO, ar passa a ser um
pdlo do tipo zx_o em H,—wv, jd que ap, — a,,ax — aoa, ..., —> Ax—2,dx—1 — Gk, POT
defini¢do de bineutro. Além disso, os pélos do tipo yx-1 em H,(yg—1 — @1, ..., Yk—1 —
Qk—2,0k-1 — Yr—1,Yk—1 — ax) passam a ser do tipo zx_ em H, — v1 (Tp—2 —
A1y ey Theo —> Qpa9, Afp—3 — -Tk—2)-

Entdo, TO(H,) = TW(H,—v,),0 <i < k-2, e T¢~V(H, —v;) = T¢V(H,)U{ak},
pois como T*~1(H,, — v,) tem que ser ndo vazio, entdo a vai para T*~Y(H, — v;), ja
que T* =Y (H,) pode ser vazio.



Capitulo 8: Reconstrugdo de torneios normais 78

Logo, para todo 0 < j < k — 2 ¢ induz um isomorfismo de T (H,,) em T (H,_;)
que preserva o tipo dos pélos, j4 que o isomorfismo ¢ preserva a composicdo dos torneios
H,—-vie H,_;.

ii) Vamos assumir agora T(O(H,) = {v.}, isto é, v, é um pélo do tipo z; (vo —
a1, Gy —> U2,a3 —> U, ...,Qr — Us) € se€ja ¢ : H, — v — H,_; um isomorfismo
que preserva a composi¢ao dos torneios, ou seja, T (H, — vy) — T (H, — v;) <>
'(,b(T(z)(Hn - ’Ug)) —_— ’QZJ(T(J)(Hn - '1)2)).

Um vértice v de H,, — v, é um pdlo do tipo z; em H, — v, se ele é um pdlo do tipo
y1 em H, ou se ele coincide com a;, enquanto v é um pélo do tipo z;(y;), 1 < i <k -2,
em H, — v, se ele é um pélo do tipo z;+1(¥i+1) em H,.

De fato:

v € H, — v, é um pélo do tipo z; em H, — vq, isto é

v — a] = a
a, = a3 — v
ay =a4 —

!
ak—l = ark _> v

se ele é um pdlo do tipo y; em H,, ou seja
( a, — v
v —> ao
a3 — v
ay — v

L A — V
ou ele coincide com a;, pois

a1—>a2=a’1
az =a, — a;
ag = ay — a1

Ay =G, — 4

onde A;_; tal que V(Ax_1) = {d},a}, as,...,a;_,} € o ciclo caracteristico de H, — v2
e assim os pélos de H,, — v, podem ser dos tipos i, ..., Zxk—2 OU Y1, ..., Yk—2. B A tal que
V(Ax) = {a1,as2,...,ax} é ciclo caracteristico de Hy, e a; passa a ser pélo do tipo z; em
H,, — vy, pela relagdo anterior.

Enquanto v é um pdlo do tipo z;(y;), 1 < i < k— 2, em H, — vy, isto é
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(v — a] = a2
]

v —a] =ay
v—ral_; =g

! — N
’U‘_>a,i_1—a1: a7_+1—az"'—'_)'v
[ ) —_—
(z:) v—ra;=ain (hi)q v— Qi1 = Giy2
Y R |
Qiy2 = Qiyy — VU Qi3 = Qg — U

!
Git+q = Qjyg — U

—_ !

1

se ele é um pélo do tipo z;41 (yi+1) em Hy, isto é

(v — a,
rv—-—)al
v — a;
v — Q; ait] — VU
(Tiz1) § v — aip (Yir1) § v — Gz
Qit2 — U Qir3 — U
Aitqg — V
kak—)v
L A — V

Entdo, TO(H, - v;) = TH(H,) U {a,}, pois como TO(H, — v;) tem que ser
ndo vazio, entdo a; vai para TO(H, — v3), j4 que TV (H,) pode ser vazio. E ainda
TGE-Y(H, — vy) = T®(H,), para todo 2 < % < k, isto é:

e para i = 2: TW(H, — vy) = T?(H,)

e para i = 3: T (H, —vy) = T®(H,)

e para i = k: T*-Y(H, — v)) = T®(H,)

Dai, para todo 2 < j < k, ¥ induz um isomorfismo de TU)(H,,) em TU~Y(H,_;) que
leva pélos do tipo z;(y;) em pélos do tipo z;—1(y;—1), j4 que o isomorfismo 7 preserva a
composi¢cdo dos torneios H, — vy € H,_;. O

Lema 3.4.4 Sejap;=h;, 1 <i<k—-1,ep;=h;—1seie€{0,k}.

Entdo para todo j #k —1,0<j <k, tal quep; #0 etal que j =k —2 = ht_1 >0
eziste uma carta normal HY)| com cc(H,(I’)l) =k eh; (H( ) = h;j —1.

Além disso, se j € {k—2,k—1} e h; >]—k+3 entdo eriste uma carta normal
H(J)ltalqueh(H,(le)zhi,i=0, ,]—1eh(H 1) < hj.
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Demonstragao:

Seja H, normal com cc(H,) = k e cd(H,) = h.

Trivialmente segue de p; # 0 que obtemos uma carta normal com c.c. k, deletando
qualquer vértice de 7).

De fato, como j # k — 1, 0 < j < k tal que p; # 0, entdo [TO| > 2, |T®| > 2
e [TV = |T@®| = .. IT(’c D >1,jaquep=hisel<i<k—1ep=h—1
se i € {0,k}. Dessa forma, obtemos uma carta normal HY), = H, — v; com c.c. k,
deletando qualquer vértice vj de T(j)(Hn), pois daf v(H{),) = h—1, sendo v; um vértice
neutro de H, e entdo de H DB como n = k 4+ h, temos que cd(H,(f)l) h -1
Logo, cd(H,(,j)l) = y(HY 1) e entao H 1 é normal. E ainda Ay continua sendo o ciclo
caracteristico de H,; ) 1, OU seja, cc(H,(f_l) =k.

Tal carta preserva o tipo dos pdlos de H,. Agora, falta ver que hj(H,(,le) =h; - 1.

e )=0ej=k

Sepo=ho—1=|TO|—1#0 (pp = heg —1 = |T®| =1 0), isto &, |TO| > 2
(IT®}| > 2) e v é qualquer vértice de T©® (de T®) entdo T (H, —v) = TW(H,) sempre
quez';éO (Z?ék) eho(Hn—’U)=h0—1 (hk(Hn—’U)=hk—1).

el1<j<k-1

Um resultado similar pode ndo valer se deletarmos um vértice v de T\ quando
1<j<k-lep;#0.

Entretanto, se p; # 0, 1 < j < k — 1, entlo a tltima componente forte (isto é, trivial
ou hamiltonina) de V) é um torneio hamiltoniano H) que contém pelo menos 1 pélo,
digamos %, ou do tipo y; ou do tipo z;.1, jd que p; = |[TW| #0eTU; 1 < j<k-1
contém podlos dos tipos y; € z;41.

Fixe um vértice 7 € TV — H se existir algum; caso contrario seja 7 ou o sucessor
de @ em um ciclo hamiltoniano de HY, se |H;| > 1, ou 7 = 4, se |[HY)| = 1.

De qualquer forma a carta H,(l]_)1 = H, — 7 satisfaz as condigdes pedidas, ou seja,

cc(HY ) =k e hy(HP ) = h; — 1, j4 que © € TO(H,).

Além disso, se j € {k — 2,k ~ 1} e h; > j — k + 3, entdo existe uma carta normal
HY) tal que hy(HY ) = hi, i=0,...,5 — 1 e b;(HD) < h;.

De fato:

eparaj=k—2

seja j=k—2ehgo>k—2—k+3=1,isto é |T* 2 (H,)| > 1. Entdo, existe
uma carta H (k~ 2) = H, — vp_p tal que vx_o € T* 2 (H,) que é normal (pois temos
que v(H® 12)) = cd(HY 2)) h — 1 analisando da mesma forma que anteriormente)
e satisfaz hl(H,(,k_f)) = h;, parat = 0,....k — 3 e hk_z(H(k 2) < hi_2, uma vez que
IT¢=2(HE2)| = T2 (H,)| ~ 1, pois vz € T*=I(H,).

eparaj=k -1

Analogamente, provamos para j =k —1lehy_1 2 k—-1—-k+3=2. a
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Lema 3.4.5 Se hy + ... + hgy_; > 0 entdo eristem em H, duas cartas normais H_, e
HE_| tais que ho(H2_,) = ho e hi(HE_;) = hy.

Demonstragao:

Sabemos que H, é normal, cc(H,) =k e cd(H,) = h.

Suponha que hy + ... + hg_1 > 0, isto é, [TW(H,)| + ... + [T~V (H,)| > 0.

Segue dos lemas 3.4.2 e 3.4.4 que H, tem uma carta normal H,_; com h;(H,_1) = h;,
t =0, k, se ou a condigdo h; + ... + hg—3 > 0 ou hg—1.hg—2 > 0.

De fato:

® se hy + ... + hg_3 > 0, entdo h; > 0, pelo menos para algum j; 1 < 5 < k — 3, isto
é, usando a notagdo do lema 3.4.4, p; = h; = [TYW| # 0, para algum j; 1 < j < k — 3.
Fixe tal j. Dai, pelo lema 3.4.4, existe uma carta normal H,Sj_)l de H, com cc(H,(lj_)l) =k
e hj(H,(,]_)l) = h; —1. E entéo, pelo lema 3.4.2, para todo i # j, existe um isomorfismo de
TO(HY) ) em T®(H,) que preserva o tipo dos pélos. Comoi =0 # j e i = k # j, entdo
existe um isomorfismo de T (H{,) em T (H,,) e existe um isomorfismo de T® (H{,)
em T(H,), ou seja, |TO(Hy)| = [TO(Hy)| e [T(H2)| = [T®(H)|

Portanto, existe uma carta normal H, U) em H, tal que ho(H,(z’ ) = ho e
he(H:) = by

®se hy_1.hg_9>0=>hy_y >0eht_p>0,jidqueh;= |TW(H,)| > 0, para todo j
= hg_1>1ehp_o>1.

Dai, pelo lema 3.4.4, existe uma carta normal H,S’Sz) tal que h;(H,~ (k— 2 ) = h; com
i=0,.,k=3e hk_z(H( D) < hy_y, isto &, |TO(HE?)| = |[TOWH,)|;i=0,...,k—3e
ITED(HE D) < |T®2(H,)|. Na verdade, hy_o(H¥7?) = hy 2 ~ 1, pois
H¥? = H, — v; v € T*-9(H,). Dai, como cc(H(’c D) =k, j4 que cd(H¥P) =h -1

en=k+h, temos pelo lema 3.4.2 que para todo 7 # k — 2, existe um 1somorﬁsmo de
T(’)(H Gk 2)) em T®(H,) que preserva o tipo dos pélos. Entao existe uma carta normal
HE¥ D em H, tal que |[TO(HE?Y)| = [TO(H,)| e |T® (HE 2’)1 = |T®(H,)|, ou seja,
ho(H,(l'i_f)) = ho e hy(HEL) = by

Caso contrério, seja h; > 0; j € {k— 1,k —2}. Entdo, h; > 1; j € {k—1,k—2}, isto
é, hk—l > 1 ou hk_g > 1.

Na tltima componente forte H) de TU) escolha um pélo @ ou do tipo y; ou do tipo
Tj+1, jAque by = |TWD|#0eTY; j € {k— 1,k — 2} tem pblos dos tipos y; e z+1. Se
% € um pdlo do tipo z;4, escolha outro pélo u' de um tipo diferente se existir algum em
HU) | caso contrario coloque v’ = 4.

Considere um pélo 7 em T como na prova do lema 3.4.4 com relacio a 4, ou seja,
fixe um vértice 7 € TW — HU) se existir algum; caso contrario seja ¥ ou o sucessor de @
em um ciclo hamiltoniano de HY), se |[HY)| > 1, ou 7 = 4, se |HY)| = 1.
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Seja w = u’ se |HY)| = 1 ou seja @ o predecessor de ' num ciclo hamiltoniano
escolhido de HY se |[HY)| > 1.

Entdo HY_, = H, — 9% e H*_, = H, — w sio as cartas pedidas, isto é, sdo cartas
normais tais que ho(H2_,) = ho € hp(HE_)) = hg. o

Proposicao 3.4.6 Todo torneio normal com pelo menos 5 vértices pode ser reconstruido.

Demonstracao:

Considere as cartas de um torneio normal H,; n > 5.

A diferenca ciclica h = 3%, h; é preservada sob hipomorfismo, pois j& vimos pela
observagdo 3.1.23 que se H, e H, sdo torneios normais e hipomorfos, entdo
v(H,) = v(H!). Dai, h = cd(H,) = v(H,) = v(H,) = cd(H]). E min{ho, s} > 1,
pois hg = |T@| > 1 e A*) = [T®)| > 1, sendo TO(H,) # 0 e T®)(H,) # 0; entdo a
proposicao é verdadeira se h = 2.

De fato:

Seja H, normal tal que c¢d(H,) = h = 2, cc(H,) = k > 3 e H] um torneio normal
qualquer; n > 5.

Suponha que H, é hipomorfo a H},. Dai H], também é normal pela proposi¢ao 3.2.4.

+ H, é isomorfo a H},

Como H, é hipomorfo a H,, entdo 2 = h = cd(H,) = c¢d(H,) como demonstrado
acima, entdo cc(H,) = cc(H]) = n — 2, j4 que n = k + h. Portanto, H, e H] tem a
mesma caracteristica ciclica.

Além disso, H, e H, tem a mesma composi¢do candnica, pois:

o TO)(H,) é isomorfo a TO(H!) e T®)(H,) é isomorfo a T®)(H.), j& que
h=3%%,h =2 ouseja, h =1, hy =1 eh; =0para0 < i < k. E o mesmo
vale para T (H!).

e 0s vértices correspondentes das i-ésimas componentes sdo do mesmo tipo, j& que
TO(H,), TO(H") s6 tem pélos do tipo z, e T®) (H,), T (H}) s6 tem pblos do tipo
Tr—1.

Logo, pela proposi¢do 3.3.3, temos que H, é isomorfo a Hj,.

Portanto, H,, é reconstrutivel.

Entdo, suponha h > 3. Se referirmos ao conjunto {H,_,/ z € P,} das h cartas
hamiltonianas de H, (j4 que v(H,) = h), entdo pela proposi¢do 3.2.1, pelo menos A — 2
delas sdo torneios normais com c.c. k.

As outras 2 cartas, digamos R,—; e S,_1, podem ser como segue.

1) R,_; e S, sdo torneios normais e cc(R,_1) = c¢(Sn-1) = k.
(4@ min{ho,hk} > 2)
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2) R,_; e S,_; sdo torneios normais e cc(R,—1) =k, cc(Sp-1) =k — 1.
(<= min{ho,hx} = 1 < maz{hg,ht}, k > 4 e H, tem somente 1 pélo do tipo
Z1(Zk-1) se hg = 1(hy = 1)).

3) R,-1 é normal, cc(R,-1) = k € Sp,—1 ndo é normal.
(< min{hg,hx} =1 < maz{ho,ht} eou k =3 ou k > 4 e H, tem pelo menos 2
pélos do tipo z; e 2 pélos do tipo zx_1).

4) R,_; e S,_1 sd0 normais e cc(R,—1) = cc(Sp-1) =k — 1.
(< ho=hr =1, k > 4 e H, tem somente 1 pélo do tipo z; e 1 pblo do tipo zk-1).

5) Ry—1 é normal, cc(R,—31) =k —1 e S,_; ndo é normal.
(<= ho=hy =1, k >4 e H, tem somente 1 pélo do tipo z;(zx~1) sempre que ele
tem pelo menos 2 pélos do tipo zx—1(z1)).

6) R,-1 e Sp—1 ndo sdo normais.
(& ho=hy=1eouk=30uk>4e H, tem pelo menos 2 pélos do tipo z; e 2
pélos do tipo zx_1)-

Caso 1: R,_; e S,_1 so torneios normais e cc(R,-1) = cc(Sp-1) = k.

Para todo j € {0, k}, devemos ter h; = min{h;(Hp—1)/ Hn-1 é uma carta normal de
Hy,}+1 e existe uma carta normal H}_, tal que h;j(H}_,) = h; — L.

De fato:

e para j = 0: como T® contém todos os pélos do tipo z; que pode conter de acordo
com a proposi¢do 3.1.11 (pelas condigdes a) e b) no comego dessa se¢do), entdo:

ho = min{ho(Hp-1)/ Hp-1 é uma carta normal de H,}+1, isto é,
|TO(H,)| = min{|T®(H,-1)|/ Ha-1 é uma carta normal de H,}+1 = |TO (H, —z;)|+1;
zj € TO(H,) # 0, ou seja, z; é um pélo do tipo ;.

Como toda carta normal H,_, de H, tem c.c. k, logo c.d. h— 1 (j4 que n = k + h),
entdo H,_, = H, — z;; 1 < i < h, para toda carta normal H,_; de H,. Portanto, existe
uma carta normal H?_, = H, — z;; z; € TO(H,), ou seja, ho(HS_,) = ho — 1.

e para j = k: como T®*) contém todos os pélos do tipo zx_; que pode conter de
acordo com a proposi¢do 3.1.11 (pelas condigdes a) e b) no comego dessa se¢do), entao:

hy = min{hg(Hn-1)/ Hnp-1 é uma carta normal de H,}+1, isto &,
|T®) (H,)| = min{|T® (H,_;)|/ Hn-, é uma carta normal de H,}+1= |T®)(H, —2;)|+1;
z € T®(H,) # 0, ou seja, z; é um pélo do tipo zx_1.

No mesmo raciocinio acima, temos que existe uma carta normal Hf_, = H, — z;;
zn € T®(H,), ou seja, hy(HE_)) = hy — 1.

Dali, segue pelo lema 3.4.2 que as componentes do subtorneio dos pélos de H, podem

ser determinadas por HY_; ou HX_,, entdo H, pode ser reconstruido trocando 7 (H?_))
por TO(HY_)).
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De fato, pelo lema 3.4.2 temos que:
e existe um isomorfismo de T®W(H?_,) em T (H,,), para todo i # 0, entdo:

TW(Hy_y) = TV (H,)
T@(Hy_,) =~ T®(H,)

T®(HR_;) =~ TW(H,)
e existe um isomorfismo de 7 (H%_,) em T®(H,), para todo i # k, ento:

TO(Hy_,) ~ TO(H,)
TW(HE_,) = TW(H,)

TG-D(HE ) = T6-D(H,)

Portanto, as componentes do subtorneio dos pélos de H, podem ser determinadas
por HX_, ou HF_,.

Logo, temos que H,, pode ser reconstruido trocando T (H?_,) por T (H}_,), pois
dai teremos:

TO(HE_,) = TO(H,)
) T(l)(ng) = T(l)(Hn)

TE)(HS_,) = T®(H,)

+ H, é reconstrutivel

Suponha H, normal tal que H, é hipomorfo a H}. Vejamos que H, ~ H,.

Como H, é hipomorfo a H}, entdo H, também é normal e existe uma bijegéo
f:H, — H.,, H, ~v ~ H, — f(v), Vv € H,. Além disso, v(H,) = v(H}) = h
pela observagdo 3.1.23, ou seja, H, e H, tem o mesmo nimero de cartas hamiltonianas.
Como toda carta hamiltoniana H,_; de H,, é normal, por hipétese do caso 1, entao toda
carta hamiltoniana H,_, de H], também é normal, j4 que H, —v ~ H}, — f(v), Vv € Hy.
Logo, da mesma forma que analisamos as cartas de H,, podemos analisar as cartas de
H] e entdo aplicar o lema 3.4.2 e, analogamente a H,, chegar ao resultado:

TO(HE ) = TO(H,)
TO(HY ) ~ TO(H!
apy | TR = T
TO(HL) = T (H,)

Como H, — v~ H] — f(v), Vv € Hy, entdo:
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{ H;Lk-:—l =H, - f(zm)~Hy— 2z = Hf—l
Hno_l = H7’1. - f(Zj) ~ Hn - Zj = H'r?,—l
onde z; e z; sdo pélos de H, com 1 < 4,5 < h.
Assim:

T(O)(Hl—l) = T(O)(Hrlf—l)

n
TOHD )~ TOH?
apy ) T = TOEL)

T®(H,,) =~T®(Hy_,)
Finalmente, de (I),(II) e (III) temos que:

TO(H,) ~ TO (H2)
TW(H,) ~ TW(H})

TO(H,) = T (H,)

Portanto, H, e H] tem a mesma caracteristica ciclica e a mesma composigdo. Entéo,
H, ~ H, pela proposi¢éo 3.3.3.
Dai, H, ¢ reconstrutivel.

Caso 2: R,_; e S,_; s@o torneios normais e cc(Rp-1) =k, cc(Sp—1) = k — 1.

i) Se existe uma carta normal H!,_; que tem c.c. k e ho(H.,_,) = |[TO(H._,)| > 2,
entdo hy = |TO(H,)| > 2.

De fato, segue de hy = |TO(H,)| = 1 que H, teria exatamente 1 pélo do tipo
z1 (por hipétese, pois H, tem sé 1 pélo do tipo z; se hg = 1) e consequentemente
ho(Hp_1) = |T(H,_,)| = 1, para toda carta normal H,_; com c.c. k, j& que A continua
sendo o ciclo caracteristico de H,_; e T (H,_,) # 0.

Agora os inteiros Ay, ..., hx podem ser determinados como no caso 1 considerando uma
carta normal HY_, tal que cc(H?_,) =k e ho(HC_,) < ho(Hn-1), para toda carta normal
H,_, com c.c. k, isto é:

ho(H?_;) = min{ho(Hn-1)/ Hy-1 é uma carta normal de H, com c.c. k}. Entdo
ho = hO(H,g__l) + 1.

Dai, pelo lema 3.4.2, HY_, determina todas as componentes da composicio de H,
menos T (H,).

De fato, como H?_; é uma carta normal de H,, cc(H®_;) = k e ho(H2_,) = ho — 1,
entdo pelo lema 3.4.2, existe um isomorfismo de T®)(H?_,) em T®(H,) que preserva o
tipo dos pélos, para todo ¢ # 0 (onde H?_, = H, — z;; z; é pdlo do tipo z;). Entdo:
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TW(Hp ;) = TW(Hy)
TO(H_,) = T (Hy)

TW(H,_,) = T®(H,)

Agora, pelo lema 3.4.3, T(O(H,) pode ser determinada considerando a tnica carta
normal, digamos Hf_, (ou S,-;), com c.c. kK — 1 e, em particular, T (H%_,).

De fato, pelo lema 3.4.3, temos que existe v € T*)(H,,) tal que H, —v ~ HF | e além
disso, existe um isomorfismo de TW(H,) em TV (H¥_) que preserva o tipo dos pélos,
para todo j = 0,...,k — 2. Entdo para j = 0 temos que TO(H,) ~ T©(HE_)). Dai
temos:

( TO(Hp_,) ~ TO(H,)
TW(HY_ ) ~ TO(H,)
{ TO(HS_ ) ~ T®(H,)

| TW(H,_,) =~ TW (H,)

Logo, H, pode ser reconstruido exatamente como no caso 1.

ii) H, pode ser reconstruido de uma maneira similar se existe uma carta normal H;,_,
tal que cc(H,_,) =k e hx(H}_;) > 2.

iii) Finalmente, se ho(H,-1) = hx(Hn-1) = 1, para toda carta normal H,_, de H,
com c.c. k, entdo h; = ... = hg—; = 0 e maz{ho, hx} = 2.

De fato, como min{hg, hx} =1 € ho(Hpn-1) = hx(Hpn-1) = 1, para toda carta normal
H,_, de H, com c.c. k, entdo maz{hg, hx} = 2, pois caso contrario, digamos hy = 3,
teriamos ho(H,-1) = 2 # 1 para algumas cartas normais H,_; = H, —v; v € TO)(H,).
E como min{hg, hx} = 1 e maz{ho, hi} = 2, entdo hy = ... = hy_; = 0. Suponha que
nao, isto é, h; # (@, para algum i; 1 < 7 < k — 1. Dai, sendo hy = 2 ou Ay = 2, entao
suponha que hy = 2. Logo, para a carta normal H,_; = H, —v; v € T®(H,) # 0 temos
que ho(Hn-1) =2 # 1, o que é um absurdo. Assim, h; = ... = b1 = 0.

Se S,_; é a carta normal com c.c. k¥ — 1, entdo hy = ho(Sn-1) € hx = hg(Sn-1) que é
suficiente para reconstruir H, neste caso.

De fato:

e - se S,_; é a carta normal com c.c. k — 1, entdo hy = ho(Sn-1) € hx = he(Sn-1)

Como cc(Sp_1) =k —1e€ Sp_1 = H, —v; v € TO(H,) (ou v € T®¥)(H,)), entdo o
vértice a; de Ay vai para T(S,_1), j4 que a; é do tipo z; em S,—1 (ou o vértice a; de
Ay, vai para T®)(S,,_1), j4 que a; é do tipo Ty_o em Sp_1).

e - H, é reconstrutivel

Como hg = ho(Sn-1), hk = hg(Sn-1) € h1 = ... = hg—1 = 0, entao:
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[ TO(S,_,) ~ T (H,), onde hg = ho(Sn-1) =1 ou 2
T(l)(Hn—l) = T(l) (Hn)a pOis T(l)(Hn) = T(l) (Hn—l) = @

T(k_l)(Hn—l) ~ T(k=1) (Hn), pois T(k—l)(Hn) = Tk-1) (Hn—l) =0
| T®(Sp-s) = T®(H,), onde hy = he(Sn-s) = 1 ou 2

Dai, H, pode ser reconstruido como no caso 1.

Caso 3: R,_; é normal, cc(R,-1) = k € Sp—; ndo é normal.

Toda carta normal H,_; com um valor maximo da soma hy(H,_1) + ... + hg—1 (Hn-1),
isto &, hy(Hp—1)+...+hg_1(Hn-1) = hy+...4+hy_; determina evidentemente T4, ..., T*-1),

Agora, falta analisar hg e hg.

i) Assuma hy + ... + hy_; > 0 e considere a familia A das cartas normais H,_; que
tem hy(Hp—1) + ... + hg—1(Hn-1) < b1 + ... + hg_1, OU seja:

A = {H,_1/ H,_, é uma carta normal de H, e hy(Hp-1) + ... + hg—1(Hpn-1) <
hy+ ...+ hg-1} ' _

Pelo lema 3.4.5, toda carta H;_; tal que hj(H._;) < h;j(Hy-1), YV H,—1 € A, deter-
mina T.(j), j € {0, k}. Entdo, H, pode ser reconstruido de H,_, trocando TV (H,_,) por
TY(H;_,), j € {0,k}.

i) Assuma agora h; + ... + hz—; = 0 ou, equivalentemente, k = 3 (pois se k > 4,
temos que Ax ndo pode ser minimal, j4 que nem todo ciclo contido propriamente em A
é conado).

e Se h > 4, entdo hy e hs podem ser facilmente determinados j4 que necessariamente
ho(Hn-1) = maz{l,hy — 1} e h3(H,—1) = maz{1, hs — 1} sempre que H,_; é uma carta
normal de H,.

De fato, como min{ho, hs} = 1, entdo hg = 1 ou hy = 1 e como 1 < mazx{hg, h3} e
hi+ hy =0, entdo hg =h—1>30u h3 =h—12> 3. Dai, se H,_; é uma carta normal
de H,, como toda carta normal de H, neste caso tem c.c. k, entdo cd(H,—;) = h — 1.
Logo, H,—1 = H, — v; v é pdlo de H,, isto é, v € T (H,) (se hs = 1) ou v € T¥)(H,)
(se hg = 1). Assim, ho(Hp-1) = maz{l,hg—1} =1 (se hp =1) ou hg—1 (se hg = h—1)
e h3(Hyp—1) =maz{l,h3 —1} =1 (se hg=1)ouh3—1 (se hg=h — 1),

Portanto, hg e hs podem ser determinados.

Pelo principio da dualidade direcional podemos supor que h3 =1 e hg = h — 1.

A carta hamiltoniana ndo normal S,,_; tem exatamente 2 vértices a, b com in-valency
1 (isto é, com apenas 1 predecessor) e, se a — b, H, pode ser reconstruido colocando
em S,_; um novo vértice v que segue b e precede todos os outros vértices de S,_;.

e Sejah=k=3,0ouseja,n=k+h=6

E facil checar que os Unicos torneios normais ndo isomorfos Hg e Hy verificando as
condicbes dadas ndo tem as mesmas cartas, isto é, eles n&o sdo hipomorfos.

De fato, os tnicos torneios normais ndo isomorfos verificando as condigoes dadas sao:
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He =T (TO, 7MW, 7@ T®)) onde T® = {2,}, TV =T® =0 e T® = {z4_1,7;_,}

Hy = T:(T (0)(H’) T(l)(H’) T@(HL), T®(HL)), onde TO(HL) = {z},zV
T (”(Hé) = T (Hy) = 0 e TO(H}) = {a]_,

Temos que Hg e Hf ndo sdo hipomorfos, pois por exemplo, Hs — z1 % H§ — f(z1),
para qualquer bijecdo f : Hg — Hj.

Mais precisamente, hg = 1 e hy = 2 <= H,, tem uma carta ndo hamiltoniana T5 com
exatamente 1 transmissor a, nenhum receptor e tal que 75 —a tem somente 1 transmissor.

Caso 4: R,_; e S, séo normais e cc(Ry,_1) = cc(Sp-1) =k — 1

H,, pode ser reconstruido desde que é possivel distinguir as cartas normais R,_1, Sp—1
com c.c. kK — 1 no sentido do lema 3.4.3.

o Se ho(Rp—1) > 2 (ho(Sn-1) > 2), entdo R,_1 (Sp-1) deve ser isomorfo a H, — z; e
Spn—1 (Rn-1) é isomorfo a H, — z3-1, onde T = {z,} e T®) = {z;_,}.

De fato, se ho(Rn—1) > 2, entdo [TO(R,_,)| > 2 e dai, R,_; ~ H, — z; e a, vai para
TO(R,_1) e Sp-1 ~ H, — 241 € a; vai para T*-1(S,_,).

Dai, pelo lema 3.4.3, como R,_; é uma carta normal de H, com cc(R,_1) = k — 1
e R,_1 ~ H, — z; tal que z; € TO(H,), temos que para todo j = 2, ...,k existe um
isomorfismo de TU)(H,) em TU-V(R,_;) que leva pdlos dos tipos z; e y; em pélos dos
tipos z;_1, y;—1 respectivamente, isto é:

T (R,) = T®(Hy)
2)(Rn—1) = T(3 (Hn)
! TO(R, 1) ~ TW(H,)

| T0-0(R, ) ~ T (H,)

E ainda, como S,_; é uma carta normal de H, com c.c. k—1e S, ~ H, — x4
tal que z;_; € T®)(H,), temos que para todo j = 0, ...,k — 2 existe um isomorfismo de
TY(H,) em TW(S,_1) que preserva o tipo dos pélos, isto é:

TOV(Sp-1) = TO(H,)
TW(S,_y) ~ TW (H,)
4 T(Z) (S'n,—l) jad T(2) (Hn)

| T®-2(S,,) =~ T*=2 (H,)

Da mesma forma, se ho(Sp_1) > 2, entdo S,_; =~ H, — 21 e a; vai para T (S,_;)
e Roo1 ~ H, — zx_1 e a; vai para T*~1(R,_;). Dal, basta aplicar o lema 3.4.3 como
anteriormente.

Os mesmos resultados valem se hg_1(Sp—1) > 2 (hg—1(Rn-1) > 2).

Logo, em qualquer um dos casos acima, podemos reconstruir H, com R,_; ¢ S,
(usando a mesma idéia do caso 1).
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e Assuma agora que h;(R,_1) = hj(Sn-1) =1,Vi=0,k — L

Segue dos argumentos dados na prova do lema 3.4.3 que T*-Y = (. Se:

min{j € {1,....,.k=1}/ hi(R,—1) =0,V i > j}< min{j € {1,...,k—1}/ hi(Sp-1) =0,
V i > j}, entdo a, vai para TO(R,_,) e a; vai para T*~1(S,_;). Assim, R, e Sp—1
sao isomorfos a H,, — z; e H, — x;_; respectivamente. Dai, basta aplicar o lema 3.4.3
como anteriormente. Logo, novamente H,, é reconstrutivel por R,_; € Sp—_;.

Caso 5: R,_; é normal, cc(R,-1) =k —1e S,_1 ndo é normal.

O ndmero r; dos pélos do tipo z;, j € {1,k — 1} é o nimero maximal dos pélos do
tipo z; nas cartas normais de H, com c.c. k, j& que existe pelo menos 1 pdlo de um tipo
diferente.

Como por hip6tese hy = hy, = 1, e H, tem somente 1 pélo do tipo z; (zk-1) sempre
que H, tem pelo menos 2 pélos do tipo zx—; (z1), entdo r; =1 ou 75— = 1.

Assuma r; = 1 e seja H,,_, a carta normal com c.c. kK — 1.

Como r; = 1, entdo todas as cartas normais de H,, com c.c. k tem 1 sé pélo do tipo
z, e consequentemente, H, também. Como cc(H,_;) = k — 1, entdo H,_; = H, — v;
v € TO(H,), ou seja, v é o pélo do tipo z; de H,. Dai, pelo lema 3.4.3, temos que para
todo j = 2,..., k existe um isomorfismo de TW (H,) em TU~Y(H, _,) que leva pélos dos
tipos z; e y; em pélos dos tipos z;_1, y;—1 respectivamente, isto é:

( TO(H,_) =~ TO(H,)
TO(H;_,) ~ TO(H,)

{ TO(H, ) = TW(Hy)

¢

TD(H,_y) = T®(H,)

\

Portanto, H/,_, determina T, ..., T*) e, em particular, hx_; e hi_2 s30 determinados
e eles verificam a relagio hg—; + hx_2 > 2.

De fato, como r; = 1, temos que todas as cartas normais de H,, com c.c. k tem 1 s
pdlo do tipo z;, e entdo H, também tem 1 sé pdlo do tipo z;. Logo, por hipétese, H,
tem pelo menos 2 pdlos do tipo zx—;, digamos z)_, e z}_,. Sendo hx = 1, temos que
T® = {z}_} e ouzl_, € T® Y oux?_, € T* -2, Suponha sem perda de generalidade
que z§_, € T* -1, Dai, deve existir um outro pélo z € T*~1 tal que z — zf_,, pois
caso contrério, isto é, T*~1 = {z}_,}, ndo terfamos o fato de que 7™ contém todos
os pélos do tipo z_; que pode conter de acordo com a proposi¢iao 3.1.11. Portanto, se
zi_, € T%*=1 entdo TV possui pelo menos 2 pélos. Da mesma forma se conclui que
se z_, € T*=2) implica que T~ possui pelo menos 2 pélos. Assim, hx_; + hg_p > 2.

Considere t € {k — 2,k — 1} tal que h; >t — k + 3 e seja H,_; uma carta normal de
H,, cc(H"_|) =k e hy(H"_,) < h; de acordo com o lema 3.4.4. Tal carta determina T'(!)
e isto nos permite reconstruir H, juntamente com H, _,.

De fato:
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eset=FkKk—2talque hp_s > k—2—k+3 =1, isto & |[T*2(H,)| > 1, entdo
pelo lema 3.4.4 existe uma carta normal H]_; tal que h;(H)_,) = h;, t =0,...,k—3 e
hi—o(H!_,) < hg_p. Dai, |TO(H"_,)| = |TM(H,)| e portanto, H”_, determina T™.

eset=4k—1tal que hyoy > k—1—k+3 =2, isto &, |[T*V(H,)| > 2, entdo
pelo lema 3.4.4 existe uma carta normal H,/_, tal que h;(H, ;) = h;, 1 =0,....k—2e
hie—1(H!_,) < hg_1. Dai, ]T(l)(H” B |T(1)( H,)| e entio H”_, determina T™

Logo, como hg = 1 entdo T(® j4 estd determinado e assim podemos reconstruir H,
com H, , e H)_,

H,, pode ser reconstruido de uma maneira similar se ry_; = 1.

Caso 6: R, _; e S,_1 nao sao normais

i) Primeiro assuma k > 4

H, tem pélos do tipo yz—; <= T*~1 # () «= existe pélos do tipo yx—; em alguma
carta normal de H,.

Além disso, segue de TM U...uT*=2  TOUT® £ (jaqueh>3ehy=ht =1)
que hi_; pode ser determinado da seguinte maneira

hk—1 = maz{hx—1(Hn-1)/ Hn—1 uma carta normal de Hy,}.

e Se hy_1 > 2, seja H,_; uma carta normal com Az_y(H,_;) < hz_; tal que a soma
ho(Hp-1) + ... + hg—2(H,_1) toma um valor minimo.

Pelo lema 3.4.4, tal carta determina T, ..., T®*=2) ¢, em particular, h; e ho.

De fato, como hi_1 > 2, entao pelo lema 3 4 4 existe uma carta normal H,_; tal que
hz(H - ) = hz, 1= 0 k —2e hk 1(Hn 1) < hk 1. Dal IT(O)( n— 1)! = IT O)( )l, ceny
|T*=2)(Hpa)| = | T 2)(H it

E como hg = hi = 1, entdo T(® e T® j4 estdo determinados.

E claro que h; # 0 para algum j € {1,2} e uma carta normal H?_, pode ser encon-
trada com h;(H._,) = h; — 1, pelo lema 3.4.4, j4 que se j € {1,2}, entdo j # k — 1 sendo
k > 4 e h; # 0, satisfazendo assim as hipéteses do lema 3.4.4. Dai, H;_; determina
T*=1) pelo lema 3.4.2 e consequentemente H, pode ser reconstruido.

e Se hy_; =1, seja H,_; a tinica carta normal sem nenhum pélo do tipo yx_1, isto é,
H,_1 = Hp — Yo1; Yp1 € T&D(H,) e seja z o transmissor de T%) (H,—;).

H,, pode ser reconstruido colocando em H,_; um novo vértice y que segue I € ax-1
enquanto y precede os outros vértices mantidos de H,_;. Dai, sendo y um vértice do
tipo yx-1 em H,_; U {y}, temos que:

(T (HoU{y}) =T (Hn)
TW(Hpy U{y}) =~ TV (H,)

T-0(H, ;U (y)) ~ T ()
| T (Haoy U{y}) = TW(H,)
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e Se hy_1 = 0, exatamente uma das cartas hamiltonianas ndo normais R,-1, Sp-1
tem um tUnico vértice a com in-valency 1 (ou seja, com apenas 1 predecessor).

H,, pode ser obtido de tal carta acrescentando a ela um novo vértice v que segue a e
precede os vértices mantidos.

ii) Assuma agora k = 3 e seja h > 4

Analisamos se T*~1) = T § vazio ou nio como no caso k > 4.

e Se T = @, H, pode ser reconstruido pela tnica carta hamiltoniana nio normal
que tem somente um vértice com in-valency 1 (isto é, com apenas 1 predecessor), como
no caso k > 4.

e Se T £ (, isto é, H, tem pélos do tipo y,, é possivel deduzir das cartas normais
se H, tem pdlos do tipo y; também.

Se este é o caso, ou seja, H, tem pélos do tipo y, também, entdo T # @ e conse-
quentemente hy = maz{he(Hp-1)/ Hn—1 é uma carta de H,} e hy = h — ho — 2, pois
ho + hs =2 e h=hg+ hy + hy + hs, sendo k = 3.

H,, pode ser reconstruido como no caso k > 4 quando ou hy > 2 ou hy = 1.

Se, caso contrério, H, ndo tem nenhum pélo do tipo y;, entdo somente uma, digamos
Snp—1, das cartas hamiltonianas ndo normais tem um unico vértice b que tem out-valency
igual a 1 (ou seja, somente 1 sucessor).

H,, pode ser reconstruido de S,_; acrescentando um vértice v que precede somente b.

iii) Assuma finalmente k =h =3

Se denotarmos por x o 1nico vértice em 7 UT(?), entdo x pode ser um pélo do tipo
¥1 ou do tipo ys.

Os unicos torneios normais nio isomorfos que podemos considerar neste caso tem
cartas nao hamiltonianas diferentes e consequentemente elas ndo sdo hipomorfas.

De fato, os Unicos torneios normais ndo isomorfos neste caso sio:

He =T (T, 71 7@ TO), TO = {z:}, TO = {2}, T@ =0 e T® = {25} e

Hy = T} (TO(Hg), TV (Hg), T (Hg), T (Hg)); TO(Hg) = {1}, TO(Hg) = 0,
TA(Hf) = {z'} e T®(H}) = {5}, pois ndo existe isomorfismo f : Hs — H}, j4 que
para toda bijecdo g : Hs — Hg, 3 v,w € V(Hg) tais que v — w mas g(v) +— g(w).
E como Hg e Hi nio tem as mesmas cartas, entdo nao sao hipomorfos, pois para toda
bijegdo g : He — Hg, 3 v € Hg tal que Hg — v % Hg — g(v).

Entdao H, é reconstrutivel neste caso também. |

Agora, temos uma consequéncia trivial da proposicdo anterior e observagao 3.2.5.

Proposicao 3.4.7 Os torneios normais diferente do 3-ciclo Hy constituem uma classe
de torneios reconstrutiveis.
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