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A VIDA É UM ETERNO CAMINHAR 

e a natureza, a todo instante, com sua grandiosidade, está a nos ensinar a ordem 
natural das coisas, as condutas e posturas que nos possibilita alcançar resultados posi
tivos e gratificantes em nossa caminhada. 

Lançar a semente, plantar em solo adequado; investir em nossa memória cultural 
as bases do conhecimento que pretendemos adquirir; alimentar, continuadamente, esse 
conhecimento em nossa vida profissional, familiar, esportiva e social, de maneira que a 
cada período de tempo que passarmos, essas bases se tornem mais sólidas e estaremos 
assim, mais preparados para enfrentar as adversidades e obstáculos que nos dão maiores 
oportunidades de crescimento e nos tornam mais fortes perante a vida. 

Cabe, a cada um de nós, desbravar o nosso caminho e realizar os nossos sonhos. E é 
nos sonhos e objetivos onde devemos manter o foco e caminhar na sua direção com garra, 
competência, disciplina, determinação, justiça, vontade e amor. Nessa caminhada, pes
soas nos darão as mãos para nos alçar a estágios mais elevados. Posteriormente, faremos 
o mesmo, contribuindo, assim, com o crescimento contínuo de cada um. 

É preciso lembrar que sempre alguém está compartilhando sua sabedoria, sua com
petência, seu carinho. E nós também, como retribuição ao apoio recebido, devemos com
partilhar todo conhecimento que adquirirmos em nossa caminhada; porque se atingimos 
um determinado objetivo, com certeza fomos apoiados por pessoas que nos possibilitaram 
fazê-lo, nos transmitindo parte de sua sabedoria. 

E, sempre haverão milhares de oportunidades para as pessoas que sabem para onde 
caminham e, para estas, as portas do sucesso se abrirão com generosidade, 

POIS A VIDA É UM ETERNO CAMINHAR. 

Lázaro Lima de Souza 
Uberlândia(MG) - 09.08.99 



Dedico este trabalho aos meus 
pais, irmãos e sobrinhos. 
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Resumo 

Nesta dissertação, o objetivo foi estudar o problema da reconstrução de torneios normais. 
Para isso, introduzimos primeiro algumas noções preliminares sobre a teoria de grafos 
orientados e torneios. Depois, vimos alguns resultados envolvendo torneios hamiltonianos 
e bineutros, diferença cíclica e característica cíclica de um torneio para posteriormente 
serem aplicados no resultado principal. Finalmente, mostramos os resultados essenciais 
para o nosso objetivo que estudam a normalidade de torneios hipomorfos e a Composição 
Canônica do subtorneio Pn-k· 
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Introdução 

Um dos maiores problemas não resolvidos da teoria de grafos é saber se um grafo pode 
ser reconstruído a menos de isomorfismo se conhecemos todos seus subgrafos de vértice 
deletado a menos de isomorfismo. Mais precisamente, questiona se a seguinte conjectura 
é verdade: 

A Conjectura da Reconstrução 
(Primeira versão): Se G e H são grafos com pelo menos 3 vértices, e se existe uma 

bijeção e7: V(G) ---+ V(H) tal que G- v~ H- e7(v) para todo v E V(G), então G ~H. 

(Segunda versão): Todo grafo com pelo menos 3 vértices é reconstrutível. 

A primeira versão da conjectura acima foi formulada por P.J.Kelly e S.M.Ulam em 
1942, e o primeiro trabalho publicado sobre sua prova foi feito por Kelly provando que 
a conjectura é verdade para árvores. E a segunda versão foi formulada por Harary em 
1964. 

Podendo obviamente formular uma conjectura envolvendo grafos orientados que é 
análoga à conjectura da reconstrução, Stockmeyer descobriu que esta conjectura é falsa 
(ou seja, os digrafos não são todos reconstrutíveis), não somente para alguns digrafos de 
ordem pequena, mas para alguns digrafos arbitrariamente grandes. 

Sendo assim, o problema da reconstrução não foi resolvido para grafos ordinários, 
enquanto a conjectura da reconstrução é falsa para grafos orientados. Em particular, 
para todo inteiro positivo n existem torneios não reconstrutíveis com mais de n vértices. 
Já os grafos desconexos são reconstrutíveis. 

Agora, o problema da reconstrução para torneios foi formulado por F.Harary em 1966, 
sendo o primeiro quem usou a palavra carta, perguntando: 

"É possível reconstruir qualquer torneio Tn a partir de suas cartas para n suficiente
mente grande ?" 

A resposta é não. Entretanto, algumas classes de torneios reconstrutíveis foram en
contradas. 

Em 1967, Harary F. e Palmer E. provaram que todo torneio não hamiltoniano com 
pelo menos 5 vértices é reconstrutível. Provaram também que todo torneio redutível Tn 
é reconstrutível pelas suas cartas se n ;:::: 5. 

Em 1970, Beineke e Parker acharam torneios não reconstrutíveis de ordem 5,6. 
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Introdução 3 

Em 1977, Stockmeyer construiu uma série de torneios não reconstrutíveis sendo os 
mesmos de ordens 

com n = 1, 2, 3, ... 

e, então, afirmou definitivamente a falsidade da conjectura da reconstrução para 
torneios. Além disso, verificou pelo auxílio de um computador que todos os torneios 
de ordem 7 são reconstrutíveis. 

Nenhuma nova classe de torneios reconstrutíveis foi exibida até 1990, se excluirmos 
as seguintes: 

• torneios transitivos 
• torneios altamente regulares 
• torneios bineutros 
Em 1990, usando a estrutura de torneios normais, Demaria e Guido provaram que 

todo torneio normal Hn (n ~ 5) pode ser reconstruído pelas suas cartas. O objetivo 
deste trabalho é desenvolver este resultado. 

Depois disso, houve novas descobertas de classes de torneios reconstrutíveis, como a de 
Vitolo, que em 1992 descobriu que todo torneio simplesmente desconexo é reconstrutível. 

Para chegar ao nosso objetivo, introduzimos primeiro definições e noções básicas so
bre grafos orientados e torneios, assim como resultados importantes envolvendo torneios 
quocientes. 

Logo depois, iniciamos um estudo sobre torneios hamiltonianos dando definições 
de torneio bineutro, característica cíclica, diferença cíclica e ciclo característico, 
possibilitando o estudo do Teorema da Classificação, onde obtemos as partições dos 
torneios hamiltonianos. 

O estudo dessas classes e suas relações é feito considerando como um invariante, a 
diferença cíclica (diferença entre a ordem n do torneio e a característica cíclica), já que 
ela não aumenta para os subtorneios hamiltonianos. 

Em seguida, consideramos os torneios cuja diferença cíclica é igual a 2, possibilitando 
então a caracterização estrutural dos mesmos. 

Em particular, segue que, para n ~ 7, a classe de diferença cíclica 2 é unitária e 
contém o único torneio bineutro An. Ou seja, usando as notações deste texto, 
1in,2 = {Hn: torneios com cd(Hn) = 2} = {An}, para n ~ 7. 

Considerando as relações entre a diferença cíclica de um torneio e de seus subtorneios, 
uma propriedade do torneio bineutro An é determinada. Então, podemos imediatamente 
caracterizar o An como os torneios com o menor número de subtorneios hamiltonianos. 

Finalmente, daremos a definição de torneios normais e pólos e desenvolvemos re
sultados essenciais para chegarmos ao resultado principal, dentre eles a caracterização 
estrutural dos torneios normais e a proposição que determina o ciclo característico de um 
torneio normal Hn com n ~ 5 (o torneio bineutro). 

Além disso, veremos o conceito de carta de um torneio, hipomorfismo e torneios 
reconstrutíveis. 



4 Introdução 

Agora, considerando as classes de torneios normais, provaremos os seguintes resulta
dos. 

Se Hn é um torneio normal com pelo menos 5 vértices e com ciclo característico k e 
se H~ é qualquer torneio com n vértices que é hipomorfo a Hn (isto é, Hn e H~ tem as 
mesmas cartas) então: 

i) H~ é normal; 
ii) o ciclo característico de H~ é k; 
iii) H~ é isomorfo a Hn. 
Então, todo torneio normal diferente do 3-ciclo H3 é reconstrutível. 



Capítulo 1 

Grafos orientados e torneios 

1.1 Grafos orientados 

Definição 1.1.1 Sejam I um conjunto finito não vazio e A um conjunto de pares orde
nados formados com elementos distintos de I. Chamamos I de suporte. 

Denominamos grafo orientado ou digrafo ao par G ={I, A}. 
Os vértices de G são os elementos de I. 
A ordem de G é a cardinalidade de I. 

Os arcos de G são os pares de A. 

Notação: Para indicar um arco orientado (x,y) usamos a notação x---+ y. Usare
mos a notação x f-+ y para denotar que (x,y) não é um arco de G, ou seja,(x, y) ~A. 

Observação 1.1.2 Se x ---+ y dizemos que x é um predecessor de y e que y é um 
sucessor de x. 

Exemplo 1.1.3 Alguns exemplos de grafos orientados: 

(1) G ={I, A} I={x,y} A={(x,y)} 

X y 

5 



6 1.1. Grafos orientados 

(2) G ={I, A} I= {1, 2, 3} A= {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2)} 

1 

2 3 

(3) G={I,A} I={1,2,3,4} 

A= {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 4), (3, 1), (3, 4), (4, 2), (4, 3)} 

1 2 

3 4 

(4) G ={I, A} I= {1, 2, 3} A= {(1,2), (2,3), (3,1)} 

1 

2 3 



Capítulo 1: Grafos orientados e torneios 

(5) G={I,A} 1={1,2,3,4} 

A= {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (3, 2), (3, 4), (1, 4), (4, 2), (4, 3)} 

1 

2 3 

(6) G ={I, A} I= {1,2,3,4,5,6} 

A= { (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 6), (2, 1), (2, 3), (2, 5), (2, 6), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (3, 5), 

(4,1),(4,3), (4,5), (4,6),(5,2), (5,3), (5,4), (5,6), (6,1),(6,2),(6,4), (6,5)} 

1 

6 

4 

1. 2 Torneios 

7 

Definição 1.2.1 Um torneio T é um grafo orientado no qual todo par de vértices é 
ligado por exatamente 1 arco. 

O conjunto de vértices é denotado por V(T) e o conjunto de arcos por E(T). Se a 
cardinalidade IV(T)I = n, T tem ordem n e T é denotado por Tn. Mas usualmente identi
ficaremos Tn com o conjunto de seus vértices por V(Tn) = { v1 , v2 , ... , vn}· Identificaremos 
um torneio trivial com seu único vértice por V(T1) = {vi}. 



8 1. 2. Torneios 

Se v é qualquer vértice de T, denotamos por T- v ou T- {v} o subtorneio de vértice 
deletado. 

Definição 1.2.2 Um torneio T é transitivo se ele induz uma relação transitiva entre 
seus vértices colocando v < w {=:::::?- v --+ w (isto é, se, para cada u E T, para cada v E T 
e para cada w E T, v --+ w e w --+ u implica v --+ u). Ou equivalentemente, T é 
transitivo se T não possuir nenhum ciclo passando por um subconjunto de seus vértices. 

Observação 1.2.3 Para todo inteiro n > O existe somente 1, a menos de isomorfismos, 
torneio transitivo com n vértices. 

Denotamos tal torneio por: 

• Trn se seus vértices VI, ... , Vn são tais que vh --+ vk {=:::::?- h < k 
• Tr*n se seus vértices VI, ... , Vn são tais que vh --+ vk {=:::::?- k < h 

Definição 1.2.4 Um torneio T é dito regular se, para cada x E T, o número dos 
predecessores de x é igual ao número de seus sucessores (e como consequência a ordem 
de T é ímpar). Um torneio T é dito altamente regular se existe uma ordenação cíclica 
VI, v2, ... , v2m+l, VI dos vértices de T tais que vi --+ Vj se, e somente se Vj é um dos 
primeiros m sucessores de vi na ordenação cíclica dos vértices de T. 

Exemplo 1.2.5 (I) Seja G o grafo da figura abaixo. Vê-se que G é um torneio: 
(1) Transitivo 
(2) Não regular 

y 

z X 



Capítulo 1: Grafos orientados e torneios 

(li) Seja G como na figura abaixo. Então G é um torneio: 
{1) Não transitivo, pois x---+ z, z ---+ y ex f-+ y 
{2) G é altamente regular, pois G admite a seguinte ordenação: 
VI = X, V2 = Z, v3 = y 

(III) Considere G como abaixo. Temos que: 
{1) G é transitivo 

y = v3 

{2) G não é regular, pois x possui 2 sucessores e nenhum predecessor 

X 

y z 

(IV) Considere o torneio G = Hs. 
{1) G não é transitivo, pois z---+ x, x ---+ y e z -!-+ y 
{2) G é altamente regular onde a ordenação é dada por: 
x = v1 ,w = v2 ,y = v3 ,z = v4 ,k = v5 ,x =VI e vemos que: 
V1 ---t V2 VI ---+ V3 

Vs ---t VI Vs ---+ V2 

onde m = 2 ===} 2m + 1 = 5 

9 



10 1. 3. Torneios quocientes 

k = v5 

y = V3 

Definição 1.2.6 Sejam T um torneio, A e B subtorneios de T. Se cada vértice de A é 
um predecessor de cada vértice de B, escrevemos A ---+ B. Os vértices de um subtorneio 
A são chamados equivalentes se, para qualquer q E T - A, ou q ---+ A ou A ---+ q. 

Definição 1.2. 7 Um homomorfismo entre dois torneios Tn e Tm é uma função 
f: V(Tn) ---+ V(Tm) tal que se v---+ w ===> f(v) ---+ f(w) ou f(v) = f(w). 

Dois torneios Tn e T m são epimorfos se existe um homomorfismo sobrejetor 
f: V(Tn) ---+ V(Tm)· 

Dois torneios são isomorfos, isto é Tn ::::::: Rn se existe um homomorfismo bijetor 
f: V(Tn) ---+ V(Rn). 

1.3 Torneios quocientes 

Definição 1.3.1 Seja Rm um torneio com os seguintes vértices v1 , ... , Vm e seja S(l), ... , S(m) 
torneios disjuntos 2 a 2. Denotamos por Rm(S(l), ... , S(m)) a composição das compo
nentes S(i) com o quociente Rm, isto é, o torneio cujos vértices formam o conjunto 
V(S( 1

)) U ... U V(S(m)) e cujos arcos são definidos pela relação: 

{ 
a ---+ b {:::::} (a, b) E sUl para algum 1 ::; j ::; m ou 
a E S(h), b E S(k) e vh ---+ vk. 

Definição 1.3.2 Um torneio Tn com n > 1 é dito simples quando seus únicos quo
cientes são ele próprio e o torneio trivial T1 formado por um único vértice. 
Ou seja: se Tn = Rm(S(l), S(2), ••• , S(m)) ===> m = 1 ou m = n. 

Definição 1.3.3 Dado um torneio Tn, definimos a sua condensação como um quo
ciente transitivo de Tn da forma Tn = r;k (S(l), S(2), ••• , S(Kl), onde cada componente S(i) 
é forte, ou seja, hamiltoniano ou trivial {T1 , torneio formado por 1 só vértice). A con
densação de Tn é o maior quociente transitivo de Tn. Para k > 1, Trk é sempre epimorfo 
a T2 , e portanto, a condensação de um torneio hamiltoniano é sempre o torneio trivial 
T1. 



Capítulo 1: Grafos orientados e torneios 

Para os torneios quocientes as seguintes propriedades são válidas: 

Proposição 1.3.4 Rm é isomorfo a um subtorneio de Tn. 

Proposição 1.3.5 Para todo Tn, existe exatamente 1 torneio quociente não simples. 

Exemplo 1.3.6 Considere o torneio G = T4: 

a 

G = {{a, b, c, d}, {(a, b), (a, c), (a, d), (b, c), (b, d), (c, d)}} é um torneio. 
A = { {a, b}, { (a, b)}} é um sub torneio de G. 
B = {{c, d}, {(c, d)}} é um subtorneio de G. 

• A e B são subtorneios tais que A ----+ B. 

11 

• Os vértices do subtorneio A são equivalentes, pois 'tfq E G - A = {c, d} temos que 
A----+ q. 

• Os vértices do subtorneio B são equivalentes, pois 'tfq E G - B = {a, b} temos que 
q----+ B. 

• Composição: 
Seja T4 = G, isto é, T4 é um torneio tal que o(T4) = 4. 
Podemos particioná-lo em subtorneios disjuntos S(l) = A e S(2

) = B de vértices 
equivalentes. 

Seja R2 = {{A, B}, A----+ B} o torneio constituído por 2 elementos w1 =A, w2 = B 
tal que Wi ----+ Wj -Ç=:::} S(i) ----+ sU)' para i = 1, 2, pois wl ----+ W2 -Ç=:::} S(l) ----+ S(

2
). 

Então: T4 = R2 (S(1), S(2)) 

Pela proposição 1.3.4, temos que existe pelo menos um subtorneio de T4 isomorfo a 
R2 • Neste exemplo, temos 4 subtorneios isomorfos a R2: 

1) T' ={{a, c}, {(a, c)}}, f: T'----+ R2 é um isomorfismo, onde a----+ c e 
a----+ A 
c----+ B 

f(a) =A ----+ f(c) = B. 



12 1. 3. Torneios quocientes 

2) T" = { {b, d}, {(b, d)} },f: T" --4- R 2 é um isomorfismo, onde b --4- d e 
b--4-A 
d--4-B 

f(b) =A --4- j(d) = B. 

3) T"' = { {a, d}, { (a, d)}} ,f : T"' --4- R 2 é um isomorfismo, onde a --4- d e 
a --4-A 
d--4-B 

f(a) =A --4- j(d) = B. 

4) T"" = { {b, c}, {(b, c)}}, f: T"" --4- R2 é um isomorfismo, onde b --4- c e 
b --4- A 

f(b) =A --4- f(c) = B. 



Capítulo 2 

Torneios hamiltonianos 

2.1 Algumas notações e noções preliminares 

(V(C)) é o subtorneio formado pelos vértices de um ciclo C de T. Mais geralmente, se 
G1, G2, ... , Gp são subgrafos orientados de Tn, denotamos por (G1 U ... U Gp) o subtorneio 
cujos vértices formam o conjunto V(G1) U ... U V(Gp)· 

Definição 2.1.1 Um torneio é hamiltoniano se ele tem um ciclo passante, isto é, se 
existe um ciclo que passa (uma só volta} atravessando todos os vértices do torneio. 

Hn denotará um torneio hamiltoniano com n vértices. 

Podemos relembrar que: 

Proposição 2.1.2 Tn é não hamiltoniano Ç::::::} seu quociente simples é T2 . 

Seja v E Tn, então: 
ind( v) =número de predecessores de v (denota o in-valency de v em Tn) 
outd( v) =número de sucessores de v (denota o out-valency de v em Tn) 
(ind(v), outd(v)) é o valency-par de v. 
(ind(vi),outd(v1)), ... ,(ind(vn),outd(vn)) com a ordem lexicográfica é a sequência 

de valency-par de Tn = { v1, ... , Vn}· 

Observação 2.1.3 Torneios isomorfos tem a mesma sequência de valency-par. 

Um vértice v' de um subtorneio r:n é chamado de: 
•transmissor de r:n se v' tem como valency-par (0, m- 1) em r:n (isto é: v' não 

tem predecessor, e todos os outros vértices de r:n são sucessores pois ind( v') = O e 
outd(v') = m- 1). 

•receptor de r:n se v' tem como valency-par (m- 1, O) em r:n (isto é: v' não tem 
sucessor, e todos os outros vértices de r:n são predecessores pois ind( v') = m - 1 e 
outd(v') = 0). 

13 



14 2.2. Diferença cíclica de um torneio 

2.2 Diferença cíclica de um torneio 

Definição 2.2.1 Um vértice v E Hn é neutro para o torneio hamiltoniano Hn se Hn- v 
é hamiltoniano. 

Notação: v(Hn) =número de vértices neutros de Hn. 

Observação 2.2.2 Como v(Hn) é também o número dos subtorneios hamiltonianos de 
ordem n-1 e em Hn(n ~ 4) existe pelo menos 2 e no máximo n subtorneios hamiltonianos 
de ordem n - 1, segue que 

2 ~ v(Hn) ~ n, para n ~ 4. 

De fato: 

•para n = 3, não existe vértice neutro de Hn. 
•para n = 4, temos v(H4 ) = 2. 
•para n ~ 5, temos que 2 ~ v(Hn) pelo corolario 2.4.3 e teorema 2.4.14 que veremos 

mais adiante. 

Exemplo 2.2.3 • v(Hn) = 2 quando Hn é o torneio de ordem n = 4 

O torneio bineutro A4 (veja próxima definição) 

Temos que v1 e v4 são os únicos vértices neutros de A4. 
Portanto: v(A4) = 2 

• v(Hn) = n para os torneios que são as composições de componentes não singulares 
com um quociente hamiltoniano . 

Por exemplo: 
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Considere o torneio altamente regular H5 do exemplo 1. 2. 5. 
H5 tem 5 subtorneios hamiltonianos: 
H~, onde V(H~) = { v2, va, v4, v5} 
H~, onde V(H~) = {v1 ,va,v4,v5} 
H~', onde V(H~') = { v1, v2, v4, v5} 
H~", onde V(H~") = {v1,v2,va,v5} 
H"111 onde V(H"111

) - {v v v v } 5 ' 5 - 1, 2, a, 4 

Portanto: v(H5) = 5 
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Definição 2.2.4 O torneio An (n ~ 4) com o conjunto de vértices V(An) = {x1 , x2, ... , Xn} 
e conjunto de arcos E(An) = {(xi, Xj)/j <i -1 ou j =i+ 1} contém somente 2 vértices 
neutros x1 e Xn e é chamado de torneio bineutro de ordem n. 

Observação 2.2.5 A menos de isomorfismo, existe apenas 1 torneio bineutro. 

Observação 2.2.6 Las Vergnas provou em {11} que o torneio bineutro An é o único 
torneio com apenas 2 vértices neutros para cada n ~ 4. 

Definição 2.2.7 Um subtorneio T' de um torneio T é dito conado{ou projetado) por 
um vértice v {isto é, v co na T') se existe um vértice v de T - T' tal que v ---+ T' 
ou T' ---+ v. Se nenhum vértice de T - T' cona T', T' é dito não conado (ou não 
projetado), ou seja, se V v E T- T' temos que v f-+ T' e T' f-+ v então T' é não 
conado. 

Se C é um ciclo de T, C é dito conado por v {respectivamente não conado) se (V( C)) 
é conado por v (respectivamente não conado). 

Proposição 2.2.8 Um torneio Tn (n ~ 5) é hamiltoniano {::::=:} existe um m-ciclo não 
co nado C, onde 3 ::; m ::; n - 2. 

Demonstração: 

(::::}) Seja Hn um torneio hamiltoniano. 
Sejam v um vértice neutro de Hn e w1 , w2 dois vértices neutros de Hn -v, então os 

subtorneios Hn- v, Hn- {v, w1} e Hn- {v, w2} são hamiltonianos. Sabemos que estes 
vértices existem, pois já vimos que 2 ::; v(Hn) ::; n, para um torneio hamiltoniano Hn· 
Suponha que os dois torneios hamiltonianos Hn - {v, wi} e Hn - {v, w2} são conados. 
Temos que: 

• w1 não pode conar Hn -{v, wi} , pois caso contrário Hn -{v, w2 } é não hamiltoniano. 
• w2 não pode conar H n- {v, w2 }, pois caso contrário H n- {v, wi} é não hamiltoniano. 
Daí ambos Hn- {v,w1} e Hn- {v,w2} são conados por v. 
Então v cana Hn- v. 
Mas isso é uma contradição , pois Hn é hamiltoniano. 
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Então, pelo menos 1 dos dois torneios Hn- {v, w1} e Hn- {v, w2} é não conado, isto 
é, em Hn existe pelo menos 1 (n - 2)-ciclo não conado (já que o(Hn - {v, wi}) = n - 2, 
para i= 1, 2). 

Portanto, existe um m-ciclo não conado C, onde 3 ::; m::; n- 2. 

C{=) Se Tn é não hamiltoniano, então pela proposição 2.1.2 seu quociente simples é 
T2. Logo, cada ciclo de Tn está em uma componente e, então, é conado. O 

Aplicação da proposição anterior : n = 5 

Considere o torneio H 5 do exemplo 1.2.5 
( =?) H5 é hamiltoniano ::::::} existe um m-ciclo não conado C, onde 3 ::; m ::; n- 2 = 3, 

isto é, existe um 3-ciclo: 
C: V1V3V4V1 
ou C' : V2V3VsV2 
ou C" : v2v4vsv2 
O 3-ciclo C é não conado, pois '<:/v E H 5 - (V (C)) temos que v f-+ (V (C)) e 

(V(C)) f-+ v. 
De fato: 
Vs f-+ (V(C)) e (V(C)) f-+ v5 • 

v2 f-+ (V(C)) e (V(C)) f-+ v2. 
Analogamente verificamos que os 3-ciclos C' e C" são não conados. 

c~=) existe um 3-ciclo não conado c (na verdade existe mais de 1 ciclo não conado) 
::::::} H 5 é hamiltoniano. 

Observação 2.2.9 Os torneios hamiltonianos H3 e H4 também contém m-ciclos não 
conados, mas agora a condição m ::; n - 2 não é satisfeita. 

Exemplo 2.2.10 1) n = 3 
Considere o torneio G = H3 do ítem (II) do exemplo 1.2.5. 
H3 é um torneio hamiltoniano, pois existe o ciclo passante C : VI v2v3vi. 
Temos que H3 contém 1 ciclo não conado, que é ele mesmo. Então m = 3 > n-2 = 1, 

não satisfazendo a condição m::; n- 2. 

2) n = 4 
Considere o torneio H4 do exemplo 2.2.3. 
H4 é um torneio hamiltoniano, pois existe o ciclo passante C : VI v2v3v4 VI· 

Temos que H4 contém 3-ciclos não conados, onde m = 3 > n - 2 = 2, também não 
satisfazendo a condição m ::; n- 2. 

De fato: 
CI : V2V3V4V2 é um 3-ciclo não COnado 
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C2 : VI V3V4 VI é Um 3-ciclo não co nado 
Ci é um 3-ciclo não conado, para i = 1, 2, pois Vv E H4 - (V(Ci)) tem-se v f-+ 

(V(Ci)) e (V(Ci)) f-+ v. 

Dado um ciclo não conado C de Hn e um vértice v fj. V(C) é possível estender C a 
um ciclo através de todos os vértices de Hn - v. 

Então podemos dar as seguintes definições : 

Definição 2.2.11 Se C é um ciclo não conado de Hn, o conjunto Pc = V(Hn)- V(C) 
consiste de vértices neutros de Hn, que são chamados pólos de C. 

Definição 2.2.12 Um ciclo não conado C de Hn é dito minimal se cada ciclo C', tal 
que V(C') Ç V(C), é conado por pelo menos 1 vértice de Hn. 

Ou equivalentemente, um ciclo C de Hn é minimal ~ o subtorneio hamiltoniano 
(V(C)) é não conado mas todos seus subtorneios hamiltonianos próprios são conados. 

Um ciclo minimal é dito característico se ele possui o menor comprimento dos ciclos 
minimais, isto é, se ele é o ciclo minimal com o menor número de vértices em Hn-

Definição 2.2.13 O comprimento de um ciclo característico em Hn é chamado 
de característica cíclica de Hn e é denotado por cc(Hn)· 

O inteiro positivo n- cc(Hn) é chamado de diferença cíclica de Hn e é denotado 
por cd(Hn). 

Observação 2.2.14 Se C é um ciclo característico em Hn, então cd(Hn) = IPcJ. 
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2.3 Exemplos 

1) O torneio bineutro A7 de ordem 7: 

A 7 é bineutro, pois: 
V(A7) = {x1,x2, ... ,x7} e E(A7) = {(xi,xj), se j:::;; i -1 ou j =i+ 1}. 
x1 e X7 são os únicos vértices neutros de A7, já que A7-x1 e A7-x7 são hamiltonianos. 
O ciclo C : x2x3x4x5x6x2 é característico, pois: 

i) C é minimal 
De fato: 
• o subtorneio hamiltoniano (V(C)) é não conado, já que 

'V v E V(A7)- V(C) = {x1,x7 } temos que v -f-+ V(C) e V(C) -f-+ v, isto é: 
x 1 -f-+ V(C) e V(C) -f-+ x1 

X7 -f-+ V( C) e V( C) -f-+ x7 
• mas todos seus subtorneios hamiltonianos próprios são conados: 
H'; V(H') = { X3, x4, x5, x6} é conado em A7 por x1 
H"; V(H") = {x2, x3, X4, x5} é conado em A7 por x7 
H"';V(H"') = {x4,x5,x6} é conado em A7 por x 1 

H""; V(H"") = {x2, x3, x4} é conado em A7 por X7 

ii) C é um ciclo minimal de comprimento mínimo 
Basta verificar que qualquer ciclo de ordem menor que 5 não é minimal. 
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Daí: 
cc(A7) = comprimento de um ciclo característico em A7 = o( C) = 5 
cd(A7) = 7 - cc(A7) = 7- 5 = 2 
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E ainda, como C é um ciclo não conado de A7, então Pc = V(A7)- V(C) = {xi,x7}. 

Daí, IPcl = o(Pc) = 2. 
Logo: cd(A7) = IPcl 

2) O torneio Hs que contém o subtorneio H7 • 

Observe que xi, x 7 e x8 são vértices neutros de Hs. 
De fato: 
• H8 - x1 é hamiltoniano, pois existe o ciclo: Xs, X7, xs, xs, X4, X3, x2, xs 
• H8 - x7 é hamiltoniano, pois existe o ciclo: xs, Xs, xs, x4, X3, x2, XI, X6 
• H8 - x8 é hamiltoniano, pois existe o ciclo: X7, XI, x 5 , x2, X4, x6, x3, X7 

Temos que C : XI, x8 , x7, XI é um ciclo característico de H8 , enquanto C' : x2, x3, X4, xs, x6, x2 

é um ciclo minimal. 
E não existe ciclo característico C tal que XI E Pc = V(Hn)- V(C). 
De fato, C é um ciclo minimal com comprimento mínimo e C' é um ciclo não conado 

tal que todo ciclo contido propriamente em C' é conado por pelo menos 1 vértice de 
Hs-C'. 

Daí, cc(H8 ) = 3 e cd(Hs) = 8- cc(Hs) = 5. 
E ainda, Pc = V(H8 )-V(C) = {xi, ... ,xs}-{xi,xs,x7} = {x2,xa,x4,xs,x6}· Então: 

IPcl = o(Pc) = 5. 
Logo: cd(Hs) = IPcl· 
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3)Um torneio H6 com 4 ciclos característicos. 

Temos que v(H6) = 4, pois XI, x 3 , x 4 e X6 são vértices neutros de H6. 
E ainda, CI : XI, X2, Xs, X3, XI, C2 : XI, X2, Xs, X6, XI, C3 : X2, Xs, X3, X4, X2 e 

C4 : x2, xs, x6, X4, x2 são os quatro ciclos característicos de H6, isto é, são ciclos mini
mais com comprimento mínimo em H6. Logo, cc(H6) = 4 e cd(H6) = 6- cc(H6) = 2. 

4)0 torneio Hs com cd(H8 ) = 3, cujos subtorneios H7 tem todos as mesmas diferenças 
cíclicas cd(H7 ) = 3. 

O ciclo C dado por X4, x5 , x 6 , x 7 , x 8 , x 4 é um ciclo característico de H8 , já que ele é 
minimal e de comprimento mínimo. Daí, cc(Hs) = 5 e cd(H8 ) = 8 - cc(Hs) = 3. 
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2.4 As partições dos torneios hamiltonianos 

Proposição 2.4.1 Um vértice v de Hn é neutro <:::==> em Hn existe um ciclo minimal C 
tal que v E Pc. 

Demonstração: 

(:::;.) Se v é um vértice neutro de Hn ===> Hn - v é hamiltoniano (e não conado, 
pois como Hn é hamiltoniano, então v H Hn- v e Hn- v H v) ===> existe um 
m-ciclo não conado C' em Hn - v tal que 3 :::; m :::; n- 3(pela proposição 2.2.8) ===> 
existe um ciclo minimal C contido em Hn- v e v E Pc = V(Hn)- V( C) (se C' é o único 
ciclo não conado em Hn- v, então C=C') ===> existe um ciclo minimal C em Hn e v E Pc. 

(-~=) Se v E P c = V (H n) - V (C) ===> v é um vértice neutro de H n (pela definição de 
pólo). o 

Observação 2.4.2 Se v é um vértice neutro de Hn, em geral não existe ciclo 
característico C tal que v E Pc (veja exemplo 2 da seção 2.3). 

Corolário 2.4.3 O conjunto dos vértices neutros de Hn é a união dos conjuntos dos 
pólos dos ciclos minimais de Hn· Logo, segue que cd(Hn) :::; v(Hn) (ou então: 
n- cc(Hn) :::; v(Hn)). 

Demonstração: 

Seja rJ =conjunto dos vértices neutros de Hn. 
Então rJ = UPc;; Ci é ciclo minimal de Hn (pela proposição 2.4.1). 
Daí rJ = u(V(Hn)- V(Ci)); Ci é ciclo minimal de Hn 
Logo: 
cd(Hn) ~ v(Hn), pois cd(Hn) = n-cc(Hn) = IV(Hn)- V( C) I; C é ciclo característico 

de Hn e V(Hn)- V(C) Ç rJ . o 

Proposição 2.4.4 cd(Hn) = v(Hn) <:::==> em Hn existe somente 1 ciclo minimal (o ciclo 
característico) 

Demonstração: 

(:::;.) Suponha que em Hn existe exatamente m( m > 1) ciclos minimais. Então pelo 
menos 1, digamos C, é característico (basta tomar o ciclo minimal C de menor compri
mento). 
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Além disso, se C' é um ciclo minimal diferente de C, existe um vértice neutro 
v E Pc' = V(Hn) - V(C') que não é um elemento de Pc = V(Hn) - V(C), isto é, 
IPcl < v(Hn) =::::} cd(Hn) < v(Hn)· 

Portanto: se existe exatamente m(m > 1) ciclos minimais em Hn =::::} cd(Hn) < v(Hn) 
Ou melhor: se cd(Hn) = v(Hn) =::::} existe somente 1 ciclo minimal em Hn. 

(-~=) Suponha que cd(Hn) # v(Hn), isto é, cd(Hn) < v(Hn) (pois cd(Hn) ~ v(Hn) 
pelo corolário 2.4.3). 

Se C é um ciclo característico e cd(Hn) < v(Hn) =::::} existe um vértice neutro v tal 
que v ti Pc = V(Hn)- V(C). 

Então um novo ciclo minimal C' diferente de C pode ser achado pela proposição 2.4.1 
( pois como v é um vértice neutro de Hn =::::} existe um ciclo minimal C' em Hn tal que 
v E Pc'). 

Logo, existe mais de 1 ciclo minimal em Hn. 
Portanto: se cd(Hn) # v(Hn) =::::} existe mais de 1 ciclo minimal em Hn. 
Ou seja: se existe somente 1 ciclo minimal em Hn =::::} cd(Hn) = v(Hn)· O 

Proposição 2.4.5 Se Hn é a composição Hn = H:n(s<1
), s<2), ••• , s<m)) de m torneios 

S(i) com o torneio quociente H:n, então cc(Hn) = cc(H:n). 

Demonstração: 

i) f- cc(Hn) ~ cc(H:n) 

Se C é um r-ciclo não conado em Hn, os r vértices de C são elementos de r componentes 
diferentes, isto é, p(C) é um r-ciclo não conado em H:n, onde p: V(Hn) --+ V(H:n) é a 
projeção canônica. 

Reciprocamente, seja H~ um subtorneio de Hn isomorfo a H:n (sabemos que existe 
H~ pela proposição 1.3.4). 

A imagem em H~ de um m-ciclo não conado de H:n é um m-ciclo não conado de Hn. O 

Proposição 2.4.6 Seja Hn = H:n(S< 1),S(2), .•• ,s<m)), então v é um vértice neutro de 
Hn -{==::} v está numa componente não singular ou p( v) é um vértice neutro de H:n, onde 
p: V(Hn) --+ V(H:n) é a projeção canônica. 

Proposição 2.4. 7 Seja Hm um subtorneio hamiltoniano de Hn. 
Então : cd(Hm) ~ cd(Hn)· 
Em particular, para todo Hn- 1 Ç Hn temos que cd(Hn)- 1 ~ cd(Hn- 1 ). 
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Demonstração: 

Devemos provar similarmente que cc(Hm) ~ cc(Hn)- n + m, já que: 
cd(Hm) ~ cd(Hn) {::::=} m- cc(Hm) ~ n- cc(Hn) {::::=} cc(Hn) - n + m ~ cc(Hm) 

(i)Primeiramente, podemos ver que a última desigualdade é verdadeira param = n-1, 
isto é, cc(Hn-1) ~ cc(Hn) - 1. 

De fato: 
Seja cc(Hn-1) =h e considere um ciclo característico Ch em Hn-1 = Hn- v. 
• Se v não cona Ch =:::} Ch é um ciclo não conado em Hn, pois como Ch é um ciclo 

característico em Hn-1 = Hn- v, então Ch é um ciclo minimal de comprimento mínimo 
de Hn-1 e como v não cona C h e Hn- 1 U {v} = Hn, então C h é um ciclo não conado em 
Hn· 

Segue daí que cc(Hn_1) ~ cc(Hn), pois sendo Ch um ciclo não conado em Hn, ainda 
pode existir um ciclo não conado menor que o Ch· 

Portanto: 
cc(Hn-1) > cc(Hn) - 1 

• Se v cona Ch, :3 w E V(Hn_ 1)- V(Ch) tal que v não cona (V(Ch)) u {w}, já que 
Hn é hamiltoniano, pois se V w E V(Hn- 1)- V(Ch) tivermos que v cona (V(Ch)) U { w }, 
então Hn não seria hamiltoniano. 

Como w não cona Ch (pois Ch é não conado em Hn-1), podemos construir um ciclo 
Ch+l, cujo conjunto de vértices é V(Ch) U { w }, que é não conado em Hn. 

Então: 
cc(Hn-1) ~ cc(Hn) - 1 

pois como Ch+l é um ciclo não conado em Hn ; o(Ch+I) =h+ 1 e cc(Hn) =comprimento 
de um ciclo característico de Hn, então cc(Hn) ~ h+ 1 = cc(Hn-1) + 1, e daí: 

(ii)Agora, consideremos o caso geral com 3 ~ m ~ n- 1 

Consideremos duas possibilidades diferentes: 

1'ª-) Existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos Hm+l, Hm+2, ... , Hn-1 tal que 
V(Hm) c V(Hm+I) c ... c V(Hn-1) C V(Hn)· 

Então , passo por passo, de (i) obtemos que cc(Hm) ~ cc(Hn)- n + m, pois por (i) 
temos: 
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cc(Hn-2) 2::: cc(Hn-1) - 1 2::: cc(Hn) - 2 

cc(Hn-3) 2::: cc(Hn-2) - 1 2::: cc(Hn) - 3 

cc(Hm) 2::: cc(Hm-1) - 1 2::: cc(Hn) - (n- m) = cc(Hn) - n + m 

Portanto: 
cc(Hm) 2::: cc(Hn) - n + m 

2-ª-) Existe um torneio hamiltoniano Hs (m :::; s < n), tal que entre Hm e Hs existe 
uma cadeia de torneios hamiltonianos como na 1 'ª- possibilidade, uma vez que, para 
cada torneio Ts+l tal que V(Hs) C V(Ts+l), Ts+l não é hamiltoniano, isto é, Hs é 
conado por todos os vértices de V(Hn) - V(Hs) = { v1 , v2, ... , Vn-s}· 

Então Hn é a composição Hn = Hn-s+1({v1},{v2}, ... ,{vn-s},Hs) e daí segue que 
cc(Hn) = cc(Hn-s+l) < n- s (pelas proposições 2.4.5 e 2.4.6). 

Então obtemos cc(Hn)- n + m < cc(Hs)- s + m:::; cc(Hm) 

Portanto: 
cc(Hm) 2::: cc(Hn)- n + m 

o 

Observação 2.4.8 Poderíamos ter definido uma característica cíclica como um ciclo 
minimal com comprimento máximo. Mas neste caso somente uma propriedade similar 
à proposição 2.4.5 valeria, ao passo que uma propriedade similar à proposição 2.4. 7 
falharia. 

De fato: 

No exemplo 2 da seção 2.3 temos que: 

• em Hs o 5-ciclo x2x3 ... x 6 x2 é minimal com comprimento máximo k 
cd(H8 ) = 8- cc(Hs) = 8- k = 8- 5 = 3 

Logo: cd(H8 ) = 3 

ao passo que: 

5 =} 

• em H 8 -x4 cada 3-ciclo minimal tem comprimento máximo k1 = 3 =? cd(Hs-x4) = 
7 - cc(Hs - x4) = 7 - k1 = 7 - 3 = 4 

Logo: cd(H8 - x4) = 4 
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• em Hs - XI o 4-ciclo x 2x3x 4x 5x 2 é minimal com comprimento máximo k2 - 4 
==:::} cd(Hs- xi) = 7- cc(Hs- XI)= 7- k2 = 7- 4 = 3 

Logo: cd(Hs- xi) = 3 

• em Hs - xs o 5-ciclo x2x3 ... x 6x2 é minimal com comprimento máximo ka 5 
==:::} cd(Hs- xs) = 7- cc(Hs- xs) = 7- ka = 7- 5 = 2 

Logo: cd(Hs - xs) = 2 

Portanto: cd(H8 - x 4 ) = 4 > cd(H8 ) = 3, isto é, não satisfaz a proposição 2.4.7, já 
que Hs- X4 é subtorneio de Hs. 

Corolário 2.4.9 Se C é um ciclo característico de Hn e v E Pc é um pólo de C ==:::} 

cd(Hn) ~ cd(Hn- v) ~ cd(Hn)- 1. 

Demonstração: 

i) Como v E Pc = V(Hn)- V(C), C é também um ciclo não conado de Hn- v , 
pois como v E Pc ==:::} v é um vértice neutro de Hn ==:::} Hn - v é hamiltoniano ==:::} 

V v' E V(Hn- v)- V(C) tem-se v' f-+ Hn- v e Hn- v f-+ v'. 
Como C é um ciclo característico de Hn ==:::} cc(Hn) = o(C) e sendo C um ciclo não 

conado de Hn -v==:::} pode existir um ciclo não conado C' em Hn -v tal que o( C') <o( C). 
Daí: cc( Hn - v) ::; cc( Hn) 
Então: 
como cc(Hn - v) ::; cc(Hn) ==:::} n - 1 - cc(Hn) ::; n - 1 - cc(Hn - v) ==:::} 

n- 1- cc(Hn) ::; cd(Hn- v)==:::} cd(Hn)- 1 ::; cd(Hn- v) 

Logo: 
(I) cd(Hn) - 1 ::; cd(Hn- v) 

ii) Temos também que: 
sendo Hn- v um subtorneio hamiltoniano de Hn, pois v é um vértice neutro de Hn, 

já que v E Pc, então pela proposição 2.4.7 obtemos: 

(I I) cd(Hn - v) ::; cd(Hn) 

Portanto, de (I) e (II) temos que: 

o 

Observação 2.4.10 Depois, veremos quando valerá a igualdade: cd(Hn) = cd(Hn- v). 
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Proposição 2.4.11 Seja s:n um subtorneio hamiltoniano de Hn, então: 
v(H:n) ::; v(Hn)· 

Demonstração: 

i)Primeiramente provaremos a desigualdade para m=n-1, isto é, 
f- v(H:n) < v(Hn) 

Suponha que u é um vértice neutro de Hn-l = Hn - v e u não é um vértice neutro 
de Hn. Então Hn-1 - { u} = Hn - { u, v} é hamiltoniano e Hn - u não é hamiltoniano. 
Logo, o quociente simples de Hn- ué n (pela proposição 2.1.2), ou seja: 

Hn- u = T2(S(1
), S(2)), tal que T2 = { w1 , w2} e V(Hn- u) = V(S( 1

) U S(2)),onde S( 1) 

e S(2) são as componentes disjuntas de Hn - u e w1 ---+ w2 ~ S(1
) ---+ S(2). 

Temos que uma das componentes é necessariamente {v}, digamos S(1
) = {v}, pois 

S(l) = {v} ---+ S(2) = Hn - { u, v} ou S(2) = Hn - { u, v} ---+ S(1) = {v} (conforme 
w1 ---+ w2 ou w2 ---+ wl), caso contrário também Hn - { u, v} é não hamiltoniano, pois 
se S(l) = {v, v1} e como S(1) ---+ S(2) ou S(2) ---+ S(I) e VI E Hn- { u, v} ===} Hn- { u, v} 
não seria hamiltoniano. Absurdo! 

Daí: 
u---+ v---+ Hn- {u,v} ou Hn- {u,v}---+ v---+ u 

Agora, se u' é um vértice neutro de Hn_ 1 = Hn - {v} tal que u' =j:. u, como v 
não pode conar Hn - { u', v} (pelo mesmo raciocínio acima, trocando u' por u), isto é, 
v f--t Hn- {u',v} e Hn- {u',v} f--t v===} u' é também um vértice neutro de Hn, ou 
seja, Hn- { u'} é hamiltoniano. 

Então existe no máximo 1 vértice neutro de Hn-I que não é um vértice neutro de 
Hn. 

Como v é um vértice neutro de Hn, já que Hn-I = Hn - {v} é hamiltoniano, e não 
é de Hn-1. segue que v(Hn-I) ::; v(Hn), pois pode existir outros vértices neutros de Hn 
que não são de Hn-I = Hn- {v}. 

ii)No caso geral, se existe uma cadeia de subtorneios hamiltonianos H:n+u ... , H~-I 
tal que V(H:n) c V(H:n+I) c ... c V(H~_I) c V(Hn), então v(H:n) ::; v(H:n+l) ::; ... ::; 
v(Hn). 

Caso contrário, existe H~ como na 2ª- possibilidade da proposição 2.4.7. 
Então v(H:n) ::; v(H~) e também v(H~) ::; v(Hn) pela proposição 2.4.6, já que H~ é 

uma componente de Hn, ou seja: 
Hn = H~-s+l ( {vi}, { v2}, ... , { Vn-s}, H;) 
(de fato, pela proposição 2.4.6 temos: v é um vértice neutro de Hn ~ v está numa 

componente não singular de Hn ~v E H~, pois as outras componentes são todas sin
gulares). O 
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Proposição 2.4.12 Para cada n ~ 5, o torneio bineutro An tem sua diferença cíclica 
igual a 2 e ele contém o único ciclo minimal x2, x3, ... , Xn_ 1, x2. 

Demonstração: 

Faremos por indução sobre n. 

i) Para n = 5: x2, x3, x4, x2 é o único ciclo minimal de As e cd(As) - 2, já que 
cd(As) = 5- cc(As) =5-3= 2. 

(veja no próximo exemplo, o torneio bineutro As) 

ii) Hipótese de Indução: Suponha que cd(An-d = 2 e que An-l contém somente o 
ciclo minimal x2, X3, ... , Xn-2, X2. 

iii) Mostremos que vale para n. 
Considere An obtido de An-l acrescentando o vértice Xn sucessor de Xn-l e predecessor 

de todos os outros vértices de An-b pois daí An é ainda um torneio bineutro, isto é: 
E(An) = {(xn-1, Xn), (xn, Xn-2), (xn, Xn-3), ... , (xn, xl), ... } 
Em An todos os (n- 3)-ciclos são conados: 
de fato, o ciclo x2, x3, ... , Xn-2, x2 é não conado em An_1, pois pela hipótese de 

indução temos que esse ciclo é minimal em An_1, e é conado por Xn em An, já que 
E(An) = {(Xn-!,Xn), (xn,Xn-2), (xn,Xn-3), ... , (xn,Xl), ... }. 

E o único (n- 3)-ciclo incluindo Xn é x4 , Xs, ... , Xn, x4 , que é conado por X1 em An, 
pois como An é bineutro, temos que (x4, xl), (xs, x1), ... , (xn-1, x1), (xm x1) E E(An)· 

Além disso, o (n - 2)-ciclo cl : X2, X3, ... , Xn-1, x2 é o único (n - 2)-ciclo não 
conado de An, já que v v E V(An) - V(CI) = {xl, Xn} temos que v f-+ cl e cl f-+ 
v, pois como (xn-1, Xn), (xn, Xn-2) E E(An) ==?- Xn f-+ cl e cl f-+ Xn, e como 
(x3, XI), (xl, x2) E E(An) ==?-X! f-+ cl e cl f-+ XI· 

E esse (n - 2)-ciclo é minimal, pois cada ciclo C2 contido propriamente em C1 é 
co nado por Xn em An. 

Logo: cd(An) = n- cc(An) = n- (n- 2) = n- n + 2 = 2 O 
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Exemplo 2.4.13 Torneio bineutro As 

Queremos verificar que o único ciclo minimal do torneio bineutro As é C : x2x3x4x2. 

i)3-ciclos: 
C1 : X1X2X3X1 é conado por Xs ==> C1 não é minimal. 
c2 : X2X3X4X2 é não conado em As e todo ciclo C' contido propriamente em c2 

é conado por pelo menos 1 vértice, já que C2 é um 3-ciclo, isto é, não existe ciclos 
propriamente contido em C2 • Logo: C2 é minimal. 

C3 : X3X4XsX3 é conado por X1 ==> C3 não é minimal. 
As outras possibilidades não formam 3-ciclos. 

ii)4-ciclos: 
C4 : x1x2x3X4X1 é não conado em As, mas existe ciclo C' : x 1x2x3x1 contido propria

mente em C4 e não conado em As. 

Logo: C4 não é minimal. 
Cs : X2X3X4XsX2 é não conado em As, mas existe ciclo C' : x 3x4XsX3 contido propria

mente em Cs e não conado em A5 • 

Logo: C5 não é minimal. 
As outras possibilidades não formam 4-ciclos. 

Teorema 2.4.14 (Teorema da Classificação) 
i)Seja Hn(n 2: 5) um torneio hamiltoniano de ordem n, então: 

2 :::; cd(Hn) :::; n- 3 (ou 3 :::; cc(Hn) :::; n- 2) 

ii)Reciprocamente, para cada n ~ 5 e para cada h tal que 2 :::; h :::; n- 3, existem 
torneios hamiltonianos Hn com cd(Hn) =h. 
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Demonstração: 

i)Seja Hn (n ~ 5) um torneio hamiltoniano de ordem n. Então pela proposição 2.2.8, 
existe um m-ciclo não conado C tal que 3:::; m:::; n-2. Daí, como cc(Hn) =comprimento 
de um ciclo característico de Hn, temos que: 

3:::; cc(Hn) :::; n- 2 ===> n- 3 ~ n- cc(Hn) ~ n- (n- 2). 

Logo: 2 :::; cd(Hn) :::; n - 3 

ii)• para cada n ~ 5 e h = 2, o torneio bineutro An satisfaz a condição cd(An) = 2, 
pela proposição 2.4.12. 

Portanto, existe torneio hamiltoniano An (que é bineutro) com cd(An) =h= 2. 

• Provemos agora para 2 < h :::; n - 3 

Seja V(An-h+2) = {x1 , x2, ... , Xn-h+2}, onde An-h+2 é o torneio bineutro de ordem 
n-h+2 e Hn = An-h+2(Th-1 , {x2}, ... , {xn-h+2}) a composição obtida de An-h+2 trocando 
o unitário {x1} com qualquer torneio Th-l· 

Daí: cd(An-h+2) = 2, pois An-h+2 é bineutro e n- h+ 2 ~ 5, já que 2 :::; h:::; n- 3 e 
n ~ 5. 

Então cc(An-h+2) = n- h+ 2- cd(An-h+2) = n- h+ 2- 2 = n- h. 

E como cc(Hn) = cc(An-h+2) pela proposição 2.4.5, então cc(Hn) = n- h. 

Logo: cd(Hn) =h, já que cc(Hn) = n- cd(Hn) = n- h 

Portanto, existe torneio hamiltoniano Hn com cd(Hn) =h. 

Observação 2.4.15 O Teorema da Classificação não vale para n = 3 e n = 4. 

De fato: 

i)Para n = 4 temos que cd(H4) = 1 e cc(H4) = 3 

Exemplo: 

o 



30 2.4. As partições dos torneios hamiltonianos 

H4 é um torneio hamiltoniano, pois existe o ciclo passante: C : vi V2V3V4 VI· E é 
fácil ver que H4 ::::: A4, onde o isomorfismo é dado por f : V(A4) --+ V(H4) tal que 
!(ai) = v2, j(a2) = vs, f(as) = v4 e j(a4) =VI· 

Temos que H4 contém os 3-ciclos não conados: 
CI : V2V3V4V2 
C2: VIV3V4VI 
Temos ainda que CI e C2 são ciclos característicos, pois eles são ciclos minimais de 

comprimento mínimo, já que não existe 2-ciclo. 
Portanto: cc(H4) = 3 
Logo: cd(H4) = 4- cc(H4) = 4- 3 = 1 

ii}Para n = 3 temos que cd(H3) =O e cc(H3) = 3 
Exemplo: 

V3 ....._ _______ _, V2 

H3 é um torneio hamiltoniano, pois existe o ciclo passante: C : vi v2v3vi 
Temos que C é um ciclo minimal de comprimento mínimo, já que não existe 2-ciclo. 
Portanto: cc(Hs) = 3 
Logo: cd(H3) = 3- cc(H3) = 3- 3 =O 

Observação 2.4.16 Um torneio simples Hn com n > 5 e cd(Hn) = h pode ser obtido 
de um torneio bineutro An pela inverção do arco (xi, Xi+h-I) para cada i 2: 3 e h 2: 3 tal 
que i + h :::; n - 1. 

Então, para cada h admissível, existe também torneios simples Hn com 
cd(Hn) =h 2: 3. 

Além disso, é fácil construir torneios simples Hn com cd(Hn) = 3. 
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Exemplo 2.4.17 Aplicação da observação anterior para n = 7 e h = 3. 

Seja H 7 o torneio simples com cd(H7 ) = 3 obtido do torneio bineutro A 7 pela inverção 
do arco (xi, xi+2) para cada i ;:::: 3 e h ;:::: 3 tal que i+ 3 ::; 6. 

Como i ;:::: 3 e i + 3 ::; 6 ==:::;. i = 1 ou i = 2 ou i = 3 (pois se i ;:::: 4 então 
i+ 3 ;:::: 4 + 3 = 7 > 6). 

Portanto: H7 possui (x1 , x3) no lugar de (x3, x1), (x2, x4) no lugar de (x4, x2) e (x3, x5) 
no lugar de ( X5, x3). 

Logo, pela observação anterior H 7 é um torneio simples com cd(H7 ) = 3, pois obtemos 
H 7 a partir da inverção do arco (x3, x5) do torneio bineutro A7. 

Observação 2.4.18 Os torneios simples desconexos tem característica cíclica igual a 3 
(veja [4]). 

Corolário 2.4.19 A coleção 1ln,h = {Hn :torneios com cd(Hn) =h}, para cada n;:::: 5 e 
para cada h tal que 2 ::; h ::; n- 3, é a partição do conjunto dos torneios hamiltonianos 
de ordem n;:::: 5. 

Observação 2.4.20 Se acrescentamos as classes 1l3,0 { H 3 3 - ciclo} e 
1l4,1 = { H 4 :o torneio hamiltoniano de ordem 4}, obtemos uma partição de todos torneios 
hamiltonianos. 
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2.5 Torneios cuja diferença cíclica é igual a 2 

Proposição 2.5.1 Cada Hn (n;::: 6) com cd(Hn) = 2 é simples. 

Demonstração: 

Suponha que Hn não é simples e considere a composição Hn = Hm(S< 1), S(2), ... , s<m)), 
onde Hm é o quociente simples relatado por Hn. Agora, seja C um (m- 2)-ciclo não 
conado de Hm, que existe pela proposição 2.2.8, já que Hm é hamiltoniano com m;::: 5. 

Como Hm pode ser identificado com um subtorneio de Hn, pela proposição 1.3.4, 
C também pode ser considerado como um ciclo não conado de Hn, o que produz a 
contradição cd(Hn) > 2, pois como cc(Hn) = m- 2 então: 

cd(Hn) = n- (m- 2) = n- m + 2 > 2, sendo m < n e n;::: 6. O 

Agora é possível obter a caracterização estrutural dos torneios Hn com cd(Hn) = 2. 

De fato: 

• para n = 5: 
para cada H5 segue que cd(H5 ) = 2, pois como H5 é hamiltoniano ===} existe um 

m-ciclo não conado C, onde 3 ::::; m ::::; n- 2 = 5-2 = 3, ou seja, existe um 3-ciclo não 
conado C. 

Logo: cc(H5 ) = 3, já que não existe l-ciclo ou 2-ciclo. 
Daí: cd(H5 ) = 5- cc(H5) =5-3= 2. 

• para n = 6: 
é fácil checar que existe somente dois torneios H6 com cd(H6 ) = 2 
i) o torneio bineutro A6 , onde cd(A6 ) = 2 (pela proposição 2.4.12). 
ii) o torneio H~ obtido de A6 pela inverção do arco (x2 , x5) (veja o exemplo 3 da 

seção 2.3 e o exemplo 2.5.3). 
No exemplo 3 da seção 2.3, já vimos que cd(H~) = 2. 

Além disso, no caso geral, temos: 

Proposição 2.5.2 Para n > 7, os torneios bineutros An são os únicos torneios com 
diferença cíclica igual a 2. 

Demonstração: 

Faremos por indução sobre n. 
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i) Para n = 7, o torneio bineutro A7 é o único torneio com diferença cíclica igual a 2. 
De fato: 
para n = 7, como A6 e H~ são os únicos subtorneios de ordem 6 com diferença cíclica 

igual a 2, H7 com cd(H7) = 2 pode somente ser obtido acrescentando um vértice v no 
ciclo característico C de A6 ou H~, pois pela proposição 2.4. 7 temos: 

2 = cd(A6) = 6- cc(A6) = 6 - 4 ::; cd(H7) = 7- cc(H7) = 7- 5 = 2 
2 = cd(H~) = 6- cc(H~) = 6- 4::; cd(H7) = 7- cc(H7) = 7- 5 = 2 

i-1) se consideramos A6 : 

v tem que conar o ciclo característico de A6 , pois temos que acrescentar v no seu ciclo 
característico, digamos C, daí C'= Cu{ v} tem que ser um ciclo característico de H7 , isto 
é, minimal e de comprimento mínimo em H7 , logo todo subtorneio hamiltoniano próprio 
de C' tem que ser conado em H7 e como C é um subtorneio hamiltoniano próprio de C' e 
é não conado em A6 , então v tem que conar o ciclo característico C de A6 . Daí, obtemos 
8 possibilidades distintas com relação às posições de v, mas é fácil de checar que só para 
H7 = A7, a condição cd(H7) = 2 é satisfeita, já que nos outros casos ou H7 contém um 
subtorneio hamiltoniano com diferença cíclica igual a 3 ou ele não é hamiltoniano (veja 
exemplo 2.5.4). 

i-2) se consideramos H~: 
como v deve conar os 4 ciclos característicos de H~, v deve necessariamente conar H~. 

Então, começando de H~, um torneio H7 com cd(H7) = 2 não pode ser construído, pois 
daí H7 não seria hamiltoniano, já que v deve conar H~. 

Portanto, para n = 7 o torneio bineutro A7 é o único torneio com diferença cíclica 
igual a 2. 

ii) Hipótese de indução: Suponha que vale para n > 7, isto é: 
para n > 7, o torneio bineutro An é o único torneio com diferença cíclica igual a 2. 

iii) Mostremos que vale para n + 1. 
Considere Hn+1· 
Como cd(Hn+l) deve ser igual a 2 e Hn+l não pode conter um subtorneio Hn com 

cd(Hn) > 2, pois senão cd(Hn+l) seria maior que 2 pela proposição 2.4.7, Hn+l pode 
somente ser obtido acrescentando um vértice v a An, pois para n, por hipótese de indução 
temos que An é o único torneio com diferença cíclica igual a 2, e como já vimos que 
2 ::; cd(Hn) ::; n- 3 para n 2: 5, então não existe torneio hamiltoniano Hn com n 2: 5 tal 
que cd(Hn) < 2. 

Analogamente como antes, obtemos 8 casos distintos, mas a condição cd(Hn+1) = 2 
é satisfeita somente quando Hn+l = An+l· D 
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Exemplo 2.5.3 Torneio bineutro A 6 

O torneio bineutro A 6 tem o conjunto de vértices V(A6 ) = {xi, ... , x6 } e o conjunto 
de arcos E(A6 ) = {(xi, Xj)fj <i -1 ou j =i+ 1}. 

Exemplo 2.5.4 a) O torneio bineutro A7 tem cd(A7) = 2 (veja exemplo 1 da seção 2.3). 

b) Seja H7 = A 6 U {v}, onde v= x7 
Temos que C : x2, X3, X4, x 5 , x2 é o único ciclo característico do torneio bineutro A 6 

(pela proposição 2.4-12). 

Logo cc(A6 ) = 4 e cd(A6) = 6- 4 = 2. 
Temos que v = x7 co na C, pois x7 ---t C. 

Como vimos na demonstração da proposição 2.5.2, podemos ter 2 casos distintos. 

Caso 1) H7 contém um subtorneio hamiltoniano com diferença cíclica igual a 3. 
De jato: 

Ha :XI, X7, X3, X4, xs, xa, XI é hamiltoniano e Ha Ç H7 
C' : xi, X7, x3, XI é um ciclo característico de H 6 , pois é minimal e de comprimento 

mínimo em H a. 
Portanto: cc(H6 ) = 3 e cd(H6 ) = 6- 3 = 3 
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Caso 2) H7 não é hamiltoniano. 

X7 =V 

Observação 2.5.5 Esboço das 8 possibilidades distintas que obtemos na proposição an
terior. Observe que em cada um dos casos, x 7 = v tem que conar o único ciclo 
característico C de A 6 que é: C: X2, X3, x4, X5, x2. 
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1ª) H1 = A6 U {v} 

V= X7---+ C 

2ª) H 1 = A6 U {v} 

V= X7---+ C 

2. 5. Torneios cuja diferença cíclica é igual a 2 

Xs 
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3!!.) H 7 = A6 u {v} 

V = X7 ------1- C 

4!!.) H 7 = A6 u {v} 

V = X7 ------1- C 

37 



38 

5!!.) H 7 = A6 U {v} 

C ----t V= X7 

6!!.) H 1 = A6 u {v} 

C ----t V= X7 

2. 5. Torneios cuja diferença cíclica é igual a 2 

xs 

xs 
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7!!) H7 = A6 U {v} 

C ---7 V= X7 

8!!) H7 = A6 U {v} 

C ---7 V= X7 

39 
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Observação 2.5.6 Pelo corolário 2.4.3 e proposição 2.5.2 segue novamente que o torneio 
bineutro An é o único torneio com 2 vértices neutros para cada n ~ 4. 

Para n ~ 7: 

Temos que v(An) = 2, para todo torneio bineutro An, pela definição de bineutro. 
Seja Hn um torneio que não é bineutro e n ~ 7. 
Sabemos que: 
cd(Hn) :::; v(Hn) (pelo corolário 2.4.3) 
2 < cd(Hn) :::; n- 3 (pelo teorema da classificação e proposição anterior). 
Logo: 

v(Hn) > 2, para todo torneio Hn que não é bineutro com n ~ 7. 
Portanto, An é o único torneio com 2 vértices neutros para cada n ~ 7. 

2.6 Diferença cíclica de subtorneios 

Lema 2.6.1 Seja C um k-ciclo minimal de Hn (k > 3), Pc = { v1 , v2 , .•• , vp} o conjunto 
dos pólos de C e W = { w1 , w2, ... , Wr} o conjunto dos vértices neutros de (V( C)). Então 
a coleção de subconjuntos de Pc: 

Pb = {v E Pc/v cana (V(C)- wi) }, para cada wi E W, 

é a partição de Pc-Pé, onde Pé= {v E Pc/v não cana (V(C)- wi), Vi= 1, 2, ... ,r}. 
Então IPcl = p ~r= IWI. 

Além disso, se C é um ciclo característico e {v} = Pb (isto é, Pb é um conjunto 
unitário) então cd(Hn- v)= cd(Hn)· 

Demonstração: 

• W#0 
Como 2 :::; cd((V(C))) :::; k- 3 com k > 3 e cd((V(C))) < v((V(C))) ==:::} 

v((V(C))) ~ 2 ===} IWI =r~ 2 ===} W # 0. 

• Pb # 0, V i = 1, ... , r 
Sendo C minimal, pelo menos 1 vértice Vi E Pc = V(Hn) - V(C) deve conar 

(V( C)- wi), isto é, Pb # 0, V i = 1, 2, ... ,r, pois como C é minimal e (V(C)- wi) 
é subtorneio hamiltoniano próprio de (V(C)), já que Wi é vértice neutro de (V(C)), 
então (V(C)- wi) é conado por pelo menos 1 vértice vi de Pc. 

i) Pb n Pb = 0, V i, j = 1, ... ;r tal que i # j. 
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Finalmente, Pb n P/: = 0, 'V i, j = 1, ... ,r tal que i =I= j, pois caso contrário, se 
Pb n P/:=!= 0, ou seja, :3 v E Pb n P/:, então v E Pb e v E P/:, logo v E Pc tal que v cona 
(V(C)- wi) e v cona (V(C)- wj)· Daí v cona C. Absurdo, pois C é minimal, o que 
implica que C é não conado em Hn. 

··) P. P.* r pi u c - c = ui=l c 
de fato: 

(Ç) Se v E Pc- Pê ::::::;. v E Pc e v tJ. Pê ::::::;. v E Pc e v cona (V(C)- wi) para 
algum i ::::::;. v E Pb, para algum i ::::::;. v E Ui=1 Pb 

(2) Se v E Ui=1Pb::::::;. v E Pb para algum i::::::;. v E Pc tal que v cona (V(C)- wi), 
para algum i ::::::;. v tj. Pê ::::::;. v E Pc - Pê. 

•f-p2::r 
Como Pc- Pê = Pl; U ... U Pé tal que Pb =!= 0, 'V i= 1, ... ,r, então o(Pc- Pê) 2:: r. 
Por outro lado, o(Pc- Pê) :::; o(Pc) = p. 
Daí: r :::; o(Pc- Pê) :::; p. Logo, r :::; p 

Agora, se C é um ciclo característico de Hn e Pb = {v} é unitário, então (V (C) - wi) 
é não conado em Hn- v, já que v é o único vértice que cona (V( C)- wi) pela definição 
de Pb ={v}. 

Daí, cc(Hn-v):::; k-1, poiscomocc(Hn-v) =comprimentodeumciclocaracterístico 
em Hn- v e (V(C)- wi) é não conado em Hn- v, então cc(Hn- v) :::; o( (V(C)- wi)) = 
k- 1. 

Logo, cc(Hn -v) :::; k - 1 = cc(Hn) - 1, já que C é ciclo característico de Hn e 
o(C) = k. 

Portanto: cd(Hn- v) = cd(Hn) 
de fato: 

• cd(Hn- v) :::; cd(Hn), já que Hn- v é um subtorneio hamiltoniano de Hn. 
• f- cd(Hn- v) 2:: cd(Hn) 
Como vimos acima que cc(Hn- v) :::; cc(Hn) - 1 ::::::;. -cc(Hn- v) 2:: -cc(Hn) + 1 

::::::;. n- cc(Hn -v) 2:: n - cc(Hn) + 1 ::::::;. (n- 1) - cc(Hn -v) 2:: n- cc(Hn) ::::::;. 
cd(Hn- v) 2:: cd(Hn)· O 

Proposição 2.6.2 Para cada Hn (n 2:: 7) com cd(Hn) 2:: 3 e para k tal que 6 :::; k :::; n, 
existe um subtorneio Hk de Hn com cd(Hk) 2:: 3. Em particular, existe um subtorneio 
H6 com cd(H6) = 3. 

Demonstração: 
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i) Se cd(Hn) = 3 ==> como cd(Hn) = n - cc(Hn) = 3, temos que cc(Hn) = n - 3. 
Então, seja C um (n-3)-ciclocaracterísticodeHnePc = V(Hn)-V(C) = {vi,v2,v3} 

o conjunto dos pólos de C, já que o(V(Hn)- V( C))= n- n + 3 = 3. 
Como cd( (V( C))) ::; v( (V( C))) e 2 ::; cd( (V(C))) ::; (n- 3)- 3, então 2 ::; v( (V( C))). 

Daí, em (V(C)) existe pelo menos 2 vértices neutros wi, w2• Logo, a partição de 
Pc- Pê Ç {vi, v2, v3} contém pelo menos 2 conjuntos e 1 pelo menos é unitário. 

De fato: 

• já que Pc - Pê = Ui=IPb tal que r ~ 2 e Pb =!= f/J, 'V i = 1, ... , r, então Pc - Pê 
contém pelo menos 2 conjuntos. 

• já que Pc = { vb v2, v3} e pelo lema anterior temos que 3 = p = IPcl ~r= IWI ~ 2, 
então r = 2 ou r = 3. Daí, temos as possibilidades: 

para r= 2: 
Pf: = {VI, v2} 
Pf: = {VI, v3} 
Pf: = { v2, v3} 
Pf: = {vr} 
Pf: = {vr} 
Pf:={v2} 

para r= 3: Pf: ={vi} 

Pt = {v3} 
Pt = {v2} 
Pt ={vi} 

Pt = {v2} 
P8={v3} 
Pt = {v3} 

Então em Hn, existe um subtorneio Hn-I com cd(Hn-I) = 3. 
De fato, como C é um ciclo característico e { vk} = Pb, pois já vimos que pelo 

menos um dos conjuntos é unitário, então pelo lema anterior temos que cd(Hn- { vk}) = 
cd(Hn) = 3. Então, basta tomar Hn-I = Hn - { vk}· 

ii) Se cd(Hn) = h > 3 ==>como cd(Hn) = n- cc(Hn) = h, temos que cc(Hn) = n- h. 
Então, seja C um (n- h)-ciclo característico de Hn e v E Pc um pólo de C. 

Como h> 4, segue que cd(Hn- v) ~ cd(Hn)- 1 =h- 1 ~ 3. 
Daí, chamando Hn- v de Hn-I, temos que para k = n- 1, existe um subtorneio Hk 

de Hn com cd(Hk) ~ 3. 
Por recorrência, a afirmação segue para cada k tal que 6 ::; k ::; n, em particular a 

igualdade segue para k = 6 como temos em geral que cd(Hn) ::; 3. 
De fato: 

Seja Hn (n ~ 7) tal que cd(Hn) ~ 3. Daí: 

• para k = n - 1: 
1° caso) Se cd(Hn) = 3, então por i) temos que existe Hn-I com cd(Hn-I) = 3. 
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2° caso) Se cd(Hn) > 3, então por ii) temos que existe subtorneio Hn_ 1 com 
cd(Hn-1) 2: 3. 

• para k = n - 2: 

F caso) Se cd(Hn-1) = 3, então por i) temos que existe subtorneio Hn-2 com 
cd(Hn-2) = 3. 

2° caso) Se cd(Hn) > 3, então por ii) temos que existe subtorneio Hn_2 com 
cd(Hn-2) 2: 3. 

• para k = 6: 
l 0 caso) Se cd(H7) = 3, então por i) temos que existe subtorneio H6 com cd(H6) = 3. 
2° caso) Se cd(H7) > 3, ou seja, cd(H7) = 4 já que 2::; cd(H7) ::; 7-3 = 4, então por 

ii) temos que existe subtorneio H6 com cd(H6) 2: 3. Mas 2 ::; cd(H6) ::; 6- 3 = 3. Logo: 
cd(H6) = 3. 

Portanto a proposição segue para cada k tal que 6 ::; k ::; n. 
E em particular, para k = 6 temos que existe subtorneio H6 com cd(H6) = 3, pois 

como 2 ::; cd(H6) ::; 6- 3 = 3 e cd(H6) 2: 3, então cd(H6) = 3. O 

Observação 2.6.3 O resultado anterior não vale para k = 3, k = 4 e k = 5. 

• para k = 5, não existe subtorneio H5 tal que cd(H5 ) 2: 3. 
De fato, já vimos que cd(H5 ) = 2, para todo torneio hamiltoniano H5 de ordem 5. 
• para k 4, já vzmos que cd(H4 ) - 1, para todo torneio hamiltoniano H4 de 

ordem 4. 

• para k 
ordem 3. 

3, já vzmos que cd(H3) O, para todo torneio hamiltoniano H3 de 

Observação 2.6.4 Em geral, não é verdade que: 

1) em cada Hn com cd(Hn) =h 2: 3, existe um subtorneio Hn- 1 com cd(Hn-1) = h-1. 
Veja o exemplo 4 na seção 2.3 do torneio hamiltoniano H8 . Temos que cd(Hs) = 3, 

mas todos subtorneios H7 de H8 tem todos as mesmas diferenças cíclicas cd(H7) = 3. 

2) em cada Hn com cd(Hn) =h' 2: 4, existe um subtorneio Hn- 1 com cd(Hn-1) =h'. 

Por exemplo: 
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considere H1 = As{T2, {x2}, {x3}, {x4 }, TH obtido de As trocando os 2 vértices neu
tros x 1, xs de As com T2 , onde as componentes da composição são dadas por: 

SCll = T2 com V(T2) = {x1, x7 }, S(2) = {x2}, S(3) = {x3 }, S(4) = {x4 } e S(s) = T~ 
com V(T~) = {xs, x5}. 

Temos que cd(H7) = 4, pois como C: x2 ,x3,x4 ,x2 é ciclo característico de H7, então 
cc(H7) = 3. Mas não existe subtorneio H6 tal que cd(H6 ) = cd(H7) = 4, pois como 
2 ~ cd(H6 ) :::; 6- 3 = 3, então cd(H6 ) = 2 ou 3. 

2. 7 Algumas propriedades dos torneios bineutros 

Teorema 2. 7.1 Um torneio Hn (n ;::: 5) é isomorfo ao torneio bineutro An <===? existe 
k (5 ~ k :::; n) tal que cada subtorneio Hk é isomorfo a Ak. 

Demonstração: 

(::::}) Se Hn ::::::: An, para algum n ;::: 5, então para cada k a condição vale, isto é, cada 
subtorneio Hk é isomorfo a Ak· 

(-~)i) Para n = 5, se existe k = 5 tal que cada Hs::::::: As, então Hs::::::: As (óbvio). 

ii) Para n = 6 e k = 5 
Suponha que existe k = 5 tal que cada subtorneio Hs::::::: As. 
f- um torneio H6 ::::::: A5. 
• em H~ ':f:. A 6 com cd(H~) = 2 (veja exemplo 3 da seção 2.3) existe, por exemplo 

(x1, ... ,xs,x1) ':f:. As, já que não existe um homomorfismo bijetor 
f V( (x1, ... , xs, x1)) -+ V(A5 ), isto é, não existe uma função bijetora 
f: V( (x1, ... , xs, x1)) -+ V(As) tal que se v-+ w ===} f(v) -+ f(w) ou f(v) = f(w). 
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Portanto para k = 5 e k = 6 não vale. 

• em H6 com cd(H6) > 2, se V(H6) = {xi, ... , x6} e C : XI, x2, x 3 , XI é um 3-ciclo 
característico de H6, os 3 subtorneios (xi, ... , x5, XI), (xi, ... , x4, x6, XI) e (xi, x2, X3, X5, X6, xi) 
não podem ao mesmo tempo ser isomorfo a A5 • 

Então, somente o A6 contém todos os subtorneios H5 isomorfo a A5 • 

iii) Para n ~ 7 
Agora suponha que existe k (5 ~ k ~ n)tal que Hk ~ Ak para cada subtorneio Hk e 

suponha por absurdo que Hn '/:. An para n ~ 7. 
Então cd(Hn) ~ 3 pela proposição 2.5.2, o que leva a uma contradição com a hipótese, 

pois pela proposição 2.6.2, se k ~ 6, existe subtorneio Hk de Hn com cd(Hk) ~ 3, isto é, 
existe Hk i:- Ak, já que cd(Ak) = 2 pela proposição 2.4.12, e se k = 5, existe um H6 com 
cd(H6) = 3, que contém um H5 i:- A5, como visto anteriormente. 

Logo: Hn ~ An, para n ~ 7. O 

Proposição 2.7.2 Se Hn (n ~ 5) não é isomorfo ao torneio bineutro An, então ele 
contém pelo menos n - k + 2 subtorneios hamiltonianos Hk com 4 ~ k ~ n - 1. 

Demonstração: 

Faremos por indução sobre n. 

i) Para n = 5, como H 5 não é isomorfo a A 5 , ele contém 3 vértices neutros (veja [11]), 
isto é, 3 subtorneios hamiltonianos de ordem k = 4. 

ii) Para n = 6, como H6 i:- A6 , pelo teorema 2.7.1 podemos considerar um subtorneio 
H5 i:- A5 , pois como H 6 i:- A6 , então para todo k tal que 5 ~ k ~ 6, existe subtorneio 
Hk tal que Hk i:- Ak. Então em H6, existem 3 subtorneios H4 contidos em H5 (por i) e 
mais 1, incluindo o vértice v tal que H5 = H 6 - v, já que cada vértice está contido em 
um k-ciclo (3 ~ k ~ n)(veja [12]). Daí, existem n- k + 2 = 6- 4 + 2 = 4 subtorneios 
hamiltonianos de ordem k = 4. 

Além disso, se cd(H6) = 3, em H6 existe pelo menos 3 vértices neutros, isto é, pelo 
menos 3 subtorneios H 5 . Daí, existem n-k+2=6-5+2=3 subtorneios hamiltonianos de 
ordem k = 5. 

Caso contrário, H6 é o H~ do exemplo 3 da seção 2.3, ou seja, cd(H6) = cd(H~) = 2 
e ele contém 4 subtorneios H5 . 

Daí, existem 4 subtorneios hamiltonianos de ordem k = 5, isto é, existem pelo menos 
n- k + 2 = 6- 5 + 2 = 3 subtorneios hamiltonianos de ordem 5. 

Portanto, a propriedade vale para n = 5, 6. 
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iii) Hipótese de Indução: Suponha que cada Hn- 1 (n -1 2:: 7, pois para n = 5 e n = 6 
já vimos que vale), tal que Hn-1 i:- An_1, contém pelo menos (n- 1)- k + 2 = n- k + 1 
subtorneios hamiltonianos Hk com 4 ~ k ~ (n- 1)- 1 = n- 2. 

i v) Mostremos que vale para n ( n 2:: 7). 
Considere Hn tal que Hn i:- An· Então cd(Hn) 2:: 3, já que 2 ~ cd(Hn) ~ n - 3 e 

cd(An) = 2. Considere um subtorneio Hn- 1 com cd(Hn-1) 2:: 3 (sabemos que existe Hn-1 
pela proposição 2.6.2 ). 

Daí Hn- 1 i:- An_1, já que cd(An_1) = 2 e pela Hipótese de Indução temos que Hn-1 
contém pelo menos n- k + 1 subtorneios hamiltonianos Hk (com 4 ~ k ~ n- 2). Então 
Hn contém n- k + 2 subtorneios hamiltonianos Hkl tal que n- k + 1 estão contidos em 
Hn- 1 e 1 inclui o vértice v tal que Hn_ 1 = Hn- v, já que cada vértice está contido em 
um k-ciclo. 

Agora, falta mostrar que a proposição também é válida para k = n- 1, pois provamos 
anteriormente que vale para 4 ~ k ~ n - 2. 

Finalmente, considere os 3 subtorneios hamiltonianos Hn_ 1 - w1, Hn- 1 - w2, 
Hn-1 - W3 de Hn_ 1, onde w1, w2, W3 são vértices neutros de Hn_1, pois cd(Hn-1) 2:: 3 e 
como cd(Hn-d ~ v(Hn-1), então pelo corolário 2.4.3 temos que 3 ~ v(Hn_r). 

O vértice v cona no máximo 1 dos subtorneios Hn_1 - wi tal que i = 1, 2, 3, já que 
Hn é hamiltoniano, pois Hn-1 = Hn- v e se v cona Hn-1 - w1 , Hn- 1 - W2 e Hn-1- W3, 

Hn = Hn- 1 U {v} não seria hamiltoniano, o que é um absurdo. 
Suponha s.p.g. que v cona Hn-1 - w1. Daí, Hn- w2 , Hn- w3 , Hn- 1 são subtorneios 

hamiltonianos de Hn de ordem n-1. Então, existe pelo menos n-k+2 = n-(n-1)+2 = 3 
subtorneios hamiltonianos de ordem k = n- 1. 

Portanto, a proposição vale para cada k = 4, 5, ... , n- 1. D 

Observação 2.7.3 Como uma consequência, obtemos novamente a seguinte propriedade, 
provada por Las Vergnas em [11}: 

Se Hn i:- An, então Hn contém pelo menos n- k + 2 k-ciclos para 4 ~ k ~ n- 1. 
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Reconstrução de torneios normais 

3.1 Torneios normais 

Definição 3.1.1 O torneio hamiltoniano Hn é normal se, e somente se ele tem somente 
1 ciclo minimal, a saber o característico. 

Observação 3.1.2 Os pólos do ciclo característico de um torneio normal Hn são chama
dos pólos de Hn e eles são exatamente os vértices neutros de Hn, isto é, o conjunto dos 
vértices neutros de um torneio normal é também o conjunto dos pólos associados com 
seu ciclo característico. 

De fato, pelo corolário 2.4.3 temos que v(Hn) = #(UPc;), tal que Ci é ciclo minimal 
de Hn. Mas como Hn é normal, então v(Hn) = #Pc tal que C é o ciclo característico 
de Hn. Daí: v(Hn) = Pc. 

Proposição 3.1.3 Um torneio hamiltoniano Hn é normal~ cd(Hn) = v(Hn)· 

Demonstração: 

Sai direto pela proposição 2.4.4 e definição 3.1.1. o 

Observação 3.1.4 O torneio bineutro Ak é um torneio normal~ k 2: 5. 

De fato: 

• o torneio bineutro A4 não é normal, já que v(A4) = 2 mas cd(A4) = 1, ou seja, 
v(A4) =/= cd(A4). 

• pela proposição 2.4.12 temos que todo torneio bineutro An com ordem n 2: 5 tem 
somente o ciclo minimal x 2 , x 3 , ... , Xn- 1 , x 2 . Logo, todo bineutro An tal que n 2: 5 é 
normal. 

47 
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Exemplo 3.1.5 Alguns exemplos de torneios normais: 

1) O torneio H3 (3-ciclo) é normal pois não existe vértices neutros, isto é: v(Ha) =O. 
E como cd(Ha) = O, já que cc(H3 ) = 3, então cd(H3 ) = v(H3 ). Ou então porque Ha 
contém apenas 1 ciclo minimal, que é ele mesmo. 

vl '----------" Va 

2) O bineutro A4 não é normal já que ele tem 2 vértices neutros e cd(A4) = 1. Daí, 
v(A4) = 2 # cd(A4) = 1. 

De fato: 

i) f- v(A4 ) = 2 
Temos que a1 e a4 são os vértices neutros de A 4, pois A4 - a1 e A 4 - a4 são hamil

tonianos. Já A 4 - a2 e A4 - a3 não são hamiltonianos. 
Logo: v(H4) = 2 

ii) f- cd(A4) = 1 
Temos que A 4 contém os 3-ciclos não conados: 
cl : al, a2, aa, al 
c2 : a4, a2, aa, a4 
Temos ainda que C1 e C2 são ciclos característicos, pois C1 e C2 são ciclos minimais 

de comprimento mínimo em A4. Logo, cc(A4) = 3 e cd(A4) = 4- cc(A4) = 4- 3 = 1. 



Capítulo 3: Reconstrução de torneios normais 49 

3) O torneio bineutro As é o único normal entre os 6 torneios hamiltonianos de 
ordem 5. 

De fato: 

i) Temos que o único ciclo minimal do torneio bineutro As é C : x2, x 3 , X4, x2. Logo, 
As é normal (veja exemplo 2.4.13). 

ii) Temos que os outros 5 torneios hamiltonianos não são normais. 
Por exemplo: 

ii-1) v(Hs) = 5 
de fato, vi, v2, v3 , v4 e Vs são vértices neutros de Hs, já que Hs- Vi é hamiltoniano, 

para todo i. 
ii-2) cd(Hs) = 2 
Temos que, CI : v2, V4, Vs, v2, c2 : v2, v3, Vs, V2, c3 : v2, V4, VI, V2 e c4 : V3, V4, VI, V3 são 

ciclos característicos de Hs, pois são minimais e de comprimento mínimo. 
Portanto, cc(Hs) = 3 e cd(Hs) = 5- cc(Hs) = 2. 
Logo, cd(Hs) # v(Hs) e Hs não é normal. 

Antes de apresentarmos um resultado importante, vejamos o seguinte lema: 



50 3.1. Torneios normais 

Lema 3.1.6 Sejam T um torneio, C um ciclo em T e L : VI --+ v2 --+ ... --+ vh 
caminho em T, com vi e v h E V (C). 

Então: J =(CU L) é hamiltoniano. 

Demonstração: 

Suponha por absurdo que J é não hamiltoniano, então seu quociente simples é T2 pela 
proposição 2.1.2. 

Considere um homomorfismo genérico f: J--+ T2. Se T2 = T2(a, b), com a---+ b, e 
sendo C ciclo, deve ser f (C) = a ou b. 

De fato: 

Seja C o seguinte ciclo: C : XI --+ x2 ---+ x3 --+ X4 ---+ xi· Como 
f : J = (CU L) ---+ T2 tal que T2 = T2(a, b) com a --+ b ===} f(xi) = a ou b, para 
todo i. 

Como xi --+ x2, então f(xi) = j(x2) ou f(xi) ---+ f(x2), pois f é homomorfismo. 
Suponha que f(xi) -:f j(x2), isto é, f(xi) --+ j(x2) ===} f(xi) =a e j(x2) = b. 

Como x2 --+ xs ===} j(x2) = f(xs) ou j(x2) ---+ f(xs) ===} j(x2) = f(xs) = b, já 
que b f--+ a. 

Como xs --+ X4 ===} f(xs) = j(x4) ou f(xs) ---+ j(x4) ===} f(xs) = j(x4) = b. 

Como X4 --+XI ===} j(x4) = j(x1) ou f(x4) --+ f(x1) ===} j(x4) = j(x1) = b. 

Absurdo, pois f(x 1) = a. Portanto, f(x 1) = f(x2). E consequentemente, 
f(xl) = j(x2) = f(xs) = j(x4) =a ou b. Logo: f(C) =a ou b. 

Analogamente, podemos provar para um ciclo genérico C : x1 --+ x2 ---+ .. . ---+ 
Xh-l --+ Xh --+ X1. 

• Suponha que f (C) = a. 
Em particular, f(vh) = a ( pois vh E V(C)). Como vh-l ---+ vh, já que 

L: v1 --+ v2 --+ ... --+ vh-1 ---+ vh, deve ser f(vh-l) =a também. 
De fato, como vh-1, vh E J = (CU L) e vh-I ---+ vh ===} f(vh-l) = f(vh) ou 

f(vh-1) ---+ f(vh) = a. Como só temos que a ---+ b então a segunda possibilidade 
não podemos ter, isto é, não podemos ter a como sucessor. Daí: f(vh- 1) = f(vh) =a. 

E repetindo indutivamente, obtemos que se f( vi)= a===} f(vi_ 1 ) =a, para 2 <i< h, 

já que f(vl) = f(vh) = a. Donde se conclui que f(L) = a e como f(C) = a ===} 

f(J) = (CUL) =a. 
Portanto, se f (C) = a ===} f ( J) = a. 
• Analogamente, se f (C) = b ===} f ( J) = b. 
Ou seja, não existe epimorfismo de J em T2 . 

Daí, J é hamiltoniano. O 
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Proposição 3.1.7 Seja Hn normal, cc(Hn) = k 2: 3 e cd(Hn) = h 2: 2 (e é claro 
h+ k = n 2: 5); então o ciclo característico Hk de Hn é o 3-ciclo H3 se k = 3 ou ele é o 
torneio bineutro Ak se k 2: 4. 

Demonstração: 

i) se k = 3 ou k = 4 
Hk será respectivamente H3 ou A4 = H4 , pois são os únicos dessas ordens. 

ii) se k > 4 (isto é, n =h+ k 2: 7, logo h= n- k) 

Suponhamos por absurdo que v(Hk) 2: 3. 
Seja Pn-k = {x1 , ... , Xn-k} = V(Hn) - V(Hk) = pólos de Hk e considere 

L: x1 --+ x2 --+ ... --+ Xn-k um caminho hamiltoniano por Pn-k, ou seja, um caminho 
hamiltoniano do subtorneio formado pelos pólos associados a Hk. 

Como Hk é minimal, logo não conado, então x1 e Xn-k não conam Hfc. Daí, existem 
a, a' E V(Hfc) satisfazendo a' --+ x1 e Xn-k --+ a. Logo, a e a' são vértices neutros de 
Hk. Como por hipótese v(Hfc) 2: 3, então 3 a* E V(Hk)- {a, a'}, com a* neutro de Hk, 
ou seja, H* = Hk - a* é hamiltoniano. 

Então, assumindo C : a' --+ L --+ a, o torneio (H* U C) = Hn - a* é hamiltoniano, 
pelo lema 3.1.6. 

Isso permite obter um subtorneio minimal H~' C Hn -a*; H~'=/= Hk, pois como Hn -a* 
é hamiltoniano, então existe um ciclo minimal pela proposição 2.2.8 e como a* E V(Hk) 
mas a* tj V(H~'), temos H~'=!= Hk. 

Absurdo, pois Hn tem um único subtorneio minimal, que é o Hk. 
Portanto, Hk só poderá ter 2 vértices neutros que serão a e a'. Então, a =!= a'. 
Logo, Hk = Ak, pois já vimos que para cada ordem n 2: 5, o único torneio hamilto-

niano Hn que possui somente 2 vértices neutros é o bineutro An· D 
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Definição 3.1.8 Seja Hn um torneio normal com o ciclo característico Ak ={ai, ... , ak}, 
se k ~ 4 ou o 3-ciclo Hs ={ai, a2, as}, se k = 3. Dizemos que: 

1) z E Hn- Ak (ou z E Hn- Hs) é um pólo do tipo i e classe 1 ou pólo do 
tipo Xi, 1 :::; i :::; k- 1, se e somente se 

z --+ ai -{:=:} 1 :::; j :::; i , ou seja : 

(ai+l, ai+2, ... , ak) --+ z --+ (ai, a2, ... ,ai); i= 1, 2, ... , k- 1 

2} z E Hn- Ak (ou z E Hn- Hs) é um pólo do tipo i e classe 2 ou pólo do 
tipo Yi, 1 :::; i :::; k- 1, se e somente se 

z --+ ai -{:=:} 1 :::; j :::; i - 1 ou j = i+ 1 , ou seJa : 

Em detalhe, temos: 

z é pólo do tipo xi: z é pólo do tipo x2: 
x2--+ ai 
x2--+ a2 
as--+ x2 
a4--+ x2 

z é pólo do tipo y1: z é pólo do tipo y2 : 

a1 --+ Y1 
Y1 --+ a2 
as--+ Y1 
a4--+ YI 

Y2--+ a1 
a2 --+ Y2 
Y2 --+ as 
a4--+ Y2 
as--+ Y2 

z é pólo do tipo xi: 
Xi --+ a1 

Xi --+ai-I 
Xi --+ai 
ai+l --+ Xi 

z é pólo do tipo Yi: 
Yi--+ a1 

Yi--+ ai-I 
ai --+ Yi 
Yi--+ ai+l 
ai+2--+ Yi 
ai+3 --+ Yi 

z é pólo do tipo Xk-I: 
Xk-I --+ai 

Xk-1 --+ ak-2 
Xk-I --+ ak-1 
ak--+ Xk-1 

z é pólo do tipo Yk-1: 
Yk-1 --+ a1 
Yk-I --+ a2 

Yk-I --+ ak-2 
ak-I --+ Yk-1 
Yk-I --+ ak 

Observação 3.1.9 Desta forma, existem 2k-2 tipos diferentes de pólos, e precisamente 
2 classes, ambas de k - 1 tipos diferentes. 
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Exemplo 3.1.10 Considere o seguinte torneio de ordem 7: 

Temos que: 
• cc(H1) = 3, pois C : Vs, v6 , v7, Vs é ciclo característico de H7 (e é seu único ciclo 

minimal) e C é um 3-ciclo. 
• cd(H7) = 7- cc(H7) = 7- 3 = 4 
• v(H7) = 4, onde vi, v2 , V4 e v5 são seus vértices neutros. 
Como cd(H7) = v(H7) = 4, então H7 é normal. Ou então porque C é seu único ciclo 

minimal. 
Sendo H7 normal, temos que Pc = V(H7)- V(C) = {vi,v2 ,v4,v5 }=pólos de H1 é 

também o conjunto dos vértices neutros de H7. 
Vamos verificar quais são os tipos desses pólos. 
Temos que H7 é um torneio normal com o ciclo característico C= Hs = { vs, v5, V7 }. 

Renomeando os vértices de C, temos: 
Vs = ai, v6 = a2 e v7 = as. 
Como k = 3, então os pólos de H7 podem ser dos tipos XI, x2, YI ou Y2, ou 

equivalentemente do tipo 1 e classe1, tipo 2 e classe 1, tipo 1 e classe 2, ou tipo 2 e 
classe 2. 

Sabemos que z E H7 - C é um pólo do tipo xi, 1 :::;: i :::;: k- 1 = 2, isto é, do tipo XI 

ou x 2 , se e somente se: vi ---+ aj ~ 1 :::;: j :::;: i. Ou do tipo yi, 1 :::;: i :::;: k- 1 = 2, isto 
é, do tipo YI ou y2 , se e somente se: v2 ---+ aj ~ 1 :::;: j :::;: i- 1 ou j =i+ 1. Daí: 

i) VI E H7 - C é um pólo do tipo x 2 , pois: 

{ 

VI ---+ai 

VI ---+ a2 

as ---+VI 
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ii) v2 E H7 - C é um pólo do tipo y2 , pois: 

iii) v4 E H7 - C é um pólo do tipo y1 , pois: 

{ 

a1 ---+ V4 

V4 ---+ a2 

a3 ---+ V4 

iv) v5 E H7 - C é um pólo do tipo x 1 , pois: 

{ 

V5 ---+ a1 

a2 ---+ V5 

a3 ---+ V5 

3.1. Torneios normais 

Proposição 3.1.11 (Caracterização Estrutural dos torneios normais) 
Um torneio hamiltoniano Hn, n 2:: 5, é normal se, e somente se as seguintes condições 

são verdadeiras: 
a) seu ciclo característico (que é único) coincide com o torneio bineutro Ak (k 2:: 4) 

ou com o 3-ciclo H3 = A3; 

b) os pólos associados a Ak são dos k -1 tipos de classe 1 (x1, x2, ... , Xk-1) e dos k -1 
tipos de classe 2 (y1, Y2, ... , Yk- 1), considerados na definição 3.1.8; 

c) o subtorneio Pn-k = V(Hn)- V(Ak) dos pólos associados a Ak é não hamiltoniano; 
d) Pn-k tem uma composição transitiva Pn-k = T;k+l (T(o), T(l), ... T(k)), cujas compo-

nentes verificam as seguintes condições: 
T(O) =I= 0 contém somente pólos do tipo x 1; 

T(I) pode conter pólos dos tipos XI, x2; Y1; 

T(2) pode conter pólos dos tipos XI, x2, x3; Y2; 

T(i) pode conter pólos dos tipos Xi-1, Xi, Xi+l; Yi; 

T(k-2) pode conter pólos dos tipos xk-3, Xk-2, Xk-1; Yk-2; 

T(k-I) pode conter pólos dos tipos Xk-2, Xk-I; Yk-1; 

T(k) =I= 0 contém somente pólos do tipo Xk-1, 

e cada componente diferente de T(o) e T(k) pode ser vazia ou não. 

Observação 3.1.12 Para k = 3, o subtorneio minimal H3 pode ser considerado, neste 
caso, como um torneio bineutro de ordem 3, pois os vértices a 1 e a3 de A 3 tem as mesmas 
propriedades dos vértices neutros a1 e ak do sub torneio característico Ak. De fato, a 1 é 
o sucessor de todos os pólos de T(o) e a3 é o predecessor de todos os pólos de T(3). Então 
podemos considerar H3 como um torneio bineutro A3 . 
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Observação 3.1.13 A proposição 3.1.11 não define univocamente as componentes T(i) 
do subtorneio Pn-k dos pólos. Por exemplo, seja H 7 o torneio normal com cc(H7 ) = 4 
e com os 3 pólos u, v, w dos tipos x1 ,x2 e x 3 , respectivamente. Então { u} e { w} são as 
componentes y(o) e T(4) respectivamente, enquanto {v} pode ser considerado indiferente
mente como as componentes T(1), T(2) ou T( 3). 

Agora, veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [7]. 
Considerando os torneios normais tais que as componentes p(l) e pU) de suas con

densações são unitárias, temos o seguinte: 

Proposição 3.1.14 Seja Hn um torneio normal de ordem n e seja r;. (P(1), P(2), ••. , P(j)) 
J 

a condensação dos pólos de seu ciclo característico Ak· 
Se tiramos um vértice x de Hn, tal que x E p(2) U P(3) U ... U p{j-l), sempre obtemos 

um torneio normal. 

Corolário 3.1.15 Sob as condições da proposição anterior, se, do torneio normal Hn, 
tiramos todos os pólos contidos em P(2) U P(3) U ... U pU-1), obtemos um torneio normal 
que é isomorfo a Ak+2 , onde k = cc(Hn). 

Voltando aos torneios normais em geral, temos: 

Teorema 3.1.16 Um subtorneio de um torneio normal Hn que contém o ciclo 
característico de Hn e cujos pólos são respectivamente pelo menos um vértice de P(1), 

pelo menos um vértice de pU) e alguns vértices de P(2) U P(3) U ... U pU-1), é normal. 

De agora em diante, consideraremos apenas composições dos subtorneios Pn-k tais 
que y(o) e T(k) são maximais, isto é, y(o) (T(k)) contém todos os pólos do tipo x1 (xk-1) 
que pode conter de acordo com a proposição 3.1.11 . 

A menos que especificado de outra forma, Xi (Yi) denotará um pólo do tipo xi (Yi) em 
Hn. 

Definição 3.1.17 Se v é um vértice do torneio Tn, então o subtorneio Tn- v é dito uma 
carta de Tn. 

Definição 3.1.18 Um hipomorfismo entre dois torneios Tn e Sn é uma bijeção 
f : V(Tn) --7 V(Sn) tal que a carta Tn- v é isomorfa à carta Sn- f(v) sempre que 
v E V(Tn) (isto é, Tn e Sn tem as mesmas cartas). 

Tn e Sn são ditos hipomorfos um ao outro se existe um hipomorfismo entre eles. 

Definição 3.1.19 Chamamos de propriedade hipomórfica toda propriedade de um 
torneio que é preservada por hipomorfismos. 
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Definição 3.1.20 Um torneio Tn é reconstrutível se, e somente se, Tn é isomorfo a 
Sn sempre que Tn e Sn são hipomorfos (isto é, o torneio Tn é determinado pelo conjunto 
de suas cartas). 

Exemplo 3.1.21 Tr3 e H3 são hipomorfos 

v' 1 

Seja f : V(H3) --+ V(Tr3 ) uma bijeção. 
I v1 --+ v1 
I v2--+ v2 
I v3--+ v3 

Temos que a carta H3- v~ Tr3 - f(v), 'i/ v E H3. 

De fato: 

i) H3- V1 ~ Tr3 - f(vi) 
Seja gi: V(H3- vi) --+ V(Tr3 - /(vi)), isto é, 9I(v2) =v~ e gi(v3) =v~. 

I v2 --+ v2 
I v3 --+ v3 

Temos que 9I é isomorfismo, isto é, homomorfismo bijetor, pois: 
• 9I é bijeção (é óbvio) 

• 9I é homomorfismo, pois: se v2--+ V3 ===> 9I(v2) =v~--+ 9I(v3) =v~. 

ii) H3- V2 ~ Tr3 - f(v2) 
Seja 92: V(H3- v2)--+ V(Tr3 - j(v2)), isto é, 92(vi) =v~ e g2(v3) =v~. 

I VI --+ V3 
I v3--+ vi 

Temos que 92 é isomorfismo, isto é, homomorfismo bijetor, pois: 
• 92 é bijeção (é óbvio) 
• g2 é homomorfismo, pois: se v3 --+VI ===> 92(v3) =v~ --+ g2(vi) =v~. 

iii) H3- V3 ~ Tr3 - j(v3) 
Seja 93: V(H3- v3) --+ V(Tr3 - j(v3)), isto é, 93(vi) =v~ e 93(v2) =v~. 

I VI--+ VI 
I v2 --+ v2 

Temos que 93 é isomorfismo, isto é, homomorfismo bijetor, pois: 
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• 93 é bijeção {é óbvio) 
• 93 é homomorfismo, pois: se v1 ---+ v2 ===> 93(v1) =v~ ---+ 93(v2) =v~. 

Observação 3.1.22 A existência de um ciclo hamiltoniano em um torneio Tn é uma 
propriedade hipomórfica {:::::::} n ~ 4, ou seja: 

se existe um ciclo hamiltoniano em Tn e Tn é hipomorfo a Sn, então existe um ciclo 
hamiltoniano em Sn {:::::::} n ~ 4. 

De fato: 

(-{=:)Seja n ~ 4 
1° caso) Tn é hamiltoniano 
Suponha que Tn é hipomorfo a Sn e Tn é hamiltoniano, então Sn é hamiltoniano (pela 

definição de hipomorfismo). Daí, existe um ciclo hamiltoniano, já que 2 ~ v(Hn) ~ n, 
para todo torneio hamiltoniano de ordem n ~ 4. 

2° caso) Tn não é hamiltoniano, logo Tn tem no máximo 1 carta hamiltoniana. 
Suponha que Tn é hipomorfo a Sn e que existe um ciclo hamiltoniano em Tn, então 

existe um ciclo hamiltoniano em Sn. 

( =>) (Faremos pela negação) 
Suponha que n = 3 (ou seja n < 4). 
Temos que Tr3 e H3 são hipomorfos pelo exemplo anterior, existe um ciclo hamiltoni

ano em H3 (que é ele mesmo), mas não existe um ciclo hamiltoniano em Tr3 • 

Portanto, se existe um ciclo hamiltoniano em Tn e Tn é hipomorfo a Sn, implica que 
existe um ciclo hamiltoniano em Sn, então: n ~ 4. 

Observação 3.1.23 Segue imediatamente das definições de vértices neutros e hipomor
fismo que o número de vértices neutros v(Hn) de um torneio hamiltoniano, é um invari
ante hipomórfico, já que ele é o número das cartas hamiltonianas de Hn. Isto é, se Tn é 
hipomorfo a Sn tal que Tn e Sn são hamiltonianos, então v(Tn) = v(Sn)· 

De fato: 

Suponha que Tn é hipomorfo a Sn, então existe bijeção f : V(Tn) ---+ V(Sn) tal que 
a carta Tn -v é isomorfa à carta Sn - f(v), 'í/ v E V(Tn)· Temos pelas definições de 
vértices neutros e hipomorfismo que: 

v é um vértice neutro de Tn {:::::::}a carta Tn- v é hamiltoniana {:::::::}a carta Sn- f( v) 
é hamiltoniana {:::::::} f(v) é um vértice neutro de Sn. 

Logo: v(Tn) = v(Sn) 
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Relembremos que os digrafos não são todos reconstrutíveis e a mesma coisa acontece 
para os torneios(veja [13]). 

Entretanto, algumas classes de torneios reconstrutíveis tem sido encontradas. 
Em particular todo torneio não-hamiltoniano é reconstrutível(veja [9]) e todos os 

torneios de ordem 7 são reconstrutíveis também. 
Além disso, observamos que todo torneio bineutro Ak, k ~ 4, pode ser reconstruído 

pelas suas cartas já que Ak é o único torneio de ordem k que tem exatamente duas cartas 
hamiltonianas. 

3.2 A normalidade de torneios hipomorfos 

Seja Hn um torneio normal com cc(Hn) = k ~ 3 e cd(Hn) =h~ 2 (n = k +h~ 5). 
Vamos denotar por H~i2 1 = Hn - Zi, i = 1, ... ,h, as cartas hamiltonianas de Hn 

com relação aos vértices neutros (ou pólos) z 1, ... , zh de Hn, pois sendo Hn normal então 
cd(Hn) = v(Hn)· 

Usaremos as notações e as condições estabelecidas na seção anterior sobre a estrutura 
de Hn. 

Mais adiante, vamos precisar do seguinte resultado que pode ser encontrado em [6]. 

Proposição 3.2.1 Um torneio normal Hn não tem mais que duas cartas hamiltonianas 
não-normais. 

Além disso, se k ~ 4, então h - 2 é um limite superior para o número de cartas 
hamiltonianas não-normais. 

Finalmente, de k ~ 4, min{IT(0ll, ITkl} = 1 e cd(Hn_1 ) = h- 1 para cada carta 
hamiltoniana Hn- 1 de Hn segue que pelo menos uma das condições a)e b) valem: 

a) T( 1) U T( 2 ) contém um pólo do tipo x 1 • 

b) T(k- 1) U T(k-2) contém um pólo do tipo Xk-1· 

Proposição 3.2.2 Seja Hn um torneio normal com cc(Hn) = k ~ 3 e cd(Hn) = h ~ 5 
(ou seja, n = k +h ~ 8) e suponha que toda carta hamiltoniana Hn- 1 de Hn tem 
cd(Hn-d = h- 1. Então todo torneio hamiltoniano H~ que é hipomorfo a Hn tem que 
ser normal. 

Demonstração: 

H~ tem que ser um torneio hamiltoniano, pois sendo Hn hamiltoniano e Hn hipomorfo 
a H~, então pela observação 3.1.23, temos que v(Hn) = v(H~). Logo, H~ é hamiltoniano. 

f- H~ é normal 

Suponha agora que H~ não é normal, logo cd(H~) i= v(H~) e consequentemente 
cc(H~) = k + 1, cd(H~) = h- 1, v(H~) = h. De fato, como Hn é normal, então 
v(Hn) = cd(Hn) =h. Assim, v(H~) = v(Hn) =h. 
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Daí, como cd(H~) =/= v(H~) =h e cd(H~) :::; v(H~), então cd(H~) < v(H~) =h. Mas 
como Hn-1 C H~ e cd(Hn-d = h- 1 por hipótese, então h- 1 = cd(Hn-1) :::; cd(H~). 
Logo, h- 1 :::; cd(H~) < h. Portanto: cd(H~) =h- 1. 

Finalmente, como cd(H~) = n- cc(H~) ==? cc(H~) = n- cd(H~) = n- (h- 1) = 
n- h+ 1 ==? n = cc(H~) +h- 1. Além disso, sabemos que n = k +h, já que 
n = cd(Hn) + cc(Hn)· 

Logo: cc(H~) +h- 1 = k +h. Portanto: cc(H~) = k + 1. 

Seja Hn-l = H~ - v uma carta normal de H~ tendo ciclo característico 
Ak = (a1, ... , ak), já que cc(Hn-1) = k (pelo mesmo raciocínio acima) e pólos z1, ... , Zh-1, 
pois toda carta hamiltoniana Hn-l de Hn tem cd(Hn-d = h- 1 por hipótese e como 
Hn-l é normal, então v(Hn_1) = cd(Hn-I) = h- 1. Daí, sendo Hn-l normal, os pólos 
de Hn-l são seus vértices neutros, ou seja, Hn-l tem h- 1 pólos. 

Como cc(H~) = k + 1, temos que Ak é conado por v, digamos v -----7 Ak, em H~, pois 
como Ak é ciclo característico de Hn-l =H~ -v, então ele é não conado em Hn-l =H~ -v 
e sendo cc(H~) = k + 1, temos que ele tem que ser conado em H~ por v. 

Mas um vértice neutro, digamos z1 , precede v, já que H~ é hamiltoniano. 

Agora, podemos considerar as duas situações possíveis na figura seguinte: 

Casol Caso2 

Caso 1: Todo pólo zi, 1 :::; i :::; h- 1, de Hn-l é um vértice neutro de H~, então z1 

não é o único vértice neutro de Hn-l que precede v (veja figura acima). Assim podemos 
supor que os pólos z1 , ... , zh-l são tais que 

e 
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• Suponha que z3 ----+ v (logo z1 ----+ v e z2 ----+v também). 

Então H~ -zi; i= 1, 2, 3, são cartas hamiltonianas de Hn com c.d. h-1 (por hipótese), 
mas eles não são normais. 

De fato: 
Temos que {v} U {zifj # i} é um conjunto de vértices neutros de H~- zi, cujo 

complemento Ak é conado por v e então Ak não pode ser um ciclo característico de 
H~- zi, 'T:/ i= 1, 2, 3. Logo, o conjunto de vértices neutros de H~- Zi não coincide com 
seus pólos, pois coincidindo, Ak teria que ser minimal, ou ciclo característico, sendo Hn 
normal. 

Daí, H~ - Zi não é normal, 'T:/ i = 1, 2, 3. 

• Suponha agora que v ----+ z3 

Temos que H~_ 1 = H~ - z1 é uma carta hamiltoniana (já que Zi é vértice neutro de 
H~, 'T:/ i= 1, ... ,h- 1) e H~_ 1 tem pelo menos h- 1 vértices neutros (pois por hipótese, 
cd(H~_ 1 ) = h- 1 e como cd(H~_ 1 ) :::; v(H~_ 1 ), então v(H~_ 1 ) ~ h- 1). Então existe 
um vértice ai E Ak que é neutro em H~-u já que z2 não é neutro, pois como v ----+ Ak e 
v ----+ zi; j = 3, ... ,h -1 então H~_ 1 - { z2 } = Ak U { zi; j = 3, ... ,h -1} não é hamiltoniano 
(veja figura). 
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O complemento { z2} U Ak- {ai} do conjunto de vértices neutros { Zj; j = 1, 2} U {ai} 
em H~_ 1 =H~- z1 gera um subtorneio G1 no qual não pode ser um ciclo característico 
em H~_ 1 • Daí, o conjunto de vértices neutros de H~_ 1 não coincide com seus pólos. Logo, 
H l - ' l n-l nao e norma . 

De fato: 

• A menos que ai E {a1, ak}, Ak- ai não pode conter um caminho de ai-l a ai+l, 
pois: 

Ak - ai : a1 ---+ a2 ---+ ... ---+ ai-1 ---+ ai+l ---+ ... ---+ ak-1 ---+ ak 

Entretanto, se tal caminho ai-l···arz2as···ai+1 estivesse contido em G1, ou seja, se G1 

fosse hamiltoniano, então r ~ i - 1 e s ;::::: i + 1 valeria, pois como Ak é bineutro e existe 
. h ______~. G1 t-o cam1n o ai-1 -----, ... ---+ ar ---+ z2 ---+ as ---+ ... ---+ ai+1 em , en ao: 

i) r ~ i - 1 ou r = (i - 1) + 1 = i =:::} r ~ i - 1. 
ii) i + 1 ~ s - 1 ou i+ 1 = s + 1 =:::} i+ 1 ~ s - 1 =:::} s ;::::: i + 2 2: i + 1. 
Daí resulta que s - r ;::::: 2, já que: 
i - 1 2: r e s ;::::: i+ 1 =:::} s +i- 1 ;::::: r+ i+ 1 ===} s- r ;::::: i+ 1 -i+ 1 ===} s- r 2: 2. 
Mas, pela caracterização estrutural de torneios normais, sendo z2 pólo de Hn-l que é 

normal, z2 pode ser dos tipos x1, ... , Xk-1, ou y1, ... , Yk-1· 
Daí, a4 ---+ z2 ---+ as ===} ou s - r = 1 ou s - r < O. Absurdo, já que s - r ;::::: 2. 
Então G1 não é hamiltoniano. 
Logo, G1 não pode ser um ciclo minimal, ou então, ciclo característico em H~_ 1 • 

• Quando ai = a1 (ai = ak) e z2 é um pólo do tipo x1, isto é: z2 ---+ a1, a2 ---+ z2, 
... , ak ---+ z2 (xk-1,isto é: z2 ---+ a1, ... , z2 ---+ ak-1, ak ---+ z2) em H~_ 1 = H~ - z1, 
é claro que G1 - z2 = Ak - { a1} ( Ak - { ak}) é co nado por z2 e G1 não é hamiltoniano 
(pois como z2 cona G1 - z2, ou todos os vértices de G1 precedem z2 no caso em que z2 é 
pólo do tipo x1, ou todos os vértices de G1 sucedem z2 no caso em que z2 é pólo do tipo 
Xk-1)· 

• Quando ai= a1 (ai= ak) e z2 não é do tipo x1 (xk_ 1) em H~_ 1 , então um pólo u, 
u =!= a1 ( u =!= ak), do tipo x1 (xk_1) existe em H~_ 1 = H~ - z1 (pois y(o) =!= (/) e y(k) =!= (/) 

pela proposição 3.1.11) tal que z2 ---+ u, pois daí z2 pode ser pólo do tipo x2, ... ,xk-1 
ou y1, ... ,Yk-l (u ---+ z2, pois daí z2 pode ser pólo do tipo x1, ... ,xk-2 ou Y1, ... , Yk-1) e 
ai ---+ u, 2 ~ j ~ k (u ---+ai, 1 ~ j ~ k- 1) então G1 = {z2} U Ak- ai é conado em 

H~-~· 
Logo, G1 não é ciclo característico em H~_ 1 . 

Conclusão: em qualquer um dos casos G1 não é um ciclo característico, daí os vértices 
neutros de H~_ 1 não coincidem com seus pólos e então H~_ 1 não é normal. 
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Similarmente, pode ser provado que H~_ 1 =H~- z2 é uma carta hamiltoniana não
normal. 

Se consideramos ainda a carta H~_ 1 = H~ - z3 e o conjunto de vértices neutros 
{v} U { Zj fj =f:. 3}, então o complemento Ak deste último conjunto é co nado por v em 
H~_ 1 e não pode ser um ciclo característico (já que ciclo característico tem que ser 
conado). Daí o conjunto de vértices neutros de H~_ 1 não coincide com seus pólos, logo 
H~_ 1 não pode ser normal. 

Então, H~_ 1 é uma carta hamiltoniana não-normal também. 
Daí, sempre que o caso 1 ocorre, H~ tem pelo menos 3 cartas hamiltonianas não

normais, o que contradiz a proposição 3.2.1. 
Logo, H~ é normal. 

Caso 2: Algum dos pólos z1 , ... , Zh-1 não é neutro em H~, já que z1 ---+v e v---+ Zi, 

2 ~ i ~ h- 1 (veja figura). 
Considere H~_ 1 = H~- zi, 2 ~ i ~ h- 1. Temos que para todo i, H~_ 1 tem pelo 

menos h - 1 vértices neutros. Daí, é fácil de verificar que para todo i, existe um vértice 
aPi E Ak tal que {v,apJ U {zi/J ~ {1,i}} é o conjunto dos vértices neutros de H~_ 1 (já 
que {v} U {zi/J ~ {1, i}} tem apenas h- 2 elementos), cujo complemento em H~_ 1 não é 
um ciclo característico. Logo, o conjunto dos vértices neutros de H~_ 1 não coincide com 
seus pólos. Portanto, H~_ 1 não é normal. 

Então, todo H~_ 1 ; 2 ~i~ h- 1 é uma carta hamiltoniana não-normal de H~. Logo, 
sendo h :;:::: 5, H~ tem pelo menos 3 cartas hamiltonianas não-normais. Daí, é claro, de 
novo contradiz a proposição 3.2.1. O 

Observação 3.2.3 Precisamos da hipótese h :;:::: 5 somente no caso 2 na prova da proposição 
anterior. A condição h :;:::: 4 é suficiente no caso 1. 

De fato: 
•h:;::::5 
Todo H~_ 1 =H~- zi; 2 ~i~ h- 1 é uma carta hamiltoniana não-normal de H~. 
Como queremos uma contradição para a proposição 3.2.1, então devemos ter h:;:::: 5, 

pois daí temos pelo menos 3 cartas hamiltonianas não-normais de H~, no caso em que 
h = 5, que são: 

H 2 -H' n-1- n- Z2 

H~-1 =H~- Z3 

H~-1 =H~- Z4 

•h:;::::4 
Temos que H~_ 1 =H~- zi; i= 1, 2, 3 é uma carta hamiltoniana não-normal de H~ 

(tanto quando z3 ---+v como quando v ---+ z3 ). 
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Como queremos uma contradição para a proposição 3.2.1, então devemos ter h~ 4, 
pois daí temos os pólos z1,z2 e z3 = Zh- 1 onde temos pelo menos 3 cartas hamiltonianas 
não-normais de H~, no caso em que h= 4, que são: 

H~-1 =H~- Z1 

H~-1 =H~- Z2 

H~-1 =H~- Z3 

Proposição 3.2.4 A condição de normalidade é uma propriedade hipomórfica para torneios 
de ordem n ~ 5. 

Demonstração: 

Seja Hn um torneio normal, cc(Hn) = k ~ 3 e cd(Hn) =h~ 2 (isto é, n = k+h ~ 5). 
Considere um torneio hamiltoniano H~ que é hipomorfo a Hn e suponha que 

V(Hn) = V(H~) e a aplicação identidade seja um hipomorfismo. Podemos considerar a 
identidade pois V(Hn) = V(H~). 

f- H~ também é normal. 

i) Se Hn tem uma carta hamiltoniana com diferença cíclica h, então H~ tem que ser 
normal pelas proposições 2.4.7 e 2.4.3 e observação 3.1.23. 

De fato: 
Como Hn é normal e cd(Hn) = h, então v(Hn) = h, pois sendo Hn normal, 

cd(Hn) = v(Hn)· 
Como Hn é hipomorfo a H~ e o número de vértices neutros de um torneio hamiltoniano 

é um invariante hipomórfico (pela observação 3.1.23), então v(Hn) = v(H~) =h. 
Se Hn tem uma carta hamiltoniana Hn-1 com cd(Hn-1) = h, como Hn-1 C H~ (já 

que V(Hn) = V(H~)), então cd(Hn_1) = h :::; cd(H~) (pela proposição 2.4.7) e como 
cd(H~) :::; v(H~) =h (pela proposição 2.4.3) ===> h:::; cd(H~) :::; h ===> cd(H~) =h. 

Daí, cd(H~) = v(H~) =h. 
Então, H~ é normal. 

ii) Então, suponha que toda carta hamiltoniana de Hn tem diferença cíclica h- 1. 
Consideremos os casos: 

1 Q caso) k ~ 3 e h ~ 5 
Segue trivialmente pela proposição 3.2.2. 

2Q caso) h = 4 e k ~ 4 
Pela observação anterior, temos que para h = 4 e k ~ 4 a demonstração segue 

trivialmente para o caso 1 da proposição 3.2.2. Então consideremos apenas o caso 2 da 
proposição 3.2.2. 
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Usando as notações da proposição 3.1.11 deduzimos da análise das cartas hamiltoni
anas que r< o) = { xi} (isto é, y(o) é unitário) -{:::=} Hn tem outro pólo do tipo XI, digamos 
XI, no qual precede um pólo de um tipo diferente. Argumentos similares podem ser dados 
para T(k)_ 

Concluímos que ou h0 = hk = 2, ou o subtorneio dos pólos de Hn é dado por 
P4 = Tq (xk-b XI, Xk-I, xi)· 

• Quando h0 = hk = 2, toda carta hamiltoniana de H~ é normal. 
De fato: 
Quando ho = hk = 2, isto é IT(o)l = IT(k)l = 2, então y(o) = {xi, xi} e 

T(k) = {xk-I, Xk-I}· Como Hn tem somente h= 4 pólos, então y(i) = 0, 'V 1 ~i~ k -1. 
Neste caso, temos que toda carta de Hn é normal, isto é, Hn- x1 , Hn- X1, Hn- Xk-1 

e Hn - Xk-I são cartas hamiltonianas de Hn. 
Por exemplo: 
• Hn - XI é normal 
de fato, Ak continua sendo ciclo característico de Hn -XI, daí cc(Hn - xi) = k e 

cd(Hn -XI) = 3, já que n = k + 4, pois daí n- 1 = cc(Hn -XI) + cd(Hn -XI) -{:::=} 

n- 1 = k + cd(Hn- XI) -{:::=} n = k + cd(Hn- XI) + 1 -{:::=} cd(Hn -XI) + 1 = 4 -{:::=} 

cd(Hn- XI) = 3. 
E como Hn - XI tem 3 vértices neutros, que são, XI, Xk-l e Xk-I, então 

v(Hn- xi) = cd(Hn- XI)· 
Portanto, Hn - XI é normal. 
Da mesma forma, se prova que Hn- Xk-I, Hn- Xk-I e Hn- XI são normais. 
Daí, como H~ é hipomorfo a Hn, então existe uma bijeção f : V(Hn) ---+ V(H~) 

tal que a carta Hn- v é isomorfa à carta H~- f(v), \:;/ v E V(Hn), então toda carta 
hamiltoniana de H~ também é normal. 

Agora, se assumimos que H~ não é normal, podemos considerar uma carta normal, 
digamos Hn-I = H~- v, com ciclo característico Ak (pela proposição 3.1.7) e pólos ZI, 

z2 , z3 , pois toda carta hamiltoniana de Hn tem diferença cíclica h - 1 = 4 - 1 = 3, 
logo, cd(Hn-I) = 3 e como Hn-I é normal, então cd(Hn-I) = v(Hn-I) =pólos de Hn-I = 
IPAkl = 3. E, assumindo v---+ Ak e zi---+ v---+ {z2 ,z3 } em H~, podemos obter 
uma carta hamiltoniana não-normal de H~ deletando z2 como na proposição 3.2.2, isto é, 
considerando H~-I = H~- z2, existe um vértice ap2 E Ak tal que {v, ap2 } U { Zj / j çj. { 1, 2}} 
é o conjunto dos vértices neutros de H~- I, cujo complemento em H~- I não é um ciclo 
característico. Logo, HLI =H~- z2 é uma carta hamiltoniana não normal. 

Absurdo, pois já vimos que neste caso, toda carta hamiltoniana de H~ é normal. 
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• No outro caso, note que k :::; 4, já que x1 --1- Xk-l, e como k ~ 4 também, então 
k = 4, n = 8 e os pólos de H8 formam o caminho x3 --1- x1 --1- X3 --1- x1. 

Escolha uma carta normal H 7 =H~- v; v E {x1,x3 }, cujo ciclo característico é A4. 
Então: h - 1 = cd(H7) + cc(H7) <====? 7 = cd(H7) + 4 <====? cd(H7) = 3. Como H7 é 
normal, v(H7) = cd(H7) = 3. Logo, H7 tem 3 vértices neutros (ou pólos). 

Supondo H~ não normal e que v --1- A4 (ou seja, A4 não é um ciclo característico de 
H~), então somente 1 dos vértices neutros x 3 , z, x 1 em H7 precederia v. 

De fato: 
Estamos considerando o caso 2 da proposição 3.2.2, então sabemos pela figura anterior 

que somente 1 vértice neutro, z1, precede v. Logo, z1 é um dos vértices neutros X3, z, x1 

de H7. 
Temos que x3 , z, x 1 são os vértices neutros de H7, pois como H7 é normal, então 

vértices neutros de H7 = pólos de H7. Daí, H7 tem 3 pólos e como T(0)(H7 ) =I= 0 e 
T(4

) (H7) =!= 0, então existe pelo menos 1 pólo do tipo x 1 e pelo menos 1 pólo do tipo X3. 

Logo, falta um outro pólo z, que ou é x1 ou é x3 , pois são os outros pólos de Hs. 
Os vértices neutros de H~ seriam: 

1f2.) v,z,x1, quando x3 precede v. 
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3f?-) v, x3, XI, quando z = X3 precede v. 

Em qualquer caso teríamos v(H~) =f. 4, o que é uma contradição, pois como H~ é 
hipomorfo a H8 , então v(H~) = v(H8 ) =h= 4. 

Portanto, H~ é normal. 

3Q caso) h = 4 e k = 3 
Neste caso, temos que n = k + h = 7. Então H7 é um torneio normal com 

cc(H1) = k = 3 e cd(H7 ) =h= 4, onde H7 é hipomorfo a H~. 
Seja H6 = H7 - v uma carta normal em H7 • 

Temos que cd(H6) = v(H6 ) = h - 1 = 3 (pois por hipótese, toda carta hamiltoniana 
de H1 tem diferença cíclica h- 1) e é claro que H6 tem o mesmo ciclo característico A3 
(ou H3) que H7 , pois tirando v de H7 , A3 continua sendo não-conado em H6 = H7 - v, 
e como sua ordem é 3, então A3 continua sendo minimal e de comprimento mínimo 
em H6 = H7 - v. E o subtorneio dos vértices neutros de H6 (ou pólos, já que H6 é 
normal) Pn-k = P3 = {xi, z, Xk-I = x2 } tem um transmissor x2 e um receptor xi, que 
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são pólos do tipo x2 = Xk-l e xi respectivamente em H7 , já que T(o) # 0, T(3) # 0 e 
T(3) -t T(2) -t T(I) -t T(o). 

Agora, suponha que H~ não é normal e somente 1 dos pólos x2,z,xi precede v em 
H~, pois estamos considerando somente o caso 2 da proposição 3.2.2. Então temos os 
seguintes casos: 

i) x 2 -t v em H~ (os únicos vértices neutros de H~ são v, z, xr) 
ii) xi -t v em H~ (v,x2,z,ai,a3 são vértices neutros de H~) 
iii) z -t vez é do tipo x2 em H6 (os únicos vértices neutros de H~ são v,x1 ,x2) 
iv) z -t vez é do tipo YI em H6 (v,xr,x2,a2,a3 são vértices neutros de H~) 
v) z precede v em H~ e ele é um pólo do tipo XI, enquanto é um pólo do tipo Y2 

em H6 
Nos casos i), ii), iii) e iv) chegamos que v(H~) =J 4, o que é um absurdo, pois sendo 

H1 hipomorfo a H~, temos que v( H~)= v(H7 ) = 4. 
Já no caso v), temos que H~ tem 4 vértices neutros, mas é fácil ver que H~ tem uma 

carta normal, que é o subtorneio H~ - a3 , com c.c. 4, no qual é claro que não pode ser 
uma carta de H7 . Isto contradiz a hipótese que H7 e H~ são hipomorfos. 

Portanto, H~ é normal. 

4Q caso) h = 3 e k 2: 4 ( n = k + h 2: 7) 
Neste caso, não pode ocorrer que toda carta hamiltoniana tem c.d. h- 1. 
De fato: 
como Hn é normal, então cd(Hn) = v(Hn) = h = 3 =pólos de Hn, logo Hn tem 

exatamente 1 pólo do tipo XI ou tem exatamente 1 pólo do tipo Xk-I (pois T(o) # 0, 
T(k) =J 0, T(0) contém somente pólos do tipo XI e T(k) contém somente pólos do tipo 
Xk-I)· 

Em qualquer caso, Hn tem uma carta hamiltoniana com c.d. h = 3. 

De fato: 
• Se Hn tem exatamente 1 pólo z do tipo XI, isto é, 

então Hn tem um carta hamiltoniana Hn- z tal que Ak- ai é não conado em Hn- z 
(mas Ak- ai é conado por z em Hn, já que z é pólo do tipo xr). Logo, cc(Hn- z) = k -1. 
Daí, cd(Hn- z) = (n- 1)- (k- 1) :::::;. n = cd(Hn- z) + k:::::;. cd(Hn- z) =h= 3, já 
que n = k +h. 

Portanto, Hn tem uma carta hamiltoniana Hn- z com cd(Hn- z) =h= 3. 
• Se Hn tem exatamente 1 pólo z' do tipo Xk-I, isto é, 
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{ 

z' --t a1 

z' --t ak-1 
ak --t z' 

então Hn tem uma carta hamiltoniana Hn - z' tal que Ak - ak é não conado em 
Hn - z' (mas Ak - ak é conado por z' em Hn, já que z' é pólo do tipo Xk- 1). Logo, 
cc(Hn- z') = k- 1. Daí, cd(Hn- z') =h= 3 (é análogo). 

Portanto, Hn tem uma carta hamiltoniana Hn - z' com cd(Hn - z') = h = 3. 

Consequentemente H~ tem que ser normal (pois satisfaz a condição i). 

5Q. caso) h = 3 e k = 3 
Neste caso, n = k +h= 6, cd(H6) = 3 e cc(H6 ) = 3. 
Seja H~ hipomorfo a Hs, onde H6 é normal. Então v(H~) = v(Hs) = cd(Hs) = h= 3, 

pela observação 3.1.23. 
f- H~ é normal 
Suponha que H~ não é normal. Então cd(H~) =!= v(H~) = 3, e como cd(H~) = 2 ou 3, 

já que cd(H~) :::; v(H~), então cd(H~) = 2. 
Daí, ou H~ é o torneio bineutro As, ou H~ é o torneio obtido de As pela inverção 

do arco (a2 , a5 ) (pela caracterização estrutural dos torneios Hn com cd(Hn) = 2 na 
seção 2.5). Isto contradiz a hipótese v(H~) = 3, já que v(As) = 2 (por definição de 
bineutro) e v(H~) = 4 pelo exemplo 3 da seção 2.3. 

Logo, H~ é normal. 

6Q. caso) h = 2 e k ?: 3 
Agora, n = k +h?: 5, cd(Hn) =h= 2 e cc(Hn) = k?: 3 
Como cd(Hn) = 2 e n?: 5, então Hn é o torneio bineutro An. 
Seja H~ hipomorfo a Hn = An, onde Hn é normal. Como todo torneio bineutro 

Ak; k ?: 4 pode ser reconstrutível, pela observação 3.1.23, temos que H~ é isomorfo a 
Hn = An. Daí, como An é normal e H~~ An, então H~ é normal. 

Logo, todo torneio H~ que é hipomorfo a An deve ser normal. D 

Observação 3.2.5 A afirmação da proposição 3.2.4 é trivialmente verdade se n = 4 e 
é falsa se n = 3. 

De fato: 
i) n = 4: não existem torneios normais de ordem 4, pelo ítem 2 do exemplo 3.1.5. 
ii) n = 3: o 3-ciclo H3 é normal (pelo ítem 1 do exemplo 3.1.5), H3 é hipomorfo a Tr3 

(pelo exemplo 3.1.21) e Tr3 é o torneio transitivo não normal, sendo Tr3 não hamiltoniano. 
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3.3 Composição Canônica do subtorneio Pn-k 

Infelizmente, a proposição 3.1.11 não estabelece as componentes T(i) univocamente. 
Então, precisamos escolher uma composição razoável do subtorneio Pn-k dos pólos, tais 
que os dois torneios normais Hn e H~ são isomorfos se, e somente se, eles tem a mesma 
característica cíclica e a mesma composição também. Para este propósito, damos a 
seguinte definição: 

Definição 3.3.1 Seja Hn um torneio normal e T;. (P(I), p(2), ... , P(j)) a condensação do 
J 

subtorneio Pn-k dos pólos. Construímos uma composição de Pn-k desta forma: 
• Primeiramente colocamos: 
U(I) = P(2) U P(3) U ... U p(r1 ), a união máxima das componentes consecutivas formadas 

pelos pólos dos tipos X1, x2, Yii 
U(2) = P(2) U p(a) U ... U p(r2 ), a união máxima das componentes consecutivas formadas 

pelos pólos dos tipos XI, x2, xa, YI, Y2i 

U(i) = P(2) U P(3) U ... U p(r;), a união máxima das componentes consecutivas formadas 
pelos pólos dos tipos xi,x2, ... ,xi+I,YI,Y2, ... ,yi; 

U(k-2) = P(2) U p(a) U ... U p(rk- 2 ), a união máxima das componentes consecutivas 
formadas pelos pólos dos tipos xi, x2, ... , Xk-I, YI, Y2, ... , Yk-2i 

U(k-I) = p(2) u p(a) u ... u pU-I) 

• Finalmente, colocamos: 
T(O) = p(I); 

f(l) = U(l); 

f(2) = U(2) - U(I); 

f(i) = U(i) - U(i-1); 

T(k-I) = U(k-1) - U(k-2); 
f<k) = P(j); 
e chamamos Tr*k+

1 
(T(o), 1'<1), ... , f(k)) a composição canônica de Pn-k· 

Observação 3.3.2 Esta composição é única, pois as uniões 

f(l) u 1'<2) = u<2), ... , 7'<1) u 7'<2) u ... u f(i) = U(i), ... , 7'<1) u ... u f(k- 2) = u<k-2) 

são definidas de um modo máximo. 

Se Hm é um torneio normal qualquer, denotaremos por T(i)(Hm) a i-ésima componente 
da composição do subtorneio dos pólos e por hi(Hm) = JT(i)(Hm)J sua ordem. 

Em particular, escreveremos T(i) = T(i)(Hn) e hi = JT(i)J. 
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Proposição 3.3.3 Dois torneios normais Hn e H~ são isomorfos se, e somente se: 
a) eles tem a mesma característica cíclica; 
b) eles tem a mesma composição canônica, isto é: 
1} se O ~i ~ k, suas i-ésimas componentes T(i) e T'(i) são isomorfas; 
2) os vértices correspondentes das i-ésimas componentes são do mesmo tipo. 

Demonstração: 

(:::::}) Se os torneios Hn e H~ são isomorfos, as condições a) e b) são óbvias. 
(-{:::) Reciprocamente, sejam Ak e Ak os subtorneios bineutros característicos de Hn e 

H~ respectivamente, já que Hn e H~ são normais e tem a mesma característica cíclica k. 

r Hn e H~ são isomorfos 
Existe um isomorfismo único entre Ak e AÍc, quando k 2: 4, pois a menos de isomor

fismo, existe apenas 1 torneio bineutro. 
Analogamente, se k = 3, o isomorfismo entre A3 e A; é único também, pois os pólos a~ 

e a; de A; devem corresponder aos pólos a1 e a3 de A3 (pelas observações da proposição 
3.1.11). 

Finalmente, este isomorfismo pode ser estendido a um isomorfismo entre Hn e H~, 
pelas condições a) e b). D 

Observação 3.3.4 Consequentemente o isomorfismo entre Hn e H~ é único a menos de 
isomor.fismos de suas componentes. 

3.4 A reconstrução de torneios normais 

Nesta seção provaremos que todo torneio normal de ordem n 2: 5 é reconstrutível. 
Hn denotará sempre um torneio normal e h(k) será sua diferença cíclica (característica 

cíclica). É claro que assumimos k 2: 3 e n 2: 5 (logo, h 2: 2). 
De agora em diante vamos referir à composição 

Ph = T;k+
1 
(T(o), ... , T(k)) 

do subtorneio dos pólos de Hn que verifica as condições dadas na proposição 3.1.11 e 
satisfaz as seguintes condições: 

a) T(o) (T(k)) contém todos pólos do tipo x1 (xk_ 1) que pode conter de acordo com a 
proposição 3.1.11, isto é, T(O) (T(k)) contém todos os pólos do tipo x1 (do tipo Xk-l) que 
não precede (sucede) nenhum pólo dos outros tipos. 

b) para todo 1 ~ i ~ k- 1, V(i) = U~=oT(j) tem ordem máxima, isto é, V (i) é a união 
de todas as componentes fortes consecutivas de Ph que contém somente pólos dos tipos 
Xj; 1 ~ j ~ min{k- 1, i+ 1}, e yz; 1 ~ l ~i. 
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Observação 3.4.1 Pela condição a), todos os resultados dados na seção 3.2 com relação 
às cartas hamiltonianas de Hn estarão disponíveis nesta seção também. 

Lema 3.4.2 Se Hn- 1 é uma carta normal de Hn, cc(Hn_1) = k e se hj(Hn-1) = hj - 1 
para algum O ::; j ::; k, então, para todo i =I= j, existe um isomorfismo de T(i) (Hn-1) em 
T(i)(Hn) que preserva o tipo dos pólos. 

Demonstração: 

Como Hn- 1 é normal e cc(Hn_1) = k, então cd(Hn-1) = h- 1, já que n = k +h. 
Logo, consideremos a composição: 

Ph-1 = T;k+
1 
(T(o)(Hn-1), T(1l(Hn-1), ... , T(k)(Hn-d) 

Como Hn é normal, cc(Hn) = k e cd(Hn) =h, então consideremos a composição: 

Ph = T;k+
1 
(T(o), T(1), ... , rU'), ... , T(k)) 

Seja v um pólo de Hn, então v E TU'l(Hn), para algum j'; O ::; j' ::; k e seja 
fjJ : Hn- 1 -+ Hn - v um isomorfismo que preserva a composição dos dois torneios, 
isto é, T(il(Hn-1) -+ TUl(Hn-1) Ç=::::} fjJ(T(il(Hn-1)) -+ f/J(TUl(Hn-1)). 

Temos que Hn- v é normal, já que Hn- v é isomorfo a Hn_ 1 e Hn- 1 é normal. Então, 
consideremos a composição: 

Ph-1 = r;k+l (TC0l(Hn- v), T(l)(Hn- v), ... , T(k)(Hn- v)) 

Segue de v E T(j')(Hn) que hi(Hn-d = hi(Hn- v) ;:::: hi, V i;:::: j'. 
Já que hj(Hn-d = hj- 1 por hipótese, isto é, JTUl(Hn_ 1)1 = JTUl(Hn)l- 1, temos 

que v E T(j)(Hn) e a inclusão de Hn - v em Hn induz um isomorfismo 
'1/Ji: TCil(Hn- v)-+ T(i)(Hn), V i =I= j, que, é claro, preserva os tipos dos pólos. 

Se considerarmos o isomorfismo f/Ji : T{i) (Hn-d -+ T(i) (Hn - v) induzido por f/J, 
então '1/Ji • f/Ji, i =I= j, são os isomorfismos que queremos. 

o 

Lema 3.4.3 Se Hn_ 1 é uma carta normal de Hn e cc(Hn-1) = k - 1 então necessaria
mente k;:::: 4 e v E T( 0)(Hn) uT(K)(Hn) deve existir tal que Hn-1 ~ Hn- v. 

Além disso, temos o seguinte: 
i) se v E T(K)(Hn), então V j = O, ... , k- 2 existe um isomorfismo de T(j)(Hn) em 

TUl(Hn_ 1) que preserva o tipo dos pólos; 



72 3.4. A reconstrução de torneios normais 

ii) se v E T(0) (Hn), então 'V j = 2, ... , k existe um isomorfismo de T(j)(Hn) em 
T(j-I)(Hn-I) que leva pólos dos tipos Xi e Yi em pólos dos tipos Xi-I e Yi-I respectiva
mente. 

Demonstração: 

Como Hn é normal com cc(Hn) = k e cd(Hn) =h, então n = k+h. Assim, sendo Hn-I 
uma carta normal de Hn com cc(Hn-I) = k - 1, temos que cd(Hn-d = v(Hn-I) = h. 

Daí, já que cc(Hn-I) = k- 1 2: 3, então k 2: 4. 
Além disso, v E T(0)(Hn) U T(k)(Hn) deve existir tal que Hn-I ~ Hn- v. 
De fato, como cc(Hn-I) = k - 1 e cc(Hn) = k, então Hn-I = Hn - v', onde v' 

cona o ciclo característico Ak-I de Hn-I, isto é, v' ---+ ai, v' ---+ a2, ... ,v' ---+ ak-I ou 
a2 ---+v', a3 ---+v', ... , ak ---+v'. Temos que no primeiro caso, ak ---+v' e no segundo 
caso, v' ---+ai, pois Ak é não conado em Hn, já que Ak é ciclo característico de Hn. Logo, 
v' E V(Hn)- V(Ak) é um pólo de Hn do tipo XI (no segundo caso) ou Xk-I (no primeiro 
caso). Assim, existe um pólo v de Hn do tipo XI ou Xk-I tal que Hn- v'~ Hn- v, ou 
seja, 3 v E T(O)(Hn) U T(k)(Hn) tal que Hn-I ~ Hn- v. Daí, existe c/>: Hn-I ---+ Hn- v 
homomorfismo bijetor. 

Agora, vamos demonstrar as partes i) e ii) do lema. 
i) Assuma T(k) ={vi}, isto é, VI é um pólo de Hn do tipo Xk-I (vi ---+ai, ... , VI---+ 

ak-I, ak ---+ vi) e seja c/> : Hn - VI ---+ Hn-I um isomorfismo que preserva a com
posição dos torneios, ou seja, T(i)(Hn- vi) ---+ T(i)(Hn- vi)~ c/>(T(i)(Hn- vi)) ---+ 
c/>(T(j)(Hn- VI)). 

Temos as seguintes composições para Hn-I e Hn- vi: 

Temos que ak e qualquer pólo possível do tipo Yk-I em Hn são pólos do tipo Xk-2 em 
Hn - vi e o tipo dos outros pólos continua o mesmo em Hn - VI como em Hn. 

De fato, como cc(Hn- vi) = k -1, então Ak-I é o ciclo característico de Hn- vi e os 
pólos de Hn- VI podem ser dos tipos XI, ... , Xk- 2 ou YI, ... , Yk-2. Logo, ak passa a ser um 
pólo do tipo Xk-2 em Hn -vi, já que ak ---+ai, ak ---+ a2, ... , ak ---+ ak-2, ak-I ---+ ak, por 
definição de bineutro. Além disso, os pólos do tipo Yk-I em Hn(Yk-I ---+ai, ... , Yk-I ---+ 
ak-2, ak-I ---+ Yk-I, Yk-I ---+ ak) passam a ser do tipo Xk-2 em Hn - vi (xk-2 ---+ 
ai, ... , Xk-2 ---+ ak-2, ak-I ---+ Xk-2)· 

Então, T(i)(Hn) = T(i)(Hn -vi), O:::; i:::; k-2, e T(k-I)(Hn -vi)= T(k-I)(Hn)U{ak}, 
pois como T(k-I)(Hn- vi) tem que ser não vazio, então ak vai para T(k-I)(Hn- vi), já 
que T(k-I)(Hn) pode ser vazio. 
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Logo, para todo O :::; j :::; k- 2 c/J induz um isomorfismo de TU)(Hn) em TU)(Hn-I) 
que preserva o tipo dos pólos, já que o isomorfismo c/J preserva a composição dos torneios 
Hn- VI e Hn-I· 

ii) Vamos assumir agora T(0)(Hn) = {v2}, isto é, v2 é um pólo do tipo XI (v2 -+ 
ai, a2 -+ v2, aa -+ v2, ... , ak -+ v2) e seja 'ljJ : Hn - v2 -+ Hn-I um isomorfismo 
que preserva a composição dos torneios, ou seja, T(i)(Hn- v2) -+ T(j)(Hn - v2) {:::::::;> 

'1/J(T(i)(Hn- v2)) -+ '1/J(T(j)(Hn- v2)). 

Um vértice v de Hn- v2 é um pólo do tipo XI em Hn- v2 se ele é um pólo do tipo 
YI em Hn ou se ele coincide com ai, enquanto v é um pólo do tipo xi(Yi), 1 :::; i :::; k- 2, 
em Hn - V2 se ele é um pólo do tipo Xi+I (YHI) em Hn. 

De fato: 
v E Hn- v2 é um pólo do tipo XI em Hn- v2, isto é 

se ele é um pólo do tipo YI em Hn, ou seja 

ou ele coincide com ai, pois 

ai-+ v 
v -+a2 
a3-+ v 
a4 -+v 

I ai-+ a2 =ai 
a3 =a~-+ ai 
a4 =a~-+ ai 

onde Ak-I tal que V(Ak_r) ={a~, a~, a~, ... , a~-I} é o ciclo característico de Hn- v2 
e assim os pólos de Hn- v2 podem ser dos tipos XI, ... , Xk-2 ou yr, ... , Yk-2· E Ak tal que 
V(Ak) = {ai,a2, ... ,ak} é ciclo característico de Hn e ai passa a ser pólo do tipo XI em 
H n - v2 , pela relação anterior. 

Enquanto v é um pólo do tipo xi(Yi), 1 :::; i :::; k- 2, em Hn- v2, isto é 
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v ---+ a~_ 1 = ai 
(xi) v ---+ a~ = ai+1 

ai+2 = a~+ 1 ---+v 
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v ---+ a~_ 1 = ai 
ai+l = a~ ---+ v 

(Yi) v ---+ a~+l = ai+2 
ai+3 = a~+ 2 ---+v 

f ai+4 = ai+3 ---+ v 

se ele é um pólo do tipo xi+l (yi+1) em Hn, isto é 

v---+ a1 
v---+ a1 

v---+ ai 
v---+ ai ai+1 ---+v 

(xi+I) v---+ ai+l (Yi+1) v---+ ai+2 
ai+2---+ v ai+3---+ v 

ai+4---+ v 
ak---+ v 

ak---+ v 

Então, T(0l(Hn- v2) = T(l)(Hn) U {ar}, pois como T(0l(Hn - v2) tem que ser 
não vazio, então a1 vai para T(0)(Hn - v2 ), já que T(1l(Hn) pode ser vazio. E ainda 
T(i-1l(Hn- v2) = T(i)(Hn), para todo 2 ~i~ k, isto é: 

• para i= 2: T(1l(Hn- v2) = T(2)(Hn) 
• para i= 3: T(2)(Hn- v2) = T( 3)(Hn) 

• para i= k: T(k-1)(Hn- v2) = T(k)(Hn) 
Daí, para todo 2 ~ j ~ k, 'lj; induz um isomorfismo de TUl(Hn) em rU-1l(Hn_1) que 

leva pólos do tipo Xi (yi) em pólos do tipo Xi-1 (Yi-d, já que o isomorfismo 'lj; preserva a 
composição dos torneios Hn- v2 e Hn_ 1. D 

Lema 3.4.4 Seja Pi = hi, 1 ~i~ k- 1, e Pi = hi- 1 se i E {0, k}. 
Então para todo j =I= k- 1, O~ j ~ k, tal que Pi =I= O e tal que j = k- 2 => hk-1 > O 

existe uma carta normal n;;~ 1 com cc(H;;~ 1 ) = k e hj(H;;~ 1 ) = hi- 1. 
Além disso, se j E { k - 2, k - 1} e hi ~ j - k + 3, então existe uma carta normal 

H (i) t l h (H(i) ) - h . - O . 1 h (HU) ) h n-1 a que i n-1 - i, '/,- ' ... , J - e j n-1 < j· 
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Demonstração: 

Seja Hn normal com cc(Hn) = k e cd(Hn) = h. 
Trivialmente segue de Pj # O que obtemos uma carta normal com c.c. k, deletando 

qualquer vértice de TU). 
De fato, como j # k - 1, O :S j :S k tal que Pj # O, então IT(o) I 2: 2, IT(k) I 2: 2 

e IT(l)l = IT(2)1 = ... = IT(k-2)1 2: 1, já que Pi = hi se 1 :S i :S k- 1, e Pi = hi- 1 
se i E {0, k }. Dessa forma, obtemos uma carta normal H;/~ 1 = Hn - Vj com c.c. k, 

deletando qualquer vértice Vj de T(j)(Hn), pois daí v(H~i~ 1 ) =h -1, sendo Vj um vértice 
neutro de Hn e então de H;/~ 1 . E como n = k +h, temos que cd(H;/~ 1 ) = h- 1. 

Logo, cd(H~iJ.. 1 ) = v(H;/~ 1 ) e então H~iJ.. 1 é normal. E ainda Ak continua sendo o ciclo 
característico de H;/~ 1 , ou seja, cc(H;/~ 1 ) = k. 

Tal carta preserva o tipo dos pólos de Hn. Agora, falta ver que hj(H;/~ 1 ) = hj - 1. 
•j=Oej=k 
Se Po = ho- 1 = IT(o)l- 1 # O (Pk = hk- 1 = IT(k)l- 1 # 0), isto é, IT(o)l 2: 2 

(IT(k) I 2: 2) e v é qualquer vértice de T(O) (de T(k)) então T(i) (Hn- v) = T(i) (Hn) sempre 
que i# O (i# k) e ho(Hn- v)= ho- 1 (hk(Hn- v)= hk- 1). 

•1$j$k-1 
Um resultado similar pode não valer se deletarmos um vértice v de rU> quando 

1 :S j :S k - 1 e Pj # O. 
Entretanto, se Pi # O, 1 :S j :S k- 1, então a última componente forte (isto é, trivial 

ou hamiltonina) de T(j) é um torneio hamiltoniano H(j) que contém pelo menos 1 pólo, 
digamos ü, ou do tipo Yi ou do tipo Xj+ 1 , já que Pj = ITU)I =1- O e T(j); 1 :S j :S k- 1 
contém pólos dos tipos Yj e Xj+ 1• 

Fixe um vértice v E T(j) - HU) se existir algum; caso contrário seja v ou o sucessor 
de ü em um ciclo hamiltoniano de H(j), se I Hj I > 1, ou v = ü, se I nU> I = 1. 

De qualquer forma a carta H~iJ.. 1 = Hn - v satisfaz as condições pedidas, ou seja, 

cc(H;!~ 1 ) = k e hj(H;/~ 1 ) = hj - 1, já que v E T(j) (Hn)· 
Além disso, se j E { k - 2, k - 1} e hj 2: j - k + 3, então existe uma carta normal 

H;!~ 1 tal que hi(H;/~ 1 ) = hi, i= O, ... ,j- 1 e hj(H;/~ 1 ) < hj. 
De fato: 
• para j = k- 2 
seja j = k - 2 e hk_2 2: k - 2 - k + 3 = 1, isto é, IT(k-2) (Hn) I 2: 1. Então, existe 

uma carta H~k_-;_ 2 ) = Hn - Vk-2 tal que vk_2 E T(k-2)(Hn) que é normal (pois temos 
que v(H~k_-;_ 2 )) = cd(H~k_-;_ 2 )) = h - 1 analisando da mesma forma que anteriormente) 

e satisfaz hi(H~k_-;_ 2 )) = hi, para i = O, ... , k - 3 e hk- 2 (H~k_-;_ 2 )) < hk-2, uma vez que 
IT(k- 2 )(H~k_~ 2 ))1 = IT(k-2)(Hn)l- 1, pois Vk-2 E T(k-2)(Hn)· 

• para j = k- 1 
Analogamente, provamos para j = k- 1 e hk-1 2: k- 1- k + 3 = 2. O 
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Lema 3.4.5 Se h1 + ... + hk_1 > O então existem em Hn duas cartas normais H~_ 1 e 
H~_ 1 tais que ho(H~_ 1 ) = ho e hk(H~_ 1 ) = hk. 

Demonstração: 

Sabemos que Hn é normal, cc(Hn) = k e cd(Hn) =h. 
Suponha que h1 + ... + hk-1 >O, isto é, IT(1l(Hn)l + ... + IT(k-1)(Hn)l >O. 
Segue dos lemas 3.4.2 e 3.4.4 que Hn tem uma carta normal Hn-1 com hi(Hn-1) = hi, 

i= O, k, se ou a condição h1 + ... + hk-3 >O ou hk-1·hk-2 >O. 
De fato: 
• se h1 + ... + hk_3 > O, então h i > O, pelo menos para algum j; 1 :::; j :::; k - 3, isto 

é, usando a notação do lema 3.4.4, Pi = hi = IT(j)l =I= O, para algum j; 1 :::; j :::; k- 3. 

Fixe tal j. Daí, pelo lema 3.4.4, existe uma carta normal H~~ 1 de Hn com cc(H~~ 1 ) = k 

e hi(H~~ 1 ) = hi -1. E então, pelo lema 3.4.2, para todo i =I= j, existe um isomorfismo de 
T(i)(H~i~ 1 ) em T(i)(Hn) que preserva o tipo dos pólos. Como i= O =I= j e i= k =I= j, então 

existe um isomorfismo de T( 0 l(H~~ 1 ) em T(0l(Hn) e existe um isomorfismo de T(k)(H~~ 1 ) 

em T(k)(Hn), ou seja, IT( 0 l(H~~ 1 )1 = IT(o)(Hn)l e IT(k)(H~~ 1 )1 = IT(k)(Hn)l. 

Portanto, existe uma carta normal H~~ 1 em Hn tal que h 0 (H~~ 1 ) = ho e 

hk(H~~ 1 ) = hk. 
• se hk-1·hk-2 > O =::::::} hk-1 > O e hk-2 > O, já que hi = IT(j) (Hn) I 2: O, para todo j 

=::::::} hk-1 2: 1 e hk-2 2: 1. 
Daí, pelo lema 3.4.4, existe uma carta normal H~k_-;_ 2 ) tal que hi(H~k_-;_ 2 )) = hi com 

·-o k-3 h (H(k- 2)) h "t 'IT(il(H(k-2))1-IT(il(H)I· ·-o k 3 'l - ' ... , e k-2 n-1 < k-2, 1S O e, n-1 - n ' 'l- ' ... , - e 
IT(k- 2 )(H~k_-;_ 2 ))1 < IT(k-2)(Hn)l. Na verdade, hk-2(H~k_-;_ 2 )) = hk-2 - 1, pois 

H~k_-;_ 2 ) = Hn- v; v E T(k-2)(Hn)· Daí, como cc(H~k_-;_ 2 )) = k, já que cd(H~k_-;_ 2 )) =h- 1 
e n = k + h, temos pelo lema 3.4.2 que para todo i =I= k - 2, existe um isomorfismo de 
T(i)(H~k_-;_ 2 )) em T(i)(Hn) que preserva o tipo dos pólos. Então, existe uma carta normal 
H~k_-;_ 2 ) em Hn tal que IT(D)(H~k_-;_ 2 ))1 = IT(D)(Hn)l e IT(k)(H~k_-;_ 2 ))1 = IT(k)(Hn)l, ou seja, 

ho(H~k_-;_ 2 )) = ho e hk(H~k_-;_ 2 )) = hk. 
Caso contrário, seja hi >O; j E {k -1, k- 2}. Então, hi 2: 1; j E {k -1, k- 2}, isto 

é, hk-1 2: 1 ou hk-2 2: 1. 
Na última componente forte flU) de TU) escolha um pólo u ou do tipo Yi ou do tipo 

Xj+1, já que hj = ITU)I =I= O e TUl; j E {k- 1, k- 2} tem pólos dos tipos Yi e Xj+l· Se 
u é um pólo do tipo Xj+l escolha outro pólo u' de um tipo diferente se existir algum em 
HU), caso contrário coloque u' = u. 

Considere um pólo v em TUl como na prova do lema 3.4.4 com relação a u, ou seja, 
fixe um vértice v E TUl - HU) se existir algum; caso contrário seja v ou o sucessor de u 
em um ciclo hamiltoniano de HU), se IH(j) I > 1, ou v = u, se IH(i) I = 1. 
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Seja w = u' se IH(j) I = 1 ou seja w o predecessor de u' num ciclo hamiltoniano 
escolhido de HU) se I H(i) I > 1. 

Então H~_ 1 = Hn - v e H~_ 1 = Hn - w são as cartas pedidas, isto é, são cartas 
normais tais que ho(H~_ 1 ) = h0 e hk(H~_ 1 ) = hk. O 

Proposição 3.4.6 Todo torneio normal com pelo menos 5 vértices pode ser reconstruído. 

Demonstração: 

Considere as cartas de um torneio normal Hn; n;?: 5. 
A diferença cíclica h = I:f=o hi é preservada sob hipomorfismo, pois já vimos pela 

observação 3.1.23 que se Hn e H~ são torneios normais e hipomorfos, então 
v(Hn) = v(H~). Daí, h = cd(Hn) = v(Hn) = v(H~) = cd(H~). E min{ho, hk} ;?: 1, 
pois ho = IT(O)I ;?: 1 e h(k) = IT(k)l ;?: 1, sendo T(O)(Hn) =I 0 e T(k)(Hn) =I 0; então a 
proposição é verdadeira se h= 2. 

De fato: 
Seja Hn normal tal que cd(Hn) = h = 2, cc(Hn) = k ;?: 3 e H~ um torneio normal 

qualquer; n ;?: 5. 
Suponha que Hn é hipomorfo a H~. Daí H~ também é normal pela proposição 3.2.4. 
1- Hn é isomorfo a H~ 
Como Hn é hipomorfo a H~, então 2 = h = cd(Hn) = cd(H~) como demonstrado 

acima, então cc(Hn) = cc(H~) = n- 2, já que n = k +h. Portanto, Hn e H~ tem a 
mesma característica cíclica. 

Além disso, Hn e H~ tem a mesma composição canônica, pois: 
• T(o) (Hn) é isomorfo a T(O) (H~) e T(k)(Hn) é isomorfo a T(k)(H~), já que 

h = I:f=o hi = 2, ou seja, h0 = 1, hk = 1 e hi = O para O < i < k. E o mesmo 
vale para T(i) (H~). 

• os vértices correspondentes das i-ésimas componentes são do mesmo tipo, já que 
T(0)(Hn), T( 0 )(H~) só tem pólos do tipo x1 e T(k)(Hn), T(k)(H~) só tem pólos do tipo 

Xk-l· 
Logo, pela proposição 3.3.3, temos que Hn é isomorfo a H~. 
Portanto, Hn é reconstrutível. 

Então, suponha h ;?: 3. Se referirmos ao conjunto {Hn-z/ z E Ph} das h cartas 
hamiltonianas de Hn (já que v(Hn) =h), então pela proposição 3.2.1, pelo menos h- 2 
delas são torneios normais com c.c. k. 

As outras 2 cartas, digamos Rn-1 e Sn- 1 , podem ser como segue. 

1) Rn-1 e Sn-l são torneios normais e cc(Rn-I) = cc(Sn-I) = k. 

({::=::> min{ho,hk};?: 2) 
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2) Rn-I e Sn-I são torneios normais e cc(Rn-I) = k, cc(Sn-I) = k - 1. 
(-<==:} min{ h0 , hk} = 1 < max{ h0 , hk}, k ~ 4 e Hn tem somente 1 pólo do tipo 

xi(Xk-I) se ho = 1(hk = 1)). 

3) Rn-I é normal, cc(Rn-I) = k e Sn-I não é normal. 
(-<==:} min{h0 , hk} = 1 < max{h0 , hk} e ou k = 3 ou k ~ 4 e Hn tem pelo menos 2 

pólos do tipo XI e 2 pólos do tipo Xk-I)· 

4) Rn-I e Sn-I são normais e cc(Rn-d = cc(Sn-I) = k- 1. 
(-<==:} h0 = hk = 1, k ~ 4 e Hn tem somente 1 pólo do tipo XI e 1 pólo do tipo Xk-I)· 

5) Rn-I é normal, cc(Rn-I) = k- 1 e Sn-I não é normal. 
(-<==:} h0 = hk = 1, k ~ 4 e Hn tem somente 1 pólo do tipo XI (xk-I) sempre que ele 

tem pelo menos 2 pólos do tipo Xk-I(xi)). 

6) Rn-I e Sn-I não são normais. 
(-<==:} h0 = hk = 1 e ou k = 3 ou k ~ 4 e Hn tem pelo menos 2 pólos do tipo XI e 2 

pólos do tipo Xk-I)· 

Caso 1: Rn-I e Sn-I são torneios normais e cc(Rn-I) = cc(Sn-I) = k. 

Para todo j E {0, k}, devemos ter hi = min{hj(Hn-I)/ Hn-I é uma carta normal de 
Hn}+1 e existe uma carta normal H~-I tal que hj(HLI) = hj- 1. 

De fato: 
• para j = 0: como T(o) contém todos os pólos do tipo XI que pode conter de acordo 

com a proposição 3.1.11 (pelas condições a) e b) no começo dessa seção), então: 
ho - min{ho(Hn-I)/ Hn-I é uma carta normal de Hn}+1, isto é, 

IT(o)(Hn) I = min{IT(O)(Hn-I)I/ Hn-I é uma carta normal de Hn}+1 = IT(O)(Hn -zj)l+l; 
Zj E T(o) (Hn) =I= 0, ou seja, Zj é um pólo do tipo XI· 

Como toda carta normal Hn-I de Hn tem c.c. k, logo c.d. h- 1 (já que n = k +h), 

então Hn-I = Hn- zi; 1 :::; i ::S h, para toda carta normal Hn-I de Hn. Portanto, existe 
uma carta normal H~-I = Hn- zi; zi E T(0)(Hn), ou seja, h 0 (H~_I) = ho- 1. 

• para j = k: como T(k) contém todos os pólos do tipo Xk-I que pode conter de 
acordo com a proposição 3.1.11 (pelas condições a) e b) no começo dessa seção), então: 

hk - min{hk(Hn-I)/ Hn-I é uma carta normal de Hn}+1, isto é, 
IT(k)(Hn)l = min{IT(k)(Hn-I)I/ Hn-I é uma carta normal de Hn}+1= IT(k)(Hn -zi)l +1; 
Zi E T(k)(Hn) :f:. 0, ou seja, Zi é um pólo do tipo Xk-I· 

No mesmo raciocínio acima, temos que existe uma carta normal H~-I = Hn - zh; 

Zh E T(k)(Hn), ou seja, hk(H~_I) = hk- 1. 
Daí, segue pelo lema 3.4.2 que as componentes do subtorneio dos pólos de Hn podem 

ser determinadas por H~-I ou H~_I, então Hn pode ser reconstruído trocando T( 0 l(H~_I) 

por T( 0 l(H~_I). 
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De fato, pelo lema 3.4.2 temos que: 
• existe um isomorfismo de T(i)(H~_ 1 ) em T(i)(Hn), para todo i=/= O, então: 

l 
T( 1 )(H~-1) ~ T(1)(Hn) 
T( 2 )(H~-1) ~ T(2)(Hn) 

T(k)(H~-1) ~ T(k)(Hn) 

• existe um isomorfismo de T(i)(H~_ 1 ) em T(i)(Hn), para todo i=/= k, então: 

l 
T(o) (H~_ 1 ) ~ T(O) (Hn) 
T(1) (H~-1) ~ T(1) (Hn) 

~(k-1) (H~-1) ~ T(k-1) (Hn) 
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Portanto, as componentes do subtorneio dos pólos de Hn podem ser determinadas 
por H~_ 1 ou H~_ 1 . 

Logo, temos que Hn pode ser reconstruído trocando T( 0 )(H~_ 1 ) por T( 0 )(H~_ 1 ), pois 
daí teremos: 

f- Hn é reconstrutível 
Suponha Hn normal tal que Hn é hipomorfo a H~. Vejamos que Hn ~H~. 
Como Hn é hipomorfo a H~, então H~ também é normal e existe uma bijeção 

f : Hn ----* H~; Hn- v ~ H~ - f(v), "i v E Hn. Além disso, v(Hn) = v(H~) = h 
pela observação 3.1.23, ou seja, Hn e H~ tem o mesmo número de cartas hamiltonianas. 
Como toda carta hamiltoniana Hn_ 1 de Hn é normal, por hipótese do caso 1, então toda 
carta hamiltoniana H~_ 1 de H~ também é normal, já que Hn- v~ H~- f( v), "i v E Hn· 
Logo, da mesma forma que analisamos as cartas de Hn, podemos analisar as cartas de 
H~ e então aplicar o lema 3.4.2 e, analogamente a Hn, chegar ao resultado: 

Como Hn- v~ H~- f(v), "i v E Hn, então: 
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onde Zi e Zj são pólos de Hn com 1 :::; i, j :::; h. 
Assim: 

[ 

T(o)(H'k ) :::::: T(o)(Hk ) n-I n-I 
T(I) (H' o ) :::::: T(I) (Ho ) 

(III) . n-I n-I 

T(k) (H' o ) :::::= T(k) (Ho ) n-I n-I 

Finalmente, de (I), (II) e (III) temos que: 

[ 

T(o)(Hn):::::: T( 0 )(H~) 

T(I)(Hn) :::::: T(I)(H~) 

T(k)(Hn) :::::: T(k)(H~) 

Portanto, Hn e H~ tem a mesma característica cíclica e a mesma composição. Então, 
Hn :::::: H~ pela proposição 3.3.3. 

Daí, Hn é reconstrutível. 

Caso 2: Rn-I e Sn-I são torneios normais e cc(Rn-I) = k, cc(Sn-d = k- 1. 
i) Se existe uma carta normal H~-I que tem c.c. k e h 0 (H~_I) = JT( 0 )(H~-I)I ~ 2, 

então ho = JT(o)(Hn)l ~ 2. 
De fato, segue de h0 = JT(0)(Hn)l = 1 que Hn teria exatamente 1 pólo do tipo 

XI (por hipótese, pois Hn tem só 1 pólo do tipo xi se h0 = 1) e consequentemente 
ho(Hn-I) = IT(o)(Hn-d I = 1, para toda carta normal Hn-I com c.c. k, já que Ak continua 
sendo o ciclo característico de Hn-I e T(O) (Hn-d i=(/). 

Agora os inteiros h0 , ... , hk podem ser determinados como no caso 1 considerando uma 
carta normal H~-I tal que cc(H~_I) = k e h 0 (H~_I) :::; h0 (Hn-I), para toda carta normal 
Hn-I com c.c. k, isto é: 

ho(H~_I) = min{ho(Hn-I)/ Hn-I é uma carta normal de Hn com c.c. k}. Então 
ho = ho(H~-I) + 1. 

Daí, pelo lema 3.4.2, H~-I determina todas as componentes da composição de Hn 
menos T(0)(Hn)· 

De fato, como H~-I é uma carta normal de Hn, cc(H~_I) = k e h 0 (H~_I) = ho- 1, 
então pelo lema 3.4.2, existe um isomorfismo de T(i)(H~_I) em T(i)(Hn) que preserva o 
tipo dos pólos, para todo i i= O (onde H~-I = Hn- zi; Zi é pólo do tipo xi)· Então: 
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l 
T( 1 l(H~-~) ::::: T(1l(Hn) 
T( 2 l(H~_~)::::: T(2l(Hn) 

T(k) (H~_~) ::::: T(k) (Hn) 

81 

Agora, pelo lema 3.4.3, T(o) (Hn) pode ser determinada considerando a única carta 
normal, digamos H~_ 1 (ou Sn_1), com c.c. k- 1 e, em particular, T(o) (H~_ 1 ). 

De fato, pelo lema 3.4.3, temos que existe v E T(k) (Hn) tal que Hn- v ::::: H~_ 1 e além 
disso, existe um isomorfismo de rUl(Hn) em TUl(H~_ 1 ) que preserva o tipo dos pólos, 
para todo j = O, ... , k- 2. Então para j = O temos que T(0)(Hn) ::::: T( 0 l(H~_ 1 ). Daí 
temos: 

T(o) (H~_ 1 ) ::::: T(o) (Hn) 
T(l) (H~_~) ::::: T(l) (Hn) 
T(2) (H~_ 1 ) ::::: T(2) (Hn) 

Logo, Hn pode ser reconstruído exatamente como no caso 1. 
ii) Hn pode ser reconstruído de uma maneira similar se existe uma carta normal H~_ 1 

tal que cc(H~_ 1 ) = k e hk(H~_ 1 ) 2: 2. 
iii) Finalmente, se h0 (Hn_ 1) = hk(Hn-1) = 1, para toda carta normal Hn-1 de Hn 

com c.c. k, então h1 = ... = hk-l =O e max{ho, hk} = 2. 
De fato, como min{ho, hk} = 1 e h0 (Hn-I) = hk(Hn-d = 1, para toda carta normal 

Hn-l de Hn com c.c. k, então max{h0 , hk} = 2, pois caso contrário, digamos ho = 3, 
teríamos ho(Hn-1) = 2 =/= 1 para algumas cartas normais Hn-1 = Hn- v; v E T(O)(Hn)· 
E como min{h0 , hk} = 1 e max{h0 , hk} = 2, então h1 = ... = hk-l = O. Suponha que 
não, isto é, hi =I= 0, para algum i; 1 :::; i :::; k - 1. Daí, sendo h0 = 2 ou hk = 2, então 
suponha que h0 = 2. Logo, para a carta normal Hn-l = Hn- v; v E T(i)(Hn) =I= 0 temos 
que h0 (Hn_ 1) = 2 =I= 1, o que é um absurdo. Assim, h1 = ... = hk-1 =O. 

Se Sn-l é a carta normal com c.c. k- 1, então ho = ho(Sn-I) e hk = hk(Sn-d que é 
suficiente para reconstruir Hn neste caso. 

De fato: 
• 1-- se Sn-l é a carta normal com c.c. k- 1, então h0 = ho(Sn-I) e hk = hk(Sn-1) 
Como cc(Sn-I) = k- 1 e Sn-l = Hn- v; v E T(0l(Hn) (ou v E T(k)(Hn)), então o 

vértice a1 de Ak vai para T(0)(Sn_r), já que a1 é do tipo x1 em Sn-l (ou o vértice ak de 
Ak vai para T(k)(Sn-1), já que ak é do tipo Xk-2 em Sn-I)· 

• 1-- Hn é reconstrutível 
Como ho = ho(Sn-d, hk = hk(Sn-I) e h1 = ... = hk-1 =O, então: 
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T(o)(Sn-1) ~ T(0)(Hn), onde ho = ho(Sn-1) = 1 ou 2 
T(1l(Hn-1) ~ T(1l(Hn), pois T(1l(Hn) = T(1l(Hn-1) = 0 

T(k-1l(Hn-1) ~ T(k- 1)(Hn), pois T(k-1)(Hn) = T(k-1)(Hn-1) = 0 
T(k)(Sn-1) ~ T(k)(Hn), onde hk = hk(Sn-1) = 1 ou 2 

Daí, Hn pode ser reconstruído como no caso 1. 

Caso 3: Rn-1 é normal, cc(Rn-1 ) = k e Bn-1 não é normal. 
Toda carta normal Hn-1 com um valor máximo da soma h1 (Hn-1) + ... + hk-1 (Hn-1), 

isto é, h1(Hn-1)+ ... +hk_1(Hn_1) = h1 + ... +hk-1 determina evidentemente T(1), ... , T(k- 1). 
Agora, falta analisar h0 e hk. 
i) Assuma h1 + ... + hk-1 > O e considere a família A das cartas normais Hn- 1 que 

tem h1(Hn-1) + ... + hk-1(Hn-1) < h1 + ... + hk-1, ou seja: 
A = {Hn-d Hn-1 é uma carta normal de Hn e h1(Hn-1) + ... + hk-1(Hn-1) < 

h1 + ... + hk-1} 
Pelo lema 3.4.5, toda carta H~_ 1 tal que hj(HL1) :::; hj(Hn-1), 'V Hn- 1 E A, deter

mina T(j), j E {0, k}. Então, Hn pode ser reconstruído de Hn- 1 trocando T(j)(fin_1) por 
T(j)(H~_ 1 ), j E {0, k}. 

ii) Assuma agora h1 + ... + hk_1 = O ou, equivalentemente, k = 3 (pois se k ~ 4, 
temos que Ak não pode ser minimal, já que nem todo ciclo contido propriamente em Ak 
é conado). 

• Se h ~ 4, então h0 e h3 podem ser facilmente determinados já que necessariamente 
ho(Hn-1) = max{1, ho- 1} e h3(Hn-1) = max{1, h3- 1} sempre que Hn_ 1 é uma carta 
normal de Hn. 

De fato, como min{ho, h3} = 1, então h0 = 1 ou h3 = 1 e como 1 < max{h0 , h3} e 
h1 + h2 =O, então h0 =h- 1 > 3 ou h3 =h- 1 ~ 3. Daí, se Hn_ 1 é uma carta normal 
de Hn, como toda carta normal de Hn neste caso tem c.c. k, então cd(Hn-d = h- 1. 
Logo, Hn-1 = Hn- v; v é pólo de Hn, isto é, v E T(O)(Hn) (se h3 = 1) ou v E T(k)(Hn) 
(se ho = 1). Assim, ho(Hn-1) = max{1, h0 -1} = 1 (se h0 = 1) ou h0 -1 (se h0 =h -1) 
e h3(Hn-1) = max{1,h3 -1} = 1 (se h3 = 1) ou h3 -1 (se h3 =h -1). 

Portanto, ho e h3 podem ser determinados. 
Pelo princípio da dualidade direcional podemos supor que h3 = 1 e h0 = h - 1. 
A carta hamiltoniana não normal Sn-1 tem exatamente 2 vértices a, b com in-valency 

1 (isto é, com apenas 1 predecessor) e, se a --+ b, Hn pode ser reconstruído colocando 
em Sn_ 1 um novo vértice v que segue b e precede todos os outros vértices de Sn_1. 

• Seja h= k = 3, ou seja, n = k +h= 6 
É fácil checar que os únicos torneios normais não isomorfos H6 e H~ verificando as 

condições dadas não tem as mesmas cartas, isto é, eles não são hipomorfos. 
De fato, os únicos torneios normais não isomorfos verificando as condições dadas são: 
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H6 = T;
4 
(T<0), T(I), T<2), T(3)), onde T(o) = {xr}, T(I) = T( 2) = 0 e T(3) = {xk-I, xk_r} 

H' = T* (T<0)(H') T(I)(H') T(2)(H') T(3)(H')) onde T(0)(H') - {x' x"} 6 T4 6 l 6 ' 6 ' 6 l 6 - I l I l 

T(I)(H~) = T< 2 )(H~) = 0 e T( 3 )(H~) = {x~-I} 
Temos que H6 e H~ não são hipomorfos, pois por exemplo, H 6 - XI 'f:. H~- f(xr), 

para qualquer bijeção f : H6 --+ H~. 
Mais precisamente, h0 = 1 e h3 = 2 {::::::::} Hn tem uma carta não hamiltoniana T5 com 

exatamente 1 transmissor a, nenhum receptor e tal que Ts- a tem somente 1 transmissor. 

Caso 4: Rn-I e Bn-I são normais e cc(Rn-I) = cc(Bn-I) = k- 1 
Hn pode ser reconstruído desde que é possível distinguir as cartas normais Rn-I, Bn-I 

com c.c. k - 1 no sentido do lema 3.4.3. 
• Se ho(Rn-I) 2: 2 (ho(Bn-I) 2: 2), então Rn-I (Bn-I) deve ser isomorfo a Hn- XI e 

Bn-I (Rn_r) é isomorfo a Hn- Xk-I, onde T(O) = {xi} e T(k) = {xk-d· 

De fato, se ho(Rn-I) 2: 2, então JT(0)(Rn-I) I 2: 2 e daí, Rn-I ::::: Hn- XI e ai vai para 
T(O)(Rn-I) e Bn-I::::: Hn- Xk-I e ak vai para T(k-I)(Sn-I)· 

Daí, pelo lema 3.4.3, como Rn-I é uma carta normal de Hn com cc(Rn-I) = k- 1 
e Rn-I ::::: Hn -XI tal que XI E T(0)(Hn), temos que para todo j = 2, ... , k existe um 
isomorfismo de T(j) (Hn) em T(j-I)(Rn-I) que leva pólos dos tipos Xi e Yi em pólos dos 
tipos Xi-I, Yi-I respectivamente, isto é: 

T(I)(Rn-I)::::: T( 2)(Hn) 

T(2) (Rn-I) ::::: T(3) (Hn) 

T(3)(Rn-I)::::: T(4)(Hn) 

E ainda, como Sn-I é uma carta normal de Hn com c.c. k- 1 e Bn-I ::::: Hn- Xk-I 

tal que Xk-I E T(k)(Hn), temos que para todo j =O, ... , k- 2 existe um isomorfismo de 
TU)(Hn) em TW(Sn-I) que preserva o tipo dos pólos, isto é: 

T(o) (Sn-I) ::::: T(o) (Hn) 

T(I) (Sn-d ::::: T(I) (Hn) 

T(2) (Sn-I) ::::: T(2) (Hn) 

Da mesma forma, se h0 (Bn-I) 2: 2, então Bn-I ::::: Hn- XI e ai vai para T(O)(Sn-d 

e Rn-I ::::: Hn- Xk-I e ak vai para T(k-I)(Rn-I)· Daí, basta aplicar o lema 3.4.3 como 
anteriormente. 

Os mesmos resultados valem se hk-I(Bn-I) 2: 2 (hk-I(Rn-I) 2: 2). 
Logo, em qualquer um dos casos acima, podemos reconstruir Hn com Rn-I e Sn-I 

(usando a mesma idéia do caso 1). 
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• Assuma agora que hi(Rn-1) = hi(Sn-1) = 1, V i= O, k- 1. 
Segue dos argumentos dados na prova do lema 3.4.3 que T(k-l) = 0. Se: 
min{j E {1, ... , k -1} I hi(Rn-1) = O, V i ;::: j}< min{j E {1, ... , k -1} I hi(Sn-1) = O, 

V i ;::: j}, então a1 vai para T(o)(.Rn-1) e ak vai para T{k-l)(Sn-1). Assim, Rn-1 e Bn-1 
são isomorfos a Hn - x1 e Hn - Xk-l respectivamente. Daí, basta aplicar o lema 3.4.3 
como anteriormente. Logo, novamente Hn é reconstrutível por Rn-1 e Bn-l· 

Caso 5: Rn-1 é normal, cc(Rn-d = k- 1 e Sn-1 não é normal. 
O número ri dos pólos do tipo Xj, j E {1, k- 1} é o número maximal dos pólos do 

tipo xi nas cartas normais de Hn com c.c. k, já que existe pelo menos 1 pólo de um tipo 
diferente. 

Como por hipótese ho = hk = 1, e Hn tem somente 1 pólo do tipo x1 (xk_ 1) sempre 
que Hn tem pelo menos 2 pólos do tipo Xk- 1 (x1), então r 1 = 1 ou rk-l = 1. 

Assuma r 1 = 1 e seja H~_ 1 a carta normal com c.c. k- 1. 
Como r 1 = 1, então todas as cartas normais de Hn com c. c. k tem 1 só pólo do tipo 

x1 e consequentemente, Hn também. Como cc(H~_ 1 ) = k- 1, então H~_ 1 = Hn- v; 

v E T(0)(Hn), ou seja, v é o pólo do tipo XI de Hn. Daí, pelo lema 3.4.3, temos que para 
todo j = 2, ... , k existe um isomorfismo de TU)(Hn) em rU-I)(H~_ 1 ) que leva pólos dos 
tipos xi e Yi em pólos dos tipos Xi-1, Yi-l respectivamente, isto é: 

T( 1 )(H~-1) !::= T(2)(Hn) 
T( 2 )(H~_ 1 ) !::= T(3)(Hn) 
T( 3 )(H~_ 1 ) !::= T(4)(Hn) 

Portanto, H~_ 1 determina T( 2), ... , T(k) e, em particular, hk-l e hk-2 são determinados 
e eles verificam a relação hk-I + hk_2 2:: 2. 

De fato, como r 1 = 1, temos que todas as cartas normais de Hn com c.c. k tem 1 só 
pólo do tipo x1 , e então Hn também tem 1 só pólo do tipo xi. Logo, por hipótese, Hn 
tem pelo menos 2 pólos do tipo Xk-l, digamos x~_ 1 e x%_ 1 . Sendo hk = 1, temos que 
T(k) = { x~_ 1 } e: ou x%_ 1 E T(k- 1) ou x%_ 1 E T(k- 2). Suponha sem perda de generalidade 
que x%_1 E T(k-l). Daí, deve existir um outro pólo z E T{k-l) tal que z ~ x%_1 , pois 
caso contrário, isto é, T(k- 1

) = {x%_1}, não teríamos o fato de que T(k) contém todos 
os pólos do tipo Xk-l que pode conter de acordo com a proposição 3.1.11. Portanto, se 
x%_ 1 E T(k- 1

), então T(k- 1
) possui pelo menos 2 pólos. Da mesma forma se conclui que 

se x%_ 1 E T(k- 2 ), implica que T(k- 2) possui pelo menos 2 pólos. Assim, hk-l + hk_2 2:: 2. 
Considere t E { k - 2, k - 1} tal que ht ;::: t - k + 3 e seja H~_ 1 uma carta normal de 

Hn, cc(H~_ 1 ) = k e ht(H~_ 1 ) < ht de acordo com o lema 3.4.4. Tal carta determina T(1
) 

e isto nos permite reconstruir Hn juntamente com H~_ 1 . 

De fato: 
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• se t = k- 2 tal que hk-2 ~ k- 2- k + 3 = 1, isto é, IT(k-2)(Hn)l ~ 1, então 
pelo lema 3.4.4 existe uma carta normal H~_ 1 tal que hi(H~_ 1 ) = hi, i = O, ... , k- 3 e 
hk-2(H~_ 1 ) < hk-2· Daí, IT( 1 )(H~_ 1 )1 = IT(1)(Hn)l e portanto, H~_ 1 determina T(1). 

• se t = k- 1 tal que hk-1 ~ k- 1- k + 3 = 2, isto é, IT(k-1)(Hn)l ~ 2, então 
pelo lema 3.4.4 existe uma carta normal H~_ 1 tal que hi(H~_ 1 ) = hi, i = O, ... , k- 2 e 
hk-1(H~_ 1 ) < hk-1· Daí, IT( 1 )(H~_ 1 )1 = IT(1)(Hn)l e então H~_ 1 determina T( 1). 

Logo, como h0 = 1 então T(o) já está determinado e assim podemos reconstruir Hn 
H ' H" com n-1 e n-1· 

Hn pode ser reconstruído de uma maneira similar se rk-1 = 1. 

Caso 6: Rn-1 e Bn-1 não são normais 

i) Primeiro assuma k ~ 4 
Hn tem pólos do tipo Yk- 1 {:::::=:} T(k-1) =j:. (/J {:::::=:} existe pólos do tipo Yk-1 em alguma 

carta normal de Hn. 
Além disso, segue de T(1) U ... U T(k-2) T(1) U T(2) =j:. (/J (já que h ~ 3 e h0 = hk = 1) 

que hk-1 pode ser determinado da seguinte maneira 

hk-1 = max{hk-1(Hn-1)/ Hn-1 uma carta normal de Hn}· 

• Se hk-1 ~ 2, seja Hn-1 uma carta normal com hk_1(Hn- 1) < hk-1 tal que a soma 
ho(Hn-1) + ... + hk-2(Hn-1) toma um valor mínimo. 

Pelo lema 3.4.4, tal carta determina T(1), ... , T(k-2) e, em particular, h1 e h2. 
De fato, como hk_1 ~ 2, então pelo lema 3.4.4 existe uma carta normal Hn-1 tal que 

hi(Hn-1) = hi, i= o, ... , k- 2 e hk-1(Hn-1) < hk-1· Daí, IT(O)(Hn-1)1 = IT(O)(Hn)l, ... , 
IT(k-2)(fln-1)1 = IT(k-2)(Hn)l. 

E como h0 = hk = 1, então T(o) e T(k) já estão determinados. 
É claro que hi =j:. O para algum j E {1, 2} e uma carta normal H~_ 1 pode ser encon

trada com hi(H~_ 1 ) = hi -1, pelo lema 3.4.4, já que se j E {1, 2}, então j f= k -1 sendo 
k ~ 4 e hj =j:. O, satisfazendo assim as hipóteses do lema 3.4.4. Daí, s;_1 determina 
T(k- 1

) pelo lema 3.4.2 e consequentemente Hn pode ser reconstruído. 
• Se hk_1 = 1, seja Hn-1 a única carta normal sem nenhum pólo do tipo Yk-1, isto é, 

Hn-1 = Hn- Yk-1; Yk-1 E T(k- 1)(Hn) e seja x o transmissor de T(k)(Hn- 1). 
Hn pode ser reconstruído colocando em Hn-1 um novo vértice y que segue x e ak-1 

enquanto y precede os outros vértices mantidos de Hn_ 1. Daí, sendo y um vértice do 
tipo Yk- 1 em Hn- 1 U {y }, temos que: 

T(0)(Hn-1 U {y}) ~ T(0)(Hn) 
T(l)(Hn-1 U {y}) ~ T(l)(Hn) 

T(k- 1l(Hn-1 u {y}) ~ T(k- 1)(Hn) 
T(k)(Hn-1 U {y}) ~ T(k)(Hn) 
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• Se hk-l = O, exatamente uma das cartas hamiltonianas não normais Rn-1, Sn-1 
tem um único vértice a com in-valency 1 (ou seja, com apenas 1 predecessor). 

Hn pode ser obtido de tal carta acrescentando a ela um novo vértice v que segue a e 
precede os vértices mantidos. 

ii) Assuma agora k = 3 e seja h~ 4 
Analisamos se T(k-l) = T(2) é vazio ou não como no caso k ~ 4. 
• Se T(2) = 0, Hn pode ser reconstruído pela única carta hamiltoniana não normal 

que tem somente um vértice com in-valency 1 (isto é, com apenas 1 predecessor), como 
no caso k ~ 4. 

• Se T( 2) =!= (/), isto é, Hn tem pólos do tipo y2 , é possível deduzir das cartas normais 
se Hn tem pólos do tipo y1 também. 

Se este é o caso, ou seja, Hn tem pólos do tipo y1 também, então T(l) =/= 0 e conse
quentemente h2 = max{h2(Hn-1)/ Hn-l é uma carta de Hn} e h1 = h - h2 - 2, pois 
ho + h3 = 2 e h= ho + h1 + h2 + h3, sendo k = 3. 

Hn pode ser reconstruído como no caso k ~ 4 quando ou h2 ~ 2 ou h2 = 1. 
Se, caso contrário, Hn não tem nenhum pólo do tipo y1 , então somente uma, digamos 

Sn_1 , das cartas hamiltonianas não normais tem um único vértice b que tem out-valency 
igual a 1 (ou seja, somente 1 sucessor). 

Hn pode ser reconstruído de Sn-l acrescentando um vértice v que precede somente b. 

iii) Assuma finalmente k = h = 3 
Se denotarmos por x o único vértice em T(l) U T(2), então x pode ser um pólo do tipo 

Y1 ou do tipo Y2· 
Os únicos torneios normais não isomorfos que podemos considerar neste caso tem 

cartas não hamiltonianas diferentes e consequentemente elas não são hipomorfas. 
De fato, os únicos torneios normais não isomorfos neste caso são: 
H6 = r:4 (T(O)' T{l)' T(2)' T(3)); T(O) = {XI}, T(l) = {X}, T(2) = 0 e T(3) = { x2} e 
H~ = T;

4 
(T< 0 )(H~), y(l)(H~), T( 2 )(H~), T( 3 )(H~)); T( 0 )(H~) = {xD, T{l) (H~) = 0, 

T( 2 )(H~) = {x'} e T( 3 )(H~) = {x~}, pois não existe isomorfismo f: H6 --+ H~, já que 
para toda bijeção g : H6 --+H~, :3 v, w E V(H6) tais que v --+ w mas g(v) -f-+ g(w). 
E como H 6 e H~ não tem as mesmas cartas, então não são hipomorfos, pois para toda 
bijeção g: H6 --+ H~, :3 v E H6 tal que H6 - v 'f:: H~- g(v). 

Então Hn é reconstrutível neste caso também. O 

Agora, temos uma consequência trivial da proposição anterior e observação 3.2.5. 

Proposição 3.4. 7 Os torneios normais diferente do 3-ciclo H3 constituem uma classe 
de torneios reconstrutíveis. 
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