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ABSTRACT

The objective of this work is to present some applications of the regularization of discon-
tinuous vector fields algorithm introduced in [11]. Chapter 1 is the mathematical formulation
of this algorithm, where criteria of structural stability for the regularized fields is given. In
chapter 2 we use mathematical modelling techniques to formulate some problems in control
theory. Finally, in the chapter 3, we applied the regularization algorithm in the mathematical

models, presenting a geometric focus of the results stated in this work.
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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma série de aplicagoes do algoritmo de regula-
rizagdo de campos vetoriais descontinuos introduzidos em [11]. No capitulo 1 procedemos
com a formulacao matematica deste algoritmo, onde sao dados critérios de estabilidade es-
trutural para os campos regularizados. No capitulo 2 utilizamos técnicas de modelagem
matematica para formular alguns problemas de teoria do controle, analizando qualitativa-
mente as equacoes obtidas. Finalmente, no capitulo 3, aplicamos o algoritmo de regularizagao

nos modelos matematicos, apresentando um enfoque geométrico dos resultados produzidos.
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CAPITULO 1

Introducao

O estudo qualitativo das equacoes diferenciais tem sido, desde principios do tltimo século,
uma fonte permanente de processos e algoritmos para aplicagao em problemas provenientes
de outras ciéncias, como a astronomia e a fisica. Este capitulo introdutoério descreve a
motivagao para o presente trabalho, bem como a estrutura na qual foram desenvolvidos os

demais capitulos, com o intuito de facilitar a compreensao da teoria aqui exposta.

1.1 Objetivo

Nosso principal objetivo neste trabalho é a aplicacao de um algoritmo introduzido por
Sotomayor e Teixeira em [11] para regularizar campos descontinuos, ou seja, criar um campo
continuo que é uma aproximagao do campo original. Fazendo isto, temos a oportunidade de
estudar qualitativamente um problema com o beneficio de se trabalhar em ambientes sem des-
continuidades. Surgem ai também as questoes sobre a validade das principais propriedades
topoldgicas do campo original, como estabilidade estrutural e hiperbolicidade quando con-
sideramos o campo regularizado. Todos estes aspectos sao estudados aqui e exemplificados
no decorrer do texto. Feito isso, consideraremos alguns problemas emergentes da teoria do
controle, estabelecendo uma modelagem matematica para cada um deles, produzindo entao
campos vetoriais descontinuos, que serao regularizados pelo método descrito acima. Prio-
rizando um enfoque geométrico, classificaremos as singularidades do campo regularizado e

ofereceremos um esbogo de seu retrato de fase.
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1.2 Dados Historicos

Dentro do vasto universo das equagoes diferenciais, o estudo de campos descontinuos
é bastante recente, apesar de varios problemas classicos de engenharia, fisica e economia
produzirem tais campos. O pioneirismo deste estudo se deve a Koslova ([6]) e principalmente
a Filippov, com a publicacao de Differential Equations with Discontinuous Righthand Sides
em 1988, estabelecendo a terminologia e fornecendo uma fundamentacao tedrica para o
estudo de campos descontinuos. Mais recentemente, Sotomayor e Teixeira introduziram
o método de regularizagdo ([11]) que serd apresentado mais adiante. A vantagem deste
método reside no fato de que o campo regularizado é um campo continuo, para o qual
pode-se aplicar toda a teoria classica desenvolvida, possibilitando assim uma conexao com
os campos genéricos de Peixoto.

Motivado principalmente em problemas reais na teoria geométrica do controle, Teixeira
também publicou diversos trabalhos na érea de campos de vetores descontinuos (em di-
mensoes 2 e 3), nos quais se destacam resultados envolvendo estabilidade assintética local,
classificacao genérica e estabilidade de singularidades tipicas de codimensao 0, 1 e 2. For-
mas normais e diagramas de bifurcacoes também foram estudados, bem como um fenémeno
bastante interessante chamado “Sliding Mode” que é muito frequente em teoria do controle e
que esta ligado a existéncia de um campo que desliza sobre a superficie de descontinuidade.

Tais campos foram igualmente classificados.

1.3 Estrutura dos Toépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 2 apresentamos em detalhes o método de regularizacao de campos vetoriais
descontinuos que foi publicado por Sotomayor e Teixeira em 1995. No decorrer do
texto sao vistos exemplos de aplicacao em campos descontinuos simples, fornecendo

uma visao geométrica e intuitiva do processo de regularizacao.

e O capitulo 3 é inteiramente dedicado a modelagem de 4 problemas da teoria do controle.
Nele veremos a formulagao matematica de um piloto automatico para barcos, de um

gerador elétrico valvulado, de uma maquina a vapor e de um estudo sobre o efeito de
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terremotos em um bloco de concreto (oscilagbes sismicas). Logo apds a modelagem

destes problemas faremos um estudo qualitativo das equagoes obtidas.

e No capitulo 4 aplicaremos o algoritmo de regularizacao nos campos vetoriais descon-
tinuos obtidos a partir da modelagem matemética para os problemas apresentados no
capitulo 3. Também classificaremos todas as singularidades e esbogaremos os retratos

de fase regularizados, adotando um ponto de vista geométrico na analise dos mesmos.

1.4 Fontes Bibliograficas

Indiscutivelmente, a obra mestra para o estudo de campos descontinuos € o livro de Fi-
lippov ([3]). Nele encontramos a fundamentacao tedrica e o desenvolvimento das regras que
descrevem o comportamento das érbitas num campo descontinuo. Igualmente importante é
a obra de Andronov, Vitt e Khaikin ([1]) que trata essencialmente de situagoes particulares
provenientes de problemas com sistemas mecanicos e elétricos, mostrando a necessidade de
uma formulagdo matematica para este tipo de sistemas e de uma teoria qualitativa que seja
aplicavel em processos da teoria de oscilagoes. Deste trabalho, extraimos trés dos quatro
modelos que serao apresentados. O ja citado artigo de Sotomayor e Teixeira proporcionou
um avanco consideravel no desenvolvimento de sistemas descontinuos, bem como outras
publicagoes de Koslova, Borisov e de varios membros da escola russa. Entre os trabalhos mais
recentes na area, podemos destacar a tese de doutorado de Ana Lucia Fernandes Machado,
sob orientacao de Sotomayor, que trata sobre estabilidade estrutural e bifurcacoes de campos

vetoriais descontinuos.



CAPITULO 2

Regularizacao de Campos Vetoriais

Descontinuos

Neste capitulo estudamos o processo de regularizacao de campos vetoriais definidos em
variedades descontinuas de dimensao 2, sendo que tais descontinuidades ocorrem sobre uma
subvariedade de codimensao 1. Este processo consiste em definir um novo campo suave que
é uma aproximacao do campo descontinuo. A seguir analizaremos os aspectos de estabili-
dade estrutural para estes campos, fazendo conexao com os resultados obtidos por Filippov,

Kozlova e Peixoto.

2.1 Introducao

Consideramos M a esfera S? em R3 e f : M — R uma funcao C* tendo 0 como
valor regular. Assumiremos por simplicidade que S = {f~!(0)} possui uma sé componente
conexa, de modo que M\S tem duas componentes conexas que sao dois discos denotados
por M* = f~1(0,00) e M~ = f~1 (—00,0).

Denotamos por x” o espago dos campos vetoriais C” sobre M (r > 1).

Seja Q = Q(M, f) o espago dos campos vetoriais Z sobre M definidos por:

Z@—{X@ s f@>0 X vey

| Y(@) se flg) <0

4
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No restante do capitulo, utilizamos a notacdo Z = (X,Y’) para ressaltar a dependéncia
sobre X e Y.

Observagao 2.1. Se olharmos para as solugoes de ¢ = Z(q), observamos que pode nao
haver unicidade sobre pontos de S. Assim, podem surgir singularidades tipicas de equacoes
diferenciais com sequndo membro descontinuo, cujas orbitas podem ser somente um ponto

(sem ser ponto de equilibrio) ou uma curva nao reqular.

Observagao 2.2. Sobre S as solugdes de ¢ = Z(q) obedecem a formulagdo de Filippov, a

ser descrita abaizo.

Nestas condigoes, dado qualquer Z = (X,Y) € 2, seguindo a terminologia estabelecida

por Fillipov, distinguimos as seguintes regioes em S

e Regiao de Costura (RC): caracterizada por (X f) (Y f) >0

NN

/777

Figura 2.1: Regides de Costura

e Regiao de Escape (RE): dada pelas desigualdades X f > 0e Y f < 0.

L
K

Figura 2.2: Regiao de Escape
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e Regiao de Deslizamento (RD): dada pelas desigualdades Xf < 0 e Yf > 0.
Nesta regiao definimos um campo vetorial F* = F7(X,Y’) (chamado campo vetorial
deslizante associado a Z = (X,Y)) da seguinte maneira: Se p € RD, entao F*(p)
denota o vetor no cone gerado por X (p) e Y (p) tangente a S.

SR
/7

Figura 2.3: Regiao de Deslizamento

Observagao 2.3. Na regiao de escape definimos outro campo vetorial F~ por F~(p) =

(—F*(—=X,=Y))(p). Usaremos a mesma notagio F(Z) para indicar F* e F~.

Definicao 2.4. Dizemos que uma funcaio C* ¢ : R — R é uma Fung¢ao de Transi¢cao

quando p(t) =0 set < —1, p(t) =1set > 1 e'(t) >0 set € (—1,1). Graficamente:

Figura 2.4: Funcao de Transicao

Defini¢ao 2.5. Uma ¢.-Regularizagcdo de Z = (X,Y) € Q € a familia a um pardametro

de campos vetoriais Z. em x"dada por

Z.q) = (1 — (@)Y (@) + 0.(/(@)X(q) onde .(t) = ¢ (t)

€

Exemplo 2.6. Consideremos o sistema

i =1 )
. em R
y = 24 sgn(y)
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entao,

y>O:>{ =L Xy = (1,3)

y<0=>{ §i1 = Y(z,y) = (1,1)

Graficamente, temos uma regiao de costura

o LS

A A

Figura 2.5: Exemplo 1.6 (Regiao de Costura)

0, se t<—1
Definimos f(x,y) = y e p-(t) = ¢ (g) onde p(t) = 1, se t>1
O'(t) >0, se te(—1,1)
Assim,

Za(x7y) = (1 - gOe(f(fL’,y))Y(fL',y) + gOe(f(fL’,y))X(I,y) =
= (1 = (y)Y(z,y) + p-(y) X (2,y) =
)LD+ (2) (1,3) =

€

1o (D) (D)3 (0=

€ uma p.-Requlariza¢ao para este campo.

Neste capitulo, vamos impor condiges sobre Z(X,Y) que determinam o seu retrato de
fase global e garantem a estabilidade estrutural de Z. para qualquer funcao de transicao e
e > 0 pequeno. Isto sera feito usando a seguinte caracterizagao da classe " dos campos
de vetores estruturalmente estaveis sobre subvariedades diferenciaveis de M, enunciada por

Andronov-Pontryagin e Peixoto:
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Consideremos N como sendo uma subvariedade bidimensional de M, com fronteira ON

e X' a restricdo de um campo vetorial X em y" a N.

Defini¢ao 2.7. Chamaremos X" (N) a classe de todos os campos de vetores X € x" que

satisfazem as sequintes condigoes:

1. Todos os pontos singulares e drbitas periddicas de X' sao hiperbdlicos e estao contidos

no interior de N.
2. Qualquer tangéncia entre uma trajetoria de X e ON € quadrdtica .
3. X' nao tem selas nem separatrizes de tangéncia.

Devemos mencionar aqui que a estabilidade estrutural de sistemas descontinuos foi estu-
dada por Kozlova sem a utilizagao de métodos para regularizacao.

Na proxima secao faremos um estudo local de singularidades e analizaremos o compor-
tamento de separatrizes resultantes do processo de regularizacao. As secoes 3 e 4 estudam
a hiperbolicidade de dérbitas peridédicas obtidas por regularizacao. Finalmente, a secao 5

contém o enunciado e a demonstracao do principal resultado deste capitulo.

2.2 Consideracoes locais

Sejape Se Z=(X,Y).

Definicao 2.8. Seja p € RD (resp. p € RE) um ponto critico de F(Z). Dizemos que p é

do Tipo Sela se p é uma singularidade repulsora (resp. atratora) de F(Z) sobre S.

\\\\ ////

7777 TS

Tipo Sela (p repulsor) Tipo Sela (p atrator)

Figura 2.6: Pontos Criticos do tipo sela
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Definicao 2.9. Dizemos que um ponto p € S é um Ponto de Dobra de X € x" se
X f(p) =0 e X2f(p) # 0. Isto significa que o contato entre a orbita de X e S é quadrdtico.

S, A
IRIEE

Figura 2.7: Ponto de Dobra
Definicao 2.10. Um ponto p € S € um Ponto S-Regular de Z se pelo menos uma das

sequintes condigoes € satisfeita:

1. Xf(p)-Yf(p) >0 (neste caso temos p € RC).

Xi(p) Xa(p)

Yi(p) Ya(p)
p € RE e ndo € um ponto critico de F(Z).

ANFRURNN
i /

Figura 2.8: Pontos S-Regulares

2. Xf(p)-Yf(p) <0 mas det|X,Y](p) =

‘ # 0 (neste caso p € RD ou

Definicao 2.11. p € S é um Ponto S-Singular Elementar de Z = (X,Y) se uma das

sequintes condigoes € satisfeita:

1. p € um ponto de dobra de Z = (X,Y). Isto significa que: ou p € um ponto de dobra de
Y (e ai teriamos X f(p) #0, Y f(p) =0 e Y2f(p) #0), ou p é um ponto de dobra de
X (e ai tertamos Y f(p) # 0, X f(p) =0 e X%f(p) #0).
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2. Xf(p)-Y f(p) <0, det[X,Y](p) = 0 mas £(det[X,Y],)(p) # 0. Um simples cdlculo

mostra que esta condi¢ao € equivalente a p ser um ponto critico hiperbdlico de F(Z).

A\ % i ii SN
IRRE N

Figura 2.9: Pontos S-Singulares Elementares

2.2.1 Pontos Regulares

Lema 2.12. Seja p € M um ponto S-Regular de Z = (X,Y'). Entdo ezxiste uma vizinhanga

V dep em M e ey tal que para todo € < €y, Z. nao possui pontos criticos em V.

Demonstracao:

Tomemos p € M um ponto S-Regular de Z. Por definicao, p € RC ou p € RE ou ainda
p € RD, mas nao é uma singularidade de F'(Z). Temos entao dois casos a considerar:

casol: pe RC ( Xf(p)-YfP >0).

Vamos supor, sem perda de generalidade, que X f(p) > 0 e Y f(p) > 0. Deste modo,
dada uma carta local (z,y) em torno de p escrevemos S = {y =0}, X =(0,1) e Y = (f, 9)

com ¢(0) = b > 0. Nestas condi¢oes:

Z(z,y) = (ZHz,y), Z2(z,y)) = (1 — 0-(y)) ([ (z,9), 9(z,y)) + (y)(0,1) =
= (T =) f(2,y),( (1 —@(y)g(z,y)) + (0, 0:(y)) =
= ((1 = () f(@,9), (1 = p=(y))g(x,y) + =(v))-

Observemos que Z2(z,y) = (1 —¢-(y))g(z,y) +¢-(y) > 0, logo Z.(x,y) é sempre transversal
as curvas {y = a} onde 0 < |a| < . Note que nés podemos encontrar vizinhangas N de 0
emy = {+e} e N7 de 0 em y = {—¢} e um fluxo tubular h. : N — N com h.(0) # 0.
Assim, esta funcao é C° préxima da identidade.

caso2: p € RE ou p € RD mas nao ¢ um ponto critico de F'(Z) ( Xf(p)-Y f(p) <0
com det [X, Y] (p) # 0).
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Neste caso podemos escolher coordenadas em torno de 0 em M tal que X (z,y) = (0, —1),
Y = (f,g) com g(0) =b>0e Z. = (Z!, Z%). Um célculo direto mostra que Z.(x,y) = (0,0)

se, e sO se

@e(y)(det [X, Y] (z,y)) =0

e (y) (1 +g(z,y)) = g(z,y)

como estas equacoes nao tem solucao para x e y suficientemente pequenos, entao noés de-

duzimos imediatamente que o campo vetorial Z. nao tem pontos criticos em torno de p.

caso (Xf(Y)>0 caso (Xf)(Yf)<0

AN

Figura 2.10: Pontos S-Regulares e suas Regularizacoes

2.2.2 Pontos Singulares

Lema 2.13. Seja p um ponto de dobra de Z = (X,Y). Entdo existe eq tal que para todo

e < eg temos que: se p € um ponto de dobra de X (resp. Y ) entdo

1. O contato entre as curvas {X f =0} (resp. {Y f=0}) e {Z.f =0} no nivel {f = ¢}
(resp. {f = —¢e}) é quadrdtico.
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2. Qualquer trajetoria de Z. passando através de qualquer ponto q, prorimo de p em M

com f(q) = —e (resp. f(q) =€) encontra o nivel {f =eo} (resp. {f = —eo}).
3. Sobre a curva {Z.f = 0} o contato entre Z. e a curva {f =€} € quadrdtico.
4. Z. nao possui pontos criticos numa vizinhanga de p.

Demonstracao:

Vamos assumir por um momento que p € S, Xf(p) = 0, X2f(p) > 0e Yf(p) > 0.
Os outros casos sao similares. Vamos escolher coordenadas ([14]) em |y| < € e |z| < 2¢ em
torno de p = (0,0), tal que f(z,y) =0, X(z,y) = (1,z) e Y (z,y) = (9 (x,y),l(z,y)) com

[(0,0) > 0. O campo vetorial Z. é escrito na forma

Zs - (ZDZ?) = ((1 - Qpe)g + Pe, (1 - SOs)lWLxSOs) .

Deste modo Z.f = Z, e a curva & = {Z. = 0} é expressa pelas solugoes da equagao

pe(y) = 77— (;(;;«,)y_) —

Isto significa que o ponto pg = (0,¢) estd em &, e para cada x < 0 existe um ponto y. (z)
que é a solucao da equagao acima de modo que a aplicagdo = — y. (z) é suave e o valor
—e nunca ¢ atingido por esta funcao. A demontracao da primeira parte do lema esta agora

completa. O restante da demonstracao segue por argumentos de continuidade e usando as

formas normais de X ou Y ([14]). B

caso X°f> 0 caso X*f<0

KA N
ARRRA

(T

Figura 2.11: Pontos S-Singulares Elementares e suas Regularizagoes
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Observacgao 2.14. Assuma as hipdteses e notagoes do lema acima. Se X f (p) =0, Y f (p) #
0 e X2f (p) > 0 consideremos sobre a curva v. = {f = €} os conjuntos abertos v= = {Z.f >
0} ens ={Z.f <0}. Definimos uma aplicagio C”

oo =

tal que os pontos u e h. (u) estejam na mesma trajetoria de Z. ([12]). Esta aplicagdo é C”

prozima da identidade.

Exemplo 2.15. Considere o sequinte sistema

o
y = sgn(x)

Temos entao

x<0:>{a_c: Y e a:>0:>{a_g Y
y = —1 y = 1

Claramente este sistema € descontinuo e seu Retrato de Fase estd dividido em duas regioes
(I) e (II), separadas pela Reta de Descontinuidade S = {x = 0}. Denotamos os Campos
nas regioes (I)(x < 0) e (II)(x > 0) por X e Y, respectivamente, mantendo a notacao
estabelecida até aqui.

Tomemos f(x,y) = z. Assim

1. w:(%,g—g)za,oy

2. Xf=X-Vf=(y—1)-(1,0) =y.

S Yf=Y Vf=(y1) (1,0)=y.

Lo X2f =X -VXf=(y,—1) (0,1) = —1.
5. Y f =Y VYf=(y1)-(0,1)=1.

y —1
Y

Feito isto, vamos identificar as possiveis regioes da Reta de Descontinuidade e investi-

6. det [X,Y] = =y+y=2y.

gar a ocorréncia de Pontos Singulares.



SECAO 2.2 ¢« CONSIDERACOES LOCAIS 14

Regiao de Costura:
(XNHYf)>0=>y>>0=y#0.
Logo, qualquer ponto de S, com excegao da origem, é Ponto de Costura.

e Regiao de Escape:
Xf>0

=y>0ey<0.
Yf<()}

Contradicao, logo nao hd Regiao de Escape.
e Regiao de Deslizamento:

Xf<0

=y<0ey>0.
Yf>0 }
Contradi¢ao, logo nao hd Regiao de Deslizamento.

e Pontos Singulares para o Campo X:

Nao ha Singularidades para o Campo X.

e Pontos Singulares para o Campo Y :

Nao ha singularidades para o Campo Y .

e Pontos Singulares para a Reta de Descontinuidade S:
1. Pontos de Dobra em relagcao ao Campo X :
Xf(Px)=0=y=0.

Logo a origem Px = (0,0) é um Ponto de Dobra para o Campo X (note que
X2f (Px) = —1#£0).

2. Pontos de Dobra em relagao ao Campo Y :
Yf(Py)=0=y=0.

Logo a origem Py = Px = (0,0) € também um Ponto de Dobra para o Campo 'Y

(veja observagdo 2.16 mais adiante).
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3. Pontos Criticos:

Xf(P)Yf(P)<0=y*><0.

Contradi¢ao, logo nao hda Pontos Criticos.

Agora

X = = = 2 = r=-—-=
y = -1 = =

donde as orbitas em X sao pardbolas com a concavidade voltada para o semi-eixo negativo

x.

Do mesmo modo

T =y T = t T =
Y =4 = =
y = 1 y =t y =

~+ %
<

donde as orbitas em'Y sao pardbolas com a concavidade voltada para o semi-eizo positivo de

x.

Além disto, temos em X que y = —t, logo se t — oo entdo y — —oo. Jd em Y temos

y =t, logo fazendo t — oo, teremos y — o0.

Assim, concluimos que o Retrato de Fase deste exemplo tem a forma aproximada da

figura abaixo:

\i

\
\,\\

77T

_«
<

Figura 2.12: Exemplo 1.15

Vamos agora apresentar uma p.-Regularizacao para este exemplo:
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0 se t<—1
Seja - (t) = ¢ (L) onde ¢ (t) = 1 se t>1
O (t)>0 se te(—1,1)

Assim

Ze (2.y) = (1= @ (2)) (4. ~1) + 0 (2) (1) =
=(r-we (D) 140 () + (e () 0 (2)) =
=2 (3))

¢ uma p.-Regulariza¢ao para este exemplo. Com isso, o Campo Regularizado tem o aspecto

aprorimado da figura abaizo:

Figura 2.13: Fxemplo 1.15 Regularizado

Observacgao 2.16. No exemplo acima a origem ndo € um ponto singular elementar, pois
X(0) =Y(0) =0. Assim, um campo arbitrariamente prézimo de Zy = (X,Y') nao terd seu

retrato de fase topologicamente equivalente a Zy. Tomemos por exemplo o campo
sgn(x sgn(x
Zn = (y+ 7971( ),Sgn(:c) + Ln( ))

que converge para Zy quando n — oo. Entao temos

s 1

r<0=2X, = _
y = —1—=5

Definimos f (x,y) = x. Logo
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L VS =(%.9) =00

2. Xof =X, Vf=(y—1-1-1.(L,0)=y— L.

3.Yuf =Y, -Vi=(y+L1+23)-(1,0)=y+2.

4 X=X, VX, f=(@y—-+-1-3)-(0,1)=-1-1

5. Y2 f =Y, VY f=(y+L14+2)-(0,1)=1+1.

6. det [X,Y] = =y-)A+H)+w+d) w+i)=2¢y(1+12).

e Regiao de Costura:

(Xnf) V) >0 = (y=)(y+1)>0=>9 -5 >0=

n
=yPP> L =>y>touy < —r

e Regiao de Escape:

an>o} 1 1 1 1

y——>0ey+—-—<0=y>—-ecy<——.
Y,f <0 Y n 4 n Y n Y n

Contradicao, logo nao ha regiao de escape.
e Regiao de Deslizamento:

an<0} 1 1 1 1

sy——<0ey+—>0=2y<—ey>——.
Y,.f >0 Y n Y n Y n Y n

e Pontos Singulares para a Reta de Descontinuidade {z = 0}:

1. Pontos de Dobra em relacao ao Campo X,:

Yof (Px,)=24+12=220 Vn,
Xy%f<PXn):—1—%7éO Vn.

Segue que o ponto Py, = (0, %) é ponto de dobra em relacao ao campo X,,.
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2. Pontos de Dobra em relagao ao Campo Y,;:

Ynf(PYn>:O:>y+%:Oiy:—%ipyn:(O,—%)
Xof (Py,)=—-+—1=-250 Vn

Y2f(Py,)=1+2+#0 Vn.
Segue que o ponto Py, = (0, —%) é ponto de dobra em relacao ao campo Y,,.

3. Pontos Criticos:
1 1 , 1 1 1
Xof (P)Yof (P)<0=|y——)(y+-)<0=y'-5<0=-——<y<—.
n n n n n

Agora
1
det [X,,, Y] (P) = 0 = 2 (1+5> 0= y—o.

Segue entao que o ponto (0,0) é um possivel ponto critico para a reta de descon-

tinuidade. Mas, observando que

> —=—1-—-=y=-t—-——+c=——""—""—"+c.

v i = y—12 dy 1 t t(1+n)
" y = — _% dt n n n

e que

i o= y+1 d 1 t t(1
Y, = YT :>—y:1+—:>y:t+—+62:u+02.
y = 1+% dt n n n

temos que os campos X,, e Y,, podem ser escritos na forma

P o= cin—1—(n+1)t - con+14+(n+1)t
X, = " e Y,= "

v | n+1
Yy = " o

logo

cin—1—(n+1)t —n—1
n n

con+1+(n+1)t n+l
n n

= (c1 + ) (1+ %) # 0 (pois ¢; +¢3 # 0).

det [X,,, Y,] =

Concluimos entao que o ponto P. = (0,0) é realmente um ponto critico da reta

de descontinuidade.
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Baseado neste calculos, o retrato de fase deste exemplo possui a forma aproximada da

figura abaixo:

Figura 2.14: Exemplo 1.15 Perturbado

O seguinte lema sera especialmente 1til no enfoque da observacao 2.14

Lema 2.17. Assumimos as hipdteses do lema 2.13 e as notacoes da observacdao 2.14. Entao,
nestas condigoes, para qualquer u € - temos que

lim . (u) =0

e—0

Demonstracao:

Vamos provar o lema considerando Y (f) > 0; o outro caso é similar. Considerando as
coordenadas dadas no lema anterior, seja I. um intervalo aberto contendo p. sobre {f = ¢}.
Sejam hg : I.,0 — I.,0 e h, : I.,0 — I.,0 involucoes de classe C" em x = 0 associadas
aos campos vetoriais X e Z. respectivamente. Notemos que x e h. (resp. hg) pertencem a
mesma Orbita de Z. (resp. X). Observe que nestas coordenadas nds temos hg (z) = —uz.
Assim,

det [X, Z.] = (1 — ) det [X, Y]

det [Z.,Y] = p.det [X, Y]

A primeira igualdade implica que se x < 0 entdo h. (r) < —z. Observe agora que a curva
integral de X passando por (z,¢) é y = 2% + (¢ — x). Deste modo, a érbita de Z. através

daquele ponto intercepta a curva X f =0 em p; = (0,¢1) com |e1]| < €. A curva integral de
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X (passando por p;) é dada por y = %+ €; que intercepta o nivel y = € em ' = +,/e — ¢.

Entao

hs(x)<\/5—51<\/%

Isto mostra que

lim A, (u) =0

e—0

para todo u préoximo de p em S. B

Lema 2.18. Dado Z = (X,Y) seja p um ponto critico hiperbdlico de F' (Z). Entao existe £g
tal que para todo € < €y, Z. tem prozimo de p um ponto critico que € uma sela hiperbdlica ou
um no hiperbolico. Deste modo os autoespacos associados a esta singularidade sao transver-

sais as curvas {f =€} e {f = —¢}.

Demonstracao:

Analizaremos apenas o caso quando Xf(p) < 0, Yf(p) > 0, det[X,Y](p) = 0 e
4 (det (X, Y]|S> (p) # 0. Os outros casos sao similares. Como antes, podemos escolher
coordenadas em torno de p tais que f(x,y) =y, Y (z,y) = (0,1), X (z,y) = (g,1), com
[(0,0) = a < 0. Deste modo, det[X,Y] = g e g(0,0) = 0. Chamemos g, (0,0) = a e

gy (0,0) = 3. O campo vetorial regularizado tem a forma

Ze=(2172) = (M — @ (f ()Y (z,y) + o (f (x,9)) X (z,y) =
= (1= () (0,1) + ¢ (y) (g9,1) =
(0 () g, (L — e (1) + 1o (1)) -

1
Os pontos criticos de Z. sao expressos por g = 0 e ¢, = T Observe agora que g = 0
pode ser resolvido por uma funcao suave

v(y) =—y+o (v*)

desde que, para z, exista y = y. (x), solugao de p. = A dltima aplicacao é também

1-1
suave. Como [ (0,0) < 0, n6és podemos encontrar uma funcao positiva 179 = 1o (¢) tal que os
valores 1 para os quais 0 < 7 < & — 1 nunca sao atingidos por y (x), para e suficientemente

pequeno. Entao a intersecao

[z} =0y n{z2 =0}
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consiste de um tnico ponto p. = (z.,y.). Vamos analizar a natureza deste ponto critico.

Um célculo direto mostra que no ponto p. temos

2

/
det [dZ.] = ©* (det [dX] — gm%)

vz
e
(pl
tr[dZ.] = v (tr [dX] — S’T;)
Assim,

Para y pequeno temos que

Quando y. (z) < € —n obtemos

sgn (det [dZ] (pc)) = sgn (—a).

tr [dZ.] (pe) < 0.

Finalmente, deduzimos das consideragoes acima que

e p. ¢ um no estavel desde que a < 0.

e p. ¢ um ponto de sela critico desde que a > 0.

Isto termina a demonstracao. W

Definicao 2.19. Uma S-Conexao de Sela de Z = (X,Y) em Q é uma drbita vy de Z
conectando ou um ponto de sela critico de X ou'Y e um ponto critico de F'(Z) do tipo sela
ou dois pontos de sela criticos de F'(Z), ou dois pontos de sela criticos de X ou/e’Y de tal

modo que € permitido aos seus pontos interiores encontrar S somente em RC.
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i

Figura 2.15: Ponto S-Singular Hiperbdlico e sua Regularizagao

Corolario 2.20. Seja Z = (X,Y) em Q. Assuma que X e Y estio em X7 (M), todas as
S-singularidades de Z sao genéricas e Z nao possui S-conexoes de sela. Entdo existe um g

tal que para todo 0 < £ < g9 nos temos

1. Todos os pontos criticos de Z. sao hiperbolicos.

2. Z. nao tem conexoes de sela.

Demonstrac¢ao:

Segue imediatamente dos lemas anteriores. H

Observacao 2.21. Lembramos que, sob as hipdteses do coroldrio 2.20, os limites das sepa-
ratrizes sobre S de um ponto critico de F'(Z) do tipo sela sao ou um ponto de dobra de Z
ou um ponto critico atrator (ou repulsor) de F(Z). Isto significa, em particular, que para

e suficientemente pequeno, Z. nao admite conexoes de sela dentro de uma vizinhanca de S
em M.

2.2.3 Orbitas S-Periédicas

Definicao 2.22. Dizemos que uma curva fechada v, formada por partes de orbitas regulares
de X em M* e drbitas requlares de Y em M~ é uma Orbita S-Periédica de Z = (X,Y)

se 7y intersecta S somente em RC' e cada parte é transversal a S.

Observacao 2.23. Dada uma Orbita S-Periddica

Y=%UrnU...Ur
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V2i € M+772i+1 € M_7

e
v NS ={p;j} U{pjs},

podemos definir uma colecao de germes em p; de C"-Transformagoes de Poincaré
i+ (S,pj) — (S, pj41)

j=0,1,....k (associado a X ou a'Y) tal que a fun¢ao primeiro retorno associada é dada

poT:

N=MNgOoMNk—1°...07
com n(po) = po-

Definicao 2.24. Uma Orbita S-Periddica v de Z é Elementar se a fun¢ao primeiro retorno

associada (em qualquer ponto p € ) satisfaz: n' (p) # 1.
A demonstracao do préximo lema é imediata e é omitida do texto.

Lema 2.25. Seja v uma Orbita S-Periédica Elementar de Z = (X,Y). Entao existe uma
wizinhangca B de v em M e um €y tais que para todo € < ey, Z. contém uma unica orbita

periodica em B, que € hiperbdlica.

2.2.4 Graficos

Definicao 2.26. Dizemos que uma curva fechada vy € um Grdfico de Z = (X,Y) se ela é
formada por partes de drbitas requlares de F(Z) e/ou partes de orbitas requlares de X em

M™ e/ou partes de drbitas requlares de Y em M~ .

Graficos Simples

Um grafico de Z = (X,Y) é simples se ele coincide com S. Neste caso, S é a Regiao de

Escape ou a Regiao de Deslizamento de Z.

Lema 2.27. Seja v um grdfico simples de Z = (X,Y). Entao existe uma vizinhanca B de
v em M e um eg tais que para todo € < €y, Z. contém uma unica orbita periodica em B,

que € hiperbdlica.
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Demonstracao:
Podemos assumir, sem perda de generalidade que v € RD.

Consideremos coordenadas polares (6, p) em torno de v de modo que
v={p=po,0<0<2r}

. Neste caso, f (6, p) = p.
Seja Z (0, p) = (X (0,p),Y (0, p)), onde

X (0,p) =(a(0,p),0(0,p)) e Y (0,p) =(c(0,p),d(0,p)).
Afirmamos que existe 5 > 0 tal que se 0 < € < g, entao o campo vetorial regularizado

Z.(0,p) =(2L(0,p),Z(0,p)) =
=((1=w:(p)c(@,p)+w-(p)a(l,p), (L —w:(p)d(0,p) + v (p)b(Y,p))

possui uma orbita periddica
Ve ={(0,p:(0)) : 0 <0 < 2m}

em B = {(0,p) : |p| < eo}-

De fato, como os pontos de v pertencem a RD, entdo X f (6,0) = b(0,0) <0eY f (0,0) =
d(6,p) > 0. Por continuidade, pode-se tomar €9 > 0 tal que b(0,p) < 0 e d(0,p) > 0 se
|p| < ep. Portanto, se 0 < £ < &g, todas as drbitas do campo Z. estao entrando em B e pelo
Teorema de Poincaré- Bendixon existe pelo menos uma orbita periddica em B.

Seja . uma oOrbita periddica de Z. em B. Provaremos que 7. ¢é atratora e hiperbdlica, e
portanto tnica.

Sejam p € 7., X uma secao transversal a érbita 7. em p e 7 : ¥y — X a transformagao
de Poincaré, onde ¥y C ¥ é o dominio de w. Utilizando a teoria de equacoes diferenciais,

temos que
2
7' (p) = exp {/ divZ. (v- (0)) do
0

onde divZ. = Z}, + ZZ,. Serd provado que 0 < 7' (p) < 1.
De fato,

divZ. = (1 — ) cg + p-ag — prd + (1 — ;) dp + @b+ @by =
= —¢L(d =) + - (ag + by) + (1 —.) (co + dp) =
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onde L = ¢ divX + (1 — ¢.) divY é uma funcao limitada em B.
E imediato que (d — b) > 0 em 7., portanto resta mostrar que ¢, (p (#)) — 400 quando
e — 0,V0 € [0, 27]. Para isto serd considerado inicialmente um sistema simplificado no qual

os campos X e Y sao dados por

{Xw,p) = (1,bo)
Y(,p) = (0,1)

onde by < 0 é constante.

Neste caso, o campo vetorial regularizado fica

Ze (0,p) = (p=(p) ;1 — = (p) + = (p) bo) -

Fazendo a mudanga de coordenadas p* = £ e 0% = g, tem-se

dp® 1= (p")+¢(p") by

dg ¢ (p*)
[gualando esta ultima expressao a zero, encontra-se uma solucao periddica do sistema, uma
vez que o mesmo nao depende de 6. Esta solucao peridédica é dada implicitamente por

1
1—by

v (po) =

Como by < 0,
1

— < 1.
1 —by

0<¢(pp) =

A solugao periddica pfy = ¢! <L> ¢ Unica porque ¢ ¢ mondtona. Tem-se para € > 0,

1-bg
po = £pp, logo,

. (po) = [so (@ﬂ/ = 190’ <@> = %s@’ (p5) -

€ € €

Conforme e decresce, ¢ (po) aumenta. Isto se deve ao fato que ¢’ (p§) é constante (pois pj
nao depende de ¢) e estritamente positiva (pois 0 < ¢ (p§) < 1), logo pode-se diminuir € o
quanto for necessario de modo a se ter a derivada grande quanto for preciso.

(1) Com isso tem-se que p = py = £pg é uma primeira aproximagao da solugao periédica
procurada. Sera mostrado que pode-se tomar 6 > 0 de modo que a solucao do caso geral em
que os campos sao dados por X (6,p) = (a(0,p),b(0,p)), Y (0,p) = (0,1) estd no intervalo
e (py £ d). Entdo, diminuindo-se € o quanto for necessério para que a derivada seja grande

neste intervalo, implicara que a orbita periddica serd hiperbdlica.
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Como os pontos da érbita sao regulares, det [X, Y] (p) # 0, para qualquer p € .

det [X,Y](p) =a(p)1—b(p) 0=a(p) #0.

Pode-se considerar, sem perda de generalidade, que a(p) > 0. Como 7 é compacto,
tem-se k = min{a (p) : p € v} > 0.

O campo vetorial regularizado é dado por

Ze(0,p) = (p=(p)a(0,p), (1 = (p) + ¢ (p) b(0,p)) -

Calculando-se a segunda coordenada de Z. em (0, p =€ (pf £0)), tem-se

Z2(0,e(po£0)) =1~ (py £0) + @ (s £0)b (0, (p5 £9)).

Se for mostrado que Z2 (0, (p; +0)) < 0 e Z2(0,¢(p; — d)) > 0, terd sido provado que as
érbitas entram no anel (6, p = e (p§ £ 0)), e por Poincaré-Bendixon, a érbita periddica estara
neste anel.

As expansoes de b e ¢ em série sao dadas por
b(8,p) =bo+ b1 (0) p+b2(0,p) p*,
b (0,2 (p5 £ 8)) = by + b1 (0) £ (5 £ 6) + ba (0, (p £ 6)) £ (p £ 6)°

" (p) 62

9 +’I“3(5),

0 (pyE£0) =@ (py) £¢ (p5) 0+

onde 73 (0) = ¢" (p§ £md), 0 < m < 1. Logo

220,254 0) =1 [e(op) + ()54 Z 4 ra9)]
-(1—b0—bl(9) (p0+5)—b2 0,p) €% (py +6)%) =

=1— |25 +¢ ()6 + =3 ]
b2t ) )l ).

Fixado 6 > 0, pode-se diminuir € > 0 de modo que o fator

e (po +0) (01 (0) + b2 (0,p) € (0 +9))

deixe de ser relevante e tenha-se

1
1-bg

:1+{ (p0)5+m+7" ()| (1—1by) >1

s+ 2 @) = b) =
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e portanto
Z2(0,e (py +9)) <0

Agora calculando Z2 (6, (p§ + §)), temos

220, (py+0) =1— |+ (o) o+ 22 )

'(1—50—5(03—5)(51(9)4‘172(9 p)e(p; —
=1 i ¢ LEDOEOEI) (1) (o) 0+

—e(p5—0) (br(8) + b2 (0, p) € (05 — 6)) " (p5) 6

e (pf—0) (b1(9)+b2(9,p)5(2p$—6))go”(pg)JQ n

— 73 (0) (1 —bo — & (pf — ) (b1 (0) + b2 (0, p) e (0 — 9))) =
_ 8((pzs—é)(b1<e>+bz<e7p>e(ps—6)) 5

1—bo _<Po_ )
() 6 — (g — 6) (by (6) + ba (6, p) e (pp — 5)) £
(1—bo>( w«s—#%

—13(0) (1 —bo — e (pg = 0) (b1 () + b2 (6, p) € (5 = 9))) .-

O *
Oq
~—
~—
I

Como 6% < § < 1, pode-se tomar ¢ pequeno o suficiente para que

" (pg) 0°

> 0.
2

(1=bo) ¢ (p5) 6 —
Depois de fixado o valor de § pode-se diminuir o valor de € de maneira que
Z2(6,2 (py +9)) > 0

O valor de ¢ pode ser tomado tnico e o valor de £y > 0 pode ser fixado de modo que

para 0 < € < gp tenha-se
Z2(0,2 (py +0)) < 0 e Z2 (0,2 (s — 0)) >
e a derivada ¢ (po) seja grande o suficiente para que a drbita periddica seja hiperbdlica,
conforme foi argumentado em (1). W
Graficos Elementares

Nesta se¢ao analizaremos a dinamica de uma regularizagdo de um gréfico singular (a ser

definido abaixo). Dado Z = (X,Y’), um gréfico singular esta contido ou em M ™ ou em M.
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Nos o definiremos somente na primeira situagao; o outro caso é tratado de modo similar.
Também observamos que nossa analise estara centrada no caso em que o grafico contém uma
parte da regiao de deslizamento de Z; O caso quando ele contém uma parte da regiao de
escape pode ser tratado por dualidade e entao omitimos sua analise.

Seja () uma regiao conexa e compacta em M com fronteira nao vazia. Denotaremos

QT ={M"}NQeQ ={M}NQ.

Definigao 2.28. Um Grdfico Singular v € Q) ¢é caracterizado pela ezisténcia de uma
curva consistindo de um arco Sy de S e uma parte 7y de uma drbita de X em M™* (veja a

proxima observacao) tal que :

e S =5N0Q ¢é formado por dois pontos (chamados o e ). Nds definimos a orienta¢ao
deste arco como sendo Sy = |a, B]. Escolhemos algum ponto (chamado 0) contido em
Sy e denotamos I = (a, 3), I~ = (a,0) e I = (0, 9).

o Assumimos que sobre Y nao existem pontos criticos em @Q~, e X ndo possui pontos
criticos em Sy. Além disso, em S1, X f (u) = 0 somente se u =0, e X2f (0) > 0.

e Yf#0edet[X,Y]#0 em (a, ).
o (det [X,Y](a))® + (det [X,Y](8))* #0 e se 5 € ORD (resp. a € ORE) entdio
det [X, Y] (8) = 0 mas D (det [X,Y]),_(8) #0

(resp. det [X,Y](a) =0 mas £ (det [X, Y1), (@) #0).

SeYf >0 (resp. Yf <0) sobre I entao I (resp. I~ ) pertence a RD (resp. RE)

em Z.

o A drbita de X passando através de 0, denotada por 7, estd contida em Q* de tal modo

que ela intersepta Sy em gy € (0, 3).

Observagao 2.29. Observe que se o arco I (resp. I~) pertence a RD (resp. RE) em
Z entdo nds deduzimos que [ (resp. «) é um ponto critico hiperbolico de F (Z) (do tipo

sela). Denotamos por q. o ponto critico de sela de Z. associado a B (ou o). Isto permite

que X f (o) =0 (resp. Xf(B)=0).
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Figura 2.16: Grafico Singular com RD e sua Regularizagao

Observacao 2.30. Dado um grdfico singular, nos sabemos que um dos extremos de I =
(o, B) € um ponto critico de F(Z). Vamos denotd-lo por wg. Chamaremos o outro extremo
de extremo de costura e o denotaremos por wi. Sequindo a observacao 2.14, Podemos definir

o0 valor h. (wgy) € por continuidade concluir que
lim A, (wp) = 0.
e—0

Definigao 2.31. Dizemos que vy € um Grdfico Elementar de Z = (X,Y) se ele € singular

e intersecta S no interior de I = («a, [3).

Lema 2.32. Seja v um grdfico elementar de Z = (X,Y). Entao existe uma vizinhan¢a B
de v em M e um €q tal que para todo € < €y, Z. contém wma unica orbita periodica em B,

que € hiperbdlica.

Demonstracao:

Vamos provar este lema para o caso quando () contém uma regiao de deslizamento de
Z = (X,Y). O caso quando @ contém uma regiao de escape é tratado de modo simi-
lar. Primeiramente, escolhemos coordenadas (z,y) em torno de 0 (mais precisamente em
Ve = {|z] < 2e,]y| < 2e}), tais que f(z,y) =y e X (z,y) = (1, —z). Procedendo como
no lema 2.17 nés temos que, nestas coordenadas, as curvas integrais de X sao expressas
por y = 2% + k. Por simplicidade de notacao nés chamamos os pontos onde Z, é tangente a
{f = ¢} por 0. e nao fazemos nenhuma distingao entre ug, c, 3 e seus pontos correspondentes

em cada curva {f = }. Observe que:
e O ponto ¢. dado na observagao 2.29 pertence a curva {Z.f = 0}.

e Em nossas coordenadas, a curva {Z.f = 0} é expressa por x = x (y), de modo que

z(e)=a'(e)=0ea’'(¢) <Oem |y| <e.
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e A variedade invariante instavel Z. de ¢. intercepta a curva X f = 0 no interior de V..

e Seguindo a defini¢ao de um grafico singular, nés podemos definir do mesmo modo como

no lema 2.17, a involucao associada a Z.
he : [0e, B) = (e, 0:)
de tal modo que para todo u em [0, 3) nés temos
lii% heu = 0;

e A 4rbita positiva da variedade invariante de ¢. encontra a curva {f = e} em uma

seqiiéncia ordenada a1 < as < ... < ag < ... <0

e A 6rbita positiva de g encontra {f = e} em uma seqiiéncia ordenada by > by > ... >

b, > a no intervalo (a, 0,).

Deste modo, a regiao determinada pela saturacao do Z.-fluxo sobre (ug, 3) contém uma
regiao de atracao invariante. Pelo Teorema de Poincaré-Bendixon existe nesta regiao pelo
menos uma orbita periddica .. A seguir provaremos que esta orbita periédica é hiperbdlica,

atratora e inica nesta regiao. O campo vetorial X sobre () induz uma fungao C" decrescente

9:(a,0) = (0,5)

satisfazendo
g(O) = /’LOa g/(ZE) < 0 (& hn’(l)g,(aj') = —00,
para todo x em («,0).

Utilizando a férmula de Taylor nés podemos escrever (em torno de x = 0)
g(x) = (\/k:x) + 0‘(\/5)2’

para k < 0 e xz < 0. Qualquer 6rbita periddica de Z. em () é caracterizada pelos pontos fixos
da aplicacao

Pe : [:U’07ﬁ) - [MO?B)
onde p. = g o h,..

Se ¢ é suficientemente pequeno entdo a imagem de h. estd contida em |z| < 2e. Isto

significa que a derivada desta fungao em o coincide com a derivada da involucao hg associada
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a X, em —h. (xp). Lembremos que hy é uma aplicacao linear. Dai h. = —h.. Isto implica
que

(@) = ao ((he) (2)7) + 0 (al)?
com ay < 0. A ultima igualdade significa que p. é negativo e se aproxima de zero quando

e — 0. Isto prova o lema para o caso quando () contém uma regiao de deslizamento de Z.

De outra forma Z. apresenta em () uma érbita periddica hiperbélica repulsora.

Observacao 2.33. Lembramos que se um grdfico singular de Z nao € elementar entao
pode ocorrer em @) o surgimento de uma orbita homoclinica para Z. com e suficientemente

pequeno.

Definicao 2.34. Dizemos que uma orbita de Z ¢ Simples se ela encontra S somente em
RC.

Definigao 2.35. Seja G a classe de todos os campos Z = (X,Y) € Q para os quais as

sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. X eY estao em X" (M™) e em X" (M), respectivamente.
2. Todas as S-Singularidades e S-Orbitas Peridédicas de Z sio elementares.

3. Nenhuma orbita simples de Z conecta um ponto de dobra de Z e um ponto critico de
F (Z) ou dois pontos de dobra de Z.

4. Z nao possui S-Conexdes de Sela.

5. Os grdficos de Z sao simples ou elementares.

O principal resultado deste capitulo é:

Teorema 2.36. Seja Z = (X,Y) em G. Entao existe um nimero positivo €q tal que para

qualquer € < gg, Z. estda em X" (M).

Demonstracao:
A prova deste resultado é uma conseqiiéncia direta do corolario 2.20 e dos lemas 2.25,
2.27 e 2.32.



CAPITULO 3

Modelos de Controle Automatico

Apos a formalizagao matematica do processo de regularizacao de campos vetoriais descon-
tinuos que vimos no capitulo 1, vamos analizar alguns problemas de modelagem matemaética
que ocorrem com bastante freqiiéncia na engenharia e em outras ciéncias. Na secao 2.1
faremos uma breve introducao a teoria do controle, estabelecendo parte da terminologia que

sera utilizada na descricao dos modelos que faremos adiante.

3.1 Nocoes de Teoria do Controle

Em principio, qualquer grandeza fisica pode ser controlada, isto é, pode ter seu valor
intencionalmente alterado. Obviamente, ha limitacoes praticas; uma das inevitaveis é a
restricao da energia de que dispomos para afetar os fenomenos: por exemplo, a maioria
das variaveis climatologicas pode ser medida mas nao controlada, por causa da ordem de
grandeza da energia envolvida.

O controle manual implica em ter-se um operador presente ao processo criador de uma
variavel fisica e que, de acordo com alguma regra de seu conhecimento, opera um apare-
lho qualquer (valvula, alavanca, chave, “elemento de controle”), que por sua vez produz
alteracoes naquela variavel.

O controle diz-se automdtico quando uma parte, ou a totalidade das fungoes do operador

é realizada por um equipamento, freqiiénte mas nao necessariamente eletronico.

32
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Controle automdtico a realimentacdo é o equipamento automatico que age sobre o elemen-
to de controle, baseando-se em informacgoes de medida da variavel controlada. As vantagens
deste equipamento sobre o operador humano sao, em geral: custo, constancia de trabalho,
rapidez, precisao; sua desvantagem essencial é a incapacidade para reagir a perturbacoes e
acidentes, além daqueles previstos em seu projeto.

O controle automdtico a programa envolve a existéncia de um programa de acoes, que se
cumpre com base no decurso do tempo ou a partir de modificacoes eventuais em variaveis
externas ao sistema. No primeiro caso temos um programa temporal e, no segundo, um
programa légico.

O tema central da teoria matemaética do controle é a obtencao de resultados que visam o
melhor desempenho de um determinado programa. Para isto, é necessario traduzir em lin-
guagem matematica as operagoes que sao realizadas em tal programa. Esta traducao recebe
o nome de modelo matemaético e nela sao desprezadas uma maior ou menor quantidade de
mintcias, com o objetivo de tornar o estudo o mais razoavel possivel. Na proxima segao,
apresentaremos alguns exemplos de modelagem matematica para problemas que sao constan-
temente estudados. Nao nos preocuparemos em aplicar os métodos da teoria matematica
do controle nestes modelos. Nos limitaremos apenas em utilizar os resultados obtidos para

aplicar o algoritmo de regularizacao desenvolvido no capitulo 1.

3.2 Modelos

Nesta secao introduziremos alguns modelos de problemas de controle automatico. Tais

modelos serao regularizados no Capitulo 3 utilizando o processo descrito no Capitulo 1.

3.2.1 Piloto Automatico de Duas Posicoes para Barcos
Formulacao do Problema

Seja ¢ o desvio de um barco de seu curso pré-determinado (veja figura abaixo). Des-
considerando o deslocamento lateral do barco durante sua rotacao, e levando em conta os
momentos M = M (1) gerado pelo leme e —H ‘fl—f, momento das forcas de resisténcia, temos
que, se I é o momento de inércia do barco em relacao ao seu eixo vertical principal, a equagao
da rotagao do barco tem a forma

d*p dy
122 g%y
az T
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Figura 3.1: Angulo de Desvio de um Barco

O barco por si s6 nao possui estabilidade de curso. Para ilustrar isto, a figura acima
mostra o retrato de fase do barco com o leme ao longo dos eixos ¢ e ¢, com ¢ =0 e M = 0.
As érbitas formam uma familia de linhas retas ao longo das quais o ponto representativo
se aproxima do estado de equilibrio que cobre o eixo ¢ completo, quando t — +o00. A es-
tabilidade para um curso dado somente pode ser conseguida por um aparelho de pilotagem
fazendo movimentos adequados no leme. Assim, o problema deste aparelho (um homem ou
um controlador automadtico de curso) é o de gerar um estado de equilibrio estavel correspon-
dente ao curso dado (¢ = 0).

Um dos mais simples controladores de curso automatico é aquele conhecido como “Piloto
Automatico de Duas Posi¢oes”, para o qual o leme pode assumir duas posigoes ¥ = +1)y,
gerando momentos M = £ M. Nés vamos assumir que a posicao do leme depende de certas
leis sobre a situacao do barco, dadas por ¢ e Z—‘f. No6s temos o mais simples controlador
de curso de duas posicoes quando o movimento do leme de um lado para o outro ocorre
para uma passagem do barco através do curso dado ¢ = 0 (assumimos também que o movi-
mento do leme ocorre de maneira instantanea). Como veremos mais tarde, tal equipamento
automatico estabiliza de fato o curso do barco quando certas condicoes sao satisfeitas. E
natural pensar, entretanto, se somente com base na experiéncia em pilotagem de um barco
comum, a acao estabilizadora do equipamento poderia ser mais efetiva se o movimento do
leme ocorresse um pouco antes do barco desviar do curso pré-determinado. Este controle de
antecipagao ¢ normalmente conseguido na pratica por dois métodos: Ou por conhecimento
da chamada “Velocidade de Correcao” ou pela introducao do que conhecemos como “Reali-
mentacao Paralela” ou “Inflexivel”. No caso da velocidade de correcao ou acao derivada, o
movimento do barco ocorre quando uma certa combinacao linear do desvio de curso ¢ e a
velocidade angular ¢ se reduz a zero.
dy

U:go—i—bdt



CAP.3 ¢ MODELOS DE CONTROLE AUTOMATICO

35

E f4cil ver que para b > 0, a variacao da posicao do leme ocorrera antes da passagem pelo
barco através de ¢ = 0. Um diagrama de blocos representando o sistema “barco x piloto

automatico” com duas posicoes e correcao de velocidade é mostrado na figura abaixo.

- barco M
- giroscopio 8
- girocompasso

- chave

- bateria

- motor elétrico
- aterramento

- leme

ONOOTARWN =

Figura 3.2: Diagrama de Blocos para o Piloto Automatico

Este aparelho de pilotagem possui dois transmissores de dados: um girocompasso para
detectar o desvio de curso ¢ e um giroscopio padrao para indicar mudancas na velocidade
angular ‘fl—f. O giroscopio esta fixado ao barco somente pelo seu eixo vertical e sobre o eixo
horizontal existem momentos devido a uma mola e um amortecedor viscoso especial. O
angulo de rotagao do eixo horizontal do giroscépio (depois que suas oscilagoes livres tiverem
sido amortecidas) é proporcional a velocidade angular do barco. Estes dois transmissores de
dados movem a escova e os contatos de uma chave de tal maneira que para uma mudanca

no sinal da quantidade

d
0:¢+bd—f

a chave coloca (através de um revezamento) o aparelho de pilotagem para operar na diregao
requerida e deslocar o leme em uma das posicoes extremas 1) = +1g. E claro que o leme
estd a bombordo () = —1)g e M = —M,) para o > 0 e a estibordo (¢ = +19 e M = +M, )
para 0 < 0. Se entretanto o = 0, a chave estd na posicao central desligada e o aparelho
de pilotagem esta desconectado, de forma que o leme pode assumir uma posigao arbitraria
entre os dois extremos —y < Y < +g e —My < M < +M,.
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Figura 3.3: Fungao de Chaveamento para o Piloto Automatico

No6s podemos escrever as equacoes do controlador com duas posicoes e do aparelho de

pilotagem com correcao de velocidade na forma

de
M = MyZ b—

onde

-1 se 0>0
Z (o) = e |Z(0) <1
+1 se o<0

O Retrato de Fase

Primeiramente vamos simplificar as equacoes

o o do d
1“2 Y —Me M= MZ st
a7 ¢ 0 (90 * dt)

do sistema introduzindo as variaveis z, t* e z definidas pelas relagoes

p=Azx, t =Tt e M = Myz

onde

Entao as equacoes do sistema tomam a forma
T+x=ze z=27(x+ky)

onde

b H
k= =b—

Em adicao, como nés estamos interessados no caso de pequenos desvios do barco de seu

curso original, de modo que |p| serd sempre menor do que 7, podemos tomar o plano para
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representar o retrato de fase do sistema. Vamos escrever &

dividido pela Reta de Chaveamento

(+) S ={x+ky=0}

y. Entao o plano z,y fica

em duas regioes, que denotaremos por (1) e (II). Temos entdo, nas regioes (I) (z + ky > 0)

e (I1) (z + ky < 0), respectivamente, os Campos Vetoriais:

T =y T
. e .
y = —y—1 Y

Yy
—y+1

Seguindo a notagao usada no Capitulo 1, definimos f (z,y) = x+ ky e denotamos os campos

nas regioes (I) e (II) por X e Y, respectivamente. Deste modo, temos que:

1.

2.

V= (%.9) = k.

Xf=X-Vf=(,~y-1)-(Lk)=y—ky—k=y(l-Fk) -k

Y=Y -Vf=(,—y+1) - (Lk)=y—ky+k=y(1—-k)+k

X2 =X -VXf=(y,—y—1)-(0,1-k)=—y+ky—1+k=y(k—1)—(1-k).

Y2f=Y VY f=(y,—y+1)-(0,1—k)=—-y+ky+1—k=yk—-1)+(1—k).

y —y—1

det[X, Y] =
y —y+1

=y(~y+1)—y(-y—1)

-y +y+yit+y =2y

De posse destes valores, seguiremos identificando cada uma das regioes da Reta de

Chaveamento S e analisando a existéncia ou nao de Pontos Singulares:

e Regiao de Costura:

(XNHYF) >0 =yl —k) —klly(1—k)+k]>0=9*1—-k)?>—k*>0=

k2

:>y2>(1_k)2:>y>%ouy<—

e Regiao de Escape:

Xf>0=y(l—-k)—k>0
=y >
Yf<0=y(l—k)+k<0

Contradicao, logo nao ha Regiao de Escape.

1 —

k

1—

k

k

< ——.
“YST1 %
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Regiao de Deslizamento:

Xf<0=y(l-k) —k<0 k k k
=y <
Yf>0=y1—-k)+k>0

Pontos Singulares para o Campo X:
Nao existem singularidades para o Campo X.

Pontos Singulares para o Campo Y:

Nao existem singularidades para o Campo Y.

Pontos Singulares para a Reta de Chaveamento S:

1. Pontos de Dobra em relagao ao Campo X:

Xf(Px)=0=y(l—k)—k=0=>y=—-—.
Substituindo em (x), temos que

k k2

Bk
PX—(_l—k’l—k)

¢ um possivel candidato a Ponto de Dobra da Reta de Chaveamento para o Campo

Logo o ponto

X. Porém, observando que

Yf(Py) = (1—k)+k=2k#0

(1—F)

e que

X2f (Px) = (k—1)—-(1—-k)=-k—(1-k)=-14#0

(1—F)

concluimos que Py é realmente um Ponto de Dobra da Reta de Chaveamento em

relagao ao Campo X.

2. Pontos de Dobra em relagcao ao Campo Y:

Yf(Py):O:>y(1—/€)—|—k:():>y:_ﬂ.
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Substituindo em (), temos que

—k k?

k? k
= (m —m)

é um possivel candidato a Ponto de Dobra da Reta de Chaveamento para o Campo

Logo o ponto

Y. Porém, observando que

Xf(Py)zl__—k(l—k)—k:—Qk:yéO

e que
—k
Y2f(Py):ﬂ(k—1)+(1—k):k+1—k:17é0
concluimos que Py é realmente um Ponto de Dobra da Reta de Chaveamento em

relacao ao Campo Y.

Pontos Criticos:

Xf(P)-Y[(F) <0 = [y(1 —k) = K][y(1 — k) +k],0 =
=y 1-k)? -k <0=

k‘2

2 k k
= <(1—k)2:>_ﬂ<y<ﬂ'

Assim, o Ponto Critico (se existir) estard na Regido de Deslizamento.
Agora
det[X,Y](P.)=0=2y=0=y =0.

Substituindo em (x), temos que
r+k(0)=0=x=0.

Entao a origem é um possivel Ponto Critico da Reta de Chaveamento.

Porém, observamos que:

i o=
X=9 . / j%z—y—lz—(1+y):>ﬂ—yy:—dt:>
y = —y—1
=In(l+y)=—t+a=>1+y=me’ =
=y=oe 1.
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e que

i =
D S W —ytl=—(y—1) = 5 =—dt =
y = —y+1

=hy—1)=—t+c=>y—1=me =
=y=ae " +1

Assim, os Campos X e Y podem ser escritos na forma

X:{% = aet—-1 . Y:{;i?- = age i 41

t

y = —e Yy = —age”
Logo
ajet =1 —aget B _ _ _
det[X,Y] = = (e " = 1)(—aze ") + e (age "+ 1) =
et +1 —onet
= —ajae 2 4+ ave Tt + ajase ™ + et =
= (041 + 062)6_t.
Entao p
g (det[X,Y]) = —(ay + an)e " A0Vt €R
donde

o (delX.Y),) () £0,

Concluimos assim que o ponto

P.=(0,0)

é realmente um Ponto Critico da Reta de Chaveamento.

Seguindo a formulacao de Filippov, temos que o Campo Vetorial Deslizante num ponto P
da Reta de Chaveamento ¢ dado pelo vetor no cone gerado por X (P) e Y (P). Logo, usando

a terminologia estabelecida no Capitulo 1, temos

e ——— (X(P);Y(P)) _ ((y, —y—1) JQr (v, —y+1)) _

e (M) — XY (y(1,-1)).

2

Entao, tanto para y > 0 quanto para y < 0, as dérbitas na Regiao de Deslizamento se

aproximam da origem e portanto P. é um Ponto Critico Atrator. De acordo com os calculos
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realizados acima concluimos que o Retrato de Fase para o modelo de Piloto Automatico

(considerando 0 < k < 1 e k > 1) tem a forma:

O<k<1

Figura 3.4: Retratos de Fase para o Modelo de Piloto Automatico

3.2.2 Gerador Elétrico Valvulado

Formulacao do Problema

Vamos considerar as auto-oscilagbes de um Gerador Elétrico Valvulado com rede ressonante

no circuito em grade ou no circuito anddo (veja figura abaixo).

Figura 3.5: Geradores Elétricos Valvulados

Se desprezarmos a condutancia do anodo, a corrente na grade e a capacitancia inter-

eletrodos, entao a equacao das oscilagoes deste Gerador Elétrico Valvulado pode ser escrita
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na seguinte forma

d*u du
(%) LCdt’2 +[RC’—MS(u)]d—t/+U—O
onde
di,

¢ a inclinacao da curva caracteristica da valvula que depende da voltagem na grade.
Usaremos uma aproximagao linear para a curva caracteristica da valvula i, = i, (u) dada

por

1q =

0 se u < —ug
S(u+ug) se u>—ug

onde —ug é a voltagem eliminada da valvula (uo > 0). Graficamente , temos

Figura 3.6: Curva Caracteristica da Valvula

Vamos agora introduzir as varidveis adimensionais

U /
r=— e t = wot
Ug
onde
Wo = (LC>_%

é a freqiiéncia natural nao-amortecida do circuito ressonante. Entdo a equagao (#*) pode

ser escrita como

T+2hz+x=0 se z<—1
T—2ht+2x=0 se z> -1

onde
hy = %RC S - ?[MS — RC]
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ou ainda, fazendo = =y

T =y T =y
] se < —1 e ) se r>—1
y = —x—2hy y = —x+ 2hyy

O Retrato de Fase

Usando a notacao estabelecida no Capitulo 1, temos dois Campos Vetoriais associados ao
problema, definidos em duas regides (I) e (/1) do plano separadas pela reta de descon-

tinuidade D = {z = —1}. Os Campos X e Y definidos nestas duas regioes sao

T =y

(na regiao (I1))
Yy = —x+ 2hoy

x=¢" =Y (na regiao (I)) e Y =
y = —x—2hy

Tomemos [ : R? — R definida por f(x,y) = z + 1. Temos entao:
1. Vf= <?%> = (1,0)

2. Xf=X -Vf=(y,—x—2h1y) - (1,0) = y.

3.Yf=Y -Vf=(y,—x+2hwy) - (1,0) = ».

4. X2f =X -VXf=(y,—z—2hy) - (0,1) = —z — 2hyy.

5. Y2f =Y -VYf = (y,—x +2hoy) - (0,1) = —x + 2hsy.

y —x—2hy

6. det [X,Y] =
y —x+ 2hsy

= -2y + 2h2y2 + xry + 2h1y2 =2 (hl + h2) yz.

Identificaremos agora as regides da Reta de Descontinuidade e verificaremos a existéncia

ou nao de Pontos Singulares:
e Regiao de Costura:
(XAHXYH>0=1y*>0=y#0.
Logo todo ponto de D pertence a Regiao de Costura, exceto o ponto (—1,0).

e Regiao de Escape:
Xf>0
=y>0-e y<O.
Yf<O0

Contradicao, portanto nao ha Regiao de Escape em D.
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e Regiao de Deslizamento:

Xf<0

=y<0 e y>0.
Yf>0}

Contradicao, portanto nao ha Regiao de Deslizamento em D.

e Pontos Singulares para a Reta de Descontinuidade D:

1. Pontos de Dobra em relacao ao Campo X:

Xf(Py)=0=y=0

}:>:v7é0.

Isto significa que o ponto Py = (—1,0) € D é um Ponto de Dobra da Reta de

Descontinuidade para o Campo X (veja a observagao logo abaixo).

2. Pontos de Dobra em relacao ao Campo Y:

Yi(Py)=0=y=0 =240
Y2f (Py) # 0= —x + 2hoy #0 '

Isto significa que o ponto Py = Py = (—1,0) € D é também um Ponto de Dobra

da Reta de Descontinuidade para o Campo Y (veja observacao 2.16).

3. Pontos Criticos:
Xf(P)Yf(P)<0=y*<0.

Contradicao, logo nao ha Pontos Criticos na Reta de Descontinuidade.

e Pontos Singulares para o Campo X:

Y = 0 r = 0
X=0= = .
—x—2hy = 0 y = 0

Como o ponto (0,0) ndo estd na regiao (I), segue que o Campo X nao possui singu-

laridades.

e Pontos Singulares para o Campo Y:

y —_= O T —_=
Y=0= =
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Entao a origem é uma singularidade para o Campo Y. Vamos determinar o tipo

topolédgico desta singularidade.

Observemos que o Campo Y pode ser escrito na forma

)5 ()

0 1
Calculando os autovalores da matriz A = ( L o ) obtemos:
- 2
-A 1 5
det(A—A)=0= L oh =0=-A(2ha — A)+1=0= A\—2hA+1=0.
_ Y —

Entao

2hy & \/ARE — 4
)= 2he 5 2 = hy /K21

Temos trés casos a considerar:

1. Se h3 —1 < 0 entao h3 < 1 donde 0 < hy < 1. Assim os autovalores A\; e Ay sdo

conjugados complexos.

2. Se h3 —1 > 0 entdao h3 > 1 donde hy > 1 ou hy < —1. Assim os autovalores \; e

A9 820 reais e distintos.

3. Se h3 —1 = 0 entdao h3 = 1 donde hy = +1. Neste caso temos dois autovalores
iguais

)\1:)\2:1 ou )\1:)\2:—1

Vamos analisar os casos quando 0 < hy < 1 e quando hy > 1. Os demais casos sao

similares.

Considerando 0 < he < 1 temos que a origem é um foco instavel e no caso em que hy > 1
a origem torna-se um noé instavel. Baseado nestes calculos, concluimos que o Retrato de fase

do modelo de Gerador Elétrico Valvulado assume a forma descrita na figura abaixo:
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Figura 3.7: Retratos de Fase para o Modelo de Gerador Elétrico Valvulado

3.2.3 MaAquina a Vapor

Formulacao do Problema

Vamos analizar agora um exemplo de sistema auto-oscilante usando um modelo dinamico

simples de Maquina a Vapor. Um diagrama esquematico deste modelo é mostrado na figura

abaixo:

Manivela

Cilindro Haste Principal

iSo2stetotetetoloteto’

Vélvula

Entrada do Vapor Saida do Vapor Roda

Figura 3.8: Maquina a Vapor
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Como ja sabemos, a Maquina a Vapor é um sistema com realimentacao: a valvula
deslizante do aparelho, conectada com seu eixo principal, controla a admissao do vapor
dentro do cilindro (na cavidade direita ou esquerda, dependendo da posi¢ao do eixo) e pro-
duz uma forga varidvel no pistao a partir de uma fonte constante de energia (obtida do eixo
principal com pressao do vapor constante Fy). Esta acao varidvel sobre o pistdo causa um
movimento oscilatorio que é utilizado para produzir rotacao no eixo, mesmo na presenca de
forcas de resisténcia devidas a friccao e ao seu peso. A forca f que a pressao do vapor exerce
sobre o pistao depende da posicao da valvula deslizante e da posicao do pistao. A vélvula
deslizante conecta um dos dois lados do pistao com a camara de entrada ou saida do vapor,
e também isola o cilindro. A pressao do vapor no final do cilindro depende do volume da
cavidade se a sua abertura estd fechada pela valvula deslizante. Como as posi¢oes do pistao,
do eixo e da valvula deslizante da maquina sao unicamente determinadas pelo angulo de
rotacao do eixo, ¢, entao, primeiramente, a for¢ca f serd dada por uma certa funcao real e
periédica do angulo ¢ (veja a figura 3.9) e em segundo lugar o estado do modelo dindmico da
maquina a vapor sera determinado unicamente pelo angulo de rotagao ¢ e pela velocidade
angular do eixo. Como veremos adiante, o Retrato de Fase deste modelo sera uma superficie

cilindrica.
Assumindo algumas simplificagoes, a equacao do movimento do eixo é
d*p

az =M M

onde I é o momento de inércia da maquina levando em conta a roda e o peso referente ao
eixo, M é o torque sobre o eixo devido ao pistao e My € o torque devido a resisténcia e ao

peso.

O torque M é relacionado com f pela igualdade

M = f(p) Asen (p)

contanto que a perda de energia A da manivela seja pequena em comparag¢ao com o compri-
mento da haste de conexao. Deste modo o torque M também é uma funcao peridédica real

do angulo ¢, mas tendo agora periodo 7 (veja figura abaixo).
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Figura 3.9: Graficos de M = M(p) e f = f(p)

Noés vamos assumir M > 0 para todo ¢, chegando a um maximo M., para angulos ¢

3
2

assumir também que o torque My depende, na maioria dos casos, somente da velocidade

proximos de § e e sendo zero na vizinhanca dos “pontos mortos”¢ = 0, m e 2w. Podemos

angular Cfi—f e que a perda de energia da maquina é gerada por forcas de friccao obedecendo

a Lei de Coulomb. Nestas condic¢oes, temos
para %2 £ 0 My = Mgsgni—f

do My=M se M<M;
para == =0
My = MY, se M > My,

onde MY, é o torque maximo das forgas de fricgao no estado de repouso, no qual MY < May.

Para tal perda de energia, a maquina tera estados de equilibrio estaveis na vizinhanca dos

“pontos mortos”. De fato, se M = My nos angulos @, e @, (veja figura 3.9), entdo para

0< <P, Py <@<T+P, em+Py < <2m, temos M (¢) < MY. Deste modo todos os

estados (p*,0), onde ¢* é algum angulo em um destes trés intervalos, sao estados de equilibrio
2o _

desde que tenhamos My = M (¢*) e, conseqiientemente £ = 0. Esta circunstancia sugere
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uma simples idealiza¢do da caracteristica do torque M = M (¢), que simplifica considera-
velmente a analise, conservando ainda o estado de equilibrio indicado acima. Nés vamos

substituir a atual caracteristica do torque pela fungao constante descontinua em partes

M= 0 se 0<p<P,P<pe<T+Pem+py,<p<2m
My se 91 <@ <Py, m+9 < <T+Py

cujo grafico é mostrado na parte inferior da figura 3.9 por uma linha pontilhada. A amplitude
constante M, do torque idealizado sera escolhida de tal forma que, durante toda semi-
revolucao do eixo, o trabalho realizado por M ¢ igual ao trabalho realizado pelo torque real,

ou seja
1 s
M0:5/ M () dp > My,
0

onde 0§ = p, —p, é conhecido como “angulo de corte”.

ﬂMI(){
0

pois a cada meia volta o trabalho realizado pelas forgas de torque (= Myf) é maior do que o

E facil ver que o movimento ocorrera com aumento da velocidade angular se M, >

trabalho absorvido pelo peso (+M}m). Se My = 5 M7, o modelo serd “quase-conservativo”,
ou seja, ele tera continuidade no movimento periédico com ‘fl—f > 0 (estes movimentos corre-
sponderao a érbitas fechadas envolvendo o cilindro de fase na regiao ‘Zl—f > 0). Finalmente,
para M, < gMg, a maquina deixara de funcionar para qualquer condicao inicial.

Estes resultados reproduzem, a certo ponto, propriedades de maquinas a vapor reais que
possuem muito pouca auto-regulagao, de modo que a velocidade do eixo varia consideravel-
mente em relacao a pequenas mudancas na forga de resisténcia e na pressao do vapor.

Vamos agora introduzir as novas variaveis

MO
rT=p—p; € tn:\/THt;

Entao a equacao que representa o movimento da maquina a vapor pode ser escrita como

Lo

onde Iy
A= 251
My

o () 1 pra0<zr<feparan <z <mw+40
xT) =
0 prrafd <z <meparam+0 <z <27
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sgn (y) paray # 0 e x arbitrario
U(y,z) =14 1 paray=0e0<z<fourm<zx<m+6
0 paray=0ef <r<mourn+60<z<2r

O Retrato de Fase

Observando os dados acima, concluimos que o Retrato de Fase cilindrico para o problema
da maquina a vapor fica dividido em 4 regioes ao longo do eixo x entre os valores 0 < z < 7
(veja figura abaixo). O comportamento das orbitas referente ao intervalo 7 < z < 27 é

similar.

5 E E E ~ 1
U N (/R () : a ! '
5 5 | : B Rt Slm
1 1 : : ‘] . 1 ‘a‘f'
0 o m wt6 2m _>(m) N [T
: ! : : (v ! (!
w5 omy oA . .
- : ! ! 1T :

\

Figura 3.10: Regioes do Plano de Fase do Modelo de Maquina a Vapor

Analizaremos agora os pontos regulares e singulares, considerando cada par de regioes

justapostas:

Regices I eIl (y>0e0 <z <m).

Temos os seguintes Campos Vetoriais:

r =

le{{v -7 ) parra0<zx <6 e { yl para <z <

separados pela Reta de Descontinuidade S; = {x = 6}.

Definamos f (z,y) = = — 6. Entao
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1. Vf = (gg_;) — (1,0).
2. f =0 Vf=(yA—1)(1,0)=y.

3. Quf =0y Vf=(y,—1)-(1,0) = .

4 Q2f =0 VO f=(y,A—1)-(0,1) = A — 1.
5. Q3f = Q- VQof = (y,—1) - (0,1) = —1.

y A—1

6. det [Ql, QQ] =
y -1

=-y—yA-1)=-Xy.

e Regiao de Costura:
(f)- (Qf)>0=y>>0=y#0.
Assim, todo ponto de S; pertence a regiao de costura, com excecao do ponto
(0,0).

e Regiao de Escape:

0f>0

=y>0ey<0.
ng<0}

Contradigao, portanto nao ha regiao de escape em S;.

e Regiao de Deslizamento:

0 f<0

=y<0ey>0.
Qof >0
Contradicao, logo nao hé regiao de deslizamento em 5.

e Pontos Singulares para a Reta de Descontinuidade S;:

1. Pontos de Dobra em relacao ao Campo );:

Df(Py)#Z0=XA—1#£0=\#£1.

Como A > 1, segue que o ponto Py, = (6,0) é um Ponto de Dobra para o

campo £q.
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2. Pontos de Dobra em relagao ao Campo ();:

O3 f (Pa,) #0= —1#0.

Assim, o ponto Py, = (0,0) é também Ponto de Dobra para o campo €25 (veja

Observagcao 2.16).

3. Pontos Criticos:

Qlf(Pc)QQf(Pc)<0:>y2<O'

Contradicao, logo nao hé pontos criticos na reta de descontinuidade S4.

¢ Pontos Singulares para o Campo ().

=0
G =0= 4 =y=0eA=1.
A—1 =0

Como A > 1 sempre, entao nao ha pontos singulares para o campo €.

e Pontos Singulares para o Campo (),:

=0
QA =0= Y .
-1 =0

Contradicao, logo nao ha pontos singulares para o campo {2s.

Observemos agora que

0 = x Y N ( ) N 2 Sr=—"
y = A—1 y = (A=1)t y = (A=1)t

e que

Além disso,

<
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Entao, baseado nestes calculos, temos que o retrato de fase para as regioes I e II tomam

a forma:

Figura 3.11: Retrato de Fase - Maquina a Vapor (regioes I e II)

Regioes II e III (6 < z < 7 e y arbitrario).

Temos os seguintes Campos Vetoriais:
T = T =
Qy = Y paray >0 e (3= Y para y <0
g o= -1 jo= 1
separados pela Reta de Descontinuidade Sy = {y = 0}.

Seja g (x,y) = y. Dai

1. Vg = (%%) — (0,1).

2. Qg =-Vg=(y,—1)-(0,1) = —1.
3. Q9 =Q3-Vg=(y,1)-(0,1) = 1.

4. D39 =Qy - VQog = (y,—1) - (0,0) = 0.
5. Q29 =Q3-VQ39 = (y,1)-(0,0) = 0.
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y —1
Y

6. det [Qy, Q3] = =y+y=2.

e Regiao de Costura:
(Q29) - (23g9) >0= —1>0.

Contradigao, logo nao ha regiao de costura.

e Regiao de Escape:

Qgg>0
=-1>0el<0.
Q39 <0

Contradicao, portanto nao ha regiao de escape em S,.

e Regiao de Deslizamento:

Qg <0
=—-1<0el>0.
Qgg>0

Como estas desigualdades sao sempre verdadeiras, segue que todos os pontos da

reta de descontinuidade S; com # < z < 7 pertencem a regiao de deslizamento.
e Pontos Singulares para a Reta de Descontinuidade 55:

1. Pontos de Dobra em relacao ao Campo (2:
Qog (Po,) =0=—-1=0.
Contradicao, logo nao ha pontos de dobra para o campo (5.

2. Pontos de Dobra em relagao ao Campo {23:

Q39 (Po,) =0=1=0.

Contradicao, logo nao hé pontos de dobra para o campo (2.

3. Pontos Criticos:
QQQ(PC)Qgg(PC) <0=-1<0.

Como esta desigualdade é sempre verdadeira, segue que todos os pontos da

reta de descontinuidade Sy (com 6 < x < 7) sdo pontos criticos.
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e Pontos Singulares para o Campo ();:

J& vimos que nao ha pontos singulares para o campo §2s.

e Pontos Singulares para o Campo (23:

QgIO:> y - .
1 =0

Contradicao, logo nao hé pontos singulares para o campo 23.

Vejamos agora que

)
)
Il
—N
8
|
<
U
—
S
|
~ %
Y
S
Il
oS,
+
o

e que

t— 00 =Yy — 0.

Entao, temos que o retrato de fase para as regioes II e III possui a forma aproximada

da figura abaixo:

Figura 3.12: Retrato de Fase - Maquina a Vapor (regioes II e III)

Regices III e IV (0 <z <yey <0).
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Temos os seguintes Campos Vetoriais:

T =y

para 0 <z < 6
y = A+1

T =y

Q3 = paraf <z < e Q=
y = 1

separados pela Reta de Descontinuidade S5 = {x = 6}.

Tomemos h (z,y) = z — 6. Entao:

1. Vh:(%,g—’;>:(1,o).

2. Bh=Q3-Vh=(y,1)-(1,0) = y.

3. Qh=Q Vh=(y,A+1)-(1,0) = y.

4. Q2h = Q- VQh = (y,1) - (0,1) = 1.

5. Q2h=Q - Vh= (g A+1)-(0,1) = A+ 1.

Y

6. det [Q3, Q] =
[, $24] y A+1

=y +ty—y=2Ay.

e Regiao de Costura:
(Q3h) - (Uh) >0=19>>0=1y #0.

Entao todo ponto de S3 pertence a regiao de costura, com excec¢ao do ponto (6, 0).
e Regiao de Escape:

Qsh >0

=y>0ey<0.
Q4h <0 }
Contradicao, portanto nao ha regiao de escape em Ss.

e Regiao de Deslizamento:

Q3h <0
=y<0ey>0.
Q4h >0
Contradicao, logo nao hé regiao de deslizamento em Sj.
e Pontos Singulares para a Reta de Descontinuidade Sj:

1. Pontos de Dobra em relagao ao Campo (3:

Q3h (Po,) =0= 5y =0.
Q3h (Po,) =1 #0.

Assim, o ponto Po, = (6,0) é ponto de dobra para o campo §23.
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2. Pontos de Dobra em relagao ao Campo (1;:

Quh (Po,) = 0= y = 0.
M3h(Po,) =A+1#0 (pois A > 1).

Entao, o ponto Py, = (6,0) também é ponto de dobra para o campo 4 (veja

observacao 2.16).

3. Pontos Criticos:
Qsh (P.) Qh (P.) < 0= 3 <0.

Contradicao, logo nao hé pontos criticos na reta de descontinuidade Sj.

e Pontos Singulares para o Campo (23:

Ja vimos que nao ha pontos singulares para o campo 3.

e Pontos Singulares para o Campo (4:

~ 0
=0=14 7 S y=0eA=—1.
A+l = 0

Como A > 1 segue que nao ha pontos singulares para o campo €1y.

Agora

i= ()

— — e 9
94:{95 y :{x Y )t:{x (+)t2 I

y = A+1 y = (A+1

Logo

Yy — 0
t— o0 = .
{:c—>oo

Assim, o Retrato de Fase para as regioes III e IV assume a forma
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Figura 3.13: Retrato de Fase - Maquina a Vapor (regioes III e IV)

Regioes IV e I (0 < z < 6 e y arbitrario).

Temos os seguintes Campos Vetoriais:

Q=4"""
y = A+1

separados pela Reta de Descontinuidade Sy = {y =

Tomemos u (z,y) = y. Entao:

1. Vu= ("9” 8“) — (0,1).

oz’ Oy

Qu=Q-Vu=(y,A ) (
D2u=Qy - Vu=(y,\+1)-(0,0) =

)
5. Qfu=Q - VQu=(y,A—1)-(0,0) =

1)=A-1.

- W

y A+1

6. det [94, Ql] =
y A—1

paray <0 e (=

paray > 0

T o=y
g = A—1

0}.

=y —y—Ay—y=-2.
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Regiao de Costura:
(uu) - (Qu) >0=X2—-1>0=XN>1=A>1loul< —1.
Como sabemos que A > 1, entao todos os pontos da reta de descontinuidade Sy,

com 0 < x < 0, pertencem a regiao de costura.

e Regiao de Escape:

Qqu >0

= A+1>0eXd—-1<0=A>-1lel<Ll
Ql'U/<O
Como A > 1, segue que nao ha regiao de escape..

e Regiao de Deslizamento:

Quu < 0

= A+1<0ed—-1>0=>A<—-1leA>1.
Ql'U/ >0
Contradicao, logo nao hé regiao de deslizamento.
e Pontos Singulares para a Reta de Descontinuidade 5;:

1. Pontos de Dobra em relacao ao Campo (y4:
Qu(Po,)=0=A+1=0=\=—1

Como A > 1, segue que nao ha pontos de dobra para a reta de descontinuidade

S, em relagao ao campo §2y.

2. Pontos de Dobra em relagao ao Campo ();:

Qu(Po)=0=A—1=0=\=1

Como X > 1, segue também que nao ha pontos de dobra em relacao ao campo
Q.

3. Pontos Criticos:
Qu(P)Qu(P)<0=X-1<0=MN<l=A>-leA<1.

Mas, como anteriormente, A > 1 e portanto nao temos pontos criticos em Sj.

e Pontos Singulares para o Campo (;:

Ja vimos que nao ha pontos singulares para o campo §)y.
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¢ Pontos Singulares para o Campo ();:

Também ja vimos que nao hé pontos singulares para o campo ;.

Neste contexto, o Retrato de Fase para as regioes IV e I assume a forma:

Figura 3.14: Retrato de Fase - Maquina a Vapor (regices IV e I)

Agora, uma visao completa de todas as regides numa sé figura é mostrada a seguir:

Figura 3.15: Retrato de Fase Global - Maquina a Vapor
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3.2.4 Oscilagoes Sismicas
Formulacao do Problema

O efeito de um terremoto em estruturas construidas pelo homem pode provocar resultados
devastadores, particularmente em areas onde a atividade sismica nao é esperada e as cons-
trucoes nao estao preparadas para suporta-la. No que segue, analizaremos um elemento
particular deste problema extremamente complicado. Em anos recentes, calculos numéricos
e evidéncias experimentais mostram claramente que uma pequena mudanga em parametros
como amplitude de forca e dimensoes estruturais pode iniciar mudancas consideraveis no
equilibrio de uma estrututa rigida. Neste caso, ¢ interessante determinar se esta sensibilidade
surge da escolha do modelo ou ¢é inerente da dinamica do sistema. Para isso, vamos analizar
a estrutura matematica que governa o equilibrio de um simples bloco de concreto que é
muito utilizado na construcao de edificios. Nosso modelo corresponderd ao movimento deste
bloco para um dos lados com perda de energia ocorrendo no impacto com o chao, sendo
o terremoto simulado pelo efeito de uma oscilagao senoidal na direcao horizontal. Vamos
considerar o bloco como tendo dimensoes H e B, de acordo com a figura abaixo, onde ay é

a aceleragao do terremoto e g é a aceleracao da gravidade:

Figura 3.16: Modelo Grafico para o Estudo dos Efeitos de um Terremoto

Assumimos que o bloco é rigido e uniforme, de modo que o seu centro de gravidade
coincide com o centro geométrico, que estd a uma distancia R de qualquer um dos cantos.
O angulo a do bloco em relagao ao chao é dado por

B
tana = —

H

e o coeficiente de friccao entre o bloco e o chao é assumido como sendo grande o suficiente

para evitar deslizamentos. Saltos nao sao considerados. A base é considerada rigida e
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suficientemente plana de modo que a rotacao do bloco ocorre somente sobre os pontos O
e O'. Quando existe rotacao, o deslocamento angular é denotado por ax, onde z positivo
corresponde a rotacao sobre O e z negativo a rotagao sobre O’. Note que |z| > 1 corresponde
a queda sob acao da gravidade apenas.

Nestas condigoes, a equacao da energia do problema é dada por
ag = Pagcos (21 + @)

onde [ denota a amplitude adimensional, €2 a freqiiéncia e 7 o tempo. Nos fixaremos o
angulo de fase ¢ = 0. Para um bloco arbitrario, se o momento de virada da aceleragao
do terremoto excede o momento de restauracao da gravidade, o bloco ird se partir (ou

simplesmente tombar). Assim, na equagao acima, se
B>a ttana
o bloco se partird. Para blocos estreitos (o < 1) a condigdo acima se torna
6> 1.
A freqiiéncia p é dada por
o MgR
=7

onde M é a massa do bloco e Iy é o momento de inércia do bloco em torno de O ou O'.

Assim sendo, é facil mostrar que
4

hngRQ
e dai
ﬁzﬁg
AR

donde p é independente de M. O tempo adimensional é denotado por

t=pr

e a freqiiéncia adimensional por 0
W= —.

p

As equagdes que governam o movimento do bloco sao obtidas tomando momentos sobre

os dois cantos O e O'. Assim, para um movimento em torno de O nds encontramos

ai +senfa(l —z)] = —afcos|a(l —z)|coswt , comz >0
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e para movimento em torno de O’ nés temos
ai —senfa(l+ )] = —afcos|a(l+x)]coswt , com x < 0.

No momento do impacto a perda de energia é representada por um simples coeficiente de
restituicao r, e entao

i (tY) = ri (tP)
onde 0 < r < 1, t4 é o tempo apés o impacto e t? é o tempo antes do impacto. Se

considerarmos um bloco estreito (o < 1), as equagdes acima se tornam

r—x+1 = —fcoswt, x>0
r—xr—1 = —fcoswt, =<0
i (1) = ri (%)

O Retrato de Fase

Para a andlise qualitativa deste modelo, vamos considerar o caso particular em que o < 1,

B=0,7r=1¢ecoswt=1. Assim, as equagoes do movimento do bloco se tornam

(Y = z(t8 () = @ (t8
<) ( ) paraz <0 e () ( ) para x > 0.
i = z+1 x = z-1
Chamando & = y, temos
T =y T =y
X = pararz <0 e Y = para x > 0,
y = x+1 y = x—1

que sao os campos vetoriais que descrevem o movimento do bloco, separados pela reta de

descontinuidade S = {z = 0}. Neste caso vamos considerar f (z,y) = z, e entdo:
1. Vf= (%%) — (1,0).
2 Xf=X-Vf=(ga+1)-(1,0)=y.
8. Yf=Y Vf=(gr—1)-(1,0) =y.
4 X2f =X -VXf=(yz+1) (0,1) =z +1.

5. Y f=Y -VYf=(y,x—1)-(0,1) =z — 1.
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y v+1

6. det[X,Y] =
y v—1

=yr—y—yr—y=—2.

e Regiao de Costura:

(Xf)-(YH)>0=y*>0=y#0.

Entao todo ponto de S pertence a regiao de costura, exceto a origem.

e Regiao de Escape:
Xf>0

=y>0ey<O.
Yf<0} Y Y

Contradicao, portanto nao ha regiao de escape em S.

e Regiao de Deslizamento:

Xf<0

=y<0ey>0.
Yf>0} Y Y

Contradicao, logo nao ha regiao de deslizamento em S.

e Pontos Singulares para a Reta de Descontinuidade S:

1. Pontos de Dobra em relagao ao Campo X:
Xf(Px)=0=y=0.
X2f(Px)=x2+1=0+1=1#0.
Segue entao que o ponto Px = (0,0) é um ponto de dobra para o campo X.
2. Pontos de Dobra em relagcao ao Campo Y:
Yf(Py)=0=y=0.
Y2f(Py)=2—1=0—-1=—14#0.
Assim, o ponto Py = Px = (0,0) é também ponto de dobra para o campo Y (veja
observacao 2.16).

3. Pontos Criticos:
Xf(P)-Yf(P)<0=y*<0.

Contradicao, logo nao hé pontos criticos na reta de descontinuidade S.
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e Pontos Singulares para o Campo X:

Y =0
X=0= =y=0ex=-—1.
xr+1 =0

Entao o ponto Sy = (—1,0) é uma singularidade para o campo X. Vamos determinar
o seu tipo topolégico:

Com efeito, o campo X pode ser escrito na forma

)G

Vamos determinar entao os autovalores da matriz
01
A= )
1 0

1
det (A= X)) =0= L =0=>XM—-1=0= )\ =1e X\ = —1. Segue que o

ponto Sx é uma sela hiperbdlica.

e Pontos Singulares para o Campo Y:

Y =0
Y=0= =y=0ex =1
xr—1 = 0

Entao o ponto Sy = (1,0) é uma singularidade para o campo Y. Vamos determinar o

seu tipo topoldgico:

Do mesmo modo como procedemos anteriormente, o campo Y pode ser escrito na

Ja vimos que a matriz A = Lo ) possui autovalores Ay = 1 e \y = —1, portanto

o ponto Sy é também uma sela hiperbdlica.

Baseado nos calculos acima, concluimos que o retrato de fase das equagoes que regem o

movimento do bloco sob efeito de um terremoto tem a forma aproximada da figura abaixo:
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W[
A2R

(-1,0) (1,0)

Figura 3.17: Retrato de Fase para o Modelo de Efeito de Oscilagoes Sismicas



CAPITULO 4

Regularizacao dos Modelos

Finalmente, neste capitulo, usaremos as informacgoes obtidas no capitulo 2 para apresentar
uma @.-Regularizacao para os modelos em questao. Observamos novamente que o enfoque

utilizado sera essencialmente geométrico.

4.1 Piloto Automatico de Duas Posicoes para Barcos

4.1.1 Construindo uma Regularizacao

Como vimos anteriormente, a equacao para o problema do Piloto Automatico é dada
pelo Campo Z(X,Y') onde

X:{%:y e Y:{x‘:y
y = —y—1 y = —y+1

Consideremos uma funcao de transicao

pe(t) = ¢ (é)

0 se t< -1
et)=4¢ 1 se t>1
O (t)>0 se te(—1,1)

onde

67
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e f(z,y) =z + ky como foi definida no Capitulo anterior. Entao

ZE (l‘,y) = (1 — ©e (f (l‘,y)))Y(ZL‘,y) + Pe (f ((L’,y))X (l‘,y)
=1 - (x+ky)(y,—y+ 1)+ (x+ky)(y,—y— 1) =
(v, 1 =y — 20 (v + ky)) =

N

¢ uma @.-Regularizacao para o modelo de Piloto Automatico.

Escrevendo em um formato mais apropriado, temos que

gy = 1—y—2p (=

z€<x,y>={% ! it

4.1.2 Retrato de Fase Regularizado

No Capitulo 1 estabelecemos a direcao das Orbitas para o Campo Regularizado obser-

vando o tipo de regiao que ocorre em S. Em nosso modelo, temos RD no intervalo

e RC nos intervalos

> < i

y>—7 € Y<-7—

1—k

logo as Orbitas sao transversais a S no primeiro caso e se aproximam assintoticamente de
S no segundo caso. Quanto ao Ponto Singular Hiperbdlico (um né atrator), ele continuara
existindo no Campo Z. (x,y) e serd ainda um né atrator, mas sua localizacao dependera da

escolha da funcao de transicao .

Com base nestes dados, o Retrato de Fase do modelo de Piloto Automético regularizado

tem a forma aproximada da figura abaixo:
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Figura 4.1: Retrato de Fase Regularizado do Modelo de Piloto Automatico

Observacao 4.1. Para esbocar esta figura tomamos uma funcgao de transi¢ao que assume o

1
valor 5 no ponto 0.

4.2 Gerador Elétrico Valvulado

4.2.1 Construindo uma Regularizacao

No processo de modelagem para o Gerador Elétrico Valvulado, encontramos um Campo

Vetorial Descontinuo descrito pelos sistemas

X=19 se t<—1eY=4q se x> —1
y = —x—2hy y = —x+2hyy

Tomemos uma funcao de transicao

pe (1) = ¢ (2)

0 se t< -1
et)y=4¢ 1 se t>1
O (t)>0 se te(—1,1)

onde
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e a fungao ja definida anteriormente f (z,y) = z + 1. Entao

Y, = + 2hoy — 2 (hy + ha) yp. (x + 1)) =
r+1
= (y, —x + 2hoy — 2 (h1 + h2) yy (T))
é uma ¢.-Regularizacao para o modelo de Gerador Elétrico Valvulado.

Escrevendo em forma de Campo Vetorial, temos

zg<x,y>={ re

y = —x—|—2h2y—2(h1 +h2) ye (ITH)

4.2.2 Retrato de Fase Regularizado

Lembremos que na construcao do Retrato de Fase para este modelo, encontramos RC em
toda a Reta de Descontinuidade D com excegao do ponto (—1,0). Nenhuma Singularidade
Hiperbdlica foi detectada em D e o unico Ponto Singular existente (um foco instdvel ou um
né instavel) estd no Campo Y, que permanecera inalterado apds a Regularizacao. Assim
sendo, Concluimos que o Retrato de Fase Regularizado para o modelo de Gerador Elétrico

Valvulado assume a forma aproximada da figura abaixo:

Figura 4.2: Retrato de Fase Regularizado do Modelo de Gerador Elétrico Valvulado
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4.3 Maquina a Vapor

4.3.1 Construindo uma Regularizacao

Como observamos anteriormente, a modelagem matemaética para o problema da maquina

a vapor produziu quatro campos vetoriais, que sao os seguintes:
paray>0e0<x<6.
A—1
paray >0ef <z <.

paray<0ef <z <m.

paray<0e0 <z <4@.

— A1

Faremos entao uma bi-regularizacao, considerando uma e-vizinhanca em torno de Sy = 5,

e uma p-vizinhanga em torno de S; = S3. Seja ¢ : R — R uma funcao de transicao com
t t

sos:w(g)esou:sa<;>-

e Regioes I e II:

2% (r,y) = (1 —u (f (2,9))) Q2 (2,9) + @u (f (2,9) Q (z,y) =
=1 —=pu(x—0))(y,—1) +eu(x—0)(y,A—1) =
=y —ypu(z—0),~1+¢,(x—0))+

+ (you (@ —0) Ao (x —0) — pu (= 0)) =
- (n1-2e ()

e Regioes II e III:
Z2 (x,y) = (1 — - (9 (2,9)) Qs (z,9) + ¢ (g (x,9) Q2 (z,y) =

3 (
©e (y))( 1)+ (y) (y,—1) =
0 (y) + (Yo (y), —v: (¥) =

I

e e
—_
|
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e Regioes III e IV:

Zpt(,y) = (1 —u(h(2,9) Qu(2,y) + @ (h(2,9) U (2,y) =
(I=pu(@=0) (W, A+ 1)+, (x—0)(y, 1) =
=Y —ypu (@ —=0), A+ 1= Ap, (x = 0) —p,(z—0))+
+ (ypu (x—0), 0, (x—0)) =

y,1+)\—>\g0(x779

e Regioes IV e I:

Z (ry) = (1= (ulz,y) Q (2,9) + e (u(z,y)) Qu (2,y) =
=1 =) WA= +¢:(y) (y,A+1) =
=Y —ype (Y), A= 1= Ape (y) + ¢ (y) +

+ (yee (), Ape () + e (y)) =

= (y,—1+X+20 ().

Entao

r(yj_l—)w(%@)) se 0—p<zr<fO+pey>0.
2 (x.y) (y,l—?gp(g)) se 0<zr<me —e<y<e.
e\, Y) =

! (y,l—i—A—Aap(‘”—”)) se 0—p<zr<f+pu e y<O0.

n
L (1142420 (%) se 0<z<f e —e<y<e.

é uma ¢, ,-regularizacao para o problema da maquina a vapor.
7/"[/

4.3.2 Retrato de Fase Regularizado

De acordo com os calculos realizados até aqui, concluimos que o retrato de fase regulari-

zado para o problema da maquina a vapor tem a forma aproximada da figura abaixo:
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4.4 Oscilacoes Sismicas

4.4.1 Construindo uma Regularizacao

No processo de modelagem do efeito de oscilagoes sismicas num bloco de concreto, en-

contramos os seguintes campos vetoriais

T =y T =y
X = parar <0 e Y = para x > 0.
y = z+1 y = z—1
Vamos novamente considerar uma funcao de transicao
t
pe (t) = (g)
onde
0 se t<—1
pt)=4¢1 se t>1

O (t)>0 se te(—1,1)

e f(z,y) = z, como especificado no capitulo 2. Nestas condi¢oes

Ze(wyy) =M= (f(2,9)Y (2,9) + ¢ (f (2,9) X (z,y) =
= (1= () (g2 = 1) + e (2) (y, 2 +1) =
= (Y =y (x) 2 — 1 =z (1) + @ (2)) +
+ (ype (2) 200 (2) + e (2)) =
= (y,x — 142, (z)) =
= (yx—1+2¢(2))
é uma p.-regularizacao para o modelo de oscilagoes sismicas.

Colocando na forma de sistema de equagoes ordinarias, temos

Ze(x,y)z{% -

y = x—1+2gp(§)

4.4.2 Retrato de Fase Regularizado

No capitulo 2 estabelecemos RC para todos os pontos de S exceto a origem que era
um ponto de dobra. Vamos analizar entao que tipo de singularidade a origem é no campo
regularizado. Tomemos, para x € (—1,1)

p(z) =

z+1
2
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~ _ 1
entao, para € = 3

Z%(f&y)Z{% -

y = 3w

Assim, o campo Z1 (z,y) pode ser escrito na forma
2

()-(00))
o (10

possui autovalores \; = V3e Ay = —\/g, portanto a origem é uma sela no campo regulari-

Agora a matriz

zado.
Com base nestas informacoes, temos que o retrato de fase regularizado para o problema

de oscilagoes sismicas tem o formato aproximado da figura abaixo:

Figura 4.4: Retrato de Fase Regularizado do Modelo de Oscilagoes Sismicas
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