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Resumo

Neste trabalho estudamos superficies minimas conjugadas de uma su-
perficie minima e as propriedades geométricas que lhes sdo comuns; estudamos
também superficies minimas associadas. Construcao de superficies minimas
como solugao do problema de Bjorling também é estudado. Exemplos de su-
perficies minimas e suas superficies minimas associadas séo ilustrados, bem
como exemplos de superficies que sao solugtes do problema de Bjorling.



Abstract

In this work we study conjugate minimal surfaces of a minimal sur-
face and their geometric properties: we also study associated minimal surfaces.
Construction of minimal surfaces are given as solution to the Bjérling's prob-
lem. Examples of minimal surfaces and their associated minimal surfaces are
ilustrated, as well as examples of surfaces that are solutions to the Bjorling's
problem.
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Introducao

Neste trabalho estudamos superficies minimas conjugadas que sao obti-
das a partir de uma superficie minima como solugao das equagées de Cauchy-
Riemann. Vemos também a representacao das mesmas como parte real (su-
perficie minima dada) e parte imaginaria (superficie minima conjugada) de
uma curva isotropica. Estudamos algumas propriedades geométricas comuns a
estas superficies, por exemplo, estas superficies possuem a mesma normal, elas
sao isométricas , etc. Definimos superficies minimas associadas que dependem
de um parametro #; quando 6 e §' diferem por % entao as superficies associadas
definem relativamente a # a superficie minima dada e relativamente a 6 sua
superficie conjugada. Um exemplo classico destas superficies é o catendide e o
helicéide ( superficie minima conjugada do catenéide). Uma ilustragdo destas
superficies é mostrada na fig. 1.

Estudamos também como construir superficies minimas que sao solugoes
do problema de Bjorling. Um exemplo deste tipo de superficie é a superficie
de Catalan. Um esbogo da superficie de Catalan e suas superficies associadas
também ¢é mostrado na fig. 2.

Organizamos este trabalho em capitulos divididos da seguinte forma:
Cap. 1 contém conceitos basicos necessdrios ao desenvolvimento do trabalho.
Cap. 2 definimos superficie minima conjugada de uma superficie minima e es-
tudamos propriedades geométricas que lhes sdo comuns. Também definimos
pontos de ramificagao, pontos umbilicos e vemos uma caracterizagao para as
linhas assintdticas e para as linhas de curvatura. No Cap. 3 definimos su-
perficies minimas associadas que dependem de um parametro f e, quando ¢ e
6" diferem por % concluimos que as linhas assintéticas da superficie definida
por f sdo as linhas de curvatura da superficie definida por §'. Cap. 4 vemos
o comportamento de superficies minimas préximo a pontos de ramificacao,
deduzimos uma forma normal para esta superficie e uma propriedade a qual
é refletida na forma de limitante inferior para sua area. No Cap. 5 vemos
as férmulas de representacao de Weierstrass, e calculamos expressoes para a
imagem esférica, curvatura de Gauss, linhas assintéticas e linhas de curvatura.
No Cap. 6 estudamos o problema de Bjorling e como construir superficies
minimas que sao solucoes deste problema. Para finalizar no Cap. 7 damos
alguns exemplos de superficies minimas associadas, e superficie minima con-
jugada de uma superficie minima; além disso exemplos de superficies que sao
obtidas como solucao do problema de Bjorling.
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helicoide

Fig. 1. Familia de superficies associadas do catenoide
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. Catalan.

Fig. 2 Familia de S
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Primeira Forma Fundamental

Seja X : 0 C R% — R® com Q aberto de R2, uma superficie regular.
Denotemos por 1,X o espago tangente a X no ponto p. O produto interno
<, >, em T,R®, quando restrito 2 7, X define um produto interno <, >, em
T,X. A este produto interno corresponde uma forma quadratrica:

L, : T,X — R definida por I,(v,) =< vp, v, >,p € X, v, € T, X.

Chamamos a esta forma quadrética de primeira forma fundamentatl
da superficie X em p.

Seja {X,, X,} base de T, X. Vamos expressar & primeira forma funda-
mental com relagido a esta base. Seja w, € T,X o vetor tangente a curva
a(t) = X(u{t),v(t)),t € R, p=al0),a(0) = w,, entdo:

Ip(wp) = L,(a(0)) =< a (0), &(0) >,=
< X, @(0) + X, 9(0), X, 4(0) + X, 9(0) >=
2(0)? < Xy, Xy > +24 (0)9(0) < Xy, X > +0 (0) < X, X, >.
Denotando:
E=<X,, X, >,
F=< X, X, >,
G =< X,, X, >.temos:
L(a(0)) = Ew(0)? + 2 F4(0) v(0) + Go(0)?

onde E. F. G sado chamados os coeficientes da primeira forma quadratica
na base {X,, X,} do espago tangente T,X.



1.2 Aplicacao Normal de Gauss

Seja X C R® uma superficie regular com orientagio N e 52 = {(r,v,2) €
R? | 224+ y? + 22 = 1} a esfera unitéria e denotamos por N(p) o vetor normal
unitério a X em p. A aplicagio N : X — S? que associa a cada ponto p € X,
o vetor N(p) € 8% é chamada aplicagdo normal de Gauss,

Observacao:

Se 0 dominio da superficie X é um aberto Q@ ¢ R? entdo, variando (u,v) €
temos que esta aplicacio N é diferencidvel. Logo dN, : T,X — T S(1)
é uma aplicacdo linear. Temos que Tp,X e Ty S2(1) sdo paralelos, entdo
podemos considerar dN, : T, X — T, X

1.3 Proposigao

A diferencial dN, : Tp,X — TpX dao aplicagdo de Gauss € uma aplicagdo
linear auto-adjunta.
Demonstracao:
Como dN, é linear, é suficiente verificar que: < dN,(X,}, Xy >=
< Xy, dN,(X,) > para uma base {X,, X,} de T,X. Se a(t) = X(u(t),v(?)) &
wma curva parametrizada em X, com a{0) = p, temos:

dN( &(0)) = dNp(X, % (0 )+X v (0) = dN,(Xy % (0)) + dNp(X, 0 (0)) =
Np(Xu) @ (0 )+dN (Xo} 9(0) = N 2(0) + N, 0(0)

em particular, dN,(X,) = N, e dNy(X,) = N,. Portanto, para provar que
dN, é auto-adjunta, é suficiente mostrar que,

< N, X, >=< X, Ny > .

Para ver isto, derivando < N, X, >= 0 e < N, X, >= 0, relativamente a
v e u respectivamente obtemos:

< Ny Xy >+ <N, X,y >=0
<N, Xy>+ <N, X, >=0
entao
< Ny, Xy >=< N, X, >

[

O fato de dN, : T,X — TpX ser uma aplicacdo linear auto-adjunta permite-

nos associar dN, a uma forma quadratica ¢ em 7, X. Para a aplicagao linear
simétrica dN, temos associado a forma bilinear simétrica.



BT, XxT,X—-R
(v,w) = Blv,w) =< dNy(v),w >.
A B temos associada a forma quadratica:

@:7,X - R
v — @Q(v) = B{v,v) =< dNp(v},v >.
A segunda forma fundamental de X é definida por

IL:T,X =R
1= — < dNy(v),v >.

Isto é,

IT(v) = — <dN,(v),v > .

Na base {X,, X,} calculemos a segunda forma quadrdtica I'Z,.
IL(a(0)) = — < dNy(&(0)), &(0) >=
— < N, @(0) + N, 9(0), X, & (0) + X, 9(0) >=
— < N, X, >4 (02 =2< N, X, >a(0)? (0)— < N,, X, >0(0)%
Seja
e= -~ < Ny, X, >=< N, X,,, >,
f=—< Ny, X, >=— < Ny, X, >=< N, X, >=< N, Xop, >,
g=— < Ny, X, >=< N, X\, >.

Entdo a segunda forma fundamental fica:

I &(0)) = ea(0)? 4+ 2f 4(0) 5(0) + g ©(0)2.

1.4 As equacoes de Weingarten

Seja X : Q — R3® uma superficie regular. Entao o operador dN, de X é
dado em termos da base {X,, X,} por:

- — fE
_fF eGX+eFfX

~N) =M= gt pe T

_gF - fG fF—gE
=EZo_r T Eg e

—dN,y(X.) = N,
estas equagdes sdo conhecidas como equagoes de Weingarten[M].
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1.5 Curvatura Normal e Curvatura Geodésica

Seja aft),t € I C R uma curva regular em X passando por p € X, k a
curvatura de a em p, e cosf =< n, N >, onde n é 0 vetor normal unitario da
curva & ¢ NV é o vetor normal de X em p. O numero K,, = kcosf € entdo
chamado a curvatura normal de o C X em p; e 0 nimero K, = +ksind é
chamado de curvatura geodésica de o € X em p.

Em outras palavras, K, é o comprimento da projecao do vetor kn sobre a
normal a superficie em p, com sinal dado pela orientagao N de 5 em p; e K,
é o comprimento da projecao do vetor kn sobre o vetor &(t) em p.

1.6 Interpretacao geométrica da segunda forma
fundamental

Seja afs) uma curva em X, parametrizada pelo comprimento de arco s e
tal que p = &{0). Denotamos por N(s) a restrigdo do vetor normal N a curva
a(s), temos:

< N(5),&(s) >= 0 =< N(s), &(s) >= — < N(s), &(s) >.

Logo : '
IL,@(0) = = < dN,{(&(0)),®(0) >= — < N(0),a(0) »>=< N(0), &(0) >=
< N(0), kn(0) >= k < N(0),n(0) >= kecosf = K,,(&(0)),
onde k é a curvatura da curva. Portanto temos:

IL,&(0)) = K, @{0)).

Em outras palavras, o valor da segunda forma fundamental /I, para um
vetor v € T,X € igual a curvatura normal de uma curva regular passando por
p e tangente a v.

1.7 Curvaturas Principais, Dire¢oes Principais
e Linhas de Curvatura

Seja X (u.7) uma superficie parametrizada regular. Sabemos que dN, :
T,X — T,X é simétrica (pois dN, é auto-adjunto). Logo da Algebra Linear
[H] sabemos que existe uma base {e;, e} ortonormal em T, X tal que:

de(el) = -klel,
dNp(eq) = —koey;

Além disso pode-se verificar [M] que se X é uma superficie regular e K, a
fun¢do curvatura normal de X em p, entio existem vetores unitérios e orto-
gonais ey, ey € T,X tais que Kn(e;) = k1 e Kp(es) = ky sdo os valores mdximo



e minimo da funcdo K,. A curvatura normal méxima &; e a curvatura normal
minima k; 840 chamadas curvaturas principais no ponto p, e as correspon-
dentes diregbes e; e ey sdo chamadas diregdes principais.

Uma curva regular ot) = X(u(?),v(t)) € uma linha de curvatura da
superficie X se para qualquer £ € I C R o vetor a(¢) é uma dire¢do principal
de X em p.

1.8 Equacao Diferencial das Linhas de Cur-
vatura

Seja a(t) = X(u(t),v(t)),t € I C R uma curva regular de uma superficie
X. Entdo oft) é uma linha de curvatura de X se, e somente se, u(t) e v(#)

satisfazem:
(fE —eF)u(t)?+ (gF — eG)u(t) o(t) + (gF — fG) b(t)? =0

Esta equacdo é chamada de equagao diferencial das linhas de curvatura.

1.9 Proposigao de Olinde Rodrigues

Seja oft),t € I uma curva regular de uma superficie parametrizade regular
X. Entdo a € uma Zinha de curvatura de X se, e somente se, existe uma funcdo
At) tal que Vi € I, N(t) = —A(t)a(t) onde N(t) = N(u(t),v(t)). Neste caso
M) = Kn(a(t)) é uma curvatura principal de X em (u(t),v(t)).
Demonstracao ver [DHKW].

1.10 Direcao Assintdtica e Linha Assintética

Seja p um ponto em X. Uma direcdo assintética de X em p é uma
dire¢do v € T, X tal que a curvatura normal K, na direcao v é zero, isto é,
Kp(v)=10."

Uma curva regular «(t) C X,t € I é uma linha assintética se para cada
p € a a reta tangente de o em p é uma direcao assintética; on ainda se sua
curvatura normal K, (o' (t)) =0Vt € I,

1.11 Equacao Diferencial das Linhas Assinté-
ticas

Seja a(t) = X(u(t),v()),t € I C R uma curva regular de uma superficie
X. Entdo «ft) é uma curva assintética de X se, e somente se, I7{@{t)) = 0,



para todo ¢ € 1. Isto é, se e somente se
en(t)2+2fu(t)o(t) + gu(t)2 =0t € I.

Esta equacao é chamada de equacao diferencial das linhas assintd-
ticas.

1.12 Geodésicas

Seja X (u,v) superficie parametrizada regular, uma curva regular a(t) =
X (u(t),v(t)) é uma geodésica de X se V¢ € I, &(t) é um vetor normal a X
em (u(t), v(¢)); ou ainda se sua curvatura geodésica K {(a(t)) =0Vt € L.

1.13 Curvatura Média e Curvatura (Gaussiana

Seja X uma superficie regular em R®. A curvatura Gaussiana K ¢ a
curvatura média H de X sao funcbes K, H : X — R definidas por:
K(p) = det(dNp) = kiks,
Hp) = %tr(de) = %(kl + k).

1.14 Definicao de superficie minima

Uma superficie X : @ — R3, onde  é dominio de R? = C, X de classe
C? é chamada superficie minima se satisfaz as equacdes:

AX =0
| X, P=|X, %, < Xy, Xy >=0em €.

Observacio 1 Com esta definigdo incluimos superficies com singularidades
isoladas, chamadas de "pontos de ramificagdo” que estudaremos no Capitulo

2.

Observacio 2 Se substituimos AX = 2HX, AN X, { ver [DHKW] pdg. 71)
temos a definicdo de superficie minima em funcdo de H, porém esta definigao
ndo inclui superficies com singularidades isoladas.



Capitulo 2

Superficies minimas conjugadas

2.1 Definicao:

Seja X : Q@ — RP, onde Q ¢ dominio simplesmente conezo de R? =2 C su-
perficie minima. Entdo definimos superficie conjugada

X*(u,v) = (x*(u,v), v (u,v), 2*(w,v)) de X(u,v) em Q como solugdo das
equagdes de Cauchy-Riemann:

(1) X, = X7, X, =—X? em Q.

Da definicao temos que todas as superficies conjugadas de alguma superficie
minima X dada diferem por um vetor constante, entao podemos falar de 73"
superficie minima conjugada X* de X em 2. Além disso, valem as equagoes:

AX" =0, X! P=| X5, < X5, X2 >= 0.
Isto é, a superficie conjugada X* de uma superficie minima X é uma superficie
minima.

Considere umsa aplicagio harménica arbitriria X : € — R?, € dominio
simplesmente conexo em R2 & C, e sua aplicacio conjugada X*, definida

como solugdo de (1). Entéo:
(2) flw) = X{u,v) +iX*(u,v),w=u+1iv € C,

é uma aplicagéo holomérfica de 2 em C* com componentes:
() = 21, 0) + ia*(u,v)
Y(w) = y(u,v) + iy (u, v)
x(w) = z{(w,v) + iz*(u, v)
as quais podem ser consideradas como curvas holomérficas em C?. Sua derivada
complexa é dada por:
=X, +iX: =X, —1X,
de onde segue que:



<[ > Xy = 1Ky Xy — Xy >= | X P = | Xy P =2 < X0, Xy >

Agora observe que:
<fif>=0e|X,=]X,["e< X)X, >=0,
isto é, as relacbes de conformidade

(3) | X, =X P e< Xy Xy >=0
s80 satisfeitas se, e somente se, a relacio de isotropia
(4) < f, f >= 0 for satisfeita.

Observe que a relacio (4) significa que as derivadas das trés funcoes satisfazem:
P2+ 924+ x*=0.

2.2 Definicao:

Uma curve holomdrfica que satisfaz a relagéo () é chamada curva isotrépica.

Usando esta notagéo obtemos o seguinte resultado:

2.3 Proposicao:

Se X . Q0 — R3 € uma superficie minima em um dominio simplesmente conexo
Q em R2, entdo a curva holomdrfica f : @ — C? definida por (1) e (2) é uma
curve sotrdpica. Reciprocamente, se f : @ — C3® ¢ uma curva isotrdpica em
C3, entdo:

X(u,v) = Re(f(w))

X*(u,v) = Im(f(w)
define duas superficies minimas X, X* : Q — R2, onde ) &, ou ndo, dominio
simplesmente conexo.

Demonstragao: feita acima. N

Observacao 3 A partir daqui diremos que X*(u,v) € uma superficte conju-
gada de alguma superficie minima X(u,v), se existir uma curva isofrdpica
F:Q — C3 tal que X(u,v) := Ref(w), X*(u,v) == Imf(w),w =u+ v € L.

Observacao 4 Se X* € conjugada de X, entdo —X € conjugada de X*, isto
€ X =-X.



De fato, seja f : 2 — C? isotrépica tal que: X {(u,v) := Ref(w), X*(u,v) =
Imf(w). Defina g := —if : @ — C8 Daf < g,¢ >=< —if, —if >=
(—)i < f,f >= 0, isto é g é isotrépica e vale: glw) = —i(X(u,v) +
iX*(u,v)) = X*(u,v) + 1(—X(u,v})), e portanto —X é conjugada de X*.

|
Introduzindo os dois operadores de Wirtinger

8 __1¢8 .8
3w = 5(3a — 135);

= 1(£ +iZ), temos que:

2
ow o

AX =0 Xyp =0
| X P =1 X, < Xy Xy >= 0 &< Xy, Xy >= 0.

2.4 Pontos de Ramificagao.

Suponha agora que X : Q@ — R?® é uma superficie minima em algum
dominio 2. Entao temos:

(5) w =vEG-F?=E=G=4E+G)=|X, "

Restringindo-nos a subdominios simplesmente conexo 2 de €, pela
proposicdo 2.3 podemos assumir que existe uma curva isotrdpica f tal que
X = Ref, f = (o, ¥, x)-

Agora como | f |2 — | VX | = 4| X, |*, obtemos:

1 1 2
w=| X =S| VX P =2 £ =21 X |

Entéao os zeros de @ sao os zeros comuns das trés funcgoes holomorficas
I r f —~ -
w4, x e portanto sao isolados em {2, exceto se X (w) = constante.

2.5 Proposicao:

Os pontos singulares de uma superficie minima ndo constante X : §8 — R®
em um dominio Q1 sdo isolados. Eles sao exatamente os zeros da funcéo | X, |
em €} .

Demeonstracao: Vimos que se w é ponto regular de X entao o nfo se anula
[DHKW]. Logo se w é ponto singular de X temos w{w) =0 =| X, (w) |=0. =

Resumindo temos que o comportamento de uma superficie minima
em umsa vizinhancga de um dos seus pontos singulares assemelha-se com o
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comportamento de uma fungio holomorfica ¢(w) em uma vizinhanca dos zeros
de sua derivada ¢'(w).

2.6 Definicao:

Os pontos singulares de uma superficie minima sdo chamados pontos de
ramificacao.

2.7 Proposicao:

Seja X : 2 — R® uma superficie minima reqular e X* : Q) — R3 sua superficie
conjugada. Entdo valem:

i) X (w) = constante & X*(w) = constante.

e, € um ponto de ramificagdo de X se, e somente se, w, € ponto de rami-
ficagdo de X*

#i) denote por N(w) e N*(w) as aplicagées de Gauss de X(w) e X*(w)
respectivamente, que séo definidas em wm conjunto Q' de pontos regulares de X
em Q. Entdo temos N(w) = N*(w) em Q. Além disso, T, X = T, X*,Vw €
QO evale: Ix(V,W) = Ix. (VWLVYV,W € T, X, w € ', isto §, as superficies
X e X* sdo isoméiricas. Portanto as curvaturas de Gauss K e K* de X ¢ X
840 a5 Mesmas.

Demonstracao:

DX =ctee= X, =X, =0= X = X &= X" = cte.

ii)w, é ponto de ramificacdo de X <= w, € ponto singular de X < w, ¢
zero de | X, | em 0 <= w, é zero de | X, |? em Q <> w, é zero de | X, ?
em <> w, ézerode | X, | em ) <= w, ézerode | X | em O <= w, ¢
ponto singular de X* <= w, é ponto de ramificagao de X™.

iii) Seja w € Q. Entéo temos:

N = XXy Xra—-X2 _ XEAXS = N*
T XX PoA=Xgl T iXaaXg| ’

Agora como N = N* segue-se que T,,X = T,X*. Para ver que as su-
perficies X e X* sdo isométricas, basta ver que, como X e X* sdo minimas
temos E = G, F = 0, E* = G*, F* = 0. Logo resta mostrar que F = G*; mas
isto sai direto de X, = X, pois E =< X, X, >=< X], X >= G*. Logo as
superficies X e X* sao isométricas e portanto suas curvaturas Gaussianas K
e K*, respectivamente séo iguais [K].
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2.8 Proposicao:

Seja Q dominio simplesmente conezo em C e X, € R®,w, € Q e suponha que
d(w) = (g1 (w), d2(w), d3(w)) seja uma aplicacdo holomdrfica de Q em C¥ que
satisfaz:

(6) P+ ¢35+ 05 =0em

Entao a formula

(7)

w

X(w)=X,+ Re/ dlw)dw,w €

Wo

define uma superficie minima X : Q0 — R® e para todo X* € R3, a férmula

X*w)=X,+Im | ¢lw)dw,we
define uma superficie conjugada ¢ X. Os pontos de ramificagdo de X sdo
exatamente os zeros de ¢.

Reciprocamente, se X : Q — R3 & uma superficie minima definida em al-
gum dominio simplesmente conezo 1, entdo existe uma funcdo holomdrfica
6 : Q — C3, satisfazendo &7 + ¢2 + ¢3 = 0, tal que X(w) = X(w,) +
Re [ ¢(w)dw, Vw, w, € €2,

Demonstragao:
Suponha ¢(w) = (&1 (w), ¢2(w), d3(w)) com ¢f + 43 + ¢F = 0. Defina f : Q@ —
C3 tal que f := ¢. Logo f & holomérfica e portanto f é holomdérfica. De (6)
< f',f >=0, isto é, f é uma curva isotrdpica. Entdo pela Proposicdo 2.3
X(u,v) := Ref{w) e X*(u,v) := Imf{w) definem duas superficies minimas,
onde X* é a superficie conjugada de X. Como f’ = ¢, integrando temos:

Flw) — flw) = f2 p(w)dw. Como flwo) € C° faca flwo) = X, + X com
Xo, X) € R2. Dal:

uw

X(u,v) = X, + Re / $(w)dw

o Wa

Xu,v) =X+ Im | o(w)dw.

Pela Proposicao 2.5, os pontos de ramificacio de X s&o os zeros de | X, |
: 2

Agora de (5) temos | Xu(wg) [= 0 & | f{w,) | =0 & | d(w,) =0«

d(w,) = 0; isto é, se w, é ponto de ramificacio de X entdo w, é zero de ¢.
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Reciprocamente suponha X superficie minima, Q@ dominio simplesmente
conexo. Pela Proposicio 2.3 existe f : @ — C3 definida por f(w) := X(u,v)+
iX*(u,v) com X = Ref, X* = Imf, tal que f é uma curva isotrépica. Entao
defina: ¢ : Q@ — C3 por ¢ = f; dai ¢ é holomérfica e < ¢, ¢ >=< f', f >=
0 < ¢? 4+ ¢3 + ¢ = 0. Agora pelo Teorema Fundamental do Caleulo, temos:
[2 olw)dw = [ f(w)dw = f(w) — f(w,). Portanto X(u,v) = Re(f(w)) =
X{(w,) + Re [y, ¢(w)dw,Yw,wy € 2.

|

Observacao 5 Sempre ezigiremos que a superficie minima X seja nao cons-
tante. Isto significa assumirmos ¢(w) # 0 na férmula (7).

2.9 Pontos Umbilicos

Se X :  — R3® é uma superficie minima dada na forma X{w) = Ref{w)
onde f : € — C® denota uma curva isotrépica com derivada f = ¢
(@1, P2, @3), entdo deduzimos de f’ = X, — 11X, que:

X, = Re¢, Xy = —Im¢.
Consequentemente obtemos:

7

Xu, A X‘u — Reﬁﬁ N (—Imﬁb) - Im(¢253} @351} @152)'
O elemento de reta ds =| dX | toma a forma ds® = A{du® + dv®} onde:
o b ok e e
A=|XuP =5 VX[ =51f [ =5lel"

Entdo a aplicagio de Gauss N : @ — 82 onde (' = {w € Q : A(w) # 0}
serd dada por:

N = A~1Xu A X’u ou N = B%?Im(d)Q%a ¢)3a1 lea?)-

Além disso, derivando a equagio f = X, — iX, temos:
F=Xyp —iXpy = f ==Xy — i Xuw, dai:

(8) < I N >=< Xpu — i X, N >=e¢—if, e
(9) < f”:*N >=< "_va - E‘Xu’ua N >= —g— Zf

Comparando as equagoes (8) e (9) obtemos
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(10} e = —g.

Observe que isto expressa o fato que X tem curvatura média zero, pois

H= %—% Além disso temos:

(11) |< £\ N >*=e?+ 52

De acordo com [GS] temos que a fungdo f(w) = &2 —if é holomérfica
com w = u -+ iv € {2, Logo a fungdo I(w) := e(w) — if(w) =< f {w), N(w) >
é holomérfica em €. Assim de (10) e de (11) temos que a curvatura de Gauss
de X em € é dada por:

K=tooff o S T LI p=f.

= 7 =

= P AZ BE

Entao concluimos que K(w) < 0em Q e K(w) =0« {{w) = 0.

2.10 Definicao:

Os pontos umbilicos w de uma superficie X(w} sdo pontos regulares onde
k1 e ky sdo iguais.

Como H = %Uﬁ + ko) =0 e K = kiky <0, os pontos umbilicos w € 94
de uma superficie minima nio constante X :  — R3? sdo caracterizados por
K({w) = 0, ou equivalentemente e(w) = 0, f(w) = 0, g(w) = 0. Assim vemos
que os pontos umbilicos de X sdo precisamente os zeros da funcéo holomorfica
1:§) — C, logo eles sdo isolados ou entdo e(w) = 0, f{w) = 0,¢9(w) = 0 em
0V, e utilizando as equacdes de Weingarten (seciio 1.5 Cap. 1) temos N, =
N, =0 = N = cte, logo X plapar.

2.11 Linhas assintdticas e linhas de curvatura

Usando a funcao I{w),w € € podemos caracterizar as linhas assintéticas
e as linhas de curvatura de uma superficie minima néo constante. Seja w(t) =
(a(t). 3()),t € I uma curva em {2. Considere as equagdes diferenciais das
linhas assintdticas e das linhas de curvatura descritas no Cap. 1, secoes 1.11
e 1.8. Usando que £ = G, F = 0,e = —g chegamos que as linhas assintéticas
sao descritas por:

ela? — B2y +2faf =0,

e as linhas de curvatura dadas por:

fla?— 3% —2eaB =0,
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Vamos introduzir a forma quadréitica com valores complexos Z( ) depen-
dendo dew= (&.,8) por: E(1) := {{w)( a+if)2, 1 =e—if E dad,
E(w) = (e —if) (& +if) =e(a® — ) + 2f & B+i(f(&2 — §2) — 2eaf3).
Entao as linhas assintdticas e as linhas de curvatura sdo dadas respectiva-
mente por:
Re(=(w)) =0 e Im(=(w)) =0,
ou ainda por:

(12) Re(l(w)(dw)?) = 0 e Im{l{w)(dw)?) = 0,

onde /{w)dw? é uma forma diferencial quadratica [DHKW] e [O].

Colecionando todos estes resultados temos demonstrada, a seguinte proposigao:

2.12 Proposigao [O1]

Seja X : Q — R3 wma superficie minima ndo constante deda por X = Ref,
onde f : Q0 — C?¥ & uma curva isotrdpica com f = ¢ = (1, o, ¢3). Entdo sua
imagem. esférica N(w),w € ', no conjunto de ponios regulares 0 = {w € Q-

A{w) # 0} € dada por:
N= ﬁﬂm((ﬁz@, P31, d102)

e sua curvature de Gauss K em € pode ser calculada por

Kz—%;: —ﬂf-‘igﬁﬂﬁ onde = f .
Em Q' o curvature K{w) € estritamente negativa, exceto para pontos umbilicos
onde K{w) € nula. Os pontos umbilicos de X sdo exatamente os zeros da
funcdo holomdrfica l(w) = e{w) — if(w), w € Q. Se X ¢é uma superficie
ndo planar entdo seus pontos umbilicos sae isolados. As linhas assintéticas
de X sdo descritas por Re(l(w)(dw)?) = 0 e as linhas de curvatura por
Im{I{(w)(dw)?) = 0.
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Capitulo 3

Superficies Minimas Associadas

O nosso objetivo é definir uma familia de superficies minimas associadas
a uma superficie minima X : Q@ — R® dada como parte real de alguma curva

isotrépica f: Q — C3.

Entéio para todo f € R, defina g(w,8) := e f(w),w € Q, que descreve
uma curva isotrépica, €,

(1) Z{(w,8) == Re{e ® f(w)} = X(w)cosh + X*{w)send
define uma familia de superficies minimas com a propriedade:

Z(w,0) = X(w) e Z{w, 5) = X" (w).

3.1 Definicao:

As  superficies Z(w,8), w € £, sdo chamadas superficies mi-

nimas associadas d superficie X (w),w € Q.
Usando as equacdes de Cauchy-Riemann ((1) Cap. 2) e derivando a ex-
pressdo (1) acima, obtemos:

7, = Xycos8 + X, senf = X, cosf — X, sent
Z, = Xyco88 + X senf = X,cost + X, send.

E usando as relagdes de conformidade ((3) Cap. 2) temos:
L Z, P=| Zy P=| Xu P=| Xy 2 e < 2, Z, >= 0.

Como anteriormente denotemos Q' = {w € Q: A(w) £0} , A:=| X, [?o
dominio dos pontos regulares de X em . Entao ' é também o conjunto dos
pontos regulares de cada uma das superficies associadas Z{(.,8). E também os
espacos tangentes Ty X e TLZ(.,0) de X e Z(.,8) coincidem Yw € Q e para
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todo # € R. Entao a fun¢ao de Gauss N : 2 — S? de X corresponde com a
Imagem esférica de cada uma das superficies associadas. Além disso temos:
< dZ(.,0),dZ{.,0) >=< dX,dX >,V8 € R.

De fato:
< dZ(.,8),dZ(.,0) >=< Zydu+ Zydv, Zydu + Z,dv >=| Z, | (du® + dv?) e,
< dX,dX >=< X,du + X,dv, X,du + X,dv >=| X, |* (du® + dv?), e o
resultado segue de | Z, |%=| X, |? . Daf todas as superficies minimas asso-
ciadas tém a mesma forma fundamental, logo todas as superficies associadas
sdo isométricas entre si.

Considere agora a fungao holomérfica I(6) = e(6) —if(f) :=< ¢ (.,8), N >
que caracteriza as linhas assintéticas e as linhas de curvatura e os pontos
umbilicos de uma superficie minima associada Z(., ). Como g (w, 8) = e~ f" (w)
obtemos: [(§) =< e P N >=e % < f N >=¢e%(0) =
{ecosf — fsinf) — i(esiné + fcosf) onde I(0) =1 = e —if é a funcio carac-
teristica para X = Z(.,0). Dai segue que I(3) = —f — ie.

Definindo: _ _
£:=e(d? B4 +2faf n = —f(&? — §%) + 2eaf
Obtemos:

Considerando a Proposi¢éo 2.12 deduzimos que:
Rel(0)(é + 43)* = £ = 0 nos d4 as linhas assintdticas de X e
Iml(0}{& + 18)? =n = 0 nos d4 as linhas de curvatura de X.

Analogamente,
Rel(%)(a +i8)* = n = 0 fornece as linhas assintéticas de X*, e
Iml(Z)(& + i8)* = =€ = 0= £ = 0 fornece as lichas de curvatura de X*.

Em outras palavras deduzimos que as linhas assintéticas de X séo as linhas
de curvatura de X™*, e as linhas de curvatura de X sédo as linhas assintéticas

de X*.

Assim temos o seguinte resultado:

3.2 Teorema:

Todas as superficies associadas Z(.,8) séo isoméiricas entre si. Cada su-
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perficie associada pode ser obtida da superficie original X por um processo
de deformacio que em cada estigio continua sendo uma superficie minima.
Para cada w € €, todo espaco tangente T,,Z(.,8) coincide qguando 8 varia em
R. Finalmente se 8 e 8 diferem por z entdo as linhas assintdticas de Z(.,9)
so as linhas de curvatura de Z(.,8), e as linhas de curvatura de Z(.,8) séo
as linhas assintéticas de Z(.,6').

Observagao 6 Este procedimento de deformagao X — Z(.,0) é chamado de
transformacio de Bonnet/DHKW].

Vamos agora retornar a representacao X (w) = X,+ Re [, o{w)dw,w € Q.
Em principio esta representacao permite construir superficies minimas em
dominios simplesmente conexo, desde que satisfaga a relagdo de isotropia
@+ ¢2 + #2 = 0, 0 que nos impede de introduzir fungdes holomérficas ar-
bitrarias ¢y, ¢z, ¢3. Podemos contornar esta dificuldade do seguinte modo:

Seja {2 uma vizinhanga suficientemente pequena de wy e suponha que
$1{w) #Z 0 em Q. Entdo podemos assumir que a funcdo holomérfica
g:0— Q=0
w = [ o1 (w)dw

é uma aplicagio inversivel. Seja 7 : Q0* — () a sua inversa, e defina a funcio
h:Q* — R? por: .
h(£) = [§ S227(£)dE. A partir daf obtemos:

P07

£ = o(w) = /wél(w)dw,g co

g

C E(r@) . o delw) .,
MO = ), Sy = L oy (Wi

Mas como o{w) = [ é1(w)dw pelo Teorema Fundamental do Célculo temos
¢'{w) = ¢1(w), assim:

hE) = [ awydw.
Jawg
Agora: S+ P3+i=0=ds=i\/¢i+¢f=

(1) dadw = 1y/ ¢ + P3dw.
_ wglw)

Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Célculo: A'(§) = i) =

&F (w)t+da(w)®
1+ ()2 = Lol
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(2) i1+ B (£)2 = 3%‘%

Agora: ¢ = o(w) = df = o (w)dw e como o' (w) = ¢1(w) obtemos:

U
du—él( 7.

Logo em (1) temos: ¢s(w)dw = i1/ g7 + gb%ﬁw—). Substituindo em (2) obtemos:
G3(w)dw = i/ 1+ h'(€)2dE se d3(w) #£ 0 em Q.

Entao vemos que X |g é equivalente a representagio Y := X o7, que pode
ser escrita como:

Y(§) = Xo+ Re(&, k(€)1 [ \/1 + I (€)%dE), para € € Q.

Reciprocamente, se A(&)} é holomdrfica em Q* e 1+ A/(£)% £ 0 para £ € %
entdo: V(&) = Xo + Re(&, h(€),i [§ /1 + h'(£)2de), para & € O, define uma
superficie minima Y (£),£ € Q*, desde que 1* seja um dominio simplesmente
conexo em C.

Esta é a representacgao classica da férmula de Monge, afirmando que toda
superficie minima ¢é localmente equivalente a alguma funcio holomdrfica, e
reciprocamente, que essencialmente toda funcéo holomérfica h gera uma su-

perficie minima.
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Capitulo 4

Comportamento de superficies
minimas préximo de pontos de
ramificacao

Seja X : 0 — R® uma superficie minima em um domfnio & ¢ R? &
C. Para algum wy € €2, escolhamos um disco B,.(wg) C 2. Entdo pela
proposicio 2.3, existe uma curva isotrépica f 1 B, (wp) — C3 tal que X(w) =
Ref(w),Yw € B.(wg). Lembremos que wy é um ponto de ramificagio de X
se, e somernte se, f (wg) = 0.

Queremos deduzir uma expansio para X {w) na vizinhanga B,(wg) usando
a férmula fw} = X(w) + iX*(w),w € By(wp). Suponha que f{w) # cte e
que f (wp) = 0. Entdo existe um inteiro m > 1 ([C}) tal que:

F®(we) =0,1 < k < m, ™V ag) £ 0

Entéo obtemos a expansdo em série de Taylor:

) = Fw0) + T A o — )™+

em B,(wp), e portanto temos:

F{w) = i F D)oo o)™

Seja Xo = X(w,) e A= 3{a—iff) = g /™ (wg), B = 25A = (mi1)1f(m+1)(w0)'
Entdo concluimos de 2X,(w) = f (w) = X, (w) — X, (w) que

Xp(w) = Alw —wg)™ + o] w—wp |™) quando w — wy
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X(w) = Xo+ Re{B(w — w,)™ + o} w — wp [™2)}.

A relacdo de conformidade < X,,, Xy, >= 0 implica que < A, 4 >=(; ¢
dai | a °=| 8 >, < 0,8 >=0ede A # 0 deduzimos | o |=| § |> 0. Além
disso, usando as relagdes anteriores podemos escrever
Flw) =24(w - w,)" + ... = alw—we)™ —i Blw —we)™ + . .., logo:

Xo(w) = Re(f'(w)) = aRe(w — wo)™ + SIm{w ~ wg)™ + . ..

Xo(w) = —Im(f (w)) = —alm{w — wo)™ + BRe(w —wo)™ + ...

onde o restante dos termos sao de ordem o (| w — wp [™*!). Entéo concluimos
que:

X (w) A Xy(w) = (@A B) | w—wo |*™ +o(] w—wy [
quando w — wy. Isto implica que N{w) tende a um vetor limite Ny quando
W — W,, 1510 é: '

lim N(w) = Ny = 207

=iy “Tangl

Consequentemente a aplicagio de Gauss de uma superficie minima néo
constante X{w}, w € Q ¢ bem definida em todo {2 como uma aplicagéo continua
em 52, inclusive nos seus pontos de ramificacio.

Vamos coletar alguns destes resultados:

4.1 Proposigao:

Se wy € Q0 é um ponto de ramificacdo de uma superficie minima ndo con-
stante X 1 @ — R3, entdo existe um vetor A € C2 A £ 0, e wm inteiro
m > 1, chamado ordem do ponto de ramificacdo wq, tal gue vale:

KXo(w) = Alw —wg)™ + o] w— wo [™F)
X(w) = Xp + Re{B{w — wo)™™ + (] w —wp ™)}

guando w — wy onde B = m—i;A, A= La—1iB) é um vetor isotrépico em C*;
isto é: < A,A>=0oula?’=|81?°>0,< a,fB>=0,a0¢cR3 A normal
Nf{w) tende ao limite Ny = T‘E%g_l’ e o plano tangente de X em w converge a
uwma posicdo limite w — wy. Consequenternente a imagem esférica N{w) €
uma aplicacéo continua de Q0 em S2.

Queremos agora expressar X como uma forma normal que iremos explicar
em termos dos pontos de ramificacdo. Sejam
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a::—:m—ﬂ,el Z=ﬁ,82 = |g| €y:=e Ney= N{].
Entao podemos reescrever a férmula
X(w) = Xg+ Re{%‘_ﬁ?(w —wo)™ M+ ol w —wy ")} = X(w) =

Re(w — w, )™ + —lﬁlﬁ—l’m(w — wp)™ 4 0| w — wg T2) =

Xo+ [+ 1)1A]

m+1 e|

X(w) = Xo + ae1Re(w — w,)™ + aealm{w — wo)™! + o (] w — wp ["2).

Se rodarmos os eixos de um sistema de coordenadas dado em R?2 tal que
€1, €, €3 estejam na direcao de novos eixos positivos x,¥, 2z respectivamente,
entdo obtemos:

z(w) + iy(w) = (2o + i) + a(w — wo)™ + (| w — w, |12
2(w) = 2+ o(| w - w, |,

Esta forma normal de uma superficie minima X (w) = (z{w), y(w), z(w))
mostra que X se comporta em uma vizinhanga dos seus pontos de ramificagéo
como um ponto de ramificacio de ordem m-ésima de uma superficie de Rie-
mann. Chamamos o inteire m de ordem do ponto de ramificacdo wy de X. Se
definimos m = 0 para pontos regulares, podemos considerar pontos regulares
como pontos de ramificaciao de ordem zero.

Agora queremos obter um limitante inferior para a érea de superficies mi-
nimas. Suponha que Bgr(p) seja uma bola em R®, de centro p que pertence ao
grafico de alguma superficie minima X : & — R® que corta de um lado para
outro Bg(p); isto €, ndo existe pontos de bordo de X () dentro de Br(p). Seja
wg um ponto de ramificagao de X de ordem m e suponha p = X(wyp). Entao
a forma normal

z(w) + iy(w) = (2o +iyo) + alw — wo)™ ™ + o (| w — w, [™+2)
2(w) = n+ o] w—wo [™+?),
sugere que a area de X(2) N Br{p) é maior ou igual a érea de m + 1 discos
equatoriais planos de Bgr(p), desde que o raio R seja suficientemente pequeno.

De fato, iremos demonstrar que:

4.2 Teorema:

Suponhe que X : Q — R® € wma superficie minima ndo
constante definida em um dominio simplesmente conero limitado Q. Além
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disso, seja wo € Q um ponto de ramificacdo de ordem m > 0, Xg = X(wp) e
seja R > 0 algum nidmero tal que iminf, . | X {(wi) |> R para toda sequéncia
(wg) € O com dist(wy,02) — 0 quando k — oo. Entdo a drea A(X) de uma
superficie X satisfaz:

A(X) = (m+ (B~ | Xo |*).

A igualdade ocorre se, e somente se, a imagem de X pertence ao plano que
passa pelo ponto Xy e € perpendicular o reta que passa por 0 e Xg.

DPemonstracao
Como {2 pode ser levado por uma aplicagdo conforme sobre o disco unitério

tal que wy é transformado na origem, podemos assumir que wy = 0, X =
X(0),2 = {w | w |< 1}. Seja X : @ — R® uma superficie minima néo
constante. Pela Proposi¢ao 2.3 podemos encontrar uma curva isotrépica f :
Q — C? satisfazendo f(0) = Xy = X(0) e f = X +iX* onde X* é a superficie
conjugada de X com X*(0) = 0. Podemos representar f({w) pela série de
Taylor:
f(w) =Xo+ Z Akwk,Ak e C?
E=m+1

que é convergente para | w |< 1. Aplicando a férmula integral de Cauchy
[C] para a fung@o holomérfica F(w) =< f(w), flw) >,| w |[< 1 com w =
re?® ¥r € (0,1) temos:

(1) 2T P(re)ds = 27 F(0).

Agora observe que:
F(0) =< £(0), £(0) >=< X, Xo >=| Xp |?

F(re®) =< f(re®), f(re?) >=< X (re®) +iX*(re®), X (re®) + i X*(re?) >=
| X(re®) - | X(re) |2

Logo substituindo em (1) temos:
(2) ST X (re®) 20 — 77 | X*(re?) Pdf =27 | Xo |2
Por outro lado como |2|* = |Rez|? + |[Imz|?,Vz € C,

2T f(re®) |2 d0 = 37| X(re®) | d6 + [F7 | X"(re®) [Q‘dﬁ. Agora

como [FreME = Xl & Sie [Axr®, temos: 27 | fre®) [P df =

2 {| Xo|* + T2 i1 |Ax]*r**}. Comparando obtemos:

(3) BT\ fre®)Pds = [57 X (re®)?df + 5T |X*(re?) P8 = 27{| Xo |?
+ ket | Ar [P 7%},
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Somando (2) com (3) temos que:

27 | X(re®) 2 df = 4m | Xo |2 427 552 00 | Ap 272 =

(4) T X(re®) Pdf =27 | Xo |2 47 280 | Ar [ r?.
Chamando p{r) := min,— | X(w) |* temos que para w = re”

u(r) <| X (w) P=] X (re®) 2= [F7 u(r)do < (27| X (re®®) 2 df =

2ru(r) < 27 | Xo P +7 T ey | Ak P r?* =

(5) wl(r) <E Xo |2 +3 S | Ak [P r?

Além dissso a 4rea A(r) da imagem de {w :| w |< r} sobre a aplicagfo X
é dada por:
Alr) = %flwiﬂ | VX |? dudv = % ol < | f'(w) 2 dudv =

(6) Afr)=1 3" 5 | f/(te®) |? tdudo.

Agora como f(w) = Xo + 22,11 A, Ay € C? temos:
f(w) = 2 k=m+l kA = fi(w) = >Rt B2 Ap | w P
Substituindo este resultado em (6) obtemos:
Ar) = 3 00" J§ Timin k2 | Ag [2 20 Dtdtdd =
ST R [T R A [ £ dtd6 =
iy 2k p oo T
%Z:im—‘rl 02 k? | Ax |2 E:E |0 df = %Zk=m+1 02 % | Ak [2 r2*df=
S i1 k| A P %, Portanto
(7) Ar) =3 % k| Ax [P r?
Observe que de {7) temos:
(8) Tm+1) | Ay PromtD 4 2550 k] Ax P rof = Alr)
E de (5) podemos escrever:
p(r) < | XolP + 3 | A P r20H 0 4 25720 o | A P r?% = s(m + Dp(r) <

m(m+1) | Xp |2 +2{(m4+1}) | Apa |2 p2(m+1) + 5 e ma(m 1) | Ar |2 r?* =
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(9) —m(m+1) | Xo P —5(m+1) | Apys Pr2mt) — 25022 L o(m+1) | Ay 2
r# < —x(m+ 1)u(r).

Somando (8) e (9) obtemos
r(m 4+ 1) | Xo [ 2SRk | A 2% Sm o TR | A
r < A(r) — w(m+ Dplr) =
(10) § ¥ alb—(m+1)) | A P r¥* —m(m+1) | Xo P< Alr)—m(m+1)u(r).

Seja R > 0 tal que liminfy .o | X(wi) |> R,V sequéncia (wi) de pontos
wy, € Q com dist(wyg, 0Y) — 0 quando & — oc. Agora como p(r) = miny)=r |
X (w) |? temos liminf, 4 p{r) = iminf, 1 Minj, =, | X(w) [*> liminfz . |
X(wk) |22 RQ.

Tomando o limite com r — 1 em (10} temos o seguinte resultado:

(11) 382 (o= (m+ 1) | A P +r(m + (R~ | Xo ) <
lim,_ (A(r)) = A(X).

Como 5 T2 . 1olk — (m + 1)) | A |°> 0 temos em (11)
w(m + (R = | Xo ) < 552 nlk — (m+1) | Ac 2 +

m(m + 1)(R*— | Xo |?) < A(X).
Ou seja (m + 1)w(R*— | X5 |?) < A(X) e a desigualdade da proposigéo estd
provada.

Suponha agora que vale a igualdade {(m + 1)7(R%— | Xp |?) = A(X).
Entao deduzimos de (11) que Az = 0 para k > m + 2. Assim de f(w) =
Xo+ S8 i1 Arw® temos flw) = Xo + Ampw™ . Seja Anyy = a + ib, com
a,b € R Como f & isotrépica, < f, f/ >=0 &< (m+ 1) A, w™,

(m+ DApuw™ >=0 < Apii, Any >=0&|a P = | b2 421 < a,b >=
0<|al|=|b|,<a,b>=0. Entéo os vetores e; := T‘ai' e ey = ~|_b—‘|’ 830 ortonor-
mais. Agora de f(w) = Xg + Apw™t! temos:

X(w) = Xo+ Re(Annw™ ) = X(w) = Xy + aRe(w™ ) — bIm(w™*)
= X(w)=Xo+ a{-"a—']lRe(wm"'l) + (—b)%fm(wmﬂ) =
X(w) = Xo+ | a| erRe(w™ )+ | b exIm(w™ ) =

X{(w) = Xo+ | o | {erRe(w™ ) + esImfw™ 1)} =
(12) X(w) = Xot | ¢} r™Hercos(m + 1)0 + exsen(m + 1)6].

24



Dai:
Xo(w)=(m+1)]a|r™eicos(m+ 1)8+ (m+1) | a|r™ezsen(m + 1)6.
Xo(w)=—(m+1) | e|r™Hesen(m+1)8+ (m+1) | a | r™Hescos(m +1)4.
XA Xe=1(0,0,(m+1)%|a > r®F1). Assim
Alr) = fo | Xo A Xg | drdf = [T [T (m+1)? | a |? r¥™1d0dr =

F2mag
2(m+1)? | o2 F25.

Portanto
Ay =am+1) | a > r@™) = AX) = lim—Alr) =a(m+ 1) [a ).
Agora como assumimos (m + 1)7{R2— | Xp [2) = A(X) concluimos que:

(13) la =R~ | Xo |*.

Agora seja e3 := €3 A ez, assim e, €, 3 formam uma base ortonormal de
R3, e entdo podemos escrever Xy = 2221 crer = C1e1 + ey + czes. Fazendo
r = 1 e substituindo em {12) obtemos:

| X{(e®) |>=] es(e1+ | a | cos(m + 1)) + es(co+ | ¢ | sen(m + 1)8) + czes |*=
(c1+ || cos(m +1)0)2 + (co+ | a | sen(m +1)8)2 4 ¢ =
| Xo |2+ | a|?+2] a| (ercos(m +1)8+czsen{m—+ 1)8). Agora por (13) temos:

| X(e®)2 = R2+2 | a | (eicos(m + 1)8 + casen(m + 1)8). Entdo exceto
se ¢; = ¢y = 0 encontramos um angulo 8 tal que | X (%) {< R o que contradiz
a hipétese liminfi_e | X(wi) |> R. Portanto devemos ter ¢; = ¢g = 0, ou
seja, Xo = caley A eg), e assim a férmula (12) mostra que X (w) pertence ao
plano perpendicular ao vetor X = cs{ey A e} e passa pelo ponto Xj.

Reciprocamente introduzindo um sistema de coordenadas adequado z,y, 2 €
R3 obtemos a forma normal
T+ 1y = awmt!
z =0 com |w| < 1 onde jaf? = R? — [X|*. A igualdade segue

do fato de A(X) = w(m + L}|a|*.
|
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Capitulo 5

Formulas de representacao para
superficies minimas

Neste capitulo primeiramente determinaremos todas as aplicagoes holomér-
ficas (global) ¢ :  — C° satisfazendo

(1) @2 + 95 + ¢ = 0.

Neste sentido chegaremos nas férmulas de representacido de Enneper -
Weierstrass para superficies minimas que, em particular, podem ser usadas
para estabelecer explicitamente expressoes para a imagem normal, a curvatura
de Gauss, para as linhas assintdticas e para as linhas de curvatura para su-
perficies minimas.

5.1 Lema

Se p(w) € uma fungdo holomdrfica e ¥(w) € fungdo meromdrfica em dominio
QC R* = C tal que p(w) Z 0 e u tem zero de ordem pelo menos 2n onde ¢
tem polo de ordem n, enldo as funcgées

(2) C.ﬁl = %Ju‘(l - 192): ¢2 = %P’(l +192)1¢3 = #19:

sdo funcgdes holomorficas em €, e a tripla ¢ = (&1, P2, d3) satisfaz (1) e
o(w) £ 0. Reciprocamente tode tripla ¢ = {(¢1, ¢2, ¢3) # 0 de fungbes holomdr-
ficas em €1 satisfazendo (1) pode ser escrita na forma (2] se, e somenie se,
¢ — w2 F 0.

Demonstracgao:

Seja j fungdo holomérfica com wq zero de orden 2n, assim plwg) = (w —
wp)?*h{w) com h holomdrfica. E seja ¥ fungio meromérfica com wy polo
de ordem 7, dai 9(wo) = iks, F holomérfica. Assim (ud)(wo) = (w —

( —
wo) " h(w}F(w) entdo p¥ é funcio holomérfica. Portanto ¢, ¢, @3 definidas
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como em (2) sdo fungdes holomorficas. Como p(w) # 0 é claro que ¢(w) # 0.
Mostremos que ¢1, ¢, @3 satisfazem (1). De fato:
¢F + 65+ ¢F = (1 = 972 + (Su(l 4+ 9%))% 4 p? = — 1207 4 9% = 0.
Mostremos a reciproca. Suponha que ¢ £ 0, satisfaz (1) e pode ser escrita na
forma (2). De (1),

P+t =0e

(3) (1 — i) (P1 + ida) + 2 =0

Se supomos ¢; — iy = 0entdo 93 =0 ¥ =0= g =0o0ud = 0. Se
=0 = ¢(w) = 0, 0 que néo ocorre. Logo teremos & = 0= ¢y = £,¢p =

z% = @1 + 3¢ = 0. Consequentemente ¢; = ¢o = ¢3 = 0 0 que contradiz
p(w) # 0. Logo ¢; — ig Z 0.

Suponha ¢; — igg # 0. Entdo p 1= @) — idg, ¥ 1= m‘fz@ define uma funcao

holomérfica x4 e uma meromérfica ¥ em (2, satisfazendo:

w9 = (@ — ihy) =8~ = g3 = p3 = p1¥. Além disso (3) implica:

P1—igh

R .. _(152 . ) 2
(4) ¢ +ign = prer —{¢ — wg)fﬁ@ = —ud?

Somando (4) e y = ¢1 — i¢, temos 2¢1 = —pd? + p = ¢ = £(1 — ¥?).
Subtraindo (4) de u = ¢, — i obtemos 2y = —ud? — p = ¢ = su(1+9%).
Finalmente a relacéo 9% = —(@1+i¢) mostra que a fungao u? é holomérfica.
Além disso, se wy € 2 é um polo de ordem n de ¥, entao wy € zero de ordem

pelo menos 2n para u.
n

5.2 Teorema: Férmula da representacao de
Enneper - Weierstrass.

Para toda superficie minima ndo-planar X{w) = (z(w), y(w), z(w)),w € Q,
definide em um dominio simplesmente conezo @ C C, existe uma funcdo
holomérfica y e uma meromérfica ¥ em Q com p # 0,9 # 0 tal que u?é
holomdrfica em Q, e

n(w) = zo + Re [5, 4(1 ~9%)d§
(5) ¢ v(w)=yo+ Re [ tu(l+07)de

z(w) = 2q+ Re [4 pddE,Yw, wo € 2, Xo = (xo, Yo, z0) = X {wo).

Reciprocamente, duas fungdes u, ¥ como acima define por {5) uma su-
perficie minima X : Q — R? desde que Q) seja dominio simplesmente conezo.
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Demonstracao

Se X (w), w € ) dominio simplesmente conexo é uma superficie minima, entéo
existe uma funcdo isotrépica f: ) — C3talque X = Refe< f,f >=0=
¢+ ¢2 + 92 =0 onde ¢ = f = (¢1, Po, ¢h3) com ¢ holomérfica. Logo defina;

_ . _ _ &
(6) f= iy e 9= o

Daf temos g holomérfica e ¥ meromoérfica, e ¥ estd bem definida pois ¢ #
0= ¢ —igo £ 0. Como X(w) = Xo + Re [, ¢(w)dw de (6) obtemos
¢ = (1 —92), o = s0(1 +9?), ¢ = pd, e assim:

r{w) = x0 + Re [ 5(1 — 9*)d¢
y(w) = yo + Re [ 4pu(1 +0%)de

z(w} = z0 + Re [, pode.

~ Para a reciproca, considere p2,9 como em (6), e dafl ¢; = £(1 — 92), ¢y =
(14 92),¢3 = pd e de (3), temos:

x{w) = xg + Re /w &1 {w)dw
y{w) = yo + Re .f: $o(w)dw

z{w) = 25 + Re /1:: ¢s(w)dw,

assim X(w) = Xq + Re f,» ¢(w)dw define uma superficie minima.
|

Observacao 7 Se X € superficie minima dada por (5) entdo w é ponio de
ramificagdo de X se p e pd? sdo nulas em w; além disso como ¢ = f e

A= %]f’|2 deduzimos que A = £|(2p(1—-9%), fu(14+9?), wd)|? = 21432

Logo o conjunto de pontos regulares pode ser expresso por @ = {w € Q

|u(w)|(1 + [9(w)]?) # 0}

5.3 Expressoes para imagem esférica, curvatura
de Gauss, linhas assintéticas e linhas de

curvatura.

Deduzamos explicitamente expresses para a imagem esférica NV e para a
curvatura de Gauss de uma superficie minima X : Q — R? dada por X(w) =
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Ref(w) com uma curva isotrépica f : Q@ — R® satisfazendo f = X, — iX, =
¢ = ($1, ¢a, 2) = (Fp(1-97), Lp(1+9%), ), onde p, ¥ satisfazem as hipdteses
do teorema 5.2. Vimos na se¢io 2.9 que X, A X, = Im(da¢s, d3¢1, &162).
Assim )

$203 = su(l + 9% = §|ulP(D + [9]79), logo

] 2

Im(9ads) = (-Im(i6) + BEIm(i9)) = U~ Red + 5 Ref = 11u(1 +
|9]2)2Red.

- i - 2 2 =
P31 :_,m%f(l - 9 = l“il%—ﬁ — J%|’¢9|219, logo
Im(@agr) = EoTm — 1912 Imad = L|p2(1 + |9)2)20md.

$dz2 = §(1-)(FA(1+6%)) = FulF(1-9)(1+8%) = {ulP(I9P - 1) (1+191?),
logo
Im{¢12) = ¢lul*(1 + [$*)(|9]? - 1).
Portanto: .
X AX, = le:[g(l + |91%)(2Red, 2Imd, |3> — 1).

Agora, em virtude de A = 3[u2(1 + |#]?)2 obtemos a representagio

1
N=——(2 . , 2 .
1_‘_‘19[2( Re®, 2Im4, |9|* — 1)

para & imagem esférica N : 1 — S? de X. Para caleular K, primeiro observe-
mos que f' = p(3(1~9%), +(14+9%),9) = " = ‘;—f’—huﬂ?‘g onde g := (—9,%9,1)
em {w € Qu(w) # 0} Entdo < N,g >= p(—92Red + 29Imd +
|92 — 1) = —1. Como os zeros de u sio isolados e < N, f >= 0, obte-
mos: < N, f >= —ud . Agoradel =< f N > temos que [ = e —4if = —ud .
Os pontos de ramificagio de X (w) sfo singularidades removiveis de {w) =
—p(w)¥ (w) desde que {(w) permanega limitada se w aproxima de tal ponto.

Portanto {{w) é holomérfica em 2. Logo de K = —%l; segue que:

(A Y
K= (mmwlﬂ)?)’

onde K é a curvatura de Gauss de X em Q' = {w € Q;A(w) # 0}. Logo
da proposicao 2.12, temos que uma curva v descreve uma linha assintética de

uma superficie minima X se, e somente se Re[u(y)9 (v)(7')%] = 0; e as linhas
de curvatura sio caracterizadas por Im[u(v)¥ (v)(v)?] = 0.

5.4 Interpretagao geométrica da fungao H(w)

Identifiquemos o plano complexo C = {z + iy;2,y € R} com o plano
{{z,y,2);2 =0} em R? e seja C = C U {oo} uma compactificacdo de C com
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um ponto no infinito. Introduzamos a esfera de Riemann S* = {(z,y, 2); 2% +
y? + 2* = 1} e denote por p = {0,0,1) o polo norte. Entdo a projecio estere-
ogréafica '
c:8% = C
q=(a,b,c)—o(q) = (%, 15

é uma funcio injetora que associa a cada ponto ¢ € 8% ¢ # p um ponto
w no plano-xy que é a intercessao da reta passando por g e p interceptando o
plano-xy. Considere a aplicagdo inversa,
p:C — 82
w g = (a,b,¢) = p(w), onde

2,2

(7) a = 1+£22£+,?2 * b - 1+5222_.q2 1C = §+é2+n% H p(C)O) = p
A férmula (7) pode ser escrita como:

(8) p(w) = T (2Rew, 2w, ol = 1),w = € + iy

e vemos que p(w) — (0,0,1) quando {w| — co. Comparando a férmula para a
imagem esférica N{w) de uma superficie minima nio -constante X (), w € Q
com a expresséo (8) vemos que:

N{w) = p(¥{w)) e entao Hw) = o(N(w)).
Isto é, a funcio meromérfica ¥ : @ — C é, nada mais que a projecio este-
reografica da fungao normal N da superficie minima X. Em particular, w € Q
é polo de ¥ se, e somente se, N(w) = p. Além disso:

F:Q — O =9Q)

w — w = I (w)

é uma funcio bilomdérfica se as duas condigoes sio satisfeitas:

1) Nw)#pvVw e
ii) a aplicacdo N : Q — S? € injetora.

Se © ¢ bilomdrfica, entdio ¢ (w) # O,Yw € Q, e de K = r(m(—ﬂ%@)z
temos K(w) < 0 em {2, ou seja, X nédo tem pontos umbilicos.

Suponha 9 : 2 — O* bilomdrfica e seja 7 @ 0 — £ sua imagem inversa;
w = T{w),w € *. Entdo a reparametrizacdo ¥ = X o7 da superficie minima
X é novamente uma superficie minima. Vamos introduzir a fungdo holomoérfica
em §*
(T{w))

) = 5y~ 57 i)
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Entdo deduzimos de (5) a segumte férmula de representacao de Weierstrass:
(

)
Y{w) = (y'{w), *(w),4%(w)) onde:

) = W LA - W) = b+ Re (1 -
) = o+ Ll ¢ Hr(@))r (@) = 3§ + Re J5,i(1 +
P w) = y8 + e plr (W) (r(w)7 (w)dw = y3 + Re o 2w dw,

com w,wp € 0 e Y(w()) = X(’LUG) = (yoayo} yg)

Em vez de duas fungdes arbitririas u e ¥, a expressdo anterior envolve
somente uma funcdo arbitraria §(w) em um dominio simplesmente conexo £2*,
além disso, define uma superficie minima nao-constante ¥ : Q* — R3.

Vamos coletar os resultados principais para esta férmula de representacéo.
Primeiro observe que esta recai em (5} se mudarmos wy por wp, w por w, ¥ {w)
por X (w) e definindo p{w) = 2¥(w) e ¥{w) := w. Entdo temos o seguinte
resultado:

5.5 Teorema

Seja F(w) uma fungdo holomdrfica em um dominio simplesmente conezo 2 de
C,S(w) £ 0, e seja

(9) ¢p(w) = (1 - w)Sw), (1 + w?)S(w), 2wS(w)).
Entéo
(10) X{(w) = Xo + Re [, d(w)dw,w € Q

define uma superficie minime ndo constante X Q — R3 com a normal
superficie dada por: N(w) = 177372 (2u, 20,0 +v* — 1),w = u+1iv. Se o
denota a projegdo estereogrifica entdo temos o(N{w)) = w. O elemento de
reta ds = |dX| da superficie X ¢ dado por ds® = A{w){du® + dv®} onde
Alw) = S + v + v?)*,w = u +iv. Entdo o conjunto dos pontos
regulares de uma superficie minima X € dado por @ = {w € Q: S(w) # 0} e
sua curvature de Gauss € dada por K{w) = _]S'(wjlz(lj—uz e Os coeficientes
e, . g da sequnda forma fundamental satisfazem e+ g = 0 e podem ser obtidos
da fungdo holomdrfica l{w) = e(w) — if(w) = —2¥(w), w € Q. Os pontos de
ramificagcdo w € §) de X sdo os zeros de uma funcdo holomdrfica S{w),w €
Q, e X ndo tem pontos umbilicos. As linhas assintdticas sdo caracterizadas
pela equacdo ReS{w)(dw)? = 0 e as linhas de curvatura séo descritas por
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ImS(w)(dw)? = 0. As superficies minimas associadas Z(w,#) de X(w) sdo
dadas por

Z(w,0) = Xg+ Re /w e P (w)dw

Wy

suas funcies de Weierstrass S(w,6) sdo simplesmente S(w, 8) = e~ *S(w).

Inversamente se f : Q@ — C® & uma fungio isotrépica em um dominio
simplesmente conezo 2 C C, entdo a superficie minima
X(w) = Xg+ Re f’( )dw w € () tem uma representacdo equivelente X

Q-R3emQ:= cr( (Q)) dada por (9), (10) desde que sua normal satisfaca
as condicées:

i) N(w) # polo norte de 82, Yuw € Q

ii) N :Q— 82 & injetore.

Observacdo 8 Para superficies minimas podemos obter K de um modo mais
simples, basicamente voltando a defini¢do de K. Primeiro observemos gue a
imagem esférica N(w) = Hu—;_wg(?u, 2v,u? + 2% - 1),w = u +iv, € dada por
parémetros conformes u,v,

(11) [Nu(@) = IN(W)I* = zrp € < Nulw), No(w) >=0.
De fato:

NH = (—ﬁj%g'—(?u 2’U u +”U - 1) +m—(2 0 2’&) entao:

|NLJ2 =< N, N, >= T i (U 0+ 1)+ du?? + 4’} =
e (L u? +09)%) = iy
Nﬂ’(ﬁ@%iﬁ(% 2u, u? + v? ul)—kw((] 2,20) =

(—l—ﬂ-_?_,_—vzj—g(—%u, 14+ u? — 2%, 2v), e dat:

|2 =< N'v, N = m{4’b‘2u2 -+ (1 =+ 'IL ’!)2)2 + 4?)2} =
arore (L + e + %)) = gty

E vale:

< N,, N, >= W( 2un(l — u® + v2) — 2uv(l 4+ u? + v?) + duv) = 0.
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Observe gue N € a inversa p = ¢~ da projecdo estereogrdfica o : 82 — C
restrita a ). De (11) obtemos a 3% forma fundamental de X expressa por:

4
(1 +u% +v?)
Agora de ds* = AMw){du®+dv?} segue que I(du, dv) = AMw){du®+dv?} . Por
outro lado de [DHKW] pdg. 17 temos que I11{du,dv) = —KI(du,dv), e daz,
4 4

K = e vpie) - BwPd+w + o

I1I{du,dv) = 5 {du® + dv*}.

Vamos agora mostrar outra férmula de representagio dual da de
Welerstrass, que é encontrada na literatura.

5.6 Teorema: Fdérmula de representacgao de
Weierstrass

Para toda superficie minima X : Q — R3 de um dominio simplesmente conezo
Q, existem duas funcées holomdrficas G ¢ H sem zeros comuns tal que:

x(w) =m0+ Re [, (G? — H*)d¢
(12) ¢ ylw) =uyo+ Re [, i(G* + H%)d¢
z(w) = z0+ Re [, 2GHdE,Yw,wp € 2, Xo = X(wp)

Inversamente, se G, H sdo duas funcées holomérficas em um dominio sim-
plesmente conezo (} tal que |G(w)|* + |H{w)]* # 0, entio (12) define uma
superficie minima ndo-constante que € reqular se, e somente se, G e H ndo
tem zer0s em comum.

Demonstragio:

Para verificar a primeira parte, consideremos uma superficie minima arbitréria
X : @ — R?® dada por X(w) = Xy + Re [, ¢(§)dé,w € Q onde ¢ =
(@1, Do, 3) Z 0, ¢ : Q — C® é uma fungio holomérfica com

(13) ol + [dal® + [93]° > 0, e (d1 — ido)(d1 + igha) = — 3.

A tltima equagdo, que é equivalente a ¢2 + ¢2 + ¢2 = 0, implica que todo
zero de ¢ — iy ou de ¢ +id, é também zero de ¢5. Entdo deduzimos de (13)
que as duas fungoes ¢; — i@z, @1 + ¢y ndo tém zeros comuns. Entao as fungoes
G = \/%(gbl — i), H =/ —%(fﬁu + i¢) sdo fungdes holomérficas com valores
simples, que para uma escolha adequada das raizes quadradas satisfaz:

(14) 2GH = ¢
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De fato: 2GH = 2,/3(¢1 — 162)(— 4 (1 +162)) = /(61 — i) (—(¢r — i6)).

Como —¢5 = (¢1 — ¥2)($1 + idz) = ¢35 =41/ (b1 — 162)(— (91 + i), asta
tomar a raiz positiva. E claramente G? — H? = ¢1,i(G? + H?) = ¢,. Além
disso, G e H ndo tém zeros comuns pois ¢ — i¢s, ¢y + iy ndo tém zeros em
comuns. Entdo substituindo (14) em X(w) = Xo + Re [, ¢(£)d€, chegamos
em X(w) = Xo+ Re [, (G*— H? {(G*+ H?), 2GH)d¢.

Reciprocamente, suponha G e H duas fungbes holomoérficas em €2 (simples-

mente conexo) tal que |G(w)|* + |H{w)|* # 0. Suponha que (12) defina uma
superficie minima regular nao-constante. Mostremos que G e A ndo tém zeros
comuns. Suponha o contrério, isto é, Jzq tal que G(zy) = H(zy)} = 0, logo
X(z) = Xo+0=0. Contradicao.
Suponha G e H ndo tém zeros em comum. Mostremos que (12) define uma
superficie minima. Defina, ¢; = (G* — H?), 9o = i(G% + H?), ¢35 = 2GH,
dai, como G, H nfo tém zeros em comum entio @i, Pe, P2 ndo tém zeros
em comum, logo X n&o constante, entdo x{w) = xp + Re fwn $rde, ylw) =
o + Re [2 0nd, 2(w) = 20+ Re [, gudt = X (1) = (a(w), y(w), 2(w)) define
uma superflcle minima e ¢(w) Z 0, onde ¢{w) = (¢ (w), pa(w), ds(w}).

Observagdo 9 Se omitirmos |¢1[>+|#2°+ 3|2 > 0 entdo nem toda superficie
minima X(w) = Xo + Re [, 0(&§)d{ pode ser escrita na forma (12). Para ver
isto, tomemos ¢{w) = 3w, do(w) = biw, @3{w) = dw,w € Q, onde O € um
dzsco pequeno centralizado em w = 0. Se existem fungdes G e H tal que
3w = G(w)? — H(w)?, 4w = 2G(w)H(w), 5iw = i{G(w)? + H{w)?}, daf seque
que G*(w) = 4w. Contudo, ndo existe (valor simples) solucdo holomorfa G{w)
desta equacio em Q, pois Glw) =+2/w e G = Fo que ndo ¢é continua em 0.

Weierstrass j4 tinha deduzido a representacdo (10) com ¢ dada por (9)

introduzindo uma nova variavel w = % = @M de tal forma que a

aplicagao w — w seja bilomérfica. Entdo 1 = Eﬁ%z_ e de (¢ (w) —
ioa(w)) (91 (w) + idha(w)) = —pF(w) obtemos 1 = {lwizioalul)
G? - H?=¢,
Agora, temos: { (G + Hg) C oy P H? = iy
Somando temos 2G? = — gy = G? = %(«?51 — tp). Assim segue que

GPw)%e = Loy (w) — w)g(*w))—— = $(w). Entio podemos passar de (12) para
as equacoes desejadas,
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Como uma aplicagao das férmulas de Enneper-Weierstrass temos o seguinte
resultado:

5.7 Teorema de R. Krust

Se uma superficie minima mergulhada X : B — R3 B = {w € C;|w| < 1},
puder ser representada como grdfico sobre um dominio convezo no plano, entdo
a superficie conjugada X* : B — R® correspondente também é um grdfico.

Observagao 10 Primeiro escreveremos a formula de representacdo
z(w) = T+ Re [ §(1 — ¥)dE
y(w) = yo + Re [ (1 + 97)de
z(w) = zo + Re [y pbdf, Yw, wy € Q, Xy = (9, Yo, 20) = X (wp)

de um modo diferente. Vamos introduzir duas func¢des meromdrficas g ¢ h
por g =9,k = ud,dh = pddé = d¢ = %. Logo

w(w) = zo + Re [ &(1 — 9*)d€ = zo + Re [ 1 (1 — g) dh

y(w) = yo + Re [ du(1+9%)dE = yo + Re [ 5 (1 + g) dh

z(w) = 29 + Re [, pddE = 29+ Re [, dh

= X(w) = Xy + Re 2 (3( — 9). (2 + ). 1) dh. Fazendo:

(15) (32— ), 12 +g),1) dh =4 (§)dE = dyp, temos:

(18) X(w) = Xo+ Re [ ' (§)dE.

Além disso podemos escrever a aplica¢do de Gauss N : B — 82 associada
a X como

(17) N = 57155(2Reg, 2Img, |gf* — 1)
uma vez que tinhamos N = w@}?eﬁ, 2Imd, |9)? — 1).

Demonstracac do teorema de Krust

Podemos assumir que X é néo planar, que ela pode ser representada como
o gréfico sobre o plano-xy, e que N{w) aponta sobre o hemisfério inferior de
S?, e daf de (17) deduzimos que a fungdo g que aparece na representagao de
Weierstrass dada por (13) e (16) de X satisfaz

(18) |g(w)] < 1,Vw € B.
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Além disso também podemos assumir wg = 0, X (wp) = 0. Introduzindo as
fungdes o(w), 7(w),w € B definidas por o(w) = — [i* &dh, 7(w) = f %dh
podemos escrever as duas primeiras fungdes coordenadas de X (w) comor:

r(w) = Re[o{w) + 7{w))

y(w) = Rei[r(w) — o(w)].
E também de X* = Im [} ¥ (£)d§ podemos escrever:

z*(w) = Imlo(w) + 7(w)}

y'(w) = Imilr(w) — o(w)].

Agora considere as proje¢bes artogonais no plano-xy, m{w) = z(w)+iy(w), 7" (w) =
z*{w) + iy (w). Dai:

er(w) = Rec(w) + Rer{w) + iReit{w) — iReic(w) = Rec(w) + Rer(w) —
iImr(w) + ilmo(w) = Flw) + o(w)

o (w) = Imr(w)+Imo(w)+ilmir(w)+ilm{—ic(w)] = Imr(w)+Imo(w)+
iRer(w) — iReo(w) = i[F(w) — o(w))].

Agsim podemos escrever:

T=T+0

7w =1i(T — o).
Escolha dois pontos wy, we € B com w; # wy e defina p; := w{w, ), pa = 7(ws).
Como D = 7(B) é um dominio convexo no plano-xy, podemos conectar p; e po
dentro de D por um segmento deretal : [0, 1] — D tal que [(0) = p1, (1) = po.
Entdo existe uma curva seccionalmente suave 7v;[0,1] — B tal que I =m0y,
Entao podemos assumir |I'] = |ps — py/, onde pp —py = (1) = 1{(0) = I'(t),Vt €
[0,1].

Por outro lado I(t) = m{y(t)) = 7(v(t)) + o (7(8)) = 5’ 55mmy? (V)Y (£)at ~

w 80®) p" (1)) (B)dt = I () = [ﬂ%ﬁh’(“f(f)h’(f) - %mh’('r(t))f(t)} =

02 29(y 0

{—lmh'(w) — gy (u,)} ~'(t). E portanto:
w=y(t}

p—p = [ - %W )] A0

Agora vamos considerar o produto escalar S de dois vetores ps — p1 e
i[7*(we) — 7* (w1 )] de R2. Defina:
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S =< py — py,i[n*(wy) — 7 wy)] >=< pz — p1, - f (ﬁdh + dh, >, pois,

i (wa) — ™ (wp)] = ~T(w) + a{ws) + ’f:(’wl) —ofw) =

I

— f3* Edh + f3 J—dh, J3? 4dh + Jo §dh = — (22 4dh — [¥2 Ldh
-1 (%dh +%hd_.-‘;) onde w; = (0}, ws = y(1). Como para quaisquer dois
vetores wy, ws € R2 =~ C temos < wy, wy >= Re{wn ;) tomando wy =
pr—Prwy=—f, (%dh—f—;—lﬁ) =y = — [, (%4— élgdh) . E daf;

S = Re { i ) — G2 w)] v [~ 1, (BT + ;Ea:h,)]} —

R Re{[(J7+ ) 2] (3% ~ 57 0} -

Jo i 0P ()P — prbme ] 4t

Entdo deduzimos de (18) que S < 0. Além disso, temos que po — p; # 0
pois X : B — R® é um mergulho e grafico, logo da definicio de S obtemos
w*(wsy) — 7 (wy) # 0 para quaisquer par de pontos distintos wy,wp € B e entéo

concluimos que a superficie conjugada X € um gréfico.

Observacao 11 Similarmente pode-se provar que todas as superficies associ-
ades X : B — R® de uma superficie minima mergulhada X : B — R2? séo
grdficos se X(B) puder ser representada como um grdfico sobre um dominio

convezo no plano [DHKW].
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Capitulo 6

O problema de Bjorling

Dada uma faixa analitica real S em RS2, o problema de Bjérling consiste
em encontrar uma superficie minima X contendo esta faixa e seu interior. A
solu¢do deste problema permite um elegante método para gerar superficies
minimas com interessantes propriedades geométricas.

Vamos agora descrever o problema em detalhes. Consideremos uma faixa
real analftica S = {(c(f),n(t));t € I} consistindo de uma curva real-analitica
¢: I — R3 com £(2) # 0 {ou no minimo ¢é(¢) = 0 somente em pontos isolados
t € I), e de um campo vetorial real-analitico n : I — R® ao longo de ¢,
com [n(t)] = 1 e < é&(t),n(t) >= 0. Vamos assumir [ intervalo aberto em
R. O problema de Bjorling consiste em encontrar uma superficie minima
X : (2 — R3, com I C Q tal que as seguintes condigbes sejam satisfeitas:

i) X(u,0) =clu}, Vvuel
ii) N{(u,0) =n(u), Vue I, onde N € a normal de X, N : @ — R3.

6.1 Teorema

Para toda faiza real-analitica prescrita S = {(c(t),n(t));t € I} o correspon-
dente problema de Bjorling tem ezatamente uma solugdo X (u,v) dada por:

(1} X{u.,v)= Re {c(w) — i fo n{w) A dc(w)} yw=u+tive Quy€l,
onde Q) é um dominio simplesmente conexo com I € §1.

Observacao 12 A férmula (1) significa o seguinte: Uma determineda ex-
tensdo holomdérfica c(u+iv) e n(u+iv) das fungées reais analiticas c(t), n(t), t €
I para um dominio simplesmente conexo adegquado 2, com I € 1 determinam.
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o integral de linha

/: n{w) A de(w) = /uw nf{w) A é(w)dw

™ (]

onde ¢(w) € a derivade compleza da funcdo holomdrfica c(w).

Demonstracao do teorema 6.1

1) Unicidade:

Suponha que X{u,v) € uma solu¢io do problema de Bjorling definida em 2
e seja X* : {1 — R3 sua superficie conjugada com X*(u,0) = 0,up € I.
Entéo f(w) = X{u,v)+iX"(u,v},w = u+iv € ) é uma curva isotrépica com
X = Ref, X* =Imfef = X,4iX; = X,~iX,. Agora como N = Zubde =
X, = N A X, e dai segue que f = X, —iN A X,. Como X (u,v) é solucio
temos f (1) := f (u,0) = é(u) — in{u) A é(u), assim f(u) = c(u) — 1 f n{t) A
de(t), Yu € I. E da observagao 12, f(w) = c(w) — ¢ [ n(w) A de(w), Vw € £
desde que 08 dois lados sejam funcdes holomorﬁcas de w. Assim, suponha
X . Q@ — RS3 outra solugio do problema e f{w) = X(u,v) + iX*(x,v),w =
w+iv € . Assim:

X(u,0) = ¢(u) = X(u,0), Yu € I,
N(u,0) = n(u) = N(u,0), Vu e I.

Além disso, f = X, —iNAX, = f(u) = f(1,0) = &) —in(u) Aé(u), Yu €
I = f(w) = éw) —in(w) A dw), Yu € (Y. Logo Ref(w) = Ref(w), Yw €
QN isto é, X(u,v) = X(u,v), Vvw=u+w e QnQ.

ii) Mostremos que (1) é de fato solugéo do problema de Bjérling. Considere
a curva holomérfica f : @ — C? definida por f(w) = c(w) — i [, n(w) A
de{w),w € Q. Para w € I, temos Ref (w) = ¢(w), Imf = —n(w) A (w).
Como os vetores &(w) e é{w) A n(w) sdo ortogonais entre si e tém o mesmo
comprimento e f (w) = é(w) —in{w) Aé(w), entdo Yw € I < f (w), f (w) >=

|¢(w)[* — In{w) A E(w)]* = 0, pois |?’(’w) A cw)? = |n(w)?jé(w)|?sin 90 =
|6(w){?; e portanto < f(w), f'(w) >= 0, Yw € Q. Dai { é isotrépica e
X(u,v) = Ref(w),w = u+iv € Q é uma superficie minima. Como ¢{w), n(w),

¢(w) séo reais para w € I, deduzimos que X {(u,0) = Ref(u) = c(u), Vu € I.
E X.(u,0) —iX,(x,0) = f'(u) = é(u) —in(u) A éu), Yu € I, e assim:
Xo(u,0) = é(u), X,(u,0) = nlu) Aélu).

Além disso temos X, (u,0) = N(u,0) A X,(u,0) e < Xu(n,0), Xo(u,0) >=
0 =< n(u},é(u) >, |N(u,0)| = |n(u)] = 1. E dal:

39



Xo{u, A X, (u,0) = — < nlu), é(u) > é(u)+ < élu), &(u) > nu) = |é(w)|n(u)
= | Xy A Xy = |é(u)]. E portanto

K (e, 00AXp (n,0)
N{u,0) = RO X D) = n{u), Yu € 1. |

6.2 Corolario:
Seja X (u,v) uma solugdo do problema de Bjorling dada por (1). Entdo:
(2) X(u,—v)= Re {c(w) + i [ n{w) A dc(w)} LW =u+ v

¢ solugdo do problema de Bjérling para a faiza S = {(c(t), —n(t),t € I}.
Demonstracgao E claro que X (u,—v) = X(u,v) é uma superficie minima.
Além disso:

. XonX,  XoAXoo  XuAX,

N{u,v) = = —N(u,v).

IXH/\X'U| B IXH/\X—L[ B —X‘u,/\X'v B

Sendo X (u,v) solugéo do problema, X (u, v) = Re {c(w) — 4 [ n(w) A dc(w)} ,
w € ) para a faixa S = {(c(¢),n(#)),t € I'}. Entdo temos:

X(w,0) = X(u,0) = c(u)
N(u,0) = —N(x,0) = —n(u).

E portanto:

w

X (u,v) = X (u, —0) = Re {c(»w) +i/u n{w) A dc(w)} weQ

i

é solucao do problema de Bjorling para a faixa § = {(c(t), —n{t)),t € I}. =

As férmulas (1) e {2) implicam os dois principios de simetria descobertos
por H. A. Schwarz:

6.3 Teorema

i) Todo segmento de reta contido em uma superficie minima € um eivo de
simetria da superficie.
1) Se uma superficie minima intercepta algum plano E perpendicularmente,
entdo E € um plano de simetria da superficie.

Este teorema é uma consequéncia imediata do seguinte lema:
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6.4 Lema

Sejo X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z{u,v)),w = u + v € Q uma superficie
minima nao-constante cujo dominico de definicdo Q contém algum intervalo
I que pertenca a reta real.
i) Se Yu € I os pontos X{(u,0) estdo contidos no eizo = entdo temos;

x(u, —v) = x{u, v)

y(u, —v) = —y(u,v)

z(u, —v) = ~—2z(u,v).
it) Se a curva 3, = {X{(u,0) : v € I} estd contida no plano-zy E, ¢ se a
superficie X intercepta E ortogonalmente em 5. entdo segue que

x(u, —v} = z(u,v)

y(u, —v) = y(u,v)

z(u, —v) = —z(u,v).

Demonstracac
i) Sejam c(u} = X(u,0),n(u) = N{u,0), Yu € I. Como X (u,0) esta contido

no eixo-x, Vu € I, temos c(u) = (c1(),0,0) e n{u) = (0,n2(u), na3(u)) =
nfu) A ¢lu) = (0,6 (u)ns(u), —é1(une(u)). Entdo considerando X(u,v) =

)
Re{c(w) — i [ n(w )/\dc(w)} Vuw € Q, e
X(u,v) = X(u, —v) {c(w )+ oo n( )/\dc(w)}, Yw € Q' temos:

X(u,0) = Re {(cl(u), 0,0)—i / :(o, e (s (), —és (u)ng(u))du}

u

X(u,0) = Re {(cl(u),O, 0) + z/u

+un

(0, & (uw)ng(u), —¢1 (u)ng(u))du} .

Logo,

w

X(u,v) = Re {(cl(w), 0,0) — qu
X(u,v) = Re { (€1(),0,0) +4. L :J(o} & (w)ng(w), —él(w)ng(w))d-w} |

(0, & (w)nz(w), =& (w)nz(w))dw} ,

)

Dal:

z(u, 1) = Re(e{w)) = E(u,v) = o(u, —v),

y{u.v) = Re {—z' e c'l(w)ng(w)dw} = —Re {z oo c'l(w)n;;(w)dw} =
—?}(u, U) = _y(u: F—T"T):

z(u,v) = Re{—z‘f;‘; —€ ('w)ng(w)dw} =
—Re {—i [}% éx(wing(w)dw} = —Z(u,v) = —2(u, —v),

ii) Se X intercepta £ = {z = 0} em c(u}) = X(u,0) ortogonalmente e se
n{u) = N(u,0) segue que c(u) = (e1{u),c2(u),0),n(u) = (n1{u), na(u),0) de
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onde n{u) A &u) = (0,0, n; (u)cs(u) — & (w)na(u)). E entdo:
X(u,0) = Re {(cy (1), ea(w), 0) = 1 [2(0,0, ny{w)és(w) — éx(w)ma(w))duw}
X(u,v) = X(u,—v) = Re{(¢1(w), ca(w), 0) + S (0,0, 2 (w)ép(w) -
er{w)ing(w))dw}. E assim:

z{u,v) = &y, v) = z(y, —v)

ylu, v) = §lu, v) = y(u, —v)

z{u,v) = Re{ 1 uu(nl('w éa(w) — é{w )ng(w))dw} ==

—Re{z (nl(w)cg( 1) — é(w }z— ) = —z{u, —v).

6.5 Lema

Seje X(w),w € Q, uma superficie regular de classe C3(Q,R3) e seja c(t) =
X(w(t),t € I, alguma curva reqular em X definida por alguma curva C°,w
I — Q em Q. Entdo vale:

i) A curva ¢ € uma geodésica e uma linhe assintdtica se, e somente se, ela €
um segmento de reta.

i) Seja c uma geodésica em X . Entao ¢ € uma linha de curvatura se, e somente
se, elo € yma curve plana.

i) Suponha que c estd contida em um plane E. Entdo ¢ é uma linha de
curvatura em X se, e somente se, X intercepta E ao longo de ¢ em um dngulo
constante . Além disso, se ¢ = § entdo ¢ € uma geodésica.

Demonstracao

Seja c{t) = X (w(f)).t € I curvaregular em X. Podemos asumir que ¢ coincide
com o parimetro comprimento de arco s. Seja {¢(s), S(s),R(s)} um triedro
mével ao longo de ¢(s), consistindo do vetor tangente t(s) = ¢(s), do lado
normal S(s), e da superficie normal R(s) = N{w(s)). Considere o triedro de
Frenet {t(s),n(s),d(s}} onde n(s) é o vetor normal a ¢(s) e b(s) = t{s) A n(s)
o vetor binormal de ¢(s). De [DHKW] pég. 15 temos:

(3) ¢ = K,S+K,R
onde K, = kcos@ é a curvatura normal de c e K, = t-ksenf é a curvatura

geodésica de ¢, cos@ =< n,R > et = kn, onde k denota a curvatura da curva

C.
i) Suponha ¢ uma geodésica e uma linha assintética, isto é, Ky (s) = 0 e

K,.(s) = 0. Entéo a relagao (3) implica ¢(s) = cte, ou seja ¢(s) é um segmento
de reta. Reciprocamente, se ¢(s) é um segmento de reta entdo 7 (s) = 0 e
de (3) K,(s)5(s) + Kn(s)R(s) = 0, como R(s) e 5(s) sdo li's, Ky(s) =0 e
K,(s) =0, ou sgja, ¢ é geodésica e uma linha assintética.

i} Suponha c(s) uma geodésica, isto €, K,(s) = 0 ou n(s) = +R(s). Entéo de
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b=tAn =>b =t Antinn = knAnttAn = tAn’ deduzimos b = tAR'. Pro-
jetando R em {£, 5, R} temos R =< Rt >t+ <R, 9> S+ <R . R>Re
como < HR>=1=22<R R>=0 Daf R =< R, t>t+ <K,5> 5,
isto é, R pertence ao plano gerado por t e S, que é o plano tangente. Logo
podemos escrever R = it + 1S = b =t A (nt + 1S = wEAS). Mas
S=RALSIANS=tARAY) = -RAOAI=—[< Rt >t— <t >R =R
Logo b = 7R assim b (s) = 0 < %(s) = 0, isto é R'(s) = m(s)t(s). Entao
concluimos que ¢{s) é curva plana se ; e somente se ¢(s) é uma linha de cur-
vatura.

iii) Introduza ¢(s) o angulo entre o plano tangente da superficie em w =
w(s) € o plano osculador da curva c, isto é, cos¢ =< R,b >. Entdo temos
icosn,o =< R b >+ < R > Suponha ¢ estd contido em um plano, ou
seja, b = 0. Se ¢ é uma linha de curvatura entdo pela proposicio de Olinde
Rodrigues (se¢io 1.9) —R' = &t onde k& = k; ou k.. Entdo uma linha de cur-
vatura satisfaz -£cosp = —k <1,b>= 0= ¢(s) = cte.

Reciprocamente, suponha ¢ uma curva planar com (s) = cte. Entao b (5) =0
e de Lcosp =< R,b > + < R,b >= 0 temos < R'(s),b(s) >= 0, ou seja,
R'(s) pertence ao plano gerado por t e n. Além disso, como R € T X,
temos

(4) R = Y1t + 7S,
Mas do feito anteriormente
(5) R (s) = n(s)t(s) + va{s)n(s).

para uma funcio apropriada 73(s). Entéo para todo valor admissivel do
pardametro s, pelo menos uma das duas relaces sdo satisfeitas yo(s) = y3(s) =
0 ou S(s) = n(s). Suponha que para algum valor admissivel sy a equacéo
S(so) = n{so) é satisfeita. Entdo temos < R(sq),b(s0) >= cte = b(sp) =
+R{sg), isto é p(se) = 0. Por outro lado ¢(s) = cte logo ¢(s) =0 => b(s) =
R(s) ou b(s) = —N(s). Agora por hipdtese b (s) = 0, e assim R'(s) = 0. Logo
de(4) e (5),

0= m(s)i(s) +72(s)S(s)

0 = mi(s)e(s) + 3(s)n(s).
Subtraindo temos, ¥2{s)S(s) —v3(s)n{s) = 0 e como S(s), n(s) sio li’'s devemos
ter Y2(s) = 73(s) = 0. Entdo ® = (s)i(s), o que significa que ¢(s) é uma
linha de curvatura.

Observacao 13 Observe que o lema anterior depende basicamenie de
N{w(s)) = R(s). Assim as afirmagées do lema continuam sendo vdlidas se
considerarmos X superficie minima ndo-constanie com pontos de ramificacdo,
e se c(t) for curva regular exceto para pontos isolados t € I; uma vez qgue N
estd bem definida nos pontos de ramificagdo.
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6.6 Proposicao:

Seja 8§ = {{c(t),n(t)) : t € I} uma faira real analitica cuja curva suporte
c(#) t € I é um segmento de reta. Entio

X (u,v) = Re {c(w) —i [ n(w) Ade(w)},w =u+iv,u € ]

define uma superficie minima onde c(u) = X(u,0) € uma geodésica. Além
disso, ¢ € também wma linha assintdtica de X e a superficie normal N{u,v)
de X coincide em I com n, isto €, N(u,0) = n(u).

Demonstragao: Imediata, basta observar que do teorema 6.1, X(u,v) é
solugdo do problema de Bjorling para a faixa S; entdo X(u,v) é uma su-
perficie minima e c(u) = X {u, 0), n{v) = N(u, 0),

Vu € I. Agora como c(t) é um segmento de reta, pelo lema 6.5)i) c(¢) é uma

geodésica e uma linha assintdtica de X.
[

Considere a faixa real analitica S = {(¢(t),n(f));t € I} cuja curva suporte
c estd contida em um plano E' com vetor normal e satisfazendo < n(t),e >=
cosp,t € I para algum angulo constante ¢. Entdo (1) define uma superficie
minima X para a qual ¢ € uma linha de curvatura contida no plano E que
intercepta X em c sobre um &ngulo constante . Reciprocamente, se ¢(t),t € [
é uma curva regular real analitica contida em um plano E e se ¢(t) é uma
fungéo real analitica, entdo

(6) S={(ct),nt)itell; n(t) = ecosp(t)+ é(t) A Wﬁ}'semp(iﬁ),

é uma faixa real analitica tal que n(t) intercepta E em pontos do suporte c(t)
sobre o dngulo (). Substituindo (6) em (1) e usando lema 6.5)ili) obtemos:

6.7 Proposicao:

Seja c(t),t € I alguma curva regular analitica real contida em um plano E
com um vetor normal e, e sejo @ um dngulo constante. FEntdo para w =

u+iv e uy €1,
(7) X{w) =Re {c(w) — e A [e(w) — cluo)lecosp — iseny [y < &w), é(w) >%d'we}

define uma superficie minima contendo c(u) = X(u,0) como uma linha de
curvatura planar. Além disso, X wntercepta F ao longo de um dngulo constante

©. Finalmente se ¢ = J entdo ¢ € uma geodésica planar de X.

Demonstragao

Substituindo (6) em (1) temos:

X(w) = Re {c(’tb) — 1 foecos(w) Ade(w) — i f, ¢lw) A el—éﬁu—)' sin {w) A dc(w)}
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= X{w) = Re{c{w) —ie A [e(w) — c{ug)] cos ¢w(w)—

¢ fuo (W) A em sin o(w) A de(w)}. Agora,

—% Jug G(w) A ey sinp(w) A de(w) =

—~ising {2 (< &(w), o(w) > s~ < 5. 6(w) > dw)) dw} =
—iseny [o (;‘:f:;’);g:: edw = —isin [0 < ¢(w), é(w) > dwe.
E portanto:

X{w) = Re {c(w) ~de Afe(w) — c{u,)] cos — ising [ < é{w), é(w) >%dwe} :
Agora como c¢(t) estd contida em um plano E, pelo lema 6.5)iii) ¢{f) é uma

linha de curvatura, e além disso , se ¢ = %, c é uma geodésica planar.
]

Na proposi¢io 6.7, escolhendo E como sendo o planc-xz, particularmente

obtemos:

6.8 Proposicao

Se ct) = (£(1),0,((#)),t € I € uma curva real analitica contida no plano-
zz E, entéo X(u,v) = (Ref(w),]m JELE (w)? + ¢ (w)?}odw, ReC('w)) define
uma superficie minima X que intercepta E perpendicularmente ao longo de c.
Além disso, a curva ¢ é uma linha de curvatura planar em X; de fato é uma
geodésica planar.

Demonstragao
Decorre da proposi¢ao anterior. De fato, tome e = (0,1,0) normal ao plano

E. De (7) temos:

X(w) = Re{(g(w):[}sC(wD - 3(01 lro)r/\ [(‘E(w?:OJC(wD_ , .
(£{uo), 0, ¢ (uo))lcosp — iseny f§ < (€ (w},0,{ (w)), (£ (w),0,{ (w)) >2 dwe}.
Agora observe que < n(t),e >= 0= cosp = ¢ = § = sengp = 1. Logo
X (u,v) = (Reg(w), Re (i [§'{€' (w)? + ' (w)*}idw) , Re((w)) =

X (u,v) = (Reg(w), Im [ {€ (w)? + ¢ (w)*}2dw, ReC(w)) -
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Capitulo 7

Exemplos

Neste capitulo iremos discutir alguns exemplos cldssicos de superficies
minimas.

7.1 Catendide e Helicoide

A superficie minima chamada catendide recebe este nome por ser obtida
pela rotagio de uma certa catendria ao longo de algum eixo. Se escolhemos o
eixo-z como eixo de rotagao, todos os catendides sdo gerados pela rotagdo das

catendrias

(1) z = acosh (z—'fl) ; 2 € R, zg, @ constantes erbitrdrias e o £ 0.

7.2 Teorema:

{(Teorema de Meusnier {BC])
Qualquer superficie minima de rotagdo em R® €, a menos de um movimento
rigido, parte de um plano ou parte de um catendide.

Demonstragao
Por um movimento rigido, podemos supor que a superficie em R é tal que seu
2

eixo de rotagdo coincide com o eixo-x. A superficie serd gerada pela rotagéo
da curva a(t) = (z(t), y(t), 0).

i) Se z(t) = cte entdo a superficie é um plano perpendicular ao eixo-x.

ii) Se x(t) % cte entdo I g tal que 2 # 0 numa vizinhanca de #,. Pode-
mos representar a curva ¢ por (z, y(z),0) em uma vizinhanga do ponto «(fy).
A parte da superficie obtida pela rotacio de « pode ser parametrizada por
X(z,v) = (x,y(z)cos(v), y(x)sin(v)), 0 < v < 27. Usando que X é minima
& H =0 [M], e calculando H obtemos;

H=0e —yy +1+y%=0.
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Resolvendo esta equacgéo obtemos y = acosh (ﬁ -+ b) (IBC] péag. 6). Logo
a curva o = (7,acosh(Z + b),0) € uma catendria e logo X (z,v) descreve o

catendide.
[ ]

Considerando a equagdo (1), podemos obter uma parametrizag¢do para o
catendide dada por:

x(u,v) = acoshucosv
(2) ¢ y(u,v) = —acoshusinw
zlu,v) =au, com —oco<u<oo, 0Lv<2r, se z=0

Seja w = u + v € C e considere as formulas
cosh(u + tv) = coshu cosv + isinhusinw

sinh(u + iv) = sinhu cosv + ¢ coshusin v.
Seja:
c-C?

w — f{w) = (acoshw, aisinh w, aw)

(3 1
curva isotrépica. Entdo vemos que X (w) = Ref(w).

Queremos encontrar & funcio de Welerstrass $(w) e a representagio Y (w)
dada no Cap. 3, secao 5.4; isto é:
r=a+ Re [{{1 —w?)S(w)dw
y= Re [{i(l + w?)S(w)dw
z = Re [{ 2wS{w)dw, com Y (wp) = Y(0)(= z(0,0) = o, y(0,0) =

z(0,0) = 0).
Primeiro introduzamos uma nova varidvel w = e™¥. Sejar = |w| e 8 =
argw, isto é, w = re??. Entio logw = logr +i0 = loge™ % = —u—fv = —u =

logr e § = —v. Dal
coshu = §(e7997 4 oo™y = 22 4+ 7].
cosv = cosf, sinw = —sinf.

Entao de (2) podemos escrever

m=%(%+r)cosﬁ'=Re%(-&;+w)
(4) y=%(%+r)5in9=Reig—(%—w)
z = —q logr = —Re o logw,

para 7,y, 2. De fato:

Entdo se escolhemos $(w) = 7%,w € C — {0} recafmos nestas equagdes
or = a+ Re [{’(1 —w?)5%dw =a+

Re g ¢ (1— %) dw=
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o+ Re [%(w—l)—}-%(;l;—ln =Re§(w+i),

oy = Re [{/i(1 +w?)55dw = Re <2 [ (1+ & ) dw = Re & (1 — ),
oz = Re [ 2wS(w)dw = Re [}’ 2w (5%) dw = Re (—aflogw — logl]) =
— Re clogw.

Considerando a expressao

C-C?®
w +— flw) = (@ coshw, aisinhw, aw)

3 7

obtemos a superficie conjugada do catendide X*(w) = Imf(w), que é dada
por

z*(u,v) = asinhusinwv

y*(u,v) = asinhucosv

2" {u,v) = av.
Ou ainda podemos escrever X*(u,v) = oY (v) + asinhuZ(v), onde Y(v) =
(0,0,v), Z(v) = (sinv,cosv,0}. Isto é, X* é uma superficie regrada com o
eixo-z como diretriz. Agora Vv € R, a curva X*(.,v) é um segmento de reta
que intercepta o eixo-z perpendicularmente. Se fixamos u # 0, entdo X*(u,.)
descreve a hélice de passo 27|a|. Esta hélice é o lado esquerdo do segmento
para « > 0 e o lado direito para a < 0. Loge X* é o helicéide. Em outras
palavras, a superficie conjugada do catendide ¢ o helicoide.

7.3 Proposicao:[BC]

Qualquer superficie minima reqular regrada de R® é, ¢ menos de um moui-
mento rigido, parte de um plano ou parte de um helicdide.

Demonstracao:

Se X C R3 é uma superficie regrada, entdo X pode ser representada local-
mente pela parametrizacao

(5) X(s,t) = afs) +16(s),

onde a(s} é uma curva regular, parametrizada pelo comprimento de arco s
perpendicular as retas de X, e §(s) é um campo de vetores unitarios ao longo
de a(s) e na direcdo das retas que passam através de as). Além disso, pode-
mos assumir a e J curvas holomérficas. De (5) temos:

X, =a'(s) +t5(s)

X: = p(s)

X A X, =a () AB(s) + 18 (£) A B(s)

X AX=E=/1+2%<a,f > +2|F 2.
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Logo o campo de vetores unitario normal N ao longo de a(s) é dado por:

& AB+tB AB
Jit+2t<d, B >+2F

N =

Temos que X é minima < H = S = 0[M]. Observe que Xy = 0 e

Xes =a +t3. Logo H=0= e =< N, X,, >= 0. Logo vemos que X é
minima &

(6) < BABE >+ [<BAB e >+<a ABS >+ <a' AB,a” >=0.

Observando (6) vemos que o lado esquerdo é um polindmio na varidvel ¢,
logo:

(7) <o ' AB " >=0
(8) < AB 0 >+ <o AB B >=0

(9) <BAB,B >=0.

Segue de (7) que o’ pertence ao plano gerado por a' e 8. Mas como «
é parametrizada pelo comprimento de arco entio « e @ sdo perpendiculares,
logo

(10) o é paralelo a 3.
Entdo < 8 A B3,a" >= 0. Logo de (8) temos
(11) <a' AB, 3 >=0.

Assim de (9) e de (11) vemos que 8 pertence simultaneamente ao plano
gerado por &' e 3 e ao plano gerado por § e . A interseciio destes dois planos
contém pelo menos o subespago gerado pelo vetor 8.

Se existe um ponto onde § nao é paralelo a 8 entao dentro de uma vi-
zinhanca deste ponto esses dois planos coincidirao e o' é paralelo a #. Como
a e {3 sAo funcdes reais analiticas isto ocorre em todo lugar. Portanto temos
que (BAe)Y =8 Aa' +B8Aa = 0. Assim o plano gerado por 8 e o é
constante. Logo 7 = 0 e portanto « é uma curva plana e a superficie descrita
por X é parte de um plano.

Por outro lado se @ ¢ paralelo a § em todo lugar e &’ e 8 nio séo paralelos
num ponto, entdo isto ocorre nas vizinhangas deste ponto. Neste caso temos:
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(12) a curvatura k e a torgdo 7 de « sdo constantes.

De fato, de k=< o', >ede<a,f>=0=<a ,8>= - <o, > segue
que +E = (<a" 8> = (<o, f > =-<a,f>-<a,f >=0
logo k é constante.

Agora pelas férmulas de Frenet b = o’ A8 =< 8,8 >=< &' A B,8 >
+ <o ABB >=< o AF,B >, logo +7 =< &' A, > . Portanto
—i—% =<a AG.B >+ <a AB,B >=0. Ou seja, 7 é constante.

Agora como £ = cte < afs) é uma hélice ([K] pdg. 75), a menos de
um movimento rigido em R3, a(s) pode ser representada pela parametrizacéo
als) = (Acosas, Asinas, bs) onde A%a%+b? = 1. Como 3 é paralelo a o™ temos
B(s} = +(cosas,sinas,0). Logo a(s)+t8(s) = ((A+t)cosas, (A+t) sinas, bs),
e fazendo u = A4, v = s, obtemos X(u,v) = (vcosav, usinav, bv}. Assim X

é parte de um helicdide.
|

Usando as equagdes diferenciais das linhas assintéticas e das linhas de
curvatura descritas nas secoes 1.11 e 1.8 respectivamente, vemos que para
o catendide as linhas assintéticas sao dadas por a(t) = X{(+v(t) + (1), v(t)),
e as linhas de curvatura por u = cte ou v = cte, isto é, as linhas de curvatura
sa0 as curvas coordenadas. Logo pelo teorema 3.2, para o helicdide as linhas
de curvatura sao aft) = X(+v(t) + k(t),v(t)) e suas linhas assintéticas sao
as curvas coordenadas.Um esbogo das linhas assintéticas e das linhas de cur-
vatura pode ser visto nas Fig. 3 e Fig. 4, respectivamente.

As superficies associadas do catendide sdo dadas por
Z(w.8) = Re {e‘wf(w)} = X(w)cos® 4+ X*(w)sinb, 0 € R, isto é
2 = acoshucosvcosf + asinhusinvsiné
y = —acoshusinvcosd + asinhucosvsiné
2= qaucosf+ avsind.
Observe que se f = 0, Z(w,0) é o catendide, ese § = §, Z{w,5) éo
helicéide.Um esboco destas superficies € dado na fig. 5.
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Fig. 3: Ilustracdo das linhas assintéticas(de vermelho) do

catenoide e do helicoide.

Fig. 4: Tlustracdo das linhas de curvatura(de vermelho) do
catendide e do helicéide.
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g = —')-,:-r helicéide (@ -
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Fig. 5: Familia de superficies associadas ao catenéide.



7.4 A segunda superficie de Scherk

Considere a superficie minima Y( ') deﬁmda por
r=a+ Re [{'(1 —w _‘:‘(,u)
y= Re [’ i(1 +w?)S(w)dw
z =194 Re [ 2wS(w)dw, com a funcao de Weiertrass S(w) =
L“_;ﬂ a,3 € Ria® + 5% # 0. Dai podemos escrever:

- 3:=a+Reﬂf;‘(u—L—l)d¢u-—a+Re—(—i’i( —w) =
a-l-Re[%{f—l— )—a+z’3—z (L +.u)J= [ (2 +w) -»u?+1 5L+ )
y:Re[ QTEB fl (1-!-—;)@] Re["m ﬁfl (1+ )du}]:

=2y — 1]

Re[

14w = v + Re[(—a +i8)(Inw)].

et

z2=9+ Re(—a+1i8) [{

Agora se substituimos w = ™, w = u+1v, as expressoes anteriores podem
ser escritas como:

T = Re L%(e“' +e7%) + 5 - z'g(e“’ - e“”)] = Re[%(e“(’cosw +isinv)
+e ¥(cosu — isinv)) + 8 — ‘5' (e*(cosv + isinv) + e “(cosv — isinw))] =
a cos v(£H) 4 Fsinv(E5E— ) = acosvcoshu + Fsinvsinhu

= Re=%— J(e —e¥) = Re"’;'g(e‘“(cos?: — isinv) — e¥(cosv +
) sinv+/0 (9—“9—") cosv = —acosh usinv+Fsinh ucosv

i sinw)) = —0 (

z = y+Re(—a+if8)ine™™ = y+ Re[(—a+1i8)(—u—iv)] = y+au+fv.

Logo obtemos uma representagao parameétrica de uma familia de superficies
minimas:

X(u,v) = (acosv cosh u+/3sin v sinh v, —a cosh usin v+ 3 sinh u cos v, y+au+5v).

Para uma escolha fixa de a, 3, v denotaremos esta superficie por segunda
superficie de Scherk. Desta familia quando a = 0 ou 8 = 0 obtemos um
helicéide e um catendide. De fato podemos escrever X (w) usando as féormulas:
X (w) = (coshucosv, —coshusinv, u) para o catendide.,

X"el(w) = (sinhusinv,sinhucosv,v) para o helicéide. e escolhendo v = 0,
temos:

X (w) = aX(w) + BX" (w).
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Também podemos escrever o = ccosf, 3 = esinf com ¢ = /a? + 7, e dai
segue que:
X (w) = cfcos 8X“ (w) + sin 8X " (w)].

Em outras palavras, a segunda superficie de Scherk nada mais é do que uma
superficie associada do catendide (veja Fig. 6).

Fig. 6: A segunda superficie de Scherk (superficie do tipo he-
licoidal).

7.5 A superficie de Catalan

A superficie de Catalan é obtida resolvendo o problema de Bjorling para
a faixa consistindo do cicléide ¢(t) = (1 — cost,0,t —sint), t € R e de sua
normal principal.

De fato, ¢(t) = (1 — cost,0,t —sint), t € R é uma curva regular analitica
contida no plano-zrz, entao pela proposicao 6.8:

X (u,v) = (Re(l — cosw), Im [}’ {(1 — cosw)? + (w — sinw)?} 3dw,
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Re(w —cosw)), w=u+iweC

define uma superficie minima que intercepta palno-xz ao longo de ¢. Além
disso. ¢(f) é uma linha de curvatura e uma geodésica de X, e o plano-xz é um
plano de simetria de X. Mas: _ _

x(u,v) = Re(l—cosw) = 1—Re (_ew;vzﬂ) = 1—Rej(e*(cosu+isinu)+

v

e“(cosu—isinu)) =1— Re (cos u(E=f—) + isinu( <= )) = 1—cosucoshv

y(u,v) = Im [§'{sinw + (1 — cos u!_)z}%dw = Imfy \/{:2(1 — cosw)dw
= 4sin ‘—5 sinh £,
ol eiu—-u_e—-m+v =Ygt vyt

2(u,v) = Re(w—sinw) = u— Re*———— = u—Re(cosus——+isinus—S-=
= u — Re(sinucoshv + icosu sinhv) = u — sinucoshv.

Logo a superficie de Catalan X pode ser escrita como

X(u,v) = (1 — cosucoshv,4sin § sinh §, u — sinucoshv).

Dai temos X,(u.,v) = (sinucoshv,2cos3sinh3,1 — cosucoshv) e assim
Xy(u,v) = 0 = (u,v) = (27k,0),k € Z. Isto é os pontos de ramificagao
de X sao da forma (27k,0),k € Z. As imagens destes pontos sao as cispides
do cicléide ¢(u) = X (u,0) = (1 —cosu.0, u—sinu). Veja uma ilustragio destes

pontos na Fig. 7.

Considere a curva isotrépica f : € — C® dada por
flw) = (1 — cosh(iw), 4i cos %,w-i-isinh(iw)). Observe que f(w) pode ser
escrita como:
flw) = (1 —cosucoshv+isinusinhv, 4i(cos £ cosh § —¢sin § sinh £), u+w —
sinu cosh v — i cosusinh v).

E assim X (u,v) = Ref(w). Em outras palavras a superficie de Catalan pode
ser escrita como X (u,v) = Ref(w), e sua superficie conjugada tem a repre-
sentagao:

X*(u,v) = (sinusinhv.4cos § cosh 3. v — cosusinhv).

As superficies associadas da superficie de Catalan sao dadas por Z(w.f) =
Re{e ? f(w)} = X(w)cosf + X*(w)siné, 6 € R; isto é
x = (1 —cosucoshv)cosf + sinusinh v sin 8,
y = 4sin § sinh § cos § + 4 cos § cosh $ sin 6,
2= (u—sinucoshv)cosf + (v — cosusinhv) sin 6.
Um esbogo destas superficies é dado na fig. 8.



Fig. 7: A superficie de Catalan é obtida como solugao do problema
de Bjorling para o cicloide (de vermelho) e sua normal principal. Seus pontos
de ramificacao sao as cispides do cicloide.



Fig. 8: Familia de superficies associadas & superficie de Catalan.
{0 =0 (Catalan), 0 = %, 8 =5, 8 =3}
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7.6 A superficie de Henneberg

Resolvamos o problema de Bjoling para uma faixa real analitica {(c(t), n(f));
t € I'} onde ¢(t) = (x(t),0,2(t)) = (cosh2t—1,0. — sinh ¢+ sinh 3t)(c(t) é uma
parametrizacao da pardbola de Neil),t € I e n seu vetor normal principal. Ob-
serve que ¢(t) estd contida no plano-xz. entao pela proposicao 6.8: X (u.v) =
(Re(cosh 2w — 1), Im [3*{(cosh 2w — 1) + (—sinhw + 1 sinh 3w) ?} 3 duw,
Re(—sinhw + é sinh3w)).w = u+ 1w € C, define uma superficie minima que
¢ chamada de superficie de Henneberg; além disso ¢ é linha de curvatura
e geodésica de X, e o plano-xz € plano de simetria. Podemos escrever X (u,v)

da seguinte forma:

r = Re(cosh2w — 1) = Re(—1 + cosh 2ucos 2v + 1 sinh 2usin2v) = —1 +
cosh 2u cos 2v
Agora usando as identidades: cosh2t = 1+ 2sinh’t, %sinh 3t — sinht =
% sinh® ¢, obtemos:

y = Im [§'{(2sinh® w)?+ (3 sinh?® w)?}idw = Im [*{(4sinhw coshw)?+
(4sinh®w cosh w)?}2dw = I'm [¥{16 sinh? wcosh? w + 16 sinh* w cosh® w} 2dw
= "?1 sinh 3usin 3v — sinh usin v

z = Re(—sinhw+3 sinh 3w) = Re(—sinhucosv—i coshusin v+ sinh 3u
cos 3 + 5 cosh 3usin 3v) = —sinhu cos v + 313- sinh 3u cos 3v.

Logo a superficie de Henneberg pode ser escrita como:

r = —1 4+ cosh 2ucos 2v
y = —sinhusin v — £ sinh 3usin 3v
z = —sinhucos v + 3 sinh 3u cos 3v.

Por outro lado considerando a curva isotropica f(w) = (—1 + cosh 2w,
i cosh w+% cosh 3w, — sinh w+3 sinh 3w) = (—1+cosh 2u cos 2v-+i sinh 2u sin 2v
.2 coshu cos v — sinh usin v +  cosh 3u cos 3u — 3 sinh 3usin 3¢, —sinh % cos v —
1coshusiny + % sinh Jucos 3v + % cosh 3usin 3v). vemos que a superficie de
Henneberg é X(u,v) = Ref(w), e sua superficie conjugada X~ tem a forma:
r* = sinh 2usin 2v
y" = coshucosv + % cosh 3u cos 3v

2* = —coshusiny + % cosh 3usin 3v.



Agora X, (u,v) = (2sinh 2u cos 2v, — cosh w sin v—cosh 3w sin 3v, — cosh w cos v+
cosh3ucos3v). E de X, (u,v) = 0 temos que (u,v) = (0,%F),k € Z fornecem
os pontos de ramificagao de X, e logo de X*. A curva:

X*(0,v) = (0, cos®v, =3 sin’ U) & um asterdide no plano-yz conectando os giia-
tro pontos de ramificacao da superficie conjugada a superficie de Henneberg

para 0 < v < 2m. Veja ilustracao na Fig. 10.

Por outro lado, X (0,v) = (=1 + cos2v,0,0) é um segmento de reta, logo
pelo lema 6.5 é uma geodésica e uma linha assintdtica, e pelo teorema 6.3 é uma
linha de simetria de X. Além disso os pontos finais de X (0,v) sao dois pontos
de ramificacao de X. O segmento de reta X*(u,0) = (0, scosh’u,0) = eizo—y é
uma linha de simetria de X*, e também uma linha assintética e uma geodésica.
Veja ilustracao Fig. 11.

A familia das superficies associadas & superficie de Henneberg é dada por:
z = (—1 4 cosh 2u cos 2v) cos # + sinh 2u sin 2v sin 0,
y = (— sinh usin v— % sinh 3u sin 3v) cos §+ (cosh u cos v+ 3 cosh 3u cos 3v) sin 6,
2z = (— sinh u cos v+3 sinh 3u cos 3v) cos §+(— cosh usin v+3 cosh 3usin 3v) sin 6.
Um esbocgo da superficie de Henneberg e suas superficies associadas é dado nas
figuras 12 e 13.

Fig. 9: A superficie de Henneberg é obtida como solugao do prob-
lema de Bjorling para a parabola de Neil (de vermelho) e de sua normal prin-
cipal.

59



Fig.10: [lustragao das linhas de simetria (de vermelho) para a
superficie de Henneberg (0 < v < 7,u < [375|) e para sua superficie conjugada

(0 < v < mu < |3(5]), respectivamente.

Fig. 11: llustracao da superficie conjugada da superficie de Hen-
neberg para 0 < v < 27. Os quatro pontos de ramificacao de X* sao conecta-
dos pelo asterdide (de vermelho).
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Fig. 12: Parte da superficie de Henneberg e suas associadas
correspondendo a variacao 0 < u < % el <y <.
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Fig. 13: Parte da superficie de Henneberg e suas associadas
correspondendo a variagao u < || e v < |2].
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