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Çapítulo 1 
I 

I 

ntrodução. 

m muitas pesquisas agricolas, as variáveis resposta de interesse são categorizadas, isto 

éj mensuradas em escala nominal ou ordinal. Por exemplo, o número de espigas de milho 

pfr planta, número de grãos por vagem, tamanho de bulbos (pequeno, médio e grande), 

e tado de conservação de frutos (bom, regular, péssimo), entre outras, pertencem a essa 

c asse de variáveis. 

Nos experimentos agrfcolas, quando as variáveis resposta são categóricas, mas as

s mem valores numéricos, a técnica de análise usualmente empregada é buscar trans

f rmações dessas variáveis de modo satisfazer os pressupostos da análise de variância do 

rriodelo linear comum e realizar comparações múltiplas entre as médias dos tratamentos. 
1 

l O objetivo desse trabalho é apresentar e discutir o método de quadrados mfnimos 
' 

p~mderados (QMP), também conhecido como método GSK, como alternativa para análise 
\ 

d' dados dessa natureza. Nessa discussão, é enfatizada a representação geométrica das 

interesse buscando facilitar sua interpretação e as provas de teoremas 

r !acionados. 

As técnicas estatisticas para análise de dados categóricos foram desenvolvidas a partir 

d~s anos 60. Nessa década, muitos trabalhos foram publicados discutindo a abordagem 

q~e tornou-se conhecida como modelos log-lineares. Bishop et ai. ( 197 5), Fienberg 

(~980), Haberman (1978, 1979) publicaram livros onde estão resumidos muitos dos tra

btlhos baseados na teoria de máxima verossimilhança, desenvolvidos na década anterior. 

I Grizzle, Starmer e Koch (1969) propuseram uma abordagem alternativa para a análise 
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e dados categorizados com base na teoria de modelos lineares e quadrados mfnimos pon

erados, conhecida como método GSK. Nesse trabalho, é descrito um método não itera

ivo para ajuste de um modelo linear a um conjunto de dados com distribuição produto 

e multinomiais, baseado nas estatfsticas de Wald (1943) e Neyman (1949). O interesse 

descrever a variabilidade entre funções do parâmetro 1r que indexa a distribuição dos 

ados. Essas funções devem ser tais que as derivadas até ordem dois com respeito às 

omponentes de 1r existam e a matriz de derivadas de primeira ordem tenha posto linha 

ompleto. Em particular, são analisados casos onde as funções de interesse são lineares 

u logarftmicas . 

Forthofer & Koch (1973) generalizam a aplicação do método GSK para o caso de 

ombinações de funções lineares, exponenciais e logarftmicas. Muitos dos trabalhos sobre 

abordagem GSK estão resumidos em Forthofer & Lehnen ( 1981). Eles destacam a 

exibilidade do método de QMP e apresentam uma grande variedade de aplicações. 

Freeman (1982), ressalta que o método de QMP é computacionalmente mais simples 

ue o de máxima verossimilhança e permite a estimação de funções complexas de variáveis 

tegóricas. 

Koch et al (1983), apresentam as abordagens de máxima verossimilhança, quadrados 

rfl.fnimos ponderados e testes aleatorizados na análise de dados categóricos. Esses autores 

~estacam que quando os dados analisados têm distribuição de Poisson ou multinomial, o 

rétodo de Q.M.P apresenta algumas caracterfsticas importantes: 

11. Os estimadores de Q.M.P. pertencem à classe dos estimadores BAN (best asymptot-

1 

ically normal), isto é, têm mfnima variância assintótica entre todos os estimadores 

não viciados do parâmetro de interesse e são assintoticamente normais; 

2. O estimador de Q.M.P. do vetor de parâmetros é assintoticamente equivalente 

ao estimador de máxima verossimilhança, no sentido de que possui a mesma dis

tribuição aproximada quando os tamanhos das amostras utilizadas para o cálculo 

das componentes da função de interresse são suficientemente grandes; 
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I 

3. A estatistica de Wald para teste do ajuste do modelo proposto e as estatfsticas 
' dos testes de hipótéses lineares são assintoticamente equivalentes às estatísticas 

correspondentes baseadas na razão de verossimilhança; 

Em todas as publicações anteriormente referidas, os exemplos objeto de análise provêm 

uase exclusivamente da área de ciências médicas ou sociais. Verifica-se que pouca ênfase 

dada à aplicação desses métodos na pesquisa agrfcola. 

Essa dissertação constitui-se de cinco capftulos e dois apêndices, CUJO conteúdo é 

esumido a seguir. No capitulo 2, é feita uma revisão sobre o modelo linear comum 

incluindo avaliação da qualidade do modelo, estimação de parâmetros pelo método de 

quadrados minimos ordinários e testes de hipóteses lineares. Além da postulação usual 

4e coordenadas fixas, é apresentada a postulação de coordenadas livres conforme descrita 

~m Arnold (1981). No capitulo 3 são caracterizadas situações em que o método QMP é 

tttilizado, a modelagem da esperança assintótica de funções de estimadores de parâmetros 

1e interesse, descreve-se o método de estimação, as propriedades assintóticas dos esti

tadores resultantes e testes de hipóteses lineares sobre o vetor de parâmetros do modelo 

proposto. No capitulo 4 caracterizam-se situações em que os dados são adequadamente 

modelados pelas distribuições de Poisson e multinomial e obtidos estimadores consis

tentes das matrizes de covariância assintóticas de funções dos parâmetros que indexam 

tais distribuições. Análises detalhadas de aplicações na pesquisa agricola são apresen

t~das no capitulo 5. No apêndice A, são apresentados definições e teoremas em álgebra 

Hnear e no apêndice B, definições e teoremas relacionados com propriedades assintóticas 

qe estimadores e estatisticas de teste. No apêndice C constam os programas utilizados 
I 

~ara análise dos exemplos do capitulo 5. Os teoremas utilizados nessa dissertação serão 

i~entificados no texto através da letra do apêndice seguida do número do teorema. 
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papítulo 2 
i 

modelo linear 

~m modelo estatÍstico resulta de técnicas que buscam expressar de forma quantitativa 

a relação entre variáveis resposta e variáveis preditoras. Quando o interesse concentra* na modelagem de uma única resposta, o modelo é dito univariado. Nesse caso a 
I 

ifformação sobre a natureza dessa relação é obtida através de um vetor de observações 

f
, = (lí, Y2 , ••• , Yn) que corresponde a uma amostra aleatória de populações conceituais 

e observações da variável resposta. 

Um modelo estatfstico é dito linear (nos parâmetros) se postula que a esperança de 
i 
c~da observação }i pode ser escrita como uma combinação linear de p parâmetros descon-

, 

hecidos /311 /32 , ••• , /3p· Arnold( 1981), Joshi( 1987), Searle(1971 ), entre outros, caracterizam 

cpmo modelo linear aquele que além de ser uma função linear dos parâmetros, satisfaz às 
i 

shuintes pressuposições: 

1

,' i) As variáveis }i têm todas a mesma variância a2 (desconhecida) e são não correia

c onadas, isto é, a matriz de covariâncias de Y é da forma a 2I, ( a2 >- O); 

ii) As variáveis Yi têm distribuição normal . 

Quando o modelo é linear nos parâmetros mas alguma das pressuposições acima não 

s~ cumpre o modelo é dito modelo linear geral. 

É importante ressaltar que na maioria dos casos, as verdadeiras relações entre as 

variáveis envolvidas nos fenômenos que se buscam modelar não são lineares. Usam-se 

njtodelos lineares porque freqüentemente eles representam uma boa aproximação dessas 

rflações. Além disso, a natureza aditiva dos modelos lineares torna-os mais fáceis de 
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rabalhar matematicamente que os modelos não lineares. 

Um modelo linear pode ser postulado de diferentes formas. !'ia seção 2.1. serão 

, iscutidas as postulações de cordenadas livres e de coordenadas fixas. descri tas em Arnold 

(1981). 

A concordância entre o modelo proposto e os dados observados é avaliada através 

e estatfsticas de ajuste do modelo e da análise de res{duos. No modelo linear comum , 

sa-se como estatfstica do ajuste o coeficiente de determinação. Esse coeficiente mede a 

rcentagem da variabilidade total de um particular conjunto de dados que é explicada 

elo modelo proposto. Os resfduos são a diferença entre os valores observados e preditos 

~elo modelo. A análise dos residuos busca detectar o não cumprimento das pressuposições 
i 

( ) e (ii). 

Quando a variabilidade da resposta que se deseja modelar é adequadamente descrita 

ravés do modelo proposto e não há evidência suficiente de violação das pressuposições, 

etapas subseqüentes da análise são a estimação de parâmetros desconhecidos e a re

a ização de testes de hipóteses sobre eles. A adequação do modelo proposto (ajuste e 

a álise de resfduos) , estimação de parâmetros e testes de hipóteses no modelo linear 

shão objeto das seções 2.2 e 2.3 e 2.4, respectivamente. 

j Nesse capitulo, as estatfsticas de interesse no modelo linear sao expressas como 

p~ojeções ou normas de projeções com base na postulação do modelo de coordenadas 

res. Essa abordagem busca facilitar a interpretação de estatfsticas de interesse e provas 

teoremas. 

Modelo de coordenadas livres versus modelo de 

coordenadas fixas. 

Seja V um subespaço do I Rn com dimensão p e Y = ( Y1 , Yi, ... , Yn) um vetor aleatório 

otservável. Considere que pressuposições (i) e (ii) valem. 

I Denote E(Y) = J.L .Um modelo linear pode ser então postulado afirmando-se que 
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~ E V. Como dim(V) = p, qualquer matriz B cujas colunas constituem uma base de 

V, tem posto-coluna completo igual a p. Sejam b1. b2, .. , bp as colunas de B. Então, se 

IA: E V, J.l pode ser escrito como combinação linear das colunas b1. b 2 , .. , bp de qualquer 

~ase B, isto é , existem escalares 11 , 12 , •.. , /p não todos nulos tais que: 
I 

Dessa forma, postular que 

(2.1) 

corresponde ao modelo 

ppts: 

J.l =!1 + /2 + ... + lp 

buli + ... + b1p/p 

= 
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/1 

=B"Y 

I bnl bn2 bnp /p 

~de { = (111 12 , ••• , /p) é a parametrização correspondente à base B. Os parâmetros 

l1 , 12 , ••• , {p para uma particular escolha de base B são as coordenadas do vetor J1. com 

r~lação à base B. 

Como não foi escolhida uma base, as coordenadas do vetor de esperanças (E(Y) = p) 

com relação à base não foram fixadas e o modelo assim postulado é dito modelo de 

coordenadas livres. 

Seja X uma base de V. Então X é (n x p) de posto p, X'X é inversivel e existe um 

~nico (3 ERp tal que J1. = Xf3 (Teorema A2). Dessa forma, 

(2.2) 

Escolhida uma base para V, representada pelas p colunas Xj = (x 1j, x 2j, ... , Xnj) da 

matriz X, o modelo passa a ser postulado da seguinte forma: 

f3t 

Jl.n Xnl Xn2 Xnp 

onde valem as pressuposições (i) e (ii). Uma forma resumida dessa mesma postulação é 

feita usando notação matricial: 

(2.3) 
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O modelo definido acima é dito modelo de coordenadas fixas. 

I Arnold (1981), enumera as seguintes razões para o uso do modelo de coordenadas 

1
.1 
~vres: 

1 

(1) Não é necessário escolher uma base para o subespaço V. Esse subespaço pode 

s r descrito por uma de suas bases ou por um conjunto de restrições lineares que os 

e ementos do subespaço devem satisfazer. A segunda abordagem parece mais razoável 

ara problemas de análise de variância, onde freqüentemente não existe uma base natural 

ara o fenômeno; 
i 
I ' 

(2) Na postulação do modelo livre de coordenadas, a maior parte das estatísticas 

qe interesse podem ser interpretadas como projeções ou normas de projeções. Como 

essas projeções não dependem da base, geralmente, toma-se uma base ortogonal, o que 

simplifica as provas; 

(3) As fórmulas das estatisticas são muito mais fáceis ele interpretar quando expressas 

como projeções que quando expressas como matrizes; 

( 4) Em muitos problemas particulares ele análise de variância, as fórmulas são mais 

f'ceis de derivar usando propriedades de projeções que expressões matriciais equivalentes. 

A seguir serão apresentados alguns exemplos elas duas formulações do modelo para 

cada problema especifico. 

2.1.1 Modelo para uma amostra de uma única população. 

~ejam }í, Y;, ... , Yn variáveis aleatórias independentes com distribuição comum N1(B, a 2
), 

()E R, a 2 E (0, oo ). Usantlo notação matricial: 

ande JL = (0,0, ... ,0) eY = (Yí,Y2 , ••• ,Yn) 

Essa postulação corresponde à idéia de que as componentes do vetor observado Y são 

<tiundas de uma mesma população e conseqüentemente o vetor de esperanças JL pertence 
I 

aio subespaço dos vetores de Rn onde todas as componentes são iguais a O para algum 
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() E R. Seja Yí. esse subespaço. Então, uma versão equivalente desse modelo é: 

(2.4) 

O modelo descrito acima corresponde à versão livre de coordenadas . 

I Como o subespaço Ví tem dimensão um, qualquer vetor pertencente a esse subespaço 

c~nstitui uma base. 

I Seja Xnxt = (1, 1, ... , 1). O modelo de coordenadas fixas equivalente a (2.4) para essa 
I 

e$colha de base é: 

J.l = X/3 

e nesse caso , f31x 1=() é um escalar e representa a média populacional. 

2.1.2 Análise de variância com um fator. 

Qeseja-se avaliar o efeito de um fator (tratamento) com k nfveis T1 . T2 , ... , Tk sobre alguma 

resposta de interesse. Em cada subpopulação é retirada uma amostra Y1• }'i, ... , r~., 

representativa da população conceitual correspondente ao tratamento i (i= 1, 2, ... , k). 

Considera-se que Y;j- N( ()i, a 2 ), ()i E R, a2 E (O.oo ), (j = 1, 2, ... , ni). Na forma matricial 

o modelo é expresso como: 

O!Jlde J-L = (011 ... ,()1 , •.. ,ek, ... ,ek) e Y =(Y11 , ..• , Yrnp···, Yí.1 , ... , Yí.nk) e n = L:nk. 
Seja V2 um subespaço k-dimensional do Rn onde os n 1 primeiros elementos são iguais 

a fJ11os n2 elementos seguintes iguais a 02, •.. , os nk últimos elementos são iguais a ()k. 

para alguma k-upla ( Ot, 02 .•• , fJk) E Rk. Então a formulação livre de coordenadas para o 

modelo é: 

(2.5) 
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Seja a matriz X abaixo: 

1 1 

1 1 

1 o 

1 o 

o 

o 
1 

1 

o 

o 
o 

o 

1 -1 -1 -1 

1 -1 -1 -1 

o 

o 
o 

o 

o 

o 
o 

o 

-1 -1 

-1 -1 

X é n x k de posto k e portanto possui k colunas linearmente independentes que 

q::mstituem uma base de v2. 
O modelo de coordenadas fixas correspondente a (2 . .5 ), para essa particular escolha 

qe base é: 

f.l = X/3 

onde as componentes do vetor de parâmetros f3 = (;30 , /31 , ... ,.3k-d têm a seguinte inter

pretação: 

f3o =média geral; 

/3i = efeito diferencial do tratamento i , com relação à média (i = 1, 2, ... , k- 1 ). 

A cada base (matriz) escolhida c01·responde uma parametrização e vice-versa. A 

parametrização deve ser tal que X tenha posto completo e que os parâmetros sejam 

interpretáveis. 
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*.1.3 Análise de regressão múltipla 
! 

~eseja-se explicar a variabilidade de uma resposta Y através de um conjunto de variáveis 

~reditoras XI, X2, ... Xk (conhecidas). Sejam Y1 , }·;, ..• ,}·~uma amostra aleatória com Yi

ÁriCt Xij/3j, cr2 ) com /3i E R, cr2 >-O. Nesse caso existe uma base natural para o modelo T J=I 

1ue é então postulado,da seguinte forma 

I 

f.l = X/3 
i 
I , 
~nde X =[xii] é uma matriz n x k de constantes conhecidas correspondentes aos níveis 

das variáveis preditoras XI' x2, ... xk e 3 é vetor k X 1 de parâmetros desconhecidos do 
i 

rpodelo.Apesar da existência dessa base natural podemos escolher outra base B qualquer 
! 

t~l que o espaço-coluna de B, denotado por C(B) é igual ao espaço-coluna de C( X), 

+m afetar o ajuste do modelo, os valores preditos e os resfduos. Tal fato é justificado 

~elo Teorema Al.S e será explicado nas seções subsequentes. Muitas vezes, para resolver 

~roblemas de mau condicionamento da base natural X. usa-se uma base ortonormal 

Jo C(X). Para maiores detalhes sobre condicionamento da matriz do modelo e outros 
I 

diagnósticos de colinearidade, ver Montgomery & Peck, ( 1982). 

2.2 Avaliação da qualidade do modelo. 

A postulação de um modelo estatistico inclui. além do modelo matemático proposto, pres

S!Uposições sobre a distribuição dos dados. Portanto, a qualidade de um modelo estatístico 

relaciona-se com o ajuste dos dados ao modelo matemático proposto e o cumprimento 

das pressuposições. Como medida geral de ajuste. usa-se o coeficiente de determinação. 

Evidências sobre o possfvel não cumprimento das pressuposições são investigadas através 

da análise de res{duos. 
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I 

I 

.2.1 Coeficiente de determinação. 

coeficiente de determinação (R2
) é uma medida resumo que representa a percentagem 

e variabilidade de um conjunto de dados que é explicada pelo modelo proposto. Geo

etricamente, corresponde ao cosseno do ângulo (a) entre o vetor de observações Y e 

a projeção ortogonal em V, Py Y: 

{2.6) 

I IIPv Yll 2 é a variabilidade explicada pelo modelo (Soma de quadrados devida ao 

zrodelo) e IIYII 2
, a variabilidade total (Soma de quadrados total). 

I Como O ::::; IIPv Yll ::::; JIYII (Teorema Al.5-d), o coeficiente de determinação definido 

~ (2.6) pode assumir valores entre O e 1. Observe que o coeficiente de determinação 

i~depende da base escolhida. 

I Como medida de ajuste global, o coeficiente de determinação não dá evidência sobre o 

,ão cumprimento das pressuposições do modelo linear (normalidade. homocedasticidade 

el independência). 
! 

~ .2 .2 Análise de resid uos. 

Seja o modelo ajustado 

correspondente ao modelo de coordenadas fixas definido em (2.3). ~ é o estimado r de 

quadrados minimos de j3 e e o vetor de residuos. 

Quando o vetor de parâmetros do modelo é estimado pelo método de quadrados 

mfnimos, o vetor de resfduos (e) é ortogonal ao vetor de estimativas CY =X~). Assim, 

o vetor de observações Y pode ser decomposto na soma direta ortogonal de Y = P~ Y e 

~.isto é, 
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.l 
Y = Y EB e. 

Logo, o vetor de resfduos é o complemento ortogonal de Y em I Rn e pode ser expresso 

1omo projeção ortogonal de Y em V.L. Pelo teorema (A15-a), a matriz do projetor 

irtogonal de Y em y.l é (I- P~). Então 

• 

e= (I- P~)Y 

I O vetor de resfduos ( e = Y - X~) é um vetor aleatório e sua observação fornece in

~rmação sobre os erros. A análise de resfduos busca evidências sobre o não cumprimento 

4as pressuposições definidas em (2.3). 

As pressuposições sobre o vetor de observações que caracterizam o modelo linear 

~comum) podem ser resumidas em 
! 
! 

(2.7) 

Considerando (2. 7) válido, 

E(t:) = E(Y- X/3) = E(Y)- E(X/3) = X;3- X(J =O 

e 

Var(t:) = Var(Y- X/3) = Var(Y) =a2I. 

Então (2.7) pode ser reescrito como: 

(2.8) 

Montgomery & Peck (1982) apresentam diversos procedimentos gráficos baseados na 

ajnálise de resfduos, úteis para detectar possfveis violações das pressuposições, entre eles: 

I 
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1. Gráfico das probabilidades normais (Normal probability plot): graficam-se os resfduos 

num papel probabilistico. Se o gráfico resultante é próximo de uma reta, é uma in

dicação de que a pressuposição de normalidade dos erros não foi violada. 

2. Gráfico dos resfduos versus valores preditos: pode indicar o não cumprimento da 

pressuposição de homocedasticidade (igualdade das variâncias dos erros). 

3. Gráfico dos resfduos versus variáveis preditoras: pode indicar ausência de ho

mocedasticidade, relação não linear entre preditoras e resposta efou inclusão de 

possfveis novas preditoras. 

4. Resfduos versus variáveis potenciais não inclufdas no modelo: indica se a variabil

idade não explicada pelo modelo atual (residuos) tem relação com possiveis novas 

variáveis preditoras. 

2.3 Estimação de parâmetros. 
I 

~o modelo de coordenadas livres descrito na seção 2.1, postula-se que E(Y) = JL pertence 

a um subespaço V C I Rn. Seja Bnxp uma base qualquer desse subespaço, de modo que 

J,J- pertence a V se e somente se JL = B1 para algum 1 El RP. Note que 1 = ht,l2, ... ,lp) 

é a parametrização correspondente à escolha da base B de V. 

O vetor t = Y- B~t é chamado vetor de erros e é suposto ter distribuição normal 

~om E(t) =o e Var(t) = o-21. Resulta da diferença entre o vetor de observações Y e seu 

valor esperado sob o modelo, E(Y) = B1 EC(B). O quadrado da norma euclidiana do 

vetor de erros 

(Y- B1)'(Y- B1) (2.9) 

é chamada soma de quadrados dos erros (SQE) e representa a distância euclidiana entre 

o vetor aleatório Y e B1. 

O método de quadrados mi'nimos é um método de estimação de parâmetros que con

Jiste em encontrar 1 E JRP tal que a expressão (2.9) seja minirnizada. 
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I 
I 

I Seja y = (Yt, Y2, ... , Yn) uma observação de Y e Py o projetor ortogonal do I Rnno 

fubespaço V. O vetor de erros correspondente à observação y é: 

I 
I (y-p)'(y-p) 

I No teorema (A16), é mostrado que a distância entre y e sua projeção ortgonal em V, 

~vY satisfaz: 
I 
I 

I 

(y- P\,ry)'(y- Pyy) =min{(y- p)'(y- p)}. 
J.LEV 

Dessa forma, a expressão (2.9) é minimizada quando 1 é tal que Pyy = B1. Pelo 

teorema A14, a matriz do projetor Py (também denotada por Py) é expressa como: 

Seja X uma base de V e f3 a parametrização correspondente a essa escolha de base. 

Conforme o Teorema Al.S, a matriz do projetor ortogonal inclepende da base. de modo 
I 

4ue, fixada a base X de V, 
! 

Fazendo B =X e 1 = /3 a expressão (:2.9), resulta em 

(Y- XJ)'(Y- X/3) 

e X/3 tal que (2.10) é mfnima e deve satisfazer 

Pyy = X/3 => X(X'Xt 1 X'y = X;3. 

(2.10) 

(2.11) 

Pre-multiplicando as expressões da direita e da esquerda em (2.11) por X', obtemos 

X'X(X'Xr 1X'y = X'X,B. (2.12) 
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l
i De (2.12) resulta o sistema de equações 

I 
I X'X/3 = X'y. (2.1:3) 

l Esse sistema é conhecido como equações normais. Como X é uma base de V, X tem 

osto coluna completo (posto de X igual a p), X'X é uma matriz quadrada de ordem p 
I 

1ão singular e as equações normais têm uma única solução 

I 
I 

: /3 = (X'X)- 1X'y . (2.14) 

i 
I 

~ =(/31! /32 , ... , /JP) é chamado estimado; de quadrados minimos de :3. 

Quando a matriz do modelo não tem posto-coluna completo, o sistema (2.14) tem 

i~finitas soluções e não se pode falar de estimador de mfnimos quadrados de j3. Qualquer 
! 

~olução /3 das equações normais satizfaz 
I 

(Y- X,B)'(Y- XB) = /3~~~[(Y- X,t3)'(Y- XJ)] (2.1.5) 

e o estimador de quadrados mfnimos de X;3 é X;J . 

2.4 Testes de hipóteses lineares sobre J-l· 

<bonsidere a postulação de coordenadas livres 
I 

definida em (2.1). 

Uma hipótese H0 sobre o vetor de esperanças p é dita uma hipótese linear se pode 

s~r representada por um conjunto de contrastes lineares 
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Ho: 

Cu.Ul + ··· + Cln.Un =O 

C21J.l1 + · · · + C2nfln = 0 

I Ckl.Ul + ··· + Cknlln = O 

~nde C = [cij] é uma matriz k x n de posto k. Usualmente, H0 é apresentada de forma 
I 

resumida como 

i Ho: C,u =O. 
I 
I, 

De modo alternativo, H0 pode ser postulada afirmando que ,u pertence a um subespaço 

~de V, isto é 
! 

.u ETV c V c Ir 
i 
pnde vV é um subespaço de V tal que vV é ortogonal ao espaço-linha de C, denotado 

por L(C). 

Como as dimensões de V e L(C) são p e k, respecti\·anwnte, e 

j_ 

V=vV@L(C) 

a dimensão de W é p- k e a dimensão de vVl. n V é k. 

Sob H0 , .u ElV. Quando o vetor de observações Y está distante do subespaço vV é 

1J.ma indicação de que a hipótese é falsa. Uma maneira de quantificar essa proximidade 

f calcular a distância euclidiana entre Y e sua projeção ortogonal em vF, 

e compará-la com o quadrado da norma euclidiana do vetor ele resicluos (soma de quadra

dos de residuos)do modelo (2.6), 
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i 
I 

I 
1onderando pelos respectivos graus de liberdade. 

j O teste geralmente utilizado para hipóteses dessa natureza em modelo lineares é o 
I 
I ' 

lste F generalizado, cuja estatistica é 

I IIPw"-nv Yjj
2 

I k 
F= 2 • 

IIPv"-Yil /(n- P) 

I 
1 Sob H0 , F tem distribuição F de Snedecor com k graus de liberdade do numerador e 

~- p graus de liberdade do denominador. 
I 

I Para decidir sobre a rejeição ou não de H0 , calcula-se o valor de F e o correspondente 

~alor p. 
I 
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I 
I 

Papítulo 3 

• 

~nálise de tabelas de contingência 
I 

~ia método de quadrados mfnimos 
! 
I 

ponderados. 

O método de quadrados mfnimos ponderados é usado para estimar parâmetros em mod

~los lineares que descrevem a variação entre estatfsticas (/<tnções} ele interesse na análise 
i 
I 

fe dados categóricos. Essa abordagem foi proposta por C rizzle. Starmer e Koch ( 1969) e é 
I • 

<tonhecida como método GSK. O método ele estimação utilizado baseia-se em estatísticas 

propostas por vValcl (1943) e Neyman (1949). 

O conjunto de observações de dados categorizaclos objeto de análise pode ser resumido 

numa tabela de contingência, que é uma representação resultante ela classificação cruzada 

de duas ou mais variáveis categorizadas. Geralmente, as linhas da tabela correspondem 

~ subpopulações (definidas pelos nfveis elas variáveis preditoras) e as colunas correspon-
i 

dem a nfveis da variável resposta. Em alguns casos, tanto as linhas quanto as colunas 

nepresentam nfveis de variáveis resposta. Tais casos caracterizam estudos onde o inter

esse é a associação entre variáveis. Representaremos a seguir uma tabela de contingência 

resultante da classificação de uma amostra de n indivfuos (plantas, animais, pessoas etc) 

em s subpopulações e r categorias de resposta (Tabela :3.1 ). 

O valor }ij em cada casela é o número ele indivfduos com a resposta j na amostra 

qorrespondente à subpopulação i. Outra maneira de representar os dados é através de 
I 
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1 2 ... J . .. r 
1 Yu Yi2 ... YÍi ... Y!r n! 
2 Y.n 1'22 ... YÍi . .. YÍr n2 

1 1-il l'i2 ... Yii . .. Yir n· • 
. 

s y,l y,2 ... y,j . .. Y~r ns 

Tabela 3.1: Tabela de contingencia s x r. 

i 
l 
tm vetor ( rs x 1) de observações 

Yrsxi = (YÍJ, ... ,YÍr,···,}~l····· }~,.). 

1 Segundo Koch et al ( 1984), para aplicação do método de quadrados mini mos pondera-
' 

4os é necessário dispor de um conjunto de observações arranjada:-~ co!1lo um \·dor ( u x 1 ), 
I 

4e funções F= (FJ(Y), F2(Y), ... , Fu(Y)) e um estimador consistente da matriz de 
I 

~ovariâncias assintótica de F. Além disso, a função F deve ser definida de modo que sua 

matriz de covariâncias V F seja não singular. 

Esse método é usualmente empregado na análise de dados categóricos modelados pelas 

distribuições de produto de multinomiais ou Poisson. Os estimaclores dos parâmetros 

de interesse nessas distribuições têm propriedades assintóticas necessárias à aplicação 

do método delta (Apêndice B), usado para cálculo da distribuição assintótica de F. 

*xemplos de dados modelados por essas distribuições serão abordados no capitulo 5. 

3.1 Funções de resposta. 

Seja o conjunto de observações Y El Rrs e Ô11(Y) E/ RP um estimador do vetor 

de parâmetros que indexa a distribuição de Y. Uma função de re.sposta é uma função 

qefinida como 



i 

tu seja, 

I 
i 

• 

i 

I 

I 
I 

F(Y) = 

Quando há mais de uma categoria de resposta, o número de componentes de F(Y) não 

~eve exceder o número de componentes de Y linearmente independentes. Por exemplo, 
1 

~uando os dados são modelados pela distribuição produto de multinomiais. u ~(r -l)s. 

Usualmente, F(.) é expressa indiretamente como função ele Y, atra,·és de ên(Y), isto 

~' F(.) é definida como uma função 

F : I RP 1---1 I Ru. 

que associa a cada vetor Ôn(Y) em I RP, o vetor 

F(Ôn(Y)) = 

FI(ên(Y)) 

F2( Ôn(Y)) 

Fdêu) 

F2( Ôu) 

As funções de resposta são definidas com base nos objetivos elo investigador, mas, 

além de representar uma variável resposta de interesse, as funções cle\·em possuir algumas 

caracterfsticas matemáticas adequadas à aplicação do método GSh. Essas caracterfsticas 

serão discutidas nas seções subseqüentes. 
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1 

~.1.1 Escolha da função de resposta. 
I 

pe um modo geral, a escolha da função de resposta baseia-se em um ou mais dos critérios 

lb. 1t atxo: 

I a) Objetivo da pesquisa. As funções devem ser uma representaçã.o matemática da 

tesposta cuja variabilidade busca-se explicar. Em muitos casos, as funções de resposta são 

efinidas com base nas hipóteses que se deseja testar. Por exemplo, quando o interesse 

o estudo é testar hipóteses de associação multiplicativa, usam-se funções envolvendo 

b )Facilidade computacional na estimação de parâmetros: quando o vetor de parâmetros 

éxemplo desse tipo de transformação é a função logito, onde Fi(rr) = ln( 
1

:;:-, ): 

c)Busca de melhor ajuste para o modelo linear: muitas vezes, pela natureza do 

fenômeno estudado, não se obtém bom ajuste de modelos lineares, quando usa-se os 

dados originais (não transformados). Em alguns casos, técnicas gráficas podem auxiliar 

na busca de uma transformação adequada. 

Nos casos b e c, é importante verificar se a transformação resulta numa variável 

interpretável. 

A função de interesse, cuja esperança assintótica deseja-se modelar, é usualmente ex

pressa como função de um estimador do vetor de parâmetros (O) que indexa a distribuição 

probabilistica dos dados, denotado por Ôn. 

O método geralmente utilizado para obtenção da matriz de covariâncias assintótica 

de F(Ô0 ), necessária para aplicação do método GSK, é a expansão de F(Ôn) em série de 

Taylor linear em torno de O, 

F(Ôn) = F(B) + H(O)(Ô11 - B) + R(Ô11 ) (3.1) 
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I 

notação R( Ôn) refere-se ao resto da expansão e H é uma matriz u x t cujo elemento 

i,j) é a derivada da componente Fide F com respeito á j-ésima coordenada do vetor 

-(()A(n) ()A(n) ()A(n) ()A(n)) 
n - 1 ' 2 ' ... , j ' ... , p • 

Para uso da expansão definida em (3.1) é necessário que F(.) tenha derivadas parciais 

e primeira ordem numa região contendo (), A exigência sobre a existência de derivadas 

arciais continuas até ordem dois, citada em Koch et al (1984), está relacionada com 

onsistência do estimador da matriz de covariãncias assintótica de F(Ô0 ). 

I ôF A A 

' Assim, quando ã9 existe, ()0 converge em probabilidade a e e R( Bn) é de ordem 
' n 

fe magnitude menor que II(Ôn- ())11, a função pode ser aproximada pela expansão até o 
I 

1ermo de segunda ordem, isto é, 
i 

F(Ôn) ~ F(B) + H(B)(Ôn- B), ( 3.2) 

quando os tamanhos de amostra utilizados no cálculo das componentes de F( Ôn) são 
I 

trandes. 

Quando Ôn é assintoticamente normal e (3.2) vale,o método delta multi\·ariado pode 

ser utilizado para o cálculo da distribuição assintótica, e conseqüentemente. da esperança 

e covariância assintótica de F(Ô11 ). Isso ocorre quando os dados são modelados pelas 

distribuições produto de Poisson ou multinomial. 

Segundo Koch et a/ (1984), o método de quadrados mi'nimos ponderado8 pode ser 

1:1tilizado quando a função de interesse satisfaz: 

i) F(Ôn) deve ter derivadas parciais continuas até ordem dois. numa região contendo 

9 parâmetro; 

ii) F(Ôn) deve ser definida de modo que VF seja não singular. 

Observe que se a condição (i) é satisfeita e Ôn é um estimador consistente de B, dispo

mos de um estimador consistente de VF. A condição (ii) assegura sua não singularidade. 

Essas implicações serão discutidas com maiores detalhes na seção seguinte. 
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.1.2 Distribuição assintótica de F. 

sualmente, a função F não é expressa diretamente como função do conjunto de dados 

ategóricos Y, mas de alguma estatfstica Ôn(Y) , geralmente um estimador consistente 

não viciado do vetor de parâmetros que indexa a distribuição de Y. Uma técnica 

'mportante para calcular a distribuição assintótica de F( Ôn) e conseqüentemente sua 

sperança e matriz de covariâncias assintóticas é o método delta ( 8) multi variado descrito 

m Bishop et al (1977). 

, Seja Ôn =( ôin), Ô~n), .. . , ô~n)) um vetor aleatório p-dimensional e() = ( () 1, () 2 , ... , ()p) um 

fetor de parâmetros também p-dimensional. Consideremos que Ô11e () são tais que: 

I 

(3.3) 

<>nde 2::( B) é a matriz de covananCia assintótica ele Ô11 e n é o tamanho de amostra 

utilizado para o cálculo de cada componente de Ô11 • No capf tu lo .5 será considerado o 

qaso em que diferentes tamanhos ele amostra são utilizados para o céilculo elos êJ. 
A expressão (3.3) equivale a afirmação de que, para n grande, Ô11 tem distribuição 

aproximada normal p-variada com média() e matriz de covariâncias n- 1 2::::(()). 

Agora suponha F uma função definida num subconjunto aberto do espaço p-dimensional 

tomando valores no espaço u-climensional. Consideramos que F é diferenciável em () , 

isto é, F tem a seguinte expansão quando Ôn converge em probabilidade a B, 

( :3.4) 

para i= 1, 2, ... , u. 

Seja H(())= (~) uma matriz u x p cujo elemento (i,j) é a derivada parcial da i-ésima 

componente de F = ( F 11 F2 , ... , Fu) com respeito àj-ésima coordenada de Ôn =(Ô~n), ê~n), ... , iJ~n) ), 

avaliada em Ôn =a, isto é: 
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H(B) = (ôf) 
ôB .. 

1) 
[ 

ôfi l 
afln) . 

J lln=ll 

então a expressão em (3.4) pode ser resumida como 

(3.5) 

(3.6) 

uando Ô0 converge em probabilidade a B. A notação o( 11 ( Ôn - O) 11) significa que o resto 

a expansão definida em (3.6) tem ordem de magnitude menor que !l(ên- B)ll· 
Supondo que (3.3) e (3.6) valem, pelo teorema que resume o método delta multi variado 

Teorema B-5) a distribuição assintótica de F( Ô11 ) é dada por 

ou seja, para n grande, F(Ôn) tem distribuição aproximada normal multivariada com 

E(F(Ôu)) ~F(O) (:3.i) 

e matriz de covariâncias 

(3.8) 

Quando F(.) é uma transformação linear, isto é, 

para alguma matriz A, u x p de posto linha completo, a esperança e covariância de 

F(Ôn) calculadas pelo método delta multivariado são exatas. Apenas a distribuição é 

aproximada, pois: 

E(F(Ôn)) = E(AÔn) = AE(Ôn) = AB = F(O) 
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I 

Var(F(Ô0 )) = Var(AÔn) = AVar(Ô0 )A' = n-1 (H(B):E(B)H'(B)) 

Substituindo B por Ôn em (3. 7) e {3.8) obtemos estimadores da esperança e matriz de 

ovariâncias assintótica de (F(Ô0 )). Denotaremos esses estimadores por F e VF, respecti

amente.Quando Ô0 é um estimador consistente de e e as componentes dos estimadores da 

sperança assintótica de F (denotada por EA (F)) e V F sào funções continuas de Ô0 , estes 

ambém são estimadores consistentes de F e da vari{tncia assintótica de F, respectiva

ente. Se F(.) possui derivadas parciais continuas até ordem dois, as componentes de 

(.)e H(.) são continuas e está assegurada a consistência de VF. 

A não singularidade de VF depende apenas do posto-linha de H. Se F(.) é tal que 

~s u linhas de H são linearmente independentes, 
I 

~não singular (tem postou). 

3.2 O modelo linear geral 

O modelo linear (geral) usualmente postulado para descrt'\·er as funções compreendidas 

em F, é um modelo de coordenadas fixas da forma: 

E..t(F) = X.3 (3.9) 

onde X é uma matriz (u x t) de constantes conhecidas de posto t :S u (matriz do modelo) 

e f3 é um vetor ( t x 1) de parâmetros desconhecidos. 

Esse modelo também pode ser expresso postulando-se que E..t(F) pertence a um 

aubespaço V C Rn gerado pelas colunas da matriz X (ou por outra matriz B qualquer 

~al que C(B) = C(X)). Essa é a formulação livre de coordenadas e também pode ser 
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xpressa através de um conjunto de restrições lineares sobre EA(F). 

Seja W uma matriz ( u-t) xu de postou- t cujo espaço-linha é ortogonal ao subespaço 

e X uma base de V. Então, o espaço linha de \V é ortogonal ao espaço-coluna de X , 

i to é WX =O. Dessa forma, se (3.9) vale, 

i 

I 
i 

W(EA(F)] = WX/3 =O 

Jara todo /3 E 0, e o modelo (3.9) pode ser postulado alternativamente como: 

I 

W[EA(F)] =O ( 3.1 o) 

$.3 Ajuste do modelo 

Após o cálculo dos valores das componentes do vetor F a partir dos dados observados é 

necessário verificar a qualidade do ajuste do modelo. 
! 

No método de quadrados mfnimos ponderados, a qualidade do ajuste é medida através 

do x2de vVald. Quando os dados têm distibuiçào de Poisson ou multinomial essa es

tatfstica é assintoticamente eqi.iivalente à estatfstica ela razão da verossimilhança, no 

sentido de que têm a mesma distribuição aproximada para tamanhos de amostra grandes 

em cada subpopulação, que é x2 com (u- t) graus ele liberdade. 

A estatfstica de vVald é dada pela expressão: 

Considerando que o modelo (3.9) é válido, espera-se que WF resulte num vetor 

próximo do vetor nulo. A medida de distância é usada para indicar se W[EA(F)] está 

próximo ou distante do vetor nulo é a norma Vc1 de seu estimador consistente \VF onde 

Vc = WV F W' é a estimativa da matriz de covariâncias de \VF. O uso dessa norma 

incorpora ao cálculo de Qw a estrutura de covariâncias de WF, dando maior peso às 
! 

cbmponentes de menor variância. 
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Uma expressão alternativa para a estatfstica de vVald é: 

i 

I Qw =(F- PvF)'VF1(F- PvF) (3.11) 

i 
~nele Pv F é a projeção oblfqua de F ERu no subespaço V tal que a norma-VF1 do vetor 

~F - Pv F) é mini ma. 
I 
I 

~.4 
, 

Análise de resid uos 
! 

fo modelo linear (comum) a análise de resfduos busca evidências sobre o possfvel não 

{umprimento das presuposições de normalidade e homocedasticidade dos erros e. neces-
1 

~idade de inclusão de novas variáveis preditoras. No modelo linear geral . a estrutura 

4e covariâncias não pressupõe homocedasticidade nem indepêndência dos erros. Nesse 

qaso, a análise de resfduos investiga a distribuição assintótica dos erros, e busca possfveis 

associações dos resfduos do modelo definido em (:3.9) com \·ariáveis não inclufdas no 

modelo. 

O modelo (3.9) pode ser escrito de forma alternati\·a como: 

F= X/3 + t:. (:3.12) 

O vetor 

t: =F- X;3 (3.13) 

é chamado vetor de erros e representa os desvios entre as componentes do vetor de 

~statfsticas F e sua esperança assintótica sob o modelo. O vetor de erros é estimado pelo 
I I , ~ ~ 

~etor de resíduos e= F- X/3 onde f3 é um estimador qualquer ele 8. 

I De (3.13), observa-se que é é uma transformação linear de F. Então, quando F tem 

1istribuição assintoticamente normal, e pelo Teorema B6, a distribuição de t é também 

+sintóticamente normal, com 
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(3.14) 
1 

I 

~e o modelo (3.9) vale. Note que 

I 

I VarA(F- X/3) = VarAF. 
I 

I O gráfico dos resfduos em papel probabilistico pode ser útil para verificar a normal-

irade dos erros. Quando o número de componentes da função de resposta é pequeno 

~como é o caso dos exemplos do capitulo .5) , o üso desse método é limitado. O pequeno 

+úmero de pontos no gráfico de resfduos dificilmente fornecerá evidência suficiente contra 
I 

4 hipótese de normalidade. 

Para testar se novas variáveis devem ser incluidas no modelo, colunas adicionais cor

~espondentes a essas variáveis são acrescentadas à matriz X. Essas colunas devem ser 

tais que a matriz aumentada [X, XE] tenha posto coluna completo. 
! 

Busca-se então investigar se variáveis candidatas têm associação com a va.riabilidade 

não explicada pelo conjunto de preditoras do modelo anterior ( residuos ). Isso corresponde 

à hipótese de que o vetor de erros pode ser expresso como combinação linear das colunas 

de XE, ou seja 

(3.1.5) 

qnde XE é uma matriz u x tE tal que o posto de (X, XE) é t +tE. 

Para testar essa hipótese usa-se a estatistica : 

onde 
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1

!', Ve=V(F-FJ=Vp -Vp=Vp -XVbX'. 

Vb é um estimador da matriz de covariâncias assintótica do estimador de quadrados 
I , 

rinimos ponderados de /3 e será definido na seção 2.6. 

A estatfstica QxE corresponde à distância entre o vetor de residuos do modelo (3.9), 

I 

I e=F-F 

t sua projeção no espaço coluna de XE 

:f>onderada pela matriz de covariâncias assintótica de e. 

Sob a hipótese definida em (:3.1.5), QxE tem distribuição assintótica \ 2 com tE graus 

de liberdade (Teorema BS). 
I 

, 
3.5 Método de quadrados mínimos ponderados. 

A escolha do estimador S de f3 no modelo linear geral pode basear-se em diferentes 

critérios, entre eles o critério da máxima verossimilhança e o de qundrado..;; mi'nimos 

ponderados (QMP). Quando os dados analisados têm distribuição de Poisson ou multi

I!tomial, os estimadores de QMP são assintoticamente equivalentes aos estimadores de 

Ijnáxima verossimilhança, no sentido de que possuem a mesma distribuição aproximada 

quando os tamanhos das amostras utilizadas para o cálculo de F são suficientemente 

grandes. 

O critério de Q.M.P. baseia-se na escolha de (3 que minimize a soma ele quadrados de 

resfduos ponderada pelo inversa do estimador da matriz de covariãncias assintóticas : 

Q(/3) =(F- X/3)'VF1(F- X,B) (3.16) 

3:3 



li 

I O estimador de /3 baseado nesse critério será denotado por b e chamado estimador 

ke quadrados minimos ponderados de /3. 

I 

~.5.1 Estimação do vetor de parâmetros do modelo. 

~ma dru; formru; de encontrar b é diferenciar Q(;3) em relação a ;3 em ;3 ~ b e igualar a 

fXpressão resultante a zero: 

I 

I 
(:3.17) 

Daf resulta o sistema conhecido como equações de A itken: 

(3.18) 

Como X é uma matriz n x p com posto-coluna completo p e V F é u x H não singular, 

K'VF1X é também não singular e a solução do sistema (:3.18) é: 

(3.19) 

Dessa forma o valor mfnimo de Q(,J) ocorre quando ;3 = b, isto é, a expressão 

min Q(/3) = (F- Xb )VF1(F- Xb) 
f3ERP 

corresponde à estatistica de Wald definida em (:3.11). 

Quando VF =o-21 e F= y temos o caso descrito no capitulo anterior onde b é es

colhido de modo que a norma L2 do vetor de residuos seja minimizada. Essa norma 

corresponde à distância euclidiana entre o vetor de observações y e sua projeção ortog-

onal no C(X). 

No critério de Q.M.P. busca-se o valor de b tal que a distância entre o vetor F e sua 

projeção no C(X), F= Xb tenha mfnima norma -V_p1
. O uso dessa norma permite 

~ma ponderação das componentes do vetor de resfduos que considera a estrutura de 
I 
I 
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1ovariâncias de F. 

I 

f.5.2 Estimação da função de resposta. 

fe (3.19),o vetor de estimativas F= Xb pode ser escrito como: 

I 
i 

I 
1 

I 

(3.20) 

*a postulação de coordenadas livres do modelo (:3.9) afirma-se que E..t(F) pertence ao 

+bespaço V (gerado pelas colunas de X ou outra base qualquer). A matriz 

i 

! 

~orresponde à matriz do projetor Pv que aplicado em F ERu projeta-o no subespaço V 

s~gundo o ponto de tangência do elipsóide definido por QUJ) em (:3.16). Dessa forma, a 

f~nção de resposta estimada pelo modelo pode ser expressa como 

F= PvF. 

Observa-se que Pv é idempotente (não simétrica) e portanto, pelo Teorema AIS, 

Pv é um projetor não ortogonal, exceto quando V F = I. 

Quando o modelo proposto explica adequadamente a \·ariabiliclacle entre as compo

nentes de F, o próximo passo é testar hipóteses sobre os parâmetros. supondo o modelo 

correto. 

3.6 Propriedades dos estimadores de quadra-
, 

dos minimos ponderados. 

Seja o modelo linear geral 
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(3.21) 

nde Ôn é um estimador consistente do parâmetro (O) que indexa a distribuição dos dados 

X e f3 são conforme definidos em (3.9). 

Se Ôn é uma estatfstica tal que a condição (3.3) é satisfeita e F(Ô11 ) =F pode ser 

e crita segundo a expansão definida em (:3.2), pelo método delta multivariado, 

F(Ôn) ~ Nu(F(O),n- 1 H(O)b(O)H'(O)). (3.22) 

De (3.19),o estimador de quadrados mfnimos ponderados é dado pela expressão: 

(3.23) 

' Então, h pode ser escrito como uma transformação linear ele F, e pelo Teorema B6, 

~ tem distribuição assintótica normal multivariada . 

De (3.23), a esperança assintótica de b é: 

Supondo o modelo (3.9) verdadeiro, 

(:3.24) 

A matriz de covariâncias assintótica de b é dada pela expressão 

= [(X'VF1x)- 1 X'VF 1]Var A (F)[(X'VF1 X) - 1 X'VF1 
]' (3.2.5) 

! Substituindo VarA(F) em (3.25) por seu estimador consistente VF obtém-se um 
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! 

Fstirnador consistente de VarA(b), denotado por Vb: 

(:3.26) 

Se F(.) é uma transformação linear, a esperança e a matriz de covariâncias de b são 

~xatas, apenas sua distribuição é aproximada. 

Quando os dados analisados têm distribuição Poisson ou multinomial, o método de 

~stimação quadrado mfnimos ponderados produz estimadores BA \" ( Best assimtoptically 

normal), isto é, estirnadores assintoticamente normais e assintoticamente eficientes. 

3. 7 Testes de hipóteses lineares 

Hipóteses sobre um vetor de parâmetors 3 E e, são ditas hipóteses lineares quando po

<iem ser expressas através de um conjunto de restrições lineares sobre o espaço paramétrica 

e. 
Essas hipóteses podem ser formuladas diretamente sobre a EA(F) sem necessidade 

~e postulação anterior de um modelo. l\"esse caso, a hipótese é descrita por 
I 

vVEA(F) =O 

I 
~nele W é uma matriz c x u de posto c. 

I Usualmente, as hipótese são formuladas após o ajuste de um modelo, quando este 
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I 1 considerado adequado. Assim, as hipóteses representam restrições adicionais sobre o 

tetor de parâmetros, além das postuladas pelo modelo. 

I Seja C/3 = O um conjunto de restrições lineares sobre 8 que os parâmetros /3 devem 

atisfazer, onde C é uma matriz c x t. Para que nâo haja restrições redundantes, as 

l nhas da matriz C devem ser linearmente independentes e conseqüentemente, a matriz 

deve ter posto-linha completo, isto é posto( C) =c. 

Sob a hipótese H0 : C/3 =O espera-se que a estimativa Cb do contraste C,a esteja 

róxima do vetor nulo. Para testar essa hipótese pode ser usada a estatistica de Wald 

(.3 ·r) . ·-I 

que quantifica essa proximidade através ela norma -(V c )- 1 elo vetor Cb. V c é a esti-
' 

rrativa da matriz de covariâncias ele Cb, denotada por V ar( Cb) e expressa por: 

Var(Cb) = C\/ar(b)C' (:3.28) 

onde V ar(b) é a matriz ele covariâncias elo estimaclor de quadrados mini mos ponderados 

b. 

De (3.27) e (3.28) observa-se que a exigência de que a matriz C tenha posto linha 

completo, é necessária para que V c seja im·ersivel. e conseqüentemente para o cáculo de 

De (3.26), um estimaclor consistente ele \" ar(b) é: 

(3.29) 

onde VF 1 é um estimaclor consistente ela matriz de covariâncias assintótica de F. V b é 

uma matriz p x p de posto completo e C tem posto linha completo, o que garante a não 

s1ngularidade de Var(Cb), exigida para o cálculo de Qc. 
I 

! 
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Dessa forma a expressão (:3.27) resulta em: 

(:3.30) 

Pelo Teorema BS, a estatfstica Qc tem distribuição assintótica x2 com c graus de 

l'berdade. Valores altos de Qc fornecem evidência para rejeição de H0 .Para decidir 

e um valor é alto ou baixo calcula-se o respectivo valor p com base na distribuição 

ssintótica de Qc. 

:39 



I 
I 
I 

I 

papítulo 4 
I , 

odelagem probabilistica das 

abelas de contingência. 
I 
i 

~s principais distribuições utilizadas na modelagem probabilfstica de tabelas de con-

t~ngência são a distribuição multinomial e a distribuiçâo de Poú•son. Os parâmetros que 
I 

ipdexam essas distribuições possuem estimadores consistentes, não viciados e assintotica
i 

~ente normais. Essas propriedades assintóticas propiciam a utilização elo método delta 

do cálculo da distribuição assintótica de funções particulares desses estimaclores. 

Neste capitulo caracterizam-se situações em que os dados objeto ele análise podem ser 

adequadamente modelados pelas distribuições multinomial ou Poisson . São derivadas 

distribuições assintóticas dos estimadores dos parâmetros que indexam tais distribuições 

e obtidos estimadores consistentes das matrizes de covariâncias assintóticas de funções 

desses estimadores. Análises detalhadas de exemplos dessas situações serão apresentadas 

:do capitulo 5. 
I 

4.1 Dados modelados pela distribuição produto de 

multinomiais, 

Considere o conjunto ele dados categóricos apresentado na Tabela :3.1. Nessa tabela, 

él$ linhas correspondem a subpopulações e as colunas a categorias ele resposta.Os totais 

Jarginais n 11 n 2 , ••• , n~ constituem os tamanhos de amostra em cada subpopulação e as 
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rariáveis aleatórias Yii em cada casela representam o número de indivíduos na amostra 

forrespondente à subpopulação i que apresentaram a resposta j. Essas amostras são 

t
on~eitualmente representativas de subpopulações infinitas e as tendências de cada in

ividuo em apresentar a j-ésima resposta são consideradas mutuamente independentes. 

~lém disso, a probabilidade de um individuo apresentar a resposta j é constante para 

~ndivfduos dentro da mesma subpopulação. 

I Considerando válidas as afirmações acima, o vetor aleatório Yi = ( Yi1, ... , Yir) tem 

fistribuição multi.nomial com parâmetros ni e r.i = ( i'l";b .... r.,r) onde r.ij é a probabili

fade de um individuo selecionado ao acaso na subpopulação i apresentar a categoria de 

iesposta j. A função de probabilidade ele Yi é 
: 

( 4.1) 

4om LJ=l Yii = ni e LJ=l i'l"ij = 1, i'l";j E (0, 1) para todo i = l. '2 . .... .s e j = 1, 2, ... , r. 

Y1,Y2, ... ,Y8 são vetores aleatórios independentes com Yi- }.lultinomial (ni,11"j). 

Então o vetor Y = ( YÍI> ... , }'in }21 , ... , }2Tl ... , }·~ 1 , ... , }·~r) tem distribuição produto de 

multinomiais com função de probabilidade 

S r _Y1; 

I1 I1 ",, 
P(YÍ1 = Yi1, ... , }·~r= Ysr) = (n;)!. -( _J_l 

i=1 ;=I .IJ,;). 
( 4.2) 

O vetor ele esperanças e a matriz de covariâncias de Y são: 

E(Y) =E 

e 
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o 

( 4.3) 

Um estimador consistente e não viciado de r. é p = ( p11 . p12 • .... Psr) onde Pu = } ;) n,. 

Substituindo 1rij por Pii em (4.3), obtêm-se um estimado consistente de Var(Y) que será 

denotado por Vy.O vetor de esperanças e a matriz de co,·ariâncias de p são: 

onde 

1 
Wi=

n· I 

1rii(l - 7rjt) 

42 

o 
o 

o 
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o 

( -! .. j) 
o 
~Vs 

( 4.6) 



I 
forresponde à matriz de covariâncias do vetor de proporções amostrais na subpopulação 

f, Pi = (pi1,Pi2, ···,Pir)· 
I 
j Denote E(pi) = 1l'i· Pelo teorema central do limite para vetores aleatórios (Teorema 

~3), 

~.~· ;:;:;-: D ( yni(Pi- r.i)--+ N(O, :Ei) 4.7) 

tnde :Ei é a matriz de covariâncias assintótica Pi, 

11 

1l'il(l- 7rjt) -r.il1ri2 
I 

( -LS) 

-1l'jt1l'ír 

Seja n =(n1 , n 2 , ... , ns) um vetor coluna cujas componentes sào os taman !tos de amostra 

~m cada subpopulação. Esse vetor pode ser reescrito como 

nl n/ k1 

112 n/k2 
n= = 

11s n/ks 

<mde n = 'Li= I ni e k1 , k2 , .•• , ks são constantes conhecidas. Sejam ainda, 

D1 o o o 
o D2 o o 

Dn= ( 4.9) 
o o o 
o o o Ds 

uma matriz bloco diagonal s1· x sr , onde Di é uma matriz diagonal r x r. 



..!!.. 
k, 

o 
Di= 

o 

o 
" ri 

o 

o 
o 

n 
ki 

Então o vetor p, que resulta da concatenação vertical de Pl, P2, ... , p 5 satisfaz 

:Ep( 1r) é uma matriz bloco diagonal sr x s1· , 

com :Ei definida em (4.8). 

o o 
o o 

o 

(4.10) 

( 4.11) 

Geralmente, quando os dados são modelados pela distribuição multinomial, é de in

teresse explicar a variabilidade entre componentes de funções do vetor de proporções 

amostrais p. O modelo é usualmente postulado como 

EA(F(p)) = X/3 

onde X é uma matriz u x p de constantes conhecidas com posto (X)= p e :3 é o vetor 

p x 1 de parâmetros desconhecidos do modelo. 

Satisfeita a condição definida em ( 4.10), se F(p) é tal que (3.2) vale, o método delta 

pode ser aplicado para o cálculo da esperança e covariância assintóticas de F(p) . De 

(3.5) e (3.6) obtêm-se: 

EA[F(p)j = F(1r) ( 4.12) 
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1ill VarA[F(p)] = (D 11 )- 1 H(rr)[~p(rr)]H'(rr) ( 4.13) 

t
nde Dn, H(rr) e ~p(rr) estão definidos em (4.9), (:3..5) e (4.11), respectivamente. 

Substituindo p por 1r em ( 4.13) obtêm-se um estimador consistente da matriz de 

fovariâncias assintótica de F(p ), que será denotado por : 

I 
I VF(p) = H(p)[~p]H'(p) 

Para garantir que a matriz de co\·ariâncias V F(p), obtida utilizando o método delta, 

t não singular, F(p) deve der tal que H\ p) tenha posto linha completo. 

. Satisfeita essa condição, dispõe-se de um cst imaclor consistPnte de V ar A [F(p )], exigido 

para aplicação do método de quadrados m/nimos ponderado::;. 

~.2 Dados modelados pela distribuição produto de 

Poisson. 

A distribuição de Poisson é freqüentemente utilizada para modelar situações onde a 

variável resposta de interesse é discreta. ordinaL assumindo ,·;:dores inteiros positivos. É 

adequada para descrever dados relativos à contagem de eventos que ocorrem independente 

e aleatoriamente em alguma unidade de exposição fixa (tempo. área, volume, etc) com 

~axa de ocorrência constante. 

James (1981) caracteriza de um modo formal um processo de Poisson através das 

seguintes hipóteses: 

1. Hipótese 1. (Incrementos estacionários). A probabilidade da ocorrência de k even

tos no intervalo (s, s + t ), depende somente de t e não de s; 

2. Hipótese 2. (Incrementos independentes). Os números de ocorrências em intervalos 

disjuntos da unidade de exposição são independentes; 
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SUBPOPULAÇAO RESPOSTA 
1 yl 
2 y2 

s 

Tabela 4.1: Número de ocorrências na subpopulação i para i=1,2, .. ,s. 

3. Hipótese 3. Os eventos ocorrem sozinhos e não simultâneamente. 

Haight (1967), apud por Plackett (1974:) ressalta que a distribuição de Poisson é 

cl.erivada a partir de principias teóricos elementares, com um mfnimo de pressuposições, 

f1m particular, pode ser obtida como limite elas distribuições binomial ou hip<·rgeométrica. 

Suponha que 'Yí, r;, .. }~ (Tabela 4.2) são conceitualmente representativos ele sub

Bopulações infinitas 1,2, .. , s, respectivamente no sentido de eqi:1ivalência com uma amostra 
I 

alleatória estratificada. Considere ainda que Y1 , }2, .. }·~ são mutuamente independentes 

oom distribuição de Poisson (Jli) para todo i= 1. 2 ... , s. 

Então o vetor aleatório Y = (Y1 • }'2, .. }-~) tem distribuição produto de Poisson com 

vetor de parâmetros J1- = (Jt 1 , 11 2 , •• Jls ). A função de probabilidade de Y é 

com Yi E {0,1,2, ... } e Jl-i E (O,x) para todo i= 1,2, ... ,s. 

O vetor de esperanças e a matriz de covariâncias de Y são: 

yl Jli 

E(Y) =E 
1'2 Jl2 

(4.14) 

}'~ Jls 
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/-ll o o 

(4.1.5) 
O llz o 

O O f.ls 

Seja N = (N1 , N 2 , •. N 8 ) um vetor conhecido de medidas de exposição (tempo, tamanho 

população sob risco, área geográfica, volume, etc). Definimos 

1 o o l!:l. 
lVJ Jll i\' I 

o _!.._ o /l2 1::1.. 

À= Dr,/tt = N2 = N2 (-!.16) 

o o 1 
fls & 

N, i\", 

c;> vetor de parâmetros de razão onde À i = ttd Ni é a esperança do número de eventos 

contados em}'; por unidade de N; e representa uma taxa de ocorrência. 

Um estirnador consistente e não viciado de À é 

li 
!'i1 

.h 
~ = Dr;/Y = '"2 (-!.11) 

O vetor de esperanças e a matriz de covariâncias de ~ sào 

li a 
N1 /111 

h 1::1.. 

E(~) = E(Dr,/Y) = E .1\"2 N2 =À (4.18) 

L 1!:.L 
N, N, 

(4.19) 
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I Um estimador consistente de V ;.(J.L) é obtido substituindo-se J.l por Y em ( 4.19). 
I 

Esse 

tstimador será denotado por V>.: 

.lí.. 
N2 

1 

o 
-

o 

o 
.li. 
N2 

2 

o 

o 
o 

Segundo Plackett (1974), o estimadores não viciados }i de JLi satisfazem 

quando J.li - oo, para todo i = 1, 2, ... s. Então o vetor Y = (};, }'2, .. }~) satisfaz 

De ( 4.16) e ( 4.17), a expressão acima pode ser reescrita como 

( 4.20) 

( 4. :2! ) 

( 4.22) 

quando J.L = DN D,\ cresce através de aumentos homogêneos nas unidades de exposição 

#1, N2, .. Ns . 

De ( 4.22), ~ tem distribuição aproximada normal multi variada com 

( 4.2:3) 

e matriz de covariâncias 
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I 
~uando os J.li são suficientenente grandes. 

.h o o N'f 

o 

o o 

o 

h 
JV2 

J 

(4.24) 

\ Geralmente, quando a dados são modelados pela distribuição de Poisson, o interesse 

~explicar a variabilidade entre componentes da esperança assintótica de funções do vetor 

~e parâmetros de razão 

I 

(-\). O modelo linear usualmente postulado é 

( -L2.J) 

onde X é uma matriz u x p de constantes conhecidas de posto p , ;3 é o vetor de parâmetros 

desconhecidos do modelo e F(.) deve ser tal que as condições (i) e (ii) em :3.:3.1 sejam 

$atisfeitas. 

A função de resposta geralmente utilizada é 

[F(~)]= In(~) 

Segundo Koch et al {1984), quando todos os Yi são moderadamente grandes (2': 10), 

os J.li são considerados grandes o suficiente para permitir aproximar tais modelos por 

suas correspondentes expansões em séries de Taylor lineares. De um modo geral, quando 

F(.) possui derivadas parciais continuas até ordem dois, 
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I F(~) = F(D;/y) 

tode ser aproximada por sua expansão em série de Taylor linear em torno de y como 

1

1 

F(Dr;/y)) = F(Dr;/P) + H(p- y) (4.26) 

+nde H é urna matriz u x p cujo elemento (i,j) é a derivada parcial ele Fi(~) com respeito t j-ésima coordenada de • .i (i= I, 2, ... , u e j = I, 2, ... ,p). 

1 De (4.21) e (4.26), F().)] tem distribuição assintótica normal rnultivariada com 

I 

( 4.27) 

é matriz de covariâncias 

( 4.28) 

onde EA(.) e VarA(-) denotam e esperança e matriz de covariâncias assintóticas de 

F(~), respectivamente, no sentido ele expressões limite quando os Yi crescem através de 

a.urnentos homogêneos nas unidades de exposição Ni. 

Substituindo p por seu estimador consistente Y em ( 4.28) obtêm-se um estimador 

~onsistente da matriz de covariâncias assintótica de F(~) que será denotado por 

:E(Y) = H(Y)[D;/DyD;/JH'(Y). (4.29) 

Se F(.) é tal que H(Y) tem posto linha completo, a matriz de covariâncias obtida em 

(4.29) é não singular, e portanto, o método de quadrados mfnimos ponderados pode ser 

~sacio na estimação de parâmetros do modelo descrito em (4.:2.5) . 
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I 
I 

papítulo 5 
I 

I 

~xemplos. 
I 
I 

+.1 Exemplo 1. Associação entre peso do fruto e es

curecimento interno em abacaxi Smooth Cayenne. 

O problema objeto de análise nesse exemplo baseou-se num experimento descrito em 

Botrel & Carvalho (1983). Um dos objeti\·os desse experimento era avaliar a associação 

entre peso do fruto e escurecimento interno em abacaxi Smooth Cayenne, quando os 

frutos eram submetidos a diferentes condições de arma::emamenlo (tratamentos). Os 

tratamentos consistiam de: 

1. Avaliação dos frutos após 7 dias de armazenamento sem refrigeração a uma tem-

peratura de 25°C (SR); 

2. Avaliação dos frutos após 1.5 dias de armazenamento com refrigeração em câmara 

climática a 5° C e 7 dias em condições ambientais ( CR ). 

A avaliação consistia em seccionar longitudinalmente os frutos e mensurar a variável 

resposta percentagem da área da seção longitudinal afetada pelo escurecimento. Foram 

utilizados no experimento 480 frutos, classificados de acordo com as categorias de peso 

especificadas na Tabela 5.1. 

Nesse experimento o grau ele escurecimento interno foi mensurado através de uma 

~riável resposta continua. A escolha da escala de mensuração da variável resposta de

Jende do objetivo do experimento e de sua praticabilidade. Em muitas situações, a 
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Categoria 
C1 
C2 
C3 
C4 
C5 
C6 

gramas 
1800 - 2:300 
1500 - 1799 
1300 - 1499 
1100 - 1299 
900 - 1099 
700 - 899 

Tabela .5.1: Categorias de peso em abacaxi Smooth Cayenne. 

+valiação em escalas de mensuração inferiores permite atingir os objetivos do experi-

~ento. O grau de escurecimento poderia então ser avaliado de acordo com os seguintes 

tscalas de mensuração: 

1. Variável resposta nominal dicotômica: observa-se apenas a presença ou ausência de 

escurecimento interno; 

2. Variável resposta ordinal politômica: os frutos sao classificados \'Ísualmente em 

muito afetados, pouco afetados e não afetados pelo escurecimento interno. 

3. Variável resposta intervalar :os frutos são classificados em intervalos com base na 

percentagem de área afetada pelo escurecimento. 

Os dados aqui utilizados considerando essas escalas de mensuraçao sao fictfcios, e 

conseqüentemente, os resultados de sua análise não têm nenhuma validade elo ponto de 

vista agronômico. Sua utilização visa mostrar a aplicação do método GSh no estudo de 

ljlm problema de interresse na área de conhecimento subjacente. 

Com o objetivo de enfatizar a importância da estruturação dos dados na sua mode

lagem probabilfstica esse exemplo será analisado considerando c! uas possf veis estruturas 

para os dados. Essas estruturas corresponclem a dois diferentes modos de estratificação, 

definidas pelos nf veis (ou combinação dos nf veis dos fatores) e são descri tas a seguir: 

1. Estrutura I: Subpopulações definidas pelos ni'veis do tratamento. Os 480 frutos são 

separados em dois grupos de 240 e os tratamentos (SR e CR) são alocados a!eatori-
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amente a cada grupo. Após a alocação dos tratamentos, os frutos são classificados 

em categorias de peso. Observe que nesse caso o número de frutos em cada categoria 

de peso não é fixo. 

2. Estrutura li: Subpopulações definidas pelas combinações pesox tratamento. São es

colhidos 80 frutos de cada uma das seis categorias de peso . Os tratamentos (SR e 

CR) são então aleatorizados dentro de cada categoria de peso. 

Na estrutura I, os dados serão analisados considerando apenas a escala de mensuração 

Na estrutura li a análise será feita supondo as escalas ele mensuraçào 1 e 2, com 

objetivo de exemplificar as modelagens pelas distribuições binomial e multinomial, 

r1espectivamente 

5.1.1 Análise dos dados considerando a estrutura I. 

Na estrutura I, os frutos observados em cada grupo são conccitualm('nte representa

tivos de subpopulações infinitas (correspondentes a cada tratamento) no sentido de 

eqüivalência com uma amostra aleatória estratificada.As tendências de cada fruto para 

apresentar a r-ésima categoria ele resposta (categoria ele peso x grau ele escurecimento 

interno) são consideradas mutuamente independentes e as probabilidades dP cada fruto 

apresentar a resposta peso i e grau de escurecimento k são supostas iguais dentro de cada 

subpopulação. 

Na avaliação dos frutos observa-se, além ela variável resposta (presença ou ausência 

de escurecimento), a covariável peso discretizada em seis categorias (Tabela .5.1 ). 

Estrutura I e variável resposta dicotômica. 

Na Tabela 5.2 são apresentados os dados resultantes da classificação cruzada dos frutos 

de acordo com o grau de escurecimento (com e sem escurecimento) e categoria de peso 

(C1, C2, ... ,C6) em cada tratamento (SR e CR). 

Cada linha da Tabela 5.2 corresponde a observações elo \·etor aleatório 



i -
C1 C2 C3 C4 C5 C6 

\Subpopulaçao s N s N s N s N s N s N 
I 
I 

I 

I 
SR 10 30 15 25 8 32 6 34 4 36 5 35 
CR 18 22 19 21 11 29 9 31 9 31 7 33 

f, abela 5.2: Número de frutos com e sem escurecimento interno em cada tratamento (SR 
CR) e categoria de peso (Cl, C2, ... ,C6). 

I 

I 

I 

+nde Yiik é o número de frutos na j-ésima categoria ele peso (j = 1, 2, ... , 6) com a resposta 

~ no i-ésimo tratamento (i = 1, 2). Nesse caso. o número de subpopulações é igual ao 
I 

*úmero de tratamentos (s = 2) e as categoria.:; dt rc..,postu resultam do cruzamento dos 

i= 6 nfveis da covariável peso com os k = 2 nfn~is \·ariável resposta (r= 12). 

Considera-se que Yi tem distribuição multinomial com função de probabilidade 

onde ni = 240 é o tamanho da amostra em cada subpopulaçào. Yiiké o valor observado 

de Yiik e 'Trijk denota a probabilidade de que um fruto selecionado aleatoriamente na 

subpopulação correspondente ao tratamento i seja classificada na categoria de resposta 

'k o 6 2 6 2 -J . bserve que Lj=l Lk=l Yijk = ni e Lj=l Lk= 1 ",1k = 1 para todo i. 

Dessa forma o vetor aleatório combinado 

( 
y ) Y= I 

li 

é modelado pela distribuição produto de multinomiais com função de probabilidade 

3 6 2 

P(Yíu = Yiu, ... , y362 = Y362) = rr n6 ri2 I n n r.r;t 
i=l ;=I k=l Yo;k· )=i k=! 

( .5.1) 
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com Yiik, ni e 1rijk conforme definidos anteriormente. 

O vetor de proporções amostrais 

i ' 1 um estimador consistente e não viciado do vetor de parâmetros 1r que indexa a família 

~e distribuições de Y. 

I 

fsperança e covariância de p. De ( -!.4) e ( -!..5 ), o vetor ele esperanças ele pé 

E(pu d íT111 

E(P112) í7112 

E(p) = 
E(P162) iT162 

(.5.2) 
E(p21d iT 211 

E(p2u) ;';" 212 

e sua matriz de covariâncias, uma matriz bloco diagonal :2.t x 24 

(.5.:3) 

onde 
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I 
I 

1 
vi=

n
' 

- 7r ill 7r i62 

Observa-se que cada bloco é a matriz de covariâncias do subvetor de proporções 

~mostrais correspondente à população i 
I 
I 

Como as subpopulações são independentes, a covariància entre dois elementos quais

quer de p pertencentes a subpopulações diferentes é zero. 

Substituindo-se 1r por p em (5.2) e (.5.:3) obtêm-se estimadores da esperança e matriz 

de covariâncias assintótica ele p. 

Escolha da função de resposta. Para irl\'estigar a associação entre peso e escureci

mento interno podem ser formuladas as seguintes hipóteses cientificas: 

1. Existe associação entre peso e escurecimento interno quando os frutos são armazena-

dos sem refrigeração (tratamento 1); 

2. Existe associação entre peso e escurecimento interno quando os frutos são armazena

dos com refrigeração (tratamento 2): 

3. A natureza da associação é igual nos dois tratamentos. 

As hipóteses cientificas acima definidas serão representadas por hipóteses estatisti-

cas, isto é, restrições que o vetor ele parâmetros 1r deve satisfazer. Se o interesse elo 

pesquisador é investigar a existência de uma associação multiplicativa, os conjuntos de 
I 

r~strições sobre 1r para as hipóteses cientificas 1 e 2 podem ser representados como 
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Hlo : íT111 = íT121 = ... = íT161 

íTJJ2 íTJ22 íTJ62 
(.5.4) 

H2o : íT211 = íT221 = ... = r.261, 

71"212 71"222 íT262 
( .s .. s) 

r spectivamente. A ausência de associação multiplicativa entre peso e escurecimento 

i terno significa, portanto, que que a razão entre a proporção de frutos com e sem es

urecimento em cada categoria de peso é constante. Observe que numa hipótese de não 

1ssociação multiplicalil·a são comparadas razões entre probabilidades. enquanto numa 

Hipótese de não associaçâo aditiva são consideradas diferenças ( Forthofer & Lehnen 
! 

(bsl)). 

A hipótese de homogeneidade da assoc1açao definida em :3 tem a seguinte repre

sentação: 

=--X ( .).6) 

H1 0 , H20 e H30 , elo modo que foram representadas acima. não constituem hipóteses 

lineares sobre 1r e dessa forma não podem ser testadas pela estatfstica de Walcl. 

Então, a função F(.) de\'e ser definida ele modo que as hipóteses de interesse elo estudo 

(Hl 0 , H20 e H30 ) possam ser reescritas com restrições lineares sobre F( r.). Além disso, 

P(.) , deve satisfazer às condições (i) e (ii) descritas na seção :3.:3.1. 

Definimos então F(p) como 
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F(p) -

Fn ln( E.w.) 
Pl12 

F12 ln(P121) 
Pl22 

F16 ln( E.W.) 
Pl62 

F21 ln ( 1lli..l) P212 

Fzz ln( Elll.) P222 

Fz6 l (Elll) n P2s2 

ln(plll) - ln(pnz) 

ln(pl21)- ln(Pin) 

ln(PI6I) - ln(p16I) 

ln(p211 ) - ln(pziz) 

ln(pzzd - ln(pzzz) 

ln(pz6I) - ln(PI62) 

(5.7) 

onde cada Fij é o logaritmo natural da razão entre a proporção de frutos com e sem 

escurecimento no tratamento i e categoria de peso j. 

Distribuição assintótica de F(p ). Para calcular a distribuição assintótica de F(p) 

e conseqüentemente sua esperança e matriz de covariâncias assintóticas será usado o 

método delta multivariado. 

De (4.10) , o vetor ele proporções amostrais pé uma estatistica que satisfaz 

(.5.8) 

qnde n é o número de frutos utilizados em cada tratamento ( n 1 = n 2 = n) e :Ep( n') é a 

rhatriz de covariâncias assintótica de p, 
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t
om Vp(1r) definida em (.5.3). 

Sejam H=~~ e G =;~~ matrizes cujos elementos (k,l) são as derivadas de ordem 

f e 2 , repectivamente, da k-ésima componente de F= (F11 (p), F12(p), ... , F26(p)) _ 

F11 F2, ... , Fk, ... , F12), com repeito ao l-ésimo elemento de p =(Put, Pn2 ... ·Pt62• P211, P212, ... , P262) 

PbP2, ... ,p24). Assim, ~~ é uma matriz bloco diagonal 12 x 24 

H= [ Dt O l 
O D2 

qnde Di, para i= 1, 2 é da forma: 

.)f,, JF,, &F,? 
,)p,! I .)Ptl2 ÔPo62 

··f., '•f., .;1F,? 

Di= 
1.i; .. ! I ·:· :·1 12 ;jp,c,'] 

DF.,- ·"!F,,; &F,~ 

Ôp,ll ·)Pil2 Elp,f.2 

_1_ -=.!. o o o o o o o o o o 
Pill Po12 

o o _1_ 
P•21 

-=.!. 
Pi22 

o o o o o o o o 
o o o o _1_ -=..L o o o o o o 

P•Jl P•c-211 (.5.9) -
o o o o o o _1_ -=.!. o o o o 

PHI P142 

o o o o o o o o _1_ _::.l_ o o 
PIS! Pl52 

o o o o o o o o o o _I_ _::.l_ 
Pl6i Pl62 

De modo semelhante, a matriz G de derivadas parciais de segunda ordem, é expressa 

por 
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G= [ ~] :, l ! 
I 
! 

~nde Cj, para i = 1, 2 é: 
• 

&F?] aF;1 &F?] 
I ap;l! 8P;12 &p;62 
! aF2 &F\ &F2 

-;;:t2- -;;:t2-
C·- Ôpil! &p;,2 Bp•62 = {5.10) 1-

,a:;;e &F2 8F2 
~ ~ i;lpllll i;lpll2 dp,e2 

-1 1 o o o o o o o o o o 
~ P?12 

o o -1 1 o o o o o o o o ;:;; P722 

o o o o -1 1 o o o o o o :-r- PÇ - P,31 

o o o o o o -1 -1 o o o o 
P?41 

-?-

Pj42 

o o o o o o o o -1 _,_ o o 
~ ;;>.2 

o o o o o o o o o u _::.!_ I 

p~21 pf~2 

De (5.9) e (5.10) observa-se que F(p) possui derivadas contf11uas dt t; ordem 2 para todo 

p E (0, 1)2\ e consequentemente numa região contendo ir. Satisfeita essa propriedade, 

F(p) pode ser expandida segundo (3.6). 

Por (4.7) e (4.6) e aplicando o teorema que resume o método delta multivariado, a 

<listribuição assintótica de F(p) é dada por 

(.5.11) 

ou seJa, para n grande, F(p) tem distribuição aproximada normal multi variada com 

esperança F(r.) e matriz de covariâncias n-1 H(r.):Ep(r.)H(r.)'. Para obter um estimador 

consistente da matriz de covariâncias assintótica de F(p ), 

(5.12) 
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I 

I 

rubstituimos 7r por p em (5.12). 

! 

pefinição do modelo. 
I 

~ parametrização que define o modelo linear geral a ser postulado foi escolhida de modo 

!
ue as hipóteses de interesse possam ser escritas como restrições lineares sobre esses 

arâmetros e além disso, a matriz do modelo correspondente a essa parametrização tenha 

osto completo. 
I 

I Observe que cada coordenada corresponde ao logaritmo natural da razão entre a 

rroporção de frutos com e sem escurecimento em cada tratamento e categoria de peso. 

~e postularmos o modelo identidade 
I 

EA[F(p)j = X:3 (.5.13) 

c;>nde X é uma matriz identidade 12 x 12, as componentes elo \'etor ele parâmetros 
I 

(3 = (/3u,/312 ..... 3r,. 326 ) coincidem com as componentes de F(;;-) , sob o modelo. Dessa 

forma, os parâmetros Pij (i= 1, 2 e j = 1, .. ,6) corresponclem ao logaritirno natural da 

proporção de frutos com e sem escurecimento na categoria ele peso j, quando submetidos 

ao tratamento (i= 1,2 e j = 1, .. ,6) e as hipóteses definidas em (.5.4),(.5 .. 5) e (.5.6) podem 

ser postuladas como restrições lineares sobre (3. 

O conjunto de restrições não lineares sobre 1r representado em Hl 0 pode ser reescrito 

como 

Hlo: In (7r111
) =In (r.

121
) = ... =In (:

161
) 

1ru2 r.122 ,, 162 

que corresponde aos seguintes contrastes linearmente independentes: 
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Sua representação matricial é 

f3u - P12 = O 

f3u - ,813 = O 

f3u - /314 = O · 

f3u - /31s = O 

f3u - /316 = O 

C 1 é uma matriz 5 x 12 de posto-linha completo da seguinte forma 

1 -1 o o o o o o o 
1 o -1 o o o o o o 

cl = 1 o o -1 o o o o o 
1 o o o -1 o o o o 

1 o o o o -1 o o o 

De modo semelhante H20 pode ser reescrita como 

H1o: C2/3 =O 

onde 
o o o 1 -1 o o o o 
o o o 1 o -1 o o o 

c2 = o o o 1 o o -1 o o 
o o o 1 o o o -1 o 

o o o 1 o o o o -1 

~ H3o como 
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H:3o : C3,8 = O 

bnde 
I 
I 
I 

1 -1 o o o o -1 1 o o o o 
1 o -1 o o o -1 o 1 o o o 

c3 = 1 o o -1 o o -1 o o 1 o o 
1 o o o -1 o -1 o o o 1 o 
1 o o o o -1 -1 o o o o 1 

i 
I 

~nálise dos resultados. 
I 

~s valores observados da função de resposta e seus respectivos erros padrão são apre

s.entados na Tabela 5.3. No modelo definido em (.5.1:3) (modelo identidade saturado) as 

~stimativas dos parâmetros corresponclem aos valores obsen·aclos da função, pois 

Dessa forma, o valor estimado de cada parâmetro. corresponde ao logaritmo natural 

da razão entre as proporções de frutos com e sem escurecimento para cada tratamento e 

categoria de peso. Os valores negativos em todas as estimativas (Tabela .5.:3) indicam que 

a proporção de frutos com escurecimento foi sempre inferior à proporção sem escureci

mento. 

A análise dos contrastes correspondentes às hipóteses H 10 , H20 e H:30 (Tabela 5.4) in

dica a existência de associação entre peso do fruto e escurecimento interno nos tratamen-

tos sem refrigeração (p = O, 0446) e com refrigeração (p = O, 0076). Nào houve evidência 

suficiente para rejeitar a hipótese de homogeneidade da associação (p = O, 8932), isto 

é, a natureza da associação multiplicativa ente peso e escurecimento interno é a mesma 

quando os frutos são armazenados com e sem refrigeração. 
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FUNÇAO ESTIMATIVA ERRO PADRAO 
SRC1 -1,2368 0,3786 
SRC2 -0,4700 0,3291 
SRC3 -1,4171 0,3941 
SRC4 -1,6740 0,4449 
SRC.5 -2,2246 0,.526:3 
SRC6 -1,76:36 0,4419 
CRC1 -0.2007 0.:3178 
CRC2 -0,0488 0,3124 
CRC:3 -1.064 7 0,:3667 
CRC4 -1,1631 0,:362:3 
CRC.5 -1 ,:3.54.5 0,396.5 
CRC6 -1,.5198 0,4172 

'fabela 5.3: Valores observados da função de resposta em cada tratamento e categoria de 
peso com seus respectivos erros padrão. 

CONTRASTE G.L. QUI-QUADRADO PROB 
PESO X ESC EM SR .5 11 ,:37 0,0446 
PESO X ESC Ei\1 CR .5 1.5,76 0,0076 
HOMOGENEIDADE .5 1,67 0.89:32 

Tabela 5.4: Contrastes correspondentes às hipóteses H1 0 , H20 e H30 com respectivos 
graus de liberdade, valores observados das estatfsticas de teste e valores de p associados. 

64 
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I 

15.1.2 Análise dos dados considerando a estrutura II. 

Na estrutura II, a estratificação por peso é feita a priori e as combinações das categorias 

e peso (Cl, ... , C6) com os tratamentos (SR e C R) correspondem as subpopulações (s = 

12). Nesse caso, as categorias de resposta coincidem com o número de nfveis da variável 

~esposta . Os dados serão analisados supondo resposta dicotômica (com escurecimento e 

~em escurecimento} e resposta ordinal politômica (nfveis de escurecimento alto, baixo e 

~ulo). 
\ Os frutos avaliados nesse experimento são considerados conceitualmente representa-
I 

~ivos de subpopulações infinitas no sentido de equivalência com uma amostra aleatória 
I 

~stratificada onde os estratos correspondem cada grupo (categoria de peso x tratamento). 
I, 

As tendências de cada fruto para apresentar a resposta /.· são consideradas mutua

tnente independentes.Além disso a probabilidade de um fruto ::;elecionado ao acaso apre

'entar a resposta k é cantante dentro da mesma subpopulav1o. 

Estrutura II e variável resposta dicotômica. 

lii é modelado pela distribuição binomial com parâmetros n 

probabilidade de Yij é 

P( V. _ ··) _ ( n) Yi1( _ ~--)n-y, 1 
IIJ- YIJ - r.ij 1 "IJ 

Yii 

1:20 e r.;J. A função de 

çnde n = 40 é o tamanho da amostra em cada subpopulaçào. y,1é o valor observado de Yij 

~ 1rij denota a probabilidade de que um fruto selecionado aleatoriamente na subpopulação 

correspondente à categoria de peso i e tratamento j apresente escurecimento interno. 

Os resultados observados para cada subpopulação são apresentados numa tabela de 

contingência 12 x 2 (Tabela 5.5). Esses dados correspondem a obsen·ac;ões do vetor 

aleatório 

1í1, }í2, Y21 , Y22 , ... , r61, 1"62 são variáveis aleatórias independentes com }'iJ- B(n, 11'j1 ), 
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SUBPOPULAÇAO s N 
C1SR 10 30 
ClCR 18 22 
C2SR 1.5 2.5 
C2 CR 19 21 
C3SR 8 :32 
C3 CR 11 29 
C4 SR 6 :34 
C4 CR 9 :31 
C5 SR 4 :36 
C5 CR 9 :31 
C6SR .s 3.) 
C6 CR 7 :3:3 

tabela .5 . .5: ?\úmero de frutos com (S) e sem (N) escurecimento interno em cada categoria 
(le peso (Cl, C2, ... , C6) e tratamento (SR, CR). 

lpgo Y tem distribuição produto de binomiais com função ele probabilidade 

com n, Yii• e ;;ij conforme definidos anteriormente. 

Um estimador consistente e não viciado de ~- (.,.. .,.. . .,.. ) 
11 - 11 11· "12· .... "6:2 é o vetor de pro-

porções amostrais p =(pu,PI2• ... ,p62)· 

Esperança e covariância de p. 

J?e ( 4.4) e ('LS ), o vetor de esperanças e a matriz de covariâncias de p são 

E(pu) r.u 

E(PI2) 7rl2 

E(p) = = 

E(PBI) 1!"61 

E(PB2) 7r62 
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I 
i 
I 
:e 

I 

7ru(1 - 7ru) O 

o 7!'12(1 - 11't2) 

I 

o o 

o 
o 

(5.14) 

fespectivamen te. 

1. As componentes de p são linearmente inclep('IH:Ienks. :\ssim, V p( r.) é uma matriz 

12 x 12 positiva definida e portanto de posto completo. rm estimador consistente de 

!Vp(7r), denotado por Vp, é obtido substituindo-se :7 por p em (·5.1-!): 

1 v -p-n 

Pu (1 - Pu ) O 

O pu(l- Pul 

o o 

o 
o 

Escolha da função de resposta. Suponha que seja df' interesse testar a hipótese 

de ausência de interação multiplicativa entre peso e tratamtllfo. Tal hipótese pode ser 

tepresentada por 

H 1 
r.u 1 - 11'12 

o: X 
1 - 1l'u 11'12 

7.21 1 - 11'22 ---x---
1 - 11'21 11'22 

11'61 

1 - ir6t 
X (.5.1.5) 

11'6'2 

Define-se então F(p) de modo que H1 0 possa ser representada por um conjunto de 
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testrições lineares sobre "· 

I 

I 

Tom 

I 
I 

I 

Seja 

F(p) 

Fu In( -Ell_) 
1-pll 

F12 In( ....El.L) 
1-Pl2 

F21 ln( ...E1..L) 
1-P21 

Fn ln( 21L) 
1-pn 

F61 1 ( --E!ll_) 
l1 1-P61 

F62 ln (___EU_) 
l-P62 

ln(p11) - In( 1 - P11) 

ln(pu)- ln(1- P12) 

ln(p2I) - ln( 1 - P21) 

ln(p22) - In( 1 - P22) 

ln(p6r) - In( 1 - PBr) 

ln(P62)- ln(1- P62) 

(.5.16) 

onde cada Fii é o logaritmo natural da razão entre a proporção de frutos com e sem 

~curecimento na categoria de peso i e tratamento j. 

A hipótese definida em Hl 0 pode então ser reescrita como 

Sua representação matricial é 

(.5.1i) 
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onde 

1 -1 -1 1 o o o o o o o o 
1 -1 o o -1 1 o o o o o o 

c1 = 1 -1 o o o o -1 1 o o o o 
1 -1 o o o o o o -1 1 o o 
1 -1 o o o o o o o o -1 

pistribuição assintótica de F(p). Para calcular a distribuição assintótica de F(p) 
I t conseqüentemente sua esperança e matriz de covariâncias assintóticas será usado o 

~étodo delta multi,·ariado. 
! 

' De ( 4.10), 

(.5.18) 

onde n é tamanho da amostra em cada subpopulaçâo (n 11 = n 12 = ... = n,12 = n) e 

(.5.19) 

com Vp(7r) definida em (.5.14). 

Sejam H=~~ e G =~~~matrizes cujos elementos (k,l) sào as derivadas de ordem 

1 e 2 , repectivamente, da k-ésima componente de F= (F11 (p), Fu(p) . ... , F62 (p)) = 
(Fll F2, ... , Fk, ... , F12), com respeito ao /-ésimo elemento de p =(pll, Pl2· .. ., P62) = (PI, P2· ... , PI2)· 

Assim, H é uma matriz diagonal 12 x 12 da forma: 

2.E.u §.f..u ,:JF" 
Ôpll ÔP12 ÔP62 

8F12 8Fp 8Fp 

H= &pll ÔP12 ÔP62 = 

ôFe? 8Fe? ôFe? 

ÔPll ÔP12 ôpe2 
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1 o o o Pu (l-pu) 

o 1 o o Pll (I-p11) 

(5.20) 

o o 
Pidl-pii) 

o 
o o o 1 

Pidl-pll) 

De modo semelhante, a matriz G de derivadas parciais de segunda ordem é expressa 

o 

o 

o 

G= 

o 

o 

o 

àf2, ___,_.._ 
(-ip: ~ 

o 
o 

o 

o 

o 

o 

(5.21) 

De (.5.20) e (.5.21) observa-se que F(p) possui derivadas contfnuas até ordem 2 para 

todo p E (0, 1 )12
, e conseqüentemente numa região contendo 1r. Satisft>ita essa pro

priedade, por (4.6), F(p) tem a seguinte expansão quando p--. r.: 

F(p) = F(r.) + H(p- r.)+ o(JJ(p- r.)l!) (.5.22) 

Por (5.18) e (5.22), ( 4. 7) vale. Então a distribuição assintótica de F(p) é dada por 

ou seja, para n grande, F(p) tem distribuição aproximada normal multi variada com 
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I 
i 
fsperança F{1r) e matriz de covariâncias n- 1H(r.):Ep(rr)H(rr)'com :Ep(r.) definida em 

1(5.19).Para obter um estimador consistente da matriz de covariâncias assintótica de F(p ), 

I EF(p)(K) = H(K)Ep(,)H(r.)' (5.24) 

rubstitufmos 1l" por p em {5.24). 

I 

pefinic;ão do modelo. Para explicar a variabilidade entre as componentes de F( rr) foi 

proposto o modelo de efeitos principais com interação 

( .).:2.5) 

onde 

1 1 o o o o 1 1 o o o o 
1 1 o o o o -1 -1 o o o o 
1 o 1 o o o 1 o 1 o o o 
1 o 1 o o o -1 o -1 o o o 
1 o o 1 o o 1 o o 1 o o 
1 o o 1 o o -1 o o -1 o o 

XI= 
1 o o o 1 o 1 o o o 1 o 
1 o o o 1 o -1 o o o -1 o 
1 o o o o 1 1 o o o o 1 

1 o o o o 1 -1 o o o o -1 

1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 

e as componentes do vetor de parâmetros têm a seguinte interpretação: 

/3o :média geral; 

/31 a /35 :efeitos diferenciais das categorias de peso C1 a C.S, respectivamente; 

/36 :efeito diferencial do tratamento SR; 
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SUBPOPULAÇAO FUNÇAO ERRO PADRAO 
C1SR -1,0986 0.:36.51 
C1 CR -0,2008 0.:3178 
C2 SR -1,:386:3 0.:39.5:3 
C2 CR -0,9694 0.:3.541 
C3 SR -2,1972 0.5270 
C3 CR -1,2:368 0.3786 
C4 SR -0,5108 0.:3266 
C4 CR -0,1001 0.:3166 
C5 SR -1,7:346 0.4428 
C5 CR -1,2368 0.3786 
C6SR -1,94.59 0.4 781 
C6 CR -1 ,.5.506 0.4161 

Tabela 5.6: Logitos observados e seus respectivos erros padrão para cada categoria ele 
I 

peso (C1, C2, ... , C6) e tratamento (SR, CR). 

/37 a /311 :efeitos das interações das categorias de peso Cl a C.5 com o 

tratamento SR, respectivamente. 

Análise dos resultados. Os valores elos logitos observados e seus respectivos erros

padrão são apresentados na Tabela 5.6. O qui-quadrado correspondente à fonte ele 

variação interação peso x tratamento na tabela de aná.Iise de variância (Tabela 5.7) 

do modelo ( 5.25) ( Qc = 1, 11) equivale à estatistica elo teste ela hipótese ele ausência 

de interação definida em (5.15). Não havendo evidência para rejeição dessa hipótese 

(p = O, 9.531 ), foi proposto o modelo de efeitos principais 

(.5.26) 

onde X2 corresponde às sete primeiras colunas do modelo anterior e /32 equivale a /31 

excluindo-se as componentes relativas às interações. 

O ajuste do modelo ( 5.25) é dado pelo qui-quadrado do resfduo ( Qw = 1, 11) na tabela 

de análise de variância do modelo de efeitos principais (Tabela .5.8). Observe que esse 
i 

v~lor é igual ao valor observado da estatistica do teste da hipótese de não interação. O 

-·) 
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FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB 
INTERCEPTO 1 106,47 0,0000 
PESO .s 24,99 0.0001 
TRATAMENTO 1 6,80 0.0091 
PESO x TRATAMENTO .s 1 '11 0.9.5:11 
RESIDUO o 

Tabela 5.7: Análise de variância do modelo de efeitos principais com interação. 

FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB 
INTERCEPTO 1 106,47 0,0000 
PESO .s 24,99 0.0001 
TRATAMENTO 1 6,80 0.0091 

RESÍDUO .5 1,11 0.9.5:31 

Tabela 5.8: Análise ele variância do modelo ele efeitos principais. 

elfeito diferencial do tratamento sem l·ej1·igeração (SR) foi estatisticamente significativo 
I 

(p = O, 0091). Na Tabela 5.9 são apresentadas as estimativas ele quadrados minimos 

ponderados dos parâmetros do modelo (.5.26) e seus respectivos erros-padrão. 

Observa-se que os efeitos diferenciais das categorias de peso 2 e 5 (.3ze .Js) são es-

tatisticamente nulos. Dessa forma, pode ser ajustado um novo modelo retirando-se os 

parâmetros f32e ;35e as correspondentes colunas na matriz Xz: 

A interpretação das componentes do vetor de parâmetros ,J3 =(;30 , J1, .d3 .. 34, .86) e 

a mesma descrita no modelo de efeitos principais com interação. 

A análise de variância do modelo (.5.27), as estimativas dos parâmetros e os valores 

preditos da função de resposta são apresentados nas tabelas .5.10, .5.11 e .5.12, respecti-

vamente. 

O valor de p = O, 9096 (Tabela 5.10) correspondente à estatfstica Qw do modelo (.5.27) 
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PARAMETRO ESTIMATIVA ERRO PADRAO QUI-QUADRADO PROB 
/3o -1,1726 0,11:36 106,60 0,0000 
/31 0,5443 0,2257 5,82 0,0159 

!32 -0,0146 0,2429 0,00 0,9519 
/33 -0,4850 0,27.57 3,09 0,0786 
/34 0,8644 0,2174 15,81 0,0001 
/3s -0,3201 0,260.5 1,51 0,2191 
/36 -0,29:39 0,110.5 7,07 0,0078 

I 

1-

abela 5.9: Estimativas de quadrados rninimos ponderados dos parâmetros do modelo 
e efeitos principais e seus respectivos erros padrão, estatisticas dos testes qui-quadrado 
valores de p associados. 

I 

FONTE 
:\IODELO 
RESÍDCO 

G.L. QUI-QUADRADO PROB 
4 29.:32 0.0000 

7 2,72 0.9096 

Tabela .5.10: Análise de variância do modelo reduzido. 

J>ARAMETRO ESTIMATIVA ERRO PADRAO QUI-QUADRADO 
/3o -1,1681 0,11:3-! 106,08 

/32 0,4796 0,2174 4,87 

/33 -0,.5886 0,2.571 .).24 

/34 0,80.57 0,2104 1-!.66 

!36 -0,2942 OJ 10.5 7,08 

PROB 
0,0000 
0,0274 
0.0220 
0.0001 
0,0078 

Tabela 5.11: Estimativas de quadrados mfnimos ponderados elos parâmetros do modelo 
reduzido e seus respectivos erros padrão, estatfsticas dos testes qui-quadrado e valores 
de p associados. 
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SUBPOPULAÇAO FUNÇAO ERRO PADRAO 
C1SR -0,9827 0.26:3.5 
C1 CR -0,3944 0.2511 
C2SR -1,462:3 0.1694 
C2 CR -0,8740 0.146.5 
C3SR -2,0.509 0.3250 
C3 CR -1,4626 0.:3009 
C4 SR -0,6565 0.2481 
C4 CR -0,0682 0.24.56 
C5 SR -1,4623 0.1694 
C5 CR -0,8740 0.146.5 
C6 SR -2,1.590 0.3214 
C6 CR -1,5707 0.:3118 ·, 

i 
!Tabela 5.12: Logitos estimados pelo modelo reduzido e seus respectivos erros padrão. 
I 

i~dica bom ajuste. Os valores negativos dos logitos estimados (Tabela 12) indicam que o 
I 

~úmero de frutos sem escurecimento é inferior ao número ele frutos com escurecimento em 

todas as subpopulações (a razão entre as proporções ele frutos com e sem escurecimento 

é: menor que um). 

Estrutura li e variável resposta ordinal politômica. 

Nesse caso temos as mesmas subpopulaçõe.s ela seção anterior e um maior número de 

categorias de resposta (r= 3), correspondentes aos graus de escurecimento interno alto 

(A),baixo (B) e nulo (N). Na Tabela 5.10 são apresentados os dados resultantes da 

dassificação dos frutos nessas categorias, em cada tratamento (SR e CR). 

Cada linha da tabela 5.13 em-responde a observações do \·etor aleatório 

onde Yijk é o número de frutos na i-ésima categoria de peso (i 

t~.atamento (j = 1, 2) com o grau de escurecimento k (I.~= 1, 2, :3). 
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' 

i, 

I 

SUBPOPULAÇAO A 
ClSR 
C1CR 
C2SR 
C2 CR 
C3SR 
C3 CR 
C4 SR 
C4 CR 
C5 SR 
C5 CR 
C6SR 
C6 CR 

4 
8 
7 
9 
:3 
5 
3 
4 

1 
4 
2 
4 

M B 
6 30 

10 22 
8 25 

10 21 
.s :32 
6 29 
:3 Ji 
.) :31 
:3 :36 
5 :31 
:3 :3.) 
:3 :3:3 

tabela 5.13: Número de frutos com grau de escurecimento interno alto (A), médio (\I) 
el baixo (B)em cada categoria de peso (C1, C2, .... C6) e tratamento (SR, CR). 

! 

Dessa forma o vetor aleatório combinado 

Y= 

é modelado pela distribuição produto de multinomiais com função de probabilidade 

(. ·)~) .)._u 

onde Yiik é o valor observado de Yiik. ni1 o tamanho de amostra em cada subpopulaçào 

e 1rijk a probabilidade de um fruto selecionado aleatoriamente na subpopulaçào ij apre

sentar o grau de escurecimento k. Observe que I:f=1 LJ=I Yiik = n;i e L~=I 1rijk = lpara 

todo ij. 

Seja 
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vetor de parâmetros que indexa a distribuição de Y. 

O vetor 36 X 1 de proporções amostrais 

um estimador consistente e não viciado de rr . 

~sperança e covariância de p. De (-L-±) e (-±..3), a esperança ele pé 
I 

E(Pttd 1rttt 

E(PII2) 7iJJ2 

E(p) = 

E(P622) r.6n 

E(P623) r.623 

e sua matriz de covariâncias é uma matriz bloco diagonal :36 x :36 ela forma 

onde 

1 
vij-

n·· lJ 

o 

o 

-1riji1rij2 

o 

o 

o 
o 

o 
o 

\·61 o 

o \62 

(.3.29) 

( .).:30) 

cbrresponde a matriz de covariância do subvetor de p correspondente à subpopulação ij 
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!I 

f O é uma matriz 3 x 3 de zeros. 

I 

fscolha da função de resposta. Suponha que o objetivo da pesquisa seja avaliar o 
I 

ffeito dos tratamentos (SR e CR) sobre a percentagem média de área da seção longitudinal 

~o fruto afetada pelo escurecimento interno, em diferentes categorias de peso, mas, por 

~otivos de ordem prática , a avaliação do grau de escurecimento dos frutos foi apenas 

t
isual, com posterior classificação nas categorias A, B e N (a área afetada em cada fruto 

ão foi mensurada). A variável peso do fruto (discretizada em seis categorias) foi usada 
I 

fomo co-fator. 

Deseja-se definir uma função de resposta que represente a percentagem média de área 

da seção longitudinal afetada pelo escurecimento em cada combinação tratamento x 

rategoria de peso (subpopulação). Sejam os valores 0,75, 0,2.5 e O que buscam representar 

~percentagem de área afetada em cada fruto classificado como A, B ~" \'. rf'spectivamente 

• Assim, a expressão 

O, 75Yijt +O, 2.S}·ijz +O, 00l·;j3 O -· O ·r 
-----=------=-----'-- = , I ·'J]Jij 1 + , -·J]J •; 2 

nij 

denominada escore médio representa a resposta de interesse. 

Definimos então a função de resposta 

<;orno 

F(p) = Ap 
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I 
pnde A é uma matriz bloco diagonal 12 x 36 
! 

! 

I 
pom A1,3 x 1 

A= 

o 
o 

o 
o 

o 

o 
o 

o 

Aij = [ O, 75 O, 25 O ] 

' d ._ ? ._ •) para to o z -1,-, ... ,6 e J- 1,-. 

Obtém-se , então 

Fu(P) O, 7-Splll + O. 25p112 

F12(P) o, 75pl21 +o. 25p122 

F(p) = 
F21(P) o, 75p211 +o. 25p212 

F61 ( p) O, 7.Sp611 +O. 2.Spe,J2 

F62(P) O, 7-5P621 + O, 2-5Jiti22 

onde Fii(P) representa o escore médio para a categoria ele peso i e tratamento j. 

(5.31) 

Distribuição assintótica de F(p ). Para calcular a distribuição assintótica de F(p) 

e conseqüentemente sua esperança e matriz de co\'ariâncias assintóticas será usado o 

método delta multivariado. 

De ( 4.1 O), o vetor de proporções amostrais p satisfaz 

(5.32) 

<)nde n = nn = ... = n62 é o tamanho de amostra em cada subpopulaçào e 
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I 

I :Ep(r.) =nVp(r.). (.5.3:3) 

I 

r
p(r.) está definida em (5.29). 

Sejam H =aaF e G =a~ F matrizes cujos elementos (k, l) são as derivadas de ordem 
p ô p 

e 2 , repectivamente, da k-ésima componente de F= (F11 (p), F 12(p), ... , F62 (p)) = 
Fb F2, ... , Fk, ... , F12), com repeito ao /-ésimo elemento de p = (Plll· PI12· .... Pz6z, ... ,P263) = 

PbP2, ... ,pJ6)· Assim, H é uma matriz bloco diagonal 12 x 36 

D11 o o o 
o D12 o o 

ôF 
( .).34) H---- Ôp-

o o DGl o 
o o o D62 

onde Dij, para i = 1. 2 e j = 1, 2, .. 6 é ela forma 

[ 
&P 

Dij = ai' 
1)1 

e 

(5.3.5) 

onde O é uma matriz de zeros 12 x :36. 

De (5.34) e (.5.3.5), observa-se que F(p) possui derivadas continuas atP ordem 2 para 

todo p E (0, 1)36
, e conseqüentemente numa região contendo r.. Satisfeita essa pro

priedade, por ( 4.6), F(p) tem a seguinte expansão quando p -+ r.: 

F(p) =F( r.)+ H'(p- r.)+o(jj(p- r.)jj) ( .5.36) 

Por (5.32) e(5.36) vale o teorema que resume o método delta multivariaclo. Então, de 
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I 
I 

~4. 7) a distribuição assintótica de F(p) é dada por 

! 

I ,/n[F(p)- F(~)J -">N,(O,AEp(~)A'). (5.37) 

Jnde :Ep(1r) é a matriz de covariâncias assintótica de p definida em (.5.:3:3). 

I A propriedade de normalidade assintótica de F(p) significa que quando os tamanhos 

4e amostra em cada subpopulação ( nii) são grandes, F(p) tem distribuição aproximada 

*ormal multivariada com 
i 
! 

~ matriz de covariâncias 
I 
I 

E[F(p)] ~ F(7r) = A7r (.5.38) 

(.5.:39) 

Nesse caso, onde F é uma transformação linear a esperança e matriz de covariâncias 

de F(p) são exatas, apenas a distribuição é aproximada, pois 

E(F(p)) = E(Ap) = AE(p) = A7r 

e 

Var(F(p)) = Var(Ap) = AVpA', 

são idênticas às expressões (5.38) e (5.39). 

Denotamos a matriz de covariâncias assintótica de F( p) por 

(5.40) 
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~ubstituindo 1r por p em (.5.40) obtém-se um estimador consistente da matriz de co

rariâncias assintótica de F(p ), necessária para aplicação do método de quadrados mini mos 

ronderados. 

l 
j:restes de hipóteses lineares sobre F(n'). Hipóteses lint>ares de interesse podem ser 

testadas diretamente sobre F( r.) sem necessidade de postulação de um modelo. Alterna

tivamente pode-se postular o modelo saturado 

I 
( 5.41) 

onde X é uma matriz identidade 12 x 12 e as componentes do vetor de parâmetros 

~ 1 correspondem às componentes de EA[F(p )] =F( r.), isto é 

O, 75Piu +O, 2.5pu2 fl11 

O, 7.5p12I +O, 2.sP122 1112 

/h=F(rr)=Ar.= (.5.4:2) 
O, 7.5p211 +O, 2.sP212 1121 

Suponha que seja de interesse do pesquisador testar as seguintes hipóteses cientificas: 

1. Os efeitos dos tratamentos sobre o grau de escurecimento interno são iguais em 

todas as categorias de peso (hipótese de não interação aditiva entre tratamento e 

peso); 

2. Não existe efeito de tratamento sobre o grau de escurecimento interno. 

Correpondente à hipótese cientffica descrita em (1.) pode ser postulada uma hipótese 
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estatfstica representada pelo conjunto de restrições lineares 

H1o : fln - fl12 = !t21 - P22 = ... = /l61 - /l62· 

que o vetor de escores médios deve satisfazer. Sua representação matricial é 

onde 

1 -1 o o o o -1 o o o o 
1 o -1 o o o -1 o 1 o o o 
1 o o -1 o o -1 o o 1 o o 
1 o o o -1 o -1 o o o 1 o 
1 o o o o -1 -1 o o o o 1 

Dessa forma, H1 0 pode ser reescrita como um coujunto ele restrições lineares sobre o 

vetor de parâmetros, isto é 

Hl 0 : C1.8 =O 

Não havendo evidência para rejeitar a hipótese de ausenc1a de interação aditiva, 

os tratamentos serão comparados considerando as categorias como replicações. caso 

c~trário, a comparação será feita dentro ele cada categoria de peso. 

Ap.álise dos resultados. Os escores médios observados e seus respectivos erros padrão 

são apresentados na Tabela 5.14. Conforme mostrado em (.5.4:2), as componentes elo 

vetor de parâmetros do modelo (.5.41) coincidem com esses escores. Como trata-se de 

um modelo saturado, F pertence ao espaço coluna ele X 1 , e consequentemente, o valor 

daiestatfstica de vVald para o teste ele ajuste desse modelo é zero (Tabela .5.1.5 ). 

O valor observado da estatfstica de teste para a hipótese de ausência ele interação 
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SUBPOPULAÇAO FUNÇAO ERROPADRAO 
C1 SR 0 .. 5000 0.0:306 
C1 CR 0.6188 0.02:34 
C2 SR 0.4875 0.0292 
C2 CR 0.5750 0.0237 
C3 SR 0.4688 0.02:37 
C:3 CR 0 .. 5375 0.0237 
C4 SR 0.5375 0.0:31:3 

1 C4 CR 0.6313 0.02:34 

I 
C5 SR 0.487.5 0.0264 
C.5 CR 0.5000 0.029:3 

li. C6 SR 0.4938 0.0242 
. C6 CR 0.5375 0.0208 

tabela 5.14: Escores médios observados e seus respectivos erros padrão para cada cate
~oria de peso (C1, C2, ... , C'G) e tratamento (SR, CR). 

i 

FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB 
INTERCEPTO 1 508-!.:28 0.0000 
PESO 5 19.0:3 0.0019 
TRATAMENTO 1 21.:21 0.0000 
PESO X TRAT 5 4.98 0,4177 

RESÍDUO o 0.00 

'I)bela 5.15: Análise de variância dos escores médios correspondente ao modelo de efeitos 
ptincipais com interação. 
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i 
I 

1ditiva definida em H lo, ( Qc1 = 1, 14) não constitui evidência suficiente para rejeitá-la 

(f= o, 9502) (Tabela 5.1.5). 

Foi então proposto o modelo de efeitos principais 

I 

o 
o 

1 

o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 

o 
o 
1 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
1 

1 

o 
o 

o 1 

o -1 

o 1 

o -1 

o 1 

o -1 

o 
o -1 

1 

l -1 

1 -1 -1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 -1 -1 

e as componentes de /h têm a seguinte interpretação: 

f3o :média geral; 

/31 a /35 :efeitos diferenciais das categorias de peso C1 a C.5, respectivamente. 

/36 :efeito diferencial do tratamento SR. 

( .5.4:3) 

A análise de variância do modelo (.5.43) é apresentada na Tabela .5.16. O valor da 

estatftica de Wald para avaliação do ajuste do modelo é igual ao valor da estatfstica do 

teste da hipótese de não interação (Qw = Qc = 1, 14). O efeito ele tratamento sobre o 

escore médio foi estatisticamente significativo (p = 0.008.5 ). As estimativas de quadrados 

~nimos ponderados dos parâmetros do modelo de efeitos principais são apresentadas na 
I 
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FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB 
INTERCEPTO 1 124,86 0,0000 
PESO 5 19,16 0.0018 
TRATAMENTO 1 6,9:3 0.008.5 

I RESÍDUO 5 1,14 0,9502 

k~be~a 5:16: Análise de variância dos escores médios correspondente ao modelo de efeitos 
trmc1pa1s. 

\ 

PARAMETRO ESTil\1ATIVA ERRO PADRAO QUI-QUADRADO PROB 
f3o 0.1186 0,0106 124.86 0.0000 

(31 0,0:388 0,02.54 2.:3:3 0.1266 

(32 -0,0082 0,02:30 0,1:3 0.7200 

;33 -0.0:)0.5 0,018:2 :3.:36 0.00.)6 

(34 0.0878 0,0:28:3 7,67 0,0019 

f3s -0.0266 0,0222 9.61 0.2:3:21 

(36 -0,0269 0,0102 6,9:3 0,0085 

Tabela 5.17: Estimativas de quadrados mfnimos ponderados dos parâmetros do modelo 
de efeitos principais e seus respecti\·os erros padrão. 

Tabela 5.17. Nessa tabela, observa-se que o parâmetros ;32 e ,85 (efeitos diferenciais das 

categoria de peso 2 e 5, respectivamente) devem ser retirados do modelo e ajustado um 

modelo reduzido. 

Seja o modelo 

( .5.4-!) 

onde X3 foi obtida retirando-se a terceira e quinta colunas de Xz e as componentes 

do vetor de parâmetros (33 =(;30, (31,(33, (34, (36) têm a mesma interpretação que a do 

modelo anterior. A análise de variância do modelo definido em (.5.44). estimativas dos 

parâmetros e escores médios estimados para cada subpopulação são apresentados nas 

tabelas 5.18, 5.19 e 5.20. 
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1

1 

FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB 
MODELO 4 27,28 0,0000 

I RESÍDUO 7 2,92 0,8924 

fabela 5.18: Análise de variância dos escores médios correspondente ao modelo reduzido. 

I 
PARAMETRO ESTIMATIVA ERRO PADRAO QUI-QUADRADO PROB 

/3o 0,1 li7 0,0106 12:3.56 0.0000 
/31 0,0281 0,02:38 1,:39 0.2:382 

/33 -0,0.546 0,0179 9.32 0.00:2:3 
/34 0,0739 0,02.59 8,1.) 0,00-t:J 

/3s -0,0261 0,0102 6 .. )6 U.U!U-1 

1'abela 5.19: Estimativas de quadrados mfnimos ponderados dos parâmetros do mud,·lu 
d~duzido e seus respectivos erros padrão. 

I 

SUBPOPULAÇAO FUNÇAO ERRO PADRAO 
ClSR 0.1197 0.0:306 
C1 CR 0.1719 0.02:34 
C2 SR 0.0916 0.0292 
C2 CR 0.14:38 0.02:37 
C:3 SR O.OTiO 0.02:37 
C3 CR 0.0892 0.02:37 
C4 SR 0.16.5.) 0.0:31:3 
C4 CR 0.2177 0.02:34 
C5 SR 0.0916 0.0264 
C5 CR 0.14:38 0.029:3 
C6SR 0.0424 0.0242 
C6 CR 0.0964 0.0208 

Tabela 5.20: Escores médios estimados no modelo reduzido e seus respectivos erros 
p~drão. 
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\ A estatfstica de \Vald indica bom ajuste global (Qw =O, 8924) (Tabela .5.18). Novo 
I 

fodelo poderia ser ajustado retirando-se o parâmetro /31• 

\ 
l 

5.2 Exemplo 2. Comparação de testes de vigor para 

' 
' 

predizer emergência em sorgo. 

r esse exemplo são analisados dados sobre testes de vigor em sementes de sorgo (Sorghum 

~icolor), obtidos por Petrini et a! (1988). O objetivo desse experimento era avaliar a 
i 
~ficiência de testes ele vigor para predizer a percentagem ele emergência elas sementes. 
I 

G:>s testes foram aplicados em amostras de seis culti\·ares ele sorgo granffero. Foram 
I 

qbservados, para cada cultivar, os resultados dos testes de emergência , germinação, 

t\etrazólio, imersão em cloreto de amônia e testes de envelhecimento precoce elas sementes. 
I. 

<bs testes de envelhecimento, foram realizados combinando dois ufveis ele temperatura 
! 

(~2 e 4.5°C) e quatro niveis ele tempo (48, 72, 96,e 120h). Para cada teste foi selecionada 

~ma amostra de 200 sementes, conceitualmente representativa ele uma amostra aleatória 

c~rrespondente à subpopulação definida pela cultivar i e teste j. (i = L 2, .... 6 e j = 
1, 2, .. , 12). 

Nesse exemplo busca-se apenas mostrar a utilização elo método ele quadrados minimos 

ponderados quando a função ele resposta ele interesse não se enquadra nos casos descritos 

por Grizzle et al (1969) e Forthofer & Koch (197:3). A comparação do método de análise 

dps dados utilizado em Petrini et a! (198:3) e o método ele análise aqui proposto não será 

objeto dessa dissertação. 

Na aplicação do método estatfstico proposto foram usados os dados dos testes de 

emergência (testemunha) e de três testes alternativos ( germinação, tetrazólio e imersão 

em cloreto de amônia), em três cultivares (Contigrão 6:21, Agroceres 1011 e Pioneer 

B .. S15). 

O objetivo do experimento é comparar a eficiência dos testes, portanto é necessário 

d$finir alguma forma de mensurá-la. A idéia é usar uma função elas observações que rep-
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i 

I 
I 

Cultivar 
Contigrao 621 
Agroceres 1 O 11 
Pioneer 8311 

T 
80 
67 
58 

Germinacao 
89 
80 
74 

TZVigor 
83 
72 
64 

Imersao 
84 
70 
65 

jTabela 5.21: Resultados, dos testes de emergência e envelhecimento precoce (EP) em três 
fultivares de sorgo granifero. 

! 
! 
! 

fesente a proximidade entre o resultado obtido pelo teste ele emergência (proporção de 

~ementes que emergiram após a germinação) e o obtido por cada um dos testes alterna

~ivos. Nos testes de germinçào e imersão em cloreto de amônia. observa-se a percentagem 

de sementes germinadas, enquanto no tetrazólio obsen·a-se a percentagem de sementes 

com embrião uniformemente colorido e extremidades do escutelo não coloridas. Por sim-

~licidade, o resultado em todos os métodos alternativos será referido como percentagem 

de germinação. 

A função de interesse, nesse caso, pode ser arranjada como um vetor (9 x 1) , 

F= (F12 , ... , F14 , ... ,F32 ... , F34 ), onde cada componente representa a eficiência do teste 

a;lternativo j na cultivar i, para i= 1,2,:3 e j = 2,:3,4. 

Geralmente, para explicar a variabilidade entre as componentes da função F, busca-se 

ajustar um modelo linear usualmente expresso por 

E.-t(F) = X3 ( .5 .4.5) 

onde X é uma matriz 9 x t de constantes conhecidas ele posto t , ;3 um vetor t x Ide 

parâmetros desconhecidos do modelo e E.4(.) denota a esperança assintótica ele F, isto é, 

quando o número de obserYações usadas para o cálculo das Fij é grande. 

A estrutura dos dados objeto de análise nesse trabalho pode ser resumida na Tabela 

5.20. 

Outra forma de representar esses dados é através elo vetor Y = ( YÍt, ... , }í .. h ..... , r:n, ...... ,r~), 
onde }ij é o número de sementes da cultivar i que germinaram ou emergiram quando 

89 



I 
~ubmetidas ao tratamento (método) j. 

\ As variáveis indicadoras de sucesso em cada semente são consideradas mutuamente 

rndependentes e a probabilidades de sucesso (germinar ou emergir) são supostas iguais, 

~entro da mesma subpopulação. Sejam X1 e .Ym variáveis indicadoras de sucesso nas l e 

tn-ésima sementes (pertencentes à mesma subpopulação ), repectivamente (l = 1, ... , 200). 
·, 

Então a probabilidade de a /-ésima semente apresentar a resposta k1 dado que a m-ésima 

~emente apresentou a resposta k2 não depende da distribuição de Xm para todo m =/= l, 

~sto é: 

Seja Yij o número de sucessos que na CLdti\·éu· i e tratamento j . Então 

200 

lij = L Xiym 
m=l 

qnde Xijm é o indicador de sucesso da m-ésima semente na subpopulação ij (i = I, 2.:3 e 

j = 1, 2, ... , 4). Assim, Y;i é modelado pela distribuição binomial com parâmetros n = 200 

e 1rij, onde 1rij representa a probabilidade ele uma semente da cultivar i germinar quando 

submetida ao tratamento j. Como cada y ij provém de amostras independentes, o vetor 

aleatório Y tem distribuição produto de binomiais cuja função ele probabilidade conjunta 
, 
e: 

3 4 

P(Yíi = Yu, YÍz = Yiz, ... , Y34 = Y34) = I1 I1 
i=l j=l 

onde 1rij E (0, 1) para todo i=1,2,:3 e j=l.2, ... .4. 

~Y'J(1 _ ..... )n-y, 1 
,, 'J lt l) (.S.-!6) 

O vetor de proporções amostrais ele sucessos (sementes germinadas ou plântulas que 

emergiram, dependendo do método) p =(pu, ... ,p14 ••• ,]J31, ... ,p34),onde p;1 

estimador consistente (Teorema Bl) e não viciado de rr. 
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5.2.1 
! 

Esperança e covariância de p. 
i p vetor de esperanças e a matriz de covariâncias de p são expressos por: 

I 

i e 

Pu 
lLLL 
n 

P12 
il.l1.. 

E(p) =E =E n 

P34 
lia 

n 

7ru(1- rru) O 

o ;;-i2( 1 - íi12) 

1 
Vp(rr)=-

n 

o o 

7rn 

7rl2 

-

7r:J4 

o 

o 

(5.47) 

( .).48) 

Substituindo 1rij por Pii em [.5.47] e [.5.-IS] obtemos estimadores da esperança e matriz 

de covariâncias de r., respectivamente. .-\:-; componentes da matriz de covariâncias de 

p ,denotada por Yp(r.), são funções couti!lua." de;;-, assim Vp(p) = Vp. é também um 

estimador consistente de V p( rr). 

5.2.2 Escolha da função de resposta. 

A função F do vetor de proporções amostrais p de\·e ser tal que suas componentes sejam 

uma representação matemática da idéia de eficiência do método alternativo j na cultivar 

i (i= 1,2,3 e j = 2,3,4). Segundo I\och et a! (198--!), para aplicação do método de 

quadrados mfnimos ponderados na estimação de parâmetros do modelo descrito em [5.4.5], 

é necessário dispor de um estimador consistente da matriz de covariâncias assintótica de 

F. Além disso, a função F deve ser definida de modo que sua matriz de covariâncias seja 

n~o singular. 

91 



' i 

b método geralmente utilizado para obter a distribuição assintótica de F e con-

seqtentemente sua matriz de covariâncias assintótica , é o método delta multivariado. 

Pa~a aplicação desse método F deve ser expressa como função de uma estatfstica assin

todcamente normal e satisfazer às condições (i) e (ii) descritas no Apêndice B. 

)ne (4.10), o estimador p de r. na distribuição produto de binomiais satisfaz 
! 

(.5.49) 

i 
on~e n é o tamanho ele amostra em cada subpopulaçà.o ( Tlij = n para qualqueri e j) e 

"EJ(r.) é a matriz de covariâncias assintótica ele p. 
I 

' Dado o vetor de proporções amostrais p = (pu .... , Pt-t. ]l21, ... , P2-t, P3t, ... , P3-&), defini

m~s distância relativa ( dij) entre o método alternativo j (j = 2, :3, 4) e o método teste

mt;J.nha (j = 1) na cultivar i como a razão entre a diferença elos resultados obtidos nos 

dcüs métodos (percentagens de emergência e germinação, repectivamente) e o resultado 

obtido no método testemunha, isto é: 

d ( ) Pil - Pii 
ij p = 

Pil 

Então, o vetor de distâncias d(p) constitufdo pelas componentes di.7(p) é um vetor 

9 x Ida seguinte forma: 

d(p) = 

du(P) 

dl3(p) 

= 

Pll-PP 

Pll 

Pll -Pr1 

P11 

p.11-p;.3 

P31 

po.) -p~.1 

P31 

Como a idéia de eficiência está relacionada com a distância entre os resultados, não 
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Importando se o método subestima ou superestima a percentagem de emergência, F deve 

er uma função par de d, isto é 

I F(d) = F(-d) 

fara todo dE/ R9
• 

I, A função que representa a eficiência deve ser decrescente com d, pois quanto maior 

f distância relativa entre os métodos, menos eficiente ele será. Assim, F poderia ser 
I 

fefinida como 

ónde 1 é um vetor 9 x 1 de 1's. 

Nesse caso, o método delta não pode ser aplicado para cálculo da distribuição assintótica 

de F, pois F(.) não é diferenciável em d =O (a condição i nào é satisfeita). Entre outras 

alternativas , as funções 

Fz(d) = 1- d2 

e 

são funções pares e decrescentes de d. 

F3 apresenta a vantagem ele suas componentes estarem restritas ao intervalo (0, 1 ), o 

que é desejável numa medida de eficiência. Espera-se, pela natureza do problema que os 

valores das componentes de F concentrem-se entre O e 0.:30. É de interesse. portanto,que 

a derivada primeira de função que representa a eficiência assuma valorPs próximos da 

unidade nessa região, o que significa que iguais variações em d correspondem a iguais 

variações em F. Graficamente, isso equivale ao paralelismo dessa função e F 1 . Na figura 

11 observa-se que F3 tem melhor comportamento que Fz com relação a esse aspecto. 



1,1r----------------------------------------------------------, 

1 

0,9 

i. 

JO.a 

I 
I 

lo.7 
i 
p,6 

F2 

F1 

F3 

o,sL-----L-----L-----L-----L-----~----L-----~--~ 

-0.4 -0,3 -0,2 -0,1 o 0,1 0,2 0,3 0,4 
Distância 

Figura 1. Representação gráfica das funções de resposta F 1 , F2 e F3. 

A escolha da função ideal para representar eficiência não será objeto dessa análise. 

Para tanto, seria de fundamental importância, a participação do pesquisador da área de 

conhecimento subjacente. Nesse exemplo busca-se apenas mostrar o uso do método de 

quadrados mfnimos ponderados quando a função de interesse nào se enquadra nos casos 

anteriormente abordados (funções lineares e funções logarftimicas). 

A função do vetor de proporções amostrais que busca representar a eficiência dos 

métodos alternativos será então definida como 
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exp -5 ( PI~~>PI>) 'l FI2(P) 

FI3(P) exp -5 ( Pu-pJ3) 
2 

Pll 

F(p) = (.5.50) 

F33( p) exp [ -5 ( puP~IPJJ) 
2
] 

F3<~(P) exp [.j ( P31p~ 1 Pc4 ) 
2
] 

I 

pnde cada F;j representa a eficiência do método j na cultivar i. 

1. A verificação das condições i) e i i) para a função definida em [.5 .. 50] será feita quando 

da aplicação do método delta para cálculo de distribuições assintóticas. 

5.2.3 Distribuição assintótica de F(p) . 

.Para calcular a distribuição assintótica de F(p) e conseqi.'1entemente sua esperança e 

matriz ele covariâncias assintóticas será usado o método delta multivariaclo descrito no 

Apêndice B. 

Sejam H=~~ e G =:~!matrizes 9 x 1:2 cujos elementos (I.:. i) são as derivadas de or

dem 1 e 2, repectivamente, da k-ésima componente de F = ( F12 (p ), FI3(p ) .... , F34(p)) = 
(F1,F2, ... ,Fk, ... ,Fg), com respeito ao /-ésimo elemento ele p = (Pu·Pl2· .. ··P:Jl, ... .P34) = 
(p1,p2, ... ,p12). Assim, ~~ é uma matriz bloco diagonal 

D1 o o 
DF 

H--- o D2 o - iJp -

o o D3 

onde Di, para i= 1, 2, 3 é da forma: 
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e 

i 
)onde 

! 

ôF,o éJF,o 
ôp,l ÔPi2 

Di= ôF,, ôF,1 
Ôp,l ôp,2 

{ 
~=-10(~) 
ÔPkl P•l 

O, se k =f. j 

ôF,o 
ôp;3 

ôF,J 
Ôp;J 

ôF;1 
ôp3 

éJF,o 
éJp;4 

ôF,3 
ôp,4 

{ 

( )

2 
-5 f!J..I..=.E.:.. 

ôF;z = -10 (~) (1- _L) e P!l , se I.:= i e j = l 
ÔPkl P•l P•l 

o, c.c. 

(.5.51) 

a2F · De modo semelhante, a matriz ele cleri\·aclas parciais de segunda ordem, o2p, e ex-

pressa por 

onde Gi, para z - 1,2,3 e: 

;.=JF2, &F2, âF 2, âf2, 
êlp; 1 &p;2 ap;3 ôp~4 

Gi af2,. &F2,. &F2, &F2 (- -·)) = ~ •J.·J-
ar;l ar;2 ,;Jp?J dp~3 

&f2 éJF2 a F;, é1FJ4 
Ôpt: a/ 12 ôp,l .9p~4 

De [5.51] e [5.52] observa-se que F(p) possui derivadas continuas até ordem 2 para todo 

p E (0, 1 ?\ e consequentemente numa região contendo 1r. Satisfeita essa propriedade 
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iF(p) tem a seguinte expansão quando p ---+ 1r: 

I 
j 

F(p) = F(1r) + H'(p- 1r) + o(JJ(p- 1r)jj) (.5 .. 5:3) 

I Por [5.49] e[5.53] e aplicando o teorema que resume o método delta multivariado, a 

~istribuição assintótica de F(p) é dada por 

I 
I 

! vfn[F(p)- F(1r)] ~N 12 (0,H:Ep(7r)H') 

l 
~u seJa, para n grande, F(p) tem distribuição aproximada normal multi variada com 
I 

~sperança F(1r) e matriz de covariâncias n- 1 HI:p(r.)H', onde 

7ru(l- 7ru) O 

0 1r12(1 - ÍÍI2) 

'\' () -lT/ 
i-lp 1r = n vp = 

o o 

5.2.4 Análise dos resultados. 

o 
o 

( .5 .. 5~) 

A primeira hipótese de interesse a ser investigada é a ausência de interação aditiva entre 

cultivar e método. Se não houver evidência para rejeição Jessa hipótese, os métodos 

alternativos podem ser comparados, de um modo global, considerando a eficiência média 

de cada método nas três cultivares; caso contrário, os métodos devem ser comparados 

dentro de cada cultivar. 

Para investigação ela variabilidade entre as componentes da função F(.) Jefinida em 

[~.50] e posterior teste de hipóteses ele interesse, foi proposto o modelo 
I 

97 



EA[F(p )] = X1.B1 

I 

o9de 
i 

I 

1 1 o 1 o o o o o 
1 1 o o 1 o o o o 
1 1 o -1 -1 o o o o 
1 o 1 o o 1 o o o 

X1= 1 o 1 o o o 1 o o 
1 o 1 o o -1 -1 o o 
1 -1 -1 o o o o o 
1 -1 -1 o o o o o 1 

1 -1 -1 o o o o -1 -1 

e 

/31 = 

cujas componentes têm a seguinte interpretação: 

/3o: eficiência média; 

/31: efeito diferencial da cultivar Cl; 

,62: efeito diferencial da cultivar C2; 

/33: efeito diferencial do método germinação dentro da cultivar C1; 

/34: efeito diferencial do método TZvigor dentro da cultivar C 1; 

/35 : efeito diferencial do método germinação dentro da cultivar C2: 

/36: efeito diferencial do método TZvigor dentro da cultivar C2; 

/37: efeito diferencial do método germinação dentro da cultivar C:3; 
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i /38: efeito diferencial do método TZvigor dentro da cultivar C:3. 
i 
1 Os efeitos diferenciais do método imersão dentro de cada cultivar são tais que a soma 
i 

dts efeitos diferenciais dentro de uma mesma cultivar seja zero. 

i Essa parametrização foi escolhida de modo que os f3:s são facilmente interpretáveis 
I 

e las hipóteses de interese podem ser expressas através de um conjunto de restrições 

li~eares sobre o vetor /31. Além disso, a base X correspondente a essa parametrização, 
I 

t,m posto-coluna completo. 

j A hipótese de não associação aditiva entre cultivar e método foi postulada através 
I 

d~s seguintes contrastes lineares 

Sua representação matricial é 

H (l). 
o . 

P3- f3s = O 

P3- !37 =o 
~~- ;36 =o 
!3~ - f3s = O 

H(l). c (../ -o o . lf.'l-

onde C1 é uma matriz 4 X 8 de posto 4, 

o o 1 o -1 o o 
o o 1 o o o -1 

o 
o 
o o o o l o -1 o 

o o o l o o o -1 

(.J..j6) 

O valor da estatfsttica Qc1 foi :3,88 com um valor p conespondente de 0.422i(Tabela 

5.22). Não existindo evidência suficiente contra a hipótese definida em (.5 . .56 ). postulou-se 

o seguinte modelo reduzido 

(.5.57) 
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i 
<:>nde 

! 

1 1 o 1 o 
1 1 o o 1 

1 1 o -1 -1 

1 o 1 1 o 
X2= 1 o 1 o 1 

1 o 1 -1 -1 

1 -1 -1 1 o 
1 -1 -1 o 1 

-1 -1 -1 -1 

e 

f3o 

:3= 
/31 

.84 

onde /30,/31 e /32 têm a mesma interpretação que no modelo anterior, 33 e .34 representam 

os efeitos diferenciais dos métodos genninação e TZvigor, respectivamente. Observe que 

o efeito diferencial do método imersão é igual a -(,83 + /34 ). A análise de variãncia do 

modelo definido em [5.57] é apresentada na Tabela .5.2:3. O valor da estatfstica do ajuste 

do modelo corresponde ao qui-quadrado elo resfduo ( Qw = :3, 30), na Tabela 5.2:3. O 

valor p correspondente (p = O, .jQ97) não constitui evidência suficiente para rejeição da 

hipótese representada pelo modelo [5 .. j7 ]. 
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FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB 
INTERCEPTO 1 :2:3,89 0,0000 
CULTIVAR 2 :3,91 0.1414 
METO DO 2 10,40 o.oo.s.s 
CULT X METODO 4 3,:30 0.50~7 

RESÍDUO o 0.00 

fabela 5.22: Análise de variância da eficiência dos métodos alternativos no modelo sat
~rado. 
I 

FONTE G.L. QUI-QUADRADO PROB 
1:'-ITERCEPTO 1 2:3.89 0,0000 
CULTIVAR 2 :3.91 0.1414 
~viETODO 2 10,40 o.oo.s.s 
RESIDUO 4 :3,:30 0.5097 

Tabela .5.2:3: Análise de variância da eficiência dos métodos alternativos no modelo de 
efeitos principais. 

5.3 Exemplo 3. Efeito do substrato no enraiza-

mento de alporques de urucuzeiro. 

Os dados objeto de análise nesse exemplo foram obtidos de Silva et a! ( 199:3 ). Foi realizado 

um experimento com o objetivo de avaliar o efeito de diferentes substratos no enraiza

mento de alporques de urucuzeiro (BiJ.~a orellana L.). As alporquias foram realizadas em 

quatorze plantas. Em cada planta foram realizados sete alporques (correspondentes aos 

sete tratamentos). Os tratamentos (substratos) consistiam ele: 

1. Areia vermelha (A); 

2. Barro (B); 

3. Pó de madeira (P); 

4. 1/2A+1/2B; 
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TRATAMENTO N · DE RAIZES 
AREIA 119 
BARRO S..J: 
1/2A+1/2B 8:3 

Tabela 5.24: Número total ele raizes por tratamento doze semanas após a alporquia. 

5. 1/2A+l/2P; 

6. 1/2B+l/2P; 

7. 1/3A+l/3B+l/3P. 

Após doze semanas ele realização das alporquias foram observados os uumeros de 

raizes em cada alporque. 

Na análise elos dados utilizamos apenas os dados correspondentes aos tratamentos 1. 

2 e 4. Os números totais de raizes observados nos catorze alporques em cada tratamento 

são apresentados na Tabela 5.24. 

Considera-se que o números de ra1zes em cada tratatamento são conceitualmente 

representativos de subpopulações infinitas no sentido de equivalência com uma amostra 

aleatória estratificada. 

Supõe-se que as raizes "nascem" segundo um processo de Poisson não homogêneo no 

tempo, isto é: 

1. Os nascimentos ocorrem sozinhos, e não simultâneamente: 

2. Os números de raizes que nascem em intervalos de tempo disjuntos são indepen

dentes; 

3. A probabilidade do nascimento de k raizes no intervalo de tempo (s, .s + t) depende 

de t. 
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i 
I , 

j
' Como o tempo total de acompanhamento é ~xo (12 semanas). o número total de raizes 

q e nascem em cada tratamento (Yi), nesse periodo, pode ser modelado pela distribuição 

d Poisson. Assim a função de probabilidade de }'i é 
I 

1

1 -jl, y, 
P(Y - ·) - e p, 

I 
I- y, - I 

Y. I ,. 

c9m Yi E {0, 1, 2, ... }e JL E (0, oo) para todo i= 1, 2,3. 

I Considerando as subpopulações independentes, o vetor ale a tório Y = (}'1 , Y2 , 1'3) tem 

diftribuição produto de Poisson cuja função de probabilidade é 

5~.3.1 Esperança e covariância de Y. 

De [4.12] e [4.1:3], o vetor de esperanças e a matriz de CO\'<tri;incias ele Y são 

E(Y) = p 2 (.5.58) 

e 

P1 O O 

Vy(ft) = DJ.l = O 11 2 O (.5.59) 

o o /l3 

respectivamente. 

Substituindo p por y em [5.59] obtém-se um estimaclor consistente ela matriz de 

covariâncias assintótica de Y. 
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I f.3.2 Escolha da função de resposta 

~ interesse do estudo é explicar a variabilidade entre os números de raizes por alporque 
I 

isperados para cada tratamento. Nesse caso, o interesse é modelar a taxa ele raizes por 

ilporque denotada por 

i 

..L o o 
r ~~~ 

o o /:!:.1_ o o 
14 14 

À= (DN)- 1 DJ.L = o ..L o Jl2 o o ~ o 
1-l 14 

o o ..L o f.l3 o o /:& 
14 L 0 14 

De [4.15], um estimador consistente de À é 

h o o 1-1 
A 1 o li À= (DN)- Dy = 

14 o 
o o h 

H 

Nesse caso a função de resposta CUJa esperança assintótica deseja-se modelar e a 

função identidade, isto é, 

De [4.18], um estimador consistente ela matriz ele covariâncias assintótica de j é 

XL o o 1-12 

- o y, o i4'2 

o o Jí. 
142 
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~.3.3 Definição do modelo e formulação de hipóteses. 
I 

I , 

$uponha que seja de interesse testar a hipótese de que o número médio de raizes no 

~ratamento l/2A+l/2B é a media aritimética do número médio de raizes nos tratamentos 

~ e B. Essa hipótese pode ser representada por 
I 
I 

Se postularmos o modelo identidade saturado 

(.5.60) 

onde X é uma matriz identidade 3x3, as componentes do vetor de parâmetros J correspondem 

às componentes de À e H0 pode ser reescrita como 

1~1 + a.) 
Hl . ~~ = fJ ' -

O·fJ3 2 · 

Sua representação matricial é 

onde 

c1 = [ -1/'2 -1/2 1 J. 

Outras hipóteses podem ser postuladas para investigar Sf' a substituiçâo de metade 

do substrato a7'eia por barro ou vice-versa, afeta o enraizatne11to dos alporques. Essas 

hipóteses podem ser representadas pelas restrições lineares 

H ·) . Q - Q -o . fJl - JJ3 
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: 
I 

TRATAMENTO 
AREIA 
BARRO 
1/2A+l/2B 

N°· DE RAIZES/ ALPORQUE 
8,5000 
6,0000 
5,9:300 

ERRO PADRAO 
0,2082 
0,1750 
0,1162 

tabela 5.25: 
.lporquia. 

Número de raizes por alporque em cada tratamento doze semanas após a 

! 

~espectivamente. Sua representação matricial é 

onde 

e 

onde 

5.3.4 Análise dos resultados. 

Os números médios de raizes por alporque observados em cada tratamento e seus respec

tivos erro padrão são apresentados na Tabela .5.25. 

A análise dos contrastes (Tabela 5.26) indica que o número de rafzes no tratamento 
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CONTRASTE G.L. 
MEDIA ARITMETICA 1 
SUBS. 1/2A POR 1/2B 1 
SUBS. 1/2B POR 1/2A 1 

QUI-QUADRADO 
3.5,82 
89,82 

0,08 

i ' 

PROB 
0,0000 
0,0000 
0,7722 

T~bela .5.26: Graus de liberdade, val~res observados das estatísticas de teste e valores de 
p ~ssoc1ados para os contrastes defimclos em H1 0 , H20 e H:30 .. 

I 

cdm substrato misto (1/2A+ 1/2B) não correponde à média de A e B (p < 0.001 ); o 
I 

n~mero de raizes diminui quando metade do substrato areia é substituicla por barro 

(p < 0.001) e não se altera quando metade do substrato barro é substituicla por areia 

(p =o, 7722). 

Não havendo evidência suficiente para rejeitar a hipótese ele igualdade entre os números 

esperados de raizes por alporque nos tratamentos B e 1/2A+1/2B, propõe-se um modelo 

reduzido objetivando explicar a variabilidade entre as componentes de À. Esse modelo 

incorpora ao modelo anterior (.5.60) a restrição sobre À correspondente à hipótese H3a. 

Postula-se então o modelo 

onde 

1 o 

Xz = O 1 

o 1 

e as componentes de {32= (.81, {32 ) têm a seguinte interpretação: 

{31 =número esperado de raizes por alporque quando é utilizado o substrato 

a reza. 

fJ2 =número esperado de raizes por alporque quando é utilizado o substrato 

barro ou metade areia + metade barro. 
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I 

FONTE 
MEDIA DE A 
MÉDIA DE B OU C 
RESÍDUO 

G.L. QUI-QUADRADO PROB 
1 1666,00 0,0000 
1 2337,00 0,0000 
1 0,08 0,7722 

Tabela 5.27: Análise de variância do modelo reduzido. 

I TRATAMENTO N°· DE RAIZES/ALPORQUE ERRO PADRAO 

'llll

i AREIA 8,5000 0.2082 
BARRO 5,96-11 0.1:2:3:3 
1/2A+1/2B .5,9641 0.12:3:3 

I ' 

T~bela 5.28: Valores preditos dos números de raizes por alporque em cadd tratamento e 
s~us respectivos erros padrão. 

A análise de variância do número de raizes por alporque correspondente ao modelo 

postulado em [.5.60] é apresentada na Tabela .5.27. Obseva-se que o modelo tem bom 

ajuste (p = O, 7722). 

Os valores preditos pelo modelo para os números de raizes por alporque em cada 

tratamento (substrato) são apresentados na Tabela .5.28. 
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Papítulo 6 
i 

il 

ponsiderações finais. 

Nesta dissertação foi abordada a aplicação do método de quadrados mi'nimos ponderados 

em casos onde é possivel aplicar o método delta no cálculo da matriz de covariâncias 

assintótica da função de resposta. Nesses casos, o tamanho de amostra suficiente para 

aplicação do método está relacionado da qualidade da aproximação da matriz de co

variâncias da função de resposta usando expansão em série de Taylor e da convergência 

da distribuição da função ele resposta à distribuição normal multivariada. 

Como objetos de pesquisas futuras estão o uso de outros métodos para cálculo da 

matriz de covariâncias e sua comparação com o método delta. Além disso. é ele interesse 

a comparação dos métodos tradicionais de análise de experimentos agricolas com os 

métodos aqui utilizados. 

109 



~pêndice A 
I 

' 
' 

}\..lgumas definições e teoremas em 
I 

! 

~lgebra linear. 
i 

Nesse apêndice são apresentados definições e teoremas importantes para o entendimento 

dos modelos lineares segundo a abordagem de coordenadas livres apresentada em Arnold 

(1981). Nessa abordagem busca-se uma interpretação geométrica das estatfsticas de 

interesse no modelo linear, utilizando, principalmente,os conceitos de projeção de vetores 

em subespaços, norma de projeções e distância entre \·etores e subespaços. Para maiores 

detalhes e provas dos teoremas ver Hoffman & I\unze ( 1911 ), Halmos ( 19.58), Arnold 

(1981) e l'dota (1983). 

A.l Espaços vetoriais, subespaços e bases. 

Definição Al.Um espaco vetorial consiste do seguinte: 

( 1) Um corpo F ele escalares; 

(2) Um corpo V de objetos denominados vetores; 

(3) Uma regra ou operação dita adição que associa a cada par de vetores VI e v2 em 

V um vetor VI+ v2 denomoinado soma de VI+ v2 tais que: 

(a) A adição é comutativa: VI+ v2 = v2 + v1; 

(b) A adição é associativa: (vl + v2) + v3 =VI+ (v2 + v3); 

(c) Existe um único vetor O tal que v+ O= v para todo v EV; 
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( d) Para cada vetor v EV existe um único vetor -v EV tal que 

v+ (-V)= O; 

( 4) Uma regra ou operação dita multiplicação escalar que associa a cada escalar c E F 
I 

}tm vetor cv tal que: 
! 

! 

I 

(a)lv =v; 

(h) ( c1c2v) = c1( c2v); 

( c)c( v1 + v2) =cvl +cv2; 

(d) (c1 + c2)v =qv+c2v. 

pefinição A2. Um produto intu·no num espaço vetorial (real ou complexo) e uma 

função (real ou complexa, respecti\·amente) ele um par ele vetores x e y, tal que: 
I 

(a) (x,y) =(y, x) 

(h) (a1x1 + a2x2, y) = a1 (x1. y) + az (x2, y) 

(c) (x,x);::: O; (x,x) =O{::> x =O. 

No caso de espaços vetoriais sobre o corpo dos reais, a conjugação pode ser ignorada. 

Definição A3. Seja E um espaco vetorial com produto interno. O nl.uneroj(x, x) é 

dito norma ou comprimento elo \·etor x e denotado por llxll· Um espaço vetorial sobre o 

corpo dos reais, dotado de produto interno é chamado espaço euclidiano. 

As definições e teoremas apresentados a seguir referem-se a espaços vetoriais ele di

mensão finita com produto interno, em particular o espaço das n-uplas sobre o corpo 

dos números reais. Os elementos desse espaço vetorial serão representados como: 

Y1 

y= 

Yn 

onde Yi E R para i= 1,2, ... ,n. 
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I 

pefinição A4. Sejam x e y vetores quaisquer do subespaço V C Rn. x e y são ditos 

~rtogonais se e somente se (x,y) =O. 
! 

pefinição A5. Seja S um conjunto de vetores em Rn. S é um conjunto ortogonal se e 

fomente se (x, y) =O para quaisquer vetores x e y em S. 

I Se (x, y) = O e llxll = IIYII = lpara quaisquer vetores x e y em S, o conjunto é dito 
i, 

rrtonormal. 

pefinição A6 . Sejam 51 e 5'2 subespaços do espaço vetorial E. 5'2 é dito (espaço) 

tomplemento ortogonal de 51 se e somente se y é ortogonal a 5'1 para qualquer y ES'2. O 
! 

~omplemento ortogonal de sl é denotado pür ,'_;~. 
i 

:pefinição A 7 . Sejam v 1, v2, ... , Vp E Rn. Então u é uma combinação linear dos vi se 

Jxistem a1,a2, ... ,ap ER tais que u =a1vi +a:(V2 .... +apvp. 

Definição A9. Seja V um conjunto tal que V C R". Então V é um subespaço se \/ é 

fechado para combinações lineares, isto é, para todo cq.a2 ..... ap ER, u EV. 

Sejam VI, v2, ... , Vp E V, onde V é um subespaço. Os t'; geram V se todo v EV pode 

ser esc ri to como uma combinação linear dos c,. 

Os Vi são linearmente independentes se cq VI +a2v2 .... +apvp =O ::}ai =a2 = ... =ap =O. 

Definição AIO . Seja V um subespaço v1. v2 .... , Vp E \/. Os'!.'; são uma base de V ele 

eles são linearmente independentes e geram\'. O número de elementos ela base é chamado 

dimensão de V. 

Teorema AI. Seja V um subespaço, então: 

a. V tem uma base ortonormal. 

b. Quaisquer duas bases de V têm o mesmo número de elementos. 

c. Se v 1, v2, ... , Vp formam uma base ele V, então todo v E\/ pode ser escrito de 

maneira única como combinação linear dos vi.. 

d. Se V tem dimensão p, v 1, v 2, ... , Vp E v· e os vi.sào linearmente independentes, 

então VI, v2, ... , Vp formam uma base de V. 

e. Seja X uma matriz n x p de posto r e sejam 
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V= {v ERn: v= Xa para algum a ERP} 

W = {v E Rn : X' v = O} 

: Então a dimensão de V é r e a dimensão de ~V é n- r. 

pefinição All. Uma matriz n x pé uma base de V se as colunas de X constituem uma 

~ase de V. X é urna base ortonormal se as colunas de X são ortonormais. 

~eorema A2. Seja X uma base do espaço p-dimensional V C Rn. Então: 
I 

i a. X é uma matriz n x p de posto p e X'X é inversfvel. 

b. O vetor v EV se e somente se v= Xb para algum b ERP. O \·etor b é único. 

A.2 Transformações lineares. 

Definição A12. Sejam E 1 e E2 espaces vetoriais. Uma transformação llnrar de E 1 em 

E2 é urna função T de E 1 em E2 tal que 

para quaisquer v1 e Vz em E 1 e c E R. 

Nas definições e teoremas que se seguem E1 e E2 são espaces vetoriais sobre R e T 

urna transformação linear de E1 em E2 • 

Teorema A3. Seja A = { a1, az, ... , aj, ... , a 11 } uma base de E 1 e B = {b1. bz .... , bi, .... bn} 

vetores arbitrários em E 2 • Então existe exatamente uma transformação linear tal que 

para i= 1,2, ... ,n, ej = 1,2, ... ,n. 

Teorema A4. A imagem da função T é um subespaço de E2 . Os vetores v EE1 tais 

que T(v) = O constituem um subespaço de E 1 , dito núcleo de T . 
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D~finição Al3. O posto de uma transformação linear T é a dimensão de sua imagem. 
I 

A !nulidade de T é a dimensão do seu núcleo. 

T~orema AS. A dimensão de um espaço vetorial E é a soma das dimensões da sua 
I 

imagem e do seu núcleo: 
i 

dim(E) = posto(T) + nulidade(T) 

Drfinição A14 . Um operador linear ou endomorfismo sobre um espaço vetorial E é 

ui!na transformação linear de E em E. 
I 
I 

Teorema A6. Se T é uma transformação bijetora (injetora e sobrejetora) de E1 em E2 

então a função inversa r- 1é uma transformação linear de E2 em E1 . 

Teorema A 7. T é uma transformação não singular· se e somente se leva todo subconjunto 

linearmente independente de E1 sobre um conjunto linearmente independente de E2. 

Teorema A8. Se a dimensão de E1 é igual à dimensão de em E2 , as seguintes afirmações 

são equivalentes: 

(a) T é inversfvel; 

(b) T é não singular; 

(c) A imagem de T é E 2 ; 

(c) Se {a1,a2, ... a 11 } é uma base arbitrária de E 1 , {T(al ),T(a2) .... T(an)} é uma base 

arbitrária de E2. 

Definição Al5 . Se E1 e E2 são espaços vetoriais sobre o mesmo corpo, uma trans

formação linear bijetora T de E1 em E 2 é denominada um isomorfi8mo ele E1 em E2 • 

Sejam A= {a1,a2, ... ,aj,····a11 } uma base de E1 ,B = {b1,b2 .... ,bj ..... bm} uma 

base de E2 e T urna transformação arbitrária E1 em E2 • Então cada um dos n vetores 

T( aj) pode ser expresso de modo único como uma combinação linear ele b1, b2, ... , bi, ... , bm 

m 

T( aj) = I:xii bi 
Í=l 

ou seja. 
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Os escalares x 1j, ... ,Xmj são as coordenadas dos vetores T(aj) com relação à base {b1, b2 .... bm}par 

j = 1, 2, ... n. Então a transformação T é determinada pelos m x n escalares :r;1 dadas as 

bases A e B. 

A matriz m X n definida por X(i,j) = Xij e pela relação 

lll 

T(aj) = L:x;1 bi 
i=l 

é denominada matriz da tranformação T com relação ao par de bases A e B. 

Teorema A9. Sejam A= {a1,a2, ... a 11 } uma base de E 1• B = {b1, b2, ... b 111 } uma base 

de Ez .Para cada transformação linear T de E1 em E2 • existe uma matriz X. m x n que 

é a matriz de T com relação às bases A e B, tal que: 

[T(v)]B =X [v]A 

para todo vetor v E V. 
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Projetores. 

resta seção serão apresentados teoremas e definições relacionados com uma classe partic-
1, 

yiar de tranformações lineares, os operadores projeção ou simplesmente pmjetores, com 

tnfase dos projetores ortogonais. 

refinição A16. Sejam V e vV subespaços de um espaço vetorial E. O espaço E é dito 

toma direta de V e vV se e somente se todo vetor z EE pode ser escrito como 
i 
i 

qorn x EV e y EvV. 

A operação soma direta de dois subespaços é denotada por 

E=VEBlT. 

Se V _i vV, a soma direta é dita ortogonal e representada por 

.1. 
E= \/ ffi vV. 

Nesse caso, o subespaço vV é dito complemento ortogonal de V e vice-versa. 

Definição A17. Sejam V e n· subespaços do espaço vetorial E tais que 

.1. 
E= V ffi vV 

e T um endomorfismo de E. E é um projetor ou operador projeção de E em V segundo 

a direção dos vetores de vV , se e somente se, para todo z EE tal que z = x + y, 

Ty =X. 

'teorema AlO. Um endomorfismo T de E é um projetor em algum subespaço se e 
i 

sbmente se T é idempotente,isto é, T = T 2 • 
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tr'eorema All. Se Pé um projetor de E em V segundo a direção dos vetores de W, 
i 

~ntão V é a imagem de P e vV o núceo de P e consequentemente: 

(a) Py = y para todo y Ell. 

(b) Py =O para todo y EvV. 
', 

(reorema A12. Uma transformação limear T é um projetor em algum subespaço se e 
i 
~omente se (I- T) é também um projetor.Se P é um projetor de E em V segundo a 

~ireção dos vetores de vV, então (I- P) é um projetor de E em W segundo a direção 
i 

~os vetores de V. 

~eorema A13. Sejam P1 e P2 projetores do espaco vetorial E. Então: 
! 

qualquer y EE. 

(h) ( P1 + P2 ) é um projetor de E se e somente se 

P2(Pt(y)) = P1(P2(y)) =O, para todo y EE. 

(c) (P1 - P2 ) é um projetor de E se e somente se 

P2(P1(y)) = P1(P2(y)) = P2(y), para todo y EE. 

Quando um espaço vetorial E é decomposto em dois subespaços ortogonais, isto é, 

E= V EB V .L, 

associada a essa decomposição existe uma classe especial de projetores. os projetores 

ortogonais. 

Definição AI8 . Seja V um subespaço do Rn. O complemento ortogonal de \",denotado 

por V.lé o conjunto de todos os vetores v E Rn ortogonais a V. 

Seja vV C V um subespaço. Então o conjunto de todos os vetores em V que são 

ortogonais a vV, ou seja v n vV.lserá denotado por v I vV. 

Lema 1. v.l e v I vV são subespaços. 

Definição A19.Seja V um subespaço do Rn e lV o complemento ortogonal de V, isto é: 
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Vm projetor P de Rn é um projetor ortogonal se e somente se P projeta vetores do Rn 
i 

~m V segundo a direção de Hl. 
' 

tJ:'eorema A14. Seja V um subespaço do Rne y ERn, então: 

(a). Para toda matriz Xnxp de posto r:::; min(n,p),existe uma matriz Bpxn tal que 

X'XB =X' 

i 

' lcB é a matriz do projetor ortogonal de Rnsobre o C(X); 
I 
! (b ). A projeção é única; 

(c). Se a matriz Xnxp de posto pé uma base de V, então X'X é inversivel e a projeção 

<ile y de sobre V é dada por X(X'Xt 1 X'y. 

A projeção de y de sobre o subespaço V será denotada por PvY· Pv é um endomor

fismo do Rn ( tranformação linear de Rn em Rn) que associa a cada vetor y ERn, sua 

projeção ortogonal em V. A notação Pv também será usada para a matriz da trans

formação Pv com relação a uma base qualquer elo Rn. 

Uma das mais importantes caracterfsticas da matriz do projetor ortogonal (Pv) é que 

ela independe da base de V escolhida. Essa propriedade é enunciada através do seguinte 

teorema: 

Teorema A15. Sejam X eA duas uma bases quaisquer do subespaço V (X e A sao 

matrizes n x p de posto p, tais que C(X) =C( A)), então 

A seguir serão enunciadas algumas propriedades da matiz Pv que são conseqüências 

das caracteristicas dos projetores ortogonais: 

(a) (I- Pv) é a matriz do projetor ortogonal sobre \11.. 

(b) PvY é a projeção ortogonal de y em V e (I- Pv )y é a projeção ortogonal de y 

em VJ.para qualquer vetor y ERn. 

'reorema A16. (Teorema de Pitágoras). 
i, 
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a. Se v E V, então IIY- vll 2 = IIY- PvYII 2 + IJPvY- vi( 
b. IIY- PvyJI 2 

~ Jly- vll 2 para todo v E V valendo a igualdade se e somente se 

=PvY· 

c. PvY = y se e somente se y E V. PvY =O se e somente se y E V .L. 

d. Pv.LY = y- PvY· JIPv.LYII
2 

= JIYII
2 

-IIPvYII
2

. 

e. Seja W C V um subespaço, então PvY = Pv(Pwy) = Pw(Pvy). 

f. Seja vV c v um subespaço, então PvJwY = PvY- PwY· IIPvJwYII
2 

= IJPvYII
2

-

PwYII
2

• 

g. Se V l.. vV, então Pv(Pwy) = (PvPw )y =O. 

fl'eorema A17. Seja X uma base ortonormal do subespaço l/. Então: 
' 

(a) X'X =I; 

(b) PvY = X'Xy; 

(c) IIPvYII
2 

= JIX'Xyll
2

• 

Lema 1. Sejam x1, Xz, ... Xn vetores não nulos mutuamente ortogonais. Então os Xj 

são linearmente independentes. 

Lema 2. Seja vV c V c Rn. Então: 

(a) dim(vV.L) = n- dim(W). 

(b) dim(V I vV) = dim(V) - dim( W). 

Lema 3. 

(a) (V.L).L =V; 

(b) Seja vV c v. Então l/I (V I TV)= vV. 

Teorema A18. A é a matriz de um projetor ortogonal se e somente se A é idem

potente e simétrica, isto é, A = A 2 e A = A'. Se A é um projetor ortogonal, então 

dim(A) = tr(A) =posto(A). 
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~pêndice B 
I 

Propriedades assintóticas de 
', 

i , 

~stimadores e estatisticas de teste. 
! 

Nesse apêndice serão apresentadas definições e teoremas relacionados com propriedades 

assintóticas das estatistica.s de interesse na. aplicação do método de quadmdos mi'nimos 

ponderados: 

(a) Estatfstica de J!"ald para. o teste do ajuste do modelo (Qw); 

(b) Função de resposta estimada (F(y)); 

(c) Estimado r de quadrados mini mos ponderados do vetor de parãmetros no modelo 

linear geral (b); 

(d) Estatisticas de teste ele hipóteses lineares sobre o vetor ele parâmetros 3. 

Para maiores detalhes e provas elos teoremas deste apêndice, ver Bickel & Doksum 

(1977), Leite & Singer (1980), James (1981), Bishop et a/ (1979) e Arnold (1981). 

B.l Algumas propriedades assintóticas de estimadores. 

Seja {P6 : ()E 8} uma. familia de distribuições ele um vetor aleatório Y = (Y1, r;, ... r~), 
indexada pelo parãmetro () = (()1, ()2 , ••• ep) e { Ôn(Y) = ( ê~ 1 l(Y ), ê~ 2 l(Y), ... ê~l(Y)) : n 2: 

1} uma seqüência de estima.dores ele () que são similarmente gerados para cada tamanho 

de amostra. 

!l>efinição Bl. Ôn é dito um estimador consistente de () se e somente se Ôn converge 
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tm probabilidade para e, istoé 

~ara qualquer f;i >O, (i= 1, 2, ... ,p). 
I 

teorema Bl. Seja Y = (Yi, }'2, ... Yk) um vetor aleatório com distribuição multinomial 
I 

Jom parâmetros n e 1r = ( 1r1 , 1r2 , .•. 1rk). Se Ô11 é um estimador obtido pelo principio da 
i 
~ubstituição de freqüências, 

~ yl 1'2 }'i., 
Bu(Y) = ( -, -, ... , -) 

n n n 

então Ô11 é um estimador consistente de 7i. 

Teorema B2. Seja Y = (l'í, li, ... }'j.) um vetor aleatório com distribuição produto de 

Poisson, com parâmetro À= (,\ 1 , À2 , ••• , Àk)· Se Ô11 é um estimaclor obtido pelo principio 

da substituição de freqüências, 

então Ô0 é um estimador consistente de À. 

Teorema B3. (Teorema central do limite multivariado). Sejam Y 1 .Y2, ... vetores 

aleatórios k-dimensionais, independentes e identicamente distribuidos. Suponha que 

Y 1 tenha variância finita, e sejam p e :E a esperança e a mal riz de covari;lltcias de Y 1, 

respectivamente. Seja X 11 , a média amostrai, definida como a média aritmética dos 

'Vetores Y 1, Y z, ... , Y 11 . Então 

quando n -7 oo. 

Sejam Jl- 11 (0) e 2:11(0) o vetor de esperanças e a matriz de covariâncias ele Ôn, respec

tivamente. 
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I 

D~finição B2. Uma seqüencia de estimadores 

n4rmalidade assintótica se e somente se 

{ Ô11 (Y) : n > 1} tem a propriedade de 

Quando essa aproximação é válida, tt 11 ( ()) é dita esperança assintótica de Ô11e L:n( ()) 

v1riância assintótica de Ô11 • A expressão 
! 

onde Dz=:(e) é uma matriz diagonal p X p cujos elementü!j da diagonal sào as variâncias 

de Ô~ 1 l(Y), Ô~ 2 l(Y), ... ê~l(Y), respectivamente, é dita v{cio pndroni::ado assintótico Ô11 • 

Definição B3. Dizemos que um estimaclor Ô11 ele () é a,.:.;.;;;intoticamente não viciado 

quando seu vicio padronizado converge a zero quando n --+ c:-c. isto é, 

Suponha que T( 1 l = {Th1
) :n 2: 1 }e T( 2 ) = {Ti?l :n 2: 1 }sào duas sequenc1as de 

estimaclores cujas matrizes de covariâncias assinóticas I;111 (0) e I;112 (B) satisfazem 

para i = 1, 2 e são seqüências assintoticamente eficientes, isto é, 

Definição B4. Definimos eficiência assintótica ele T( 1 lcom relação a T( 2 l como a razão 

entre os determinantes das matrizes de covariância assintótica ele T(lle T( 2 l, respectiva-

mente: 
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Seja um processo de estimação que gera uma seqüência de estimadores { Ô11(Y) : n ~ 

} que é assintoticamente normal e satisfaz 

n2:)B) 1

~ 2:)B),e 
11 

Dizemos que a seqi.iência é assintoticamente eficiente se 

Definição B5. Um processo de estimação que gera uma seqüência de estimadores assin

toticamente normal e assintoticamente eficiente é dito um processo de estimação BA.V 

(Best assimptoticaly normal). Os estimaclores obtidos por esse processo são ditos esti

madores BAN 

O método de quadrados mfnimos ponderados é geralmente utilizado para análise ele 

dados modelados pelas distribuições produto de Pois8on ou de multirwmiais. \iessas 

distribuições os estimaclores dos parâmetros que as indexam (r. e À, respectivamente) 

têm comportamento assintótico que permite o uso do método delta para o cálculo de 

distribuições assintóticas de funções dessas estimativas que satisfazem às condições (i) e 

(ii) descritas na seção 3.2.1. 

Será apresentado a seguir, o método delta confrme descrito por Bishop et al (1979). 

B.l.l O método 8 para o cálculo de distribuições assintóticas. 

Essa é uma técnica geral importante, aplicada para calcular distribuições assintóticas e 

conseqüentemente deduzir variâncias e covariâncias assintóticas. 
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' 

~ versão unidimensional do método delta (8). 

Para aplicação do método delta é necessário uma variável aleatória ( Ôn) cuja distribuição 
I 

~epende de um parâmetro real (e) de tal forma que: 
j 

(B.l) 

~uma função F(x) diferenciável em :r =e que possui a seguinte expansão em torno de 

~: 

F(:z:) =F( e)+ F'(e)(:c- e)+ o(JJ:r- ell) (B.2) 

quando X --+e. 
O método 8 para encontrar médias e variãncias aproximadas é justificado pelo seguinte 

teorema: 

Teorema B4. Se en é uma variável aleatória real e e um parâmetro real tais que B.l e 

B.2 valem então a distribuição assintótica de F(Ôn) é dada por: 

(B.:3) 

Esse resultado também pode ser interpretado da seguinte forma: para n grande, F( en) 
tem distribuição aproximadamente normal com média F( O) e variãncia n- 1a 2(0) [j'(e)f 

A versão multivariada do método delta (8). 

Seja Ôn =(Ôn1 , Ôn2 , ... , Ônp) um vetor aleatório p-dimensional e e= (t9 1• e2 , .... Op) um vetor 

de paraâmetros também p-dimensional. Consideremos que Ôue () são tais que: 

(B.4) 

onde L:( B) é a matriz de covariãncia assintótica de Ô11 • 

Isso equivale a dizer que para n grande Ô11 tem distribuição aproximada normal mui-
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! 

~i variada com média(} e matriz de covariâncias n- 1 L:((}). 
I 

Agora suponha F uma função definida num subconjunto aberto do espaço p-dimensional 

tomando valores no espaço r-dimensional. Consideramos que f é diferenciável em(} , isto 
i 
~' F tem a seguinte expansão quando x--. O. 

I 

(B.5) 

para i= 1, 2, ... ,p. 

Seja [~~] uma matriz r x p cujo elemento (i,j) é a derivada parcial de Fi com respeito 

~ j-ésima coordenada de x =(x 1, x2 , .... . rP), a\·aliada em x = O, isto é: 

( ~F) = [~Fi] 
DO 'J D:t·J X=B 

então a expressão em B .. 5 pode ser resui~Jidil como: 

(iJF) F(x)=F(O)+ iJO (x-O)+o(il(x-{})11) ( B.6) 

quando x--. O. 

Considerando as notações actma, o método 5 multivariado, pode ser estabelecido 

através do seguinte teorema: 

Teorema BS. Sejam Ô11 , (} e F conforme descritos anteriormente e suponha que valem 

B.1 e B.6. Então a distribuição assintótica de F(Ô11 ) é dada por: 

A D . (DF) (DF)' y'n(F(011 )- F(O))---. .\p(O, DO 2)(})) DO ) (B.T) 

Agora suponha que O= O(c.p), onde ç é um vetor s-dimensional de parâmetros. Con

sidere também que a matriz de covariâncias assintótica em B.l depende de r;;, isto é: 

(B.S) 

Finalmente, seja ( ~~), a matriz cujo elemento (i,j) é a derivada parcial de Fi com 
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respeito ao j-ésimo elemento de X= (x1,x2, ... ,xp), avaliada em X= B(r.p). Então a dis

~ribuição assintótica de F( Ôn) é dada por: 
! 

A D (oF) (OF)' y'n[F(B11)- F(B(r.p))] ~ Np(O, oB 2)B(r.p)) ofJ ) (B.9) 

, 
~.2 Estatisticas de teste com distribuição assintótica 

X2· 

Os teoremas apresentados a seguir são úteis no cálculo elas clistibuições assintóticas de 

Qw e Qc. 

Teorema B6. Sejam F(Ô11 )e F(B) são tais que a condição [B.7] é satisfeita. Se A é uma 

matriz m x p qualquer, então 

y'n[AF( Ôn) - AF( B)] E, Nm (0, A~F( B)A') 

onde :EF(B) é a matriz ele covariâncias assintótica ele F(Ôu). 

O teorema acima é um caso particular ele aplicação do método delta multivariado 

(Teorema B.5). 

Teorema B7. Seja Y um vetor aleatório u-dimensional com distribuição normal multi

variada com esperança f.l e matriz ele co\·ariâncias :E. Então a forma quadrática 

tem distribuição x2 com tt graus ele liberdade. 

Teorema B8. Seja {Ôu(Y) = (Ô~ 1 l(Y), Ô~ 2 l(Y), ... ê~ul(Y)) : n > 1} uma seqüência de 

estimadores tal que 

Então a seqüencia de formas quadráticas 
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tnde E( Ôn) é um estimador consistente da matriz de covariâncias assintótica de Ôn, tem 

~istribuição assintótica x2 com u graus de liberdade. 



fA-pêndice C 
I 

i 

' I 

Métodos computacionais. 
! 

i 

fara análise dos exemplos apresentados no capitulo 5, foram utilizados o módulo I.ML 

(Interactive matrix analysis) e o procedimento CAT:\IOD (C'ategorical data analysis) 

do módulo STAT (Statistics) do sistema SAS. O módulo 1\IL foi usado para cálculo 

da matriz de covariâncias assintótica da função de resposta nos exemplos 2 e :3. O 

procedimento CATl'viOD calcula essa matriz internamente quando os dados objeto de 

análise são modelados pela distribuiç<'lo produto ele multinomiais e a função ele resposta 

resulta de combinações de funções lineares. exponenciais ou logarftmicas. No exemplo 2, 

a função de resposta nào pertence a essa classe e no exemplo :3 os dados sào modelados 

pela distribuição produto de Poisson. 

Neste apêndice constam as listagens elos programas utilizados nos seguintes casos: 

1. Exemplo 1: estrutura I - resposta clicotõmica. 

2. Exemplo 1: estrutura II - resposta dicotõmica. 

3. Exemplo 1: estrutura II - resposta politõmica. 

4. Exemplo 2 : modelo saturado. 

5. Exemplo 2: modelo reduzido. 

6. Exemplo 3. 
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o o o o o o, 
ALL PAR~S 1 o o -1 o o 

o o o o o O, 
ALL PAR.."1S 1 o o o -1 o 

o o o o o O, 
ALL PARMS 1 o o o o -1 

o o o o o O; 

CONTR-:..s:r ·~~O ~.SS.PESO X ESC EM CR' ~..L L PARMS o o o o o o 
1 -1 o o o O, 

~..L L P~-"\MS o o o o o o - 1 o -1 o o O, 
ALL PA..P-MS o o o o o o 

1 o o -1 o O, 
Jl..LL PA.."=t"1S o o o o o o -

1 o o o -1 O, 
..L .L L PA..R..~S o o o o o o -

1 o o o o -1; 

CONT:<...=-.ST 'HOMOGE~EID?~E DA ASSOCIAÇAO' ALL P.~ ... F ... ~S 1 -1 o o o o _, 
1 o o o O, ... 

ALL PA.CJ~S 1 o -1 o o o 
-1 o 1 o o O, 

ALL PJ. .. CJ•:S 1 o o -1 o o 
-1 o o 1 o O, 

.L.!.. L Pl!. -~.1--. -'"l.l .;:, 1 o o o -1 o -
-1 o o o 1 O, 

.~.L L p;._~~s 1 o o o o -1 -
-1 o o o o 1; 

::<.u:·~; 
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TITLE '~STRUTURA II - RESPOSTA DICOTÔMICA'; 
DAT.n. AB~X21; 
INPUT P SO $ TRAT $ ESC $ CONT @@; 
CARDS; 1 

i 

C1 SR SI 10 C3 SR S 8 CS SR S 4 
"c1 SR N 30 C3 SR N 32 CS SR N 36 
C1 CR SI 18 C3 CR S 11 CS CR S 9 
C1 CR N 22 C3 CR N 29 CS CR N 31 
C2 SR Sj15 C4 SR S 6 C6 SR- S 5 
C2 SR Nj25 C4 SR N 34 C6 SR N 35 
C2 CR SI 19 C4 CR S 9 C6 CR S 7 
C2 CR N! 21 C4 CR N 31 C6 CR N 33 . 
I 

PROC CAtMOJ ORDER=DAT.n.; 
W.t.IGHT CONT; 
PO?ULATlON PESO TRAT; 
TITLE2 '!'-10CELO EFEITOS PRINCIPAIS C/I~TERAÇÃO-RESPOSTA LOGITO'; 
FESPONSE 1 -1 LOG; 
MODEL ESC = PESO TRZ\T PESO*TRn.T/ PRED; 
i=(üN; 

TITLE2 'MODELO IDENTIDADE- RESPOSTA LOGITO'; 
MODEL ESC=(1 O O O O O O O O O O O, 

O 1 O O O O O O O O O O, 
O O 1 O O O O O O O O O, 
O O O 1 O O O O O O O O, 
O O O O 1 O O O O O O O, 
O O O O O 1 O O O O O O, 
O O O O O O 1 O O O O O, 
O O O O O O O 1 O O O O, 
O O O O O O O O 1 O O O, 
O O O O O O O O O 1 O O, 
O O O O O O O O O O 1 O, 
o o o o o o o o o o o 1) ( 1=' C1 SR I I 

2='C1 CR', 
3=-'C2 SR', 
~='C2 CR', 
5='C3 SR', 
6=' C3 CR' I 

7='C4 SR' 1 

8= I C4 CRI I 

9=' cs SR' I 
10- 'cs CRI I 

11-'C6 SR', 

.... 

12='C6 CR')/NODESIGN NOPROFILE PRED; 
RUN; 

CONTRAS'l' 'NAO INTERACAO PESO X TRATAM' ALL PARMS 1 -1 -1 1 o o 
o o o o o o, 

ALL PARMS 1 -1 o o -1 1 
o o o o o O, 

ALL PARMS 1 -1 o o o o 
-1 1 o o o O, 

ALL PARMS 1 -1 o o o o 
o o -1 1 o O, 



ALL PP..RMS 1 -1 o o o o 
o o o o -1 1; 

RUN; i .. 
I 

TITLE2 ~MODELO DE EFEITOS PRINCIPAIS'; 
MODEL E C=PESO TRAT /PRED NOPROFILE; 
RUN; I 
MODEL E4c- ( 1 1 o o 1, 

I 1 1 o o -1, 
1 o o o 1, 
1 o o o -1, 
1 o 1 o 1, 
1 o 1 o -1, 
1 o o 1 1, 
1 o o 1 -1, 
1 o o o 1, 
1 o o o -1, 
1 -1 -1 -1 1, 
1 -1 -1 -1 -1) /NODESIGN NOPROFILE PRED; 

RUN; 



TITLE 'tSTRUTURA II - RESPOSTA ORDINAL POLITOMICA'; 
DAT.n. ABCX21; 
INPUT P~~O $ TRAT $ ESC $ CONT @@; 
CARDS; ! 

I 

C1 SR AI 4 C3 SR A 3 CS SR A 1 

C1 SR Ml 6 C3 SR M 5 CS SR M 3 
"cl SR B 30 C3 SR B 32 CS SR B 36 

I 

i 

C1 CR Ai 8 C3 CR A 5 C5 CR A 4 
C1 CR MllO C3 CR M 6 CS CR M 5 
C1 CR B 22 C3 CR B 29 CS CR B 31 

i 

7 2 C2 SR A·· C4 SR A 3 C6 SR A 
C2 SR Mi 8 C4 SR M 3 C6 SR M 3 
C2 SR B j25 C4 SR B 34 C6 SR B 35 

,...,.., 
..... .:. CR A 9 C4 CR A 4 C6 CR A 4 
C2 CR M 10 C4 CR M 5 C6 CR M 3 
C2 CR B 21 C4 CR B 31 C6 CR B 33 

F~OC CATMOD ORDER=DATA; 
h~IGHT CONT; 
POPULAT!ON PESO TRAT; 
':'ITLE2 'MODELO EFEITOS PRINCIPAIS C0!'-1 INTERAÇÃO-?ES?OSTA ESCORE Jv'JEDIO'; 
~SS?ONSE 0.75 0.250 O; 
l-1·JDEL ESC == PESO TRAT PESO*TRAT/COV PRED; 

TITLE2 'MODELO IDENTIDADE- RESPOSTA ESCORE MEDIO'; 
M0DEL ESC=(l O C O O O O O O O O O, 

RUN; 

O 1 O O O O O O O O O O, 
O O 1 O O O O O O O O O, 
O O O 1 O O O O O O O O, 
O O O O 1 O O O O O O O, 
O O O O O 1 O O O O O O, 
O O O O O O 1 O O O O O, 
O O O O O O O 1 O O O O, 
O O O O O O O O 1 O O O, 
O O O O O O O O O 1 O O, 
O O O O O O O O O O 1 O, 
O O O O O O O O O O O 1) (1='C1 SR', 

2- 1 C1 CR 1 1 

3-' C2 SR' I 
4= 1 C2 CR 1 1 

5='C3 SR', 
6='C3 CR' I 

7= 1 C4 SR 1 1 

8='C4 CR', 
9='C5 SR', 

10='C5 CR', 
11='C6 SR' I 

12='C6 CR')/NODESIGN COV PRED; 



CONTRll.ST 'N.ll.O INTERACAO PESO X TRATAM' ALL PP..RMS 1 -1 -1 1 o 
o o o o o 

ALL P A.R..lv1S 1 -1 o o -1 
o o o o o 

ALL PARMS 1 -1 o o o 
-1 1 o o o 

ALL PARMS 1 -1 o o o 
o o -1 1 o 

ALL PARMS 1 -1 o o o 
I o o o o -1 

RUN; i 
TITLE2 i'MODELO DE EFEITOS PRINCIPAIS -
MODEL qsc=PESO TRAT /COV PRED; 

RESPOSTA ESCORE MEDIO'; 

RUN; I 

MODEL ~SC=(1 

RUN; 

i 1 

1 
1 
1 
1 
1 , 
1 
1 , ... 
1 

1 o 
1 o 
o 0 
o o 
o 1 
o 1 
o o 
o o 
o o 
o o 

-1 -l 
-1 -1 

o 1, 
o -1, 
o 1, 
o -1, 
o 1, 
o -1, 
1 11 
1 

_, 
... , 

o 
o 

-1 
-1 

1, 
-1, 

1, 
-1) /NODESIGN NOPROFILE PRED; 

o 
O, 
1 
O, 
o 
O, 
o 
o, 
o 
1; 



LIBN.;.111:: : .ZViM I B: \I ; 
?ROC I~ WORKSIZE=lOOO; 
p= f o . 8 o~ _o . 8 9, o . 8 3 , o . 8 4 , 

0.67,! 0.80, 0.72, 0.70, 
I 

0 • 6 4 1! o • 7 7 1 0 • 6 7 1 0 o 6 9} i 
I 

p1={0.8~, 0.80, 0.80}; 
p2={0.6, 0.67, 0.67}; 
p3={0.64, 0.64, 0.64}; 

I 
I 

p124={0.~9, 0.83, 0.84}; 
p224={0.80, 0.72, 0.70}; 
p324={0.1 7, 0.67, 0.69}; 

I r={1, 1,] 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, :, 1, 1}; 

rl={1, 1~ 1}; 

q=r-p; Dp=DIAG(p); Dq=D!AG(q); 

/*C.~CDLO D.~ Y.:.ATRIZ D:3 cov.z._;I_t_:~c:;..s IJ.J;.S ESTIV.ATIVAS* /; 

Vp=(Dp*Dq); 
d·v·p=VECDtAG (Vp); 

/*CA1CULO DA M_r..TRIZ DE CO\·.:_;r_:_:::::_:...s :::~ F(p}*/; 

P.1 = { 1 -1 o o 1 

1 O -1 O, 
1 o o -1}; 

A=3LOCK(A1,A1,A1); 

.r..11= { 1 1 1 o o o 

F.12= { J o o 1 1 1 

A13= {0 o o o o o 

d1= A11*d; 
d2= Al2*d; 
d3= a13*d; 

o o 0}; 

o o c,. 
I ' 

1 1 1}; 

Fp=(EXP(-5*(INV(DIAG(P1//?2//?3))*d)##2)); 

Fl=All*Fp; 
F2=Al2*Fp; 
F3=Al3*Fp/ 

PRINT Fp; 

M1=-10*(INV(DIAG(p1))*D1)*(R1+(INV(DIAG(P1##2)))*P124)*F1; 
M2=-10*(INV(D!AG{p2))*D2)*(Rl+(I~v(DIAG(P2##2)))*P224)*F2; 



1-13=-10* (HJV (DLZ:..G (p3)) *03) * (Rl+ { INv {DI.~G { ?3##2))) *?324) *F3; 

Cl=-10* (p-N (DIAG (pl)) *Dl) * (Rl- ( Ui'V (DIAG ( Pl))) * ?124) *Fl; 
C2=-l O* ( ii}.."'V { DIAG { p2) ) * D2) * { Rl- { INV ( DI.P<.G ( P2) ) ) * P2 2 4) * F2; 
C3=-10*(~NV(DIAG{p3))*D3)*{Rl-(I~v{DIAG(P3)))*P324)*F3; 

i 

Dl=Mlll (biAG(cl)); 
D2=M21 I ( PIAG ( c2) ) ; 
~3=M31 I (piAG{c3)); 
?FG~'T dl r 

I 

E=5~0CK(Pl,D2,D3); 
I 

\"F'i?= ( 1 I 2 ~O) * {H *Vp *H ' ) ; 
I, 

- ·-- _., i ._, :;:\-:===p1ll\:r:p; 

C~~~::; CÓVSORG FROM FpVFp; 
.t.=-?:::~J !:10M FpVFp; 

T :LT!..S I .;.~.!'l.LISE D.n.. VA..'ql_!'l_(_:_() [,_;, SFICIS;\::_;, DOS METODOS I; 

:A:A COVSORS(TY?E=EST); 

I E' N =1 rr:::N DO; 
TY:::: = ' P J-.. ~-Y-s I ; 

K_:~-::: =I • I j 
- -
2l=C01l;32=COL2;B3=COL3;34=C0:4;35=:::5;36=COL6; 
37=:0L7;38=COL8;39=COL9; 

C 
.. ,.-....... . _. ' . 
..., • - ..., .._ I 

~:,:::: DO; 
:;-?:: ='COV 1

; 

:: ~ =2 Tf.EN N.~lv!E =I 31 1
; 

::: :·; =3 
I F' ~ =4 
! : N =S 
:? ~ =6 

T:lEN 
T!-:E:N 

NA.lv!E =I 32 I ; 

NAME =I 33 I i 

N.Z\ME = I 3 4 I ; 

NAME-= I 3 5 I ; 

!F' N =7 Tf.EN NAME =1 B6 1 i 
I? ~ =3 rr.EN NAME-= 1 37 I i 
r r :J =9 THEN -N.Z\ME-= I as I; 
Ir N =10 THEN -NAME-= 1 39 1 ; 

3l~COL1;$2=COL2;B3=COL3;34=COL4;35=CCL5;B6=COL6; 
37=COL7;BS=COL8;B9=COL9; 

OUTPUT; 
END; 
D.ZI.TA COVSORG; 
S ET COVSORG; 
KEEP Bl-B~ _TYPE __ NAME_ ; 
PROC PRINT; 
?::\OC C.ri.TI10D D.n.TA=COVSORG; 
R~S?ONSE RE?~ Bl-B9; 
FACTORS CULT $ 3, TRAT $ 3 I _RESPONSS_= CULT TRAT(CULT) 
~ROFILE -(A 1 GERMINACA0 1

, 

.À. I TZVIGOR I ' 

' 



A I IM.::RSAO I f 

B I G.::RMINACJl.O I I 

3 I TZVIGOR I I 

B I IMERSAO I I 

c 1 GE~~INACA0
1 

I 

11 c I TZVIGOR I I 

• • 'I c I IMERSAO I ) ; 

MODEL r = RESPONSE /PRED COV COVB TITLE= 1MODELO DE EFEITOS HIER~qQUICO~ 
. -1-- -

RUN; ~ 
CONTRAS\ 1

K~O INTER~CAO CULT VS TRAT 1 ALL PAR"'1S 
ALL PARMS 
ALL PA.R.."'1S 

I 
I 

! 

CONTRASt 
I 

CONTRAS~ 

CONTR.~ST 

RU~; 

1 TR~T DENTRO DS CULT 11 

1 TR~T DENTRO DE CULT 2 1 

I TR..Z..T DE!\TRO DE CULT 31 

ALL PARMS 

ALL PA.RMS o o 
ALL PAR"'1S o o 

ALL PJl-"U1S o o 
Jl.LL p .D..R.t-.1S o o 

ALL PAR.M.S o o 
Jl.LL P.~"U1S o o 

o o 1 
o o 1 
o o o 
o o o 

1 o o 
o 1 o 

o o 1 
o o o 

o o o 
o o o 

o -1 o o 
o o o -1 
1 o -1 o 
1 o o o 

o o O, 
o o 0; 

o o O, 
1 o O; 

o 1 O, 
o o 1; 

O, 
O, 
O, 

-1; 



LI3N.~E i, Al-21 '3: \'i 
PROC In WORKSIZE=lOOO; 
p= {o. 8 o ·o . 8 9, o . 8 3, o . 8 4 , 

0.67 0.80, 0.721 0.70, 
0.64 0.771 0.671 0.69}; 

! 
• I 

pl={0.8~, 0.801 0.80}; 
p2={0.611 0.67, 0.67}; 
p3={0.6il 0.641 0.64}; 

! 

ol24={0.'89, 0.83 1 0.84}; 
p224={0.80, o. 72, o. 70}; 
p324={0.77, 0.67, 0.69}; 

r= { 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 f 1 f 1 1 1 } i 

r1={1, , l}i 

q=r-p; Dp=:,IAG (p); Dq=DLZ\.G (q); 

/*CALCüLO G.i\ Yú\TRIZ DE COVJI3.I.r>.NCLZ\.S D.t.S ESTIEA.TIV.Z\.8*/; 

Vp= (Dp*Dq); 
àVp=VECwiAG(Vp); 

/*C.:r...LCli!-0 r:.:;. Kn...TRIZ DE COVJI_qrp._'-JCIAS DE: F'{p)*/; 

Al={1 -1 O O, 
1 O -1 O, 
1 o o -1}; 

A=3LOCK(Al,Al,A1); 
C=.~.*?; 

Jü1= {1 1 1 o o o 

A12= {0 o o 1 1 1 

A13= {0 o o o o o 

dl= All*d; 
d2- Al2*d; 
d3= a13*d; 

o o 0}; 

o o o}; 

1 1 1}; 

Fp=(EXP(-5*(I~~(DIAG(P1//P2//P3))*d)##2)); 

Fl=All*Fp; 
F2=J..l2* fP; 

I 

F3=.tü3* Fp; 

Ml=-10*!INY(DI~G!pl))*Dl)*(Rl+!INV(DIAG{Pl##2)))*Pl24)*Fl; 

M2=-10*(I~TV(DIAG(p2))*D2)*(Rl+(INV(DIAG(?2##2)))*P224)*F2; 

M3=-10*(INV(DIAG(p3))*D3)*(Rl+(INV(DIAG(?3##2)))*P324)*F3; 



Cl=-10*!' I~v(D!AG(pl))*Dl)*(Rl-{INV(DIAG(Pl)))*Pl24)*Fl; 
C2=-10* I~r!{DIAG(p2))*D2)*(Rl-{I~~{DIAG{P2)))*P224)*F2; 

C3=-10*,INV(DIAG(p3))*D3)*(Rl-(INV(DIAG(?3)))*P324)*F3; 

I 

Dl=Mll I ~DLn.G ( cl)); 
D2=M21 I (DIAG{c2)); 
D3=M31 I tDIAG{c3)); 

! 

H=BLOCK(Dl,D2,D3); 

V~= ( 11Ll00) * {H*Vp*H'); 
1 

' i 

FpVF?=F~' I /VFp; 
,, 

C~~~~S COVSO~G F20M FpVFp; 

Q:J~T; 

:I:I..S 1 .z:..;.J\i.n.IIS:::: I:A V.l:._":<..IAC.X...O DA EFICIE:NCI.n. DOS EETODOS '; 
;:_:._:.n. COViSC?.S ( TY?E=EST) ; 
SE::' CC\lSbRG; 
!F ~ =l TEEN DO; 
7V~-:"- =!1 j:>l:. :;,v::: I • 
•---.J ' ... ~\.1.•--' I 

I o , 
3l=C8Ll;32=COL2;33=COL3;34=COL4;B5=COL5;36=COL6; 
37=COL7;BE=COL8;39=COL9; 

E~SS JO; 
TY?::: ='COV'; 

~··-N 
J. ."": :.... 

~F ~ =3 THEN N.~~E = 1 22 1
; 

T:;" !~ =4 ~ESN -!\.::..ME-='83'; 
.!. = !~ =5 Tn::::N K.;."1E =I E4 I; 
IF N =6 THEN -!\k~E-= 1 35 1 ; 

IF N =7 THEN K~~E ='B6'; 
IF ~ =3 TESN -N.~S = 1 37 1

; 

I 'E' :~ :::9 THEN KZ!..~E =I B8 I; 
IF N =10 THEN -N.;.."v1E-= 1 B9 1

; 

3l:COLl;B2=COL2;33=COL3;B4=COL4;BS=COL5;36=COL6; 
37=COL7;B8=COL8;39=COL9; 

OUT?UT; 
END; 
DAT.n. COVSORG; 
SET COVSORG; 
KEEP Bl-B9 TYPE __ NAME_ ; 
PROC PRINT; 
PROC CAT~OD DATA=COVSORG; 
RESPONSE READ Bl-39; 
FACTORS CULT $ 3, TRF~ $ 3 I RESPONSE = CULT TRAT 
PROFILE ={A 1 GEKMINACA0 1

, 

A I TZVIGOR I ' 

.n. I IMERSAO I ' 

3 1 GERMINACA0 1 
, 



I 

3 'TZVIGOR' , 
3 ' I.V!E RSJ>.O ' , 
C 'GERHINACAO' , 
C 'TZVIGOR' , 

i C ' IMERSAO ' ) ; 
.MOJEL jF_=_RESPONSE_/PRED COV COVB TITLE='MODELO DE EFEITOS PRINCIPAIS .. 

RUN; I 
CO~T~~~T 'AUSENCIA EF. METODOS' ALL PF~S O O O 1 O, 

1 ALL ?.~~S O O O O 1; 



LIBN.~l.1:S iP-l.fr1 I B: \I i 
PROC rvq WORKSIZE=lOOO; 
y = { 119 '. ~ 4 , 8 3 } i 
F= (1/14 )!*Yi 
DF=DI.Z\G ~F) i 

·VF= ( { 1 I~ 4) * * 2) * DI.ZI.G (F) ; 
FVF=F' I /iVFi 

CRE.Z1.TE: qOVRZI.I Z FROM FVF; 
..t.??END 8.R0!1 FVF i 
QUIT; 
TITLS 'uFEITO DO SUBSTRATO NO ENRAIZ.~~ENTO DE ~~PO~QUES DE URUCG~'; 
D.ZI.TA co·vl? ... Z:.I Z { TYPE=:SST) i 
S ET CO\~~ZI.I Z i 
IF N =1,1 T2SN DO; 

TY?E =I ?.; .. :~.'1S I i 

N.;..\:E = ' . ' i 
~ 1 =C~T, ·~?=COL2·~•=rOL3· -~ v-~~-- ~~~ - t 

EN:J; 
ELS:: JO; 

I F N =? 

I F :~ =3 
r: ~ =4 

~.;_'-:S =' 31'; 
~.:...:-:=: =' B2' ; 
K!...!<:S-=I B3 I i 

- -
3l=CO:l;32=COL2;33=COL3; 

O"''!"r-·',.-· 
._~ • r~·l, 

E~!:'; 

CA! .. !~. CO'",./?,J...I Z; 

KEE? ~1-83 TYPE 
F?,QC ??.I!\T; 
?:<OC c..:.TMOJ D.P-.T.Z'..=CC\~'"?-.2\I Z; 
rrr:E2 I t·:o:ELO DE :sr:srTos PRINCIPAIS': 
RES?OS.SE F.~!..J Bl-33; 
F.;c:-c;s T?-:..T $ 3 I ?.:SS?ONSE = TAAT 
?:::<.OFII.E = (I _;_;:srA I, 

I 3I> ... ~RO I , 

1 1/2A+ll23'); 

MO DEL _F_= ( 1 O O, 
O 1 O, 
o o 1) {1='MEDI.ZI. DE A' I 

2='MEDIA DE B' I 

3='MEDIA DE C')/PRED NOINT COv3 
TITLE2='~0DELO IDENTID.~E SATURADO'; 
RUNi i 

CON!R;.ST 'MEDIA k~ITMETICA' ALL PARYS -1 -1 2i 
CONT~;BT 1 SUBS 1/2A POR 1/2B' ALL PJI-~S 1 O -1i 
CONTRAST 1 SUBS 1/23 POR 112A' ALL-PAR~S O 1 -1i 
RU:t\; 
MO DEL F = ( 1 o I 

- - o 1, 



O 1) (l='MEDIA DE A', 
I, 2= 'MEDIA DE B OU C') I COVB PRED 

TITLE='~ODELO REDUZIDO'; 
RUN; I 

.CONTRAS~ 'AUSENCIA EF. TRAT' ALL P&~~ 1 -1; 

RUN; .i 

' 



TITLS 1 ~STRGTü~~ I- RSSPOSTA DICOTÓMICA 1
; 

DATA lGQX; 
IN?UT T~T $ PESO $ ESC $ CONT @@; 
CA.t<.DS; I -

CR C1 S 
CR C1 N 
CR C2 S 
CR C2 N 
CR C3 S 
CR C3 N 

SR C1 S i10 
SRC1N]30 
.SR C2 S !15 
SR C2 N 125 
SR C3 sI 8 
SR C3 N i 32 
SR C4 SI 6 CR C4 s 
SR C4 N134 CR C4 N 
SR CS S! 4 
SR CS N! 36 
SR C6 Si 5 
SR C6 N 35 
; 

CR CS S 
CR CS N 
CR C6 S 
CR C6 N 

18 
22 
19 
21 
11 
29 

9 
31 

9 
31 

7 
33 

PROC CATMOD ORDER=DATA; 
'i'I.SIGHT CONT; 
PO?UU..TION TR.!..T; 
TITLS2 'HOJELO IDENTIDADE'; 
RSSPONSE 1 -1 o o o o 

o o 1 -1 o o 
o o o o 1 -1 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o o o o 

HODEL PES0*2SC=(1 o o o o o 
o 1 o o o o 
o o 1 o o o 
o o o 1 o o 
o o o o 1 o 
o o o o o 1 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o o o o 

o o o 
o o o 
o o ,.... 

v 
1 -1 o 
o o 1 
o o o 
o o o 
o o o 
o o o 
o o o 
o o o 
o o o 
1 o o 
o 1 o 
o o 1 
o o o 
o o o 
o o o 

o o O, 
o o O, 
" o O, ,; 

o o O, 
-1 o O, 
o 1 -1 LOG; 

o o O, 
o o o, 
o " O, '-' 

o " O, u 

o o O, 
o o O, 
o o O, 
o o O, 
o o O, 
1 o O, 
o 1 O, 
o o 1) (1= 1 SR Cl I' 

2= 1 SR C2 I' 
3= 1 SR C3 I, 
4= 1 SR C4 I' 
5= 1 SR C5 I f 

6= 1 SR C6', 
7='CR Cl', 
8= 1 CR C2', 
9= 1 CR C3', 

10= 1 CR C4 I, 
11=' CR CS', 
12='SR C6')/NODESIGN 

RUN; 
CONTRAST 1 R~O .~S.PESO X ESC EM SR 1 ~~L PARMS 1 

o 
f.~L PARMS 1 

-1 o 
o o 
o -1 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

PRED; 

o 
O, 
o 
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