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INTRODUCAD

Esta tese & uma exposicdo detalhada de alguns mé-
todos metamatematicos dirigidos ao estudo da expressabilidade
dos Conceitos Matematicos e de suas limitacles, entendendo por
Metamatemdtica o estudo de tais conceitos enquantoobjetos sus
ceptiveis de tratamento matematico.

Este tema pode ser situado na area de Teoria de
Modelos, cujo enfoque geral acerca das estruturas mateméticas
permite unﬁficar diversas nogoes préprias da Aigebra, da Topo
“logia e mesmo da Analise.

Obviamente nossa primeira preocupacdo e definir

de forma rigorosa o que entendemos por Conceito Matematico e

Expressabilidade. No inicio do capitulo I ji delineamos a pri

meira destas noc¢des, propondoc uma interpretacio matematica da

mesma em termos de classes de estruturas matematicas (ver in-

troducdo do capitulo I). Por outro lado, a segunda delas & de

finida no capitulo II a partir da nocfo de axiomatizacio.

Nosso propdsito inicial, dado gue este tema &
pouco conhecido nos circulos de pds-graduacdo em matemitica,
foi mostrar algumas técnicas de teoria de modeles com aplica-
¢Ges de interesse a matematica. Para tal efeito escolhemos a
técnica de extensdo de isomorfismos parciais, ou de Back-and-
Forth (introduzida no'capitulé 1), como eixo central da tese,
complementada com a técnica de ultraprodutos, ambas de cara-
ter puramente algébrice e de especial importﬁécia no estudo da
expressaﬁiiidade. |

Dado que a metamatemdtica & também reflexdo so-




bre a matematica, achamos que o tema escolhido devia ser com-
plementado com exemplos esclarecedores e ilustrado com aplica
¢des a diversas areas da matemitica.

Do ponto de vista metedoldgico foi necessiric co
megﬁr difervnciando os aspectos algébricoéuconjuntistas das
estruturas matematicas, dos aspectos linguisticos das mesmas,
propondo sistemas de referencia apropriédos para o desenvolvi
mento de cada um deles. Tais sistemas de referéncia sac chama
dos neste trabalho de referencial algébrico e referencial lin
guistico respectivamente.

Destacamos no primeiro deles a nocao de isomor-

fismo, € no segundo, a nogao de equivaléncia elementar, e€sta

Gltima relativa a cada linguagem formal introduzida. A inter-
relacdo entre isomorfismo e eQuivaléncia elementar & a motiva
¢ao principal para este estudo,

| Tal interrelacdoc & semelhante, por exemplo, 3
que ocorre em Topologia Algebrica entre as noﬁﬁes.de homéomoz
fismo de espacos topalégicos e isomorfismo entre seus respec.
tivos grupos fundamentais: & sabido que nogles topologicassio
traduzidas com proveito as nogles algébricas, embora isto ndo
signifique que sejam equivalentes.

) Em nosso caso, propriedades algébricas das estru
turas matematicas {por exemplo, a nogdoc de isomorfismo) Sa0
também traduzidas de maneira frutifera as nocdes semantico-
-linguisticas (como a de equivaléncia elementar).

Podemos dizer entZo que o tema central da tese &
a exposicao dos teorenmas de.cafacterizagéo élgébrica da equi-
~valencia elementar como uma tentativa de aproximar ambos  os
referenciais mencionados.

A seguir descrevemos o conteldo de cada capitu-
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ilo:

No capitulo I apresentamos os diversos tipos de
estruturas matematicas desde o ponto de vista algébrico: es-
truturas relacionals e estruturas algébricas em geral. Damos
especial atencgdo as estruturas com dominios duplos, que no
texto chamamos de bissortidas, casos interessantes das quais
sdo as estruturas topoldgicas, e as estruturas algébricas co
me e@spagos vetoriais, modulos, etc.

| Como justificativa para o estudo de estruturas
bissortidas destacameos, por exemplc; que 0 conceito de homeo
morfismo da topologia geral corresponde ao de iscmﬁrfismo en
tre estruturas algébricas bissortidas adequadas.

No desenvolvimento deste capitulo incluimos al-
guns conceitos que aparecem de forma bastante natural como ©
de homemorfismo topoldgico (ver segdo I1.4.3), comaplicacdes,
no capitule III, ac estudo da topologia elementar do espaco
de estruturas. |

No capitulo II  introduzimes d¥versas Ilingua-
gens formals adequadas aos tipos de estruturas definidos no
capitulo I, como as linguagens de 12 ordem L' e as de 22 or-
dem L?, junto com seus fragmentos L*-monadica, diadica, etc.,
e a 1inggagem de 22 ordem fraca Lﬁ, todas motivadas.no ini-
cio do capitulo com diversos exemplos. |

Neste capitulo definimos a relagdo semantica de
satisfacd0o que € a conexdo fundamental entre os referenciais
acima mencionados.

Em termos desta relagdo e passivél definir a ex
pressabilidade de um conceito matemitico como a pbssibilidam
de de axiomatizacao da classe de estrutﬁras que 3520 sua refe

-

réncia.




) Sao introduzidos também.algumas propriedades de
teoria de modelos como as propriedades de isomorfismo, de ca
tegoricidade e de Karp.

Destacamos a introducao do conceito de L-equiva
léncia de classes (ver I1.5.5) que generaliza o de equiva-
1éncia elementar e permite, de um ponto de vista unificado,
dar novas formulagoes, por exemplo, de algumas das proprieda
des de teoria de modelos-mencionaéas.

. No capitulo III damos alguns outros critériospa
ra a analise da expressabilidade, iniciada no capitule ante-
rior, fundamentalmente relacionados com a proyrieda&e de com
. pacidade, aléem de discutir os teoremas de LBwenheim-Skolem e
0s numeros de Hanf.

Para este proposito introduzimos - uma topologia
adequada no espaco de estruturas e apresentamos o método de
ultraprodutos, & o teorema fundamental de kos, como técnicas
especiais.

Dado que a relacgao entre as estrﬁtufas e as lin
guagens que lhe sdo adequadas & de cardter semdntico ou in-
terpretativo, decidimos desenvolver todo o trabalho sem ape-
lar 3 nocdo sintatica de derivabilidade. Isto justifica ple-
namente 7 introdugac do método de ultraprodutes ja que a ﬁni
ca demonstracdo conhecida de carater puramente semantico da
propriedade de compacidade, faz-se usando ultraprodutcs,além
de ser uma técnica de construgdo de modelos por si importan-
te para as aplicagoes.

Devemos destacar nagte capitulo um argumento con’
tra a pcésivel extensdo do teorema kos para a linguageﬁ de
28 prdem monﬁdica-(ver'III.Z.?)‘ Tgualmente destacamos a dis

cussao do principio de Lefschetz da geometria algébrica como
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uma das aplicacdes mais interessantes do problsma da GXpres”-
sabilidade. Apresentamos também uma demonstracic nic-standard
do teorema de Hahn-Banach come aplicacao da Analise nao-stan -
dard, baseada fundamentalmente.na técnica de ultraprodutos,

No capitulo IV introduzimos as linguagens infi-
nitarias com5 ambiente natural para & interacdo entre 03 is0
morfismos parciais e a equivalencia elementar, obtendo como
‘resultados principais os teoremas de caracterizacac da equi-
valéncia elementar em diversas linguagens, em termos da exis
tencia de certa colecdo de isomorfismos parciais. Incluimos
também o teorema de Fraisse qﬁe caracteriza a  equivaléncia
elementar ccrreSpondeﬂte a linguagem de 1% ordem.

Finalmente, neste capitulo também sio apresenta
das\generalizaQGes dos taaremas.de tos e de compacidade, mos
trando a forte dependéncia destas nogées_com as propriedades
conjuntistas dos nimeros cardinais.

No final apresentamos uma pequena discussdo acer
Ca da comparacac do poder expressivo entre as linguagens for
mais.

Nocoes de teoria de conjuntos, como se explica
na introduéﬁo'do capitulo I, sao usddas frequentemente: en-
tre elas, é diferenca entre. classes & conjuntos, e proprieda
des geraig'dos numeros ordinais e cardinais.

Este trabalho pretende ser autdcbntido e esta
dirigido para estudantes e estudosos da matematica ao nivel
de pos-graduacio que tenham poucos conhecimentos da teoriade
modelos é da logica matematica em geral. vaiamen{e, para um
especialista algumas nocOes estarao insuficientemente trata-
das, e outras estario tratadas de forma abundante, mas nossa

intencdo & despertar o interesse dos primeiros.

- 05 -




Algqmas provas sac feitas em forma distinta 3
conhecida por razoes de ilustrar algumas prepriédades intro-
duzidas, como € o caso de principio de Lefschetz a partir de
uma versao fraca do teste de Vaught,

Agradeco a meu orientador as discussoOes que tio
vemos desde o nascimento deste projeto, e por ter me permiti
do escolher o tema e dado a liberdade suficiente para desen-
volve-lo. Nosso interesse mitue € aplicad-lo no futuro ao es
tudo de caracterizacdes analogas para as 10gicas polivalen~

tes, as gquails constltuem parte de nosso interesse comum,
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CAPITULO I

A NOCAC DE ESTRUTURA E 0S5 CONCEITOS MATEMATICOS

Esta tese pretende dar uma visdo ampla da lingua
gem matematica estratificada em diversos niveis de compreen-
sdc. B possivel que a diferenca mais importante entre a lin-
guagem matemdtica e as linguagens naturais seja o uso  siste-
matico da nocio de variidvel.

A estratificagdo mencionada sera aqui considera-
da pela sistematizacdo do uso das diversas variaveis presen-
tes no discurso matematico, em sua versdo formal, como varia-

veis quantificavels, cujas adequadas interpretacoes e a deter

minacdo dos seus diversos contextos de expressdo (ie. lingua-

gem onde a quanfificagéo adquire um significado semantico
(ver I1.3 e 11.4)), serdo fundamentais para a andlise daexpres
sabilidade dos conceitos matematicos. |

Sem pretender fazer uma analise filosdfica da
térmiﬁologia utilizada, devemos mencionar a diferenca  entre

Conceito matemdtico e Objeto matemitico. O Conceito € a enti-

dade que:nos interessaremos pory expressar, enquanto por Obje-
to éﬂtendemos a referéncia ou a contrapartida real do Concei-
to. Por exemplo, o grupo alternado As € um objeto matematico
concreto, enquanto o conceito de grupe tem como referéncia os
diversos exemplos de grupos que a matematica apresenta. Esta
diferenca, de certa forma anélogalé diferenca.entre realidade
fisica e linguagem natural, serd salientada varias vezes nes-
ta tese. |

0 antericr pressupoe um certo platonismo de tra-
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balho, onde entenderemos por platonismo uma doutrina acerca
da existéncia das entidades abstratas: adotaremos aqui, sob

o nome de platonismo de trabalho, o pressuposto de que todos

os objetos matemiticos que constituir@o nossa realidade mate

matica podem ser definidos ou construides dentro do "Paraiso
de Cantor" da teoria de conjuntos classica, por exemplo na
teoria ZFC de Zermelo-Fraenkel com o axioma de escolha (cf.
Takeuti-Zaring {19711}, ainda que tal definicido seja ﬁor noés
desconhecida, |
Adotaremos tambeém o pressuposto de que os obje-

‘tos matematicos podem ser descritos como estruturas {(ver 1.

1)} que serdo nomes desses objetos [se bem que a diferenca en
tre um obieto e Seu nome NA0 sSerad importante neste primeiro
-
capitulol.
Neste capitulo definiremos ¢ estudaremos o uni-
verso das estruturas matematicas, e nos proximos capitulos

construiremos o universc das Linguagens em que poderido ser

SXpressos os conceitos, os quais tem como referéncia  diver-
sas classes formadas por tals estruturas.

Para comecar, de agora em diante, matematizare-

Mmos o Congeito identificando-o com a Classe de estruturasque
s%o-éua referéncia. Por exemplo, o conceito de "corpo ordena
do arquimedianc” serd identificado com s classe formada por
todos os corpos ordenados arquimedianos. Deste ponto de vis-
ta devemos distinguir o objeto As do conceito (expressavel)
que ele determina {As}, assim como da linguagem em que tal

conceito podera ser expresso..



I.1- Estruturas Matematicas

f.1.1- Estruturas Relacionails

fﬁa linguagem matemdtica ocorrem em geral variadveis
{quantificaveis) x, y etc. em expressdes tals como (¥x)P(x) e
{(4v3Q(y), ou em expressoes mais complexas como (¥x) (¥y) {x=y -+
R(x,y)), onde P, Q, R e = sao predicados que referen-se a pro-
priedades de x e v.

.0 dominio ontoldgico destas expressdes, ie. os ob-

jetos (matematicos) aocs guais se referem as variaveis wutiliza-

das, forma um conjunto que chamaremos de dominio ou universo do
discurso, e os predicados mencionados expressam certas relagoes

entre o5 elementos do dominio.

Isto da origem 3 noc¢do de estrutura relacional que

definiremos como um par

. : A :
1.1.1.1- GL= <A, {Ri}iel>

onde A#4 & o dominio da sstrutura e cada R? 5 uma relacfo de-
finida em A. Sendo mais especifices, podemos pensar que temos
definida inplicitamente uma funcado u:I> M (N & o conjunto  dos
nimeros naturais) de tal modo que para cada iei,' R? € uma rela

cAo u{i)-aria, ie. R?E&A“(l) . BEscreveremos RA(XL,..*,xn} em

vez de (Xr,... ,xn} eRA .




I.1.1.2~ Vamos supor que toda estrutura esta munida da relacio
binaria de identidade A que nao € outra que a diagonal A=
{(x,x)/xeA}. (Usualmente nao serd incluida no conjunte de rela
cdes da estrutural.
ﬁﬂlém disso, sempre ficara claro do contexto que A
denotard o dominio da estrutura (], que usualmente & denotado
por [q1l.
' fExempEOS_de estruturas relacionais sdo <IN, {gl> e

@i, {|}> onde € & a relacdo de ordem usual em N e | & & rela-

2
cap de divisibilidade em N.

| Devemos observar que ambas s3o rela¢des bindrias,
§ que significa que 0 valor da funcdo u definida em ambas  as
estruturas & o mésmo,'Isto vai ter como consequéncia que ambas

as estruturas s3c do mesmo "tipo” (ver definigdc abaixo de ti-

po de similaridade), embora elas sejam de diferente natureza :

< & uma ordem total (ali&s, & uma boa ordem) e | & uma ordem

parcial.

I.1.2- Estruturas Algebricas

Aparentemente nem todas as estruturas matematicas

apresentim-Se Ccomo estruturas relacionais. Por exemplo, 0S5 gru

pos, anCi> Ou corpos ordenados, alem de possiveis relagdes, tem
definidn vertas funcoes, também chamadas de operacdes inter-
nas, ¢ #prooentam alguns elementos distinguidos.

Assim temos:



i) o grupo multiplicativo dos niimeros racionais
positivos
<@, {3, {1}>»

11} o corpo ordenado dos nimerops reais

R, {s}, {#, <}, {0,1}>

-1ii) o anel dos polinomios com coeficientes in-
telros

<Lix}, {+,°3, {0,1}>

iv) a algebra de Boole dos subconjuntos de  um

conjunto

<PCAY, {4,001 {¢,A}>

Devemos observar gue por abuso de notagao esta-
mos.usando 0% mesmos simbolos para a2 adicdo e a multiplica-
cdc em @, R ¢ Z[X] apesar de que, por construcao, sdo obje-
tos matemdticos distintos: +3, & oete. |

Em geral, uma estrutura algébrica & uma quadru-

plas

' A oA A,
I.1.3- QU =<A, (Ridiop, TFSHopn (o he

9

onde A#¢ € o dominio da estrutura, as R? sao relagtes defini

das em A, .as FO sdo funcées ou operacoes definidas em A, e
as ci sdo elementos distinguidos de A.

'Imaginamos implicitamente determinadas duas fun
coes uil+~MN e viJ> IN que nos indicam a aridade das relacdes

e operacoes da estrutura, assim:

- 11 -
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I.1.4- Tipo . de Similaridade

Definicido. Dada uma estrutura algébrica (J} (como em 1.1.3) de-

finimos o tipo de similaridade de (L como a tripla t=<u, v,

|K]>(|K| denota a cardinalidade de K).
+ No caso de I, J e K serem conjuntos finitos des-
crevemos a estrutura lcomo:
Cﬂn<ﬁ, Rﬁ’“f"Ri; F%,‘.,,Fﬁ; c%;...,ci>
e seu tipo como
Tu<u(1),‘..,u{n}; v{1)Y,...,v{m); k>,
Assim, por exemplo, © COTrpo ordenado enm (i1} aci-

ma sera descrito como <R; €; +, *; 0, 1> sendo seu tipo <2; 2,

23 2w,

T.1.5- Ohgervagéo, Uma meéma'estrutura NAc & necessariamente
descrita &é maneira Unica. Por exemplo, um grupo pode ser apre
sentado na forma <G; +; e> ou na forma <G, +, -1; e>, neéta ﬁ}
tima, salientando a operagéq de inversac. O tipo da primeira &
<p; Z; 1> e o da segunda <d; 2, 1; 1>,

Analogamente, o corpo do exemplo (ii)poderiase dar
como <R, €3 %, L 0,'%>'£azendo.aparecer as fungoes mn§
rias ﬁ%(x):-x & F@{x)zxf} e consequentemente mudando o tipo de
estrutura para <2; 2, 2, 1, 1; Z>, embora sSe tenha o problema
de defini} 07, ja que toda opefagéa inferna deve ser totalmen

- 12 -



te definida no dominio da estrutura, fato que esta implicito na
definicio de funcdo numa estrutura e sera justificade no capitu
1o I (ver 11.4.7).

As vezes & melhor, para evitar este tipo de dificul

dades, substituir a funcdo -1 pelo seu grafico,
2 -
' Rﬂ;{(}c,y) eR /x=0 e y=x"1}
obtendo uma nova relacio. Assim teriameos a estrutura

“1

@;S:R;*"!'J";O:j)‘-

cujo tipo seria agora <2, 2; 2, 2; 1; 2>,

I.1.6- O Funtor Rel

£ claro que toda estrutura relacional & uma estru-

tura algébrica, Veremos a seguir que toda estrutura algébricapo

de sey apfesentada como uma estrutura relacional convertendo as
constantes em funcbes e as ‘funcdes em relacdes.

- Primeiro devemos cbservar que s€ A € um conjunto,

Aﬂ pode ser identificado com o conjunto {f:¢+ A/f é funcaol={¢L

Seja (fluma estrutura algebrica (I1.1.3); se c_é uma

constante da estrutura, definimos a funcao F.: AD+ A por FC(¢)z

c. Finalmente, se F & uma fungdo n-aria da estrutura, definimos

a relagﬁo-RF(n}1)~§ria pér

: A .
RF_{xl,,..,xﬂ,y)<~=ﬂ+yx F{Xy1ee.n ,}(n) .

- 13 -
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gque corresponde ao grafico da funcio como foi sugeridona obser
vacao 1.1.5.
Do anterior resulta que se ¢ € uma constante, sen

do F_ uma funcao O-aria, corresponde~lhe a relacio uniria Rp

§ C

dada por Ry (P)¢—5F_(9)="yemydc ie. R, ={c}A.
C C '

Teremos entao associada a cada estrutura algébri-

caéa(ﬁa tipo 1) uma estrutura relacional:

1.1.6.1  q@f=<A, {R‘i‘} U (Rphdy 5 U (R

FCA} kekK>
k\

iel

cujo tipo denctaremos por 17.

1.1.6.2- Assercaop. Seja T um tipo de similaridade. Denotaremos
com Bst(t) a colecao de todas as estruturas de tipo 7.

‘ Este serd o marce de referéncia para o segundo ca
pitulo em . que © nosso obietivo serd analizar, desde o ponto de
vista da linguagem, diversas classes de estruturas contidas em
Est(t). Por exemplo, se t=<¢; 2, 2; 2> 2ntdo Est{T) contém a
classe dos corpos algebricamente fechados, a classe dos anéis

noetherianos e a classe das algebras de Boole, entre outras.

Em I.3 definiremos o5 morfismos correspondentes a

‘Est{1r), tornando-a numa categorila (cf.'McLane {1??11}~ Neste

contexto ficara claro que a ap}ica¢§eg}}+g{ e um funtor que cha
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maremos de Rel, entre as categorias Est(1) e Est(rr).

1.2~ Estruturas Bissortidas e Estruturas Topoldgicas

Uma estrutura € bissortida quando tem dois univer
505 do discurso. Casos tipicos sdo as estruturas de espago ve-

torial sobre X ou de K-mbdulo, que chamaremos de estruturas de

tipo vetorial:

1.2.1- O’Ladg, K: %V’ %K’ ‘K’-, Ve gV

onde V € o conjunto de vetores, X & o conjunto de escalares e,

K,v.

por exemplc, . KxV~+V é a operacdo de produto por um es

calar.

Um outro exemplo muito frequente € a estrutura de

espago meétrico

fh? ~<M, R; QR; JR’ dM’R; dR>

dM MR MxM

onde R € o grupce aditive ordenado dos nimeros reais e
+1iR &€ a métrica definida em M.

Um terceiro exemplo que estudaremos com certo de-

talhe nesta tese € 4 estrutura de espaco topoldgico



e L

[.2.1.1- T=<X, 1. &>

onde ¥#¢ & um conjunto, T1EP(X) & uma topologia sobre X e ecXxT
£ z relacao de pertinencia uvsual entre elementos de X e elemen

tog de T.

Analoga descricdo aplica-se aos eapacos mensura-
veis onde, neste caso, T seria uma C-algebra sobre X.

A seguir definiremos as estruturas bissortidas em
forma rigorosa. Analogamente pode-se definir as estruturas mul
tissortidas em forma geral. Um caso particular serao entido as

estruturas algébricas 1.1.3 gue neste contexto, Serdo chamadas

de unissortidas.

19202“ Defiﬁiggo

1) Definimes o conjuntoc das sortes como
Sm{(sl,.u,,sn)/nem e s=0 ou 1)}.

ii) Uma estrutura bissortida € definida pela sé&x-

-

tupla

{d,}

ey @
1.2.3-  <Ao, Ay; {REMH) Fy 171eL”

jel’ biegr odyexe

onde Ag#d & Ar=¢ (que suporemos disjunteos) sdo os dominios da
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estrutura, e u:I+8 e v:J+8 sdao funcgoes de tal modo que  cada
RE(i) & uma relaééo de sorte wu(i), ie. se u(i)m(sl,..,,sn} en
tdo Rg{i)gﬁsl XaoawaX Asn; cada F;{j)'é uma funcao de sorte v{j)
ie. se u(j)z(51%,.“,sn’ s} entao F;(j): ASy X...X Asn%As;'e fi
nalmente cads Cp € Ag ® cada dl e A, sao caﬁstaﬁtes. Supomos

A .
P respectivamente.

Ay e A: munidas de =

| Ndo € necessario considerar fungfes cujo contrado
minio seja um produto cartesiano: neste caso bastaria conside-
rar sua funcoes coordenadas.

0 tipo de similaridade das estruturas bissortidas

esti dado pela quadrupla <u, v, |K|, |L]>.

1.2.4- Observacdes

i) as vezes 2 conveniente visualizar algumas es-
truturas unissortidas como bissortidas para salientar algunsde
seus aspectos. Tal & o caso, por exemplo, dos grupos abelianos
os quais podem ser vistos como Z-modulos. As vezes témbémé'pog
sivel olhar uma estrutura ﬂissortida como unissortida, assim

por exemplo, um espaco vetorial sobre K pode ser descrito como

vy +Y, {F) s 07>

onde as Pa:V + V sdp funcoOes definidas por F_(x)=a.x.

ii) ha um procedimento geral para traduzir vma es
trutura bissortida numa unissortida, definindo A=A,UA; como do
minio da estrutura e écrescentandﬁ as relacdes unarias Uy e U,
definidas em A daltal modo que' |
Up (x)+=+x€A, € Uz (x)«=rxel;.

Além diséo, para cada ieI, se u(i)= (s;,;..,sn)

- 17 -



‘entao definimos

A e : sy

Ri{}:l g9 o ,Xn}*mxkeAsk[k:‘i ] ’n} o R.E(-l} (Kl PO R
xn); e para cada jeJ, se v(j)m(sl,...,sn,s)'definimos

Aph As

b 'Fj {Xi,...,xn)kaeAs‘{(kﬂ,”.,n}, yeEAS e y=""

F§{33(xl,,..;xn}

onde ndo ¢ dificil ver que A coincide com Ao U:A:".,_

1ii) As estruturas algébricas (unissortidas) mumi
das de uma topologia e a relacadoc de pertinéncia usual serdocha

madas de estruturas topolégicas e serdoc denotadas por <M. =,

e> onde {Jl & a estrutura algébrica corrsspondente. Exemplc de-
las s3o os grupos topoldgicos, os espacos vetoriais topoldgi-

cos, etc. Igualmente, serdo chamadas estruturas topoldgicas em

sentide amplo a3 estruturas da forma anterior onde 1 &qualquer

subcolegio de P{A), sendo A o dominio de (fL.

1.3~ Subestruturas, Ilsomorfismos ¢ Isomorfismos Parciais

1.3.1- Definicdo. Dadas as estruturas {do mesmo tipo de simila

ridade T){l=<A, {Ri}, {Fj}; {ck}> e@)z@, {Si}; {Gj}, {dk};»,dé

| Zemos que@, & subestrutura de a, s denotando-o por @‘_Egﬂ,, se:

i3 BEA.
o - uiil
Jidd SimRiﬂB
s s v{j)
13131)Y G.=F.4B
2 i 3?
lv} dk={:ka

E consequéncia da definicdo que qualquer subestru
tura de mdéve conter as constantes de(]z‘ . e deve ser invarian
te pela aplicacdo de qualquer fungio de (J.
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1.3.1.3- Definigao. Dado um subconjunto S de A, a2 subestrutura
gerada por § € a minima subestrutura de {Lque contém §, qué se
ra denotada por {(APS. § & chamado um conjunto de geradores pa-
ra LS.

Dizemos que (JL& k-gerado; onde k € um cardinal
infinito, se existe SEA com |[S|<k tal que (L, PS= L (se k=&, (]l
¢ dito finitamente gerado, se k:g&ﬁ;,glé dito enumeravelimente

gerado).

1.3%.2- Observacao

Nem toda subestrutura de uma estrutura é da mes-
ma natureza matemdtica que a estrutura original., Por exemplo,
se um grupo & representante por <G; g} e> nem toda subestrutu~
va dele necessariamente & um subgrupo; assim temos que @, +;
8> & uma subestrutura do grupo aditivo <kK; +; 0> embora - ele
nag seia um grupo.

Facilmente podemos ver que a raz@o desta aparen-
te anomalia @ que a operacio de inversdo nfo esta incluida nd
tipw-de estrutura: se <G; -, ~1; e> €& um grupo, entdo toda sub
estrutura dele & um subgrupo.

Analogamente, pode-se ver gue se <K; %, <3 0, 1>

£ um corpo, todo subanel dele & uma subestrutura.

1.3.3%- Befiﬂigﬁe



Sejam (I, B € Est(1) (como na def. 1.3.1) e £:4 =~
B uma aplicacdo sobrejetora. Dizemos que f é um homomorfismo

de (L sobre {3 se:

| 1} Ri(xl’_“"Xu(i)jwsi(fﬁxl)_’“”fixp(i)j) para
cada igl e para qualsquer Xl?'”’xl-"{ié) €A,
| | 11) f(Fj{XIy‘“.’.X\J(j)):: Gj(f(}{l}"“"f(xﬁ:j}}}
para cada jeJ € para quaisguer Xi,... ’Xij)GA‘

iii) f£(c)="d) para todo kek.
Se £ & uma bijecio e em (i) trocamos = poré=+,

dizemos que f & um isomerfismo de (]Lemtﬁ, denotando-o por f:

@;@ 0 fato de serem {JLe (P isomorfos seri denotado por(ﬂ,z-@ .

I.3.4- Proposicéoc
2 & uma relacido de equivalencia em Est(1).

Demonstracao. Imediata B

I.3.5~ Proposicao

Se £ & um homomorfismo de (JUsobre®, entdo £ &

um homomorfismo ds O\f sobre @r (ver 1.1.6).

Deponstracio. Basta analizar o caso das fungoes da estrutura.
Seja F uma funcdo n-aria definida em A & G acor

respondente | o T spect i .

espondente em B, Em(f e(p) temos respectivamente:
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RF(XI,;».,XR,}’}%}":A F(Xi,a&asxn)
| SG[Xl.?..,,}cn,y)mﬁr}r:_B G(xl,...,xn)
entdo R?{xl,‘”,xn,y}%yz‘& Flx1,..0,x )=£(y)=" (R (X1, .. x )
= £(y)=" GLE(K1) e, £ ) =85 (£(xa) .0 e, £(x ), £07)) W8

Corolario. &5(‘3%5{5 @'r "

I.3.6- Observacoes

i)} a relacado de isomorfismo preserva cardinalida-
de, ie. QL =@®=|A|=]B].

“ii) a proposigac I.3.5 prova que Rel € um funtor
que associa a cada (homeolmorfismo f:_a’l,**@ © (homo)mérfismo £
QF > @ definido por £7P A=f. |

1ii) seja f£: 1=@ . Dado SgA", definindo £(8)=
{{f(xl),,..,f(xﬁ}){S{xi,.“,xn}.}, temos que f:((ﬂ,Sw*:Cﬁ ,F(8)>,
onde <f,S$> denota a expansaoc da éstruturaﬂ acrescentando a re
lacdo S.

| Lom efeito, nesse Caso temos S(ﬁcl,..,,xn)w £(8)

(£1x13,.. .-,f(xn)] por definicao.

1.3.7- Definicao. Sejam&,@ ¢Bst(t) e f:A+B. f & dito um
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mergulho se existe uma subestrutura ;€@ tal que f:(@l=g.

1.3.8- Exemplcs;

i) sejam(l=B=<t; > e £:N ~ N definida por £(n)=
n+1. £ facil ver que é,x@\i\{l)'}; <> & uma subestrutura de 8 ¢
que £ & un mergulho tendo como imagem g

ii)glgé?se e Soménte se a inclusap i:A + B &€ unm

mergulho

1.3.9- Digressio

A relacdo de isomorfismo ¢ a relagdo mais impor-
tante na tentativae de compreensao das.estruturas matematicas
de tal modo que um problema central na matemitica contempora-
nea & o problema da classificacdo de diversas classes de es-
truturas salvo isomorfismo, ie. a particas delas em  classes
de isomorfismo.

Por exemplo, € bem cbnhecida na Algebra a classi
ficagao dos grupos abelianos finitamente gerados: um Igrupo
abeliano finitamente gerado &, salvo isomorfiéma, uma soma di
reta finita de grupos c¢iclicos. {cf. Rotman [19?5, pag. 193]},
0 problema geral de encantrar.condigGés necessirias e suficien
tes para que um grupo dado possa ser'decompasto, {salvo isomoy
fismoj, em soma direta de grupos ciclicos nao foi ainda resol

vido.



Em forma anéloga, conhece~se a classificacdo dos
grupos abelianos divisivels livres de torgdo: um grupé deste
tipo é soma direta de grupos isomorfos ao grupo aditivo <@;w,
ie. & um espaco vetorial sobre Q.

- (Para ver . isso em forma simples basta lembrarque
um grupo G € dito divisivel se ?ara todo xe( e para todo nel

existe yeG tal que ny=x; se o grupo G € livre de torcdo, ie.

nenhum elemento dele & de ordem finita, entdo tal y & Unico e
& denotado por 5; Pode-se definir, portanto, para me e xeG:
Mx=mx, tsrnandmnﬁ num espaco vetorial sobre 9). :

n H

Nos altimos anos se obteve a classificacao de to
dos os grupos finitos simples; ie. a classe dos grupos fini-
£0s simples foil particionada em classe de isomorfismo onde ca
da classe tem algum representante ''conhecido" (c¢f. Gorenstein
[19861).

O conhecimento de tal representante € usualmente
dado em termos de certos "invariantes', os guais  geralmente
$30 nﬁmeros cardinails. Um caso de destaque € a c¢lassificacdo
por Steinitz de todos os corpos algebricamente fechados no-e
ﬁuﬁeréveis: se Ky e K. sdo corpos desse tipo temos que:

Ko = Kp <= caract(Ki):caract(Kg) e |Kil=]k2|. (cf. Bell-Slomson
(1969, pag. 1771). |

Neste e nos capitules seguintes serdo dadas ou-
tras nagﬁes\de equivaléncia entre as estruturas, mais fracas
que ¢ isomerfismo, levantando-se o problema da <lassificacgac
correspondente (a menos da equivaléncia). A aproximacido des-

tas equivalencias ao isomorfismo sera estabelecida em termos

do que se conhece como isomeorfismos parciais, uma de cujas ver

soes definiremos a seguir.



I.3.10. Definicdo. Sejam(ﬁdégeﬁst£¢), Um isomorfismo parcial

f de~GLém{B & simplesmente um isomorfismo f: (lo=@, onde Lol
&fgaiééi
Deve-se observar que tode mergulho & um isomor-

fisme parcial.

1.3.11. Definicdo. Seja I uma colecdo de isomorfismoparciais

de fLem (B . Dizemos que I tem a propriedade de vaivém (ou co

mo & mais conhecido em inglés, back-and-forth) se:

1) ¥f e I e yx € Adge 1 tal que fe€ge x e domg.

il) vyt € I e yw € B dge I tal que f€g e y eimg.

NotagBo. Se I & uma colecdo de isomorfismos parciais deffj em

Bcon a propriedade de vaivém, escrevemos I:GZE?&{ Neste ca~

so dizemos que (i, e @3 sdo parcialmente 1lsomorfos o qual deno-
taremos com@lﬁpﬁ. |

£ Sbvio que iz @ implicam"épfg, mas nio € imedia
fo que 3p seja uma relac¢do de equivaléncia (a transitividade
nao & facil de se provar).

A técnica de extensdo de isomorfismos parciais

chama-se de técnica de back-and-forth e serid a técnica mais

importante a ser usada neste trabalho. Ela tem aplicacdesnao
triviais B matémitica como mostraremes ac longo desta  tese

{cf, Dickmann [19751).



1.3.12. Prcposigﬁaf-Sejmn@b{BeEst(t) duas estruturas enumera

velmente_geradas (ie. com conjunto de geradores  enumerivel)
parcialmente isomérfas, com dominios A e B fespectivamente,.e
seja I:CREPCB. Entao, para tode foel existe um isomorfismo f:
ma-{gtal gue fo&f. ‘

Em pa‘rticular; se (lLe LB tem dominio enumerivel e

(j’lgp@, entdo (L= (B.

Demonstragac. Enumeremos o0s conjuntos de geradores As={ao,a:,
+eo} € Bo={be, b1,...} de @Leﬁgrespectivamente, e definimos a
sequéncia
<
fa@,fzé.,,fﬁ,...
da seguinte manelira:

f2n41= algum gel com f,.€g ¢ a_edom g,

fzn+2m.algum gel com onéigg e bnaim g,
a qual fica bem definida pela propriedade de vaivém de I.

Seja f£=Uf . £ claro que domf=A, imf=B e que £ &

n _
uma bijecdo.

Resta apenas pfovar que f preserva relagoes, fun
¢oes e constantes, mas € claro que basta provar o caso das re
lagoes,

Seja R uma reiagéo_n-éria.endee 5 sua correspon
dente emEB* Se Xy snne X €A entao existe mx0 tal que Xiseoe Xy

o . o -
€ dom fm=ﬁm. Se anlm fm consideremos as restrigoes Rm“RﬁAm e
S =5NBY, entio temos:

ik m _ _
| Rh{X1?"*’xn)+mwsm(fm(X1)"“5fm{xn))’ mas  como
fpA_=f_ temos que | _

R(xiy* v ,Xn}““"—“’*S(fi}(l) § v " af(xn)) n




1.3.13- Exemplo
Sed . LA ; B . _ .
ejam(fl=<A; < > eB=<8; <" > duas crdens linea
88 denSas._.Sem pontos extremos, entéo'm,:—“p@n

 Com efeito, seja I={isomorfismos parciais entre
subestruturas finitas de(}} e (B}, ie. se f ¢ 1 temos que domf=
{31 Cane® an }EA’ iMfﬂ{b}_{.«.< bn }‘:‘: Be f(ai}mbi {im\?,cnn’
nj.

Seja aeA\donf e suponhamos, como ¢aso represen-
tative, gue A < 8 < ay g, entéq; comoe <B-é densa existe beB
tal que by < b < bk;i' Definindo g:{alf;..,an,a} *‘{bléa,.,

- bn-b} como gla)=f(a;)=b;(1i=1,...,n) e gla)=b obtemos que g
€I, f€g e acdong.

Em forma andloga prova-se que para beB\imf exis

teg el tal gque feg e beimghl

Consequéncias

R
<R; < >; consequentemente, como

iy «f); <Q >zp
lgl=|R], temos que em geral@f—:p@néo implica(l=@.
| ii) (Cantor). E.ccnsequéncia da proposicde I.3.

12 ¢ do ékemplo I.3.13 que duas ordens lineares densas sem
pontos extremos e enumeraveis sfo isomorfas.

iii) (Hausdorff). Como uma aplicacdo interessan
te do resultado de Cantor prova;se 0 Seguinte:

Dado geRM existe-fzﬁ + R bijecio continua tal
que f presexrva a ordem, £(0)=q & £ RQ\{G}EQ,‘

Com efeito, seja £o:{0} ~ {q}, entdo por (ii) e
a proposigao I.3.12 existe f£1:Q »QU{q} isomorfismo de orden

tal que fe<fy (pois ambos sdo conjuntos ordenados cujas or-
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dens sdo lineares, densas e sem extremaé, além de ser enumera-
veis).

f, admite uma extensao ordenadsa natufal fiR>R de-
finida da seguinte maneira: se xeR escolhemos uma sequéncia
crescente {xﬁ}EQ tal que x:Sﬁp X\ entao dgfinimos £ix)= 1%m
£1(x ) o qual, ndo & dificil ver, coincide com sup f1(x,) pois
a sequéncia'{flixn}} sera também crescente ¢ limitada. f esta
bem definida, & bijetiva e preserva a ordem. |

Finalmente, £ & continua pois a topologia usual de
R coincide com a topologia da ordem, mais do que isso, £ & um

homeomorfisms> (cf. Hausdorff [1962]).

1.3,14- Exemplo. Sejam K: e K: dois corpos algebricamente fe-
chades da mesma caracteriética p%0 e nio-enumeraveis, entao
Klzpﬁgicf. A. Robinson [19681). | |

Com efeito, seja I={f:F1+F,/Fy & F, s30 subcorpos
finitos ou enumerdveis de X, e K2 resp. e fSFlsfz},

I=4 pois os car@os primos de Ki e.Kg sao isomorfos
por serem de mesma caracteristica.

.. Seja fel, ie. é:?lﬁFz,e seja aeK,\F,,

Casp 1. se a € trancendente sobfe Fy1, podemos éscolher beXKnF,
transcendente sobre F, (o qual existe pois ¥, & ndoc enumerdvel
e F; como seu fecho algébrico sdo no maximo enumeraveis); pode
mos definir entdo g:Fi(a)»Fo{(b) tal que glFi=f e g{a)=b sendog
um isomorfismo. | o
 Como Fi{a) e Fo{(b) sdo tambénm subcorpos contiveis
de K;y e X, temos'que.géi com f=g e aedoﬁ g.
Caso 2. se?a-é aigébrica sgbre F;,'seja p1 € FilX] a_pelinamic

minimo de a, e seja b uma raiz de p.eF,[X] sendop:X) aimagade
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0y (X) pela extensdo de £ aos an€is de polindmios respectivos.
temos que beK:MNF; e podemos tomar g:F1(a)+F2(b) comoo isomor-
fismo canbnico que & extensdo de f ¢ mapeia a sobre b.

Para provar a condicao (ii) dada na definicao I.

3,11 basta trocar os papeéis de a e b @

1.3.15, Assercdo. E importante salientar que Ky e K: podem ser
Je distinta cardinalidade. Desta farma; mals que uma bonita
aproximacao ao teorema de Steinitz, temos um resultado comple
qentdrio, o qual terd, veremos depois, profundas consequéneias
1a Geometria Algébrica em relagido ao chamado "Principio de

tefschetz™.

1.3.16~ Exemplo. Seja F um corpe € X ¢ Y conjuntos infinitoes
iz yvaridveis indeterminadas, entdo, os anéis de polindmiocs

‘iX1 e FIY] sdo parcialmente isomorfos.

! Com efeito, suponhamos X”{Xi}iei g Yz{Yj}j&J°
Se}a I= {f: P{Xil,ncq,Xin]*P[le’;auijn} D;D o
¢ um F-isomorfismo de aneis}., Cbviamente, domf e imf sdosub

“truturas de F{X! e FIY] respectivamente, além disso I#¢$ pois

el
0 Seja peF{XI\domf, entdo se @p-m»0 existem
_ vees Xy €X tal que peF{Xkl,...,ka}.
Podemos supor sem perda de generalidade que

,...,ka}ﬂaxil,‘..,Xin}=¢, enﬁao escolhendo ?kl,...,YRn €

.28 -




Y distintos de Y. ,...,Y._ podemos defznlr -g:FtXi ""’Xiﬁ]
- P

Ja Jn

Koo KPP I e Y T e, Y] de tal modo que

ng[Xil” 1= f e g(Xklj =Yy; para i=1,...,m.

RS
E obvic que g € um F-isomorfismo, fgg e pedomg.
Em forma andloga prova-se a outra condigio do

back-and-forth. Portanto, F[X]EPF{YI.

1.4~ Isomorfismos Bissortidos ¥5. Homeomorfismos

Nesta secao definiremos o correspondente concei-
to de homomorfismo para estruturas bissortidas e oaplicaremos
ao sstudo das estruturas de tipo vetorial ¢ as estruturas to- -

poldogicas em sentido amplo.

1.4.1- Definicio. Sejam <Ao, Ai; (R}, {F}, {c™3, {a®1)> &
<By, By; {S}, {G}, {CBQ}, 1a1)> estruturas bissortidas (sim-

plificando a notacac em forma evidente). Um homomorfismo his-

sertido & um par de aplicacdes (f£,,£,) onde f£4:Ac>By e f1:A:>
By sao sobréjetaras e satisfazem as-séguintes Condigées:

i) se R & de sorte {sl,.«.,s ) e Xy o€ Ag se..,X)
€ Ay, entd0 R(Xu,...,x)=S(f  (x1),. ., f o (x))). |

| ii).se F ¢ de sorte (s;,,.., S,08) € X2€ Ag,. X

€ A, entao fs(F(xi,,a;,xn)}sﬁ(fsl(X1},a Sn(xn)}

iid) £ (cM=cP e £y (afty=aPe

Ambas as estru_turas'sﬁo ditas i’_somﬂrfas se £, e
£, 830 bijegSes e (1) & satisfeitocom <= enm vez de mQ, ie.-
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1»4*101"“ R{Xl?;‘ °°fxn}+ms{fsltxl) r---;fsn(}{n))e

I.4.2~ Homomo fismo Entre Estruturas de Tipd Vetorial

Consideremos as estruturas <Vi, Ki§...> i=1l, 2 co-
BO em I.2.1, sendo Vi wrn Kiwmédulo, e sejam f:V%+Vz, g:¥Xy + K»
sobreistoras.

A condicaco de ser um hoﬁomorfismo bissortido se
trgéuz ne fato de f ser um homomorfismo de grupos abeliancs e g
um homomorfismo de anéis, além de satisfazer a condicio:

1.492;1 Fo a.Kl e ¥x € ?1: flo=x)=g{a) +f(x}) em concordancia com
I.4.1 {ii}.

Isto permite ¢generalizar o conceito de aplicagéo;}
near entre egtruturas vetoriais éajo conjunto de escalares nao
& ¢ WMeSNo. -

| Deve-ge observar dque no caso de K; e K sSerem
iguais, usualmente e impliaitamente toma-se g cdmo a identidade.
Ainda neste éasc é possivel a generalizacio podendo-se tomar co
moe g qualquér automorfisme de Ki{zﬁz}; sando esta escolha parti
cularmente frutifera no caso nao comutative como mostraremos a
seguir.

Seda H o anel de divisdo dos quatérnics reais. Um
éspaca vetorial V sobre H é um H-mOdulo onde a multiplicagdopor
um escalar (2 esquerda) estia dada pela fungdo {a,x)-asx satisfa

zendo: {n+8) *H=tex+Bex




Or {X4V) 2O X400y
s (Box)=(aB) *x.
Sabe-se que todo automorfismo de H & interno, ie.

da forma,(a:M+ﬂ onde q ¢ H e ch{u)zqaq"l_(cf. Jauch [1958]).

1.4.2.2- Definicao. Uma aplicagao f:V+V & dita semilinear  se

flx+y)=f(x)+f(y) e existe geH tal que:
£lox)=0, (@) £00).

1.4.2.3- Proposigac. A funcao {:V»V dada por f(x)=q-x é semili

near.

Demonstracio. A aditividade & imediata. Por outro ladeo f{a+x)=

qe(orx)=(qa) x=(quq”*) (4-x)=9, (@) £0x). B

1.4.3. Homomorfismos Topoldgicos

Sejam <X, 1; €> e <Y, U; &> dois espag¢os topoldgi
cos em sentido ample {ie. 1 ¢ 0 'sdc subcolecdes arbitrarias de

P{X) & P(Y) respectivamente).

Dada f:X»Y, o fato de f ser continua ou gberta com

respeito das colecdes tes define-se na forma usual.
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T.4.3.1- Definicéq« Um homomorfismo topoldogico entre as estrutg

rag dadas & um par de funcgbes (f,g) onde f£:X+¥ e g:1+0 sdo  so~
brejetoras e satisfazem a condicdo I.4.1.1., ie.,
T.4.3.2«~ ¥x & X, VA & 1:X ¢ A+f{x} € g{A).

Observe-ge gue para Se ter um homomorfismo bissor-
tidaneste.caSQexigiréamia uma condicdo mais fraca: VX € X, VA €
T, x € A =f(x} € g{A), a qual equivale a: ¥A e 1, f{A] € g{a),
que aparentemente & desinteressante desde o ponto de vista topo
logicos em particular nada diz a respeitoda continuidade da £,

como se deveria esperar.

T.4.3.3- Definicio. f:X+Y & dita T-saturada se todo A e © & sa-

turado com respeito a £, ie. YA e 1:A=f *[£f[A]] (cf. Elon Lima

{1370, pag. 65-661}.

1.4.3.4- Lema, I.4.3.2 equivale a VA e T:A=f"1[g(A}].

Demonstracac, Imediata =

T.4.3.5- Proposicdo. As seguintes afirmagdes sao equivalentes:



a) o par (f,g) & um homomorfismo topoldgico.
b} f € sobre, continua, aberta, t-saturada e VAe

Trg(A)=f[A].

Demonstracio.

{a=b) Como £ & sobre, pelo lema segue-se que ¥Ae
T+ E[A)=£[f " [g(A)]1=g(A), daf conclue-se que YA ¢ f:f{A} €0,
ie. £ € aberta, além disso, substituindo-se a igualdade ante

rior no lema obtemos VA € T:A=f *[f{A}], ie. f € t-saturada.

tdoc, como g & sobre existe A & T tal que B=g(A), logo, pelole
ma, £ {BI=Ff" {g(A)]=A € 7.
{b=>a}) Vejamos primeiro que g, definidapor g{A)=

Coﬁ efeito, g toma valores em ¢ pois f ¢ aberta.

Seja B e o, entdo, A=f '[B] & tal qué A e 1 por ser f conti-
nua & g{A)=f[A]=£[f °[B]]=B por ser f sobre.

| Para concluir, como £ & t-saturada temos que YAs

t1A=F Y [£[A]]= £ i{g(A)], logo, pelc lema o par:{f,g) & um ho

momorfismo topologico ®

T.4.3.5.1~ Convencdo. Como sugerido pela proposicao anterior,
podemos evitar a mencdc dg fungao g e dizer gue um homomorfis
mo topoldgico € uma funcao £ sobrejetora, aberta, continua, e

T-saturada.
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1.4.3.6- Corqlario. de f:c)(, Ty €» » <Y, ¢; €» e um homomorfis

mo topoldgico, entdo |tl=|o].

Démonstracgan. Seja g:1»0 dado por g(A)Y=Ff[A].

i) g & injetora: g(A)=g(B)=>f[A]=£[B]—A=LYf{AT] =
f71[£[B1]1=B por ser f t-saturada.

ii) g € sobrejetora: se B € o entdo, come f € con
tinua, £ *[Blet. Tomando A=f"1{B] témos que g(A)=flA]=Ff*[R]]=

B por ser f sobrejetora @&

1.4.3.7~ Observacao. Sabe-se que uma funcdo f & injetora se e
somente se todo subconjunto de X & saturado com respeito a f,
ie, YASX: A=f *[f[Al]l. Portanto um homomorfismo topoldgice :f,
na medida em gue & t-saturado, nap estd longe de ser um homeo-

morfismo {no sentido amplo).

Em particular, todo homeomorfisme £ & trivialmente

T-saturado.

1.4.3.8~ Corolario. Seja f:X»Y. As afirmagﬁes'seguinteS' $4ao

equivalentes:
a) £ & um homomorfismo topoldgico injetivo.
b) £ & um homeomorfismo.

¢} £ & um isomorfismo bissortido,

Demonstracio. Imediata @
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1.4.3.9- Comentario

0 conceito de isomorfismo entre estruturas (em ge

ral multissortidas) & um conceito puramente algébrico: em sen-
tido rigoroso, € um conceito que pode ser formulado na area co

nhecida como Algebra Universal (cf. Gratzer [1968]).

Portanto, em virtude do corolédrio anterior, o con
ceito de homeomorfismo & de caridter totalmente algébrico.

Entretanto, nac podemos dai concluir que a Topolo
gia & uma subarea da Algebra (Universal) j4 que ela nio & so-
mente o estudo das estruturas topologicas e deos invariantes por

homeomorfismos, mas envolve também o conceito de continuidade,

o qual @ consideravelmente mais fraco (quig¢a devemos dizer me-

nos rigido) que o de homomorfismo topoldgico definido pelas pri

meira vezr aqui.

1.4.3.10- Proposigio. Se £:X>Y & um homomorfismo tepoldgico, en
tdo t e ¢ sio as topologias (em sentido amplo) induzidas e Co-

"

induzidas por f em X e Y respectivamente.

Demonstracaa. Sejam sz{f"liBjjBeo}-e dfx{BQYff"liBjec}, deve-
mos provar que T=Tp & O= O. ‘

£ obvioc que pela continuidade de f, TeT. Se Aet,
entdo como £ & aberta f[A] € ¢ e sendo A=f7*'[£[A]] por ser frt-
saturada temos que Aeff,'logo'Tgxf._. | |

 Analogamente prova-se a outra igualdade m
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[.4.3.11- CObservagdes.

i) Definindo ti-{ASX/f[Aled} e Gf={f[A}fAe“r}.f§
cilmente pode-se provar gue se satisfazenm Tf=Tf e ofmo%,'por_
tanto, para um homomorfismo topoldgico f tem-se TmszTf e Oz
Qf=gf,,o gual mostra, junto com 1.4.3.6, em certa medida, a
forca do conceito de homomorfisﬁo topoldgico (ver 1.4.3.17 e
I11.1.10).

ii)} Resulta como corolario da'proposigﬁa ante-~
rior a versac seguinte do primeiro teorema de isomorfismo:

| Seja X/f o espago quociente partido pela vrela-
cdo XEy<e=+f{x)=£(y). Entéo; se £ & homémorfismo topoldgico te
mos X/f=Y (ie. sac homeomorfos ou isomorfos desds o ponto de
vista bissortido),

Basta definir ¥: X/f+Y de tal modo que, se w:X>_
/f € a prajégﬁa ¢anonica, se tenha que T, =k,

Terminaremos dando alguns exemplos concretos de

homomorfismos topoldgicos e algumas propriedades adicionais.

1.4.3.12~ Proposigao. Seja <X; Ty €> um espacgo topologice no
sentido usual e definamos a seguinte relagdo de equivaléncia
em X:

x5 y+=r{X}={y?
(A barra dencta o fecho no sentidoe da tcpologi&); entdo a pro

jecRom:X+X/5_ & um homomorfismo topologico.

Demonstracdo  Obviamente 7 & sobre ¢ continua. Se provarmos
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que & t-saturada, ie. VAet:A=r '[rn{Al] serd imediato que & ébeg
ta.

3asta provar ﬂ“l[ﬁ{A}}QAa Com efEitO,.XGﬂ‘HﬁUﬂlzﬁ
ﬂ{x)eﬂ{A}uﬁﬂgéA/ﬁ(x)xﬂ(;), ie. {xf={z7} .

5& x¢A =rxeA® ( o qual & fechadajm»{§?§£€=Acﬂw

(F3E8 =12eA° ¢ qual & uma contradicle, logo xeA @

1.4.3.13~ Proposicdo. Sejam X e Y conjuntos quaisquer e f: X»¥
uma funcio sobrejetora, entdo & possivel topologizar X de tal

modo que a projecgao 1iX+X/f seja um homomorfismo topoldgico.

Demonstracao. Definimos o operador c¢: P{X}~»P(X) dado por c{A)=
£7i{f{Al}. Pacilmente prova-se que ¢ satisféz os axioma de fe-

cho de Kuratowski, ie.

c($)=9

A% (A)

c{c(A)})=c(A}~

c{A U BY=c{A) U c(B).

Observe-se qué 0S8 cdnjuntos fechados coincidemcon
os conjuntos saturados Ccom respéito a £f. Além'disso, c{{x=
c({y)e==Ef" () 1= £ (y) 1+=—£(X)=£{y), isto significa que os
conjuntos X{éc e X/f coincidem. ngo; pela propasigéa anterior
obtemos o resultado @ | '

Seja £: X»¥Y como "ma proposigﬁc acima. Chamaremos
de Tgég a colegﬁo de todos &s subcogjuntos de X saturaéas com
reslpleito a f. |
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1.4.3.14~ Lema. Se A, BET  4s entao

flANBI=L[AINF[B].

Demonstracio. Com efeito, AMB=f [£[A]1NE " [£[B]]1=f"*[£[A]
Af{BI1], portﬁnto, como f & sobre temoé £IANB]=£[f " {FfIA]
NEIB111=£[AINE(B] @

1.4.3.15- Proposigdo. 1 € uma topologia {em sentido usual)

sat
sohre X.

Demonstracdo. E imediato que <t ¢ fechada para unides arbi-

sat
trarias. Para provar que € fechada para intersegoes finitas
sejam A, Bet_ ., entdo, pelo lema £{AMB}=f[AINEF[B], logo £ %

if{AﬁB}}=f"1ff[A}ﬁf[B]}=f'l[f[A}Eﬂf"l[f{B}];AﬂB, portanto AlBe

Tsat B

1.4.3.16- Corolario. Sejam <X, 1; €> e <Y, 0; €> espacos topo
16gicos em sentido ample, & £:X+Y um homomorfismo. topoldgico.,
ie.

i) como f & t~-saturada segue-se que TET  ¢»

Teat e a maior colegﬁoparaxaquai.f € um homomorfismo topoldgi
co, sendeo ela uma topologia sem sentido usual.

ii) se T e U denotam os fechos de 1€l paraunides
arbitrarias, entac f é um homomor£ismo topolfgico conm respei-

to aTes B
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1.4.3.17- Proposicdo. Se f:X+Y & um homomorfismo topolégico,

e K&Y & compacto, entdo £ *[K] €& compacto em X.

Demonstracao. Suponhamos f"I{K}EUAi onde cada'AieT, entdo K=
ELE7F [KITE£1UA, 1=U£[A;].

Por ser £ aberta; cada f[Aijec, logo por ser K

_ _ n

compacte, existem il,.,.,in tals que K§k§1 f{A%g, entao
- - I . T - . n )

£TH{KI<E 1[k§1 f{Alk}]=k§1 f l[f{Alk]]=kI=}1 Ai, por ser fr.sa

turada. Portanto, £ Y*[K] € compacto ®

0 conceito de homomorfismo topoldgico,  embora
surgido das estruturas topoldgicas (come estruturas bissortl
das}), tem também uma manifestacdo na Algebra comoc mostrare-

mes a segulr.

I.4.3.18~ Exemplo. Seja £:G+0 um epimorfismo de grupos. Se-
jam t={H$G/H & um subgrupo e ker f%H} e o={K%G/K & um subgru
pol. Entao £:<G, T; e>><f, o; €> & um homomorfismo topoldgi-

CO.

Demonstracao. (H¢G denotaré o fato de H ser um subgrupo de ().
= i) £ € aberta e continua: & trivial pois as ima
gens direta e inversa de subgrupos'séc subgrupos, @ no segun
do case contendo ac nficleo de £,
ii) £ & r-saturada: basta provar que f P{f[HII&
H, xef *[E(H]]=r£(x)ef{H]= existe zeH tal que f£(x)=f(z)=r

f(x+z 1)=& (elemento neutro de Gl=sx+z ‘eker f¢H=- como zeH:
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1.4.3.19.0utros exemplos imediatos sdo o0s seguintes:

i) Trocando acima Vsubgrupos" por "subgrupos nor-
mais”.temas exatamente a mesma situacdo.

- ii) se f:A+*B & um epimorfismo de an€is, T consta
dos ideais de. A que contém ao nlcleo de £ e ¢ consta dos ideais
de B, entdo £ é um homomorfisme topoldgico com respeito a 1 e
¢ . Em particular, para tedo ideal 1 que contém ker f temos
que: £T1(£[1]1]1=I.

Un outro exemplo menos trivial que os anteriores,

e que depende fortemente da t-saturacdo da f, € o seguinte:

Lemza.
i) se I, J sao ideals de A tal que ker f€IgJ, en-
tido {11 g £1J1.

i1) se I, J sac ideais de B, entdo £ T1gET ]

Demonstragﬁa* £ imediato que as inclusles sdo preservadas.

i) seja xeJ~I. Se f(x) e F{I], entfo existe zel tal
que £(x)=f(z), ie. £(x~2)=0, logo, x-zeker f<I, entao xel, o
qual & uma contradicao, portanto, f(x)ef{JIN[I].

11) se £7{I1]=£7*J], entdo T=£[£7>[11]=61£* PIkJ,

contradigio, portanto, £ *[I1#£" {J]l m
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1,4.3.20- Proposicdo. Seja £:A>B um epimorfismo de anéis, T=
{MEA/M & ideal maximal (e ker f€M)} e o={NEB/N & ideal maxi-
mal}, entdo £ € um homomorfismo topoldgico a respeito de v &

O

Demonstracgao

i} E imediato que f & t-saturada por I.4.3.19(diL

ii) £ € continua: seja Neo e suponhamos que
£71[N1E1, entdo, pelo lema (i), N=f[f *[NJISf[I], logo, como
N & maximal, £[I]=B, entdo I=f '[f{I111=f"1[Bl=A, portanto,
f"Y{Njet.

iii) f & aberta: seja Met e suponhamos que f[M]
53, entdo, pelo lema (ii); Mmf“lif[M]]gf"l{J}; logo, como M &
maximal, £ 1[J1=A, entao J;f{f”l[J}}mf{A]zB; portanto, £{Mle

¢ B

1.4.3.21- Observacao

Os resultados acima, e essencialmente ocorolario

1,4.3.6, permitem unificar os diversos Tecremas de Correspon-

déncia que aparecem na Algebra (cf. Rotman {1973] e Gongalves

{19781).
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CAPITULO 1I

LINGUAGENS FORMAIS E EXPRESSABILIDADE

1I.1- EstratificagBo da Linguagem Matematica

A linguagem matematica nasce com o desejo de sis;
tematizar o conhecimento matemdtico, e a linguagem da pratica
matematica & muito ampla € rica em poder de expressao; envol-
ve, por exemplo, a linguagem conjuntista Qda teoria intuitiva
de conjuntos) ¢ a linguagem categorial (da teoria de catego-
vias),

Ao ser empregada usualmente sem a fundamentacdo a
dequada, sabe-se que pode conduzir a diversos paradoxos, como
o paradoxo de Russell por éxemplo {cf. Suppes [197Z2]1). Devemos
mencionar que a solucgdo deste paradoxo deu origem a distingio
entre conjuntos ¢ classes proprias, distincdo que val ser ne-
cessarip salientar no estudo das linguagens que introduziremos
neste capitulo e no capituia IV (ver proposigao  1I,5.5.13).
Por exemplo, virias vezes usaremos o fato de que somente 0s
conjuntos podem ter assignada uma cardinalidade.

Para evitar tais paradoxos, n6s vamos analizar a
linguagem matemitica, primeiro delimitando o universo dos ohje
tos que preténdeuse descrever: neste caso, ¢ universo conjun-
tista das estruturas matemdticas como foram construidas no ca-

pitulo I. E segundo, distinguindo dois pontos devista para tal




descricao:

0 ponto de vista microscopico ou interno, que
val nos conduzir, neste capitulo, A& construcio das Linguagens
Formais adequadas a cada tipo de estrutura. Com elas tratare-
mos de atingir os Conceitos Matematicos, vale dizer a5 clas-
ses de estruturas, que pretendemos expressar.

Finalmente, o ponto de vista macroscopico ou me-
talinguistico seb o qual aﬁalizaremos tanto ¢ 7relacionamento
{conjuntista ou categorial) entre as estruturas, como temos
feito no capitulo I, como o relacionamento destas com as lin
guagens formais que'lhes sao adeguadas.

Os exemplos a segulr vao motivara construgaoc das

linguagens formais e colocar o problema central da expressabi

lidade: a caracterizaclo ou aiiamati;agﬁo de diversas classes
de estruturas nessas linguagens (caracterizacao e axiomatiza-
clo serdo consideradas como sindnimas enquanto referidasa clas
ses de estruturas).

| Diremos entao gue a 1iﬂguagam expressa o Concei-~
teo se ele, enquante classe de estruturas, e axiomatizavel (ver

definichdo I1.5.4.1).

II.1.1- A Classe Kpny dos Dominios de Integridade

Um dominioc de integridade & uma estrutura g =

<A;4A,~A;OA,1A> onde +A:AZ+&,fA:A2+A sio funcgdes binarias e
OA,1A9A sao constantes distinguidas,

As afirmagoes que faremos acerca de qualguer do- .
minio de integridade ndo devem depender da natureza dos ele-
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mentos de cada estrutura, mas sim do seu correspondente tipo
de estrutura. Para issc omitiremos o Indice A mos simbolos
+, *, 0 e 1, considerando-0s como nosso alfabeto basico. Es-
te alfabeto também incluira o simbolo =.
 Observe-se que se Te=<¢; 2, 2; 2> & o tipo de
estrutura correspondente, entao Kngﬁ Est (t4).
| 0s membros da classe KDOM podem ser caracteriza
dos pelo conjunto de sentencas Seguinte (para uma definigao

de sentenca ver II1.3.1.5 (div)):

g1: 1 (0=1)
Gat (X)) (¥y) (W) Cxry) +z=xr (yo2))

031 (¥X) (WY) (X+y=y+x)

Fut {(¥X) (x+0=x)

Ts: (¥x) (3y) (x+y=0)

O (yx) {yyd (¥z) ({xey) »2=X+(y-2))

71 (¥X3 {yy) (xey=y*x)

Og: (¥x){x-=1=x)

Oar (yx) (¥y) fyz) (v (y+2)=(x y) +(xez))
Tor (¥X) (¥y) (X y=0+x=0Vy=0). |

Podemos dizer também que o conceito de dominio
de integridade fica caracterizado pelo conjunto de sentencas

acima,

I71.1.2- Observagles

i) fica claro que, além dos simbolos ndo1dgicos
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+, *, 0 e 1 correspondentes ac tipo de estrutura T, é noss5a
alfabeto bisico deve incluir os simbolos 18gicos 1 {para nega
¢ao) , ~ (para ¢onjung§o3, V(paré.diSjungéo), +{para condicio-
nal), «>(para bicondicional), V¥ e 3 {para os quantificado-
res), além dd;simbolo de igualdade = que sera considerado um
simbolo 15gic6 {ver 1I.6 para uma discussao acerca das limi-
tacdes de cafacteri;agﬁc da igualdadel.
;No futuro abreviaremos = {x=y) pcr'xﬁy,

ii) fica subentendido que nas express8es acima,

ac serem interpretadas em cada estrutura particular, as va-
riaveis x, y; z variam, neste caso, sobre os elementos do do
mfnic da estrutura, e nao, por exemplo, sobre subconjuntos
desse dominio. Tal tipo de varidveis também serd considerado
parte de nossce alfabeto bésico, e a iinguagemconstruida,cum

este alfabeto seri chamada de linguagem de 12 ordem corres-

pondente ao tipo de estrutura T4,

I1.1.3~ Comentdrio

Esta {ltima observag@o € muito importante por-
que nos diz justamente que as variaveis capturam o dominio on-
tolégico do discurso, ie. as expressfes falam daquilo que
suas varidveis representam {ver a introducdo ao vapitulo 1I).
Isto estd implicito na frase do 16gico americano W.V.0. Qui
ne: “Ser €& ser o valor de uma variavel. Disso pode-se con-
cluir gue os objetos que existam dentro de nossas estruturas
serdo. justamente aqueles gue nossas variaveis nos permi;am
construir ou definir na linguagem {ver observacio I1.4.2.1).
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11.7.4~ A Classe KBIP dos Dominios de Ideais Principais

Um dominio de ideais pringcipais é_um dominio de
integridade onde '"todo ideal & principal”. Temos entioc que
14 §§K

pIP “pom: |

E possivel expressar a propriedade entre aspas
em termos de nosso alfabeto basico?

Devemos definir primeire o que & um ideal  num
dominio de integridade.

Seja XA, definimos:

X & um ideal += (yx){¥y) (xeXayeX+x+yeX)

A(yx) (yy) (xeXx-yeX)

Poderemos entaoc caracterizar Kprpeomoaquelas es

truturas de Est(1,) que satisfazem 03-01¢ além de

or1: (YX) (X & um ideal -+ (Ix) (Wy) (veX » (Fz) (y=z+x))).

I1.1.5- Observacao

X & um nove tipo de variavel que varia agora 50
bre subconjuntosdo dcmfﬁio da estrutura, entretanto, X, vy ©
z conservam seu status anterior.

Ao introduzir este novo tipo de variavel {que
-represeﬁtaremos com letras mailisculas) somos levados a intro
duzir também o.simbolo de pertinéncia €, que consideraremos
como simbolo logico o qual relaciona elementos de A com sub-
conjuntos de ﬁ; Tamhém & usual consiéerar X como um predica-

do unario, assim que a expressdo xeX pode ser ecrita  como
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%(x) evitando o usc do simbolo e.

Nosso alfabeto basico vé-se acrescentado com um no
vo tipo de variiveis que variam sobre subconjuntos do domfnioda
estrutura. A linguagem construida com este nove alfabeto sera

chamada de linguagem de 2% ordem monadica correspondente ao ti-

po de sstrutura T,.

II.1.6~ A Classe Kgpoo das Algebras de Boole Finitas

- Uma dlgebra de Boole & uma estrutura
&;MB; /\.B, QB; DB, 12> onde fE:BZ—rB e .VB:BZ*»B sao fungfes bina-
vias, e DB, 1B€B sao constantes distinguidas.
Deve ser observado que o tipo de estrutura de (B &
também To, logo KppyyEEsttd.
Uma dlgebra de Boole & caracterizada por (¢f. Bell

e Slomson [186%9]1):

B8y: (Vx){¥y) (xAy=ynx)

821 (V%) (¥y) (xvy=yvx)

84 (Vﬁ}{?y)(V;)(xhiyﬂz}z(XAy)Az}

By (Vx}(Vy}(sztXV(yvz}m(xvy)wz}\

851 (¥x){(¥Vy) ((xvylay=y)

851 (Vx) (Vy) ({xayIvy=y)

871 (Vx) (Vy) (Vz) (v {yaz) = (xvyIA(xvz))
891 (V) (¥y) (V2) (xalyvz) = (xAy)v(xaz) )

21 (Vx) (3y) (xvy=1hAxay=0).
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(por abuso de hotagéd estamos usando'd mesmo simbolo para as
operagles A e V da algebra de Boole, e.para as operacdes 16~
gicas de comjungdo e de disjungdo).

Podemos dizer que uma aAlgebra éeIBoole(g e fini
ta se "tad? funcdo de B em B injetora & tambénm sobrejétora”.
Observames que esta definic¢do nio depende da estrutura Eoow
leana de B e pode-se aplicar a qualquer cbnjunto.

Seja f:B+B uma funcio, entac podemos definir:

injetora +=+ (yx) (yy) (£(x)=£(y)»x=y),

oL

£

f sebrejétara == Oy ) (3% (£(X) =YD,

13

portanto, baseados nestas expressfes terIiamos:
B & finito <=+ (y£){f & injetora - £ & sobrejetora).

A quantificac@o sobre funcles € frequente em ma
tematica, e toda expressdo que a envolve € susceptivel de ser
transformada em outra que envolve quantificagéo sghre rela-
¢Oes bindrias, como veremos a seguir, embora na pratica nio
seja necessario. |

| Se X% & uma varidvel gue denota uma relacio bi-

niria, ie. X?SB?, entdo podemos definir:

X% & funcdo +=> (yx) (Iy)X3(x,y)

A(vx}(vy)(vz){Kztx;y}ﬁx?(x,;)+y=;},

443

X? & injetora += (¥x)(¥y){¥z) (X*(x,2)aX?(y,2)>x=y),
X? & sobrejetora <> (VY)(QX)ﬁz(x,y),.
portante, teriamos que uma dlgebra de Boole B é finita se sa
tisfaz
8102 {QXZ){XZ 8 funcioaX?® & injetora - X? & 50
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brejetoral.

Observamos novamente que esta expressdo da fini

——

tude nio depende do fato de (B ser uma dlgebra de Boole (ver

também I1I1.1.21).
0 uso de varidveis que variam sobre relacbes bji

nirias (aiém possivelmente dos outros tipos de variiveis men

cionados) acrescentam o poder expressivo da linguagem, e uma

tal linguagen & chamada de linguagem de 2% ordenm diédica(cqg

respondente ao tipo de estruturas ).

11.3,6.1-_0bservagﬁes

i) em toda algebra de Boole & possiveldefinir a
operacdo de complementagdo *:x»x* que as vezes convém expli-

citar na estrutura:

<; AR, v5,*B; 0B, 1%,

sendo, neste caso, de tipo <¢; 2, 2, 1; 2».

F

Neste caso também & conveniente substituira sen

tenga 05 por
8;: (¢x) (xvx*=Taxax*=0).

ii) uma defini¢do alternativa de finitude €ada
da por Dedekind (cf. Suppes[1972, cap. 41): um\conjuntn B e
finito se "nenhum subconjunto proprioc de B & equipotente com
B't, "Aparentemente esta frase & de 2% ordem monadica, mas . a
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equipoténcia mencionada envolve a existéncia de uma funggo
bijetiva, portanto, na realidade € uma expressao de 22 or-

dem diadica.

I1.1.7- A Classe KARQ dos Corpos Ordenados Arquimedianos

Um corpo ordenado € uma estrutura <F; &F; +P,

F F

FoooF ) 1Fs cujo tipe & ti=<2; 2, 2; 2>,
Uma linguagem adequada a esse tipo tem no seu
alfabeto basico os simbolos g, +, *, 0 e 1 onde, por exem-
- - . — - - -
plo, ¢ & un simbolo de relagao binaria. Faremos uso das
abreviaturas seguintes: X2y DPOT ¥YE§X, X<¥ POT XLYAX=y, € XY
poT Y<X.

As expressOes que caracterizam um corpo orde-

nade sap Oy~os{em II.1.1), substituindo oie poT

o101 () (x#0+(Ty) (x+y=1)),

e acrescentando

o1z: (¥x) (xgx)

Grs: (¥X) (VWY) (XEYAYSX~X=Y)

gyu: (wx) {yy) (w2 ) (x<yaygz~xg2)

ois: (yx) (¥yJ (xgyvy<x)

0rer. (¥x) (¥yd (xgy+(vz) (x+28y+2))
S1v: (VKJ{VY}(Vz)(xiYnziﬂ*X°zéy°z}.

Um corpo ordenado € arquimedianc se satisfaz a
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seguinte propriedade informalmente simbolizada:

"yx) (x>0 (wy) (gneN) (nox>y) )"

Onde neXexX+.,.+x (n ve;es)‘

¢ fragmento (dnelN) (n«x>y) pode ser escrité na
forma (gh)(ﬁeﬂﬁn'x>y). Agora, lembrande gue as variavelsque
fazem referéncia a individuos devem se referir a elementos
do dominic da estrutura, e observando que nex>y pode ser es
crito como {n-1) x>y, podemos identificar N com o conjunto
@*lz{ﬁ°1fne&}ﬁF, que € possivel pois todo corpo ordenado &
de caracteristica zero. Neste caso, aquele fragmentopode ser
reescrita como'(ﬁz)(zeﬁﬂia;°x>y), '

Ainda fica iﬁprecisa, em termos dalinguagem ade
quada ao tipo Ti, a3 expressao ZeN-1. Para salvar esta impre
cisao podemos definir N1, como subconjuntc do corpo F, do

seguinte modo: seja X¥F, definimos

X & indutivo +=+ DeX aAlyx) (xeX+x+1eX)
entio & facil ver que We1=N{X/X & indutivo}.
Logo temos que:

zeleje=r(yX) (X & iﬁdutive+zeX}._'

Finalmente, podemos dizer que um corpo ordena~

do € arquimediano se satisfaz:
aye: {(¥x3 (x>0 (vyy) (H2) ((yX) (X & indutivo*zeX)&;°x>y)),

Fica caracterizada entdo KARQ’ como subclasse
de Est(1i), na linguagem de 2% ordem monadica adequada  ao
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tipo Ti.

11.1.8- A Classe KAF dos Corpos Algebricamente Fechados

A frase “para cada nyl, todo polimdénio de grau n
com coeficientes no corpo, tem alguma raiz no corpo" caracte-
riza o fato de um corpo ser algebricamente fechado, o que po-
de ser simboliza&o informaimente ma forma "{yn31}¢," onde 4y

€ a expressac de 12 ordem:
(VXo) o oo (¥ ) (x 20+ (Fy) (X oy oo 4X2 oy +x0=0)) ,

entendendo yk c&md uma abreviatura de y-...«y (k vezes).

A anélise do exemplo anterior para caracterizar
N como subconjunto do corpo nao se aplica aqui, porque o n en
volvido age como um Indice e nao pode ser identificado com ne
nhum elemento do corpo.

Neste caso, a eXpressaoc (Vna?)@h‘pode ser subst%
tuida por uma colecao infinita de expressdes de 12 ordem - E=
{9pn/n21l, po&eﬁda dizer agofa que a classe K,p (SBst(1o)) fi-

: 1

ca caracteri:ada pelas sentencas ¢:-ds,0,, € por aquelas que

constituem 2.

11.1.8- A Classe KTOR'das'Grupos de Torszo

Um grupo, considerado como estrutura de tipo tT2=

<¢; 2,.1; 1>, ie. da forma <G; -+, -1; e», & caracterizade pe-

+
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lo seguinte conjunto de expressces de 1% ordem:

p1: (¥xD (vy) (y2) ((X+y) »z=x-{y-z))
bzf {¥x) (xre=xae X=X}
o3 (X)) {(xex Fmepx tex=e).

0 problema de caracterizar a classe KTOR consis
te em formalizar "adequadamente” a expiessﬁo informal "(yx)
(gna!)tx“mejﬁ, a luz das analises anteriores.

De fato ndc tém sentido expressar N como subcon
junto do gruﬁo em consideracdo, nem € possivel particionar a
expressao entre aspas numa quantidade infinita de expressdes
de 12 ordem.

‘Uma solucio mais plausivel & considerar o quan-

tificador "Jnz1" como uma disjuncio infinita obtendo:
2 S
P2 (¥X)(x=evx=e¥.,..¥x =eV...},

que pode ser abreviado por (?x)ngi(xn=e). |
Poderiamos também intentar uma  <caracterizacio

mediante a sentenga, aparentemente de 22 ordem, "todo subgru

po cicliceo & finito", porém a analise dela mostrari que pre-

cisamos igualmente da solugﬁb écima, |

) Em forma anizloga, no caso dos corpos algebrica-

mente fechados, a colegdo infinita que os caracteriza  pode

ser simulada como a conjuncac infinita n§1¢ﬁ’ embora  neste

caso ndo seja necessario tal grau de sofisticacdo.

11.1.10~ Digresséo



A interpretagéa dos quantificadores universal e
existéncial como conjuncles e disjuncdes generalizadas res-
pectivamente, correspondente & interpretacdo histdrica origi
nal dos quantificadores, dada-por exemplo por ?eircé no final
do século passado, tornando-se menos artificiais.

Vale mencionar que os quantificadores foram in-
troduzidos na ldgica & na matemitica em 1879 pelo 1ogico ale
mio G. Frege (cf. W. e M. Kneale[?géz}),.Posteriofmente Hil
bert e Ackermann [1228} distinguirem pela primeira vezas lin
guagens de 1% e 2% ordens.

As linguagens que permitem conjungoes infinitas

(ndo s0 enumerdveis) sdo chamadas de linguagens infinitarias.

A introdugdo delas em forma operativa na matematica e na 10
gica, ﬁéolaconteceu antes da década de 50, por Tarski e Karp,
devido 2 disputa entre as correntes formalista ¢  intuicie-
nista da filosofia da matemitica, em torno da autenticidade
do infinito atual, em contra posicdo ao infinito potencial,
no pensamento matematico. |

0 uso de sentenc¢as de comprimente infinito na
maéeﬂéiica tem tanta validade como o uso das séries formais
de poténcias na algebra.

As linguagens infinitarias (que incluem, de for
ma rigorosa, a linguagem de 1% ofdem} seréo.eétudadasconiceg
to detalhe nesta tese (ver capitulo.lv). A linguagem que pex
mite conjuncles e disjuncles enumeraveis € chamada Luww e &

razdo de tal notacfc sera apresentada depois,

11.1.11- Observagio



Uma classe de estruturas pode ser caracterizada
em duas.linguagens distintas. Por exemplc, a linguagem infi-
nitaria Luiw, iﬁtro&uzida no exemplo acima, pefmite_ eXpres-
sar a pfapriedade que caracteriza o conceito de corpo ordéng

do arquimediano do seguinte modo:

{(wx) (x>0+(w3'n\é’§N(n*x>y)} .

T1.1.12- A Classe XK R dos Conjuntos Bem Ordenados

BO
' Um conjunto bem ordenado € um conjunto A munido

de uma ordem total QA onde ""todo subcenjunto naoc vazio tem

elemento minimo". O tipo de estrutura & T3=<2; ¢; 0>.

Para X€A podemos definir:

x & minimo de X <= xeXa(yy) (yeX+xsvy),
porﬁanﬁo, a propriedade entre aspas pode ser simbolizada por
Mt {yX}Kgx}ExeX}%(gx)(x'é minimo de X)),
que & uma expressio de 22 ordem monadica.

A razao de colocar este exemplo & que ele vai
nos permitir introduzir um novo tipo de linguagem infinita-
ria: aquela que permite gquantificacdes sobre um nimero infi-
“nito de variaveis. Para isto devemos prressar a condig¢ao de

LR Py

A ser um conjunto bem ondenado em forma equivalente: naoc



gxiste nenhuma sequéncia {xp} ., em A estritamente decrescen
. > i

te™, ie.
uz:“1(ﬁx1),.‘(§xm).,.ng1(xn;1<xn),

A linguagem infinitaria que, além de  permitir
coniungdes ¢ disjuncbes enumeraveis, permite quantificagdes

sobre uma quantidade enumerdvel de variaveis, chama-se Lwjuwi.

I1.1.12.1- Observacao

Em Lwiwy & expressavel a finitude mediantea sen

tenga seguinte:

ps:'ﬁ(ﬁxl}...(Hxn}...1é£gj(xi¢xj).

I1.1.13- A Classe Kgp, dos Espacos (Topologicos) Separaveis

Um espaco topoldgico em sentido amplo, devemos
lembrar, & um estrutura bissoitida'<x, T; &>,

Correspondendo aos éoﬁs dominios da estruturade
vemos introduzir em nosso alfaﬁeto basico dois tipos de va-
ridveis de 12 ordem: x, y,... para elementos de X ¢ U, V,...
para elementos de T.

Entendemos por Separabilidade a existeéncia de
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um subconjunto enumeravel de X, denso respecto da colegdo T,

que pode ser expresso mediante a seguinte sentenca:

pu: (g2) 12 &€ enumeravel a (¥x) {yU) (xeU+{(gy) (yelayel))l
onde

I & enumeravel +=- (3K13-°-(3Xn3f~*{k%;(XREZ)AT$ng{Xi¢Kj)
A Oyy) (yeZnd (yexi)) ]

-

Deve ser observado que us © uma.sentenga glo-
balmente bissortida, de 22 ordem monadica e infinitéria na
linguagen Lwiwy, COM respeito ao dominio X, mas s& de 1% or~
dem com respéifo ac dominio 7. Além disso, a rigor devem-se
distinguir formalmente as pertinéncias yel' e yel™, poT
exemplo, onde a segunda delas € a explicitada na estrutura,
entretanto a primeira corresponde ao alfabeto basico de 8
ordem, e poderia ser eliminada como foi sugerido na observa

cdao I1.1.5.

'11.1.14- A Classe Ky, dos Espagos com Base Enumeravel

Kpp estd formado pelos espagos <X, ¢ €> onde ¢
& umg base enumerdvel para alguma topologia sobre X.

Facilmente @ode»se conferir que o fétﬁ de ser ¢
uma base pode ser expresso mediante as sentencas seguintes

(com as notag¢oes do exemplo anterior):

B11: (yx) (gu) {xey)
121 (WD) (WV) (wx) {xelUaxeV> (gi) {xeWa
- 57‘_



A (¥y) (yeWryetaye))) ,

esta UGltima obviamente pode ser abreviada com a notacdo usual
obtendo

]

: b '
8y, () (¥V) (yx) (xelUnv>(gW i (xeWAWEUV)) .

© Além disso, temos que acrescentar, porrazdes téc
‘nicas que explicaremos no apéndice deste capitulo, a seguinte
sentenga, que relaciona a igualdade =% do dominio o com a re-

lacdo e, e que, em esséncia, € o axioma deextensionalidade da

teoria de conjuntes:
Bas: (WU (WY) (U="Ve—>(yx) (xeUerxeV)) .

Resta expressar o fate de que ¢ € enumerdvel. Pa
ra iss0, em contraste com o exemplo anterior, vamos proceder
em 2% ordem e informalmente, mas de tal modo que fique trans-

parente a formalizacdo final.

-

g € enumeravel S ]c]m%@]shﬁbﬂlﬁkﬁlw{néo lol<Ho A
(ndo |o|x M), |
A expressio 1ai<2¥0 diz que o & finito, o que po

de ser'formaiiéado seguindo o exemplo II.1.6. |

lo]> Aie— existe um subconjunto infinito, de o
que ndo @ equipotente.cem . | |

Para formalizar esta expressdo introduziremosuma
variavel Z de 22 ordem monéd;ca_para subconjunt#s de ¢ obten-
do (sempre infcrmélmente}:
lolsNie—@n (|zl2Ns e nio (EHH(f & 'bijeL;ao e dom f= eimf=
). - _ : :
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Existe uma expressao muito interessante, desde
o ponto de vista tedrico, da enumerabilidade de um conjun-

to, dada por Boolos e Jeffrey [1974, pag. 201]:

I1.1.14.1~ Seja A um conjunto,xez varidveis para elementos
de A, X uma varidvel para subconjuntos de A e f uma varii-
vel para fungoes de A em A.

Denotamos com Ind(z,f) a expressao "opar(z,f)

satisfaz o axioma de inducido' que pode ser definide como:
Ind{z, £} ﬁ*w&(?X)(ZQXA(VX}(XEX*f(XJEX}*(QX)XQX).

Em'tarmas disto tem-se:

|A|'=(Rf'o+m+(32_) {gf) Ind{z,£3.

11.1.14,2-Assercdo

Deve-se observar que as trés expressées de

epumerabilidade apresentadas sdo independentes da natureza

particular do dominio analizado e da estruturaparticular de
que formaifarte. S6 envolve varidveis adeqaadés e simbolos
16gicos, entre eles a igualdade = ¢ a pertinéncia e.

Estes requerimentos sempré Serao importantespg
ra a expressabilidade da cardinalidade do dominio de uma es

trutura.
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1.2~ Categoricidade

Um dos ideais da formalizacao, pelo menos histe-
ricamente, & poder descrever, caracteriZar ou akiomatizar, em
forma categorica, ie. salvo isomorfismo, as principais estru-
turas da mateﬁética. Tal foi a motivacdo, por exemplo, para a
axiomatizagao da aritmética por Peano, e da geometria Euclidea
na por Hilbert, ne final do século passado. Ambas as axiomatl
zagoes categoricas foram feitas, em terminologia moderna, nu-
ma linguagem de 22 ordem monadica.

| Intuitivamente podemos dizer que um coniunta de

sentencas numa linguagem dada € categdrico se as  estruturas

que ele descreve sfo todas isomorfas,
A segulr apresentaremos os dois exemplos mencio-

nados de forma sucinta e com um enfoque atual.

£1.2.1- Bstruturas de Peano

A

Uma estrutura <A; GA; D> onde Gﬁ:A+A ¢ uma fun-

¢do e oh A,& chamada uma estyutura de Peano se oA & injeti-
A

va, OA nio perternce i imagem de GA.e-s par (07, GA} satisfaz

o axioma de inducao, ie. Ind (OA, UA){ver I1.1.14.1). Um exem

plo € a estrutura dos nﬁmeros naturais?gqu; GN; N> munida
da fungio sucessor JN(n):n+1.

Tais propriedades podem Ser_exPréssas na lingua-
gem de 22 ordem moniddica (adequada ao tipo de estrutura dado)

mediante as seguintes seéntencas:
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Qs {(yx}o(x)=0
2 (¥x) (yy) (0(x)=0(y)+x=y)
nat (WX (0€XA(yx) (xeX+o(x)eX)»(¥x)xeX).

Estas sentencas sao conhecidas ¢com o nome de a-

xiomas de Peano da Aritmética de 22 ordem. Dedekind provou

que estes axiomas caracterizam em forma categorica a estrutu

ra dos numeros naturaisq?(cf. Ebbinghaus, Flum e Thomasﬁ%ﬁb.

11.2.2- Teoremaz de Dedekind

Toda estrutura <Aj; OA; 0A> que satisfaca 3,72

2 T3 ¢ isomorfa 371.

Demonstracao. Definimos por recursiao ¢:N+A dada por
oo™ y=ot
ICAICYPEELIETeND e (%)
ou, em forma simples:
3 (0) =0
b (ne1) =0 (o (n)).
Basta provar que ¢ € uma bijegdo pois as condi-
cBes (%) provarao qué ¢ & um isomorfismo entre ambas as es

truturas.

i} ¢ @ injetiva: por inducdo em n provaremos que
ymelN; m#n=r¢ (m)=¢(n).
Caso 1. n=0: se m=0, entdo m=k+1, logo &(m)=0(k+1)=0"($ (X)),
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maé por 11, QA(¢(k))¢Oﬁ, entdo ¢(m}x0A, ié. ¢(m)#¢{8j.
Caso 2. n>»0: seja m#n+1. Se mmO,'entéa 0#n+1, logo, por q},
3(0) =020 (6 (P =4 (na 1)

Se m#G, entao mmk+1,-ie. tembs.k+1¢n+1, logo, k
#n; agora, por hipotese indutiva, ¢(k)=¢(n), logo, por Wf’
GA{¢(k}}¢GA(¢(n)), ie, ¢{k%?)¢¢{n+13, portanto, ¢(m)=¢{n+1).

ii)} ¢ & sobrejetiva: por inducic em A provare.

Mmos gue ¢GN}=A {observar que como ¢GN) € um subconjunto de A,
¢ valide aplicar inducdo a ¢{N) por Qg}.

caso 1. 0oy pois 08=4(0).

Caso 2. Se xe¢N), entdo existe ﬁaN tal que x=¢(n), logo, ot
(x)acAié(n»=¢(n+1), ié. ag(x)€¢ﬁN). Portanto, por s para

todo xeA, xe¢ (W), ie. d(N)=A 8B

11.2.3- Observacoes

i} ao provar qué p & injetiva provou-se, sem
usar o axiomo de 2% ordem qs; que'7z pode ser mergulhado enm
qualguer estrutura de Peano. Precisamente veremos no capitu-
1o II1 (ver I1I1.4.1.4 ex. 1) que se restringimos o3 axiomas
de Peano a uma linguagem de 12 ordem, existiraoestruturas de
- Peano nac isomorfas a’? . embcra?z esteja mergulhado sempre
nelias. |

.ijJ’Tz pode ser caracterizado também categorica
mente na linguagem infinitdria Lwyw : basta substituiro axio
WO T3 por |

q;:'(vx}ngg(Xmo(“)(ﬁ))

PO



onde 627 (0)=0 e o™V ()20 (0)). |
Com efeito, definindo ¢:N+A por ¢(n)=(o™) (M (ghy

temos um isomorfismo.

11.2.4- 0 Corpo Ordenado Completo dos Nimeros Reais

Em I1.1.7 descrevemos, numa linguagem de 12 _or-
dem, os corpos ordenados.

Um corpo ordena&o € dito completo se satisfaz o
conhecido axioma do supremo gue passamos a formalizar.

Seja <K; %k; 4k, 'k; Ok, 15

um corpo ordenado, X<K e y; z ¢ K, definimos:
y € limite superior de X +=» (¥x) (xeX~xgy),
2z & supremo de .X +=> z & limite superior de X
A (¥y){y é limite superior de X+zgy).

0 axioma do supremoc pode ser expresso mediante a
éegainte sentenga:
o: (WX} ((gx)xe®(gz) (z ¢ supremo de X)).

0 exempnlo mais importante de corpo ordenade € o

m;.,.> dos nimeros reais. Veremos a se-

corpo ordenado R=<R;¢
guir que, salvo isomorfismo, € o Gnico corpo ordenado comple-
to.

Em um corpo ordenado, a partir da ordem ¢ pode

ser definido ¢ valor absoluto na forma usual: para xeXK,

X, 5e¢ X230
I}{lm{ .

X, 5e x<0

logo, podem ser definidos os conceitos de sequéncia de Cauchy
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e de sequéncia convergente na forma usual: ''para todo >0 com

cgK..."

A partir dail peode-~se prcvar--metamatematicamente
os seguintes fatos cujas demonstragles omitiremos {(cf. Jacy
Monteiro[1971}):

| a) todo corpo ordenado K & de caracteristica.ze-
ro € o corpo primo Ko de K &€ ordenadamente isomorfo a § {ocor-
po dos nimeros raciomnais).

b) K & completo +=> XK & arquimedianc e toda se-
guéncia de Cauchy € convergente.

¢) X € arquimedianc <= todo elementode K & limi

te de uma sequéncia de elementos de K.

I11.2.5- Proposicao
Se K € um corpo Ordenada.cdmpleto entdo K=@®

Demonstracao. Seja ¢o:Ke+Q © isomorfismo de ordem garantido por
{a). i
Como K & _tompkﬁo;entgo,por(b) K & arquimedia-
no, logc;'por (¢c), para xeK existe uma sequencia {xn}EKg tal
gque %=1im X
Podemos definir entdo ¢:K+R como: para xek, ¢i)=
1im o (xy). |
- E fiacil ver que esta definiciio nfo dependeda es
colha da sequéncia em Ko que converge a X.
| i} ¢ € um monomorfismo de corpos: basta ‘provar
que ¢ & um homomorfismo ﬁﬁo_nulo.-
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Com efeifd, se x=lim x, e y=lim y, com {x,}€K, e
{yn}ﬁKa, entao x+y=1lim (x;,+y,) . logo $(x+y)=1lim .¢°{xh+}’h}“lim
b0 (x, ) +Lim g (y,) =00 +4(y) . | |

Analogamente, ¢{(X-y)=¢{(x)-d(y), € alem . disso,
d{ = (1 =1.

ii) ¢ & sobre: seja zeR, entdo existe {rﬁ}ém tal
que z=1im ﬁn, logo, como ¢o & um isomorfismo entre Kee @, exis
te_{xn}ﬁxg tal que %0(%1)=%i, além disso, como {x, } & de Cau-
chy em @ jﬁor sey convergente, temés que {gl}é de Cawchy emKg.

Agora, como X € completo, por (b), {x,} € conver
gente em f, ie. existe xeK tal que x=1im x,. Logo, &(x)= 1im

°@0(Xﬁ)wllm T2 )

Elezféw.ﬁbservagﬁn

E consequencia da demonstragaoc acima que todo cor

po ordenado arquimedianc € isomorfo a um subcorpo de R.

I11.2.7- Assergao

A categoricidade de R na linguagem de 22 ordem mo

-y n . - . P .
nadica faz com gque R™ seja tambem caracterizavel categoricamen
te na mesma linguagem, e em consequéncia, a geometriaBuclidea
na (n-dimensional) modelada cartesianamente torna-se categdri

ca nessa linguagem.
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A aspirac8o de categoricidade € atingida em for-
ma um tanto geral pela linguagem infinitaria Lw;w, mediante o

que seé conhece com o nome de Teorema do Isomorfismo de Scott,

gue a2 segulr enunciaremos.

"Se (fl € uma estrutura enumeravel e com no maxi-
mo uma quantidade enumerivel de relacdes, fungGes e constan-
tes, entao existe uma sentenga na linguagem Lwiw corresponden
te ao tipo de estrutura de (I, que caracteriza (J] salvo isomor-
fismo” (cf. Keisler[19711).

Pelo contrario, veremos no capitulo III que, na
linguagem de 1% ordem, nenhuma estrutura infinita pode ser ca
racterizada, salvo isomorfismo, em forma categdrica (ver III.
4.1.4 corolario 2).

Para tratar estes e outros resultados gque rela-
cionam estruturas com 1ingbagens formais, devemos primeiro
construir em forma rigorosa as linguagens apropriadas para de
pois definir um funtor semﬁntico gue relacione estruturas com
expressbes dessas linguagens. Tal funtor sera chamado de rels

£

cap de satisfacideo, e as propriedades que decorram dele serao

chamadas de propriedades de teoria de modelos. Uma delas € a

categoricidade, ja analizada informalmente. Qutras como as de
isomorfismo ou compacidade, por exemplo, serdo analizadas nes

te ¢ no proximo capitulo.

I1.3~ As Linguagens LY (t) e L%(T)

Fixemos um tipo de estrutura unissortide 1.  Uma

estrutura deste tipo & da forma I.1.3,
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Vamos construir linguagens de 12 ¢ 22 ordens ade
quadas ac tipo 1. E claro que os simbolos que denotem rela-
cdes, funcles e constantes nio devem depender de nenhuma es-
trutura particular considerada.

o definirmos uma linguagem adequada ao tipo
estamos criando a possibilidade de expressar diversas classes
de estrutu-as desse tipo

Os simbolos que denotam relagdes (chamados tam-
bém de simbolos de predicado), funcGes e constantes VAo agir
como nomes das relacdes, operacles € constantes da {infra) €9

trutura correspondente.

II.3.1- LY (1)

II.3.1.1- Alfabeto Basico

- simbolos de predicado: R; para cada iel.

- simbolos de funcao: Pj para cada jed.

- simbolés de constantes: <, para cada keK.

- variéQéis (de 12 ordem): V,X,¥,2,... Com ou sem subindices,

numa quantidade enumeravel.

- simbolos 16gicos: “1, A, V, *, +>, ¥, g & =.

(o uso dos parénteses vai-se supor subentendido).

Categorias Sintaticas

— 6’? -



A definiclo recursiva das categorias sintaticas
a seguir serd muito importante para as demonstragdes por in-
dugio sobre a complexidade das expressdes da linguagem. Tal

inducdo sera chamada de inducio semidtica.

I1.3.1.2« Termos

A classe Ter dos termos da linguagem @ a menor

classe satisfazendo:

i} as variaveis (de 12 ordem) e os simbolos de

constante sap termos.

ii) se ty,...,t € Ter e Pi-é um simbolo de fun

¢do n-ario, entao Fj(tl,...,tn}e Ter.

I171.3.1.3- Eormulas Atomicas

S3c formulas atdmicas as seguintes:
i) ti=t, onde ti, t2 e Ter.
ii) Ri(tl,...,tn) onde Ri & um simbolo de predi

cado n-ario o tiye..,t e Ter.

11.3.1.4- Rdérmulas

A classe For das f£ormulas da linguagem € a me-
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nor classe satisfazendo: \ . .
i) as fﬁrmulas atémicas sdo formulas.
ii) se ¢, ¥ e For, entadao -1¢, (¢al), (dvpd, (¢,
{pe—rp)eFor. |
iii) se ¢eFor e v & uma variavel, entdo (Vv)¢,

{gvideFor.

IT.3.1.5- Terminologia

i) L*(1) vai ser considerada como a unido do al-
fabeto basico com Ter ¢ For. Devemos observar que L*(1)  tem
a mesma cardinalidade que seu alfabeto basico, sendo entao
L1(1) um conjunto e ndo uma classe propria.

ii) para concordar com & terminologia usual, di-
remos que a ocorréncia de uma variavel numa formula & Jligada
se aparece no alcance de um quantificador que quantifica essa
variavel, ie.

S (4170 K% (P | SAPITE
onde Q & ¥V ou3. A ocorréncia de uma variivel numa férmula &
1ivre se nio & ligada. Uma varidvel estd livre numa formula
se -tem alguma ocorréncia livre nela. A ocorrencia de uma va-
ridvel num termo € sempre livre.

1ii) denotaremos com t (xl,...xn) um termo, e
com(xy,...X,) uma formula, cujas_vari&feis iivres estdo con-
tidas no conjunto {xi,...x;}-
| iv) um termo sem variaveis livres € dito um ter-

mo fechado, e uma formula sem variaveis livres & dita uma sen
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tencga. AS sentencgas serao denotadas com o, @, B,».. & a co-
lecdo delas com Lé(r).
v) L*{t)} & chamada de linguagem de 12 ordemade

quada ao tipo T.

I1.3.2- L*(1)

I1.3.2.1- Alfabeto Basico

0 mesmo de L(1) acrescentado com:
- variaveis (de 22 ordem) monddicas: X', Y',..., ou X, Y,...
com ou sem subindices numa quantidade enumeravel. -
- variiveis (de 23 ordem) diddicas: X*, Y2,... com ou sem su
bindices numa quantidade enumeravel.
- ém geral, para cada n3l, variaveis (22 ordem) n-adicas: ¥,

Y2 ... com as mesmas caracteristicas mencionadas.

I71.3.2.2-~ Termos

0s mesmos que L*{t), {observar que as varidveis
envolvidas sao s5 as de 12 ordem, ie. nao definimos termos

com variaveis de 22 ordem).
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11.3.2.3~ Formulas AtOmicas
1 :
As mesmas que L (1) acrescentadas com:
iii) para cada n21, X" {t;,...tﬁ), onde XU & uma

variavel de 22 ordem n-adica ¢ ti,...t_ € Ter.

n

11.3.2.4- Eormulas

i
As mesmas clausulas que para L (T} mais
iv) se ¢ € For e I™ & uma varidvel de 22 -ardenm

n-adica, entdo (¥X™¢, (I3™¢ e For

11.3.2.5- Terminologia

2
L {1) € chamada de linguagem de 22 ordem  total

adequada ao tipo 1. Se restringimos as varidveis de 22 ordenm

até as n-adicas para um n fixo, obtemos a linguagem de 22 or-

dem n-adica.

No caso n=1 as vezes e convenlente introduiir co
mo um novo simbolo logico, o simbolo de pertinéncia usual €,
acrescentando como férmulas atomicas as expressdes t € X onde

t & um termo & X & uma variavel (de 2% ordem) monadica.

2 z
Lg(T) sera a colecdo de sentencas de L ¢1). Como

2 ) 2
¢asos especiais usaremos LM(T} e Ly(r) para denotar os frag-
’ 4
mentos monadico e diadico respectivamente de L (t).
2 2 .
L (1) (assim como Lg{7))} e um conjunto cuja car-
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dinalidade & a mesma que a de seu alfabeto basico.

11.3.2.6- Linguagem.de 22 Qrdem Monadica para Estruturas Bis~

sortidas

A seguir apresentamos, como um exemplo importan-

te para posteriores analises, a construcdo de uma linguagem a
- - -

dequada as estruturas bissortidas da forma I.2.3. (S denota o

conjunte das sortes da estrutura).
Alfabeto Basico

- simbolos de predicado: Rf para cada 1 ¢ I e g€ 8.

- simbolos de fungdo: F? para cada j € J e g€ 8.

- 0= constantes:f ¢, para cada k € K. |

~ l«gconstantes: dz para cada £ € L.

- o-variiveis de 12 ordem: %, V,...para elementos de As
- 1-variaveis de 1% ordem: u, v,...para elementos de A
- o-variiveis de 22 ordem: X,...para subconjuntos de A
- l-variaveis de 2% ordem: W,..,ﬁara subconjuntos de Aj

- simbolos logicos: ", A, v, >, **',‘/,g, = e = .

5~ Termos (s=0,1)

i)} as s-constantes e as s~variaveis de 12 ordem
$80 s-termos
. — \U.a - _ o . .
11} se Fj e um simbolo de fungao de sorte U=

- _ - g
(51,...,sn,5) e tk e um sk-termo {(k=1,...,n}, entao Fj(tlv..g}

- 72 =

[



B um s-Lermo.

Formulas Atomicas

i} se t; e t, sao s-termos (s=0,1), entdo tlﬁstz
¢ uma formula atomica.

ii) se Rg ¢ um simbolo de predicado de sorte
U“(Sl"“sn) e tk ¢ um 5y~ termo {k=1,...n), entdo ﬁ;(ti”JWtQ'
¢ uma formula atomica. '

iii) seX & uma s-variavel de 22 ordem e t & um

s-teymo {s=0,1), entdo X {t) & uma fOrmula atomica.

Formulas

As mesmas cliusulas dadas em 11.3.2.4 restringi-
das ao caso monadico.

Veremos, mo capitulo III, o teorema fundamental
de Zos (para ultraprodutos) demonstrado para o caso das line
guagens de 12 ordem adequadas as estruturas bissortidas, as-
sim ﬁoma a analise de uma possivel extensio ac caso - monddico

de 2% ordem {ver a secac 1I11.2).

11.4~ Semantica

I1.4.7~ Assignacgdo de Valores as Variavels



Daqui para frente neste capitulo s0 considera-
remos o ¢aso unissortido.

Vamos supor que as variaveis de 18 ordem estio
[
enumeradas € constituem o conjunto Vars{va,...vi,. .y ,...}
L ¢n n - :
Analogamente, para cada nyl, Vaquo,...xk,...} € 0 cConjun-

to de variaveis de 22 ordem n-adicas.

I1.4.1.1~ Definicac

Uma interpretacdo das varidveis na estrutura R}

ou uma assignacdo de valores as variaveils nos universos. de

variacdo respectivos deCﬂ, & uma funcdo o definida nauniio
Varmngo Vgr, onde para cada k30:
a(v%}mafeA e u(X?):SﬁeP{An} para nzl.
A partir dal podemos definir por induclo se-

miotica a interpretacdo dos termos da linguagem na estrutu

ra. Observar que os termos de L*(1) e L?*(1) coincidem.

€

11.4.2~ Definigao

Se T ¢ Ter ¢ w € uma assignacdo na estrutura

O\ » definimos a interpretacao de t emClcomo:

CA e
€ .Se t e Ck

alvyd, se t e Vi

F?{t?;...t%), se t & Fj (T1,...,tn).



11.4.2.1-~ QObservagao

Pgra todo termo t de L*(1) ou de L*(T) temos que
t® & sempre um elemento de A. Portanto, o induz uma aplicacao

a:Ter+A dada por a(t)=t%, 0s elementos a & A para os quais exis

o A

te um termo fechado t tal que t ="‘a sao ditos definiveis na

linguagem. £ claro, por definicdo, que tal representacdo, sen

do t um termo fechado, nao depende da assignagao o, ie., se t

& fechado, entao £ % ALB para quaisquer assignagoes o e B. E

c¢laro também, por razdes de cardinalidade, que em geral nem

todo elemento de A € definivel na linguagem.

11.4.2.2+ Proposicio

Se f:(ﬂz(Be o é uma assignacdo em{J], entdo fea &

tfaa

umaamﬂgnagéoedﬁ e f(tu)=B para todo termo t de L*(1) ou

de L*(1),
Demonstracao

f imediato que foo & uma assignacdo em @ . Para

prgﬁar a segunda parte procedemos por indu;éo semiGtica:
. - a_ALA o 0y B.B_B foa
i) té o = th= k £t B f(Ck)— S

ii) t & vy = t°¥ a(vk} — £(tMPfoacy k)-»B gfo®,
iii) t & Fj (t3,...tn) & como hipdtese indutiva
fctk)‘B faa (kz!:" )*ﬁ ta“A_?{tlﬂ .t )Eﬁ f(t )* f(F

% fﬁé
(tl,...tnﬁzBF?{f(t%), (%)= PB(tf°9,.. nfod) By
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11.4.3- A Relagdo de Satisfacao em L*(7) e em L2(1)

Uma das partes mais importantes da teoria de mo-
delos, e na qual se fundamenta a semantica das linguagens for

mais, € a definicdo da relacao de satisfacdo, dada por Tarski,

entre estruturas de um certo tipo de similaridade e expressoOss

de uma linguagem adequada a esse tipo.

Para as definic¢oes a seguir precisamos do seguin

te acordo:
afv,), se i#k
i
Vi
w}(vi) =-

se aeA, o
a

S, se i=k,

afl...] € a assignacdo que coincide com o nas variavels nao es

pecificadas no colchete, ¢ toma o valor indicado, na variavel

dada.

I1.4.3.1- Definicao

Se ¢ e ¢ s@o formulas em LY*(1), (JleEst(t) e o &

uma assignacdo em 1, definimos a relacao de satisfacio (k¢
[2]" por indugio semidtica do seguinte modo (tal relagdo pode
sef lida come "¢ € satisfeita pela assignﬁg&o a em(Jl'"):

i) se ¢ e uma formula atémica:
Caso 1. se ¢ & tlztg, entdo

OxF (ti= tz}[a] tlm tz'
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Caso 2. se ¢ & R (ti,...tn), entao

(LE R (tl;..;tp)[a}§w»R§ |
ii) se a formula ndo & atdmica:

(\E (39 [ele=ndo ¢LE ¢lal C(ou QLF9[al),

Ve (Gap) [ele=@Qk ¢[a] e Ak vIal),

GLE (ove) [ele=r(qk ¢[a} ou @ kvial),

ALk (o) [ele="(@k ¢ o] 2 OLE vIal),

O F (=) [ale=—(gF ¢ lale=—qrRblal) .

iii) para férmulas com quantificadores:

(t%,...,th)

O'ZF (yve) ¢ [a] «=rpara todo a € A:gg|= ¢[oa{lfékl] s
CILF (v, J¢lal+—para algum a € Ak ¢[a[%’-]].

11.4.%.2- Definicio

Se ¢ e y sao formulas de L2{(1), devemos acrescen
tar a definicfo anterior: | |
em (i}:
Cvatsol?}. se ¢ & Xﬁ(t;,...tn) onde XE e Vgr‘ .
OVE XD (e, ) fa]emra (XD (1), .0t
em (iii):
Lk WxXHelalpara todo seA™: Qb [a1%E17,

_ n
m}-—- (HXE)si)[oa]*@*para algum _S%n:m@{a{%l] .

11.4.4.- Assercao

Se @xl,.-,.,xn) ¢ uma formula em L* (1) e «, 8 duas
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assignacdes que coincidem no conjunto {xl,...,xh}, podemos
provar faciimente que |

NE olol==—pmk ¢18]

0 mesmo acontece se ¢ (X, ,-..,X H,an,;,.,XﬁE)
& uma férmula em L2(T) e a, B sdo duas assignagaés que coin
cidem enm {xi,...,x XY ,..,ng}.

Em consequéncia, se o & uma sentenca (ie. sem
variaveis livres) entio para qualsquer duas assignacles a
e B teremos que |

OLE olol«=Q ol8l],
neste caso, satisfazendo-se qualquer uma delas escreveremos
simplesmente "(flk o' o qual pode ser lido como "o & verda-
deira em (f],"" ou como ”mé’ modelo de o".

Por exemplo, no corpo¢f, dos nimeros reais te-

mos

R E xa) i v (cben s X f=00x =04, L AR =0)

11.4.5- Notagdo

Uma notagao alternatlva que usaremos para
d%¢=¢ (Xz,..-,xn){a], onde alxyl=2ak {para k= 1,...n) &
le ¢ [a1,...a.], ou (LF ¢ (x1,-..xd(as,...,a,] se quiser
mo s exPliéitar as variaveis livres-de ¢..

Em forma analega, se a(xg)=ap {(k=1,...,n) ¢ a
(ka) =S (k=1,...,m), denotaremos 01L ¢(x13*..xg,x§l,...,%§@
[a] por GQF:¢{al,...,an,sl,...,5m}. | ) |

Igualmente, s€ t{X1,..:,%;) & um termo, € ouma
assignaciocomo acima, entﬁodenotaremOS'g por tla,,...,ay] ou
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tixy,...,xy)lay,. .00 a,l.

11.4.6.- Digressido

Uma linguagem, adequada a um tipe de estrutura
1, munida de uma relagao de satisfacdo, como definidaem TI.
4.3.1, se diz que constitue uma 16gica. A 16gica  definida
aqui & chamada de 1d6gica classica, e alterando apropriada-
mente as clausulas da definicfo mencionada podemos obter 10
gicas ndo~classicas como, por exemplo, a 10gica paraconsis-
tente, desenvolvida fundamentalmente pelos matematicos bra-
sileiros Newton da Costa e Ayda Arruda (¢f. Elias Alves
{19841), assim como as 16gicés polivalentes e suas relacio-
nadas, as lbdgicas nebulosas (cf. Carnielli [19871 e Cifuen-
tes [19861). |

Podemos dizer entdo que a conexdo fundamental
éntre o plano real {algébrico-conjuntista) e o referencial
linguistico das estruturas matematicas, é dada pela nogdo
de satisfacdo de Tarski, a qual & conéiaeraéa a versao mais
acgbada eocorreta da teoria da verdade como correspondéncia

entre entidades linguisticas e os fatos matematicos . gue

aquelas expressam.

11.4.7.« Como iiustracao do usc dos conceitbs introduzidos

vamos demonstrar a seguinte proposicio.

Proposig¢d@o. Sejam t(xi,...,x ) um termo de L*(1),fleEst(1)e
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&1,a..,an€A, e}ltac

(}L'ia(gx}{txx)[al,.,.,a 1.
Demonstracic

£ obvio que tlai,...,a JeA (ver 1I.4.2.1 (1)),
i¢. para algum acA: t{al,...,anlaAa, entao, por 11.4.3.1 (i)
temos que para algum aeA:Gﬁ:(t:x)[az,...,an,a],portanto,por_

definigéo:@ll:(a}c) (t=x}ai,... ’an] ]

I1.4.7.1- Observacgao

Complementandd a observacao I1I1.4.2.1 (1}, pode-
mos dizer que uma funcdo F: A">A & definivel na lingﬁagamtkﬂﬁ-
S& existe . um termo t{®i,...,% ) tal que para todo
ag,,..,aneA: |

F (al,...,an)mﬁt[al,...,an}. o

Em particular, & 5b§ic que as fungdes F? da es-
trutura sid definiveis.

Portanto, a proposicao anterior pode ser inter-
pretada da seguinte maneira: toda funcdo n-aria da estrutura

ai. definivel.ﬁa lingﬁagem Ll(T) deve ser total ,ie..o seﬁ do~
minio deve ser todo A" (ver observacdo I1.1.5).

Em particular, se t € um termo fechado da 1imy§

_ 1 _ - .
gem L (1), entdo a sentenca {gx)(t=x) & verdadeira em toda

estrutura mde tipo T,
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11.4.8- Defindicado

Unmia sentenca ¢ (em qualquer linguagem adequéda
ac tipo 1) € dita vAlida se € verdadeira em toda estrutura

de tipo 1. Este fato serd denotado por " o™.

I1.4.9- Um outro exemplo de sentenga valida em L*(1), e de

particular importdncia, € dada mna seguinte proposigio.

?roposigéo. Seja ¢ (x1,...x;) uma formula em L2{1) {vamos
supor que ¢ nio tem varidveis livres de 22 ordem) e X® uma
variidvel de 2% ordem n-adica, entdc para todaffleEst(r):

L E XM (yxa) - s (vxg) (K0, e, xg ) b
3. R |

(Xl ’.o . -Xn

Demonstracdo. Definimos seA® como

S={(a3,... ,an}eAn/ml: JCIPE a1l
entio & obvio que:.para algum S2A" e para todq a1,...a2, € A
temos _

8 (al,...aﬁ}HwWRF ¢[31?..1ah]o.-n{*)
mas e facil ver que _ | |

5(31,,,,,aﬁ)+aaaﬁ:Xn{xlf,..,xh}[a;,...,aﬁ,S],
logo, (*) equivale a

R X, e,y [a1,... 2,8 ekt lar, ... ,ap]

*m#ﬁ%¢[al,...,an}8} pois X® nio é livre em ¢, portanto, (%)
equivale a | '

“1# (Xnix;,..;,xa}*@ﬁl,..;,xn))[al,.,.,aﬁ,S]
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para algum seA e para todo aﬁ,...,aneA, 10g0;
QU= X (yx) oo ) (X (xa e e, )
¢(X1,.0,%)) @

11.4.9.1« Observacdes

2z
i) a sentenc¢a demonstrada acima, valida em L (1)

total, € conhecida com o nome de axioma de compreensdo, eafir

ma que toda formula ®(X1,-.»,x) de Lz(r), e em particular
de LzCT), define uma reiagio n-~aria em{fl.

Por analogia com a observagéb 11.4.7.1 podemos
dizer que uma relacao REA™, naf? ¢ definivel na linguageml}&j
se existé  uma formula ¢[xl,...,xn) em Ll(r} tal que para
todo A1,...,8 €A1

R(al,...,an)@ﬁ#@ﬁm¢[al,...,an].

Em particular, as relacdes R? da estrutura sao de
finiveis.

E muito importanteinhmrvafque“se[AlalLl{T){ entao,
nen toda relacao € definivel; Mais do que isso: nem todo sub-

conjunto de A € definivel por uma formula da linguagem, no ma

Al

ximo sdo définiveis lLl(r)I subconjuntos, sendo que A temZ
subconjuntos. ' '

ii) a linguagem de 1% ordem adequada ao tipo de
estruturas topolodogicas <{f],T;€>, embora tenha variaveis de 12
ordem para elementos de T, analogas as de 22 ordem para sub-
-‘conjuntos de A, diferencia-se da Zinguagem-de 22 ordem monéd}

ca a&equadaa&ﬂlem que, em geral, nao satisfaz o axioma de com
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preensao:
<, 1; e>l= (HU)tvx).-(er++¢(x)} significaria que {aeA/pl= ¢[al}
€ T, o qual nao tem que ser verdade. -

iii) as seguintes formulas validas sdo Gteis para
_sm@lﬁﬁ&mnaindUgﬁo semiGtica, permitindo que alguns dos conec
tivos 1o0gicos ou quantificadores possam ser considerados como
definidos a partir dos outros:

B () o> (o)

k(o) <> 1(oa19)

E (A «>1(6+T)

E (ovg) e (19>9)

E (yx) ¢=>1(ax) 79

F(Hx)@**?(VX)T¢

E XD oe7(aX079

E @x)oer1(¥X)10, etc.

I1.5- Axiomatizacd3o e Equivalencia Elementar

Com os conceitos introduzidos até agora estamos
prontos para investigar a estrutura interna de Est{71), as clas
ses de estruturas contidas em Est(t) que podem ser referidas

pelas linguagens construldas, assim como os consequentes pro-

blemas de expressabilidade.

I11.5.1~ Convencao
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De agora em diante L vai designar quélqaér 1in-
guagem que satisfaca pelo menos as clausulas I1.3.1.1. até
I1.3.17.4 ¢ 1I.4.3.1 correspondentes a linguagem de 1% ordém
thrj. 0 tipb T vai ser considerado fixo, embora seja arbi-
trario. Lg @ésignaré a colecao de sentencas de L, ¢ uma lin; -
guagem pode;é ser distinguido de outra, se necessario, pelo
‘Indice L, por exemplo, em Ep-

Portanto, todas as linguagens consideradas nes-

te trabalho serdo extensdes da linguagem de 12 ordem, a que

¢ chamada também de linguagem elementar.

11.5.2- Definicio

i) seja-zeLS. A colecaon de modelos de I, ie. a

classe de estruturas que siao modelos de todas as sentencas de
L, & definida por
Mod, (Z)mﬁﬁeEst(T)xvceE:g&=LU}.

ii) seja K€Est(t). A teoria de K defineé-se com

a colecdo

Thy (K)={oelg/vaeK: @k o} |

Omitiremos o indice L quando ndo houver possibi
lidade a confusﬁo. |

Escreveremos Mod(c) em vez de Mod({o}), e Th{g)
em vez de Th{{(W). Também, as vezes escreveremos glkz - para

significar que yoel:(lk o.
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11.5.3- Sao consequéncias imediatas da definicdo as seguintes:

1) Mod(2) = Mod (o)
(18) Th(K) =0 Th(g
1ii) IETh(Mod(Z)) e
. Mod (Th(Mod (2)))= Mod(z).
" iv) KeMod(Th(K)) e
Th(Mod (Th(K)))=Th(X}.

I1.5.4- Classes Axjiomatizaveis e a Nocdo de Expressabilidade

Lembremos do capitulo I que os conceitos matemati

-

cos foram considerados identificando-os com as classes de es-

truturas que sac sua referéncia.

II1.5.4.1- Definigdo. Seja KeEst(1).

i) dizemos que K € axiomatizdvel na linguagem L

se existe £elg tal que K=Mod{Z).

11) dizemcs que K & finitamente axiomatizdvel se

£ em (1) & finito.

1ii) um conceito matematico € expressiavel mna lin-

guagem L se a classe que & a sua referéncia'é axiomatizavel em
L.

Por abuso da linguagem, quando K € axiométizével
em L diremos que X & expressavel em L.
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I1.5.4.2~ Observacdes . e

| i) & clarc que se ¢ & uma sentenca valida, en-
tao Mod{o}=Est (1), portanto, a classe Est(t) e (finitamente)
axiomatizavel.

ii) Mod({ol,...,Gﬁ}}xModiﬁln...Ach], portanto,
ser finitamente axiomatizavel equivale a ser axiomatiZivel pr
uma sentenca soO. |

1ii) todos os exemplos dados em II.1 sdo clas-
ses axiomatigéveis nas linguagens em que foram caracterizadas.

Assim temos: a classe das élgebras de Boole fi
nitas & finitamente axiomatizavel em L2 diadica. Igualmente
poderia~se provar que a classe dos grupos finites ou dos cor
pos finitos ¢ finitamente axiomatizével em L2 diadica.

| Também temos que a classe dos corpes algebrica
mente fechados e'axicmatizével em ng igualmente aclasse dos
corpos de caracteristica zero.

Poderiamos nos perguntar: a classé das estrutu
ras finitas de um certo tipo € axiomatizavel enm Lzmonédica?,

T S
ou em L 7, ainda, a classe dos corpos arquimedianos e axioma
tizével em Lf?, sera que a classe dos corpos algebricamente
fechados & finitamente axiomatizével em LI?, além disso, se-
rad possivel caracterizar o corpo dos nimeros reais R em for-
ma categdrica em L'

Critérios para responder a todasestas perguntas

serdo dados no capitulo III.

11.5.4.3- Proposigao



K & axiomatizavel <=+ K=Mod(Th(K)).
Demonstracao

(+=) Sbvio.
(=) se K & axiomatizavel, existe I&L. tal que K=Mod(Z), logo,

por I1.5.3 (iii): Mod(Th(K)=Mod(Th{Mod(Z)))=Mod(L)=K ®

11.5.4.4~ Proposicao

Mod(Th{K)) € a "menor" classe axiomatizavel que

contém K, ile. se KE€K; e Ki e axiomatizavel, entdo Mod(Th(K))K:.
Demonstracao
dLleMod (Th(X)) =wchTh{K):5&=c, mas como K&£K; temos

Th(K1)€Th(K) =—yoeTh{(K1) fl=0={1eMod (Th(K1)) =K1 pois K, & axio-

matizavel ®

I1.5.4.5- Observacgio

Se X ni@o é axiomatizavel, entdo K e uma subclasse
propria de Mod (Th(X)) {ver I1.5.3(iv)), ie. existe (B¢K tal que

BETh(X).



11.5.5- L~ Equivaléncia de Classes

Nesta secac vamos introduzir um conceito que acre
ditamos original e que dard um outro enfoque a conceitos conhe

cides. Esperamos estudar as propriedades deste conceito COom

mals amplitude no futuro.

11.5.5.1~ Definicdo

Sejam Ki, KpcEst(t). DiZemos que Ki e K, sdo L~

eguivalentes se

ThL (K1].=T}1L (K2},

11.5.5.2« Assercao

Toda classe K € L-equivalente a uma classe axioma

tizdvel:
" Com efeito, por I1I.5.3.4 (segunda parte), K & L-

equivalente a Mod(Th(K)), sendo esta Gltima axiomatizavel por

Th(X].

11.5.5.3- Definicao

Sej amﬂ,@é}}st(r) . Dizemos que [l e @ sio L-el-é--rr'aen
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tarmente equivalentes, e denotamos cam(ﬁzfﬁ, s5e
yoelg Ok o« Bk 0.

E facil ver gque € uma relagdo de equivaléncia enm

Bst(r}.

11.5.5.4~- Proposicao. As seguintes afirmacles saoc equivalen-

tes:

1= 8.

ii) Th{g)=Th{@), ie. as classes {Q} e {@} sdo L-
equivalentes.

1ii) Th@)eTh@®) .

iv) Bk Thig.

Demonstragﬁo

(i)«=r (11):0Az @wvoeLs@}: *“*‘@F o) +=ryoel g
(ceTh (513 w=aeTh (@) ) ==>Th (g} =Th (@) .
(ii)=+(iii): 6bvio _
| a{iii)m(ii}: seja ocTh®), entdo @k 0. Se ogTh(@)
entﬁéﬂ}kra, logo, flE=o, portanto, por (11i) : Bk 10 (=re=) .
| (1i1)«=+(iv) : Th(D ETh @) «~=~¥oelg (oeTh () =>0eTh (@)
%VaeLsi-ceTh(a\)m(Bl: o) «=BE Thig) M
(¢ teorema mais importante meste contexto, ¢ que

tem profundas consequéncias como veremos, e o teorema do iso-

'morfismo gque analizareémos a seguilr numa versao adaptada.

Seja(fleEst(t), e seja K{l={(ReEst (1) B=U.
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. .
11.5.5.5~ Teorema do Isomorfismoe (para L (1)).

Para tOdaOl&ESt(T)!

Th(K{Q1)=Th(g) »

2
ie, Kl e {@ sao classes L -equivalentes.

E um jogo de deducao 16gica provar que o anterior

equivale a seguinte afirmacdo:

I1.5.5.6~ Para todo (, BeBst(t),

= 2
QR =B=>r=; 6.
Este teorema sera consequéncia imediata da seguin

te proposicio.

I1,5.5.7- Proposicao

. 2
Seja.fzﬁﬁél entao para toda formula ¢ de L (1) e
toda assighagﬁa o em (J} temos:

Lk ¢lole=Q8F $[f5a].

Demonstracdo. por indugdo semidtica (ie. sobre a complexidade

da férmula &) .

iy 9 & atomica:
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OvE (ta= tzl{a1+w”t?mgt%+ﬁﬂf(t;)wa(t?)+mﬁ(por 11.4.2.2) t,To0p
T B (11 t2) [foal. |

Caso 2. ¢ & Rlitl,...,t ).

Ok R, (ta,00,ty) lole=r RA(t?, ey th RB(f{t?),...,f{ti)) ey
( por 11.4.2. 2)R; Brafeo ., f““)%l:a (try...,t ) [foa].
Caso 3. ¢ & X° (tl,...,tn).

OO X Ctr, ..t ) [l era (X (68, ..., t8 = (por 1.3.6(iii))
ECa™M) (£, .o, EEE)) em ) X (0%, R e
C(t1,...,t ) (0]
i1y 4 € P
Ak ¢lal+=pk (79) [ale=+ nio gk ylal+«=(por hipStese indutiva)
ndo @R (£oal<—y@k (1) [foalemg@k 6[£oa]. o
Em forma anidloga para ¢ da forma whs; Yo, P8 e
Perg,
ili) ¢ e (Vvk.)‘l):
dL}: (yvi J¥lale= para todo aeh:g b [ct[;};k]]%(por hipdtese in-
dutiva} para todo aeA: _ |
BE @[foa[%‘%j}] «=+{por ser f bij.egéo) para todo beB: Bk ¥
[£oa[~gk]1+=@F (yvi ) ¥ Esal.
) iv) ¢ & VXYY
6\ E (yxg)m[a}«m para todo SEA“:ULH{&[E;}]@ (por Thipdtese
indutivad para todo sea:

n
'@Fﬂp{faa %-(gu)-}]w(por I.3. 6(111)) para tcdo R‘-’-B @@{fga{%&]}

=@k (¥ Y00

Os casos (dvy ) WVe (H}(ﬁ‘-} ¥ sao consequéncia do an

terior e da observacdo 11.4.8.,1(iii) &

11.5.5.8- Coroliario. O teorema do 1somorfzsmo & também valldo
- 91 -



1
paraalinguagem L (1), ie.

@ gg“””&Eng |

I1.5.3.%~ Convengéo._Quéudc uma linguagem L satisfaz o teorema

do isomorfismo diremos que tem a propriedade de iso-

morfismo.
Todas as linguagens que estudaremos nesta tese te

rao esta propriedade.

11.5.5.10- Observacao

Se X & axiomatizavel e L tem a propriedade de iso
morfismo, entdo K € fechado por equivaléncia elementar e  por
isomorfismo, ie. se (lek ¢ & =81 ou @ '":'Lm" entdo (3 eK.

Um critério util para provar que uma classe K nio

& axiomatizavel € encontrar estruturas (R €K e@B¢X tais que

=8 .

11.5.5.11- Definigzo.

Seja felg, dizemos que I & categdrico se existe

01 tal que K{nl=Mod(L).

Isto significa que (J1fica caracterizada, salvo

isomorfismo, por I.
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I1.5.5.12- De fato, a nocao de categoricidade tem como conse-
quéncia-Que, se L admite uma estrutura L que nfo pode ser ca-
racterizada em forma categdrica por nenhuma colecdo £ de sen-
tencas de L, entio = ndao implica =.
Com efeito, seja (luma tal estrutura, entdo Kig]
nfo & axiomatizdvel, logo, pela observacdo I1.5.4.5, existirai
B i tal queBE Th(KIQ), ie. # fimas Bz,
Pode-se provar, gor argumentos de cardinalidade,

que sempre existe uma estrutura nessas condigdes.

11.5.5.13~ Pyoposigdo

Se Lg forma um conjuntc de cardinalidade 2, en-

tao existem no maximo 2 <classes de equivaléncia elementar em

Est(T).
Demonstracio

] Primeiro denotamos com [gli; 2 claése de equiva-
lencia élemenﬁar de (]l , ie.'ﬂgeEst{T}&BEﬁR}
| Faéilmente pode-se conferir que, por definicao,
Th((]l)zTh([gﬁL), ie. {gu e .[(RJL $ac L.equivalentes.
| Portanto, podemos definir a seguinte aplicacdo:
[, v Thigy. |
Observando que ThQn)gP(LS), resta provar que a
aplicagdo & injetora: ' |

Com efeito, se Th{Uu=Th{(@), entdo, por I1I.5.5.4,
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=B, 1ogo, Wl =181, m

I1.5.5.14- Corolario. Nas condi¢Oes da proposigdo anterior, =
nao implica =,

Com efeito, o nimero de classes de isomorfismo de
Bst(t) nac & limitado por nenhum cardinal ja que, potencialmen

te, em Est(1) existem estruturas de toda cardinalidade @&

11.5.5.15~ Digressio

0 teorema do isomorfismo afirma que nenhuma sen-
tenca de L pode diferenciar estruturas isomorfas, o que signi-
fica que L nHo & capaz de penetrar a natureza particular de ca
dé estrutura

isto tem profundas repercussodes, por exemplo, na
teoria de modelos topclégicms: uma linguagem bissortida adequa
da a modelés topoldgicos <X, t; e>, mesmo em sentido amplo, nio
pode caracterizar o dominio t como uma subcolegdao de P(X), e em
consequénéia, o simbole & ndo necessariamente € uma relacio de
pertinéncia (ver I1.6 para uma discussio mais detalhada a2 res-
peito deste problema)

Por outro lade, o fato de Z; ser. uma relacao de
equivaléncia em Est(t) nos dé.a possibilidadé de propdr 0 que

poderiamos chamar de novo Principic de Classificacgdo de estru-

turas: a classificacdo salvo equivalencia elementar, comoum in
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tento, désde o plano lingulstico, de aprcximagﬁo ao velho pro-
blema de classificagéo salvo isomorfiémo.(ver digressao 1.3.9) -
Entretanto, as consideracdes sobre o nimero de
classes de equivaléncia elementar e o nﬁmefo de classes de iso
morfisme, o primeiro limitado e o segundo ilimitado na escala
cardinal, nos mostram em certa medida a profunda diferenga que
existeenmﬁcﬁﬁkunslinguistico-e real (algébrico-conjuntistg ds

estruturas matematicas.

I11.5.5.16~ Podemos concluir entac, baseados nestas considera-
cdes, que o pﬁnto central da tese, que trataremos com todo de—_
talhe no capitulo IV, & o estudo da caracteriz acdo algébricada
equivaléﬁcia'elementar em diversas linguagens, a que poderemos
considerar como a melhor aproximacao entfe os referenciais al

gébrico e linguistico das estruturas matematicas.

. . 2
I1.5.6- A Linguagem de 22 Ordem Fraca Luw(r)

Vamos terminar este capitule introduzindo uma no-
va linguagem, N3o muito usual na matemitica pratica, porém mui
to importante para a analise ngicé de certas propriedades de
.teoria de modelos (ver III.4 paré uma'aplicagéo interessante).

0 conjuntc de formulas de Lg(r} coincide.. com<3da 
liﬁguagem L?(r) monadica (na realidade pode-se igualmente def§

‘nir o caso geral, mas neste trabalho nio precisaremos de tal
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generalidade), e a relacio de satisfaclo & a mesma salvo na
clausula I1,4.3.2 (iii) que neste caso & (denotando com X%

a variavel monadica correspondente):

I11.5.6. 1~(}} (WX p o] = para todo SEA com § f1n1t0(1F )
{dig—}}, eCkF (EX Jo[al+=+ para algum S¢A com .8 fini-
to: GLF ¢{a{~g-]]

I1.5.6.2~- Alguns Resultados Gerais
Z " - . )
i) em Lw{T) ndao e mais valido o axioma de com-
preensao come pode-se conferir com o exemplo seguinte: seja
0L=<A§...> uma estrutura com dominio infinito, e é(x)a £0r
mula x=X, entao temos(ﬂ+=WCHXw)(VX)(X€X+¢x=x); 0 que equiva
le.a(ﬂk {yxw}(ﬂx)(xfxm) que obviamente & verdade.
ii) a pesar de que L;(T) utiliza variaveis mo-
nadicas para certos subconjuntos do dominio do discurso,ndo

2
pode ser con51derada como um fragmento da linguagem L {71)

monadlca, porem pode~se provar que Lw(r} é representavel em

L (1) diadica substituindo toda expressio da forma  (yX“)¢

por (WX)(X e finito -=+¢), e toda expressdo da forma

(ax®yy por (IX)(X & finitoad). A expressdo "X & finito" &

primariamente diadica (ver I1I1.1.6), mas neste momento  ndo
' 2

podemos garantir que a finitude possa ser expressa em L (1)

monadica. Voltaremos a esSte tema no capitulo III.
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.2
iii) embora Lw(t) possa ser considerada apenas

um fragmento da. linguagen inrj diadica, nela pode ser ex-
pressa a finitude do seguinte modo:

A & finito +=gik (") (yx) (xeX").

Em geral , se X & uma classe de estruturas axio
matizavel em L;[T) por um conjunto de sentenca I,eKg=
Hek/A & finitol}, entdo Ko & axiomatizavel por LU (2X%Y (vx)
(xex“)}. Em particular, a classe das algebras de Boole fini
tas Kppyy do exemplo II.7.6 & axiomatizavel em L;(TQ).

tv) facilmente pode-se conferir que a proposi-

2

cdo I1.5.5.7 & também vialida para Lw(t). Em consequéncia,

2
Lw{1) tem a propriedade de isomorfismo.

$I1.5.6.3- A Propriedade de-Karp

A seguir vamos dar o primeiro passo na direcao
de aproximar a relacdo de equivalencia elementar da relagdo
de isomorfismo. Os argumentos empregados foram iﬁiciadospor
Carol Karp-no comeco da década de 60 para as linguagens in-
finitarias (cf. Karp[1965]) e posteriormente generalizados
para outras linguagens. Veremos que uma das.ﬁerdas importan
tes neste passo, porém necessario, & a consideracdo da car-
dinalidade entre as estruturas. Veremos também que em certa
forma a linguagem L$ &€ a melhor possivel, dentre as lingua~
gens estudadas até agora, nesta aproximacdo

| Lembremos que o teorema do.isomcrfismq tem a

~ forma seguinte: para toda estrutura (],
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Th(X Q1) =Th{gy - | _
Sejammeﬁst(r) e i{p[yﬂ:{fgeEst(r}fg@g} ver I.3.11).

11.5.6.3.1- Definicdc

Uma linguagem L tem a propriedade de Karp ou de

p-isomorfismo se para toda(fleEst(1),
Th (K\p [@)) =ThiqD ,
(ie. Kp[a} e {} sao L-equivalentes).

- £ facil deduzir que equivale a:

@51}8%5&(8, |
Para provar a seguinte proposicac necessitamos ob

2
servar o seguinte: se t(xl,...,xn} ¢ um termo de L (1)( empar

2 1 1 _
~ticular de Lw{Tt) & de L {"E)), e O'L=<A’;...,>--é uma subestrutura de (7,

~ : 4 -
entao para toda al,“.,anef temos que t[al,..,,an]eA, 0 que e

) ~ . S .
consequéncia de que (Jl ¢ fechada para as funcfes e constantes

de (I

: ’ 2
11.5.6.3.2- Teorema do p-Isomorfismo para Lw(T)

Para toda (R N BeEst (1) mspﬁﬁm%; (Biem part'icun-
1_armf:‘L_1g3} . |

Demonstracdo
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Seja-I:mggg.Provaremos por indugﬁoSemi6ﬁcaque se
${X1,...Xn,X3, ... XH) & uma formula de L;(T). £ 01 (B € um isg
morfismo, com_Gfg(Re 41 e o & uma assignacao enzgt g 1e
a(xK)=aKeA1 e a(Xﬁ):SKgA , entao: |

Mk olal«=gk ¢1£oal,
ou equivalentemente:
CR_F ¢lar,...,a,,51,...,5m]«=
| Brlf(ar),...,£lap),£(51),...,£(5m)].
Observemds que pela propésigﬁo 11.5.5.7 temos que
gzl]m¢{a}+ﬁ+{§|=¢[fgu] por ser £ um isomorfismo de G’LI em 631.

i) ¢ & atomica: |

Caso 1. ¢ & ty=t,.

Ok {ta.:tz)[a}*—%-»t?:

1

. 1 1
Atg*th':A t%(pois t%, tgeA }*‘w”"&l:fﬁlxtz)[o&]

fud. B fe& fg&ﬁth faOL
t - -2

M{B% (ti=tp) [foale=rty =ty (pois  tam-
bém t4 f”a tzfnaeB }“”%BF (ti=tal}if,al.

Caso 7. ¢ e R.(tl,.n,t )

£ completamente analogo ao caso 1.

'Caso 3 ¢ e xX“(t) e u(X ),A .

OLE X0 [a)==ra (X (¢ %) ek X¥ () [a] (pois a(XV)eA GA =B L
X2 () [£salemr(Fa) () (509 @l X (1) (£00] (pois (£a0) (X) &
B'<B). |

ii) se ¢ € 1P, PA8, Pv8, Y+8 ou Y++8 € trivial.
iii) ¢ € (v, |

Gl%z(vajw{al,...,aﬂ,Sz,...Sm]+ﬂwPara algum aeA:JF

la,a3,...,84,51,...,5m].
| Aqdi nao podemos aplicar ainda a- hipOtese induti
va pois nao necessariamente aeAl. Mas, pela ﬁropriedade de

vaivém de I, existe gel tal que feg e aedom g, entao, por hi-

potese indutiva:

- 99 ..



61F vla,a1,...,3,,51,...,5m]e=
@ }ﬂp[g{a}s g(ai)"".:g._{an}s g(Slj,.--,g(Sm}]@

@Fvlga, flay),... fan), £(51),...,£(5m] pois feg, logo,
GL}:(gvK)w{al,...,an,Sl,...,Sm}+m+ para algum beB:Rk v
[b, flasl, ..., f(ag), £(81), ..., £(8m) Je=> =
Q}}z[gvK)ﬁ[f(a;),...,f{én}; f(Slj,.;.,f(Sm)}.
iv) ¢ & @x™v..

M E XN elar, .. ,80,81,...,50]+= para algum S€A com $ fini

EE:OI'F w{al,- . - 33.11,81,0 +® ,Sm’S] n
Como em {1ii), ndo necessariamente SeA. Mas,

como S & finito, pela propriedade de vaivém, existe gel tal
que fcg e Sedom g. Devemos salientar que este passo em geral
ndo € aplicavel ao caso monadico, pois a propriedadede vai

vém ndo pode extender f a conjuntos arbitrarios de pontosde

A
Portanto, por hipotese indutiva:

Q\Ewlas,...,an,51,...,50,5]«=
R Eviglan),..., glay), g(51),..., gsm), g(S)]
B VIE(aLY o0, £a), £(81),..., £(Sm), g(8)],  logo,

(ﬂf%,(axw}w[a;,...,an,sl,...sm]+ﬂ+ para algum REB comR(=g(5))

finito:
B Evifla),. .., f(and,£(S1),. .., £(Sm),R]

«=rfBE @XVI£(a1),...,f(ay), £(S1),...,f(Sm) ] m

11.5.6.3.3- Consequeéncias
i) por 1.3.1 temos que qualsquer dois corpos alge-~
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bricamente féchados de mesma caracteristica e nio-enumeri-
veis sao Li—elementarmente equivalentes, por serem parcial-
mente isomorfos. Isto farnece exemplos de estruturas elemen
tarmente equivalentes que ndo sao isomorfas. Esteexemplo se
ra usado no capitulo III para a andlise do principidde Lefs
chetz da geometria algébrica, {ver III1.4).

ii) uma situacio anéloga ocorre entre dois es-
pacos vetoriais V e W de dimengﬁo infinita sobre omesmo cor
po F: v;bw pois a colecio Ix{f:Vlng/VE%V, wéaw g dim Vl=
dim W1<®} tem a propriedade de vaivém. Embora, V e W nio te
nham a mesma dimensdo (infinita), eles satisfazem as mesmas
sentencas da linguagem L; adequada ao tipo de estrutura cor
respondente (ver obs. I.2.4(3}).

iii) nenhuma sentenca de Li pode distinguir
duas estruturas parcialmente iscmorfas. Mais do que  1isso,
de (i)} podemos concluir que nenhuma sentenca de Li pode ca-
racterizar a cardinalidade de uma estrutura nao-enumeravel.

iv) por 1.3.13 temos que duas ordens lineares
densas sem pontos extremos sdo também L$~elementarmenteeqq;
valentes. Em particular, come este_exemplo inclui estrutu-
ras enumeravels (por exemplo oS yacionais §), pode-se con-
cluir, junto com (iii) acima, que nenhuma cardinalidade in-
finita pode ser caracterizada por sentenéas de ié. |

v) do anterior também podemos concluir que a
propriedade de Karp ou de p-isomorfismo nf#o & vdlida paraL2
total, nem ainda para L2 diadica, pois al pode-se caracteri
zar pelo ménqs a cardinalidade enumeravel, como temos moS-

. _

trado em I1.1.14.1. O caso L moniddico serd analizadono pro

ximp capitulo.
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11.5.6.3.4- Assercgio

Uma das metas deste trabalho & estﬁ&af a possi-
bilidade de se ter uma reciproca do teorema do.p~isomorfismo
dado em T1.5.6.3.2.

Veremas no capitulo v que isto & possivelacres

2

centande o poder expressivo da linguagem Lw, 0 que permitira

uma caracterizagido algébrica da equivaléncia elementar.

11.6~ Apéndice ao Capitulo II:
Modelos Nido-Standard da Igualdade

No capifulo I comecamos supondo. que toda estru-
tura ¢Jl em Est{1) esta munida da relacdc binaria de igualdade
" A, e que.esta'relagic era a_diagbnal ﬁg{Cx,x)/xeA} (ver
I.1.1.2).

Vamos analizar neste apéndice o que acontece se
tirarmeos a Gltima suposicdo e $6 exigimos de A que seja uﬁa
congruencia, le. uma relac¢do de equivaléncia gque preserva as
relagdes, funcgGes e constantes da estrutura. Neste caso eevi
dente que a nova classe Est* (1) contén proPriamente.a classe
Est ().

Neste contexto, dada uma linguagem L adequada ao
tipo 1, € licito perguntar se a subclasse Est(t) € axiomati-

.zavel em L, como subclasse de Bst*(1), ie. Se a diagonal das

estruturas & caracterizavel nessa linguagem.
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11.6.1~ Assercio

Seja L uma linguagem fechada para as operacgdes

1
de L , e = o simbolo de predicado correspondente a relacio

A, Podemos expressar em L o fato de A ser congruéencia me-
diante o seguinte conjunto I~ de axiomas que chamaremos de

‘Axiomas da Igualdade:

ois (yx){x=x),

o2t (yxd (yy) (Xz}f—*?__i (Li,0.n ,x;. cestp) =Fj(t_1 ety Yy '-"2_:1‘1))

onde Fj é um simbolo de funcdo e ty,...,t, Sa0 termos quais

quer,

st (VXD (V) (X=y# (R (B, e e sXyn e, tn) @Ry (B, ee e, ¥ye e, tq))

sa0 termos guals

onde Rj & um simbolo de relacdo e ty,...,t.

quer.

I1.6.2- Observacoes

i) em geral, as formulas anteriores nao saosen
tencas pois ti,...,tn podem ter ocorréncias de variaveis.
Neste caso vamos super que estamos considerando seu fecho u

niversal.

i1i) observemos que Est(T)E€Mod(Z7)=Est* (1)
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I1.6.3~ Definigao

A

Sejafll=<A; =",...> uma estrutura em Est*(t). De-

o 1 1 al 1 _ . .
finimos L =<A ; = ;...>, onde A =A/zA ¢ o quociente modulo
A S . i . ~ . -

=", do ségulnte mode: seja w:A+A a projecao canonica, entio

1
i) n(a}:A ﬂ(b)+=*awAb, (devemos notar que w & s¢

bre}, _
1
ii) R? gw(a;),...,w(an3+=#R?{a1,...,an),
| P
i1i) F} (ra1),...,mla))=" n(Fitar, ... a0,

Al
iv) c‘:‘w‘-&“ ﬂ{ci

)t
i
. . AT ..
Devemos observar que, por definicao, = Coinciw
. . : - . 1
de com a diagonal em AlxAal. Em consequencila abeﬁst(”r)
Além disso, as nogdes acima estdo bem definidas
por ser A uma congruencia.

1
(L as vezes sera denotada pord?,/xA .

11.6.4- Lema. se o & uma assignacac de valores em({Jle t € um

1
termo, entao ﬂ(ta}xA g Mo

Demonstracao

 Exatamente a mesma que em II.4.2.2, onde sousou-

-se o fato de f ser um homomorfismo, e 7" o € @

- II.6.5~ Proposicao
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Se o € uma assignacao ewnCQ; Est*(t) e ¢ € uma.
1
- formula em L (1), entdo:

) 1
OLE dlale—Ql=dlmoal.
Demonstracio

Por inducdo na complexidade da férmula ¢.
i) se ¢ & atomica:
Caso 1. ¢ & tyi=ts. |
én}=(t1“t )t@}+=*ta“Atg*“+ﬂ(tl)— ﬂ(tz}*m+(pelo 1ema)hﬁ“”\t2+mw
m}: (tr=tz){moal.
Caso 2. ¢ & Ri(tl,...,tn}.
emn forma anéloga.\
ii) ¢ e 79, € imediato.
| Os demais casos serdao tratados aqui numa forma
especial para sua generali#agﬁo ds linguagens infinitarias
no capitulo IV.
iii) se ¢ € d1A...Adp
M\E {¢1A' .A¢,) [a]+=+ para cada i=1,...,n:
Ok ¢5 {a}ﬁm+ (por hipotese indutiva) para cada i=1,...,n:
(]'l,1¥= . {Trm]«w*O\,F (¢m Ad Y [moald.
iv) se ¢ & (axl)...(axn)w,
Can (8x1) ... (@x )¢ [a]+— existen 81,8y €A tal que
GL}Qw[u[gi,...,an}}+ww(por hipotese .indutiva)
gxistem a1,...,8,€A tal que th¢{ﬁg[a[wi',..,an}}]#m+ existe
d1,+0-,8p€A tal que(jfk=w[ﬂea[%%§§ ';"¥T§D}] (por ser ﬁ.
sobre) existem bl,.. ,bped' tal que CQl&%ﬂna[ﬁm, af,Ew}]+—+
OV k @xa)... @x)y[mo0] @
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.
11.6.6~ Corolario(l 21 @

11.6.7- Proposicido

Para todacﬂ'éEst(T} existe (BeBst*(1) tal - que

GaﬁéBg n .

Demonstracao (cf. Monk [1976, pag. 478]).
Seja B2A qualquer conjunto ¢ fixemos.aeA,.Defini
mos f:B+A por |

oy _J X, 58 X€A
£x)= a, se xeB™MA
- _ B - .
Entdo, a estrutura(B=<B; = ,...> & definida 4o

seguinte modo:

xmBy+=»f(x}uAfiy), _

RS (x1,. .0, Xp)«=RE(£0x1) .., £(x D),

F?(xi s ,xa)m*ﬁ?(f(x,) e LE(x))

Bk,

‘ Consideremos_ﬂ:BfB/:B(=Bl) e definimos g;B1+&pcr
g{r{x))=£(x). |
i) g estd bem definida:m(x)=n(y)+=rxaye=rf(x) =
f(y)%még(ﬂ(xﬂag(ﬁ(y)){ohservar que por hipé’tesemA & adiagonal
em AXA}.

i) g g sobre: dado yeA, entao como £ & éobre,
existe xeB tal que f(x)=y, entao péra wfx} temos, g(n{x})=
£(x) =Y. | | | |

iii) g € injetora: g(ﬂ(x))=g(ﬂty)}%ﬂf(x)xf(YJﬁw_

- 106 -



Xr-BY**ﬂ(x) =7(y) .
iv) g preserva a estrutura: {usando a def.I1I1.6,3)

1 ) . .
R? (n{x3),e0s,m{xp))e=> R?(x¢,;..,xn}+ﬁ+R§(f(xg{f..,f{xn))+ﬁw

1
RE(2(rx))4e e, (n(xa) ), @RS (n(xad,eee, i)
gom(F} (X1, ) ) =E (RS (£(x2) 5o, £0xm) ) 2P (g (7 (xa)) 5 gl ),

a igualdade (*) & consequéncia do fato que £(x1),...,f{xyJeA,

B

Az upa funcao com valores em A, e f hAmidA; g(QKBBmg(ﬂ(CK 33

F
mf(cKB)xf(c.KA):ci‘.

Portanto, g € um isomorfismo &9

I11.6.8~ Observacgdes

i) 11.6.6 afirma que nenhuma colecgo de sentencas

1 _ L. ) .

de L pode caracterizar a diagonal, ie. Est{r) nao e axiomati-
' 1

zavel, como subclasse de Est*(1),na linguagem L (7).

ii} II.6.7 mostra que estruturas finitaspodem ser
1 ' _ . . =
L -e¢elementarmente equivalentes a estrutras infinitas, ja que B
¢ arbitrario, mesmo sendo A finito. Isto tem como consequéncia

_ _ 5
que nehuma cardinalidade finita e expressavel em L !

II.6.9- Digressio

A observacdo (ii) anterior tem consequéncias 10gi

- 107 -

-



cas profundas, Vejémos:

Usualmente a existéncia de n elementos num domi-
nio vem expressa pela sentenca (npl) |
(gx;)...(gxn)[X1¢in11¢X3A...Axn*g#anﬁvy){yxxlv,..vy=xn)],

Observe-se que interpretada numa eétrutra A=

A

<Aj= > de Est*(1)}, mesmo que estiver em Est(z) afirma a

existencia de exatamente n classes de equivaléncia médulo A
em termos de n Tepresentantes arbitrarios.

Portanto, do ponto de vista de Est*(1), a lingua
gem Ll(T) ndo pode individuali;ar 0s elementos de uma estrutu
Ta, zmencs dé classe de equivaleéncia.

Veremos a\séguir que as linguagens de 22 ordem
nap tem esta anomalia. Para isto vamos considerar uma genera-

lizacdo da nocdo de variavel de 248 prdem mudando a sua inter-

pretagao.

I1.6.10- Definiclio. sejaff=<A; =",...>eEst*(1) e qgP(A) una

colecio de subconjuntos fixa de A. Seja X uma varifvel de 22

ordem monadica. Definimos a g-inteérpretacdo de X mediante as

seguintes clausulas na definicdo da relagéo_de satisfacao:
i)a}:_q (yX) ¢ [a]«=>para todo Seq:apqq;[a[%}],
ii}aﬁ=q(§X)¢Ia]+tﬁpara algum Seq:dﬂ%ﬁ[a[éj],

2
Denotaremos com Lq a linguagem de 28 ordem mona-

dica munida da q~int¢rpretag§o. Quando q:P(A} temos a lingua-

o .
gem L monﬁdica usual, quando g=P (A)( a colegao de subconjun

2
tos finitos de A) temos a llnguagem Luw. Benotaremos com F LA}

a colegao de subconjuntos unltarlos de A.
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11.6.11- Proposicdo. se anh(A), entdo:

) e:ESt(TB*"“*‘**CRFq (¥x) (¥y) (x=y=>(¥X) (xeXe>yeX)).

Demonstracdo

(=) sejam:é, beA quaisquer,
UIF q(x=y+(?X)(xeX++yeX))[a, bl & trivial pois por hipotese A
e a diagcnél.
SupcnhamosChF q(vX)(x€X++yeX}{a, bl, entao toman
do S={bleq temos que ae{b}e=rbe{bl}, mas € verdade gue belb},
logo aef{b},ie. _
la=Ab, portanto,éﬂ%h-(x=y){a, bl.

(«=) se mA'néa'é a diagonal, existem a, beA tais que a=b e
amAb, ie. awzb mascnkﬁ(x:f){a, b],entéo,_pela hipétese,o&a{yX}
{xeX<+»yeX){a, bl, ie. ara todo Séq; aeS<+=+beS. Em particular

para. S={b}, ae{bl«=+bel{bl}, logo ae{b} o que implica a=b(==++=g

11.6.12~ Corolario

. 2
A proposicdo anterior significa que em Lg, com

anigA), a classe Bst(1) € axiomatiZével mediante a sentenca

) . - . : . 2 - " e N
dada. Em particular,eml’ monadica e em Lw € caracterizavel a dia
gonal @

A caracterizagdo acima é conhecida com o nome de

Principio de Leibniz.
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11.6.13- Assercao

Seja 1 um tipo de similaridade fixo. Se L;(T) & a
linguagem de 22 ordem correspondente a Pu(A)-interpretacio
{0nde6{=<ﬁ}...>€Est*{Tj}, entéao também a diagonal de tal clas
se de estraturas & caracterizavel pela séntenga
O (¥R) (vy) (xeymr (WX (xeXeryeX) ) . |

Agora, sendo X uma varifvel que representa um
subconjuntb unitario qualquer, poderiamos entender intuitiva
mente ¢, coma \
| "y (¥y) (x=yer(y2) (xe {2 }emye{z}))"

_ o qual sugere a seguinte interpretacdo de L;(T) em Ll[TP) on
de P sera um novo predicado binirio cuja interpretacdo numa
esiruturaﬁl:éA; PA,...b-é:OQ} P(x, z)la, b}«m+aé{b}

(«=P(a, b)), |

Isto exige acrescentar a thr) uma variavel de
1a drdemggk para cada variavel de 22 ordem.XK e fézer a se-
guinte traducio:

1) xyeX¢ por P(xi; Z,)

11) (WX oo oxjeXpoon) por (V2 )90 . PIxj,%)...)
e (8XJ¢(...x €Xc...) por (¥, 39 . P(x5,2¢) 0 00)

Finalmente,.éxigindo sé de cada P que seja re-
flexiva.é antisimétrica podemcs provar, seguindo a demonstra
cdo da proposicaep II.6.11, que para(ﬂpeEst*(t)_

£LeEst (1) =<({l, phs E (yx) (yy) (x=y+>(¥2) (P(x,2)+>P(y,2))).

11.6.14~ Digressao
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Intuitivamente pddemos entender a diagonal como
a "menor" relagdo de equivaléncia da estrutura, mals ainda,
como a "menor" relacao reflexiva da estrutura. Istosugere de
finir a seguinte aproximac¢ac em L g diégonal:

el . . - b
Seja R(x,y) uma relacac binaria definivel em L

{ver 11.4‘8.1(i)), definimos, f
| Ref (R)«+=>(yx)R(x,x),
{o q&al significa que R & réflexiva), entio nossaaproximacio
& dada por
as: Re£(R)>(¥x) (¥y) (x=y>R(x,¥)).
Ndo & dificil demonstrar, com um pouco de célcu
1o dedutivo em,Llhquealnag equivale a conjuncio das sentencas
a1, oz € o3 (dadas em 11.6.1)
| Devemos observar, entretanto, que em deiédica,
a diagonal pode ser caracterizada por
(VR) (Ref(R)>(yx) {yy) (x=y=R{x,y)} ),

sendo, neste caso, R uma variavel de 22 ordem diadica.

Caracterizacao das Estruturas Topolﬁgicas

Seja <X, 7; €'» uma estrutura bissortida com

¢eXxt. Veremos que sesesatisfaz o axioma de extensionalidade
(YU (WV) (U="Vo> (¥x) (x€U+xeV) ),
entdo podemes identificar 1 como uma subcolegzo de P(X), e &

com a pertineéncia usual.
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11.6.15- Proposicdo

Para cada Aet definimos A={aeX/ach}. Seja T=

{A/AeT}, entdo <X, t1; € >=<X, T; e>.
Demonstrac .o .

Sejam £:X+X e g:1rT dadas por f{x)=x e g(A)=A.
- E obvio que f & uma bijecdo e que (aeh<«—rael),

je. (ach+=f(a)eg(A)); portanto, para que o par (f,g) cons-
titua um isomorfismo bissortido resta provar que g & uma bi
_jecao.

i) g & sobre: é imediata

ii) g & injetora: se g(A)=?g(B),entéofK;?§, ie.
para todo x, (xeRe—xeB), o que equivale a (xeAexdB), ie.
<X, 1; € k (Vx}(xéﬁf+xéW}[A,B], iogo, pelb axioma de exten
slonalidade, temos que <X, T3 & > B (U=V)[A,B], ie. A="BH#
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CAPITULO 1II

METODOS DE ANALISE DA EXPRBSSABILIDADE.

Neste capitulo vamos apresentar alguns critérios
para an3lise da expressabilidade dos Conceitos Matematicos, em

termos do que ja temos nos referido como Propriedades de Teo-

ria de Modelos de uma linguagem L. Daremos também, como com-

plemento ao tema desenvolvido, algumas aplicacgoes mnao-trivi-

ais @ matematica,

I11.1- O Espago Est(t)

Vamos definir sobre Est(t1) uma topologia e explo
rar-algumas das suas propriedades na analise da expressabili-
dade. ' |

Alertamos para o fato de que a classe Est(t) €
em geral uma classe propria e que os abertos que definimos se
rdo possivelmente classes prdprias. Portanto, a nocav de "to-
pologia" deve ser considerada com muite cuidado.

| Um tratamento Tigoroso de_”coleg5e$_de classes"
au "superclassés”, embora naoc permitido no sistema de teorla
de conjuntos ZFC, & dado no sistema MT de Moise4Tarski (cf.
Chuaqui [198031). NOos adotaremos este sistema quando seja - ne-

cessario, pela liberdade que temos para escolher oreferencial
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teérico.para a analise metalinguistica.

A tdﬁolégia a ser introduzida vai depender da
linguagem L adequada a0 tipo 1. |

Consideremos L fixo e seja ¢elg, entaoMod(¢)=
{@Est (1) /0 ¢} .

Seja@={MDd(¢}/¢eLS}Cobservar que em geral /2

-

e uma superclasse).

BEst{1)

Demonstracdo. Obviamente UB=Est(T) pois para qualquer Sen~
tenca valida o:Est(7)=Mod(o).

Se ¢, pelg, entdo Mod(¢)NMod(y)={0eEst (1) / (R

F oAb I=Mod (day), logo, (R E fechado para intersec¢bes fini-

tas B

III.1.2- Definig3o. O espaco Est{t) munido da topologia ge
rada por B seri chamado de L-espaco, e denotado simplesmen

te por E se o tipe 1 ndo for necessario especificar.

1II11.1.3~ Proposigﬁo

i) os abertos basicos do L-espaco sdo também
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fechados.
ii) seja K&E, entdo:
K e axiomatizivel+=+K & fechado no L-espaco.
iii) se K<E, entdo K=Mod(Th{X))
(X denota o fecho de X no L-espago).

iv) Ki: e K; sao L-equivalentes<+=+X;=X;

v) Taf={BeE/@= 0l =10y, -
Demonstrégﬁo

1) Mod (¢S={0eE/0U ¢}=IReE/qE 19} =Mod (19)
ii) (=+) se K & axiomatizavel, entdo existe r€lg
tal gque K=M0d(2}=é%zMod(0) que € fechado por (i).
(«=) suponhamos K fechado, entdo K“ & aberto, loge, para todo
glek® existe oelg tal que GZ&MO&[G}'Q}(C. Seja S a colegdo de to-
dos esses o, entao Kc=ggsMod(o}, logo, K:UgsMod {0} =Mod
{ggsfwa}}, ie. K & axiomatizivel. |
' iii) e consequencia imediata da proposicgao
I1.5.4.4 e de (ii).
1v) (+=) se K; e Ké sdo L-equivalentes, entao
Th(K1)=Th(Kz), logo, Mod(Th(K;))=Mod(Th(Xz)), ie. Ky=Kz
(=+) $e K1=X, entido Mod(Th(Kl})mMod(Th(Kz)}. Suponhamos  que
K: e K; nao sdo L.equivalentes, entao Th(Ki}¢Th(K2}, ie., por
exemplo, existe ceTh(K;) tal que cﬁTh{Kz), logo, para todo
OleKi'.(ﬂ}: g5, & existe Bek, com CBL:‘TG. |
| Temos que @ﬁ/Kl, mas (BeK.eKo=K1, entdo BeX1\ Ky Jie.
® & um ponto de acumulacdo de Ki, logo, comé{BeMod(10) (qué &
um aberto bésicoj, existe(ReKl.talcpnaéEMo&(jaj(m++m), por-

tanto, Ki e K: sdao L-equivalentes.
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¥) basta conferir que [g0; € sempre axiomatizi-
vel por Th{gy, ie. [gl,=Mod(Th(g)).

Com efeito, @Belgl; *m*.(BEILQ‘“:* (por II.5.5.4)
B E Th{gy~=(BeMod (Th(g)) - |

Portanto, por.(iii)h@@:Mod(ThQn})=QthE

II1.1.4~ Observagoes

- i) na proposicao acima parte(iv) temos provado
que Mod(TthljjsMod(Th(Kz)) implica Th{K:)}=Th{Xz) usando ar-
‘gumentos tbpolégicos, pois de outro medo seria bem mai tra-
balhoso.

ii) da proposicao acima parte (v) resulta que

Gy =@r—="m5 8

1I11.1.5- Proposicgado

i) o espago quocilente Est(t)/z € um espago de
Hausdorfy.
ii) a projecdo candnica ﬂ:Est(f)+Est(r)/EL-é um

homomorfismo topoldgico (ver I1.4.3.6).

Demonstrag%a

ii) & consequéncia imediata de 1.4.3.12 e da ob
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servagao II1I.1.4 (ii}.

i) consideremos [(f]; e {@]L como elementos de
Est(?)]EL e:suponhamos [&JL # {@}L; “entdo 6L?L63, logo, exis
te oelg tal que ko e @B ko, le.heMod (o) ¢ @3 eMod (q0), en-
tao [@}LmﬁQQ)Eﬁ(mod(c}} e &Q}Lmnﬁﬂ}eﬂ(Mod(jc)};

Agora, por (ii) temos que 7 € aberta, 240 logo,
7 {Mod{c)) e ﬂ(Modtﬂaj) sao ahertos em Est{T)XEL. Além disso,
sendo MDd(anMOd[ﬂﬁ)=¢; temos que; por 1.4.3.14, n{Mod(o)){Inm
(Mod {70} }=n(Mod{c)NMod (10} ) =7 (d)=¢ &

I11.1.6- Corolirio. Se L & um conjunto, entdo a topologia do
L-espa¢o € um conjunto (embora seus elementos sejam em geral
classes proprias), da mesma cardinalidade que a topologia do

guociente Est(r}/aL.

Demonstracdo. E comsequéncia imediata do fato que a projecdo

7 € um homomorfismo topologico e de 1.4.3.6 B

If1.1.7- Observacgao

Dado gue nenhuma sentenca de L pode disﬁinguir
duas estruturas ¢lementarmente equivalentes, o'espaga quocien -
te Est(r}fEL € 1ddoneo para o estudo das propriédades defeoria'
de modelos da linguagem L {cf. Sayeki [1968]). Alenm disso,
em co ncior dan ¢ciacom a prdposigéo I1.5.5.13; temos
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que para o caso de L ser um conjunto, Est(7)/2 serd também
um conjunto, evitando assim o aparecimento de classes  pro-
prias, e menos ainda de suner classes

Quica uma das propriedades de teoria de modelos

mais importantes € a de compacidade que estudaremos a seguir
neste cont~xto topoldgico, com um certo grau de generalidade

gue necessitaremos depois.

I71.1.8- Definigﬁa

i) sejam o ¢ B cardinais com oagf. Dizemos que o

espago E 8 (a,8)~compacto se todo cobrimento aberto de E de

cardipalidade B admite um subcobrimento de cardinalidade<q.
1i) uma familia de classes em E tem a proprieda

de de a-intersegso” se toda subfamilia de cardinalidade<o tenm

intersegdo nioc vazia{se a=dp temos a propriedade de interse-

cdo finita PIE].

Notagdes. Diremos que E & (a, <)~ compacto se E é (a, B)-com

pacto para todo Ba. .

"B & compacto se & (Y =)-compacto. E & enumera-

velmente compacto se @ Q%,Aé)—compactm. Observa-se que E g
LindelBf se & Q&; =) «compacto. |
Diremos que a linguagem L € (@, B)-compacta se

o L-espaco Est{t) € (o, B)-compacto para todo. T.
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111.1.9- Proposiﬁéd‘ Sﬁo_equiﬁalentes

i) E € (a,8)-compacto.

ii) toda familia de fechados {Fj} com |I|¢B e

iel

com a propriedade de a~intersecac, tem intersecdao nio vazia.

iiil) se IELg com |Z|<B e se I.&X com [Is|<a tem

modelo, entao I tem modelo.
Demonstracio

(i)=+(i1): seja {Fil}; ; uma familia de fechados com [I]g¢B e

com a propriedade de a-intersecao, e suponhamos que igIFi=¢»

-

= c _ - <
entdo ;U F;“=E, mas como E & («,B)-compacto e {Fj"};.; € um

cobrimento aberto com |I|¢B temos que existe I,6I com |Ieol<a

tal que FiCmE, logo, ig%ggi”¢ o que contradiz a proprieda

LU
1€y
de de a-intersecio.

(ii)er(1ii): seja Islg com [2]¢8 e tal que para todo Zo%X com

s l<a, Mod(Ta)26.

Consideremos a familia de fechados {Mod (o)} ;.53

esta familia tem cardinalidade ¢B e tem a propriedade de o-in

tersecdo, pois se I.SI com |I,|<d entdo dianod(U)m'

Mod( U {c})= Mod(Zy)#p. Logo, por (ii) Mod (£)= I Mod (o) =g, de.

£ tem modelo.

(iiiY=*(31): basta provar para abertos basicos, Suponhamos E=

;U Mod(os) com [If¢8, entdo 1 Mod (n03) =4, ie. Mod ;U0 3}=0 .

i
| Seja Z=i21{7°i}’ entio, cgmo 12165, por (1ii}
existe 5,68 com |Z¢l<a tal que Mod(Zs)=4, ie. existe I &l com
{Inlf& tal que Z““igzﬁ{jgi} e Mo&(igIG{WGi})=¢, logo, igloMGd
(Tﬁi}#fb, ie. igIgMOd(aij‘“E’ portanto, E € {a,B)-compacto i@
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I11.1.10~ Proposicao. Sejam <X, t1; €> e <Y, 0; &> dois espacos
topoldgicos (em sentido amplo) e f£:X+Y um homomorfismo topold-
gico, entdo:

X & (a,8)-compacto «= Y & (a,B)-compacto.
Demonstracao

(=>») & conseguéncia imediata de ser f continua e sobre
(+=) & imediato por ser f aberta, sobre e t-saturada (ver tam-

bém 1.4.3.17) g8

II1.1.11- Corolarioc. Est(t) & (a,B)~-compacto <= Bst(t)/z, &

{a,B)~compacto @

I11.1.12~ Assercao

Se E é'éomgacto; entio 0 espago Est(T) /% & com-
pacto, e sendo HausdoTff, & também um espaco normal. Além dis-
so, a projecdo ﬁ:.E.+ ESt{T)XEL; sendo continua, € também fe-
chada. ‘

Conmo Consequéncia disto temos que a colecao

{H(MOd(U}}fUELS} & uma base de abertos e fechados em Bst(r}/a#

tornando-se num espago Booléano. Em particular, & totalmente

desconexo {cf, Bell e Slomsoniis69]).
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I11.1.13- Definicdo. Diremos que a linguagem L satisfaz a pro

priedade de nao-finitude (PNF) se todo 15l que tem modelos fi

nitos arbitrariamente grandes, tem algum modelo iInfinito.

III.1.14- Proposigao. Se L € compacta, entldo L satisfaz PNF.

Demonstracio

Se-ZELS um conjunto de sentencas tendomodelos fi
nitos arbitrariamente grandes, e consideremos  £*=IU{g,/n32}
onde €, € a sentenca
(Hx1) o oo (HXp) (X12X2A. c AXIEXpAX2BX 3 A L W NKp 13X ],

[1em5rar que estamos considerando 12L%).
g, expressa o fate que no dominio da estrutura

existem pelo menos n elementos.

Seja A€zt finito e memax {n/ane&}.

Afirmacic: Todo modelo de U{ent ¢ modelo de A. Com efeito,

basta observar que se (U =4 entdo (N ¢, para ngm.

~Portanto, como I tem modelbs finitos arbitraria-
mente grandes, entac tem algum mo&elo com pelo mencs m elemen
tos, logo, ZU{ey} tem modelo, ie. A tem modelo.

Pela compacidade de L podemos concluir quel’ tem
modelo. Mas ﬁbviamente qualquer modelo I' deve ser infinito,

além de ser modelo de I, logo, I tem modelo infinito em
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I11.1.15- QObservacio

A proposicdo anterior significé que se L € com-
paCta, nenhuma classe K de estruturas contendo modelos fini
tos arbitrariamente grandes e nenhum modelo infinito, & axio
matizavel em L.

Por exemplo, numa linguagem L compacta, as clas
ses dos grupos finitos, dos -corpos finitos ou das algebras de

Boole finitas, ndo s3o axiomatizaveis

II11.1.16- Coroldrioc. Se existe 6elg tal que para toda estru-
tura@l=<A; vl

ok 3““*|A|<4&;

entdo L ndo satisfaz PNF e, portanto, ndo & compacta B

IIILI.!Z;.Corelérim

Por II.1.6- temos que L? diadica, e portanto L2
total, por conter a L? diadica, ndo satisfazem PNF. Analcga-~
‘mente, por 11,5.6.2 (iii), temos que Li tambem nio satisfaz
PNF. Logo, nenhuma delas & compacta B

A seguir vamos provar gque a 1inguagem ngx) mo-
nadica (para um certo tipo t) ndo satisfaz PNF. Paraeste fim

vamos procurar uma classe de estruturas de tipo 1, axiomati-

zavel em L%(t) monadica, que contenha estruturas finitas ar-
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bitrariamente grandes e que nao contenha nenhuma estrutura
infinita.
Necessitamos dos preliminares seguintes sobre

filtros e ultrafiltros numa algebra de Boole:

I1X.1.18~ Definicéo,

B B LB

Seja ﬁ}=<B;‘n y VO, ; UB

. 185 uma Algebrade
Boole (ver II.1.6} e FEB. Dizémos que F € um filtro em B
se

i} a,beF=»aabel

ii} aeF & agb=rbeF,
ou equivalente, a,beF e anbgc—srceF, (asb define-se usual-
mente na forma aab=a ou avb=b). |

Observa-se que B mesmo & um filtro em B e que
F=R<=+>0gF. No caso que OeF diremos que F & um filtro 'prS—.
prio. |

Um filtro F & dito principal se existe aeFtal
que a=infF. £ ficil ver qﬁe todo filtro principal & da for
Fa={beB/agh}. |

Diremos que um filtro préprio F € um ultrafil
tro se & maximal com respeito 3 inclusdo na classe dos fii

tro proprios de B.

111.1.19- Alguns Resultados Gerais
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i}HSe {Fj}-é uma familia de filtros em B, entdo
(IF; & um £iltro em B. -
i) dado um subconjunto S&R, défine-se o filtro
gerado por S como <8>=p{F/F & filtro e SEF}
 llma definicdo “construtiva" para <8> & dada pe-
las seguinteé especificagdes:
8%={a1A...f2p/nelN e ajeS)
5%={a/dbeS com bgal,
entio <5>=(S%) 7, |
. iii) <S> € um filtro proprioc +=> § tem a  pro-
priedade de intersecao finita (PIF).
| iv) o lema de Zorn garante que todo filtro pro
pric pode ser extendido a um ultrafiltro, e portanto, todo
conjunto S€B com a PIF esta contido em algum ultrafiltro. Es

te resultado & conhecido com o nome de teorema do ultrafil-

tro e € um dos principios de maximalidade mals importantes da
teoria de conjuntes como o axioma de escolha, que € equiva-
lente ao lema de Zorn, ou o principio maximal de Haﬁs&orff
fcf. Kelley [19551). |

(Baseados no teorema de representacao de Stone
gue afirma que toda algebra de Boole & isomorfa.a uma subal-
gebra de P(A} para algum conjunto A, podemos justificar anos
sa observrcao anterior salientando que toda afirmacao sobre
a élgebra'de Boole <B;...> € uma afirmagéo SoBre a algebra
<P(AY; 0, U, s &, A> a qual pode se reduzir a uma afirmacgio
sobre ¢ conjunto parcialmente érdenado CP(A)§9> e em ultima
instancia pode ser expressa, metalingulsticamente, em termos

do simbolo de pertinéncia e, relacfo fundamental da teoriade

conjuntosj.
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Ndo podemos deixar de menéionar gue, embora o
axioma de escolha implique o teorema do ultrafiltio, via o
lema de Zorn, tem-se demonstxado que o teorema do ultrafil
tTo nao impiica o axioma de escolha; ie. & mais fraco .que
ele (cf. Haipern e Levy [19711). Isto & importante de ser
observado fbrque se um resultado matematico que usualmente
requer o axioma de escolha para sua demonstracdo, puder ser
provado a partir do teorema do ultrafiltro, teremos conse-
guido uma melhor compreensao dos seus fundamentés {ver
111.5.3). |

v) & facil provar que se A é um conjunto fini
_to,.entéo ﬁodo ultrafiltro sobre A (ie, em P(A)) & princi~
pal. Por oﬁtro lado, se A & infinito, existem ultrafiltros
no princiﬁais: aqueles que contém o filtro gerado  pelos
subconjuntos cofinitos de A (cf. Monk [19576, pag. 3211).

No caso geral, se B & uma élgébra de Boole fi
nita, entdo B é da forma P(A) éara algum A, logo, todo ul-
trafiltro em B € principal. Além disso, pode-se provar, a
partir do tecorema do ultrafiltro, que toda dlgebra de Boo-
le infinita admite ultrafiltros ni3o-principais (cf. Levy
[1879, pag. 2631) . -

| Portanto, se (B=<B;...> & uma algebra de Boole,

temos quéﬁ
|B|<fs=> todo ultrafiltro em Blé principal.

Nossa intensdo a seguir € expressar a senten-
ca a direita em L2®(7) monadica, onde t &€ o tipo de simila-

ridade dé{B .
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I111.1.20- Proposicae
U & um ultrafiltro em B+=>VacR: acl ou a*eli.
Demonstracio

(+=) seja USFSB com F filtro, e suponhamos que
F#U, entao éxiste aeP\U, mas por hipdtese, como a#ﬁ:a?eU,ie.
a-¢F. Agaré, como F & um filtro, O=asa*eF, ie. F=B, portan-
to U € maximal.

(=>) suponhamos que U & um ultrafiltro e que
a#U. Seja F=<Uu{al>», entao comoU.éumuln#&i1HXJque néo COon-
tém a, devemos ter F=B, ie. F nao € proprio, logo, por III.
1,19 (iiii, Uu{al ndo tem a PIF, ie. existem ai,...,apel
tais que a;n,.;nanna=0, entio, a,n...nanéa*,mas.a,ﬂ...ﬂandj

por ser filtro, portanto, pela mesma razdo a*el m

II1.1.21- Sejam x,y variaveis de 12 ordem e X uma variavel
de 22 ordem monadica, entdo podemos expressar em L*{1):
ALY +=>KAY =X , -
X & filtro+=r(¥x)(¥y) (xeXayeX+xnayeX)
A (yx) (¥y) (xeXnxsyryeX),

X & proprio«=r1(0eX),

s
O

¢ principal+=>X & filtro A |
- | (ax)(Vy}{XEXA(y€X+isy)),
X & ultrafiltroﬁﬁ+x e filtroa{yx) {(xeXvx*eX), ‘
finalmente podemos expressar em L*(1) monédica:|B[@%ﬁszF
(WX} (X & ultrafiitro+X & principal). -

Devemos observar que esta expressao da finitu-
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de de B requer de toda a estrutura Booleana_de&l, a diferen-

ca da expressdo diadica dada em II1.1.6.°

111.1.22- Consequéncia

L®(1) monadica ndo satisfaz a PNF, logo, também

nic & compacta.

111.1.23- Vamos analizar a possibilidade deexpressar a fini-
tude, sem restringées de estrutura, em L? monadica. Para is-
to devemos.observar que uﬁ conjunto A_é finite se e somente
se P(A) & finito, e sabendo que toda élgebra de Boole finita
€ a poténcia de um conjunto, podemos aplicar a redugdo men-
cionada em 111.1.19 (iv) a sentenca anterior, que chamaremos
de @, e obtef uma sentenca equivalente, mas qﬁe $¢ contenha
o simbolo de pertinéncia €, proprio das linguagens de ordenm
superior, além do simbolo de igualdades=.

Isto, embora seja uma solucdo plausivel, ndo re
solve 0 nosso problema, porque a varivel monddica X, sendo
de 2% ordem sobre P(A), &€ de 3% ordem sobre A, ie. o univer-
so de sua variagdc & o conjunto P(P(A)J.

0 fato de X ser uma variavel de 22 ordem monadi
ca sobre P{A) sugere conslderar estruturas bissortidas dafqgl
ma <A, o; €> onde o=P(A). Neste caso, X sera #ma variavel mo

nadica de 22 ordem sobre o dominio o.
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Finalmente, baseados nas consideracdes dadas em
I1.6.15, para garantir que ¢ sSeja uma cole;ﬁb de subconjuntos

de A devemeos impor o axioma de extensicnalidade:

gt CVU)(VYj(UwV+4ﬁvx3{er++er)),

onde U e V sio varidveis de 12 ordem sobre 0. Além disso, pa
ra garaﬁtif que 0 seja todo P(A) devemos exigir.

gty (¥E) (V) (E=U},

onde £ & uma variavel de 2% ordem monadica sobre A.

Assim, podemos expressar:
A E finito§=+<A, o3 >k 6ABIAGY,
Fica aberto para nds o problema de expressar a
fihitude, em L? monadica, para estruturas unissortidas, sem

outra relagcao que a de identidade.

111.1.24- Proposicgdo

L*(1) € compacta para todo tipo de similaridade

A

"Este teorema, chamado de teorema de compacidade,

& umdos mais importantes da tecria de modelos, e dedicaremos
a proxima secdo para a sua demonstra¢do. A prova mais conhe-

cida dele € a partir do teorema de completude do calculo de

predicados classico, mas este resultado envolve a nocdo sin-
tatica de dedutibilidade qae decidimos evitar neste tese. Da

remos uma prova puramente sem@ntica a partir do método - de
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construcao de modelos por ultraprodutos, que explicaremos com

detalhe suficiente para as aplicacoes que apresentaremos.

L

I11.2- 0 Tebremadeﬁmr&a Compacidade

I11.2.1~ A Construcao de Ultraprodutos

A seguinfe construcac € uma generalizagéoda cons
trucao, emiﬁlgebra, do produto direto de uma familia de estru
turas algébricas sem relagGes. Vamos mostrar esta construcgdo
no caso das estruturas bissortidas jé. qz;te usualmente nao se
encontra na literatura, e por ser de especial inte;esse para
as estruturas topoléglcas.

Seja (fli=<Af, Ajl_; RY>, iel, uma fémflia de estru-
turas bissortidas munidas, por simplicidade, de umarelagao de
sorte v=(Sy1,s..5p) com $=0 ou 1, -(as funcoes e constantes po
dem ser tratadas como relagoes na forma descrita em I1.1.6.

F

Para cada s=0,1 consideremos o produto cartesia-
no _
AéziglAiz{f:I+igzgi/yjeI:f(i)egi}, e seja D um ultrafiltro so

bre I (ie. em P(I)).

1I1.2.1.1< Definigao

! -
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Para s=0,1 defiﬁimos a seguinte relac@io de equi
valencia:
vE, geA if- ger{iel/£(i)=] g(i)JeD,
onde =§ & a'relagdo de igualdade em Ag.

'; Denotamos com A /D, ou mais frequentemente com
wbﬁi, 0 quo@iente respectivo, e com *f a classe de equivalén
cia de f mbduio D.

| A seguir vamos definir uma relagao Rg a fim de

obter uma nova estrutura {RG/D, Az[n; Rg> do mesmo tipo de si

milaridade que as originais (J]:. Tal estrutura serd denotada

poT igf}ng ou por ﬁéﬂi ¢ serd chamada de ultraproduto da fa

mitia (%;.-

111.2.1.2~ Definicao

Se 0=(g14,+.,8n) € fKEAén {(x=1,...,n),definimos

Rg(*fl,...,*fn)+z»{iez/R§(f1(i),...,fn(i))}eﬁ.

%

111.2.1.2- Interpretacles no Ultraproduto

Seja oi uma assigna¢§ccﬂn@h_para-cada iel (ver
definigéé 11;4.1.1), entiao fiea determinada uma assignégéc o
em 7§ dada por: |
para cada s-variﬁvel x(8=0,1) de 12 ordem, a{x)=*f onde feA,
e £(i)=ailx). |
| Reciprocamente, dada o em ﬁﬂﬂi, e dada x uma s-

- 130 -




variavel, temos que existe feAg tal que a(x)=*f, entao defi-
nimos para cada iel, ai(x)mf(i)(aqui esta implicito ¢ axioma

de escolha).

I11.2.1.4- Observacso

© Esta Gltima escolha de oi depende do represen-
tante f de *f, ie. se g & tal que *g=*f, podemos definir pa-
ra cada iel, 83(x)=g(i). Esta nova assignacac em geral & dis
tinta de aj, porém temos que:*g=*fe=r{ieI/g(i)=3£(i)}eDw>r
‘{ielfsi(x)éiai(x}}en. |
A bartir desta observagdo vé-se facilmente que,
se ¢ € uma formula, entdo: _.
{iel/fly b ¢laglteDe=—{icI ik 6[B;]1)eD,

podendo ser ambos o5 conjuntos distintos.

I11.2.2- Teorema de %os pafa.Litt} Bissortido

Seja D um ultrafiltro sobre I, o ¢ aj assigna-
¢oes como acima, e ¢ uma formula em L1{1), entio

m0% b olale=rlicl/fli b dlagleD.

Demonstracdo. Por inducdo sobre a complexidade da formula ¢,
'(baseados na observacao I1.4.8.1 (iii) podemos. supor que 05

- - . . . s
tunicos simbolos 16gicos sie 1, A e g além das igualdades =
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para 5=0,1).
i) se ¢ € atomica:
Caso 1. ¢ é_xlmsxz, s=0,1, com.xl,xz s-variaveils.
ﬁﬂﬂiF (x1=5ig)[@]+m#a(x1}=5a(x2)+¥*(por I1t. 2. 1. 1) {iel /oy (%)
=§ﬁi(xz)}€ﬁf;*{i€14nik (leSXz)[ai]}€Dc
Caso 2. ¢ ;iRG(xl,...,xn}, 0=(s1,...5p) & xj & uma sj-varidvel

_ | j
“D(}’lilx R".(x;,...,xn)[a}+ng(a{xi},...,a-(xn)}mﬂ»(por I11.2.1.2)

{iEIXRg{ai(:ﬂl) .ai(xn))}e})w{iei/mi}: R (x1,... X)) [eg]1YeD.
ii) se 6 8-y |
i b () [o]+=ndo p0h b vlal~=>{icI/Rik v[o3]}gDe=> (por ser
D um ultrafiltro){ielﬂﬁi}f¢[ai]}€D+w»{ieIﬂﬂiF &ﬁw){ui]}éD.
ﬁ iii) se o € ¥ A 8:
rp@s b (WA8) fale=sm 05 b ylal e npll k 8lale={icIflk vla;lleD e
fieT/O b olos1vendlie T/l b o 130 (el k 0lag] teDe={iel/
bk (Va8 [o4] TeD.

Em (*), = & valida pois D sendo um filtro & fe-
chado por intersecdes {finitaé), entretanto, += € valida pois
os conjuntos a esquerda contém 3 intersecdo e entdo pertencem
éa filtro D. |

iv) se ¢ € (@x)y com x uma s-varidvel(s=0,1):

Vejamos primeiro que para todo iel: |
af X éi[ffi)]{ |

Com efeito, seja 2z uma s-varidvel e suponhamos que

a(z)=*g, entdo 2j{z)=g(i).

alz}, se z#x
Agora, a[%%l(z%"
*f£, se z=Xx,

. g(i};'sé.z#x
pertanto, a{%?]i(z}z '
f(1i), se z=X.
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Por outro lado,

o {z)=g{i), sé ZEX
i{z)=
£(1), se Z=X .

oy [—

{i)

~ Suponhamos agora que mp@ k (Ix)y{a], entdo exis-
te *f e ﬂDLﬂi tal que “ﬂﬂiF w[afé%]], logo, por hipdtese indu
tiva,
liel/flik vlolsy1;1YeD, ie.
{ieI4RiF wfai{g%if}]}eD, portanto,
{ieI@ﬂiF (ax)¥{o;1} €D pois este conjunto conteém ao anterior e
D & um filtro.

_ Por outro lado, se
{iei%ﬁik(afxl¢iai]}eD entio
{iel/existe aieAidﬂiF-w[aitggl]}eD.

i

Seja feA, tal que f(i)=aj para cada iel, entao
{iel/4 k w[aiiY%%T}}}eD, ie. e;iste *feﬁDAi tal Que
ier/gy b w{aigé]i]}eD, logo por hip6tese indutiva Tovamente,

temos que TTD(ﬂll;: :b[m[%}} s portanto; ﬁD_@ilc: ()¢ {c] @

111.2.2.1~ Corolario

i) se ¢ & uma sentenca em L*(t), entdo
ﬂD@iF c+m¢{i€1{aik glelD.

ii) se a linguagem admite fungoes F’ com
O=(S1,...,5n,3), € feA;, fr€Ag (x=1,...,n)
entao: |

*fmSFg(*f;f...?*fn)+m#{i§1/f(i)min{f1(i);---,fn(i))}eﬂ.
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iii) seja X uma classe de estruturag axiomatiz§~
vel por um comjunto de sentencas % com |I|{<a {onde a & unm cay
dinal infinito)}. Seja ﬁjg}igg uma familia de esfruturgse D um
ultrafiltro sobre I fechado por intersegbes de um numero <o
conjuntes, entao: ﬁDOE€K+ﬂ»{ieI/O§€K}EB.

Com efeito, se K=Mod(ZI)}, entdo:
FU5%€M06f2)+“*VGEX:Hﬂ&£F G=2Yog L
{ielﬁﬁiFﬁ}eD+ﬂﬂggz{ieIﬂﬁiF cleDe=>{iel/yoel (3 k oteDe=r{iel/

- {fieMod (I} }eD.

Os (ultra) filtros com a pfepriedade mencionada
sdo ditos a-completos e serdo estudados com algum detalhe no
capitulo IV, em conexdo com as linguagens infinitarias que 1n

troduziremos al @

I111.2.3- Teorema de Compacidade para Li(r) Bissortido

Seja Z‘:’.LS(T) e suponhamos gque todo AL finitotem

medelo {bissorfido), entdo & tem modelo (bissortido).

Demonstracio. Seja'Iwa(Eh{ﬂEX/& & finitol}. Para cada 2Acl se-
ja Qlp um modelo de 4 que por hipGtese existe-

Vamos construir um ultrafiltro D sobre I de tal
modo que o ultraproduto wéﬂg seja um modelo de L.

Para cada Ael seja.A&={5161/&€49}
Afirmacio 1:{Ap}p. 7 tem a PIF

Com efeito, como para x=1,...,n temos que A SAy
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J...Ubqel, entdo
. &lUC . nuaneAAlﬂa ] 'nA&n,
ii?-- A&ln--n{lA&niO.
| Logo, por I1II.1.19 (iv} existe um ultrafiltro D

tal que para todo Ael:iApeDl.

Afirmacao 2: nDG%FZ,

Seja oer, entdo {olel. Agora, se cehel, entdo
&AFG , logo temos que A{U}={ae1fo€&}5{ﬂelqnﬁko }, portanto,
como Ag ,eD e D é um filtro, {&szmﬁ%ﬁ'}ED, em consequencia,
selo teorema de Zos, w04k w

Para uma outra demonstragao do teorema de compa
tidade usando ultraprodutos ¢ a topologia do espsago Est{1} po

iz-3e consultar Prestel[1977].

- 11.2.3.1« ObservagoOes

_ i) o tecrema de compacidade fol demonstrado a
rtir do teorema do ultrafiltro que pefmite é construgao de
‘raprodutds. Pode-se provar também a implicac¢do contriria,
‘nando as duas nogdes equivalentes {(cf, Belle Slomson[199,

1041).

ii) & necessirio observar que a demonstracio do
‘oma de compacidade sO usa a implicac@o de direita a es-

1a do teoremade Xos.
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III,2.4-'A1gumas Cbnsequéncias do Teorema de ¥os

i) se §1i=tﬁlpara todo iel, entdo w &, & chanmado

de ultrapoténcia defl e denotado por CRI/D. Neste caso  temos
que se UEL%S entao: . |
OE/DF a+=+{ieZ/01F d}€D+m+&1F U; portanto, CQF}DSLl gL .

' ii) as aplicacgoes dS:AS+AiXD(s=8,1) definidas por

ds(a)m*fa onde fa(i):a para todo iel, constituem um mergulho

> - - 0 -t -
bissortido, 1e. se R’ e uma relagao da estrutura.dlde sorte
g = I
G:(sl,...,sn) e RD € a correspondente em /7 /D temos que para
ceuwg 8 €A
a;sﬁsl, s 8 s.

o (an)+=+RG{a1,...,an}, (em particu-
. "n
lar para as igualdades:s, com 0 que se estabelece que cada ds

g o
I11.2.4.1- Rj(dg (a2),...d

& uma aplicacfo injetora).

. . - g - - -
Mais do que isso, se R e qualquer relagao defini

vel (ver I11.4.8.1 (i)) na lihguagem L*(1), entdo o teorema de

¥os garante que 111.2.4.1 & também satisfeita.

111.2.5~ Digress§0

A situacgio descrita no Gltimo parégrafo & tdo im-
portante em teofia de modelos que lhe foi dado um nomeesperial

'SejaﬂI&Q3<A;‘,.> e (A=<8;...> duas estruturas {unis
sortidas por simplicidade) e f:A-B uma fungdo.
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1) £ & dito um mergulho elementar com respeito a

linguagen L, se para toda relacdo n-aria (n20) R definivel em
L e-paré todo al,:..,aneA temos que:
RA(al;...,an)+m+RB(f(al},...,f(an}), ou egquiva-
" lentemente: | o
JLE Riay,... ,a_l+=BE R[£(a1),...,£(a)].

ii) sele @, dizemos gque (I € uma subestrutura

glementar de (2 se a inclusdao i:A»B & um mergulho elementar.
Este fatol & usualmente denotado por;fL<L0?. Observe-se que
Cﬂ,<L(E implica CQ,EL@ . |

Nem toda subestrutura & elementar. Por exemplo,
se considerarmos R o corpo dos nﬁmeras reais e @ seucorpo pri
mo, a relagdo R{(x) definida pela foérmula (3y){y°=x} ndo & pre
servada pela inclusio, pois temos que R R(2) embora Qk TR

Um exemplo importante que nao trataremos aqui
mas que pode ser consultado em Monk [1976, pag. 362], € o se-
guinte: se K1 e K, sdo dois corpos ordenados real fechados e
Ki€ K2, entdo Ki<;:K:.

Finélménte, dado que toda estruturadl estid mergu
lthada em forma ‘'matural’ emgﬂI/D, podemes supor que;ﬂ,&ggib e,
pelas consideracoes anteriores, que é&(thﬂf/D, Pode~se pro-
var que 6LZ/D e uma extenééo propria de (L se e somente se D
g um ultrafiltro nao-principal |

0 conceito de subestrutura elementar nao serauti

1i;ado neste trabalho.

I11.2.6- Proposicao
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L* satisfaz a propriedade de nao-finitude (PNF),
ie, se 2§L§_tem modelos finitos arbitrariamente grandes, entdo

I admite um modelo infinito.

Demonstragﬁo;_i Vamos. apresentar aqui uma demonstracao distinta
a dada em 111_1'1.14 e usando o teorema de os.

Seja € 2 sentenca dada em I11.1.14 que afirma a
existéncia de » k elementos keN e kp2.

f’ara cada nelN seja Mn um modelo finito de I com
>n elementos; os quais existem por hipotese. Seja D um ultra-

filtro sobre N que contém os subconjuntos cofinitos de IN.

| AfirmaQEO-. para todo k;Z:ﬂDJLn}: £y v
Com efeito, pela escolha dos L n temos que o con-
j\unt{a {neN/(ﬂ,n}:’iek} & finito, logo, {ﬁelN;’_dtn}: e, } € cofinito,
ie. pertence a D, portanto, pelo. teorema de Xos wDaZn|= £+ Is-
to significa que nyln & infinito. |
Finalmente, € imediato a partir do teorema de Xos

que ﬁDCRn & modelo de ¥ vpois cada An o & @

111.2.6.1~ Corelério

A classe dos ccrpos_'finitos 'KC e g classe dos gru-
pos finitos Kg nao sdo axiomatizdveis em LY. | |

Isto gcarreta o) s_eguim:e fato: K(: e‘_?(g .sio subc}ag
Se5 prSpri_Eas de Mod{Th(KC)) € MOd{Th{Kg)).respectivame-nte [_ver 1L

_'5.4.5), ie. existem Corpos infinitos e grupos infinitos que sa-
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tisfazem as mesmas sentencas de 1% ordem comuns a todos seus

contrapartes finitos. Tals modelos sao chamados dé pseudofini-

tos, e podem - ser obtidos; como mostra a proposi¢io anterior,
COMO ultraproéutos de modelos finitos de cardinalidade arbitra
riamente grar_i_&e =2 |

ﬁ teoria dos corpos pseudofinitos & tratada em
Ax [1968], (da teoria dos grupos pseudofinitos; ou ainda, dos

grupos abelianos pseudos finitos naoc conhetemos referéncia).

111.2.7- Possibilidade do Teorema de Xos para L* Monadica

'Vamos analizar brevemente a possibilidade de ex—.
tender o teorema de Xos para a linguagém L? monadica.

Primeirc faremos uma discussac sobre as assigna-
cdes as varidveis monZdicas no ultraproduto de uma familia de

cestruturas unissortidas {1}
1 el

3

111.2.7.1- Definigao

Sejam a; assignacdes em (Jl; para cada iel. Se X e
“wma variavel monadica, definimos a(X){gﬁDAi) COmo *

c(X)={*fen A /{iel/E(i)ea; (X) JeD].

Facilmente pode-se verificar que esta bem defini-
da pois, sé *g:*f.entéo, {iel/f(i}eai(X)}6D+ﬁ»{iﬁi/g(i)edi{X}}

€D, ji que (iel/f(i)ea, (X3}M{icl/F(i)=g(i)}E{iel/gli)en; (X},

-
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0 anterior simplesmente pode ser dito do segain»'
te modo: para cada familia de subconjuntas'SiEAi.podemos defi
nir S€mpAi como Sﬁ{*feﬁDAif{ieI/f{i}eSi}eﬁ}. |

Isto & particularmente Gtil para gerar os aber-
tos de uma topologia mo ultraproduto wpAi onde cada Aj e um
espaco topoldgico e cada S um aberto em A; (cf. Bankston

[19771).

I11.2.7.2- Hipotese

Vamos supor como hipOtese de trabalho que  para
cada S&mpA{ temos uma maneira "uniforme” de assignar acada iel
um subconjunto S(1Y€A;. A palavra "uniforme"” pode ser conside

rada, por exemplo, no'seﬁtido de que apiicando a familia dos

8(1) a construcioc acima possamos obter movamente S, ie.

S={*ferpAj/{iel/£(i)eS(1) }eD}.

111.2.7.3~ Definicfo. Sob a hipotese anterior, dada uma assig
nagdo o em mpfly, podemos definir as assignagﬁés'ai em cada {l;

do seguinte modo: para cada variavel monadica X, ai{X)=a{X){i).

.III.Z.?.4- Lema. Independentemente da forma de definir S5(i) te

mos:
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alg] = oilggyy]

Demonstragdo. Seja Z uma variavel monddica, entdo
X 4 a{l}, se ZL#X
o )= ?
L5 2=1"5"" 5o 22X,

portanto, a[%%]_(Z):at%%}(Z)(i)
1 '

"{a{Z}{i), se 22X _{ai(Z), se Z#X
T8{1), se I=X ~8(i), se i=X

~oi [gyy) (0) @

111.2.7.4- Proposicdo. Se ¢ € uma formuls em L*{t) monadica (T
pode ser tomada também bissortida) entdo:

ap®h b olol=—{ieI/4 k ¢la;j]leD.

Demdnstfagﬁo. Basta acrescentar os seguintes passos naprova do
teorema de ¥os 111.2.2.

Em (1):

Caso 3. ée ¢ & X(x) onde X & uma s~varié#el (5=0,1) de 28 or-
dem monddica e x & uma s-variavel de 12 érdem. |

apf b X(x) [a]«=ra(X) (a(xJe=ra(x)ea(X)+=>(por I111.2.7.1) {iel/
ai (x)eay (X) YeDe—r{icI/fl; F X(x) [ai]leD.

Em (iv): Se ¢ € () v onde X & uma s-varidvel de 22 ordem mo-
nadica. | .

ol b (@0 ¢lal= existe $EmpAS tal que mp® k ¥lalE-1]1=(por hi
potese indutiva) {iel/[Rik w{a[%é}il}eDﬁ»(pelc lema) {ielﬁnik i
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[&i[y}%—y]]}eDw{iﬁiU@iF (3X)v[o;lteD pois este conjunto cen-

tém ao anterior e D e um filtro oy

111.2.7.5- Observacao

Para provar a reciproca deverlamos garantir que

. L2 e 5 ' . 5
dada uma familia Si-Ai, exlste um SEﬂDAi tal gue para todo
iel, 8(i)=S;. Isto de fato ndo & verdade porque a reciproca
implica ¢ teorema de compacidade como observamos emII1I.2.3,1,

o qual nio & valido em L? monadico (ver II1I.1.22).

111.2.7.6- Corolario

Seli=Apara todo iel, entdoc para toda senten-
ca CE\EL%(T.) temos:

({LI/DF o=@k c M
" £ facil ver que o corolatio acima implica sua |

rec-iproc'a: 0,_1 ;’I}}{ owﬁfbkﬂowm}ﬂﬁway ¢, Portanto, podemos

concluir dal que, para todo I e para todo ultrafiltro D so-

bre I, 06,’IJ:~EL2MDN o

Tomando como (f} o corpo ordenado completo (R dos
numeros reais (ver 1I.2.4) poderiamos concluir que toda ul-
trapaténcia &I/D seria tambem um corpo ordenado  completo,
pois este fato & expressavel em L® monadica. Portanto,por Tl

2.5, @I/DE@, o que impiicaria' que toda ultrapotencia de @vé
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arquimediana.
Isto ndo & verdade. Existem ultrapoténcia de R
nao-arquimedianas. Em consequéncia a nossa hipotese de traba

lho dada em 11I1.2.7.2 & falsa.

S I1Y.2.7.7- Observacao

A respeito do teorema de ¥os para estruturas bis
sortidas nao podemos deixar de mencionar que se temos uma fa-
nilia de espégos topologicos em sentido amplo <Xj, 05; e>iel,
onde para cada iel, 04€P(X;), entao, dado que cada espaco sa-
tisfaz em forma Obvia o axioma de extensionalidade (sentenga
Sgshem 11.1.14), o teorema de %os garante que o ultraproduto
<ﬂ§Xi; T™Ois €p> também o satisfaz, e portanto, por II.6.15,
existe uma colecdo op=P(npXj) tal que <mpXj, wpoy; €p> € iso-
merfo a <wpX;, Ops €>. '

Além disso, se cada o e base de uma topologia
em Xi, a colecfo op também serd uma base, pois este fato € ex
pressével_na-linguagem de 12 ordem bissortida correspondente

(senﬁengas Bry € 81, em I1.1.14).

111.3~ Aplicacoes do Teoreﬁa de Compacidade

Nesta .secio pretendemos mostrar a importancia da

existéncia de um certo teorema de compacidade numa linguagem
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1 (neste caso L*) para a enilise de expressabilidade em L.

I11.3.1~ Proposigao

A classe KARQ dos corpos ordenados arquimedianos

(ver II.1.7) ndo € axiomatizavel em L*.

 Demonstracéo

Suponhamos que exista I€Lg tal que KARQmMod(Z}.

Acrescentamos a nossa linguagem .(COTTGSPOHdentG
ap tipo de similaridade de KARQ} uma nova constante <, As sen
tencas que podem ser construidas com ela serao verdadeiras nu
ma estrutura <A,...> na medida que exista algum elemento de A
que as satisfaga. |

Seja L'=IU{n+1<¢/nz0}, e sejam Agl! finito e m=
mEX{aX{n-1§c}eA},entéo-ZU{n*1scf05nsm} tem modelo (gqualquer
corpo {arquimediano) é modelo, basta interpretar ¢ como {m+1)-
1). |

Além disso, todo modelo de IU{n*1ge/0gngm} € mo-
delﬁ de A. Portanto, por compacidade I* tem um modelo
(L=<A,...>, ie. (L & modelo de I e de {n+1gc/n30}, o que signi
fica que (€ um corpo arquimediano e existe um elemento  a€A
{interpretagdo de ¢ em(ﬁ) tal que azn*1 para todo n0.

Isto contradiz a sentenca informal que catacterz
gia os corpos arquimedianos:
"{yx) (x>0>(yy) (gqneN} (n+x>y})" , que para. o caso pafticular X=
| temos "(vy) (anel)(n-1>y)" @
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111.3.1.1- Um elemento a de um corpo ordenado que satisfaga az

n+l para todo n30, € dito um elemento infinito de corpe.

IT11.3.2-~ Assercio

A proposicao acima garante que eXxistem corpos nao
;arquimedianés que satisfazem todas as sentencas de 12 ordem co
muns a todos 0s corpos arquimedianos. Isto ndo acontece em 2%
ordem pois, como vimos em II.1.7, KARQ ¢ axiomatizavel emL® mo
nadica.
Substituinde na prova anterior o éonjunto L por
ThLl.Qﬁ) , onde & é o corpo ordenado dos nimeros reais, podemos
provér a existéncia de carﬁos.néo*arquimedianos que sao mode-
los de Thngﬂa, ie. que sao L?welementarﬁente gquilvalentes a

® . Tais modelos sdo chamados de modelos nio-standard dos nl-

mETOS reais.

Bsses corpos podem ser construidosefetivamente co
me uma ultrapoténcia deﬁi; por exemple,;ﬂﬁ/ﬁ onde D e um ultrag
filtro que contém os subconjuntos cofinitos de IN. Sendo D um
ultrafiltro nao-principal V%-se facilmente que essaextensao de
@ & nio-ar uimediana. Um elemento infinito, por exemplo, € da-
do pela sequéncia *(0, T,...;0,e..).

| Ne apéndice deste capitulo_veremos uma aplicagaoc
nio-trivial i Anialise, demonstrando o teorema de Hahn-Banach

por métodos de Analise ndo-standard.

T -~ 145 -



I11.3.3- Proposigdo

Se ¢ € uma sentenca na linguagem elementar da teo
ria dos corpos que € verdadeira em todo corpe de caracteristi-
ca zero, entao existe um primo Po tal que ¢ & verdadeira em to

do corpo de caracteristica P> p,.
Demonstragio

Seja Ko a classe dos corpos de caracteristica ze~
TOo.

Se T & a colecdo de axiomas de 12 ordem que carac
terizam os corpos, e para cada P primo, op & sentema p1=0, en
tdo e facil ver que K¢=Mod(IU{-op/peé primo})zoggMod{c}f}<;Mod
Ctop) .

0 fato de ¢ ser verdadeira em todo corpo de carac
teristica #ero significa que KoEMod(¢), éntéo, tomando comple
me'ntares teriamos: MOCM‘?(IJ)%g_zMod(ﬂG}u%Mod(U P}'

Agora, o membro direito constitue um cobrimento a
berto do fechado Mod(™¢), mas como Est(rt) & um espaco compacto,
temos que Mod(7¢) € compacto, logo, admife um subcobrimento fi
nito, em particular existem Pi,...,P, tais que ModCﬁ¢}%gzMod
{ﬂc}uiijrv{o&tﬁpi), entdo ngMod{:U){?iaﬂ«iod(ﬂﬁpi')fhfiod(¢).

Finalmente, observemos que se P>DP;, todo modelo de
Op é' modelo de Mop; (ie. se a identidade 1 se anula para P, .
nido pode se anular para um primo menor), logo, para p}?§§5n'pi
(=po) témos que Mod(op)eMod(nopi) para im?,.._.';n, ie. Mod{op) &
igiMadf1opi}; pﬁrtanto, Mod{E)OModfG;dEMmd{@), ie._Mbd(EU{op})

€ Mod(¢); mas ZU{op} &€ a axiomatizacao da classe dos corpos de
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caracteristica p,'Kp, logo, K =Mod(¢$), o que prova que ¢ € ver

dadeira em todo corpo de caracteristica pop, &

111.3.4- Exemplo. Dados dois polimonios p(X) e g(X) com coefi-
cientes inteiros, se eles 556 primos relativos em todo corpo de
caracteristica zero, fato que pode ser expresso em 12  ordem,
entio eles sio primos relativos em qualquer corpo de caracte-
ristica "suficientemente grande™.

Um caso particular sio os polindmios X%-1 e xP-1,
...X+1 para p primo.

O exemplo apresentado  admite uma demonstracdo pu
ramente algébrica, mas a proposicio anterior de carater pura-
mente linguistico envolve todos os casos possiveis.

- Damos a seguir esta demonstracao para efeitos de
completude:

Dados ;ﬁX).e q(X} em Z{X], se eles sao primos re-
lativos em todo corpo de caracteristica zero, em particular o

sdo em §[X1, entdo existem 1WX) e s{X) em @Q[X] tais que
KX r(X)+q(X)s(X) =1,
tomando denominador comum temos que

P (XT3 (X)+g1 (X)s: (X)=d(=0).

1 ng

Suponhamos d=p ...P< ", entdo, tomando

Dﬂ=?§§<Kﬁi e p>Pe¢ temos que, mediante a projecio modulo P :
B3 {X)F: (X492 (X)51{X)=d=T,

logo, dividendo por d obtemos
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P IXT(X)+G (XIS (X) =T,

ie. p(X) e q(X) (module p) sdc primos relativos em -Fp[X], e
de ai em todo corpo de caracteristica p(>ps) por ser E?pocq;

po primo de}qualquer um deles.

I11.3.5- Corolario. Embora Ko seja axiomatizavel em L' pelo
conjunto de sentencas infinite dado em III.3.3, ela nio & fi

nitamente axiomatizavel,

Demonstracao. Suponhamos que K, for finitamente axiamatizével.

‘?or II.S.&QZ {i1) podemos supér que € axiomatizﬁvel por uma
sentenga ¢ (3 qual deve expressar o fato de ser um corpo de
caracteristica zero), ie. Ko=Mod(¢), mas aplicando a proposi
cao anterior, ¢ deveria ser verdadeira em aigum corpé de ca-

racteristica p>0, o que & uma contradicdo @&

I11.3.6- Oﬁservagﬁo. Em forma aniloga & proposicido IIL.3.3 po
de-se provar o seguinte resultado: se ¢ & uma sentenca ele-
mentar valida -em todo espaco vetorial de dimepsao infinitaso
bre um dado corpo K, entdo ¢ € valida em todo espagovetorial
sohre ¥ de_dimensﬁo.finita "suficientemente grande” {(¢cf. Bell
e Slomson [1969, pag. 99]17.

Pode-se provar também que toda sentenca de L'
 verdadeira em todo grupo abeliano divisivel (ver 1.3.9), &

verdadeird em algum grupo abeliano ndo divisivel (cf. Barwise
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{1977, pag. 81). Em particular, a classe dos grupos abelianos
divisiveis, axiomatizavel pelas sentencas que carécterizam um
grupo abeliano, mais a colecdec infinita de sentencas {(¥x) (3y)

(ney=x)/n>1}, nio & finitamente axiomatizavel em L.

I11.4- O Principio de Lefschetz

Um dos resultados mais interessantes de expressa-

bilidade corresponde a Geometria Algébrica e € conhecido com o

nome de Principio de Lefschetz. Ele afirma, nas préprias pala
vras de Lefschetz, o seguinte: 'num certb sentido, a geometria
algébrica sobre um corpo [algebricamente fechadol de caracte-
ristica zero, pode ser reduzida d geometria algébrica complexa’
(cf. Seindenberg [19581).
Isto significa, por exemplo, ma explicacao de
Seidenberg, qﬁe dada uma variedade V, definida sobre um COTpo
algebricémente fechado K de caracteristica zero, a que & deter
miﬁada'por um namero finito de Quantidades; os coeficientes dos
polindmios que definem V; O.COTPO gerado sobre o corpo des ra-
- cionais Q‘por estas quantidades, pode ser mergulhado isomorfi-
camente no corpo € dos nimeros complexos, e essa passagem de-
termina uma variedade V*, sobre €, que ﬁreserva estritamente as
propriedades algeébricas de V. |
André Weil formula o principio de Lefschetz da se
guinte maneira: "para um dado valor da caracteristica p(z0], to
do resultado envolvendo apenas'um numere finito de.pontos e de.
variedades, o gqual tem sido prdvado_para alguma escolha do do-

minie universal f{ie. um corpo algebricamente fechado de
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caracteristica p de grau de transcendéncia infinito sobre o
corpo primol}, permanece valido sem restricao; existe en-
tdo uma geometria algebrica de céractefiStica p para cada
valor de p, nao uma geometria algeébrica para cada dominio
universal' (cf. Barwise e Eklof [19691).

Demonstraremos uma versdo fraca do principio
de  Lefschetz correspondente a interpretacdfo seguinte: to-
do teorema.da geometria algebrica que pode ser formulado
estritamente numa linguagem detefminaéa, ¢ verdadeiro num
corpo algebricamente fechado de caracteristica p (sem im-
portar o grau de transcenddncia sobre o corpo ﬁrime) se e
so se € verdadeiro em todos eles.

Neste momento estamos em condigoes de dar uma
splucao parcial ao nosso problema: em 11.5.6.3.3 (i) vimos
que se Xi1 e Kz sdao corpos algebricamente fechadas de mes-~
ma caractéristica e de cardinalidade >ﬁ€} entao KlELéKz,
ie. satisfazem aé mesmas sentencas da linguagem de 2? 0T -
dem fraca adequada 2 classe dos corpos.

Em geral nao podemos garantir que todo teore-
ma da geometria algébrica, formulado naturalmente em ter-
mos de polindmios, ideais, variedades, etc. possa ser for-
mulado nessa 1inguagem;-porém; boa parte deles enceontrauma
expressao equivalente, eventualmente multissértida, ja que,
por exemplé; 0os polinomios, sendo sequénciasfinitas de ele
mentos do corpoy e os ideais de polinamios, sendé ~finita~
mente gerados (pois K[Xi,...,Xj] e Noétheiiano}, etc., po-
dem ser representédos_nessa lihguagem, sem maiores altera-
¢Ses, substituindo "subconjunto finito" poT “seqﬁéncia fi-

nita de elementos'.
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Oﬁservar que se [K|>ﬁ£, entdo X & de graude trans
cendéncia infinita sobre seu corpo pfimo, nas de féto. existem
COYpPos enumeraveis comestapropriedade; portanto, também o proble-
ma, na form@lagéo de Weil, esta parcialmente solucionado. Para
uma discusgéo mais ampla do prncipio de Lefschetz pode-se con-
sultar Barﬁise e Eklof[19691, e Eklof{19f3}. Para a terminclo-
gia algébriﬁa pode~se consultar Van-der Waerden[1970, vol. Z].

Para continuar o nosso estudo vamos estabeleceral
gumas outras propriedades de teoria de modelos que &e por $i
tem interesse para a andlise da expressabilidade, e especial-

mente vinculadas a categoricidade.

111.4.1- Os Teoremas de LBwenheim-Skolem

A seguir enunciaremos um resultado da teoria de
modelos da linguagem L}, cuja demonstracdc omitiremos por ser
puramente técnica. Ela também & valida, em particular, em L%,
e & o fundamento de toda uma teoria acerca da existencia de
modelos nao-standard das teorias matematicas, entendendo - por
teoria qualquer colec@o deisentengaé numa linguagem determina-

da. Daqui para frente, neste capitulo, 56 consideraremos estru

turas unissortidas.

I11.4.1.1- Teorema de " LBwenheim-Skolem Descen&ente.(L~S%)
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Seja £ qualquer colecdo de sentencas em Lé(f). Se
£ tem um modelo infinito (L com |T{g|A] e max Hh,|2]Dsxg]A], en
tio existe®@<€ fltal que |Bl=x e & 2 o0b, em aprticular, B & tanm

bém modelo de LB

Corolario *. Se |zlsdb e © tem modelo infinito, entdo I admite

um modelo enumeravel @

Corolario 2. Se o .é uma sentenca e (] € um modelo infinito de g

entdo existe B enumerivel que & modelo de o B

Corolario 3. Em L3, e em particular em L* nenhum conjunto no
maximo enumeravel de sentencas, admitindo modelos ndo-enumera-

veis, pode ser categdrico (ver II1.5.5.11) g

Corolario 4. Dado que o corpo dos numercs reais pode ser carac
terizado categoricamente em L? monadica (ver II1.2.4), entdo as
linguagens L? monadica, diadica e, em geral, total, ndo satis-

faéem L«3y para todo conjunto I de sentencas B

Exemplo. ﬁma aplicagdo trivial porém ilustrativa do teoremal-S+
em LY & alseguinte: sabemos que a teoria de corpes algebrica-
mente feéﬁadés e expiessévei em L' mediante um conjuhto enume -
ravel de sentencas (ver 11.1.8),_ portanto, se K & um corpo al-
gebricamente fechado de cardinalidade «(2db) e Fosigx, entao
existe um subcorpo F, também algebricamente fechado, de cardi-
nalidade A tal qué FEL.IK (mais do que 1sso, EL;K jé'z_ que LY &
sublinguagem de L}). Provaremos mais adiante que, narealidade,

todo subcorpo algebricamente fechado de K satisfaz esta condi-

CA0. o
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I11.4.1.2~ Definiclo. Uma linguagem L que satisfaz o corola-

rio 2 acima se diz que tem a propriedade de Lbwenheim-Skolem,

L' e L2 tem esta propriedade. Veremos no proxi-

mo capitulc que tambem a linguagem infinitaria Luiw a tem.

I¥1.4.1.3%3- Teorema de LBwenheim-Skolem Ascendente (L-St)

Seja ¥ qualquer colecao de sentencas em L (1)
Com |E|=u.§Se 5 tem um modelo (flcom |Alx8}éﬁ, entao’ para to.

do Az max (w«,B), I admite um modelo B com |B|=x e@® ELlfﬂa

Demonstracio

Seja iz max (¢,B) € seja I um tonjunto de cardi
nalidade A. Para cada iel iﬁtroauziremms no alfabeto basico
de 1 uma nova constante cj; distintas constantes para distin
tos valores de i. | _

Seja(kZ com |A|=8,0bviamenteikTh(p) e IS€Th@).

Consideremos I'=Th(Q)UT onde I's{ci#cj/i, jel e i%j}.

As sentencas de T afirmam que as constantes in~
trodgzidaé'denotarﬁo elementos, do¢ modelo que as satisfaca,
dois a dois distintos.

Observemos que J£Y]=x.

" Seja ASs! finito, entdo ¢l € modelo de  Th(gbUa
pois seu dominio & infinito e todas as constantes novas que
intervem em A (em nimeroc finito necessariamente) podem Ser in
terpretadas nele. Logo, A tém modelo.

Portanto, peio teorema de compacidade de LY, 5t
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admite um modelo(ﬁio qual, por ser modelo de I deve ter cardi
nalidade A, e por ser moéelo de Thiyy deve ser Llwelemenfar~
mente equivalente a L. |

Note-se que até agora temos garantido a existén-
cia de modelos (g'=;10lde cardinalidade 3 para todo Azmax(a,
8. | |

Finalmente, por L-S+ existe B tal que |B|=x e

@Engl ,le. &Ele}, 82

Corolériec 1. Se ¢ & uma colecdc de sentencas de L' (1) no maxi
mo enumeravel que tem um modelo infinito {f}, entdo paratodo car

dinal infinito A, existe B com |B|=A GQ_EL:LGLH

Corolario 2. Em L*, nenhum conjunto de sentencas admitindo Mo

delos infinitos pode ser categdrico®

Exemplo 1. Todo conjuntc-infinifo pode ser linearmente ordena
do.

Com efeito, os axiomas de ordem linear dados enm
11.1.7 sdo de 12 ordem e admitem <N;¢> como msdeloenumerével;
portanto, ﬁelo corolaric 1, para todo cardinal A infinito,
existe um éonjunto linearmente ordenado A, dessa cardinalida- -
de.
| Se B & qualquer conjunto de cardinalidade i, ie.

equipotentg com A existe uma bijecao f:B+AA; Podemos defi-

X
‘nir em B: agbe=>I{a)gf(b).

B facil ver que a relacdo definida & umaordem 11
near sobre B.

Deve-se observar que, embora <fN;g> seja uma es-
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trutura bem ordenada (ver I11.1.12), o teorema L-St nido garan-
te que A, seja bem ordenado. De fato, a boa ordenag&o nae €
expressavel em 12 ordem (cf. Bell e Slomson[1969, pag. 9413,

Em forma analoga pode-se provar que todo conjun-

to infinito pode ser linearmente ordenado em forma densa.

Exemplo 2. Consideremos a estrutura de Peano (ver I1.2.1)stan

dard dos nimeros naturais‘72==<chm;0m

>e a colecao de senten-
gas Thlicn}° Dentre elas temops a seguinte versao em 12 orden
do axioma de inducdo: se $(x) & uma formula com sO uma varia-

vel livre,: entdo
$OIATYX) (9 {x)+d (0(x)))+(yxId{x).

Isto significa limitar a validade do axioma  de

indugdc aos subconjuntos de N definiveis em L1,

0 corolatio 1 acima garante que ThLzﬂqj, sendo

uma colecdo enumeravel de sentencas, admite modelos de toda

‘cardinalidade infinita, Tails modelos, distintos_deqz, saocha

mados de modelos nio-standard da aritmética, e como foi obser

vado em I1.2.3 (i),'71est§ mergulhado em todos eles.

111.4.1,.4- Observacao

Se uma linguagem L satisfaz algum dos teoremas de
L¥wenheim-Skolem, entdo existem estruturas cuja cardinalidade
néo_é expressavel por nenhum conjunto de seniengas de L. Por
exemplo, em L3 nenhum Z€Lg pode expressar o fato de um modelo

ter cardinalidade nio enumeravel.
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111.4.2- Os Numeros de Hanf

Na seg¢do III.4.1 acima conseguimos provar, para
L', o teorema L-S*, pelo fato de L» satisfazer o teorema de
compacidade.

Vamos dedicar algumas 1inhéé para mostrar que,

sob condicbes simples, aquele teorema tem wuma versao geral.

111.4.2.1- Definicdo

Seja A um cardinal infinito. Se para todo IfLg,
a existéncia de um modelo‘jl=<A,...> de £ com |Alzx implica
que I tem modelos de toda cardinalidade glAI, diremos que L

admite um nimero de Hanf, o qual definiremos como o menor A

que satisfaz a condicido acima, ¢ denotaremos por h{(l),

Observe-se que L-S+ para L* afirma que h(L1)-4

111.4.2.2~ Teorema de Hanf

Se a colecado de sentencas Lg de L & um conjun-

to, entdo. L admite um nOmero dé Hanf.

Demonstragio

Seja F a famIlia de todos os'EELS que nae  tem
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modelos infinitos arbitrariamente grandes. Entdo, para todo .
teF, existe um cardinal k; tal que todo modelo de I tem car
dinalidade <ky.

Como Ls-é um conjunto, entdo F, por ser uma
subcolecdo de P{Lg), e portanto a colegdo {ky/ZeF},sdo tam
bém conjuntus.

Sabe-se que toda colecdo de numeros cardinais
que constituem um conjunto & limitada, ie. existe o cardi~
nal A=sup{ks/ZeF}.

Logo, temos que, se I tem algum modelo de car
dinalidade %X, entdo I¢F, o© 'que significa que I admite mode
1os arbitrariamente grandes. Portanto; L tem um nimero  de

Hanf 8

2

111.4.2.3- Corolario. As linguagens L2, L? e seus fragmen-

tos monadico, diadico, etc. .admitem um numero de Hanf @

L

I11.4.2.4- Assercao

- E muito importante chbservar que a existénciado
nimero de Hanf h{L) de uma linguagem L afirma que a cardina
1idade de uma estrutura (J|, com |A]zh(L) ndo & éxpressével en
L. |

Em particular,.iste tem como conséquéncia que,

coms a cardinalidade& s & expressivel em L? diidica, e por-
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tante em L* total, entdo h(LY)yH(ver 11.1.14).

Vegamos que, na realldade h{L )>2Vw( sugdyn}
provando por 1ndugao finita quefyh € expressavel em L? (dia
dica) para todo n3l.

Informalmente, o passo indutivo corresponde a

seguinte sequéncia de afirmacdes:

|al=Fne=C|alzda e [a]l<Fnsnye—(|alzdn

nao |A|;¢%£+g)+m»(]ﬁla.dyn e ndo (existe SZA com S|z A

(]

®

S ndo equipotente com A)).

Finalmente, para S%A: lS|:3, {ynw{existe ReS
com }R];Aﬁ_} e R ndo équipotente com S).

Tem-se démonstrado que, na realidade, h{L?) &
um cardinal muito grande, gque supera ag primeiro cardinal
mensuravel (ver def. IV.3.2) se & que ele existe. Para me-
lhores referencias pode-Se consultar Barwise[1972] e Kauf-

mann [1985].

IT1.4.3~ X»Categoricidade e o Teste de Vaught

A 1uz dos teoremas de LBwenheim-Skolem e dos re
sultaﬁos de Hanf, as teorias matematz;as, expressas numa 1in
guagem L, ndo sio em geral categdricas mas podem ser categd
ricas para determinadas cardinalidades, ie. todos os mode-

1os de uma determinada cardinalidade sao isomorfos.

111.4.3.1- Definicio
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Seja L uma linguagen, Zﬁis e X um cardinal infi-

nito. Dizemos que I & XA.categOrico se I tem modelos de cardi-

nalidade X e todo par deles sao isomorfos.

111.4.3.2~ Exemplo

Come ilustracdo vamos analizar um exemplo parti-
cilarmente simples: a teoria dos grupos abelianos divisivelis
livres de torsao.

: A classe KD dos grupos abelianos divisiveis 1i-
vres de tofsﬁo é axiomati;ével em 12 ordem mediante o seguin-
te'cenjunté Zry de sentencas, as que determinam o fato de ser
grupo abeliano, junto com {{¥x) (y) (n-y=x)/nz1}U{{yx) (x#0-n-x
#0)/n31}, expressas em notagao aditiva. w

| Em 1.3.9 vimos que todo membro de Kp & um espago
vetorial sobre @, e portanto, considerado . como grupoaditivo,
e Soma direta de grupos isomorfos ao grupo aditivo <@;+>. Em
particular o grupo <m4;> esta em Kp»

| Sabe-se da algebra linear que dois espacgos veto-
riais sobfe 0 MeSMC COrpo §§o isemorfos se e somente se tem a
mesma dimgnséa, sendp esta a cardinalidade do maior conjunto
de vetores linearmente independentes.

Além disso, se VE?@ com I um conjunte infinito,
entdo |V|=|I|=dim V. No caso de I ser finito temos que V & um
espago de dimensio finita sobre §, mas de cardinalidade |q]=
A o: em particular, Ip nio g ﬂ}a~categ6rica. | .

| Por ultimo, se V e W sdo modelos de Ly com vi-=

.
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._1W|§;,J%, entfo V=6Q e W=0Q com [I|x: e |J|3 A, logo, pela
discussao acima, TI|=|J[{ ie, dim V=dinm W, portantd V=W.

Temos provado entdo que Iy & X-categbrico para
todo 3\3,/%.

| 0 mesmo acontece com a teoria (formulada em 12

ordem} dos corpos algeﬁricamente féchados de mesma caracte-
ristica, como foi provado por Steinitz (ver I.3.9). Esta teo
ria & A-categdrica para todo A ndoc-emumeravel. Também nio &
g§%~Categ5rica, basta obser&ar os fechos algébricos de @ e
HX) com X transcendente sobre Q.

A versdo fraca do Principio de Lefschetzque pro
varemos mais adiante, e que usualmente requer destes fatos

para sua demonstracgao, val ser demonstrada aqui sem apelar a

estes resultados.

111.4.3.3~ Comentario

0 fenomeno que relaciona os dois exemplos dados
nio € isolado. M. Morley[1965] provou gque se um conjunto de
sentencas ZE‘-.%?S _(expreésa numa 1inguage_m com alfabeto basico
no maxime enumeravel) & A-categorico péra algum A nio-enume-
ravel, entdo € A-categdrico para todo A ndo-enumeravel {po-

de-se consultar Chang e Keisler[18731).

111.4.3.4~ Teste de Vaught (versio forte) .
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Seja IELi com alfabeto basico no maximo enumeri-
vel, ie. |olgAh, tal que 56 possui modelos infinitos.Se.exi§
te um cardinal X infinito tal que & & A-categbrico, entio to-
dos os modeles de I sao Ll'-elementarmente equivalentes, (usu-

almente se diz que % € uma teoria completa).

Demonstracdo. Sejam Jl_e(?) modelos de I, os quals devem ser in
finitos por hipétasé. Entdo, por L-S+, para o cardinal A dado
existem modelos (*z(le (3'=(Bde cardinalidade A. Mas como I &

A-Ccategorico temos que(yfzaf, logo, pelo teorema do isomorfis

mo, G-C‘_:‘_@;‘,‘;o que implica queq:(8 m

111.4.3.5- Corolario. Dois grupes abelianos divisiveis livres

de torsao sio Ll-elementarmente equivalentes.

Demonstracio. Primeiro observemos que ndo existe grupos desse
tipo que sejam finitos. Logo, € consequéncia imediata de III.
4.3.2 ¢ o.teste de Vaught, versao forte m

Em particular, <Q;%>EL1<R;+?.

111.4.3.6- Teste de Vaught (versao fraca)

Seja Ie€Ls com alfabeto basico nd maximo enumerd
vel, ie.:Iﬂiéﬁ&ﬁ, g que Sé.pﬁssui modelos infinitos. Se¢ todo
par de modelos de [ ndo-enumeravels sao parcialmente isomor-
fos,-entﬁo todb par de modelos de I sdo Lielementarmente quj

Valentes;
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Demonstracao. Sejam ﬁle(g modelos de-E; 05 qﬁais devem ser in
finitos por hipétese. Seja A um cardinal nfo-enumerivel qual-
guer, entao por L-S% -existem-modelos'alz fLe Cglz_ B de cardina
lidade 3A (observe-se que estamos usando aquela parte do teo-
rema L-S5t que nao precisa do teorema L-5¢ {ver IT1.4.1.3)). Lo
go, por hipotese, @'sp @', entdo, pelo teorema do p—isdmorfig

mo (11.5.6.3.2), temos que m':s R, o que implica queN=(R =
g

I111.4.3.7- Observacio

E importante salientar gque a prova anterior nio
precisa do teorema L-S¢ porque nao € necessdario que os mode-
.}xnagf e (", parcialmente isomorfos, sejam de cardinalidade ¢
Xatamente A. '

Nao conhecemos nenhum exemplo que possa.se Pro-
var a partir da versao fraca do teste de Vaught e que nao se-
ja A-categbrico para algum A ndc enumerivel.

" | 0 exemplo I111.4.3.2 também satisfaz as hipdteses
da verséo.fraca do teste de Vaught, ja que dois espagos veto-
rials de dimensdo infipita sobre o mesmo corpo sdo parclalmen

te isomorfos (ver I11.5.6.3.3 (ii)).

I11.4.3.8- Principio de Lefschetz (versio fraca)

Doils corpos algebricamente féechados de mesma ca-
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- - Eod T
racteristica sio Ll-elementarmente equivalentes.

Demonstracao. Primeiro observemos que ndo existe corpos fini-
tos algebricamente fechados. Logo, € consequéncia imediata de

I.3.14 ¢ da versac fraca do teste de Vaught

111.4.3.9-:Observag§0

O principio de Lefschetz.demcnstrado acima inclue
.0% corpos algebricamente fechados enumeraveis que escapavam ac
resultado 11.5.6.3.3 (i). Porém, ele ndo pode se estender com
toda amplitude a L2. Neste caso tem-se o resultado seguinte:
dois corpos algebricamente fechados de mesma caracteristica e
de grau de transcendencia infinito sobre seu corpo primo sdo
Li-eiementarmente_equivalentes (cf. Scott e Tarskif19581). Os

corpos respectivos de grau de transcendeéncia finito sido L2~
v : x

-

elementarmente equivalentes se ¢ s& se tem o0 mesmo grau, ja

que neste. caso sio isomorfos.
Corolario 1

Se ﬁp_denmta o fecho algébrico do corpo primo IFp,
e K & qualquer corpo algebricamente fechado de caracteristica

p, entdo Kzﬁ@p =

Corolario 2
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Se K € um corpe algebricamente fechado de carac-
teristica zero, entdo Kz,1C onde € € o corpo dos nUmETros com-

plexos. Em particular, QEch.ﬂ
Corolaric 3

Se ¢ & uma sentenca na linguagem elementar da teo
ria dos corpos que e verdadeira no corpo dos nimeros comple-~
xos £, entdo existe um primo p; tal que ¢ & verdadeira em to-

do corpo algebricamente fechado de caracteristica p>po.

-Demonstracio. C consequéncia imediata do coroladrio 2 acima e

da proposigao 1I11.3.3 convenientemente adaptada o

I111.4.4- Uma Aplicagao

A seguir damos uma aplicacdo concreta do princi-
pio de Lefschetz & Ceometria Algébrica, cuja prova faremos em
detalhe ja que a consideramos importante para ilustrar os mé-

todos tratados nesta tese.
Proposicao

Seja F um éor?o algebricameﬁte fechado e £:F»F"
uma aplicag¢do polinomial, ie. £=(f1,...,%f;) com fxeFiX:,...,Xn]}

para k=1,...n. Se £ & injetora, entdo f & sobre.

Demonstracio
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Vejamos primeiro que ﬁara n fixo e para £=(f...,
f,) gqualquer com graus 3f:,...,3fyn fixos, a afirma¢§0 da piof
posicdo & expressavel com ﬁma sentenca ¢ de 12 ordem na lin-
guagem dos corpos. Ilustramos este fato com nuf e 3f=m, onde
a sentenca § neste caso € a seguinte:

(¥xa) -« (yxg) [ Ovx) (yy) (£(x) =£(y)»x=y)»(¥y) 3% (£(x)=y)]1 onde
f{x} abrevia a expressao X34X1 Xbe o +Xmox .

Pelo principio de Lefschetz basta verificar que
¢ & verdadeira para um determinado corpo algebriﬁamente fecha
do de cada caracteristica.

i) obviamente ¢ & verdadeira com respeito a qual
quer corpajfinito F.

| ii) provaremos que ¢ & verdadeira com respeito a
%p.-Para isto precisamos do lema seguinte:

Lema.l%p:U{PifFi-é uma extensac finita de Fpl.
Demonstracao <o Lema

Seja Fy; um corpo finito extensao de Fp. Se aeFi,
entao exi§te m tal que apm-a=0, logo, sendo a raiz de um polil
nomioc em Fp [X] temos que ﬁegp, Portanto, Figép,_de onde UF{€
'@p. : |
| Se adﬁp, entdo a é_algébficm sobre [Fp, logofFpla)
€ uma extensdo finita de IFp que contém a, portanto FpeUr; m

Seja agora f:Fp-fFp uma aplicacdo polinomial inje
tora com f={f:1,...,fpn) e cada fke@p{xl,...,Xn}*chamemos de C

0 conjunto de todos os coeficientes dos polindmios de f. Ob-

serve~se que Cé@p, ie. cada coeficiente é'algébrico sobre Fp.
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Seja (bl,}..,bn}eﬁg e seja A={by,...,bntuUC, en-
tdao por ser A um conjﬁnto finito de elementos algébricos S0~
bre IFp temos que o corpo Fp(A) & uma extegsao finita de |IFp
tal que byeFp(A) para k=1,...,n.

Aldm disso, £ FFp(A)" & também injetora eim £D
$p(AJn§Fp(A}R ia que f 3 polinomial e os coeficientes estdo
contidos em Fp(A).

Portanto, por (i}, f}Fp(A)n ¢ sobre ﬁp{A)n, lo-
go, f & sobre.

iii) temos provado em {1i) que péra cada p pri-
mo @pk'¢; Provaremos agora gue ¢ é valido num corpo algebri-
camente fechado de caractaristica zero.

Seja FnﬁD@p onde D & um ultrafiltro nio~-princi-
pal Sob.re o conjunto dos numeros primos.

Como @p%'¢ para todo primo p, entdo pelo teore-
ma de +os (ver I11.2.2.1) temos que ﬁﬁgp]: ¢. Além disso, co-
MO é fato de ser um corpo algebricamente fechado S expreésé-
vel em 12 ordem {(ver I1I1.1.8), e todo @p'o e, temos em forma .
an‘,‘a'lo'ga que ﬁD@p £ um corpo allgebricamente tfechado.

Resta provar que e de caracteristiéa.zero. Supo
nhamos que exista nelN, nxl1, tal que ﬂDépF {n-1=0), entao, pe
lo teorema de kos novamente, {p/Fpk {n-1=0)}eD, logo, {pf@pk
(n+1=00"¢D por ser um ultrafiltfo, mas_é Ficil ver que © con
junto {pfﬁp% (n+1=0}} & finito, poftanta, 0 seu complementar,
sendo cofinito deve pertencer a D pois_D € ndo-principal’ {ver
I11.1.19 (v));.isto € uma contradigﬁo’e:ﬁprova estd conclui-

da ©
Devemos indicar que esta prbposigﬁo pode ser pro

vada também, com ligeiras modificagdes, para gualquer varie-
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dade algébrica V em vez de F .

111.5~ Apéndice ao Capitulo III:

‘Uma Demonstracao Nao-Standard do Teorema de Hahn~Banach

I17.5.1- Preliminares

Sejall=<R;$;+;;0,1> o corpo ordenado dos ﬁﬁmeros 
reais.

.Seja I um conjunte infinito e D umultrﬁfiltro:néo
principal sobre I.

| D@notanda'com'*ﬁﬂﬁifﬂ, com *f aclasse deequivalén-

cia de f(e&l) modulo D, e com * a classe da funcao constante
r(eR], definimos

*fgrger{iel/£(i)gg(i) e,

*fargethem>{iel/f(1) +g(i)=B(1) }eb,

FEvtgethesr{iel/£(1} -g{i)=h(1) }eD,

Entac temos gue a estrutura Qﬁy<ﬂR;£;},-;*O,*7>,
Col as ielagées_e operacdes acima definidas, & um corpo\ﬁrde*
nado que, pelas afirmacoes feitas em III.S.Z, € nio - arguime-
diano. Observar que podemos definir em "R ,tanto como em{ , a

valor absolute, a partir da relagio de ordem, na forma usual

{ver 11.2.4).

Alénm disso, por I11.2.5 (ii), ﬁﬁ,poée ser consi-
derada uma extensdo propria de®. Portanto, *&Lé um espago ve
torial sobre&. |
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I11.5.2~ Nimeyros Infinitesimais

Na teoria de corpes ordenados prova-se que se o
corpo K € arquimediano, entdo K deve ser isomorfo a um sub-
corpo de River 11.2.6). *(& um corpo nio-arquimediano no se
guinte sentido: existem elementos xe*R tais gue x#0 e todo
eR com r>0, |x|g¢r. B fiacil ver gque tals elementos, que  sio

chamados de nlimeros infinitesimais ou de infinité€simos, sio

inversos dos elementos infinitos cuja existéncia foi provada

em I1I.3.1.

111.5.2.1- Definicao

Ry ={xe*R/greR com ]x|$r}

*Ro={xe*R/¥reR: [x|¢r}.

0s elementos de *R; Sao chamados de elementos fi
nitos de %R, entretanto os de *R; sao justaﬁente os infinité
simos de *R.

Observa-se que RER;.

111.5.2.2~ Proposicao

i} *R; & um subanel ordenade de *R.
1i) *Ro & um ideal maximal de *R,
1ii) *Ri/*Rs=R
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DemonstTacao

i) trivial

ii) provemos que *R, € maximal em *R:i: supomnha-
mos *ReEJER1 onde J & um ideal de *Ri; seja aeJ\*Ry, entao
existem ri, r2€R tais que 0<ri<|aj<rz. Como la™*|=la]| 2<r 2
temos que a” ‘e*Ry, portanto,.cémo J & um ideal e aeJ, 1= |
ara *¢J, logo, J=*R, -

iii) precisamos do seguinte lema:

Lema, Para cada xe*R; existe um unico r eR tal que x-Tx € in
finitesimal {ie. cada classe de equivaléncia de *%R:  mddulo

%Re contém um unico ntmero rTeal).

Semonstragéé do Lema
Existéncia: sefa xe*Ri, entdo existe seR tal que |x|gs.
Coasidereﬁos o conjunto Ag={seR/lx|gs}. Temos
que Ay e um subconjunto nao vazio de niimeros reais limitado
inferiormente, pois |x|»0, logo, existe To=infAxeR.
- Se x>0 tomamos Tx=Tp, se x<{ tomamos Trx=-To¢, €

se x=0 tomamos ry=0., E facil provar que x-Txe*Rg.

Unicidade: se T1 e T2 pertencem a classe de Eqﬁiva}éncia de
x {modulo *Re¢) com 11 e T:€R, Ti®Ts, entdo r1-T2 & infinite-
simal, ie. para todo veR com r>0 temos O<|ri-r.|sv, mas to-
mand.o rm%—1r1~zai{eﬁj temos uma contradigdosm

Agora, continuando com a demonstragﬁe de (iii)
podemoé_definir a funcao

st:HR1»R

xSt (X)=fx.
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£ fiacil provar que.st & um homomorfismo ordena-
do de anéis sobrejetivo, e que Ker st=*R,, portanto, *Ri/*Re
=R @

st(x) € chamada de parte standard de x. Obser-

var que so0 ¢ definida para os elementos finitos de *R.

I11.5.3~ Teorema de Hahn-Banach

Seja E um espaco vetorial real, p:EsR um funcio
nal sublinear, ie. yx, vekE, p(x%y)&p{x)%p(yj e p(tx)=tp(x} pa
ra tz0,

Seja G um subespacgo de E (ie. GGE)} e £:G-R 1i-
near tal que y¥xeG, f(x}sp{X§-

Entao, existe F:E-R linear tal que FPM=f e yxeE,

Flxygplxi.
Demonstracao

* Seja F={(fi, D)} a familia de todos os pa-

iel
“res (fi, Dy) onde GgDisE, fi:Di»R & linear, filG=f e yxeDji,
f{(x)sp(x).

F#0 pois (£,G)eF (equivalentemente I=¢).

Para cada x=E definimos Ex={ieI/XGDi}_

Lema 1. Para cada x€E, IX:¢, ie.-axiste'(fi, Di) tal que xe

é}i.
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nemonstraciao do Lema 1. Se xeG nio temos nada que provar. Se
«¢G consideramos o _subespaco G®8Rx. Definindo g:G®Rx R dada
por g(yétx):éty)+ta, a demonstracdo standard do teorema de
Hahn~Banach nos permite escolher seR de tal moda.que (g, G&

Rx)eF {(cf. Rudinii979]) @

Lgma 2. A famitia {Ix}er'&mla?iP, ie, se xi?,.,,xneﬁ, entao
o _
k=1 1xK" ¢

Demonstracdo do Lema 2. Sejam Xi,...,xp€E, entdo por inducgdo,
a partir de lema 1, temos que existe iel tal que Xi,...,Xne
Di, ie. iely, para k=1,...,n, logo, ig’k%llxk )

Por I11.1.18 {iv) podemos concluir que existe um
ultrafiltro U sobre I tal gue {Ix}xé% u.

Agora, consideremos a ultrapotencia *&xRIXU a
qual € um espago vetorial sobre R.

Definimos £:E+*R do seguinte modo: dado xel,

construimos gX:I*R COMoO

£1(x), se 1elx
g (1}=
0, se i¢ly,
iefinimos entao %(x):*gx.
£ tem as seguintes gropriedades:
i} ¥ & linear
ii) £2G=f
iii) yxeE, FO)€p(x). |
Com efeito, paré prévér, por exemplio, gque %(x+
f}=£(x)¥%(y}, primeiro provamoé que gcn%;S{ieI/gX+y(i)=gxtﬂf
Ey(i}}{chamemos este Gltimo conjunto de H):
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Se ieIxﬂIy, entéo'ieik e iel,, 1e. gx{i):fi(x).
e gyii)xfi(y); além disso, xeD; e yeD;, logo x+yeD;, ie. ie |
Igay € Byuy (1)=E5(x+y). |

Entdo, g, (1)=f;(xsy)=f; () +F5(y)=gx (i) +g, (i),
logo, iel.

Portanto, como I, IYGU e U & um filtro, © te-
mos que HelU, logo, pelo teorema de %osS temos que *gxiy=*g,+
*gy, ie. %(x;y)=§{xj%%(y).

A prova de (iii) também € ilustrativa: primei-
ro observamos que para cada x€E, I ={iel,/fi(xX)sp(x}I}y={ieiy/
gy (1)sp(x) 3S{ieX/gx (1) sp(x)}, portanto, como Iy €U temos que
{iel/g(L)sp(x) }eU, logo, pelo teorema de fos novamente, “g
é'*(p(x}), mas como p(x)eR , temos que *{p(x))=p(x), entdo
*g.ep(x), ie. £Ox)sp(x).

E facil provar a partir dal que yxeB:-p(-x)
s%@a, o qual implica que £(x) & finito em R, ie. im £2R 1,

Finalzﬁente, podemos definiy F:.E'*HR como F{x) =

st(£f(x).E de rotina provar que F tem as propriedades deseja

das @

I11.5.3.1- Observacao

'Esta demonstracdo do teorema de Hahn-Banach ba
sepu~se no teorema do ultrafiltro que, cemo.indicamos em
I11.1.19 (iv), & mais fraco que o lema'de Zorn ou o axioma
de escolha, nos Quais se baselam suas &emonstragﬁes usuais.

Qutras aplicagles, interessantes 4 Anilise po-
dem ser consultadas emn LuxanburgI{TQGZ] e [1569], & Berns-

tein [1873].
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CAPTITULO IV

Caracterizacio Algébrica da Equivaléncia Elementar

Neste capitulo vamos introduzir as linguagens in-
finitarias come ambiente naﬁurai de desenvolvimento do método
de extensio de isomorfismos parciais, e onde seri possivel a
caracterizacdo da equivalencia elementar correspondente, a gual,
sabemos, depende da linguagem.

Vamos dar também uma generalizacio do método men-
cionado o que permitira esclarecer alguns problemas, por exem-
plo, de classificacfo de grupos abelianos. Igualmente, construi
TEMOS um sistema de isomorfismos parciais que permita a carac-

terizacBo da equivaléncia elementar em L*'
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IV.1- Preliminares Sobre Cardinais

1V.1.1- Definicio. Sejam o e 8 ordinais limites com Bsa. Dize-
mos que. B & cofinal com o Se existe uma fungdo f:f+a estrita-
mente crescente (ie. 5<7({B)m4f(5)<f(7)(<a)), tal que‘7g6f(7j
= f w .
{ 5%% £1)) o
' Isto equivale a ter uma B-sequéncia de  ordinais

{aﬂ}1<8 tal que V1§81a1<a, e fgg Oy =5

IV.1.2- Definicho. Se ¢ & um ordinal limite, definimos a cofi~

nalidade de o como

cf(ay= o menor B tal que B e cofinal conm o,
E imediato que cf{w)so, além disso, pode-se pro-

var que c¢f(a) & sempre um cardimal (ie. um ordinal inicial).

IV.1.3~ Definicdo. Seja X um cardinal. Dizemos que k & regular

se cf(kl=k, e singular se cf(k)<k.

E quase imediato provar, a partir da definigdo,

a seguinte proposi¢ao.

IV.1.4- Proposicao.
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k & regular «=>¥i<k e toda familia {Sq} de

<A
subconjuntos de k com [Sn}<k temos que §3151<k:g !
Dai & facil ver queni@% émfegular pois a unido fi
nita de subconjuntos finitos € finito. Analogamente, usando o
axioma de escolha resulta que (&ﬁ éltambém regular, pois = a
unigo enumeravel de subconjuntos enumeraveis & enumeravel. Em
geral, todo cardinal sucessor & Tegular, Entretanto,'gyt_é sig
gular, pois sendo, por definigéo, 2V;”§E£ g?% temcsqueﬁf{)/w}
A/o< A/m-
Observe-se que fgw € um cardinal limite singular.
A existéncia de cardinais limites regulares nac & demonstravel

em ZFC; tais cardinais sio chamados de (fracamente) inaccesi-

vels.

IV.2 As Linguagens Infinitarias Ly, (1)

Em II.71.9 demos um exemplo de uma classe de estru
turas cuja expressao, aparentemente natural, podia ser feita
numa linguagem que permite COnjuné6es e disjungdes enumeraveis
de formulas: a classe Krog dos grupos de torsao.

Veremos a segulr, como motivagao para a introdu-
¢aco das linguagens infinitérias, qﬁe esta classe nfo & axioma~

tizavel em L*.

[:29
j$2]
e

I

IV.2.1- Proposigdo. O conceito de "grupo de torsae' nao
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Demonstracao.

Vamos provar a existencia de grupos G e H tais

que GekK HEgKrqn @ GELlﬂ.

TOR?
Seja G um grupo de torsao tal que para todc n3i,
existe a_eG com -cian)zn (por exemplo G= & &Z/nZ).
n n<w ,
Seja ¢ um nove simbolo de constante e considere-
mos L=Th(G)U{n-c=0/n>1}.
Seja A€L finito, entao, pela condigdc imposta a G
& obvio que G & modelo de Th(G)UA, e em consequéncia de A. Por
tanto, pelo teorema de compacidade de LY, ¢ admite um modeloH.

Temos entao que HELlG pois Hk Th{G), e existe acH,

interpretacao de ¢ em H, de ordem infiniia, portanto, HfKTORE

1V.2.2- Definicho. Seja T um tipo de similaridade (para estru-
turas unissortidas). A linguagem L__ (1) & definida do seguinte

modo:

Alfabeto Basico-

- simbolos R,, F, e ¢ igual que para L'(1).

j
- variaveis (de 12 ordem): Vy,...,V4.... onde a €
um  ardinal qualquer, também USATEMOS Vg yese, Voo

- simbolos 16gicos: 3, », ++ A,V ¥, Je =.

Devemos observar que a colegao Var das variaveis

€ uma classe prépria.
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Termos e Formulas Atomicas

S&o construidos da mesma forma que para L'(t), mas
a partir da nova colegao de variaveis. Portanto, constituemtan

bém classes proprias.

Formulas

As clausulas dadas em I7.3.1.4 para LY (1) devenm
ser acrescentadas com:

Se ¥ ¢ um conjunte de formulas, entdo A® e V& sido
formulas.

Ademais, se ¢ & uma formula € V € um conjunto de

variaveis, entdo (VV)¢ e (3V)¢ sdo formulas.

a - A o, | -
Notagao. se éf{¢i}iel, escreveremes Jl.¢. em vez de A¢. Analo

gamente para Vé.

No caso de ¢ ser finito {¢1,...,¢n} temos que A
€ k31¢k’ e corresponde a conjuncao de L1:¢1A..;A¢n. Analogamen
te para Vo, | |

Se v={va} entdo BSCTeverencs (Vv%}¢ ou (Vuf i)
[

Q<A
em vez de (¥9)¢. Em forma analoga para {3V)¢. Novamente pode-

" mos observar gque no caso finito ceoincide com a  quantificagéo

de L*.

©IV.2.3- Definicao

i) se k;(&%, a linguagem L, fica definida a par-
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tir de L. restringindp v a conjuntos de varidveis de cardina-
lidade <. |

Como casc particular temos L, onde sb & permiti-
da quantificagao sobre um nimero finito de variaveis.

ii) se ki, Ly, € a subclasse de Lg, obtida res-
tringiﬁdo ¢ a conjuntos de faimulas de cardinalidade <k.

Como casos particulares temos as linguagens Luyuw,
introduzida no exemplo II1.1.9, Lwiw, introduzida no exemplo IL

1.12, e Lww que nao & outro que L.

Iv.2.4- Observacoes

1) entendendo intuitivamente a nocdo de subformu-
la de uma formula, podemos observar que, em L.y, Se uma formu-~
la tem <A varidveis livres, entac toda subformula dela também
tem < varidveis livres. Em particular, as subfcrmulas das sen
tencas de Ly fem <A variaveis livres. Portanto, para efeitos
da analise semdntica posterior vamos impor ds formulas de L,y
a restrincdo de ter <X variﬁveis_livre%.

ii) suponhamos k regular, entio & quase imediato
gque todalsentenga de ka tem <k subformulas. Agofa, tendo cada
uma delas <k variaveis livres (pois ki), temos que emqualquer
sentenca ocorrem <k varidveis en total. Portanto, reenumerando
as variéveis;'podemos observar que todé sentenga de ka e equi
valente a uma sentenca que contém s variaveis do conjunto

{v }

o a<k”

Em consequéncia, médulo esta equivaléncia, Ly ©
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um conjunto.

iii) prova-se que para k singular, toda fSrmulade
Ly & equivalente a uma de Lk%k, sendo k¥ um cardinal regular
por ser sucessor. Para uma discussao completa destas observa-
cbes, pode;se consultar Kueker [1975, pag. 42-47].

A seguir denotamos com ¢{V)} uma férmula cujas va-

ridveis livres estdo contidas na sequéncia _\?(={\)u} ). Analo-

. oA
gamente, se (fL=<A;...> & uma estrutura e o & uma assignagao de
notamos com a a sequéncia correspondente de elementos de A pe-

la aplicacdo da assignagio o« a Vv .

IV.2.5- Defiaigﬁd. Para as linguagens introdu;idas, com as res
tricdes correspondentes a cada uma delas, a relacao de satisfa

cdo & complementada com:
iy (LEA @ [al+=> para toda tbe@:dl}: dlal.
ii) Ly o[al«=> para alguma ¢e®:ml= ¢ {&]

iii) gL b (¥9)¢[Gl«= para toda sequéncia a em A:
OUk oG],

iv) (L B (3D ¢ (Tl para alguma sequéncia & em A:
FUE ¢ G111,

Aqui o significado de Glw1 & uma Sbviageneraliza

w2

cdo do caso finitario.
OL}=¢(G}[E] sera abreviada por(ﬁ(k ${a] se @=a(V)
Denotaremos com =, & 5., as relacgoes de equivalen

cia elementar em L, e Ly, respectivamente.
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IV.2.6- Exemplos de Expressdes Infinitarias

Exemplo 1- Em Lwiw podemos expressar o fato de um conjunto ser
finito do seguinte modo:

nn

VL Ex0 . Bx ) ) Y, y=x ),
portanto, Como LwleLkA para todo kw1 e Azw, temos que, por
111.1;36,_LRA nao satisfaz a.propriedade de nao-finitude (PNF),
0 que.implica que nenhuma déssas linguagens € compacta (ie.

{f@%} =} .compacta)l.

Exemplo 2- Como foi mostrado em I1.2.3, em Lwiw & caracterizi-

“vel categoricamente a estrutura standard dos nimeros naturais

com a func¢ao '"'sucessor', portanto nenhuma linguagen ka(QLmlm}
satisfaz o teorema L-St, embora, sendo Lkh i conjuntagomo foi
observgdo em IV.2.4 (ii), existe um nimero de Hanf para cada
uma dessas linguagens. Mais adlante daremos uma limitacao para
¢ numero de Hanf de algumas destas linguagens. Devemos mencio-
nar que a linguagem Lwiw tem a prcpriédadé de LUwenheim-Skolen

{cf. Keisler [1971]1].

Exemplo 3- Em teoria de grupos {(zbelianos) muitosconceitos en-
contram uma expressao adequada nas linguagens infinitarias. Em

Lw;w temos por exemplo oS seguintes:

i) grupo de torsao: (VxJngm{n-x=O),
ii) p-grupo: (Vx)ngm(pn-xmo)f
iii) grupo livre de torsaoz'él1fvx)(x¢0+n~xxo},
iv) grupo finitamente gervado:

' n
. ngw(Exl)"'{BXn)(Vylﬁgzn(yzkzimk‘xk)
onde m denota {ml,.*.,mn)ezn.
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Bxémplo 4~ Um exemﬁlo interessante & o caso dos grupos simples
na linguagem das estruturas <G8; ¢; ;l; e>. A definigéousual de
grupo simples & de 22 ordem: "todo subgrupo proéprio normal @&
trivial™, mas facilmente pode-se encontrar uma forma equivalen
te que poséa ser expressa em Luwiw:

"G & simples +m#_(Ya€G:a¢em»<aﬁ=G)“ onde <ag deno
ta o Sﬁbgrupo normal gerado por a, (cf. Dickmann [1975]).

| Em Lwin temos:

: n mn
(V) [xzes (¥y) ¥ @21 (G250 nly=y 1,2, ox £.271)]

mel
Exemplo 5- Em Lwiw:, o corpo ordenado dos nimeros reais [ =R;
£} 4, +; 0, 1> pode ser caracterizado categoricamente mediante
a seguinte sentenca: {cf. Kopperman [13967]),
L) A .
V7 Ovep) Gy vnévmﬂix(vvw42)(ﬁﬁw Vn$Vys2”

(yopus I AL v

v$+16vw+2})}, a qual expressa que toda sequéncia de nuUmeros
reais que tem um limite superior, tem um menor limite superior.
Uma prova de que todo corpo ordenado que satisfaz esta senten-
ca & isomorfo a,él,'pode ”sefhvista na referéncia citada.

Iste prova que nenhuma linguagem Lkh_com K,Apw1

satisfaz os teoremas L-5¢ e L-54.
Exemplo 6- Expresszo da Cardinalidade

Seja k um cardinal infinito e X<k. Em L, podemos
expressar o fato de um conjunto ter cardinalidade A mediante a
sentenga: _ ;
GA:CB»X)[a!g<kiya¢v8)ﬂ(Vygsik(y=va}};
entretanto, o fato de um conjunto ter cardinalidade <k podeser

eXpPresso por Agk Ty Observar que esta Gltima sentenca perten—
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ce a Ly+; (onde k* & o cardinal sucessor de k) pois o conjun-

to {Gk} tem cardinalidade k {ver def. IV.2.3 (ii)).

A<k
Em particular, ambas as sentencgas pertencema lin

guagen L.

Devemos observar, baseados em 111.4.2.4, que co-

mo todo cardinal <k € expressavel em Lyy» €ntdo o nimero de

Hanf h(ka}zk.

Exemplo 7~ Seja <X, 1; €> um espag¢o topoldgico com ]Xlzk. Em
Leskytak podemos expressar o fato de 1 ser fechada por unides
arbitrarias do seguinte modo:

k{\szkiwpx} AU (¥x) (xeUer ¥, (xeV,))

onde x & uma variavel de 12 ordem com respeito ao dominio X e
U e cada V com o<}, s&o varidveis de 12 ordem com respeito ao

dominio T.

Exemplo 8- Na teoria de grupos abelianos se generalizam as no
¢Oes de ser finitamente gerado e de ser livre de torsao da se

guinte maneira:

IV.2.6.1- Definicao. Seja k um éardinal infinito (;E&i) e G
um grupo-abeliano infinito. |

i) dizemos que G & k-gerado se & gerado por um
numerc <k de elementos de G.

i1} dizemos que G & k-livre se todo subgrupo k-
gerado.de G & iine {onde um grupo abeliano € dito livre, com

A geradores, se & isomorfo a ?Z com |I]=\).
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IV.2.6.2- Observaches

i} £ &bvio que "A,-gerado” significa "finitamen
te gerado'. |

Por outro lado, "JVQ#liVTB" equivale a "livre de
torsao’. Com efeito, se G & f{gulivre, entdn todo subgrupo fi
nitamente gerado & livre, em pa;ticular, o subgrupo geradopor
um elemento, logo, G & livre de torsdo. Reciprocamente, se G
& livre de torsdo e H é um subgrupo finitamente gerado de G,
entdo € Gbvio que também H & livre de tors3o, mas pelo teore-
ma fundamental de decomposicao dos grupos abelianos finitamen
te gerados, H & isomorfo a uma soma direta finita de copias
de Z, portanto, H & livre e G & f/g~1ivre {cf. Rotman [1973,
pag. 183]). |

11) Se k> HVO, entao G ser k-gerado equivale a
ter |Gl<k, mesmo se G for um grupo de torsdo. Portanto, ser k-
gerado & expressfvel em Lk*k (ver ex. 6 acima), logo  também
enm Lmk |

iii) E imediato que todo grupo livre & k-livrepa

ra gqualquer cardinal infinito k. Provaremos na secao IV.3 que
sob certas hip6teses.impostas sobre o cardinal k, todo grupo
k-livre & livre, |

Agora, a sentenga ¢ a seguir expréssa o fato de
G ser um grupo kmlivre, para k}(Vax na versao seguinte: "para
toda cardinalidade A<k, todo subgrupo de cardinalidade A, con
tém um nlmero X de geradores livres”. |

Seja Im{fn_ezx/mizﬁ salvo para um nimero finito de
Indices} e J=IN{T}, entdo:

o Aﬁkﬁﬁp‘) (33;?” LAy w¥y (Va‘“%mé'xs.)“
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ﬂ | - - . .._A »
A B<A ﬁgl(xﬁ"éma Yol meg (§Ma"YeF0]-

& & uma sentenca en Lk*k e portanto em ka,

IV.3- 0 Problema da Compacidade

Nesta secao vamos dar uma visac breve de alguns
conceitos relacionados com a compacidade e o tecrema de ZXos
para linguagens infinitarias., Obviamente serd incompleta e
s0 pretende mostrar o tipe de argumentos e problemas envolvi
dos neste tema.

Sabemos, pelo estudo feilto no capitulo III, que
a compacidade, mais especificamente, a (}fg, =) - _compacidade
de L! pode ser provada a partir do teorema de fos, e basica~
mente a construcao, dentro da prova, do ultraproduto que ser
viria como o nodelo procurado, fdi possivel pela existéncia
de um certo ultrafiltro. O ponto chave foio teorema do ultra
filtro que garantia a existéncia de um ultrafiltro contendo
uma familia com a propriedade de intersecio finita.

Vamos generalizar esta Situagdo introduzindo um
“‘axioma' analogo ac teorema do ultrafiltro, porém, a diferen
ca dele, nio pode sef provade na teoria de conjuntos classi-

ca {ZFC) nem usando o axioma de escolha.

IV. 3.1~ Definicao. Seja I um conjunto'com ]I|2k e Fum fil-

tro sobre I. Dizemos que F & k-completo se para toda colegdo
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F com |J}<k temos que ﬂAje F.

Antes de formular o nosso axioma vamos mostrar gue
a existéncia de ultrafiltros k-completos sobre I estd intimamen

te ligada ao problema classico do Andlise Real da existéncia de

uma certa medida totalmente definida no conjunto I.

IV.3.2- Definicdo. Seja I um conjunto com [II:k. Dizemos que X

2 um cardinal mensuravel se existe

piP(D)»{0,1} tal que:
i) w(D)=1,

ii) u & k-aditiva, ie. para toda colecio {Aj}jeJC

PLI) com lJl<k ¢ dois a dois disjuntos, temos que u(UAj}xzu(Aﬁ.

iii) u € ndo-trivial, ie. para todo xel, p({x})x05

IV.3.3- Proposicdo. k & mensuravel <=+ existe sobre k um ultra-

filtro ndo-principal k-completo,

" Demonstracio.

(=+} D={ASk/u{A)=1} & um ultrafiltro ndo-principal e k-completo
(«=) u:P(k)y+{0,1} dada por W{A)= S: ég i;g 5 uma medida k-aditi

va e nao-trivial sobre k #
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IV.3.4- Proposicdo
Se k & mensuridvel, entdo k & regular.

Demonstracdo. Suponhamos {Aj}jQJEP(R) tal que |J|<k e VieJ:
ALix
] |
Como p & k-aditiva, entdo para cada jeJ: p[Aj)z
u(xg£$})xxéA p{{x})=0 pois y & nao-trivial.

i .-
Por outro lade, e facil provar a partir da defini

¢go de u que para toda colegao {B h com ]J|<k,que u(UBj}g

ied

Zu(Bj}, poertanto, u(UAj}$Zp{&j):0, ie. u(UAj)xO, logo, Uijk

pois u{kl=1@

1V.3.5~ Definicao. Seja I um conjunto com |1|3k e k regular. Se
ja SQP(I) com a proprie&ade de k—intersegéo (ver def. III.1.8

(11)). Definimos <S>={BfI/existe {A;}; €5 com [ Ti<k e nay €B}.

jedJ”

1V.3.6- Proposigdo. Se S{SP(I}) tem a propriedade de k-interse

' ¢Ho, entdc <85> & um filtro proprio k-completo.

Demonstracio. Basta verificar que & k-completo, o demais & tri

vial.
Seja {By} .y &<S> com 1L}4k, entao, para cada lel
‘ n | |
existe {Alj}jeJl com [Jy|<k e JAI CBI, logo, fgL jgbi Alj c
ilek
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Agora, seja J"l L 1 € consideremos a familia
{Alj}l eJ? entao como k € regular temos que |J[ |1gLJl[<k’19

g0, como ;2JA13 B temos que Be<S> g

IV.3.7. Proposicdo. Para k regular e [I|3k, as seguintes afir
magcoes sao equivalentes: |

i} todo filtro proprio k-completo sobrel pode ser
extendide a um ultrafiltro k-completo,.

1i) toda familia SEP(I) com a propriedade de k-

intersecdoc esta contida num ultrafiltyo k-completc.

Demonstracao

{(i)=+{ii): Basta observar que 5&<5>, o qual, pe-
la proposigao anterior & um filtro proprio k-completo.
(ii)=+(i): Basta observar que todo filtro pro-

prio k-completo tem a propriedade de k-intersecao @

Iv.3.8- Definigao. Para k regular (e a falta de um nome mais

apropriado) chamaremos de propriedade do k-ultrafiitro (k-U)

qualquer uma das duas afirmacdes acima equivalentes.
Esta propriedade nao pode ser provada na teoria
.de conjuntos IZFC porque implica a existencia de cardinais {fra

camente) inaccesivels (ver secao IV.1),.
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IV.3.9- Proposigao. Se k e regular e k satisfaz a propriedade

k-U, entdo k é mensuravel.

Demonstracdao. Como k ser mensuravel equivale a existéncia .de
um ultrafiltro nao-principal k-completo scobre k (ver IV.3.3},
basta provar que em P(k) existe pelo menos uma familia com a
propriedade de k-intersecao.

Seja S={Atk/]A%|<k} e seja {Aj}jeJES com 1j|<k;

ﬂ - a . (.::: & i i 11 -
5€ JA3 $, entao JgJAJ k o qual e impossivel por ser k regu

j€
c
lar e cada [Aj]<k e |J|<k. Portanto, ngAj¢¢'
Finalmente, o ultrafiltro k-completo que conténm
S sera ndo-principal porque 5 contém obviamente os subconjun-

tos cofinitos de k@

IV.3.10- Teorema de Los para a Linguagem L,,

Seja k um cardinal regular e I um conjunto com

. 8 -
iel uma fa

{113k e satisfazendo a propriedade k-U. Se {Cﬂi}
milia de estruturas e D & um ultrafiltro k-completo sobre I,
entéclﬁara toda ¢€ka e toda assignagaoc a em ﬁDCRi temos (ver

I11.2.1.3), Ok ¢ (81+—{iel/OL; F ¢1a;1TeD.

Demonstragdo. A prova & a mesma que para o caso de L'  salvo
nes seguintes casos:
i) se ¢ & 5g3¢j com |J|<k.
| ﬂDGLiF j/@\th:j[os]*v“w para todo jeJ: ﬂDCRiLi¢j{a]
«=+(por hipdtese indutiva) para todo jeJ:{ieI{ﬂliF ¢j[ai}}€D'
. +==>(poT ger D k-completo) j@l£l€z/61iF ¢j{ai]}€D +=+{1€IXVj€J:
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Ol F ¢50a;13eD +m»{iel/cnik=5Q5¢j{5i}}en.

ii) ¢ & (J%Jv Y com [J]<k.

T dl L (BV Yolale=r existe {*f, }JEJ BGI tal que

D{ﬂ szia[ ]} +=> para {*f. }353 temos que-{1d¥6ﬂikvim{*fj]i}}
€D «=> para { £, }363’ {16I/51 Ly %{ (1)}3}€D *“*{iQIfULiF
£3vj)w{ai}}enm

IV.3.11~ Definigdo. Um cardinal k & dito compacto se k € regu-

lar e todo I com |Il3k tem a propriedade de k-ultrafiltro,

iv.3.12~ Proposicao
Se k & compacto, entdo Lyx & (k,»)-compacto.

Demﬁnstrégéo. Seja £ uma colegdao qualquer de sentengas em ka
tal’qﬁé toda AeP (Z)(z{QEZ/[&|<k}) tem modelo. Provaremos que
Z tem modelo em forma analoga ao caso c13551c0

Se;a I=P, (Z) e para cada Ael sejam CRAF A (que por

hipotese ex1ste) e A ={A’€l/AEAY.

Afirmacio 1. {AS}AEI tem a propriedade de k-intersecao.

Com efeito, seja {A A3 3 e com |J{<k, entdo, Como

Rt

k regular, ]ngAj[<k,'ie. JU Asel; além disso, para cadajeJ

J J
' ' ; e N AL
zk temos Que

Agora como k & compacto €
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existe um ultrafiltro D k-completo sobre I tal que {Aﬁ}&GIED‘

Afirmacdo 2. O,k 1.

A prova € id2ntica a0 caso clissico e serd omiti
da {ver 1I1.2.3), onde o teorema de tos e aplicavel por D ser
k-completom®

A seguinte proposicao reproduz a situacao  dada
em 111.1.14 com respeito a propriedade de nao-finitude numa

linguagen {(Vg,w)~compacta.

IV.3.13~ Proposicao. Seja k compacto e I uma colecao de sen-
tencas de Ly, tal que o conjunto {JAl/k 2 e |Al<k} € cofi-

nal com k (ver IV.1.1), entdo existe Lk © tal que |A]»k.

Demonstracado. . Para cada A<k consideremos a sentencga

8, @vha)

i<j<k€vixvj}€ka (SA &;???SS& a exzsten;;a de A ele

mentos na estrutura).
| Seja I*=XU{6,/A<k} e ASL’ com [al<k. Como k & re
gular temos dque Y =sup{i/@,eprl<k, logo, pela condigac de cofi
.nalidade,'ZU{Bf} tem modelo e obviamente todo modelode ZU{SQ}
& modelo de A, portanto, A tem modelo.
- Finalmente, como ka & {k,m}~ccmpacta, L’ tem um
modelc(ﬂ_;<A,...>, ie. CX.P L e lA|3A para todo i<k, logo;

|Alzk B

Coroliario. "Ser de cardinalidade <X'" ndo & axiomatizavel em

.ka (Ipara k compacto) &
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IV.5.14- Proposicdo. Se k & compacto, entdo o nimerc de  Hanf

Demonstracao. Seja I uma colecdao de sentencas em Lyy € suponha
mos que I tem um modelo (J\ com [A]3k.
Acrescentamos & linguagem a colecao de constantes

distintas {c} com |I|=a>]A].

iel
Seja ©7=IU{¢;»¢;/1,jel}. Se s€1” é tal que |al<k,
" entio obviamente (| € modelo de A, portanto, como Ly & (k,=)-
compacta, I’ admite um modelo (B, ie. @Bk I e |Blza>]Al.

Em consequencia, pela definic¢ao III.&.Z.i,h{ka}s

Finalmente, por IV.Z.6 {exemplo 6}, h(ka)zk, 10=-
A seguir daremos uma aplicagdo intevessante, dos

resultados anteriores, & teoria de grupos abelianos {(cf. Eklof

(18771).

IV.3.15~ Proposicao . -

Seja k um cardinal compacto com k>5&? e G um gru-
po abeliano infinito. Se G & k-livre, ent3c G & livre (ver de-

finicdo IV.2.6.1 {ii1)).

Demonstragao, Introduzimos na 1inguagem ka (adequada a4 teoria
de grupos abelianos) uma nova constante ¢, para cada aeG, e um
predicado undrio P, obtendo a linguagem L 7.
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Seijam as sentencas

i il
o1 Ny vxad e ) U G eyopbyn (B oxi 201,
. n =0 , N
82z (V) U, (3xa) e Axp) [0y Oy ePhgiynly=; 2 mox] -

G de P em G &

6, expressa que a interpretagdo P
um conjunto linearmente independente (no sentido da teoria de
grupcs abelianos), e 8. expressa que pC gera G.

Com respeito & ﬁotagéo: m significa (my,...,m)),
e x;eP significa P(x}.

Observar que' 81,. 82€L*m-§; Lt?ﬂi pois k>A/g.

“Além disso, devemos mencionar que um grupo G sa-
tisfaz 9; & 8, se e sO Se contém um subconjunto PG de gerado-
res livres (ie. linearmente independentes), (1sto tem Como con-
sequéncia, em particular que a classe dos grupos livres (abe-
lianos) € axiomatizavel em Luiw(tf) onde 10 & o tipo T de es-
trutura dos grupos abelianos aérescenta&o com um simbolode pre
dicado_unériq P; veremos depois que esta classe ndo & axiomati
zavel em“Lgm(t},.henes o sera em Lwiw(t)).

... .Seja Z={121mi-gai;0/n<w; alf...,aneGe em G:igzmi'
ai;GU}(observar que 1SLw ), e consideremos Z°=IU{8;,6,}.

Seja A%%* com |A]<k, vamos supor que 81;8253, en-
tao A envolve <k simbolos c,. |

Seja 5={aelG/¢_ ocorre em A}, entdo o subgrupo G’
gerado por $ tem cardinalidade <k. Logo, como G & k-livre, te-
mos gque G’ & livre. Obviamente G? satisfaz as sentengas de L
contidas em A, além disso, pelo dito acima G’ também satisfaz
8, e 6, portanto, G’ & modelo de by

Agora, pela compacidade de k, I} tem um modelo F

que por satisfazer 8y e 6, & um grupo livre.
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Afirmacao. G esta mergulhado em F.
Com efeito, seja f:(+F

a+b
a

onde cada ba € a interpretacio de ¢, enm F.

i) £ & injetora: £(a)=£(a’)=rb, =b_,=>C =C_,—>a=a’
{pela escolha dosd, ).

1i) para provar qué flay+a2)=f(ay)+f(az), basta

pProvar que bai;aa=Fbal+§az.

E =F
=bg e by b, =Tby

2 H

Suponhamos b, | -
F, a,+a, ata,

ba: ° e bélébagiba’xPO, mas como F € modelo de I temos que as

entao b

. - G
-o=0 8 ¢ -+ - =0el, 1e. em G, ai+as=
18, Ta? * » Bitdz= & ©

sentencas c :
& Gip+dz ad a

a1+33=ca’, logo, a=Ca’ e baagbg » portanto, by .5 =b, +by .
Finalmente, sabe-se que todo subgrupo de um grupo

(abeliano) livre € livre, em consequéncia G & livrew

IV.%.16~ Observacoes .

i} ?or IV.2.6.2 (ii1i), podemos concluir que se k
&€ compacto nac-enumeravel, entao ser um gruﬁo livre equivale a
ser k-livre.

Portante, se existe algum cardinal compacto nao-
enumeravel k, alclasse dos grupos abelianos livres € axiomati-
zavel em LQQ(T)@Qka(T)), onde T € o tipo de estrutura dos gru
pos abelianos (sém nenhum predicade adicional).

ii) a pfova anterior nio e aplicévei a k=o, ape
sar de ser compacto, pois as sentengas 6;,826Lw1w$me. Mais do
que isto, a ?r0posig§0 nio e valida para R=ffa 53 que, por exem
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plo, 2% e Jfg-livré.(ie. livre de torsﬁoj mas nao & livre fcf.
- Dickmarn [1975, teor. de Baer-Specker, pag. 3801).

Para kz)fg temos o seguinte resultado: se G & li-
vre de torsio e finitamente gerado, entdo G & livre (cf. Rotman
[1973, pag. 192]). |

iii} sabe-se que mensuravel ndo implica compacto.
Seﬁ a hipétese de k ser compacto, melhor ainda, sem a proprie-
dade dé k-ultrafiltro pode~sé provar que se k & mensuravel, en
tao L%k & (k,k)-compacto {c¢f. Chang e Keisler [1973]}, com o
que pode-se provar a seguinte versao fraca da proposicdo ante-
rior: se G & k-livre (sendo k mensuravel) e |G|=k, entio G &
livre.

iv} devemos destacar que Shelah [1975] provou sem

hipoteses fortes o seguinte: se A & um cardinal singular e G &

um grupo abeliano i-livre com |G|=X, entdo G & livre.

IV.4- Caracterizacao Algébrica da L-Equivaléncia

Nesta segao vamos dar os resultados centrais da
tese, os teoremas de caracterizacdo algebrica da -equivdléncia
elementar em diversas linguagens. Fundamentalmente provaremoso
seguinte, mas numa versao generali;éda: se (ﬂ,,ﬂ?eﬁst(T), en-
tao, (Il Zony (B wg},zp@ .

Também daremos o resultado classico da caracteri-
zagie da Llweqﬁivaléncia elementar dada¥por Fraisse mofifican-

do apropriadamente a definicdo de estruturas parcialmente iso-

morfas,
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IV.4.1- Definicdo. Seja A um cardinal infinito e (Jb, B eEst(w).

Dizemos que Jle {A sio A-parcialmente isomorfos se existe uma

familia I de isomorfismos parciais de (I em B com a proprieda-
de de )x-vaivé'.;m (Back-and-Forth) seguinte:

-;‘.;.i) {Forth) se fel e SE€A com [S|<A; existe gel tal
que f€g e Séé:c:mg. _
 ii) (Back) se fel e REB com |R|<A, existe gel tal
que f€g e Réimg. |

Este fato sera denotado com ,j]?,z.)\(b), ou _E:‘ﬂ,z}\@ se
queremos especificar a familia I. Deve-se observar que © para

k:(yg temos: gp {ver def. I.3.11}).

IV.4.2~ Proposicdo. Se GLE;\@ e A<, entio L B (en particu-
lar, para l:;’Vo).

‘Demonstracio. Come [Al<h, existe fel tal que A=domf. Se f nécéso
bre, existe beB\imf e gel tal que f£g e beimg, o que implicaque

existe aeA\domf com g(a) =h (=) B

IV.4.3- Exemplo. Se F; e F, sao grupos livres (abelianos) e

1Fil2x, |Fzlz) com X ndo-enumeravel, entdo, Fiz,Fa.

IV.4..4I- Observagao. Se{J’L,‘(B eBsti1) e (L= (B, entdo para todo A:
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GLZ}JQ’ Ademais, ée’fd temos qu.e(ﬂ,ﬁ@mgls,z@ , em particu-

la todo A:f} = = @,
ar, para todo A:f] AGB“”'dL p

1V.4.5- Definicdo. Dizemos que UL & fortemente A-parcialmente

isomorfo a 63, ¢ denotamos com(ﬂ/zidg, se existe uma familia I
de isomorfisﬁos parciails de ﬂL,em{B tal que Izcnshdg e I & fe-
chado por unides de cadeias de func¢Ges de comprimento <ci{A)

(ver def. IV.1.2).

1V.4.6- Pro?osigﬁo; Se Otzifg e |A]x|Ble, entdo M = .

p}p<k & B“{bp}p<k os dominios de (L e

3 respectivamente enumerados, e seja {7a}u<cf(k} uma  sequen-

Demonstracio. Sejam A=1{a

‘cia estritamente crescente de cardinais <A tais que supﬁhmk.

Definimos £o%...¢f %...(a<cf(A)) da seguinte ma-
neira:

i} £, & qualquer foel previamente fixada.

~ii) se o & um ordinal sucessor, entdo existe 8,

ordinal 1imite, e n<w; com n=0 & w=B+n. Se n & impér, defini-
mos fB%n: algum gel tal que f84n?1§g e {ap/p<Qa}Edomg, a qual
‘existe pela propriedade Forth ja que 5la<x. Se n & par, em'fog
ma anélogé, definimos-f8¢n= algum g2f6+n;1,tal_qpe {bpjp<7a}§
img.

iii) se @ € um owxdinal limite, definimos fa= Y fo
el pois I g fechade por uniaes.de cadeias de comprimento <cf(A)
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Finalmente, definindo f= U f35 temos que domf=A

_ ) : , _ N a<cf(A)
e imf=B pois, como sup?u=h, entao U{? §§<qa}er Ufgggpqna}zB.
a<g oA

E facil verificar que f € um isomorfismo. Mais do
que isso, esta proposicao € uma perfeita generalizacido da pro
posicdo 1.3.12 que estabelece uma espécie de reciproca da ob-

servacao anterior 8

IV.4.7- Teorema de Caracterizacao da Lgj-Equivaléncia Elemen-

tar

Para todo par de estruturas (JL, B eBst(1):

o “K@ W&EWA(B .
Pemonstracao

(#»j supoﬁhamos I:ﬂLEAﬂB. Provaremos por induc¢dao na complexi-
dadé das férmulas ¢(X)el,, (1), com |X|<r (ver obs.IV.2.4.(i)),
que para toda fel e toda assignagﬁo de valores o em domf, ie.
% (xX)=aedomf, %emas que : |
gLk eEe— Bk s L@

Veremos somente 0S passos iﬁdutivos importantes
(ﬁara os demais casos ver a prova feita em I11.5.6.3.2}.

i) se ¢ e .A¢i (sem limitacdo de cardinalidade).
Cﬂ};}\@i[§]+W+ para todo i:OLF $i{E]+m+ por hipotese indutiva, .

-'p'ara todo i: Rk ¢i£f{§)}+ﬂ+@}=[§¢i_{f(§)].
ii) ¢ & (I X,V) com |V|<A.
'01}:(3?)@(?,?)[5]:+ existe beA com |5[<A tal que
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Uk v, Bl= (pela ﬁfopriedade de Back-and-Forth) existe  gel
com f¢g tal que Bedomg e JLE v[3,b1=> (por hipdtese indutiva)
BEvig®, ¢e®I=—BE i@, gMI=FF @GOv&E,DI£E)].

- Em forma analoga prova-se que G}}:(Bij{f(E)] im-
plica @l & @Wvial.

Isto completa a lﬁdugao e mostra que péra toda
sentenca o: Lk ov=> B o, ie. Q :w)\@ .

(+=) suponhamos Elsmxﬁg, Vamos construir uma fami
lia I de isomorfismos parcials tal que I:d{zkdz.

Por simplicidade vamos supor que as estruturas sao
relacionais, ie. nao contém funcdes nem constantes (isto acar-
reta o fato de que todo subconjunto da estrutura & dominio de
Qma subestruturaj.

Definimos a familia I da seguinte maneira (@ deno
ta uma colecdo qualquer de elementos de A): I={f:3=f(d)/|2a}|=
LE@) [<h e Vosly, s gLk ¢(@le= B ¢1£(2) 1},

I1#¢ pois a fungao vazia f el §a que pela suposi-
cdo, m}‘@ ie. Yo (sem variaveis 11\?‘1‘85)16]_1: o=+ Bk a.

Provaremos que 1 tem a propriedade de A-vaivém
{baéta provar a propriedade Forth).

Seja fel e EeA_cém |cl<) e TNE=¢. Devemos provar
que existe FeB com 1Bj=]T] tal que |
(*)....weLm'}\_:gU: o[a,Cl«=> Pk ¢ [£(3), BI.

Neste caso podemos definir g:aUc~£(a)Ub mediante
g{ﬁ):f(g} e g(c)=Dh (supcense.enumeragaes apropriadas de € ¢ D).

Além:disso, a partir de (*) & fécil provar que ¢

é um isomorfismo. Com efeito, chamemos de W=alc e g(m)=£{a)UB ,

entaop, pela defznlgao anteriocr temos:
voel,, « (JUE cb[m]*—“(BF ¢£g(m)},
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Em particular, para ¢ da forma vi=vj temos que
' . A
m"}’ (Vi=vj} {Iﬁl ,Tﬂj]-&m-av@% (V1=V3) [g{mi) . g(mj)] , ie. mim_ mj+-=n—1»

g{m-)ng(m }, 0 que significa que g & injetora, mas como  por

definicao i sobre, temos que g € bijetora.

Agora, o argumento anterior aplicado a ¢ da forma
R{vl,...,vn) produz_ o fato que g preserva as relagoes; por tan
to, g e um isomorfismo.

:'Finalmente, provaremos que existe BeB com |B|=|E|
tal que se satisfaz (*) na seguinte versao aparentemente fraca:

CVéel,y i Lk ¢(3,T1=> Bk ¢[£(3), Bl, i& que ela im-
plica sua propria reciproca (basta aplica-la a "1¢).

Seja S={BeB/|F|=|C|} e suponhamos que para  todo
~ Bbeb éxista_uﬁxa formula ¢~5(5€,?) €l,, tal que Lk ppia,cl - &
@ Flegl£(R), BI.

Seja Y(X,V) a férmgla EQS¢B{§’§jELWA’ entiao temos

(jLF EQS¢E[€,E}, loge, para V com \?[z|€l,CRF=GBV}E£§¢B{E].

' | Agora, como fel e a formula (BQB‘QS(I"EELM  temos
que CB F (3?}g£g¢5[f(g)], ie., existe deB com ]H‘:l?]xlgl {ie.
HeSj tal que G}L:Eé%¢g{f(§}, 1, ie. para todo beS:

Bk %{f('&'{} , d], em particular, para b=d: @ L ¢-§[£(E§} , Gl(=p

1V.4.8- Consequeéncias

i) toda linguagem Loy © portanto,‘LkA; tem a pro
priedade de isomorfismo, pois i s@ﬂﬂsk@ ﬁa%)\f@ =M=k B -
ii} para R:(yo=m temos:

UL 65 +%GL ‘3“':{3@ €. partlcular, a relacao gp o
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transitiva, assim como as .=,.

iii) esta ultima equivaléncia implica que, num
certo sentido que precisaremos depois, a linguagem L _, & maxi-
mal com respeito a ter a propriedade de Karp (ver II1.5.6.3.1},
em particular, para A>{%ﬁ, 1.y a0 tem a pf@prieéade de Xarp.

iv) de (ii).acimé ¢ de 11.5.6.3.2, resulta que pa
ra todo par de est‘ru;uras (}'L,@ eEst('r):GLEm_CB MGLELZ @
~ v) o principio de Lefschetz, na versdo dada em
IT1.4.3.8 para os corpos algebricamente fechados de mesma ca-
_racteristica, ndo & valida em Lwy, pois existem corpos algebri
camente fecﬁados enumeraveis de caracteristica zero éue nao sao
isomorfos, por exemplo, os fechos algebricos de Q e Q(X) onde
X é_transcendente sobre €, o que implica; por 1.3.12, que tais
estruturas ndo sio parcialmente isomorfas, ie. nio sao Logy -€1e
mentarmente equivalentes. |

Embora o principio-de Lefschetz pode-sé recuperar
na seguinte ve;sﬁo: se Ki e K» sdo corpos algebricamente fecha
dos de mesma caracteristiéa e de grau de transéendéncia infini
to sobre seu corpo primo, entdo KiE ;K». |

A prova se faz divetamente provando que sao parci
almente isomorfos e & similar a dada no exemple I.3.74.

Devemos salientar que o fato de ser de grau de
transcendéncia infinito sobre seu corpo primo & expressavel em
Lwyw, € portanto, em Low.

| vi).podefse provaf que a classe dos grupos abelia
nos livres ndo € axiomatizavel em Loy {comparar comIV.3.16(1)],
mostrando que existem grupoes G livre e H néo—livre fais que
GE wyfl» | |

Com efeito,-G:%Z e H:%Z.com J um conjunto de Indi
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ces infinito servem para este propdsito.

Uma prova de que Gsz pode ser vista em Dickmann
{1975, pag. 381].

(vii) (Scott) se(le @B sio enumeriveis e OL=.u,
entio (L = Bc1.3.12).

| A seguir vamos nos encaminhar hacia a caracteri-

zagdo algébrica da L'-equivaléncia elementar. Para isto vamos
definir um sistema adéquado de isomorfismos parciais do modo

seguinte.

IV.4.9~ Definicao

Sejam dl,,@aﬁst('r} . Di;embs 'que_(_'ﬁ,e@ sao finita

mente isomorfos, e denotamos com dlsfég, se existe uma sequen

cia ?In}n<m tal que |
i) cada I_=¢ & uma colegdo de isomorfismos par-
ciais de (flem & .
1i) {Fsrth}ﬁfeln;1 e Vael 3geln/£§g e aedomg.

iii) (BaCk) stin%1 e VheRB Qgelﬁ/fﬁg e beimg.

M

C teorema de caracterizacfo devido a Fraissé vai
ser demonstradc-para estruturas relacionais e com um nimero
finito de relagﬁes. 0 fato de ter 50 um nUmero finito de rela
. ¢O0es & essencial como & mostrado em Ebbinghaus, Flum e Thomas

[1984, pag. 187].

- 201 =



IV.4.10- Definicao

Definimes-o'yosto quantificacional de uma formulg
por inducdo na complexidade, da seguinte maneiré: se ¢, pelLl,

qr(¢) =0 sé $ & atdmica.

qr (19)=qr () |

qr (4nv) =ar (ove) =qe (9] =qr ($<p) =mix (qr ($)gr(¥)).

ar(@x)9)=qr((¥x)8)=qr(s)+1. |

qr mide em certa forma o nlmero maximo de quanti-

ficadores encaixados na formula.

IV.4.11- Teorema de Fraissé

Seja T um tipo de similaridade relaciomal finito
el ,BeBst (1), entio
Q=B =0 @

Demonstracio

| (=) seja Iz{ln}n<m tal que I:alsfég. Provaremos
‘que para toda $(xi,...,% )eL*(7) com qel{dlsn, para toda fel e
pars a;,..,,akeA, |

AL E¢lay, .o ua le= @Bk 01£(a1), ..., £a) 1.

Por inducao na complexidade da formula, mostrare-
mos $0 0 caso mais importante:

Sé ¢ € (33p (X2, .. ,x, )5 neste caso deve-se obser
var ‘que o passo indutivo preserva o posto quantificacional, ja
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que se qridé}<n, entdo gr(y)sn-1l, OQL:(Hx)w{al,...,ak1+m+ exizg-
te aeh tal que Cﬂ}:w[al,...,ak,a]«m+ existe aeh e geln-1 com
feg tal gue aedomg € @LF ¥lay,...,a,,al«=> existe aeA e geIn-1
com feg tal gue aedomg e CB Ltb[f(al},.,.,f{ak), g{a) J+=> exis-
te beB e geIn-1 com feg tal que beimg e (B k wif{al},.¢.,ffak),
bl+=+ existe heB tal que 58 Fiﬁ{f{ali,...,f{ak), b]+z*{8 L(ax)w
{fiali,.u.,f(ak}]-

Portanto, para qualquer sentenga ¢ de qualguer
posto guantificacional n e gualquer feln temos:ﬁﬂ&:c+¢» dg%=c,
ie. fL Eleg .

(«=) para provar a reciproca necessitamos do se-~
guinte fato: para k fixe e n fixo, existe sO um nimero finito
de formulas w(xl,...,xk)sthT) com gri{pl<n gue nao sao logica-
mente equivalentes, onde dizemos gue wl(X1;~~oer) e Ve
{xl,,..,xk3 sido logicamente equivalentes se F (Vxl)..,{vxk)(wl
%+¢§)._{Em terminologia 16gica, e dado o teorema de completude
de L*, isto pode ser entendido do seguinte modo: toda formula
pode'ser.transformada numa forma normal prenexa Gnica, e para
k é n fixos sb existe um niimero finito de formas normais dis-
tintas, j& que elas sdo combinacgbes Bcoieanas das Férmulas atd
micas, préceéidas ﬁar una cadeia finita de quantificadores nu-
ma ordem determinada).

Justamente para n=0, le. para féfmulas sem guanti
ficadores, se satisfaz pela exigéncia de ter s um nimero fini
to de simbolos de relagdes na linguagem.

Suponhamos(TlELiﬁg. ?ara cada n<w definimos: L=
(£:a7=£0271/8"={a1,...,a,} e Vh(xa,... x )€l (1) com qr(¢)en:
OLkotan, . a e BEotetan, ..., Ela))). "

| Cada I_=¢ poiS'comoCILéLI{B temos gque f=¢el .

Provaremos a propriedade de Forth seguindo os mes
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mos passos que na prova de w.4.7:

Sejg fel . com dcmf:{al;..,,ak} e seja aeA\donf.
Devemos provar que existe beB tal que V¢{31,...;xk+1)eL1(r}com
qrig)en: (*)....k ¢{al,..,;ak,a]+=*(3k plf(a1), ..., £(a,),b].
Neste caso, definiriamos g com domg={a1;,..,ak,a}, img=
{f{alj,.,.,f{ak),b} e g(a)=b. (BEm forma analoga a iV.4.7- pPro-
va-se que g € um isamorfismo; igualmente basta provar a impli-
cagao =+ em {*})},

Suponhamos gue para todo beB exista uma  formula
q}b(m""’xkél) com qr (¢b}\<ﬁ e (7],[: r;)b{al;,..;ak,a],mas@}:ﬁ:pb
[£(a1) ;... Ela),b]. o

_ | Sejam bl,*..,bmeB tais que as fSrmulas ¢b1’“"¢bm
sejam uma colegdo completa de representantes nao lggicamente
equivalentes entre as ¢y © co%sideremos a formula in¢b‘; Pe-
las suposigoes temos que d}}: /\ ¢b {alé...;ak,a] ie. i) L(dx)

m
_ﬁ ¢bi{a1,...,ak], mas a formula (Ex} A @b tem qren+l e k va-

i1

riaveis livres, 1ogo como feln+l e Satlsfdé aquela formula,

temos que CBF {(3x3 A ¢b {f{alj 'f(a )], ié. existe ceB tal

que &}F ,Ah¢b [f{al) f(ak) c}, portanto para . todo
bi, i=1,...,m: Bk %, [£(a1), N JEM IS

_ Seja bl tal que ¢E— & logicamente  equivalente

a'¢c, ie k (Vxl}..‘(vx 1J(¢b *+¢ }, em particular & B,
[£(21),...,f(a),cl (=)@

IV.4.12~ Observagoes

i) em I11.2.5 (ii} foi mencionado o fato deque se




i

gl e K: sac corpos ordenados real fechados com Ki€ K., entac
Kl<ﬁ.Kg,.iStG implica que K:Z; *Kz.

Na realidade po&emse provar mais: qualquer par de
corpes real fechados sdo L'-elementarmente equivalentes. Com
efeito, se Ky ¢ K, sio real fechados, entao existem subcorpos
F1C Ky ¢ F, €Ky, tais que Fi=§=F, onde § & o fecho real dé aQ.
Entéo KlleFleQELlKE, logo,lpeld teorema do isomorfismo kZnKa

Em consequencia, todo par de corpos real fechados
sao finitamente isomorfos.

Por outro lado, pode-se observar que em geral nio
sao parcialmente isomorfas; ja que existem corpos real fecha-
dos arquimedianos € nao-arquimedianos, fato que pode ser  ex-
presso em Lwyw (ver II.1.11), e portanto também em me

ii) existem outras caracterizagoes da equivalénda
elementar na linguagem L® que também poderiamos chamar de algé
bricas, porém.sem envolver o conceito de isbmorfismo parcial.

Quiga uma das mais importantes & o teorema da ultrapoténcia de

KeiéleraShelah:G}ELkB +~=> existe um conjuntoI‘e uym ultrafiltro
D sobre I tal que Cﬂ}/Ds(ﬁlfD, {(cf. Chang e Keisler [1973, pag

31910,

IV.4.13~ Digressao

Com estas caracterizacoes tem-se conseguido uma
boa aproximacioc do enfoque linguistico ao enfoque algébricodas
estruturas matematicas. Saber que duas estruturas, peorexemplo,

sao parcialmente isomorfas, & saber quase tudo acerca delas,

- 205 ~




Como diz Barwise {1973, pag. 32], se ambas as estruturas  nao
sao isomorfas quica seja'por razoes triviais de cardinalidade.

Isto reforga o velho problema filosofico acerca
da expressabilidade; que mais podemos conhecer ou saber do mun

do real senso aquilo gue podemos expressar?

IV.5- Comparagao do Poder Expressivo das Linguagens

Nesta secao final vamos dar alguns critérios para
relacionar linguagens enquanto a seu poder de expressao. Usual

mente se dao os dois seguintes.

IV.5,.1~ Definicgao. Sejam L; e L duas linguagens adequadas ao
mesmo tipo T. |

i) Llsng+ﬁ% para toda sentenca ¢el, existe uma
sentenca pel,tal que Mod%:£¢}:ModH£(¢}. |

"i1) Liagploe=> para todo par de estruturas (1, @ «
Est(1) L ELE--@) W&({{ELL@ .

No primeiro caso diz que L; € interpretavel ou re

presentavel em L,. £ obvio que se L&€1L,, entio L; & interpreta

. i -
vel em L2. Por exemplo, nesta tese estamos considerando L7g, L

Pal 4

para teda linguagem L introduzida, Li, Lé (28 ordem monadica),..
: Lé'(za ordem diadica), L*® {22 ordem total), ka,...

- Fean 2 2 2
Alem disso, temos por exemplo, LMSMLDSML s ka Sy

L Um caso nio-trivial de interpretabilidade mas ndo conten

cn?\'
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sio & o seguinte L&&MLE como vimos em II.5.6.2(ii).
Por outro lado, como fol observado em Iv.4.8
(iv), Lisﬂgﬂh. Nic & imediato neste caso que se satisfaca a

reciproca ou que se satisfaca para a relacgao Sy

i

IV.5.2- Proposicao

M

Bemonstracao

Para abreviar escreveremos no que Segue: I; por
Ei';i’ |= 1 por 1=L1’ etc. |

Suponhamos dlzzﬁg e seja ¢ uma sentenga de L;.
Se G?LF 16 entiao Cﬂ eMod: (¢), mas por hipbtese, existe ¢ em L,
. tal que Modi{9$)=Mod, (¥ , entao (] eMod, (¥}, ie.. 0{}-_ :¥, logo,
B kv, ie. B eMod: (¢), portanto, B eModi(¢), ie. () k 19.

Temos provado que Lk 1¢=>@F 1¢. A reciproca &

imediata B

 1V.S.3- Proposicdo. Sejam @) eEst*(t) (ver def. I1.6.3), (3" o
quociente module A e miAsAY a projecdo candnica, entdo para

toda férmula $ely, (1) e toda assignacdo de valores em (7] :

Ok 101« (b 411651,
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Dlemonstracao

A prova & por inducdo sobre a complexidade da £or
mula ¢, ¢ € a mesma feita em II1.6.5 substituindo:

iii) se ¢ é-ié&¢i com |I]<k.

N k i£E¢i[E]+ﬁ+ para todo iel: 01}:¢i[63+ﬁ+ {por

i N0 1 3 i . P ! T

hipotese indutiva) para todo iel: 51?% ¢i[n0a} Z*CRF £§I¢ﬂngw}

iv) se ¢ & (3W)v com |V]<A,

JULE (V) y[a]«—r existe aeA tal que () k 1}}{&[%}]+=='+
(por hipotese indutiva) existe aeA tal que 01’# w{Ha(u[%])]+m¢
existe agA tal que szk w[ﬁiaiﬁ%37}3+#& {per ser T sobre) exig

te beA’ tal que (ﬂ_’i’ tj}{}’iga[%]}+~=+ Ak GNVITTE] @

Corolarioc 1. (A YA

Corolarioc 2. Est(fj(g BEst*{7)) nao e aiiomatizével em ka(f}g
Corolario 3. L;(T)§MLkK(T)

Demohstragéﬁ. Suponhémos gue for; seja o a sentenca que carac
teriza a diagonal em Li (vgr 11.6.11), entao Est(w):Modii{G:),

mas pela suposigdo deve existir G’eLkA tal que Est{t}:Modkk(s?

()

Corolario 4. $g néo implica gy, pois LiéEme W

1V.5.4- Proposigdo. Se Ligylo, Laggply e L» e compacta,  entdo
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LZ‘M:B{LI L
Demonstracao

Para cada ¢eL,, chamemos de ¢* a sentenca de L2
tal qﬁe Mod, (¢)=Mod.(4*), e se I%£L:, entao I*{¢*/9ef}, (obser-
var que @) l: 1¢+~=w+(8|: 2¢*) .
| Dado YL, devemos encontrar ¢€L;: tal gueMod; {$) =
Mod (9) . | |

Se Mod: (¥)=¢ podemos tomar ¢ como {3Ix)(x=x) e en-

tdo Mod;{(¢)=¢. Podemos supor entac Mod,(y)=¢.

Afirmacao 1. Para cada,ﬁleMﬂdg(wjz Mod (Thy ((f1) *)EMod, (¥) . Com
efeito, se‘@l: gThl(m)*, entao, por definigac de *,(B}:l Thim ),
ie. §l =2 g; entaoc, por hipotese, OQEz(B, logo, como k. ¥, te-

mes que ng 2P

Afirmacdo 2. Como L; & compacta, existem ¢1";"¢n€Th1(§1} tal
que MOdz(%?,,..,qb;}}smdzw),
' ' Basta observar gue Modg(ThliﬂQ)*):ﬂMod£(¢*J.
' ¢eTh: ()
Afirmacao 3. Para cada (A eMod, () existe ¢m,eLl tal quecakq%n
e Mod, (& IEMod, (¥). | | "

Com efeito, pela afirmacao (2) basta tomar ¢dt co
mo ¢1h..‘n¢n; entio & obvio que (LE lﬁn.’ além disso, devemos
observar que ($¢A...Ad )* & $iA...N0* e que, por IT.5.4.2 (ii),
Modg({¢:,..,,¢;}): Mod2(¢§n‘..n¢;), de onde résu}ta a afirma-

T Caon.
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Afirmacgao 4.'Mod2(¢):UMod2($g$), 01 eMod. ().

Obviamente, de (3), UModz2(4,,*)EMod, () . Seja, ago
ra (B eMod. (¥), entdo existe by €Ly tal que &k by 1égo,
B F zﬁg*, ie. @& eModg(¢£*), portanto, &geUModztﬁﬁ*).

Finalmente, por compacidade de L. “exXilsten
Flrs.-o,QUyeMod, (V) tals que Modz(w)=Modg(@%E)U.;.UM0d2(¢0{m)

zMOdl{%&i)U"‘UMOdlC%ﬁ }

I

=Mod V... ,
o 1{%&1 Yo .)
tomando entao ¢ como S v..,v%ﬁ el; temos que Mod,(¢)= Mod:
i H .

(d)e

"1V, 5.5~ Observacao .

JQuando LléMLg e L2$ML1 se diz que Ly ¢ L, tem 0

mesmo poder de expressao e se denota por LyZle..

IV.5.6- Digressido: 0s Teoremas de Limitacgao Tipo Lindstrom .

" Per Lindstrbm foi o primeiro que caracterizou a
linguagem de 1% ordem em termos de certas picpriedades (abstra
tas) de teorla de modelos. Posteriormente Barwise, Flum e ou-
tros feorneceram ocutras caraCterizacgoes. de LY e caracterizacgdces
de outras linguageﬁs como, por exemplo,lhm@. |
0 primeiro teorema de LindstrBm, dado em 1969, diz
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que se LISML e L & compacta {ou enumeravelmente compacta) e
satisfaz a propriedade de LOwenheim-Skolem (ver IT1.4.1.2),en
tio L*=L; ie. L* & maximal, ﬁa relagéo‘ﬁm, com respeito as
duags propriedades citadas (cf. Ebbinghaus, Flum e Thomas [1984,
pag. 199}}.};

Em Flum [1985, pag. 91] pode-se encontrar uma ou
tra caracterizacao interessante da linguagem L*. Expressa en
termos das propriedades que temos estudado nesta tese: se
L1$ML e L é.enumeravelmente compacta e satisfaz a propriedade
de Karp (ver 11.5.6.3.1}, entdo L*=L.

I Baseadas ne teorema de caracterizacao da lingua-

gem L. pode-se ver facilmente que € maximal, na relacio Sg»

com respeito a propriedade de Karp. Com efeito, se Loy spl € L
tem a propriedade de Karp, entao, para todo par de modelos te
mos: @Eww(ﬂmymap@ =+(7LEL@ , le. Leply, -

Prova-se tambem qué Lo 2 maximal, na relagéoSM,
com respeito a propriedade de Karp e uma outra. propriedade

chamada de propriedade de limitacdo, que em certa medida subs

titue & compacidade de L%.
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