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INTRODUÇAO 

Esta tese é uma exposição detalhada~ alguns me

todos metamatemáticos dirigidos ao estudo da expressabilidade 

dos Conceitos Matemáticos e de suas limitações, entendendo por 

Metamatemâtica o estudo de tais conceitos enquanto objetos sus 

ceptiveis de tratamento matemático. 

Este tema pode ser situado na área de Teoria de 

Modelos, cujo enfoque geral acerca das estruturas matemáticas 

permite un'ificar diversas noções próprias da Álgebra, da Top~ 

logia e mesmo da Análise. 

Obviamente nossa primeira preocupaçao é definir 

de forma rigorosa o que entendemos por Conceito Matemático e 

Expressabilidade. No inÍcio do capítulo I já delineamos a prí 

meira destas noções, propondo uma interpretação matemática da 

mesma em termos de classes de estruturas matemáticas -(ver in

trodução do capítulo I). Por outro lado, a segunda delas é de 

finida no capítulo II a partir da noção de axiomatização. 

Nosso propósito inicial, dado que este tema e 

pouco conhecido nos círculos de pós-graduação em matemática, 

foi most'ar algumas técnicas de teoria de modelos com aplica

ções de interesse à matemática. Para tal efeito escolhemos a 

técnica de extensão de isomorfismos parciais, ou de Back-and

Forth (introduzida no capitulo I), como eixo central da tese, 

complementada com a técnica de ultraprodutos, ambas de cara

ter puramente algébrico e de especial importância no estudo d3 

expressabilidade. 

Dado que a metamatemâtica é também reflexão so-
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bre a matemática, achamos que o tema escolhido devia ser com

plementado com exemplos esclarecedores e ilustrado com aplíc~ 

ções a diversas áreas da matemática. 

Do ponto de vista metodológico foi necessar~o co 

meçar difer~nciando os aspectos algêbricos-conjuntistas das 

estruturas matemáticas, dos aspectos linguísticos das mesmas, 

propondo sistemas de referência apropriados para o desenvolv~ 

menta de cada um deles. Tais sistemas de referência são chama 

dos neste trabalho de referencial algébrico e referencial lin 

- " " gu1St1co respect1vamente~ 

Destacamos no primeiro deles a noçao de isomor

fismo, e no segundo, a noção de equivalência elementar~ esta 

Última relativa a cada linguagem formal introduzida. A inter

relação entre isomorfismo e equivalência elementar ê a motiva 

çao principal para este estudo. 

Tal interrelação é semelhante, por exelnplo, a 

que ocorre em Topologia Algébrica entre as noções de homeomo: 

fismo de espaços topolÓgicos e isomorfismo entre seus respec

tivos grupos fundamentais: é sabido que noções topolÓgicassão 

traduzidas com proveito às noções algébricas, embora isto não 

signifique que sejam equivalentes. 

Em nosso caso, propriedades algébricas das estru 

turas matemáticas (por exemplo, a noção de isomorfismo) sao 

também traduzidas de maneira frutífera às noções 

-linguisticas (como a de equivalência elementar). 

semântico-

Podemos dizer então que o tema ceútral da tese é 

a exposição dos teoremas de caracterização algébrica dá equi

valência elementar como uma tentativa de aproximar ambos os 

referenciais mencionados. 

A seguir descrevemos o conteúdo de cada capi tu-
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lo: 

No capítulo I apresentamos os diversos tipos de 

estruturas matemáticas desde o ponto de vista algébrico: es

truturas relacionais e estruturas algébricas em geral. Damos 

especial atenção às estruturas com domínios duplos, que no 

texto char~<amos de bissortidas, casos interessantes das quais 

são as estruturas topolÓgicas, e as estruturas algébricas co 

mo espaços vetoriais, 111Ódulos, etc. 

Como justificativa para o estudo de estruturas 

bissortidas destacamos, por exemplo, que o conceito de homeo 

morfismo da topologia geral corresponde ao de isomorfismo en 

tre estruturas algébricas bissortidas adequadas. 

No desenvolvimento deste capítulo incluímos al-

guns conceitos que aparecem de forma bastante natural como o 

de homomorfismo topológico (ver seção I.4.3), com aplicações, 

no capítulo III, ao estudo da_topologia elementar do espaço 

de estruturas. 

No capítulo I I introduz_imos diversas lingua-

gens formais adequadas aos tipos de estruturas definidos no 

capítulo I, como as linguagens de 1~ ordem 1 1 e as de 2~ or

dem L2
, junto com seus fragmentos 1 2 -monidica, di~dica, etc., 

. z " ~ 

e a ling~agem de 2~ ordem fraca Lw 1 todas motivadas no lnl-

cio do capítulo com diversos exemplos. 

Neste capítulo definimos a relação semântica de 

satisfação que é a conexão fundamental entre os referenciais 

acima mencionados. 

Em termos desta relação ê possível definir a ex 

pressabilidade de um conceito matem5tico como a possibilida

de de axiomatização da classe de estruturas que sao sua refe 

rência. 
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São introduzidos também algumas propriedades de 

teoria de modelos como as propriedades de isomorfismo, de ca 

tegoricidade e de Karp. 

Destacamos a introdução do conceito de L-equiv~ 

lência de classes (ver II.5.5) que generaliza o de equiva-

lência elementar e permite, de um ponto de vista unificado, 

dar novas formulações, por exemplo, de algumas das propried~ 

desde teoria de modelos· mencionadas. 

No capítulo III damos alguns outros critériosp3 

ra a análise da expressabilidade, iniciada no capítulo ante

rior, fund1amentalrnente relacionados com a propriedade de colE

pacidade, além de discutir os teoremas de Lewenheim-Skolem e 

-os numeras de Hanf. 

Para este piop6sito introduzimos uma topologia 

adequada no espaço de estruturas e apresentamos o método de 

ultraprodutos, e o teorema fundamental de ~os, como técnicas 

especiais. 

Dado que a relação entre as estruturas e as lin 

guagens que lhe são adequadas é de caráter semântico ou 1n-

terpretativo~ decidimos desenvolver todo o trabalho sem ape

lar à noção sintática de derivabilidade. Isto justifica ple

namente r introdução do método de ultraprodutos já que a Úni 

ca demonstração conhecida de caráter puramente semântico da 

propriedade de compacidade, faz-se usando ultraprodutos, além 

de ser uma técnica de construção de modelos por si importan

te para as aplicações. 

Devemos destacar neste capítulo um argumentocop 

tra a possível extensiiodoteoremad?..tos para a linguagem de 

2' ordem mon&dica -(ver 111.2.7). Igualmente destacamos a dis 

cussão dÜ PrinCÍpio de Lefschctz -da geometria algébrica como 
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uma das aplicações mais interessantes do problema da expres

sabilidade. Apresentamos também uma demonstração não-standard 

do teorema de Hahn-Banach como aplicação da Análise não-stan 

dard, baseada fundamentalmente na técnica de ultraprodutos. 

No capítulo IV introduzimos as linguagens infi

nitárias com" ambiente natural para a interação entre os iso 

morfismos parciais e a equivalência elementar, obtendo como 

resultados principais os teoremas de caracterização da equi

valência elementar em diversas linguagens, em termos da exi~ 

tência de certa coleção de isomorfismos parciais. Incluimos 

também o teo,rema de Fraissé que caracteriza a equivalência 

elementar correspondente à linguagem de 1~ ordem. 

Finalmente~ neste capítulo também são apresent~ 

das generaliz.ações dos teo~emas de .t.os e de compacidade, mo~ 

trando a forte dependência destas noções com as propriedades 

conjuntistas dos números cardinais. 

No final apresentamos uma pequena discussão ace! 

ca da comparação do poder expressivo entre as ~inguagens for 

mais. 

Noções de teoria de conjuntos, como se explica 

na introdução do capítulo I, são usadas frequentemente: en

tre elas, a diferença entre classes e conjuntos, e propried~ 

des gerais dos números ordinais e cardinais. 

Este trabalho pretende ser autocontido e está 

dirigido para estudantes e estudosos da matemática ao nível 

de pós-graduação que tenham poucos conhecimentos da teoriade 

modelos e da lÓgica matemática em geral. Obvia.J!!.ente, para um 

especialista algumas noções estarão insuficientemente tTata

das, e outras estarão tratadas de forma abundante, mas nossa 

intenção ~ despertar o interesse _dos primeiros. 
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Algumas provas sao feitas em forma distinta -a 

conhecida por razoes de ilustrar algumas propriedades intro

duzidas, como é o caso do princípio de Lefschetz a partir de 

uma versao fraca do teste de Vaught. 

Agradeço a meu orientador as discussões que ti

vemos desde o nascimento deste projeto, e por ter me permit~ 

do escolher o tema e dado a liberdade suficiente para desen-

volve-lo. Nosso interesse mútuo é aplicá-lo no futuro ao es 

tudo de caracterizações análogas para as lÓgicas polivalen-

tes, as quais constituem parte de nosso interesse comum~ 
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CAP!TULO I 

A NOÇAO DE ESTRUTURA E OS CONCEITOS MATEMÁTICOS 

Esta tese pretende dar uma v1sao ampla da lingu~ 

gem matemática estratificada em diversos níveis de compreen

são. ~ possível que a diferença mais importante entre a lin

guagem matemática e as linguagens naturais seja o uso siste

mático da noção de variável. 

A estratificação mencionada será aqui considera

da pela sistematização do uso das diversas variáveis presen

tes no discurso matemático, em sua versão formal, como variá

veis quantificáveis, cujas adequadas interpretações e a deter 

minação dos seus diversos contextos de exEressão (ie. língua-

gem onde a quantificação adquire um significado semântico 

(ver II.3 e II.4)), serão fundamentais para a análise daexpre_:; 

sabilidade dos conceitos matemáticos. 

Sem pretender fazer uma análise filosófica da 

terminologia utilizada, devemos mencionar a diferença entre 

Conceito matemático e Objeto matemático~ O Conceito é a enti

dade que ·nos interessaremos por expressar, enquanto por Obj e

to entendemos a referência ou a contrapartida real do Concei

to. Por exemplo, o grupo alternado As é um objeto matemático 

concreto~ enquanto o conceito de grupo tem como referência os 

diversos exemplos de grupos que a matemática apresenta. Esta 

diferença, de certa forma análoga à diferença.entre realidade 

física e linguagem natural, será salientada várias .vezes nes

ta tese. 

O anterior pressupoe um certo platonismo de trn-

- 07 -



balho, onde entenderemos por platonismo uma doutrina acerca 

2a existência das·entidades abstratas: adotaremos aqui, sob 

o nome de platonismo de trabalho, o pressuposto de que todos 

os objetos matemáticos que constituirão nossa realidade mate 

mâtica podem ser definidos ou construídos dentro do "Paraíso 

de Cantor11 da teoria de conjuntos clássica, por exemplo na 

teoria ZFC de Zermelo-Fraenkel com o axioma de escolha (cf. 

Takeuti-Zaring [19711), ainda que tal definição seja por nós 

desconhecida. 

Adotaremos também o pressuposto de que os obje

tos matemátic.os podem ser descritos como estruturas (ver I. 

·t) que serão nomes desses objetos (se bem que a diferença en 

tre um objeto e seu nome não será importante neste primeiro 

capítulo). 

Neste capítulo definiremos e estudaremos o uni-

verso das estruturas matemáticas, e nos prÓximos capítulos 

construiremos o universo das Linguagens em que poderão ser 

expressos os conceitos, os quais tem como referência diver

Sa3 classes formadas por tais estruturas. 

Para começar, de agora em diante, 'matematizare

mos o Conceito identificando-o com a classe de estruturasque 

são sua referência. Por exemplo, o conceito de "corpo orden~ 

Uo arquimediano" será identificado com a classe formada por 

todos os corpos ordenados arquimedianos. Deste ponto de vis

ta devemos distinguir o objeto As do conceito (expressâvel) 

que ele determina {A5 }, assim como da linguagem em que tal 

~.:onceito poderá ser expresso. 
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I.1- Estruturas Matemáticas 

I.1.1- Estruturas Relacionais 

Na linguagem matemática ocorrem em geral variáveis 

(quantificáveis) x, y etc. em expressões tais como CVx)P(x) e 

C3YJQ(y), ou em expressões mais complexas como(Yx) (Yy) (X=Y + 

R(x 1 y)), onde P, Q, R e = são predicados que referen-se a pro

priedades de x e y. 

O domínio ontolÓgico destas expressoes, ie. os ob

jetos (matemáticos) aos quais se referem as variáveis utiliza

das, forma um conjunto que chamaremos de domínio ou universo do 

discurso, e os predicados mencionados expressam certas relações 

entre os elementos do domínio. 

Isto dá origem à noção de estrutura relacional que 

definiremos como um par 

!.1.1.1- 6\.= <A, A {R. l. r> 
1 1€ 

onde A~~ é o domínio da estrutura e cada Rf é uma relação de

finida em A. Sendo mais especif~cos, podemos pensar que temos 

definida inplicitamente uma função J.l: I-+ IN (IN é o conjunto dos 

números naturais) de tal modo que para cada iei, Rt é uma rel~ 

çao A . Escreveremos R (x 1 , ••• ,{Cn) em 

vez 
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1.1.1~2- Vamos supor que toda estrutura estã munida da relação 

binária de identidade =A que não ê outra que a diagonal 6= 

{ (x ,x) /xeA}. (Usualmente nao será incluída no conjunto de r ela 

ções da estrutura). 

Além disso, sempre ficará claro do contexto que A 

denotará o domínio da estrutura QL que usualmente ê denotado 

por I«LI· 
Exemplos de estruturas relacionais são 1N, {~}> e 

4N, {j}> onde~ ê a relação de ordem usual em~ e 

çao de divisibilidade em 'IN. 

-e a rela-

Devemos observar que ambas sao relações binárias, 

o que significa que o valor da função ~ definida em ambas as 

estruturas ê o mesmo. Isto vai ter como consequência que ambas 

as estruturas são do mesmo "tipo 11 (ver definição abaixo de ti

po de similaridad~) ~ embora elas sejam de diferente natureza : 

~é uma ordem total (aliás, é uni.a boa ordem) e ] ê uma ordem 

parcial. 

1.1.2- EstTuturas Algébrica~ 

Aparentemente nem todas as estruturas matemáticas 

apresent;u:t-se como estruturas relacionais. Por exemplo, os gr~ 

pos, anc 1 -, ou corpos ordenados, além de possíveis relações, tem 

definid:1' n'rtas funções, também chamadas de operações inter

nas, e ;q;r<>·;cntam alguns elementos distinguidos. 

Assim temos! 
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i) o grupo multiplicativo dos números racionais 

positivos 

<()+, {·}, {1}> 

ii) o corpo ordenado dos numeres reais 

<!R, {~}, {+, ~}~ {0, 1}> 

iii) o anel dos polinômios com coeficientes in-

teiros 

<E[xJ, {+,·l, !0,1l> 

iv) a álgebra de Boole dos subconjuntos de um 

conjunto 

<P(A)' {U,()} H,A)> 

Devemos observar que por abuso de notação esta

mos usando os mesmos símbolos para a adição e a multiplica-

çao em Q, me l[X] apesar de que, por construção, são obje

tos matemáticos distintos: +Q, +R, etc. 

Em geral~ uma estrutura algébrica ê uma quâdru-

pla: 

I. 1 . 3-

onde A~~ ê o domÍnio da estrutura, A as Ri sao relações defini 

das em A, ,as Fj são funções ou -operações definidas em A, e 

as ct são elementos distinguidos de A. 

Imaginamos implicitamente determinadas duas fun 

çoes 11:1-r IN e v:J+ IN. que nos indicam a aridade das relações 

e operaçoes da estrutura, assim: 
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1.1.4- Tipo de Similaridade 

Definição. Dada urna estrutura algébrica Qt (como em 1.1.3) de

finimos o tipo de similaridade de (h. como a tripla 1"=<1-1, :v, 

[K[>C[K[ denota a cardinalidade de K) . 

. ; No caso de I, J e K serem conjuntos finitos des

crevemos a estrutura Olcomo: 

Ql=<A, 

e seu tipo como 

T=<ll(1) , ••• ,v(n); v(1) , .•• ,v(m); k>. 

Assim, por exemplo, o corpo ordenado em (ii) ac1-

-ma sera descrito como <!R; ~; +, '"; O, 1> sendo seu tipo <2; 2, 

2; 2>. 

1.1.5- Observação. Uma mesma estrutura nao ê necessariamente 

descrita de maneira Única. Por exemplo, um grupo pode ser apr: 

sentado na forma <G; ~;e> ou na forma <G, *, -1; e>, nesta Úl 

tima, salientando a operação de inversão. O tipo da primeira ê 

<$; 2; 1> e o da segunda<~; 2, 1; 1>. 

Analogamente, o corpo do exemplo (ii)poderiase dar 

como ~R~~;+, a,-, -1; O, 1> fazendo aparecer as funçÕes una 

rias f~Cx)=-X e F~(x)=x- 1 e consequentemente mudando o tipo de 

estrutura· para ·<2; 2, 2, 1, 1; 2>; embora se tenha o problema 

de definir Q- 1
, já que toda operação inteTna deve Ser totalmen 
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te Jcfinida no domínio da estrutura, fato que está implÍcito na 

definição de função numa estrutura e será justificado no capít~ 

lo I! (ver !1.4.7). 

As vezes é melhor, para evitar este tipo de difkul 

dades, substituir a função -1 pelo seu gráfico, 

obtendo uma nova relação. Assim teríamos a estrutura 

4ft; .:S, R +, •, -; O, 1> -, 

~ujo tipo seria agora <2, 2; 2, 2, 1; 2>. 

!.1.6- O Funtor Rel 

~ claro que toda estrutura relaciona! ê uma estru

tura algébrica. Veremos a seguir que toda estrutura algêbricap~ 

de ser apresentada como uma estrutura relaciona! convertendo as 

constantes em funções e as 'funções em relações. 
\ -Primeiro devemos observar que se A e um conjunto, 

' A pode ser identificado com o conjunto {f:41+ A/f ê função}={$}. 

Seja (Ttuma estrutura algébrica (1.1.3); -se c e uma 
o 

constante da estrutura, definimos a função Fc: A+ A por Fc($): 

c. Finalmente, se F ê uma função n-âria da estrutura, definimos 

a relação RF(n+1)-âria por 

RF(xl, ... ,x ,y)+=+y,/Fcxl~···,x ), . n . n 
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que corresponde ao gráfico da função como foi sugerido na obseE 

vação I. 1. 5. 

Do anterior resulta que se c é uma constante, sen 

do Fc uma função 0-âria, corresponde-lhe a relação unâria 

dada por RF (y)+">fF (~)=Ay+~ylc ie. RF =~c]Si.~ •. 
c c c 

Teremos então associada a cada estrutura algébri-

ca rn (de tipo 1") uma estrutura relaciona!: 

1.1.6.1 r at: =<A, keK> 

cujo tipo denotaremos por tr. 

L 1.6.2- Asserção. Seja -r::' um tipo de similaridade. Denotaremos 

com Est(t) a coleção de todas as estruturas de tipo t. 

Este será o marco de referência para o segundo ca 

pítUlo em que o nosso objetivo será analizar 7 desde o ponto de 

vista da linguagem, diversas classes de estruturas contidas em 

Est('r). Por exemplo, se T=<4J; 2, 2; 2> .então Est("r) contém a 

classe dos corpos algebricamente fechados, a classe dos anels 

noetherianos e a classe das álgebras de Boole '· entre outras. 

Em I.3 definiremos os morfi?mos correspondentes a 

Est(t), tornando-a numa categoria (cf. McLane (1971]). Neste 

c:ontexto ficará claro que a aplicaçãoOl~a[ ê uin funtor que cha 
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maremos de Rel, entre as categorias Est(T) e Est(rr). 

I.Z- Estruturas Bissortidas e Estruturas TopolÓgicas 

Uma estrutura é bissortida quanio tem dois univer 

sos do discurso~ Casos típicos sao as estruturas de espaço ve

torial sobre K ou de K-mÓdulo, que chamaremos de estruturas de 

tiQO vetorial: 

I.Z.1- OL :<V, K; v 
+ ' 

K K 
+ ' • 

onde V é o conjunto de vetores, K é o conjunto de escalares e, 
K V por exemplo, • ' : K x V~ V é a operação de produto por um es 

calar. 

Um outro exemplo muito frequente é a estrutura de 

espaço métrico 

, =<M, !R; ~IR; )R, dM,!R; dR> 

onde fR é o grupo aditivo ordenado dos números reais e dM•IR:MxM 

+IR é a métrica definida em M. 

Um terceiro exemplo que estudaremos com certo de

talhe nesta tese ê a estrutura de espaço topolÓgico 
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!.2.1.1- T=<X, t; e> 

onde x~~ é um conjunto, t:P(X) é uma topologia sobre X e eçXxT 

é a relação de pertinência usual entre elementos de X e elemen 

tos de t. 

Análoga descrição aplica-se aos eapaços mensura

veis onde, neste caso~ t seria uma C-álgebra sobre X. 

A seguir definiremos as estruturas bissortidasem 

forma rigorosa. Analogamente pode-se definir as estruturas rnul 

tissortidas em forma geral. Um caso particular serão então as 

estruturas algébricas I.1.3 que neste contexto, serão chamadas 

de unissortidas. 

I. 2. 2- Definição 

i) Definimos o conjunto das sortes como 

ii) Uma estrutura bissortida é definida pela sêx-

tupla 

I. 2. 3- {Fv(j) l. 
J JEJ' 

onde Ao;t-4 e A1;t<fl (que suporemos disjuntos) sao os domínios da 
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estrutura, e ~:I+S e v:J~s são funções de tal modo que cada 

R~(i) é urna relação 

~(i) 

de sorte '!J(i), ie. se u(i)=(s 1 , ••• ,s) en 
n -

tão RÍ ÇAs1 x ... x Asn; cada Fj (j) é uma função de sorte v (j) 

ie. se v(j)=(Sl, ... ,s, s) então FvJ_(j); As 1 x •.. x As -o-As; e fi n n. 

nalmente cada ck e Ao e cada d 1 E A1 são constantes. 

Ao e A1 munidas de ,Ao e =A1 respectivamente. 

Supomos 

Não é necessário considerar funções cujo centrado 

minio seja um produto cartesiano: neste caso bastaria conside

rar sua funções coordenadas. 

O tipo de similaridade das estruturas bissortidas 

está dado pela quâdrupla <J.l, v, j K j , j L j >. 

1.2.4~ Observações 

i) as vezes ê conveniente visualizar algumas es-

truturas unissortidas como bissortidas para salientar algunsde 

seus aspectos. Tal é o caso, por exemplo, dos grupos abelianos 

os quais podem ser vistos como E-módulos. As vezes também é po~ 

sivel olhar uma estrutura bissortida como unissortida, assim 

por exemplo, um espaço vetorial sobre K pode ser descrito como 

<V; v 
+ ' 

onde as F ·v~ V sao funções definidas por Fa(x);a.x. a· 

ii) há um procedimento geral para traduzir uma es 

trutura bissortida numa unissortida, defin.indo A=AoUA 1 como do 

mínio da estrutura e acrescentando as relações unar1as U0 e U1 

definidas em A de tal modo que 

Uo (x)+-=+xeA
0 

e U1 (x)+-=~,..xe:A 1 • 

Além disso~ para cada i€I, se ~(i)= 
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então definimos 

Rfcxl, ... ,xn)+=+xke:Ask(k=1, ... ,n) e Ri(i)(x 1 ,.~., 

xn); e para cada jeJ, se v(j)=(s 1 , ••• ,sn,s) definimos 

Y=A FtCx1, •.• ,x
11

)+=+xkeAsK(k=1, ••. ,n), ye:As e Y=As 
v (j) 

Fj (xl,··· ,xn) 

onde não é difÍcil ver que =A coincide com =Ao U=A 1 • 

iii) As estruturas algébricas (unissortidas) muni 

das de uma topologia e a relação de pertinência usual serãocha 

madas de estruturas topolÓgicas e serão denotadas por <01, ~, 

e> onde Ot é a estrutura algébrica correspondente. Exemplo de

las são os grupos topolÓgicos, os espaços vetoriais topolÓgi

cos, etc. Igualmente, serão chamadas estruturas topológicas em 

sentido amplo as estruturas da forma anterior onde~ équalquer 

subcoleção de P(A), sendo A o domínio de Ot. 

1.3- Subestruturas, Isomorfismos e Isomorfismo~ Parciais 

1.3.1- Definição~ Dadas as estruturas (do mesmo tipo de simil~ 

ridade -r){/I.=<A, (Ri}, (Fjl' (ckl> e(jl,=<B, (Si}, {Gj}, {dk}>,d~ 

zemos que {1 é subestrutura de (fL, denotando-o por &~dt. se: 

i) B~A . 

. ii) S.=R- 0Bp(í) 
l l 

, , ') G -F •Bv(j) 
~~l ·- , ·I' 

J J 
iv) dk=ck. 

n consequência da definição que qualquer subestru 

tura de (}ldeve conter as constantes de 01.. , e deve ser invarian 

te pela aplicação de qualquer função de Ql. 
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!~3.1.·1- Definição. Dado um subconjunto S de A, a subestrutura 

gerada por S ê a ·mÍnima subestrutura de QLque contém S, que s~ 

râ denotada por Qt~S. Sé chamado um conjunto de geradores pa

ra atrs. 
Dizemos que aLê k-gerado, onde k ê um cardinal 

infinito, se existe S!:'A com I SI <k tal que lfl, I'S= ()l (se k= /( 0 , (fL 

é di to finitamente gerado, se k=!/1, -(]1. ê di to enumeravelmente 

gerado). 

1.3.2- Observação 

Nem toda subestrutura de uma estrutura é da mes-

ma natureza matemática que a estrutura original. Por exemplo, 

se um grupo ê representante por <G; 0 ; e> nem toda subestrutu-

ra dele necessariamente é um subgrupo; assim temos que AM• +" ... ' ' 

0> é uma subestrutura do grupo aditivo <e; +; O> embora ele 

não seja um grupo. 

Facilmente podemos ver que a razao desta aparen

te anomalia ê que a operaçao de inversão não está incluÍda no 

tipo de estrutura: se <G; 9
, -1; e> e um grupo, então toda sub 

estrutura dele é um subgrupo. 

Analogamente, pode-se ver que se <K; +, •; O, 1> 

é um corpo~ todo subanel dele é uma subestrutura. 

I.3.3- Definição 
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Sejam(ll,,ál < Est(-r)(como na def. 1.3.1) e f:A + 

B uma aplicação sobTejetora. Dizemos que f é um homomorfismo 

de(!!, sobre d3 se: 

i) Ri(x,, ... ,x~(i)J~Si(f(xl), ... f(x~(i)l) para 

cada ie.I e para quaisquer x 1 , ••• ,x
11

{j,)e.A. 

ii) f(Fj(x,, ... ,xv(j)l=B Gj(f(xl), ... ,f(x\(j))) 

para cada j€J e para quaisquer Xl,··· ,xv(j)eA. 

iii) f(ck)=Bdk para todo keK. 

Se f ê uma bijeção e em (i) trocamos ~ por~, 

dizemos que f é um isomorfismo de (JLemd3, denotando-o por f: 

~@. O fato de serem 1)1. e (1, isomorfos será denotado porl)toGl. 

I.3.4- Proposição 

~é uma relação de equivalência em Est(T). 

Demonstração. Imediata 11 

I.3.5- Proposição 

Se f ê um homomorfismo de OL.sobre CB, então f 

um homomorfismo de~ sobre ~r (ver !.1.6). 

-e 

Demonstração. Basta anulizar o caso das funções da estrutura. 

Seja F uma funçio n-iria definida em A e G acor 

respondente em B. Ema{ e(Br temos respectivamente: 
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I.3.6- Observações 

i) a relação de isomorfismo preserva cardinalida-

ii) a proposição 1.3.5 prova que Rel é um funtor 

que associa a cada (hemo) morfismo f:(Jt.+L3 o (homo)morfismo fr: 

(Jl..r +álr definido por fr~ Aof. 

iii) seja f: lll~<Z. Dado Ss;A11
, definindo f(S) = 

{(f(x,), .•. ,f(xn))/S(x 1 , ••• ,x
11

)}, temos que f:<q'!,S>~<ál ,f(S)>, 

onde <fll.,S> denota a expansão da estruturatJL acrescentando are 

lação S. 

Com efeito, nesse caso temos S(x 1 , ••• ,xn)~ f(S) 

(f(x,) , ... ,f(x
11
)) por definição. 

!.3.7- Definição. Sejam (/l, (S <Est(T) e f:A+B. f e dito um 
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mergulho se existe uma subestrutura -G' s63 tal que f :(Jl.«~. 

!.3.8- Exemplos. 

i) sejam()Hj)"<IN; e e f:/N 7 IN definida por f(n)" 

n+1. :a fácil ver que~=<!N\{0}; ~>é uma subestrutura de Q3 e 

que f é um mergulho tendo como imagem(. 

ii)(Jtt;:& se e somente se a inclusão i:A + B é um 

mergulho 

1.3.9- Digressão 

A relação de isomorfismo é a relação mais impor

tante na tentativa de compreensão das estruturas matemáticas 

de tal modo que um problema central na matemática contemporâ

nea é o problema da classificação de diversas classes de es-

truturas salvo isomorfismo, ie. a partição delas em 

de isomorfismo. 

classes 

Por exemplo, é bem conhecida na Ãlgebra a classi 

ficação dos grupos abelianos finitamente gerados: um grupo 

abeliano finitamente gerado é, salvo isomorfismo, uma soma di 

reta finita de grupos cíclicos. (cf. Rotman [1973, pag. 193]). 

O problema geral de encontrar condições necessárias esuficiep 

tes paro. que um grupo dado possa ser decomposto, (salvo isomoi 

fismo), em soma direta de grupos ciclicos não foi ainda re5ol 

v ido~ 
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Em forma análoga, conhece-se a classificação dos 

grupos abelianos divisíveis livres de torção: um grupo deste 

tipo é soma direta de grupos isomorfos ao grupo aditivo <~;+), 

ie. é um espaço vetorial sobre I.Q. 

(Para ver,isso em forma simples basta lembrarque 

um grupo G ê dito divisÍvel se para todo xeG e para todo n<::Z 

existé yEG tal que ny=x; se o grupo G é livre de torção, ie. 

nenhum elemento dele é de ordem finita, então tal y ê Único e 

ê denotado por x. Pode-se definir, portanto, para ~e~ e xeG: 
n n 

~x=mx, tornando G num espaço vetorial sobre~). 
n n 

Nos Últimos anos se obteve a classificação de to 

dos os grupos finitos simples; ie. a classe dos grupos fini-

tos simples foi particionada em classe de isomorfismo onde c~ 

da classe tem algum representante "conhecido 11 (cf. Gorenstein 

[1986]). 

-O conhecimento de tal representante e usualmente 

dado em termos de certos "invariantes 11
, os qua1s geralmente 

sao números cardinais. Um caso de destaque é a classificação 

por Steinitz de todos os corpos algebricamente fechados nao-e 

numçrâveis: se K1 e K2 são corpos desse tipo temos que: 

K1~K2~ caract(Kd=caract(Kz) e 1Kd=!K21· (cf~ Bell-Slomson 

[1969, pag. 177]). 

Neste e nos capítulos seguintes serao dadas ou

tras noçoes de equivalência entre as estruturas, mais fracas 

que o isomorfismo, levantando-se o problema da classificação 

correspondente (a menos da equivalência). A aproximação des-

tas equivalências ao isomorfismo será estabelecida em termos 

do que se conhece como isomorfismos parciais, uma de cujas veE 

sões definiremos a seguir. 
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I.3.10. Definição. Sejam(Jl.,(BoEst(c). Um isomorfismo parcial 

f de (Jl.emól é simplesmente um isomorfismo f: (}1. 0 o6l0 ondeú'to~OL. 

e (2, dB. 
Deve-se observar que todo mergulho e um isomor-

fismo parcial. 

1*3.11. Definição. Seja 1 uma coleção de isomorfismoparcíais 

de (}L. em (]3 • Dizemos que I tem a propriedade de vaivém (ou co 

mo é mais conhecido em inglês, back-and-forth) se: 

i) Vf e I e vx € A:rge I tal que fçge x e d.omg. 

i i) vf € I e VY € B 9:g € I tal que fÇg e y E lmg. 

Notação. Se I é uma coleção de isomorfismos parciais de Ot em 

<13 com a propriedade de vaivém~ escrevemos I: {]L;; iR Neste ca

so diz;emos que OL e á3 são parcialmente isomorfos o qual deno

taremos comQl.~piZ. 

11 Óbvio que 0\." ó3 implica Olop!B, mas nao ê imedia 

to que ~p seja uma relação de equivalência (a transitividade 

não é fácil de se provar). 

A técnica de extensão de isomorfismos parciais 

chama-se de técnica de back-and-forth e sera a técnica mais 

importante a ser usada neste trabalho. Ela tem- aplicações não 

triviais à matemática como mostraremo-s ao longo desta tese 

(c f. Dickmann [ 1975]). 
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I.3.12. Proposição. Sejam(]l,ó3eEst(T) duas estruturas enumera 

velmente geradas (ie. com conjunto de geradores enumerável) 

parcialmente isomorfas, com domínios A e B respectivamente, e 

seja I:(.t\.:;;p{B· Então, para todo foE:l existe um isomorfismo f: 

()l.~úl tal que f o H. 

Em particular, se OL- e á3 tem domÍnio enumerável e 

()"l.~pll3, então iJlo 63. 

Demonstração. Enumeremos os conjuntos de geradores Ao={ao,a 1 , 

... }e Bo={bo, bl, ... } de (]1e~respectivamente, e d-efinimos a 

sequência 

fo~fltS···fn'f ... 

da seguinte maneira: 

f2n+1= algum ge-I com fzég e 

f2n+2" algum g<I com f2n+1ç;g 

anG:dom g 1 

e b nGim g 1 

a qual fica be:m definida pela propriedade de vaivém de I. 

Seja f=Uf . ~ claro que domf=A, imf=B e que f e 
n n 

uma bijeção. 

Resta apenas provar que f preserva relações, fu~ 

çÕés e constantes, mas é claro que basta provar o caso das re 

lações. 

Seja R uma relação n-ária em OL, e S sua correspo~ 

dente em@. Se xl, ••• ,xneA então existe m:;:-..0 tal que X1., ••• ,xn 

€ dom fm=Am. Se Bm=im fm consideremos as restrições Rm=RnA~ e 

Sm=SOB~, então temos: 

Rm_Cx1, ... ,xn)+-=+Sm(fm(Xl) , .•. ,fm(xn)), mas como 

ft'\n=fm temos que 

R(x,, ••• ,xnl--S(f(x,) , ..• f(xn)) 11 
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I. 3. 13- Exemplo 

Sejam(lto::<A; <A> eú3=<B; <B >duas ordens línea 

res densas sem pontos extremos, então.C'L3'pCB~ 

Com efeito, seja I={isomorfismos parciais entre 

subestrutu'ras finitas de (ft e lB1, ie. se .f e I temos que domf;:; 

{al <.~.< an.} Ç.A, imf={bl < ••• < bn }~ Be f(ai)=bi (i=1, ... , 

nl . 

Seja aeA\domf e suponhamos, como caso represen-

- B - d . tativo, que ak <a< ak+ 1 , entao, como< e ensa ex1ste be.B 

tal que bk < b < bk+ 1 . Definindo g:{al,•••,an,a} +.{bl,•••, 

bn-,b) como g(ai)=f(ai)=bi(i=1 , ... ,n) e g(a)=b obtemos que g 

e.I, fÇg e aEdomg. 

Em forma análoga prova-se que para be.B\imf exis 

te g e I tal que gg e b€img• 

Consequências 

i) <~; <~ >3'p<~; <R >; consequentemente, 

!Qli~!JR!, temos que em geraliJI..optllnão implicaOl.oáJ. 

como 

ii) (Cantor).~ consequência da proposição 1.3. 

12 e do exemplo 1.3.13 q~e duas ordens lineares densas sem 

pontos txtremos e enumeráveis são isomorfas. 

iii) 0-Iausdorff). Como uma aplicação interessan 

te do resultado de Cantor prova-se o seguinte: 

Dado qeR\~ existe f:~ ~IR bijeção continua tal 

que f preserva a ordem, f(O)=q e f ~_Q\{O):;Q). 

Com efeito, seja fo:.{O} + {q}, então por. (ii) e 

a proposição 1.3.12 existe f1:Q +(QU{q} isomorfismo de ordem 

tal que f o ~f 1 (pois ambos são conjuntos ordenados cujas ar-
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dens sao lineares, densas e sem extremos, além de ser enumerâ-

veis). 

f 1 admite uma extensão ordenada natural f:~4R de-

f±nida da seguinte maneira: se X€~ escolhemos uma sequência 

crescente {xn}~ tal 

f1Cxn) o qual, nao ê 

que X=SUp x , então definimos f(x)= lim n n 11 

difícil ver, coincide com sHp f1Cxn) pois 

a sequêncía {fl(Xn)} será também crescente e limitada. f estâ 

bem definida, é bijetiva e preserva a ordem. 

Finalmente, f é contínua pois a topologia usual de 

R coincide com a topologia da ordem, mais do que isso, f é um 

homeomorfismo (cf. Hausdorff [1962]). 

I~3.14- Exemplo. Sejam K1 e Kz dois corpos algebricamente fe

chados da mesma característica p~O e não-enumeráveis, então 

K1 • K2 (cf. A. Robinson [1968]). 
p 

Com efeito, seja I={f:Fl+Fz/F 1 e Fz sao subcorpos 

finitos ou enumeráveis de K1 e Kz resp. e f:F1~Fz}. 

I;::<jl pois os co·rpos primos de K1 e K 2 são isomorfos 

por serem de mesma característica. 

Seja f€I, ie. f:F 1 +F2,e seja a€K1\F1, 

Caso 1. se a é trancendente sobre F1, podemos escolher beKz'F 2 

transcendente sobre F 2 (o qual existe pois Kz ê não enumerável 

e F 2 como seu fecho algébrico são no máximo enumeráveis); pod~ 

mos definir então g:F,(a)~F,(b) tal que g~F 1 ·f e g(a)=b sendog 

um isomorfismo. 

Como F 1 (a) e F 2 (b) sao também subcorpos contáveis 

de K1 e K2 temos que gti com f_s;g e aedom g. 

Caso 2. se a é a"lgébrico sobre F1, seja Pl e F1[X] o polinômio 

mínimo de a, e seja b uma raiz de pz€F 2 [X] sendopz'(X) aimagJ.mJe 
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p1 (X) pela extensão de f aos anéis de polinômios respectivos. 

remos que bEKz'Fz e podemos tomar g:Fl(a)-+Fz(b) como o isomor

tismo canônico que ê extensão de f e mapeia a sobre b. 

Para provar a condição (ii) dada na definição I. 

3.11 basta trocar os papéis de a e b a 

I.3.15. Asserção. ~ importante salientar que K1 e Kz podem ser 

Je distinta cardinalidade. Desta forma, mais que uma bonita 

~proximação ao teorema de Steinitz, temos um resultado compl~ 

~entârio, o qual terâ, veremos depois, profundasconsequências 

:1a Geometria Algébrica em relação ao chamado "PrincÍpio de 

:..efschetz". 

:.3.16- Exemplo. Seja F um corpo e X e Y conjuntos infinitos 

;.~ variáveis indeterminadas, então, os anéis de polinômios 

;{X] e F[Y] são parcialmente isomorfos. 

Com efeito, suponhamos X={X.}. I e Y={Y.}. J" 
. 1. l€ J J e 

Seja I= {f: F[X. , ••• ,X.n]-+F[Y. ,. •. ,Y. ]ln:;O 
1.1 1. J1 )n/' 

e 

e um F-isomorfismo de anéis}. Obviamente, domf e imf sãosu~ 

t:ruturasde F[X] e F[Y] respectivamente, alêm disso I;::4J pois 

Seja peF[X]\domf, então se dp=m>O 

, .•. ,Xkm•X tal que peF[Xk,' ... ,Xkm]. 

Podemos supor sem perda de generalidade 

existem 

que 

.... ,Xk }0{X. , ... ,x. }=*,então escolhendo Yk , ... ,Yk E m 1. 1 1.n - 1 n 
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Y distintos de Y. , ... , Y. podemos definir 
J 1 J n . 

g;F[Xi , ... ,X. ] 
- 1 lU 

[Xk •••• ,Xk ]+F[Y. , ... ,Y. ][Yk , ... ,Yk] de 
1· m JJl Jn 1 m tal modo que 

g{'F[X. , ... ,:c ]=f e g(Xk·l=Yk. para Í=1 , ... ,m. 
11 111 l 1 

E Óbvio que g e um F-isomorfismo, f~g e pedomg. 

Em forma ariâloga prova-se a outra condição do 

back-and-forth. Portanto, F[Xl~PF[Y]. 

1.4- lsomorfismos Bissortidos Vs·. Homeomorfismos 

Nesta seçao definiremos o correspondente concei-

to de homomorfismo para estruturas bissortidas e oaplicaremos 

ao estudo das estruturas de tipo vetorial e as estruturas to-

polÓgicas em sentido amplo. 

I.-4.1- Definição. Sejam <Ao, A1 ; {R}, {F}, {cA0 }, {dA1 }> e 

<B 0 , B1 ; {S], {G}, {cB 0 }, {d81 }> estruturas bissortidas (sim

plificando a notação em forma evidente). Um homomorfismo bis-

sortido é um par de aplicações Cfo,f1) onde fo:Ao~Bo e f 1 :A 1 ~ 

B1 são sobrejetoras e satisfazem as seguintes condições: 

i) se R~ de sorte ts1, ... ,sn) e X1 e: 

e: A
5

n então R(x 1 , ••. ,xn)=-+S(f
51 

(xd , .•. ,f
5
n(xn)). 

A
5 

, •.• ,x 
1 n 

ii) se F é de sorte Cs1, ... ,sn,~) e X1 € As
1

, ... ,xn 

Ambas as estruturas· são dit.as isomorfas se f1 e 

{ 2 sao bijeções e (i) é satisfeito com+=+ em vez de=+, :te. 
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1.4.1.1-

I.4.2- Homomo"fismo Entre Estruturas de TipO Vetorial 

Consideremos as estruturas <V., K.t ••• > i=l, 2 co-
~ l 

mo em I.2~1, sendo v 1 um K1-módulo, e sejam f:V~+Vz, g:K 1 + K2 

sobrejetoras. 

A condição de ser um homomorfismo bissortido se 

traduz no fato de f ser um homomorfismo de grupos abelianos e g 

um homomorfismo de anéis, além de satisfazer a condição: 

I~4.2.1 Va e K1 e ~x e V : f(a·x)=g(a) ~f(x) em concordância com 
1 

I.4.l (ii). 

Isto permite generalizar o conceito de aplícaçãol~ 

near entre estruturas vetoriais cujo conjunto de escalares nao 

é o mesmo. 

Deve-se observar que no caso de K1 e K2 serem 

iguais, usualmente e implicitamente toma-se g como a identidade. 

Ainda neste caso é possivel a generalização podendo-se tomar c~ 

mo g qualquer automorfismo de K (=K }, sendo esta escolha parti 
l 2 -

cularmente frutifera no caso não comutativo como mostraremos a 

seguir~ 

Seja H o anel de divisão dos quatérnios reais. Um 

espaço vetorial V sobre~ é um a-módulo onde a multiplicaçãopor 

um escalar (à esquerda} está dada pela função (ayx}~a~x satisfa 

zendo: (ct+i3} •x=a~x+S•x 
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a•(X+Y)=U•X+U•y 

a· (S•x)=(aSl•x. 

Sabe-se que todo automorfismo de~ ê interno, ie. 

da forma oq:fi+>f! onde q • tB e oq(a)=qaq- 1 (cf. Jauch [1968]). 

1.4.2.2- Definição. Uma aplicação f:v~v e dita semilinear se 

f(X+Y)=f(x)+f(y) e existe qeH tal que: 

1.4.2.3- Proposição. A função f:V+V dada por f(x)=q•x ê semili 

near~ 

Demonstração. A aditividade é imediata. Por outro lado f(a•x)= 

I. 4 ~ 3. Homomorfismos Topo lôg'icos 

Sejam <X, -r; e> e <Y, a; e> dois espaços topolÓg~ 

cosem sentido amplo (ie. Te a·são subcoleções arbitrárias de 

P(X) e P(Y) respectivamente). 

Dada f: X-+Y, o fato de f ser contínua ou_ aberta com 

respeito das coleções Te.o define-se na forma usual. 
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I~4.3~1- Definiçã~. Um homomorfismo topológico entre as estrutu 

ras dadas é um par de funções (f,g) onde f:X+Y e g:T+cr são so-

brejetoras e satisfazem a condição I~4.1.1~, ie., 

I.4.3.2- Vx e X, VA e t:x e A~f{x) e g{A). 

Observe-se que para se ter um homomorfismo bissor-

tidoneste caso exigir-se--ia uma condição mais fraca: Vx e X, VA e 

t, x e A =+-f(x) e g(A), a qual equivale a: VA e t, f(AJ ..::: g{A), 

que aparentemente é desinteressante desde o ponto de vista top~

lógico: em particular nada diz a respeitada continuidade da f, 

como se deveria esperar. 

I. 4. 3 .-3- Definição. f: X+Y é di ta t-saturada se todo A e T e sa-

. -, turado com respeito a f, 1e. VA e t:A=f [f[A)] (cf. Elon Lima 

[1970, pag. 65-66]) . 

. 
1.4.3.4- Lema. I.4.3.2 equivale a VA e T:A=f- 1 [g(A)]. 

Demonstração. Imediata • 

!~4.3.5- Proposição. As seguintes afirmações são equivalentes: 
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a) o par (f,g) ê um homomorfismo topológico. 

b) f é sobre, contínua, aberta, T-saturada e VAe 

T:g(Al=f[A]. 

Demonstração. 

(a~b) Como f é sobre, pelo lema segue-se queVAe 

T:f[A]=f[r 1 [g(A)]]=g(A), daí conclue-se que VA e T:f[A] e o, 

ie. f ~ aberta, além disso, substituindo-se a igualdade ante 

rior no lema obtemos VA e T:A=f- 1 [f[A]], ie. f é T-saturada. 

Para ver que f é também contínua, tome b e cr. En 

tã.o, como g ê sobre existe A e T tal que B=g(A), logo, pelo 1_7 

ma, f- 1 [B]=f- 1 [g(A)]=A e T. 

(b=+a) Vejamos primeiro que g, definidapor g(A)= 

f[A], toma valores em_q:_ e ê sobre. 

Com efeito, g toma valores em a pois f ê aberta. 

Seja E e a, então, A=f- 1 [B] é tal que A e T por ser f contí

nua e g(A)=f[A]=f[f- 1 [B]]=B por ser f sobre. 

Para concluir, como f é T-saturada temos que VAE 

T:A=f- 1 [f[A]]= f- 1 [g(A)], logo, pelo lema o par (f,g) é um ho 

momorfismo t_opolÓgico 8 

!.4.3.5.1- Convenção. Como sugerido pela proposição anterior, 

podemos evitar a menção da função g e dizer que um homomorfi~ 

mo topolÓgico ê uma função f sobrej e tora, aberfa, continua, e 

T-saturada. 
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1.4.3.6- Corolário. Se f:<X~ -r; e>~ <Y, o; e> é um homomorfís 

mo topolÓgico, então I TI= I o I· 

Démonstração. Seja g:T~cr dado por g(A)=f[A]. 

i) g e injetora: g(A)=g(B)~f[A]=f[B]-A=t'íf[A]] = 

f- 1 [f[B]]=B por ser f r-saturada. 

ií) g é sobrejetora: se B e a então, como f é con 

tínua, r 1 [B]er. Tomando A=r'[B] temos que g(A)=f[A]=f[f""'-[B]]= 

B por ser f ~obrejetora • 

1.4.3.7- Observação. Sabe-se que uma função fê injetora se 

somente se todo subconjunto de X é saturado com respeito a 

ie. VA~X: A;f-~[f(A]]. Portanto um homomorfismo topológico 

e 

f, 

f 
' 

na medida em que é -r-saturado, nao está longe de ser um homeo

morfismo (no sentido amplo). 

Em particular. todo homeomorfismo f é trivialmente 

-r-saturado. 

1.4.3.8- Corolário. Seja f:X+Y. As afirmações seguintes sao 

equivalentes: 

a) f e um homomorfismo topolÓgico injetivo. 

b) f é um homeomorfismo. 

c) f e um isomorfismo bissortido. 

Demonstração. Imediata a 
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I. 4. 3. 9- Coment.ârio 

O conceito de isomorfismo entre estruturas (em g: 

ral multissaTtidas) ê um conceito puramente algébrico: em sen

tido rigoroso, é um conceito que pode ser formulado na âiea co 

nhecida como Álgebra Universal (cf. Gratzer [1968)). 

Portanto, em virtude do corolário anterior, o con 

ceito de homeomorfismo ê de carâter totalmente algébrico. 

Entretanto, nao podemos dai concluir que a Topo!~ 

gia é uma subárea da Álgebra (Universal) jâ que ela não e so

mente o estudo das estTuturas topológicas e dos invariantespor 

homeomorfismos, mas envolve também o conceito de continuidade, 

o qual ê consideravelmente mais fraco (quiça devemos dizer me

nos- rígido) que o de homomorfismo topolÓgico definido pela pr~ 

meira vez aqui. 

!.4.3.10- Proposição. Se f:X+Y é um homomorfismotopolÓgico, e~ 

tão t e -o são as topologias (em sentido ampla) induzidas e co

induzidaS por f em X e Y respectivamente. 

Demonstraçãa. Sejam Tf={f-'[B)/BEO} e of"{BSY/f-'[B]eo}, deve

mos provar que t=~f e cr=crf. 

~ ôbvio que pela continuidade de f, tfçt~ Se A€t, 

então como f é aberta f[A] e: a e sendo A=f-l [f.[A]] por ser ft-

saturada temos que /I.€Tf, logo ~lf-Tf' 

Analogamente prova-se a outra igualdade a 
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!.4.3.11- Observações. 

i) Definindo Tf={A~X/f[A]ea} e of={f[A]/AeT} fa 

. d . f f f Cllmente po e-se provar que se satJ..s azern T =Tf e cr"= af. Por-

tanto, para um homomorfismo topolÓgico f tem-se t=Tf=Tf e o= 
f af=O, o qual mostra, junto com I.4.3.6~ em certa medida, a 

força do conceito de homomorfismo topolÓgico (ver !~4.3.17 e 

!IL1.10). 

ii) Resulta como corolário da proposição ante-

rior a versao seguinte do primeiro teorema de isomorfismo: 

Seja X/f o espaço quociente partido pela rela

çao x~y~f(x)=f(y). Então, se f é homomorfismo topolÓgico te 

mos X/f~Y (ie. são homeomorfos ou isomorfos desde o ponto de 

vista bissortido). 

Basta definir f: X/f~Y de tal modo que, se n:X~_ 

X/f é a projeção canônica, se tenha que Í 0 n=f. 

Terminaremos dando alguns exemplos concretos de 

homomorfisrnos topolÓgicos e algumas propriedades adicionais. 

!.4.3.12- Proposição. Seja <X, L; €> um espaço topolÓgico no 

sentido usual e definamos a seguinte relaçio de equival~ncia 

em X: 

x=cy ...... =+{X}=-["f)-

CA barra denota o fecho no sentido da topologia) , então a pr~ 

jeção:rr::X+Xj::::c é um homomorfismo topoló-gico. 

Demonstração Obviamente -rr é sobre e contínua. Se provarmos 
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que é -r-saturada, ie. VAE-r:A=.rr- 1 [n[A]] será imediato que é aber 

ta. 

Basta provar rr- 1 (·rr[Al]~A. Com efeito, xerr-l[rr[A]]=-~

n(x)en[AJ-];;eA/n(x)=rr(z), íe. W={zl. 

Se xíA -x•Ac ( o qual é fechado)=+{X)«Á".Ac=+ 

fl)~Ac-+zeAc o qual é uma contradição, logo xeA a 

1~4.3.13- Proposição. Sejam X e Y conjuntos quaisquer- e f: X-+Y 

uma função sobrejetora, então é possível topologizar X de tal 

modo que a projeção n:X-+X/f seja um homomorfismo topológico. 

Demonstração. Definimos o operador c: P(X)+P(X) dado por c(A)= 

f- 1 [f[A]]. Facilmente prova-se que c satisfaz os axioma de fe-

cho de Kuratowski, ie. 

A~(A) 

c( c (A)) =C (A) 

c(A U B)=c(A) U c(B). 

Observe-se que os conjuntos fechados coincide.mcom 

os conjuntos saturados com respeito a f. Além disso, c({x})= 

c({yJJ-C 1 [f(x))=C 1 [f(y))+-f(x)=f(y), isto significa que os 

conjuntos X/~c e X/f coincidem. Logo, pela proposição anterior 

obtemos o resultado D 

Seja f: X-+Y como ·na proposição acima. Chamaremos 

de -r·-- a coleção de todos as subconjuntos de X saturados com 
sat 

respeito a f. 

- 37 -



1.4.3.14- Lema. Se A, BeTsat' então 

f[AOB]=f[A]f)f[B]. 

Demonstração. Com efeito, AnB=f- 1 [f[A]]Ilf- 1 [f[B]]=f- 1 [f[A] 

llf[B]], port,nto, como fê sobre temos f[A0B]=f[f- 1 [f[A] 

flf[B]]]=f[AJnf[B] g 

1.4.3.15- P~oposição. Tsat é uma topologia (em sentido usual) 

sobre X. 

Demonstração. n imediato que 'Tsat é fechada para Ufil-OBS arbi-

trârias. Para provar que ê fechada para interseções f in i tas 

sejam A, Bnsat' então, pelo lema f[AilB]=f[A]{)f[B], logo f- 1 

[ f[AilB]]=r 1 [f [A] (lf [B]] =f- 1 [f [A]]Or 1 [f [BJ] =MB, portanto MB< 

I.4.3.16-. Corolário. Sejam .,::x, 1:; e:> e <Y, a; e> espaços top~ 

lÓgicos em sentido amplo, e f: X-+Y um homomorf-ismo topológico~ 

i) como f ê L-saturada segue-se que TSTsat' 1e. 

T é a maior coleção para a qual f é um homomorfismo topológi sat -

co, sendo ela uma topologia sem sentido usual. 

i i) se T e Õ denotam os fechos de ~.e,.o para uniões 

arbitrárias, então f é um homomorfismo topológico com respei

to a T e ã B 
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1.4.3.17- Proposição. Se f:X+Y e um homomorfismo topolÓgico, 

e K~Y é compacto, então f- 1 [K] ê compacto em X. 

Demonstração. Suponhamos f- 1 [K] ~VAi onde cada Ai eT, então K= 

f[C 1 [K)]'!:f[UAi]=Uf[Ai]. 

Por ser f aberta, cada f[A1]eo, logo por ser K 
n 

compacto, existem í 1 ,.~. ,in tais que K~~ 1 f[A~, então 
n n n 

C
1
[K]<::C

1
[k~ 1 f[Aikll=k~l C

1
[f[Aikll=k~l Aik por ser fT-sa 

turada. Portanto, f- 1 [KJ é compacto • 

O conceito de homomorfismo topolÓgico, embora 

surgido das estruturas topolÓgicas (corno estruturas bissorti 

das), tem também urna manifestação na Álgebra como mostrare-

mos a segulr. 

!.4.3.18- Exemplo. Seja f:G~TI um epimorfismo de grupos. Se

jam T={H~G/H é um subgrupo e ker f~Hl e O={K~/K ê um subgr~ 

po}. Então f:<G, T; e>~<G, cr; E> e um homomorfismo topolÕgi-

co. 

Demonstração. (H..:.;G denotará o fato de H ser um subgrupo de G). 

i) f é aberta e continua: ê trivial pois as im~ 

gens direta e inversa de subgrupos são _subgrupos, e no seguE! 

do caso contendo ao núcleo de f9 

ii) fê T-saturada: basta provar que f- 1 [f[H]]Ç, 

H. xer' [f[H] J-f(x)d[HJ- existe zeH tal que f(x)=f(z)

f(x·z-1)=ê (elemento neutro de G)=-+x•z- 1Eker fc;H=+ como ze:H: 
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xeH 11 

I.4.3.19.0utroJ exemplos imediatos sao os seguintes: 

i) Trocando acima "subgrupos" por "subgrupos nor

mais11 temos exatamente a mesma situação. 

ii) se f:A~B é um epimorfismo de anéis, l consta 

dos ideais de A que contêm ao núcleo de f e o consta dos ideais 

de. B, então f é um homomorfismo topolÓgico com respeito a T e 

o . Em particular, para todo ideal I que contêm ker f 

-, f que: f ( (I]]=l. 

temos 

Um outro exemplo menos trivial que os anteriores, 

e que depende fortemente da T-saturação da f, é o seguinte: 

.Lema. 

i) se I~ J sao ideais de A tal que ker f~I~J, en

tão f[I] ii' f[J]. 

ii) se I) J -sao ideais de B, então f- 1 [I]~f- 1 [J]. 

Demonstração. t imediato que as inclusões sao preservadas. 

i) seja xeJ'l. Se f(x) e F[I], então existe zeltal 

que f(x)=f(z)t ie. f(x-2)=0, logo, x-zeker f~.I, então xei,. o 

qual é uma contradição, portanto, f(x)ef[J]'f(I]. 

i i) se C' [I]=r' [J], então I=f(f- 1 [I] ]=f(C 1 (J]]=J, 

contradição, portanto, C 1 [l]'i"C 1 [J] a 
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I.4.3.20- Proposição. Seja f:A~B um epímorfismo de anêis, T= 

{M~A/M é ideal maximal (e ker fÇM)} e o={N'=:B/N é ideal maxl

mal}, então f é um homomorfismo topológico a respeito de T e 

a. 

Demonstração 

i) E imediato que f é t-saturada por I.4.3.19(ti~ 

ii) fê contínua: seja Neo e suponhamos que 

r'[N]:;'I, então, pelo lema (i), N=f(C 1 [N]]~f[I], logo, como 

N ê maximal, f[I]=B, então l=f- 1 [f[I]]=f- 1 [B]=A, portanto, 

r'[NJet. 

i i i) f é aberta: seja Me-r e suponhamos que f [MJ 

;J, então, pelo lema (ii), M=f- 1 [f[M]]~f- 1 [J], logo, como M é 

maximal, C 1 [J]=A, então J=f[C 1 [J]]=f[A]=B, portanto, f[!l]e 

o .. 

L4.3.Z1- Observação 

Os resultados acima, e essencialmente ocorolârio 

I.4 .. 3.6, permitem unificar os diversos Teoremas de Correspon

dência que aparecem na Álgebra (cf. Rotman (1973] e Gonçalves 

[1979]). 
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CAPITULO II 

LINGUAGENS FORMAIS E EXPRESSABILIDADE 

II.1- Estratificação da Linguagem Matemática 

A linguagem matemática nasce com o desejo de sís

tematiz:ar o conhecimento matemático, e a linguagem da prática 

matemática ê muito ampla e rica em poder de expressão; envol

ve, por exemplo, a linguagem conjuntista (da teoria intuitiva 

de conjunto5) e a linguagem categoria! (da teoria de catego

rias). 

Ao ser empregada usualmente sem a fundamentação ~ 

dequada, sabe-se que pode conduz:ir a diversos paradoxos, como 

o paradoxo de Russell por exemplo {cf. Suppes [1972]). Devemos 

mencionar que a solução deste paradoxo deu origem a distinção 

entre conjuntos e classes próprias, distinção que vai ser ne

cessário salientar no estudo das linguagens que introduziremos 

neste capítulo e no capítulo IV {ver proposição I I. 5 ~ S ~ 13) . 

Por exemplo, várias ve~es usaremos o fato de que somente os 

conjuntos Podem ter assignada uma cardinalidade. 

Para evitar tais paradoxos~ nós vamos analiz:ar a 

linguagem matemática, primeiro delimitando o universo dos obj: 

tos que pretende-se descrever: neste caso, o universo conjun

tista das estruturas matemáticas como foram construídas no ca

pítulo I. E segundo, distinguindo dois pontos de vista para tal 
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descrição: 

o ponto de vista microscópico ou interno, que 

vai nos conduzir, neste capítulo~ à construção das Linguagens 

Formais adequadas a cada tipo de estrutura. Com elas tratare

mos de atingir os Conceitos Matemáticos, vale dizer as elas-

ses de estruturas, que pretendemos expressar. 

Finalmente, o ponto de vista macrosc6pico ou me

talinguistico sob o qual analizaremos tanto o ·relacionamento 

(conjuntista ou categoria!) entre as estruturas, como temos 

feito no capítulo I, como o relacionamento destas com as lin 

guagens formais que lhes sao adequadas. 

Os exemplos a seguir vão motivar a construção das 

linguagens formais e colocar o problema central da expressabi 

lidade: a caracterização ou axiomatização de diversas classes 

de estruturas nessas linguagens (caracterização e axiomatiza

çao serão consideradas como sinônimas enquanto referidas a elas 

ses de estruturas). 

Diremos então que a linguagem expressa o Concei

to .se ele, enquanto classe de estruturas, é axiomatizável (ver 

definição 11.5.4.1). 

11.1.1- A Classe KDOM dos Domínios de Integridade 

Um domÍnio de integridade é uma estrutura (}t = 
<A;+A,.A;oA,1A> onde +A:A 2 ~A,~A:A 2 ~A são funções binárias e 

oA,lA&A são constantes distinguidas. 

As afirmaçõe-s que faremos acerca de qualquer do

mÍnio de integridade não devem depender da natureza dos ele-
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mentos de cada estrutura, mas sim do seu correspondente tipo 

de estrutura. Para isso omitiremos o Índice A nos símbolos 

+, ~,O e 1, considerando-os como nosso alfabeto básico. Es

te alfabeto também incluirá o sÍmbolo =· 

Observe-se que se -ro=<tfl; 2, 2; 2> e o tipo de 

estrutura correspondente) então KD~ Est (-ro). 

Os membros da class~ KDOM podem ser caracteriza 

dos pelo conjunto de sentenças seguinte (para uma definição 

de sentença ver II.3.1.5 (iv)): 

al: 1(0=1) 

o 2 : (yx) (yy) (yz)((x+y)+Z=x+(y+zll 

Os: (VX) (yy) (X+y=y+x) 

o 4 ; (\IX) (X+Ü=X) 

a,: (Vx) (~y} (x+y=Ol 

o 6 ; (yx)(yy)(Vz}((x•y)·Z=X•(y•z}) 

a 7 : (yx)(yy)(x•y=y•x) 

Os: (yx) (x-1=x) 

a 9 : (yx) (yy)(yz) (x•(y+Z}=(x•y)+(x-z)) 

Ofo: (\IX) (Vy) (x-y=0+x=0Vy=0). 

Podemos dizer também que o conceito de domínio 

de integridade fica caracterizado pelo conjunto de sentenças 

acima. 

II.1.2- Observações 

i) fica claro que, além dos símbolos nãolÓgicos 
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+, ~, O e 1 correspondentes ao tipo de estrutura T~, o nosso 

alfabeto básico deve incluir os símbolos lÓgicos i (para neg~ 

ção), 1\ (para conjunção), V(para disjunção), +(para condicio-

nal), ++'{para bicondicional), V e 3 {para os quantificado-

res), além do' símbolo de igualdade -= que será considerado um 

símbolo lÓgico (ver II.6 para uma discussão acerca das limi

tações de caracteri~ação da igualdade). 

No futuro abreviaremos 1 (x=y) por x7=-y. 

ii·1 fica subentendido que nas expressoes acima, 

ao serem interpretadas em cada estrutura particular, as va

riáveis x, y, z variam, neste caso, sobre os elementos do d~ 

mínio da estrutura, e não, por exemplo, sobre subconjuntos 

desse domínio. Tal tipo de variáveis também será considerado 

parte de nosso alfabeto básico, e a linguagem construída com 

este alfabeto será chamada de linguagem de 1~ ordem corres

pondente ao tipo de estrutura l~ • 

1!.1.3- Comentário 

Esta Última observação é muito importante por

que nos diz~ justamente que as variáveis capturam o domÍnio on

tológico do discurso, ie. as expressões falam daquilo que 

suas variáveis representam {ver a introdução ao papítulo I:). 

Isto estâ implÍcito na frase do lÓgico americano w.v.o. Qu~ 

ne: 11 Ser ê ser o valor de uma variável". Disso pode-se con

cluir que os objetos que exist,1m dentro· de nossas estruturas 

serão justamente aqueles que nossas variáveis nos permitam 

construir ou definir na linguagem (ver observação 11.4.2.1). 
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11.1.4- A Classe KDIP dos Domínios de Ideais Principais 

Um domínio de ideais prinçipais ê um domínio de 

integridade onde "todo ideal é principal". Temos então que 

= 
KDiP KDOM" 

~ possÍVel expressar a propriedade entre aspas 

em termos de nosso alfabeto básico? 

Devemos definir primeiro o que e um ideal num 

domínio de integridade. 

Seja X~A, definimos: 

X é um ideal~ (yx)(yy)(xeXAyeX+x+yeX) 

A(Vx)(yy)(xeX+x•yeX) 

Poderemos então caracterizar KDIPComoaquelas es 

truturas de Est(t 0 ) que satisfazem cr 1 -o: 1 o além de 

all: C\/Xl (X ê um ideal+ C3x)(yY)(yeX + (:Jz)(y=z•x))). 

11.1.5- Observação 

X é um novo tipo de variável que varia agora so 

bre subconjuntosdo domÍnio da estrutura, entretanto, x, y e 

z conservam seu status anterior. 

Ao introduzir este novo tipo de variável (que 

representaremos com letras maiúsculas) somos levados a intro 

duzir também o símbolo de pertinência E, que consideraremos 

como símbolo lÓgico o qual relaciona elementos de A com sub

conjuntos de A. Também ê usual considerar X como um predica-

do unário, assim que a expressão xeX pode ser ecrita como 
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X{x) evitando o uso do sÍmbolo e. 

Nosso alfabeto básico ve-se acrescentado com um no 

vo tipo de variáveis que variam sobre subconjuntos do domÍnioda 

estrutura. A linguagem construída com este novo alfabeto sera 

chamada de linguagem de 2~ ordem monâdica correspondente ao ti

po de estrutura T 0 • 

II.1.6- A Classe KBFIN das Álgebras de Boole Finitas 

Uma álgebra de Boole é uma estrutura 

~ =<B; 1\B, }; OB, 1B> onde ~:B
2

-+B e VB:B
2

-+B sao funções biná

rias, e OB, 1BeB são constantes distinguidas. 

Deve ser observado que o tipo de estrutura de ú8 é 

também -c 0 , logo KBFIN~Est (r o). 

Uma álgebra de Boole ê caracterizada por (cf. Bell 

e Slomson [1969]): 

8 1 : (Vx) (Vy) (xAy:y/\x) 

8 z: (Vx)(Vy)(xVy=yVX) 

' 
e 3: (Vx) (Vy) (Vz) (xl\(yAZ)= (XAy)/\Z) 

e,: (Vx) (Vy) (Vz) (x\/(yvz)=(xvy)llz) 

8 5 : (Vx) (Vyl ( (xvy) AY=Yl 

6 6 : (Vx) (Vy) ((xAy)vy=y) 

8,; (Vx) (Vy) (\fz) (xv(yAz)=(xyy)/\(xvz)) 

9,: (Vx)(Vy)(Vz)(xl\(yVz)=(XAY)V(XAZ)) 

8 ?: (Vx) (:Jy) (xvy=11\My=0). 
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(por abuso de notação estamos usando o mesmo símbolo para as 

operações A e V da álgebra de Boole, e para as operações lÓ

gicas de conjunção e de disjunção). 

Podemos dizer que uma álgebra de Boole á} é fini 

ta se "toda função de B em B injetora ê também sobrejetora". 

Observamos .que esta definição não depend"e da estrutura Boo

leana de B e pode-se aplicar a qualquer conjunto. 

Seja f:B+B uma função, então podemos definir: 

f é injetora~ CvxlCvyl(f(x)=f(y)+x=yl, 

f é sobrejetora ~cvylC3xl(f(x)=y), 

portanto, baseados nestas expressoes teríamos: 

B ê finito~ (yf)(f é injetora+ fê sobrejetora). 

A quantificação sobre funções é frequente em ma 

temática, e toda expressão que a envolve é susceptível de ser 

transformada em outra que envolve quantificação sobre rela

çoes binárias, como veremos a seguir, embora na pr'âtica nao 

seja necessar1.o. 

Se X2 é uma variável que denota uma relação bi

nária, ie. X2SB 2 , então podemos definir: 

X' é função+~ (Vx)(3y)x;cx,y) 

A(Vx)(yy)(yz)(X 2 (x,y)AX 2 (x,z)+y=Z), 

X' é injetora~ (Vx)(Vy)(Vz)(X 2 (x,z)AX 2 (y,z)+x=y), 

portanto, teríamos que uma álgebra de Boole á3. é finita se sa 

tis faz 
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brej e tora). 

Observamos novamente que esta expressao da fini 

tude nao depende do fato de 6$ ser uma álgebra de Boole (ver 

também III.1.21). 

O uso de variáveis que variam sobre relações b~ 

nârias (a~ém possivelmente dos outros tipos de variáveis men 

cionados) acrescentam o poder expressivo da linguagem, e uma 

tal linguagem é chamada de linguagem de 2~ ordem diâdica(co! 

respondente ao tipo de estruturas To). 

II.1.6.1- Observações 

i) em toda álgebra de Boole é possível definir a 

operaçao de complementação *:x*x* que as vezes convém expli-

citar na estrutura: 

sendo, neste caso, de tipo <~; 2, 2, 1; 2>. 

Neste caso também ê conveniente substituir a =en 

tença e9 por 

ii) uma definição alternativa de finitude é a da . -
-da por Dedekind (cf. Suppes[1972, Cap. 4]): um conjunto B e 

finito se unenhum subconjunt.o prÓprio de B é equipotente com 

B11 • Aparentemente esta frase é de 2<?- ordem monádica, mas a 
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equipotêncía mencionada envolve a existência de uma função 

bijetiva, portanto, na realidade é uma expressão de 2~ or

dem diâdica. 

II.1.7- A Classe KARQ dos Corpos Ordenados Arquimedianos 

Um corpo ordenado ê uma estrutura <F; ~Fj 

.F; oF, 1F> cujo tipo é Tl=<2; 2, 2; 2>. 

F 
+ ' 

Uma linguagem adequada a esse tipo tem no seu 

alfabeto básico os símbolos~' +, ·, O e 1 onde, por exem

plo, ~ ê um símbolo de relação binária. Faremos uso das 

abreviaturas seguintes: x)y por y~x, x<y por x~yAX%y, ePy 

por y<x. 

As expressoes que caracterizam um corpo orde-

nado sao 01-09 (em I I. L 1), substituindo 01 o por 

l 
o 10 : Cvxl (x#O+(ay) (x•y=1ll, 

e acrescentando 

012.: (Vx) (x~x) 

cr,,: Cvxl Cvyl (x(y,q~x+xql 

crn: (\IX) (\ly) (\IZ) (X'ÕYAY<iZ+x<(z) 

cr,,: (\IX) (Vy) (x~yvy,x) 

o,,: Cvxl(Vyl(x~y+(yz)(x+Z{y+z)) 

Cí17: (\fx) (VY) (yz) (X~YAZ30-+x•z~y·z). 

Um corpo ordenado e arquimediano se satisfaz a 
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seguinte propriedade informalmente simbolizada: 

"(yx)(x>O+(yy)(gneiN)(n•x>y))" 

onde naX=X+·~·+X (n vezes). 

O fragmento (gneN)(n•x>y) pode ser escrito na 

forma (gn)(nENAD•x>y). Agora, lembrando que as variâveisque 

fazem referência a indivíduos devem se referir a elementos 

do domínio da estrutura, e observando que n 4 x>y pode ser e~ 

crito como (n•1)•x>y 1 podemos identificar~ com o conjunto 

W•1={n~1/ne~}~F, que é possível pois todo corpo ordenado -e 

de característica zero. Neste caso, aquele fragmento-pode ser 

Ainda fica imprecisa, em t.ermos da linguagem a~ 

quada ao tipo L1, a expressão ·:te!N"·1. Para salvar esta impr~ 

cisão podemos definir IN ·1, como- subconjunto do corpo F, do 

seguinte modo: seja XçF, definimos 

X ê indutivo +=>+ O eX ..... cvx) (xeX'"*X+ 1 eX) 

então é fácil ver que m·1=D{X/X é indutivo}. 

Logo temos que: 

-zeJN·1~(yX)(X e indutivo+zeX). 

Finalmente, podemos dizer que um corpo ordena

do é arquimediano se satisfaz: 

Ote: (Vx)(x>O+(yy)(3z)((VX)(X ê indutivo+zeX)Az·x>y)). 

Fica caracterizada então KARQ' como subclasse 

de Est('rt.), na _linguagem de 2<,1 ordem monâdica adequada ao 
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tipo Tl· 

!1.1.8- A Classe KAF dos Corpos Algebricamente Fechados 

A frase Hpara cada n~1, todo polimônio de grau n 

com coeficientes no corpo, tem alguma raiz no corpo" caracte-

riza o fato de um corpo ser algebricamente fechado, o que po-

de ser simbolizado informalmente na forma "(yn)1) <Pn11 onde <.Pn 

é a expressão' de 1 ~ ordem: 

(\/Xo) ••• (Vxnl (xn'O+(:Jyl Cxn •yn+ ••• +Xl'Y+Xo=Ü)), 

entendendo yk como uma abreviatura de y• ••• •y (k vezes). 

A análise do exemplo anterior para caracteriz,ar 

m como subconjunto do corpo não se aplica aqu1, porque o n en 

volvido age como um Índice e não pode ser identificad.o com ne 

nhum elemento do corpo. 

Neste caso, a expressao (Vn~1)<Pn pode ser substi 

tuida por uma coleção infinita de expressões de 1~ ordem L; 

{clJn/n3-1}, podendo dizer agora que a classe KAF (~Est('r 0 )) fi
l 

ca caracterizada pelas sente~ças 01-a9,cr 10 e por aquelas que 

constituem 'r.... 

11.1.9- A Classe KTOR dos Grupos de Torsão 

Um grupo, considerado como estrutura de tipo T2= 

<4'; 2, 1; 1 >, ie. da forma <G; e, -1; e>, é caracterizado pe
" 
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lo seguinte conjunto de expressoes de 1~ ordem: 

p,: (Vxl Cvyl(vzl ((x-yl ·z=x·(y•z)) 

p,: (Vx)(x•e=xAe·x=x) 

p,: (Vx)(x•x" 1 =e/\x"'·x=e). 

O problema de caracteriz-ar a classe KTOR consis 

te em formalizar 11 adequadamente 11 a expressão informal "(Vx) 

n - -(gn)1) (x =e) 11
, a luz das analises anteriores. 

De fato nao têm sentido expressar m como subco~ 

junto do gruPo em consideração, nem é possível particionar a 

expressão entre aspas numa quantidade infinita de expressões 

de 1 ~ ordem. 

Uma solução mais plausível é considerar o quan

tificador "3n:;,.:,1u como uma disjunção infinita obtendo: 

que pode ser abreviado por (~x)n~ 1 Cxn=e). 

Poderíamos também intentar uma caracteriz-ação 

mediante a sentença, aparentemente de 2~ ordem, "todo subgr:= 

po cíclico é finito", porém a análise dela mostrará que pre

cisamos igualmente da soluçãb acima. 

Em forma anâloga, no caso dos corpos algebrica-

mente fechados, a coleção infinita que os caracteriza pode 

ser símulada como a conjunção infinita 11 ~ 1 'Íln, embora neste 

caso não seja necessário tal grau de sofisticação~ 

11.1.10- Digressão 
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A interpretação dos quantificadores universal e 

existêncial como conjunções e disjunções generaliZadas res

pectivamente, correspondente ã interpretação histórica origf 

nal dos quantificadores, dada por exemplo por Peirce no final 

do século passado, tornando-se menos artificiais~ 

Vale mencionar que os quantificadores foram in

troduzidos na lÓgica e na matemática em 1879 pelo lÓgico ale 

mão G~ Frege (cf. W. eM. Kneale[1962]). Posteriormente Hil 

bert e Ackermann [1928] distinguiram pela primeira vez-as lin 

guagens de 1~ e 2ª ordens. 

As linguagens que permitem conjunções infinitas 

(não só enumeráveis) são chamadas de linguasensinfinitárias. 

A introdução delas em forma operativa na matemática e na ló

gica, não aconteceu antes da década de 50, por Tarski e Karp, 

devido à disputa entre as correntes formalista e intuicio-

nista da filosofia da matemática~ em torno da autenticidade 

do infinito atual, em contra posição ao infinito potencial, 

no pensamento :matemático. 

O uso de sentenças de comprimento infinito na 

matemática tem tanta validade como o uso das séries formais 

de potências. na álgebra. 

As linguagens infinitârias (que incluem, de fo! 

ma rigorosa, a linguagem de 1 til ordem) serão estudadas com ce! 

to detalhe nesta tese (ver capítulo IV). A linguagem quepe! 

mite conjunções e disjunções enumeráveis é chamada Lw1w e a 

razão de tal notação será apresentada depois. 

II.1.11- Observação 
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Uma classe de estruturas pode ser caracterizada 

em duas linguagens distintas. Por exemplo, a linguagem infi

nitária Lw1w, introduzida no exemplo acima, permite expres

sar a propriedade que caracteriza o conceito de corpo ordena 

do arquimediano do seguinte modo: 

II.1.12- A Classe KBOR dos Conjuntos Bem Ordenados 

Um conjunto bem ordenado é um conjunto A munido 

de uma ordem total ~A onde 11 todo subconjunto não vazio tem 

elemento mínimo 11
• O tipo de estrutura ê Ts=<2; 4>; O>. 

Para X~A podemos definir: 

X é mÍnimo de X+=+ X€XA(Yy)(ytX~x~y), 

portanto, a propriedade entre aspas pode ser simboliz:.ada por 

~': (yX)((axl (xeX)->(ax) (x 
- .. e m1n1mo de X))., 

que ê uma expressao de 2~ ordem monádica. 

A razao de colocar este exemplo e que ele vai 

nos permitir introduzir um novo tipo de linguagem infinitá

ria: aquela que permite quantificações sobre um.número infi

. nito de variáveis. Para isto devemos e;xpre_ssar a condição de 

A ser um conjunto bem ordenado em forma equivalente; "não 
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existe nenhuma sequência {xn}n)l em A estritamente decrescen 

te", ie. 

A linguagem infinitâria que, além de permitir 

conjunções e disjunções enumeráveis, permite quantificações 

sobre uma quantidade enumerável de variáveis, chama-se Lw 1 w1 • 

II.1.12.1- Observação 

Em Lw 1 w1 é expressável a finitude mediante a sen 

tença seguinte: 

11.1.13- A Classe KSEP dos Espaços (Topológicos) Separáveis 

Um espaço topolÓgico em sentido amplo, devemos 

-lembrar, e um estrutura bissortida <X, r; s>. 

Correspondendo aos dois domínios da estruturade 

vemos introduzir em nosso alfabeto básico dois tipos de va

riáveis de 1~ ordem: x, y, .. ~ para elementos de X eU, V, ... 

para elementos de ~. 

Entendemos por separabilidade a existência de 
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um subconjunto enumerável de X, denso respecto da coleção 1, 

que pode ser expresso mediante a seguinte sentença: 

~': (g_Z) [Z é enumerável A (Vx) (yU) (xeU+(gy) (yeZAyeU))] 

onde 

Z é enumerável +-+ (gx,) ••. (gxnl ••• [k~l (xkeZ)A l<S~<j (Xi 'xi) 

A (Vy)(yeZ+k~l(y=xk))] 

Deve ser observado que 1Jto e uma sentença glo

balmente bissortida, de 2? ordem monâdica e infinitâria na 

linguagem Lwlwl, com respeito ao domínio X, mas só de 1~ or

dem com respeito ao domÍnio T. Além disso, a rigor devem-se 

distinguir formalmente as pertinências 11 YE:Z" e 11ye:UH, por 

exemplo, onde a segunda delas é a explicitada na estrutura, 

entretanto a primeira corresponde ao alfabeto básico de 2? 

ordem, e poderia ser eliminada como foi sugerido na observa 

ção 11.1.5. 

II.1.14- A Classe )(BE dos Espaços com Base Enumerável 

KBE está formado pelos espaços <X, o; e> onde o 

ê uma base enumerável para alguma topologia sobre X. 

Facilmente pode-se conferir que o fato de ser a 

uma base pode ser expresso mediante as sentenças 

(com as notações do exemplo anterior): 

e 11: CvxJ (;JUl (xeU) 

612: (VU) (VVJ (yx) (xeUoxeV+ (gWJ (x~W 1\ 
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esta Última obviamente pode ser abreviada com a notação usual 

obtendo 

1 
8 12 : (VU) (VV) (Vx) (x~UnV+(gW)(x~WIIW!:UnV)). 

Além disso, temos que acrescentar, por razões téc 

nicas que explicaremos no apêndice deste capítulo, a seguinte 

sentença, que relaciona a igualdade =
0 do domínio a com a re

lação e, e que, em essência, é o axioma deextensionalidade da 

teoria de conjuntos: 

Resta expressar o fato de que o é enumerável. P~ 

ra isso, em contraste com o exemplo anterior, vamos proceder 

em 2~ ordem e informalmente, mas de tal modo que fique trans

parente a formalização final. 

a é enumerável~ Jol=il<:~JoJ:,.~I\JoJ<cl',-cnão JoJ<t% J " 

(não JoJ:,.J',J. 

A expressao !aÍ< /lo diz que a é finito, o que p~ 

de ser formal i z.ado seguindo o exemplo I I. 1. 6. 

\crj>.../11 +=+ existe um subconjunto infinito, de o 

que nao é equipotente com a. 

Para formalizar esta expressao introduziremosuma 

variâvel ,z de 2~ ardem monádica para subconjuntos de cr obten-

do (sempre informalmente): 

JoJ>,JI,~cazJCJzJ;:.Jt'o e não (!if)(f é bijeção e dom f=Z eimf= 

o)). 
ss-



Existe uma expressao muito interessante, desde 

o ponto de vista teórico, da enumerabilidade de um conjun-

to, dada por Boolos e Jeffrey [1974, pag. 201]: 

!!.1.14.1- Seja A um conjunto,xez variáveis para elementos 

de A, X uma variável para subconjuntos de A e f uma 

vel para funções de A em A. 

. -varJ.a-

Denotamos com Ind(z, f) a expressao "o par(z,f) 

satisfaz o axioma de indução~~ que pode ser definido como: 

Ind (z_:, f) ~cvxJ(zeXA(yxJ(xeX+f(x)eX)+(yx)xeXJ. 

Em termos disto tem-se: 

I I. 1. 14,2-Asserção 

Deve-se observar que as três expressoes de 

enumerabilidade apresentadas são independentes da natureza 

particular do domínio anallzado e da estrutura particular de 

que forma parte. SÓ envolve variâveis adequadas e símbolos 

lÓgicos, entre eles a igualdade = e a pertinência e. 

Estes requerimento·s sempre serão importantes~ 

ra a expressabilidade da cardinalidade do domínio de uma e~ 

trutura .. 
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II.Z- Categoricídade 

Um dos ideais da formali.z:.ação, pelo menos histo

ricamente, é poder descrever, caractertiar ou axiomatizar, em 

forma categórica, ie. salvo isomorfismo, as principais estru

turas da matemática. Tal foi a motivação, por exemplo, para a 

axiomatiiação da aritmética por Peano, e da geometria Euclhl~ 

na por Hilbert, no final do século passado. Ambas as axiomati 

zaçoes categÓricas foram feitas, em terminologia moderna, nu

ma linguagem de 2~ ordem monádica. 

Intuitivamente podemos dizer que um conjunto de 

sentenças numa linguagem dada é categórico se as 

que ele descreve são todas isomorfas. 

estruturas 

A seguir apresentaremos os dois exemplos mencio

nados de forma sucinta e com um enfoque atual. 

II.2.1- Estruturas de Peano 

A A A -Uma estrutura <A; 0 , O > onde 0 :A+A e uma fun-

çao e oA ..; A,é chamada uma estrutura de Peano se 0A é injeti

va, OA não perterice à imagem de OA e o par (OA, OA) satisfaz 

A A o axioma de indução, ie. Ind (O , o )(ver 11.1.14.1). Um exem 

plo é a estrutura dos números naturais ~=<IN; orN; cfN> 
da função sucessor JN(n)=n~1. 

munida 

Tais propriedades podem ser expressas na lingua

gem de 2~ ordem monádica (adequada ao tipo de estrutura dado) 

mediante as seguintes sentenças: 
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'lt: (yx) o(x) •O 

11_2: (yx) (vY) (o(x)=o(y)~x=y) 

'\.' :· (yX) (OeX/\(Vx) (x<:X~o(x)eXJ~(Vx)x€X). 

Estas sentenças sao conhecidas com o nome de a-

xiomas de Peano da Aritmética de 2~ ordem. Dedekind provou 

que estes axiomas caracterizam em forma categórica a estrut:: 

ra dos números naturais7]Ccf. Ebbinghaus, Flum e Thomas{1984]). 

II.2.2- Teorema de Dedekind 

Toda estrutura <A; oA; OA> que satisfaça 

e ~3 é isomorfa a11. 

Demonstração. Definimos por recursao <P :jN-->·A dada por 

[Holi )=OA 

~cJNcnll=oACHnll ...• C*) 

ou, em forma simples: 

_{;coJ=oA 

~(n+1)=oACHnlJ. 

Basta provar que $ é uma bijeção pois as condi

ções (*) provarao que ~ é um isomorfismo entre ambas as es-

truturas. 

i) $ ê injetiva: por indução em n provaremos que 

VmEJN; m•n~~(m)•~(n). 

Caso 1. n=O: se m•O, então m=k+1, logo 9(m),1>(k+1),aA(Hk)), 

- 61 -



mas por '1.', oA ( Hkl) %ÜA, então <j>.(m) %ÜA, i e. Hml %$( 0} . 

Caso 2. n>O: seja m~n+1. Se m=O, então o~n+1, logo, por ~ 1 ~ 

$(O) =ÜA%oA( <j> (llll =Hn+ 1) • 

Se m~o, então m=k+1, ie. temos k+l~n+1, logo, k 

~n; agora, par hipÓtese indutiva, ~(k)~$(n), logo, por 12 , 

oA(<j>(k))%OA($(n}}, ie. $(k+1)%$(n+1J, portanto, Hm)%<i>(n+1l. 

ii) rp é sobrejetiva: por indução em A provare

mos que $(~)=A (observar que como $0N) é um subconjunto deA, 

ê valido aplicar indução a <j>{W) por~,). 

Caso 1. OAE<J>(m) pois oA=<J>(O). 

Caso 2. Se xerp(m), então existe n~ tal que x=$(n), logo, oA 

(xl =OA ( Hnl)=Hn+ 1) , i e. oA(xl E$(m) • Portanto, por 'l': para 

todo xEA, xEt Wl , i e. HINl =A 1111 

!!.2.3- Observações 

i) ao provar que rp é injetiva provou-se, sem 

usar o axioma de 2ª" ordem :rp, que 1( pode ser mergulhado em 

qualquer estrutura de Peano. Precisamente veremos no capítu-

lo III (ver III.4.1.4 ex. 1) que se restringimos os axiomas 

de Peano a uma linguagem de 1 ~ ordem, existirão estruturas de 

Peano não isomorfas a~, embora?] esteja mergulhado sempre 

nelas~ 

ii) 1 pode ser caracterizado também categoric~ 

mente na linguagem infinitâria Lw 1 uJ : basta substituir o axio 

mo '\' por 
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onde o(O) (0)=0 e o(n+ 1) (O)=o(o(n) (O)). 

Com efeito, definindo ~:tt-r~A por Hn)=(oAJ (nlcoAJ 

temos um isomorfismo. 

II.Z.4- O Corpo Ordenado Completo dos Números Reais 

Em II.1.7 descrevemos~ numa linguagem de 1~ _or-

dem, os corpos ordenados. 

Um corpo ordenado é dito comEleto se satisfaz o 

conhecido axioma do supremo que passamos a formalizar. 

SeJ·a <K· ~k. +k ,k. Ok 1k> 
' ' ' J ' 

um corpo ordenado, XSK e y, z f; K, definimos: 

y é limite superior de X +=7 (yx)(xeX~x~y), 

.z é supremo de .X +=+ z é limite superior de X 

A (Vy)(y é limite superior de X+z~y). 

O axioma do supremo pode ser expresso mediante a 

seguinte sentença: 

o: (VXJHaxlx.,Ji>Caz) (z é supremo de X)). 

-O exemnlo mais importante de corpo ordenado e o 

corpo ordenado~=<R;(~; ... > dos números reais. Veremos a se

guir que, salvo isomorfismo, é o Único corpo ordenado comple-

to. 

Em um corpo ordenado, a partir da ordem~ 

ser definido o valor absoluto na forma usual: para XEK> 

lxl=[x, 
-X' 

se xz;O 

se x<O 

pode 

logo, podem ser definidos os conceitos de sequ~ncia de Cauchz 
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e de sequência convergente na forma usual: "para todo e>O com 

t:eK ••• 11 

A partir daÍ pode-se provar metamatematicamente 

os seguintes fatos cujas demonstrações omitiremos (cf. Jacy 

Monteiro [1971]): 

a) todo corpo ordenado K é de característica,ze-

ro e o corpo primo Ko de K é ordenadamente isomorfo a ~(o cor

po dos números racionais). 

- -b) K e completo +=7 K e arquimediano e toda se-

quência de Cauchy e convergente. 

c) K e arquimediano +=+ todo elemento de K é limi 

te de uma sequência de elementos de K0 • 

II. 2. 5- Proposição 

Se K é um corpo ordenado completo então K~~ 

Demonstração. Seja <Po:K 0 +_Q o isomorfismo deordem garantidop:r 

(a) • 

-Como K e completo~ então, por(b) K é arquimedia-

no, logo, por (c), para xeK existe uma sequência {xn}EK 0 tal 

que X=lim X • 
n 

Podemos definir então <P:K-;-R como: para xeK, Q-(x)= 

b fácil ver que esta definição não depende da e~ 

colha da sequência em Ko que converge a x4 

-i) $ e um monomorfismo de corpos: basta ·provar 

que Q- e um hamo.morfismo nao nulo.· 
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Com efeito, se x=lim ~ e y=lim Yn com {Xn_}~Ko e 

{y
11

}9<:o, então X+y=lim (x
11

+yn), logo $(X+Y)=lim $o(Xj1 +yn)=lim 

~o(xn)+lim ~ 0 (yn)=~(x)+~(y). 

Analogamente, ~(x•y)=~(X)•$(y), e além disso~ 

ii) cp é_ sobre: seja ZE!R, então existe {rn}~ tal 

-que, Z=lim rn, logo, como cp o e um isomorfismo entre Ko e IQ, exi.~ 

te [~ )SK 0 tal que $ 0 (~)="n, além disso, como ['TI} é de Cau

chy em {Q por ser convergente, temos que {xn_} ê de Cau:hy emK 0• 

Agora, como K ê completo, por (b), {x
11

} é conve: 

gente em K, ie. existe xe.K tal que x=lim xn. Logo, 4o(x)= lim 

$a(x )=lim r· =Z 11 
11 t\ 

II.2.6- Observação 

n consequência da demonstração acima que todo COE 

po ordenado arquimediano ê isomorfo a um subcorpo de tiL 

II. 2. 7- Asserção 

A categoricidade de m. na linguagem de 2~ ordem m~ 

nádica faz com que ~n seja também caracterizâvelcategoricamep 

te na mesma linguagem, e em consequência, a geometriaEuclide~ 

na (n-dimens ional) modelada cartesianamente torna-se categór~ 

ca nessa linguagem. 
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A aspiração de categoricidade é atingida em for

ma um tanto geral pela linguagem infinitâria Lw 1 w, mediante o 

que se conhece com o nome de Teorema do Isomorfismo de Scott, 

que a seguir enunciaremos. 

11 Se (Jl ê uma estrutura enumerável e com no máxi

mo uma quantidade enumerável de relações, funções e constan

tes, então existe uma sentença na linguagem Lw~w corresponde~ 

te ao tipo de estrutura de Q1.., que caracteriza (jl salvo isomor-

fismo" (cf. Keisler[1971]). 

Pelo contrário, veremos no capítulo III que, na 

linguagem de 1~ ordem, nenhuma estrutura infinita pode ser ca 

racterizada, salvo isomorfismo, em forma categórica (ver III. 

4.1.4 corolirio 2). 

Para tratar estes e outros resultados que rela-

cionam estruturas com linguagens formais, devemos primeiro 

construir em forma rigorosa as linguagens apropriadas para d~ 

pois definir um funtor semântico que relacione estruturas com 

expressões dessas linguagens. Tal funtor serâ chamado de 1·ela 

ção de satisfação, e as propriedades que decorram dele serão 

ch"amadas de Eropriedades de teoria de modelos. Uma delas é a 

categoricidade, jâ analizada informalmente. Outras como as de 

isomorfiSmo ou compacidade, por exemplo, serão analizadas nes 

te e no próximo capítulo. 

II.3- As Linguagens L1 (T) e L2 (T) 

Fixemos um tipo de estrutura unissortido 1. Uma 

estrutura deste tipo é Ja forma I.1.3. 
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Vamos construir linguagens de 1 <f e 2~ ordens a.de 

quadas ao tipo T. E claro que os símbolos que denotem rela-

cões, funções e constantes não devem depender de nenhuma es-

trutura particular considerada. 

Ao definirmos uma linguagem adequada ao tipo T 

estamos criando a possibilidade de expressar diversas classes 

de estrutu~·as desse tipo 

Os símbolos que denotam relações (chamados tam

bém de símbolos de predicado), funções e constantes vão agir 

como nomes das relações, operações e constantes da (infra) es 

trutura correspondente. 

II.3.1.1- Alfabeto Básico 

- símbolos de predicado: R. 
' 

-para cada ü:I. 

- símbolos de função: F. para cada j eJ. 
J 

- símbolos de constantes:·Ck para cada keK. 
• 

-variáveis (de 1<! ordem): v,x,y,z, ... com ou sem subíndices, 

numa quantidade enumerável. 

- símbolÇJs lÓgicos: ,, A, v, -:!'"' ~, v, a e =· 

(o uso dos parênteses vai-se supor subentendido). 

Categorias Sintáticas 
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A d~finição recursiva das categorias sintáticas 

a seguir será muito importante para as demonstrações por in-

dução sobre a complexidade das expressões da linguagem. Tal 

indução será chamada de indução semiótica. 

II.3.1.2- Termos 

-A classe Ter dos termos da linguagem ·e a menor 

classe satisfazendo: 

i) as variáveis (de t~ ordem) e os sÍmbolos de 

constante são termos. 

ii) se t 1 , ••• ,tn e Ter e FJ é um símbolo de fun 

çao n-ário, então Fj Ct1, ... ,tn)E Ter_. 

II.3.1.3- FÓrmulas Atômicas 

São fÓrmulas atômicas as seguintes: 

i) t1=t2 onde t1, tz e Ter. 

ii) R1 Ctl,·•·,tn) onde Ri é um símbolo de pred~ 

cado n-ârio e t 1 , ••• , tn E. Ter. 

II.3.1.4- FÓrmulas 

A classe For das fórmulas da linguagem é a me-
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nor classe satisfazendo: 

í) as fórmulas atômicas são fÓrmulas. 

iÍ) se ljl, ljJ e For, então .,<t>, (<)>~1);), (<t>v\fl), (<t>-+if!), 

iii) se <t>eFor e v é urna variável, então (Vv) $, 

Cavl$eFor. 

II.3.1.5- Terminologia 

i) L 1 (~) vai ser considerada como a união do al-

fabeto básico coffi Ter e For. Devemos observar que 1 1 (1) tem 

a mesma cardinalidade que seu alfabeto básico, sendo então 

L1 (1) um conjunto e não uma classe própria. 

ii) para concordar com a terminologia usual, di

remos que a ocorrência de uma variável numa fÓrmula ê ligada 

se aparece no alcance de um quantificador que quantifica essa 

variável, ie~ 

... (QvH( •.. ,v, ... ) ... 

onde Q ê V ou 3. A ocorrência de uma variável numa fórmula -e 

livre se não é ligada. Uma variável está livre numa fÓrmula 

se ·tem alguma ocorrência livre nela. A ocorrência de uma va

riável num termo é sempre livre. 

iii) denotaremos com t (x 1 , ••• x ) um termo, e 
n 

com<!>Cxt,···xn) urna fÓrmula, cujas variáveis livres estão con-

tidas no conjunto {xl,···xn}. 

. - -iv) um termo sem var1ave1s livres e dito um ter-

mo fechado, e uma fórmula sem var1aveis livres é dita uma sen 
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tença. As sent~nças serao denotadas com o, e,~, ... e a co

leção delas com L§Cc). 

v) 11 (-r) é chamada de linguagem de 1~ ordemade 

quada ao tipo 1. 

II.3.2- L2 ('r) 

II.3.2.1- Alfabeto Básico 

O mesmo de L1 (t) acrescentado com: 

-variáveis (de 2~ ordem) monâdicas: X1
, Y1

, ••• , ou X, Y, ... 

com ou sem subíndices numa quantidade enumerável. 

-variáveis (de 2~ ordem) diâdicas: X2
, Y2

, ••• com ou sem su 

bíndices numa quantidade enumerável. 

-em geral, para cada n~1, variáveis (2~ ordem) n-ádicas: ~' 

yn, ... com as mesmas características mencionadas. 

!!.3.2.2- Termos 

Os mesmos que 1 1 (-r) 1 (observar <Í_ue as variáveis 

envolvidas são só as de 1~ ordem, ie. não definimos 

com variáveis de 2~ ordem). 
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11.3.2.3- FÓrmulas Atômicas 

1 
As mesmas que L (t) acrescentadas com: 

iii) para cada n~l, n 
X (t1, ... tn)' onde Xn e uma 

variável de 2~ ordem n-ádica e t 1 , •.• tn E T~r. 

11.3.2.4- FÓrmulas 

As mesmas cláusulas 
1 

que para L (T) mais: 

iv) se <P e For e Xn e uma variável de 2~ 

n-ádica, então CVXn)~, (ITXnl~ e For 

II.3.2.5- Terminologia 

> 

ordem 

L {t) é chamada de linguagem de 2ª ordem total 

adequada ao tipo L. Se restringimos as variáveis de 2~ ordem 

atê as n-ádic~s para um n fixo, obtemos a linguagem de 2ª or

dem n-âdica. 

No caso n=1 ás vezes ê conveniente introduZir co 

mo um novo simbolo lÓgico, o sÍmbolo de pertinência usual E, 

acrescentando como fÓrmulas atômicas as expressões t e X onde 

t ê um termo e X é uma variável (de 2~ ordem) monádica. 
' 2 

Ls (t) ser·â a coleção de sentenças de L .,-r). Como 
2 2 

casos especiais .usaremos LM(-r) e LD(T) par~ denotar os frag-
. 2 

mentes monâdico e diâdico respectivamente de L (-r). 
2 2 

L (-r) (asSim como L~(-r)) é um conjunto cuja car-
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dinalidade e a mesma que a de seu alfabeto básico. 

II.3.2.6- Linguagem. de 2~ Ordem Monádica para Estruturas Bis

sortidas 

A seguir apresentamos, como um exemplo importan

te para posteriores análises, a construção de uma linguagem a 

' dequada as estruturas bissortidas da forma 1.2.3. (S denota o 

conjunto das sortes da estrutura). 

Alfabeto Básico 

- símbolos de predicado: R f para cada 1 e 1 e cr € S. 

sÍmbolos de função: F f! para cada j e J e 
J 

o- constantes . C.k para cada k e K. 

- l-constantes: di para cada ~ E L. 

a e ;:l. 

-o-variáveis de 1~ ordem: x, y, ... para elementos de Ac 

• 1~variâveis de 1~ ordem: u, v, ... para elementos de A1 

-o-variáveis de 2~ Ordem: X, ... para subconjuntos de Ao 

- 1-variáveis de 2? ordem; W, ... para subconjuntos 

símbolos lÓgicos: , , A, v, 
o l 

, V, g_, = e = 

s- Termos (s=0,1) 

i) as s-constantes e as s-variâve~s de 1~ ordem 

sao s-termos 

ii) se Fj é um símbolo de função de sorte o= 

Cs1.,··· ,sn,s) e tk ê um sk-termo (k=1 , ... ,n), 
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-e um s.-,termo. 

Fórmulas Atômicas 

i) se t1 e t2 sao s-termos (s=O, 1) ~ então t:~._-= 5 t 2 

e uma fórmula atômica. 

ii) se R? é um símbolo de predicado de sorte 
' 

cr=(sl,···Sn) e tk é um sk-termo (k=1, ... n), então R~(t 1 , ••• t.J 
é uma fórmula atômica. 

iii) se X é uma s-variável de 2ª' ordem e t ê um 

s-termo (s=0,1), então X (t) é uma fÓrmula atômica. 

Fórmulas 

As.mesmas cláusulas dadas em 11.3.2.4 restringi-

das ao caso monâdico. 

Veremos, no capítulo III, o teorema fundame_ntal 

de ~os (para ultraprodutos) demonstrado para o caso das lin

guagens de 1~ ordem adequadas âs estruturas bíssortidas, as

sim como a análise de uma possível extensão ao caso manádico 

de 2~ ordem· (ver a seção III.Z). 

11.4- Semântica 

II.4.1- Assignação de Valores as Variáveis 
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Daqui para frente neste capítulo só considera

remos o caso unissortido. 

Vamos supor que as variáveis de 1~ ordem estão 
o 

enumeradas e constituem o conjunto Var={vo, ••. v 1 , •• ·Vk·, .•. }. 
n ,;,n fl -Analogamente, para cada n~1, Var~A 0 , ••• Xk, ... } e o conjun-

to de variáveis de 2~ ordem n-âdicas. 

11.4.1.1- Definição 

Uma interpretação das variáveis na estruturaCR 

ou uma assignação de valores às variáveis nos universos de 

variação respectivos deCQ, é uma função a definida naunião 

Var=n~O vRr, onde para cada k~O: 
' 

a(vk)=aJéEA e a(X~l·S~sP(An) para n;,.J. 

A partir daí podemos definir por indução· se

miótica a interpretação dos termos da linguagem na estrut~ 

ra. Observar que os termos de L1 (T) e L2 (T) coincidem. 

11.4.2- Definição 

Se t e Ter e a é uma assignação na estrutura 

0\, definimos a interpretação de t emdlcomo: 

c.~,setêek 

ta=A a(vk), se t é vk 
A a a .... 

F.(t1, .•. tnJ, sete Fj (tl,•••,tn). 
J 
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II.4.2.1- Observação 

P~ra todo termo t de L1 (-r) ou de L2 (T) temos que 

a -t e sempre um elemento de A. Portanto, a induz uma aplicação 

a:Ter+A dada por a(t)=ta. Os elementos a e A para os quais~ 

te um termo fechado t tal que ta=Aa são ditos definíveis na 

linguagem. E claro, por definição, que tal representação, sen 

do t um termo fechado, não depende da assignação a, ie. se t 

é fechado, então ta=AtB para quaisquer assignações a e B. E 

claro também, por razões de cardinalidade, que em geral nem 

todo elemento de A é definÍvel na linguagem. 

II.4.2.2- Proposição 

Se f:Q1~63e a é uma assignação emQl., então f 0 a. 

uma assignação aná\ e f (ta)= Btf 0 a para todo termo t de L 1 ( T) 

de L 2 (T). 

Demonstração 

e 

ou 

~ imediato que foa é uma assignação em âB. Para 

provar a segunda parte procedemos por indução semiótica; 

i) t é ck ~ ta=Ac~ ~ f(ta).B f(c~)=BC~=Btfoa 

. . - a A ( ) f a) Bf B f 0 a 
11) te vk =+ t =a vk =+ (t = oa(vk)= t . 

iii) t é Fj (tl, ... tn) e como hipótese indutiva 
a B foa a A A a a · a B A 

f(tkl~ tk (k=f, •.. n)- t = Fj(t,, ... tn)~ f(t )= f(F. 

a a~ B B a · a B B f o a · f o a B .td 
(t,, ••• tn)J= Fj(f(t,), .•• ,f(tn))= Fj(t, , ..• ,tn )= t • 



II.4.3- A Relação de Satisfação em L1 (t) e em L2 (t) 

Uma das partes mais importantes da teoria de mo

delos, e na qual se fundamenta a semântica das linguagens for 

mais, ê a definição da relação de satisfação, dada porTarski, 

entre estruturas de um certo tipo de similaridade e expressÕ$ 

de urna linguagem adequada a esse tipo. 

Para as definições a seguir precisamos do segui~ 

te acordo: 

se ae:A, 

se i;t.k 

S, se i=k, 

a[ ... ] é a assignação que coincide com a nas variáveis nao es 

pecificadas no colchete, e toma o valor indicado, na variável 

dada. 

II.4.3.1- Definição 

Se .:p e 1jJ sao fórmulas em L1 (c), (Jl eEst(-r) e a e 

uma assignação em d'l, definimos a relaçao de satisfação "Qt~.:P 

(a]ll por indução semiÓtica do seguinte modo (t~l relação pode 

ser lida como 11 (jl é satisfeita pela assign.ação a emQl"): 

i) se ~ ê uma fórmula atômica: 

Caso 1. se~~ t 1 =ta, entio 

cJ\J (t,~t,) (al--ti'=At~. 
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Caso 2. se~ i R1 (tl,•··tn), então 

/]L A a a vvF Ri (t,, ... tn) [a]-Ri (h, ... ,tn) 

ii) se a fórmula não é atômica: 

(}\- ~ C1~) [a]--.não ú'l,~ Ha] (ou <JLYHaJJ, 

·11}~ (~A~) [aJ-((Jt~ Hal e Cll..~ 1/'[a]), 

(fÜ Ctvo/l [a]+~i{JL~ Hal ou (11. ~ lji[a]), 

(fi.~ (~+lji) [aJ-CO'[~ ~[a] 9 (Jl~ y[a]), 

IJl ~ (~+++lji) [a].-C(jt~ Hal-(ll,b11' [a]). 

iii) para fÓrmulas com quantificadores: 

(fi.~ (yvKlHa].-para todo a E A:(Jl~ Ha[vakl], 

(IÜ CavklHal-para algum a e A:(lt~ HalYfJJ. 

II.4.3.2- Definição 

Se ~ e ~ sao fÓrmulas de L2 (T), devemos acrescen 

tar à definição anterior: 

em (i): 
.... n n n Caso 3. se ~ e Xk(t 1 , ••• tn) onde Xk e Var 

.-nl n n a a u" F Xk(t 1 ,, •• ,tn) [aJ-a(XK) (t,, ... ,tn). 

em (i i i): 

n (YXkH [a]+<>+para 

n 
(:IXkH[a]~ara 

II.4.4.- Asserção 

n 
todo S<;;An:(R~ [a[~]], 

·n 
algum S~n:(]t~[a[~]]. 

Se 4(x1, •... ,:xn) é uma fÓrmula em 1 1 ('r) e ~, S duas 
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assignações que.coincidem no conjunto {xl,••• ,Xn}, podemos 

provar facilmente que 

O mesmo acontece se "' ( xn' xnÍi) "' ~ ' ... ,xrr' 1 ' ••• ' k 

é uma fÓrmula em L 2 (T) e a, ~ sao duas assignações quecoip 

cidem em { Xn, xnk) 
X1, ••• ,xrr, 1 , ••• , k . 

Em consequência, se cr é uma sentença (ie. sem 

variáveis livres) então para quaisquer duas assignações a 

e !3 teremos que 

01. ~ o[al+=-ati= o[S], 

neste caso, satisfazendo-se qualquer uma delasescreveremos 

simplesmente 11(1tl= 0 11 o qual pode ser lido como "a é verda

deira em (ft" ou como 11 (/l.é modelo de 0
11

• 

Por exemplo, no corpo ()t dos números reais te-

mos 

I I. 4. 5- Notação 

Uma notação alternativa que usaremos para 

({1..~ t (x,, ... ,"ri) [a], onde a(xxl=ak (para k=1 , •.. n), -e 

(fl.~ $ [a,, ... arr], ou (!Ü t (x 1 , ••• xn_J [a1, ... ,3n-l se quiseE 

mos explicitar as variáveis livres de ~. 

Em forma análoga, se a(xk)=ak (k=1 , ... ,n) e a 

(X~k)=Sk(k=1, •.. ,m), denotaremos Ul,~ <fl(x 1 , ••. x~,X~ 1 , ••• ,~lll) 

[a] por 01 ~ .:P [a 1 , ••• ,arr,S 1 , ••• ,Sm]. 

-Igualmente, se t(x 1 , ••• ,xrr) e um termo, e auma 

assignaçãocomo acima, então denotaremos r por t[af, ... ,a:n] ou 
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II.4.6.- Digressão 

Uma linguagem, adequada a um tipo de estrutura 

~,munida de uma relação de satisfação, como definidaem II. 

4.3.1, se diz que constitue urna lÓgica. A lÓgica definida 

aqui ê chamada de lÓgica clássica, e alterando apropriada

mente as cláusulas da definição mencionada podemos obter 1§ 

gicas não-clássicas como, por exemplo, a lÓgica paraconsis

tente, desenvolvida fundamentalmente pelos matemáticos bra-

sileiros Newton da Costa e Ayda Arruda (cf. Elias Alves 

[-1984]), assim como as lÓgicas polivalentes e suas relacio

nadas, as lÓgÍcas nebulosas (cf. Carnielli [1987] e Cifuen

tes [1986]). 

Podemos dizBr então que a conexão fundamental 

entre o plano real (algébrico-conjuntista) e o referencial 

iinguístíco das estxuturas matemáticas, é dada pela noçao 

de satisfação de Tarski, a qual é considerada a versão mais 

acabada e correta da teoria da verdade como correspondência 

eritre entidades linguísticas e os fatos matemáticos que 

aquelas expressam. 

!1.4.7.- Como ilustração do uso dos conceitos introduzidos 

vamos demonstrar a seguinte propos1çao. 

Proposição. Sejam tCx1, ... ,xrr) um termo de L1 (T) ,tfl..ê.Est(T) e 
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a1, ... ,ant:A, então 

{]I_ i=C~x) (t=x) (a,, .•. ,an]. 

Demonstração 

li Óbvio que t(a,, ... ,an]eA (ver 11.4.2.1 (i)), 

ie. para algum aeA: t[al, ... ,an]=Aa, então, por 11.4.3.1 (i) 

temos que para algum aeA:<Jii=Ct=x)[al,•·•,an,a],portanto,por 

definição:(Jli=Caxl (t=xl (a,, ... ,an] • 

11.4.7.1- Observação 

Complementando a observação 11.4.2.1 (i), pode

mos dizer que uma função F: An+A ê definível na linguagemL~~ 

S.$' existe um termo t(xl,•·· ,xn) tal que para-todo 

A F (a1, •.• ,an)= t[al, ... ,an]. 

Em particular, ê óbvio que as funções 

trutura .sao definíveis. 

F~ da es
J 

Portanto, a proposição anterior pode ser inter

pretada da seguinte maneira: toda funç.ão n-ária da estrutura 
1 

({L definÍvel na linguagem L (-r) deve ser total , i e. o seu do-

mínio deve ser todo An (ver observação 1.1.5). 

Em particular, se t é um termo fechado da li~3 
1 

ge.m L (t), então a sentença (gx) (t=X) é verdadeira em toda 

estrutura ({L de tipo t. 
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!1.4.8- Definição 

uma sentença a (em qualquer linguagem adequada 

ao tipo T) é dita válida se é verdadeira em toda estrutura 

de tipo T. Este fato será denotado por "~ o". 

II.4.9- Um outro exemplo de sentença válida em L2 (T), e de 

particular importância, é dada na seguinte proposição. 

Proposição. Seja~ (xl,···xn) uma fórmula em L2(T) (vamos 

supor que lfl não tem variáveis livres de 2~ ordem) e xn uma 

variável de 2~ ordem n-ádica, então para todad1EEst(T): 

âl ~ (;!Xn) (yxl) ... (Vxnl (Xn(x,, · · · ,xnl~~ 

Demonstração. Definimos S~An como 

S={(a 1 , ••• ,an)eAn/llt~ <P[a,, ... anll, 

então é Óbvio que: -para algum S~n e para todo al,~··an e A 

temos 

S (a,, ... anl...,...(Jl~ Ha,, ... an] .... (*) 

mas é fácil ver que 

S(a1, •.• , an) ~ Xn (x 1 ,_ ••• ,xn) [ a1 , ••• , att, S] , 

logo, (*) equivale a 

(Jl ~ Xn(xl,•··,xn)[al,••·,an,SJ+=+<lf~lal,•••,an1 

~4>[a 1 , ••• ,a.n,S] pois xn não é livre em 4>, portanto, (*) 

equivale a 
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n 
para algum St;;A e para todo a.., , ... ,aneA, logo, 

· n n (Jll=cax ) (yx 1) ... tVxn) (X Cx1, ... ,xn)+-> 

~Cx1, ... ,xn)) fil 

II.4.9.1- Observações 

z 
i) a sentença demonstrada acima, válida em L (1:) 

total, é conhecida com o nome de axioma de compreensão, eafir 
2 

ma que toda fÓrmula 4l Cx1, .. ~ ,xn) de L (-r) ' e em particular 
1 

de L (') ' define uma relação n-âria em()'t. 

Por analogia com a observação II.4.7.1 podemos 

dizer que uma relação R.;An, n~1, é definível na linguagemL1 (r) 

se existé 
- 1 u-ma formula <j}(Xl,•••,xn) em L (T) tal que para 

todo a1, ... ,aneA: 

finíveis. 

RCa1, ... ,anl-()ti=Ha1, ... ,an]. 

Em particular, as relações R~ da estrutura sao de 
1 

l 

É muito importanteotservarque-se!Al~IL (1:) I então, 

nem toda relação ê definível. Mais do que isso: nem todo sub

conjunto dé A é definível por urna fÓrmula da linguagem, no m~ 

ximo ~ão definiveis IL
1

(~)! subconjuntos, sendo que A tem21AI 

subconjuntos. 

ii) a linguagem de 1~ ordem adequada ao tipo de 

estruturas topolÔgicas <m,T;e>, embora tenha variáveis de 1~ 

ordem para elementos de T, análogas às de 2~ ord-em para sub

conjuntos de A, diferencia-se da linguagem·de 2~ ordem monádi 

c a adequada a (fl em que, em geral, não satisfaz o axioma de com 
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preensão: 

<lfl., <; <>I" (dU) Cvxl (xeU++Hx)) significaria que !aeA!tJtl" 4[a]) 

E T, o qual não tem que ser verdade. 

iii) as seguintes fórmulas válidas são úteis para 

simpJificar a indução semiÓtica, permitindo que alguns dos conec 

tivos lÓgicos ou quantificadores possam ser considerados como 

definidos a partir dos outros: 

~ (~+~)++(,~v<!>) 

~ (~+~)++"f(~· 1~) 

~ (~A<i')++1(9+í<i') 

~ (~V<!>)++(1~+<!>) 

~ (Vx) $++1(Jx) H 

~ CaxH++1CVXl14 

~ (y XH++ 7C aXJ-1 ~ 

~ caxJ 4++ 1CVXJ -,4, etc. 

I I. 5- Ax.iomatização e Equivalência Elementar 

Com os conceitos introduzidos até agora estamos 

prontos para investigar a estrutura interna de Est(T), as cl~s 

ses de estruturas contidas em Est(T) que podem ser referidas 

pelas linguagens construídas, assim como os consequentes pro

blemas de expressabilidade. 

!1.5.1- Convenção 
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De agora em diante L vai designar qualquer lin

guagem que satisfaça pelo menos as çlâusulas I I. 3.1.1. até 

11.3.1.4 e 11.4.3.1 correspondentes i linguagem de 1f ordem 
i 

L (T). O tipo t vai ser considerado fixo, embora seja arbi-

trário. Ls ~esignarâ a coleção de sentenças de L, e uma lin

guagem pode"_á ser distinguido de outra, sé necessário, pelo 

Índice L, por exemplo, em ~L. 

Portanto, todas as linguagens consideradas nes-

te trabalho serão extensões da linguagem de 1~ ordem, a que 

é chamada também de linguagem elementar. 

II.S.Z- Definição 

i) seja E~L 5 • A coleção de modelos de L, ie. a 

classe de estruturas que sao modelos de todas as seritenças de 

E, ê definida por 

ModL (E)={61eEst(T)/VO€l::()!~ Lo}. 

ii) seja K~st(T). A teoria de K definé-se com 

a coleção 

ThL (K) = { o€Ls/VateK =()li= L a}. 

Omitiremos o Índice L quando nao houver possib! 

lidade a confusão. 

Escreveremos Mod(o) em vez de Mod({o)), e Thi{R) 

em v:e·z de Th( {(1U). Também, as vezes escreveremos cnJr: 
significar qu-e vcre'f. :oU= o. 
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1!.5.3- São consequências imediatas da definição as seguintes: 

i) Mod( IJ =aQz>tod(a) 

ii) Th(K) =fl KTh((n) 
O!. e 

i iil z<:Th (Mod (L)) e 

Mod(Th(Mod(E)))= Mod(E). 

iv) KSMod(Th(K)) e 

Th(Mod(Th(K)l)=Th(K). 

11.5.4- Classes Axiomatizâveis e a Noção de Expressabilidade 

Lembremos do capítulo I que os conceitos matemâti 

cos foram considerados identificando-os com as classes de es-

truturas que são sua referência. 

II.S.4.1- Definição. Seja K~Est(T). 

i) dizemos qu? K é axiomatizável na linguagem L 

se existe EsL5 tal que K=Mod(E). 

ií) dizemos que K é finitamente axiomatizável se 

z-em (i) é finito. 

iii) um conceito matemático é expressâvel na lin

guagem L se a classe que é a sua referência é axiomattzavel em 

L. 
, 

Por abuso da linguagem, quando K é axiornatizável 

em L diremos que K ê e'xpressâvel em L. 
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II.S.4.2- Observações 

i) é claro que se a é urna sentença válida, en

tão Mod(o)=Est(T), portanto, a classe Est(T) é (finitamente) 

axiomatizâvel. 

ii) Mod({ol,··· ,crn})=Mod(crl"···"on)' portanto, 

ser finitamente axiomatizâvel equivale a ser axiomatii-âvel ror 
uma sentença so. 

iii) todos os exemplos dados em II.1 sao clas

ses axiomatizâveis nas linguagens em que foram caracteriZafus. 

Assim temos: a classe das álgebras de Boále fi 
2 

nitas é finitamente axiomatizâvel em L diádica. Igualmente 

poderia-se provar que a classe dos grupos finitos ou dos cor 
2 

pos finitos é finitamente axiomatiz~vel em L diâdica. 

Também temos que a classe dos corpos algebric~ 
1 

mente fechados e-axiomat-izâvel em L . Igualmente a classe dos 

corpos de característica zero. 

Poderíamos nos perguntar: a classe das estrutu 

' ras finitas de um certo tipo e axiomatizâvel em L monádica?, 
1 

.L ? ou em . , ainda, a classe dos corpos arquimedianos é axiom~ 
1 

tizâvel em L.?, será que a classe dos corpos algebricamente 
1 

fechados ê finitamente axiomatizâvel em L?, além disso, se-

- . . ra poss1vel caracter1z.ar o corpo dos numeres reais IR em for-
1 

ma categórica em L ? 

Critérios para responder a todas estas perguntas 

serao dados no capítulo III. 

II.5.4.3- Proposição 
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K é axiomatizável ~ K=Mod(Th(K)). 

Demonstração 

(+=) Óbvio. 

(=7) se K é axiomatizâvel, existe í~Ls tal que K=Mod(L), logo, 

por II.5.3 (iii): Mod(Th(K))=Mod(Th(Mod(E)))=Mod(E)=K 8 

11.5.4.4- Proposição 

Mod(Th(K)) é a "menor" classe axiomatiz,ável que 

contém K, ie. se Ke.K 1 e K1 ê axiomatiz',âvel, então Mod(Th(K) )f:Kr. 

Demonstração 

ól•Mod(Th(KJ) -vooTh(K) :(ll~ o, mas como KSK1 temos 

Th(K,)~Th(K) -voeTh(Kll :<Jli=o~eMod(Th(Kll l=K1 pois K1 é axio

matiZávelg 

11.5.4.5- Observação 

Se K nao e axiomatiz âvel, então K e uma subclasse 

própria de Mod(Th(K))(ver II.5.3(iv)), ie. existeúi~K tal que 

t1\ ~ Th(K). 
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11.5.5- L- Equivalência de Classes 

Nesta seçao vamos introduzir um conceito que acr~ 

ditamos original e que dará um outro enfoque a conceitos conhe 

cidos. Esperamos estudar as propriedades deste conceito com 

mais amplitude no futuro. 

11.5.5.1- Definição 

Sejam K1, K2sEst("t). Diz'emos que K1 e Kz sao L-

equivalentes se 

11.5.5.2- Asserção 

-Toda classe K e L-equivalente a uma classe ax1oma 

tizâvel: 

Com efeito, por 11.5.3.4 (segunda parte), K é L

equivalente a Mod(Th(K)), sendo esta Última axiomatizável por 

Th(K). 

11.5.5.3- Definição 

Sejam(l~t.BeEst(-r). DiZ.emos que (f\ e <B sao L-ele·cien 
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tarmente equivalentes, e denotamos com (Jl=:
1

CB, se 

yo€LS :().~ o- (f,~ a. 

b fácil ver que é uma relação de equivalência em 

Est(T). 

11.5.5.4- Proposição. As seguintes afirmações sao equivaleu-

tes: 

e qui valentes. 

Demonstração 

i)~ "L ól. 

ii) Th(6\)=Th(6ll, ie. as classes {()V e (Qll sao L-

iii) Thi&)Ç;Th(6l). 

i v) ál ~ Th(gt). 

(i)-(íi):O;;;LtB-vcreL 5 ({jl.~ o--ál~ oJ-vcreL 5 

(oeTh (()\) -oeTh C0l) ~-rh((Jl) =Th Ci&l . 

(ii)=+(iii): Óbvio 

(iii)-(ii): seja oeTh((j3), então {jJ ~ o. Se. ojlThWl) 

então(f\j o, logo,()1.~""\o, portanto, por (iii): &~,o{--). 

C iii) -c i v) : Th ({R) ~Th((ll) ..-:ycreL5 C oeTh(Q!J~oeTh 0J)l 

~voeL 5 CoeTh((j\)-ó\~ ol-@~ ThCOl) 11 

O teorema mais importante neste contexto, e que 

tem profundas consequências como veremos, é o t.eorema do iso-

morfismo que anali.z'aremos a seguir numa versão adaptada. 
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, 
II.5.5.5- Teorema do Isomorfismo (para L (T)). 

Para toda(ReEst(T): 

Th(K[()tl) =Th(&J, 
2 

ie, Kfat] e {(l} são classes L -equivalentes. 

~ um jogo de dedução lÓgica provar que o anterior 

equivale à seguinte afirmação: 

II.5.5.6- Para todo{]/., áleEst(T), 

Este teorema será consequência imediata da segui~ 

te proposição. 

II.5.5.7- Proposição 

2 
Seja f:~~&, então para toda fórmula $ de L (T) e 

toda assignaç:ão a em Q1. temos: 

Demonstração. por indução semiótica (i e. sobre a comi'lexidade 

da fórmula $). 

i) ,_p ê atômica: 
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1 a A a o. B a 
Q\F (t 1 =t2) [a]~t,= t 2-f(t 1 )= f(t 2 )-.+(por 

t,foa+~~ (t,=tz) [foa]. 

Caso 2. ~é Ri(tl, ... ,tn). 

()t~ Ri (t,, ... ,tn)[a)-.+R~(t~, ... ,t~)_,.R~(f(t~) , ... ,f(t~)) _,. 

l 
B foa . foa ~~ (por 11.4.2.2 R
1
- (t, , ... ,t ) --~F R.(t 1 , ••• ,t )[f 0 a]. 

. n 1 n 
- nc Caso 3. <P e X t1, ... ,tn). 

()\J Xn(t,, ... ,tn) [a]-a(Xnl (t~, .•. ,t~l-Cpor I.3.6(iii)) 

f(a(Xnll (f (t~), •.. , f (t~))-(f 0 a) (Xn) (tt o a, ... , t~ ,o.)_,.~ xn 

(t 1 , ••• ,tn) [fo«) 

ii) $ ê ·~: 

()L~ Hal+=<>+(j\]o (-,~)[a)....,. nâo(Jt~ i'[o.J-(por hipótese indutiva) 

não(jl~[foal~~ (;~) [foa]~~ $lfoa]. 

Em forma análoga para ~ da forma ~A6, wve, w~e e 

iiil <1> é Cvvklil: 

(flJ Cvvk l jl [a)- para todo aeA:().~ (ct[-'-~iq) ..-(por hipótese in

dutiva) para todo aeA: 

(jl~ jl[f 0 a[;("'yl -(por ser f bijeção) para todo beB:á3~ jl 
1 a 

[foalfll+=6l~ (Vvk)jl[foa). 

i v) <1> é tV.X~H: 
xn 

6\~ CVX~liJ[aJ- para todo sSAn:~~-~[a[-~JJ- (por hipótese 

indu·t1i.ira) para todo SS\n: 

· &, ~[foa[~CsJJ]_,.(por I.3.6(iiil) para todo R5iBn:(8~[foa[x; Jl 

+->IB~ (VX~)lj! [f o a) • 

Os casos ('i!vk) tJ; e C::rXRJ tV sao consequência do an 

terior e da observação II.4.8.1(iíi) • 

II.S.S.S- Corolário. O teorema do isomorfismo é também válido 
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1 
paraalinguagem L (T), ie. 

Ol ~r;,-ITL~ 1 ,i.B • 

!1.5.9.~- Convenção. Quãndo uma linguagem L satisfa~ o teorema 

do isomorfismo diremos que tem a propriedade de iso-

morfismo. 

Todas as linguagens que estudaremos nesta tese te 

rao esta propriedade. 

II.S.S.lO- Observação 

Se K é axiomati~âvel e L tem a propriedade de iso 

morfismo, então K é fechado por equivalência elementar e por 

isomorfismo, le. se {/l_eK e 6l ~IJl ou i1l '\()1., então úJ <K. 

Um cri tê rio útil para provar que uma classe K nao 

ê axiomatiz;.âvel ê encontrar estruturas(JtEK e@IK tais que 

II.5.5.11- Definição 

Seja ts-13 , dizemos que L: é categÓrico se existe 

(JL tal que K[(Jll=Mod(E). 

Isto significa que ({l.fica caracteriz,ada, salvo 

isomorfismo, por E. 
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11.5.5.12- De fato, a noçao de categoricidade tem como canse-· 

quência que, se L admite uma estrutura Otque não pode ser ca

racterizada em forma categórica por nenhuma coleção L: de sen

tenças de L, então ~L não implica ~. 

Com efeito, seja (]luma tal estrutura, então Kf.aLJ 

-nao e axiomatiz.ável, logo, pela observação II.S.4.5, existirá 

álfK[(Rl tal queLfl~ Th(K[()\]), ie.(Í\#(JbnastZ~lfi· 

Pode-se provar, por argumentos de cardinalidade, 

que sempre existe uma estrutura nessas condições. 

II.5.5.13- Proposição 

tão existem 

Est(t). 

Demonstração 

Se 1 5 forma 
- ;\ no maximo 2 

um conjunto de cardinalidade ;l, eu

classes de equivalência elementar em 

Primeiro denotamos com r.atJ 1 a classe de equiva

lência elementar deOL ie. ((í)EEstCtl/&~ 1 1Jl.J 

Facilmente pode-se conferir que, por definição, 

Th((}\)=Th( [Ol) 1 J, ie. {(/\) e l(l]1 são L-equivalentes. 

Portanto, podemos definir a seguinte aplicação: 

Observando que Thfffi)t-P(L 5), resta pr·ovar que a 

aplicação é injetora: 

Com efeito, se Thi{J\)=Th(Ql), então, por II.S.S.4, 
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11.5.5.14- Corolário. Nas condições da proposição anterior, _1 
não implica ~. 

-Com efeito, o numero de classes de isomorfismo de 

Est(T) nao é limitado por nenhu~ cardinal já que, potencialme~ 

te, em Est(t) existem estruturas de toda cardinalidade fi 

11.5.5.15- Digressão 

o·teorema do isomorfismo afirma que nenhuma sen-

tença de L pode diferenciar estruturas isomorfas, o que signi

fica que L nao ê capaz de penetrar a natureza particular de ca 

da estrutura 

Isto tem profundas repercussões, por exemplo, na 

teoria de modelos topolÓgicos: uma linguagem bissortida adequ~ 

da a modelos topolÓgicos <X, t; e>, mesmo em sentido amplo, não 

pode caracterizar o domÍnio t como uma subcoleção de P(X) ,e em 

consequência, o sÍmbolo e não necessariamente ê uma relação de 

pertinência (ver II.6 para uma discussão mais detalhada ares-

peito deste problema) 

Por outro lado, o fato de ~L ser. uma relação de 

equivalência em Est(t) nos dâ a possibilidade de propor o que 

poderíamos chamar de novo Princípio de Classificação de estru

turas: a classificação salvo equivalência elementar, comoum in 
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tento, desde o plano linguístico, de aproximação .ao velho pro-

blema de classificação salvo isomorfismo (ver digressão I.3.9) 

Entretanto, as considerações sobre o número de 

classes de equivalência elementar e o número de classes de ~so 

morfismo, o primeiro limitado e o segundo ilimitado na escala 

cardinal, nos mostram em certa medida a pr9funda diferença que 

existe entre osplams linguístico e real (algébrico-conjuntista) das 

estruturas matemáticas. 

1!.5.5.16- P,Jdemos concluir então, baseados nestas conSidera-

çOes, que o ponto central da tese, que trataremos com todo de

talhe no capítulo IV, é o estudo da caracteriz: ação algébrica da 

equivalência elementar em diversas linguagens, a que poderemos 

considerar como a melhor aproximação entre os referenciais al 

gêbrico e linguístico das estruturas matemáticas . 

• 11.5.6- A Linguagem de 2. Ordem Fraca Lw(T) 

Vamos terminar este capítulo introduzindo urna no-

va linguagem, não muito usual na matemática prática, porém mui 

to importante para a análise lÕgica de certas propriedades de 

teoria de modelos (ver III.4 para urna aplicação interessante). 
2 

O conjunto de fórmulas de Lw(T) coincide. com o da 
2 

linguagem L. (T) monâdica (na realidade pode-se igualmente defi 

nir o caso geral, mas neste trabalho não precisaremos de tal 
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generalidade), e a relação de satisfação é a mesma salvo na 

cláusula 11.4.3.2 (iii) que neste caso e (denotando com Xw 

·á variável monádica correspondente): 

II.5.6.l- ()J CVX"'H[aJ- para todo S~A com S finito:o_~ ~ 
w 

[ct;-JJ, eOl~ (ITX"')4[a]- para algum SSA com . S fini-

x"' 
to: ú'JJ Ha[--,;-Jl. 

11.5.6.2- Alguns Resultados Gerais 

z 
i) em Lw(T) não é mais válido o axioma de com-

preensao como pode-se conferir com o exemplo seguinte: seja 

OL=<A; ..• > uma estrutura com domínio infinito, e <f>(x) a fÓ_! 

mula x=x, então temosOl~ t(3:Xw) (yx) (X€X++X=X), o que equ~v~ 

le a (]t~ (VXw) (ax) (xyx"') que obviamente é verdade. 
z 

ii) a pesar -de que Lw(-r) utiliz.a variáveis mo-

nâdicas para certos subconjuntos do domínio do discurso,não 

pode ser considerada como 'um fragmento da linguagem 
2 

L (c) 
2 

monádica, porém pode-se provar que Lw(t) é representável em 
2 

L (1:) diádica substituindo toda expressão da forma 

por (\/X) (X é finito --+1jl), e toda expressão da forma 

C'3.Xw)<f> por (:IX) (X é finito A 4>). A expressão "X é finito" e 

primariamente diâdica (ver II.1.6}, mas neste ·momento nao 
z 

podemos garantir que a finitude possa ser expressa em L (1:) 

monâdica. Voltaremos a este tema no capÍtulo III. 
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2 

~ii) embora Lw(T) possa ser considerada apenas 
2 

um fragmento da. linguagem L Cr) diâdica, nela pode ser ex-

pressa a finitude do seguinte modo: 

A é finito~~ (3Xw)(Vx)(xeXw). 

Em geral , se K é uma classe de estruturasaxio 
2 

matizâvel em Lw(l) por um conjunto de sentença E,eKo= 

~~K/A é finito}, então Ko é axiomatizâvel por EU((tiXw)(Vx) 

(xcXw)}. Em particular, a classe das álgebras de Boole fini 
2 

tas KBFIN do exemplo II.1.6 ê axiomatiz.âvel em Lw(To). 

iv) facilmente pode-se conferir que a proposi
z 

cao II.S.5.7 é também válida para Lw(T). Em consequência, 
2 

Lw(T) tem a propriedade de isomorfismo. 

II.5.6.3- A Propriedade de Karp 

A seguir vamos dar o primeiro passo na direção 

de aproximar a relação de equivalência elementar da relação 

de isomorfismo. Os argumentos empregados foram iniciadospor 

Caro! K~rp·no começo da década de 60 para as linguagens in

fi~itárias (cf. Karp[1965]) e posteriormente generali~ados 

para outras linguagens. Veremos que um_a das perdas importa~ 

tes neste passo, porém necessário, é a consideração da car

dinalidade entre as estruturas. Veremos também que em certa 
2 

forma a linguagem Lw é a melhor possível, dentre as lingua-

gens estudadas até agora, nesta aproximação 

Lembremos que o teorema do isomorfismo tem a 

forma seguinte: para toda estrutura (fl, 
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Th ( K [Q)) =Th ((Jl) • 

Sejam()leEst(t) e KpratJ=lú3eEst(tl/dl.~~l (ver 1.3.11). 

II.5.6.3.1- Definição 

Uma linguagem L tem a propriedade de Karp ou de 

p-isomorfismo se para toda0l€Est(~), 

Th(Kp[Qll)=Th((J(), 

(ie. Kp[()l) e f(Jú são L-equivalentes). 

É fácil deduzir que equivale a: 

([L~ f' --«t" hQJ • 

Para pr~var a seguinte proposição necessitamos oh 

' servar o seguinte: se t(xl, ... ,x) é um termo de L (T)( empar 
n -

Z 1 ) 1 I 
ticular de Lw(L) e de L ('t), e {]L=<A; •.• > é umasubestruturade(Jt., 

então para toda 

consequência de 

de (]1;. 

1 I • 
a1, ... ,anliA temos que t[a1, ... ,an]e.A, o que e 

que (fi é fechada para as funções e constantes 

2 

II.5.6.3.2- Teorema do p-Isomorfismo para Lw(T) 

Para toda IJl, 63eEst (T) {( ~~-6\"L~ (8 (em particu-

Demonstração 
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Seja I :(A.;,p~.Provaremos por indução semióticaque se 
w w .. _. 2 11_. 

$(X1,···Xn,X1 , ... Xm) e uma formula de Lw('t), f·:Ol.,~ e um ís~ 

l l l 

morfismo, com (]L ç (R e (Ó S ~ e a ê uma assignação em (]t , i e. 
l w l 

a(xK)=aKeA e a(XK)=SK~ , então: 

ou equivalentemente: 

(Jl ~ <P [a1, ... ,an,S1, ... ,SmJ+=+ 

(Ó ~ [f(al), •.. ,f(anl ,f(S,), .•. ,f(Sm) ]. 

Observemos que pela proposição II.5.5.7temos que 
l l 

por ser f um isomorfismo de O'l em ú3 . 
i) 4' é atômica; 

10' L [ foa B2 foa foa B foa( . 
~UDF Ct1=tz) foa]+=+tl = t2 ~t1 = t2 po1s tam-

bém t, foa, t, foa.,B 'l.,_Ú:lr (t,=t2l [f,a]. 

Caso 2. $ ê Ri(t1, ..• ,tn) 

n completamente análogo ao caso 1. 
- w w 1 

Caso 3. ~ e X (t) e a(X )SA • 
l l l 

ifl~ Xw(t) [a]-a(Xw) (t")+~~ Xw(t) [ct] (pois a(X"')SA 'êA)+-il) r 
X"'(t) [foa]~(foctl CX"'l (tf'"l~(Í)~ Xw(t) [f 0 a] (pois (f 0 a) (Xw) S 

l 
B S.B). 

ii) se 4' é 1W, WA8, wve, w~e ou W++8 é trivial. 

iíil ~ e C"vKJw. 

()l~ CavKH[a,, ... ,an,s,, ... Sml-para algum a<:A:(11rw 

[a, a 1 , ••• , an , S 1 , ••• , Sm] . 

Aqui não podemos aplicar ainda a. hipótese indut~ 
l 

va pois nao necessariamente aeA . Mas, pela propriedade de 

vaivém de I, existe gEI tal que f~g e a€dom g, então, por hi

pótese indutiva: 

- 99 -



Ol~ 1J;[a,a1, ••. ,an,S1, ..• ,Sm]+=-+ 

d3 ~1/>[g(a), g(a,) , ••• ,g(an), g(Sl) , •.• ,g(Srn)J~ 

(3 ~1/![ g(a), f(a 1), ••. ,f(anl, f(S,), •.• ,f(Srn)] pois Hg, logo, 

(Jl ~ (g:vK)1J;[al,~··,an,Sl, ..• ,Sm]+=+ para algum bE:B:<B~ ljJ 

[b, f(a,) , .•• ,f(anl, f(Sl) , .•• ,f(Smll~-

(ll ~ (HVK)1/![f(al), ... ,f(anl, f(Sl), ... ,f(Srn)]. 

iv) ~ ê (HXw)1jJ. 

6L ~ (g:Xw)ljJ[a1,- •• ,an,Sl,• .. ,~m]+=+ para algum S6.A com S fini 

!~=01J 1J;[al,··· ,an,Sl,••· ,Srn,S]. 

Corno em (iii), não necessariamente SS:A'. 11-las, 

como S é finito, pela propriedade de vaivém, existe gGI tal 

que fs-g e S6:iom g. revemos salientar que este passo em geral 

nao é aplicável ao caso monádico, pois a propriedadede vaj 

vêm não pode extender f a conjuntos arbitrários de pontos de 

A. 

Portanto, por hipótese indutiva: 

(3 ~1/![g(al), ••. , g(a,), g(Sl), •.. , g(Sm), g(S)] 

~~•Pff(al), ... , f(an), f(Sl), ..• , f(Srn), g(S)], logo, 

Ql~ (e!Xw)lj> [al, .•• ,an,Sl,···Sml~ para algum RSB comR(=g(S)) 

finito: 

()?. ~ 1/![f(all , •.• ,f(ani,f(Sl) , ... ,f(Sm) ,R] 

-$~ (0Xw)1/J[f(a,) , •.• ,f(anl, f(S1l , •.• ,f(Srn)] R 

II.S.6.3.3- Consequências 

i) por 1.3. 14 temos qt~ quaisquer dois corpos alg"e-
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bricamente fechados de mesma característica 
2 

veis são Lw-elementarmente equivalentes, por 

- -e nao-enumera-

serem parcial-

mente isomorfos. Isto fornece exemplos de estruturas elemen 

tarmente equivalentes que não são isomorfas. Este exemplo se 

rã usado no capítulo III para a análise do princípiode Lefs 

cheti da geometria algébrica, (ver III.4). 

ii) uma situação análoga ocorre entre dois es

paços vetoriais V e W de dimensão infinita sobre omesmo cor 
l l l l l 

po F: v~ W pois a coleção I={f:V ~w /V 'O: V, WSW e dim V= 
1 p 

dim W < 00 } tem a propriedade de vaivém. Embora, V e W não te 

nham a mesma dimensão (infinita), eles satisfazem as mesmas 
2 

sentenças da linguagem Lw adequada ao tipo de estrutura cor 

respondente (ver obs. I.2.4(i)). 
2 

iii) nenhuma sentença de Lw pode distinguir 

duas estruturas parcialmente isomorfas. Mais do que isso, 
2 

de (i) podemos concluir que nenhuma sentença de Lw pode ca-

racterizar a cardinalidade de uma estrutura não-enumerável. 

iv) por I.3.13 temos que duas ordens lineares 

densas sem pontos extremos são também 
2 

Lw-elementarmente equ_i 

valentes. Em particular, como este exemplo inclui estrutu

ras enumeráveis (por exemplo os racionais Q), pode-se con

cluir, junto com (iii) acima, que nenhuma cardinalidade in-
2 

finita pode ser caracterizada por sentenças de Lw. 

v) do anterior também podemos concluir que a 
2 

propriedade de Karp ou de p-isomorfismo não é válida paraL 
2 

total, nem ainda para L diádica, pois ai pode-se caracter! 

zar pelo menos a cardinalidade enumerável, comO temos mos

' trado em II.1~14.1. O caso L monádico será analitadono pr~ 

ximo capitulo~ 
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11.5.6.3.4- Asserção 

Uma das metas deste trabalho é estudar a possi

bilidade de se ter uma recíproca do teorema do p-isomorfísmo 

dado em 11.5.6.3.2. 

Veremos no capítulo IV que isto é possívelacrey 
2 

centando o poder expressivo da linguagem Lw, o que permitirá 

uma caracterização algébrica da equivalência elementar. 

11.6- Apêndice ao Capítulo 11: 

Modelos Não-Standard da Igualdade 

No capitulo I começamos supondo que toda estru

tura Ol.em Est(L) está munida da relação binária de igualdade 

=A, e que esta relação era a diagonal ~={(x,x)jxeA} (ver 

1.1.1.2). 

Vamos analizar neste apêndice o que acontece se 

tirarmos a Última suposição e só exigimos de =A que seja uma 

congruência, ie. uma relação de equivalência que preserva as 

relações, funções e constantes da estrutura. Neste caso éevi 

dente que a nova classe Est*(r) contém propriamente à classe 

Est(T). 

Neste contexto, dada uma linguagem Ladequada ao 

tipo t, é lÍcito perguntar se a subclasse Est(t) é axiomati

,zâvel em L, como subclasse de Est*(t), ie. se a diagonal das. 

estruturas é caracterizâvel nessa linguagem. 
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II.6.1- Asserção 

Seja L uma linguagem fechada para as operações 
l 

de L , e = o sÍmbolo de predicado correspondente à relação 

A Pd L f d A - . = • o emos expressar em o ato e = ser congruenc1a me-

diante o seguinte conjunto z= de axiomas que chamaremos de 

Axiomas da Igualdade: 

a1: (I/X) (XoX), 

a2: (yx)(yy)(x=y+Fj(tl,•••,x, ... ,tn):F/tl,•·-•,y, ... _,tn)) 

onde F j e um símbolo de função e t 1 , ••• , tn sao termos quai~ 

quer, 

onde Ri ê um símbolo de relação e t 1 , ••• , tn sao termos quai_s 

quer. 

II.6 .. 2- Observações 

i) em geral, as fórmulas anteriores nao saosen 

tenças pois t1, ... ,tn podem ter ocorrências de variáveis. 

Neste caso vamos supor que estamos considerando seu fecho u 

niversal. 

ii) observemos que Est('t)~Mod(t:=)=Est*(1") 
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II.6.3- Definição 

Seja(ft.=<A; =A, .•• > uma est:iutura em Est*(1). De-

finimos 
l 1 Al 1 A _ . 

f.R=<A ; = , ••• >, onde A =AI= e o quoc1.ente módulo 

A = , do seguinte 
1 

modo: seja n:A+A a projeção canônica, então 

i) ~(a)=A
1

n(b)~a=Ab, (devemos notar que n e so 

bre), 

A' 
Devemos observar que, por definição, = coinci-

de com a diagonal em A1 xA1
• Em consequência deEst(T) 

Além disso, as noções acima estão bem definidas 

por ser =A uma congruência. 

' - A (!l- as vezes sera denotada por(Jtf= • 

!1.6.4- Lema. se a e uma assignação de valores emOLe te um 

termo, então 1T(ta)=A
1
trroa 

Demonstração 

Exatamente a mesma que em II.4.2.2, onde 

-se o fato de f ser um homomorfismo, e n o ê • 

II.6.5- Proposição 
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Se a e uma ass ignação em (]t ~ Est *('r) e $ e uma . 
l 

fÓrmula em L (t), então: 
l cnJ HaJ+-()tl=4[noaJ. 

Demonstração 

Por indução na complexidade da fÓrmula $. 

i) se $ é atômica: 

Caso 1. $ ê t1=t 2 • 

I (t -t ) [ ] ta A" a a A 1 
a (/l,F ,- 2 a~,= t,~nCtll= n(tz)-+(pelo 

l 
(lt ~ (t,=tz) [no a]. 

Caso 2. cp é Ri ( t 1 , ••• , tn) . 

em forma análoga. 

ii) t e 1~, é imediato. 

Os demais casos serão tratados aqui numa forma 

especial para sua generalização ãs linguagens infinitãrias 

• no cap1 tulo IV. 

-iii) se$ e $!A ••• Acfln 

0\-~ (hA .. ·"~n) [a]+- para cada i=1, ..• ,n: 

~ ~ $i[a]~ (por hipÓtese indutiva) para cada i=1, ... ,n: 

()\..~~i [rroal~Q\J (~,"'· .. A~n) [noa]. 

ivl se ~ é CHxll ... caxnH· 

(}l.J (3:xd ... (:lxn)1)J[a]+=+ existem a1, ... ,aneA tal que 

/n ~ tjJ [u [~ 1 -,, •• , xnnJ] ~(por hipótese indutiva) 
U\. a1 a 

existem a1, ... ,aneA tal que ~J=tjJ[Tio(a[~~ ••• ,~])]+=+ existe 
vt. a1 an 

1
1 x xn 

a1 , ••• ,aneA tal queQ\FlJJ[rroa[nT-av , ... ,TI(a.n_)J]+=+ (por ser TI 
l 

sobre) existem bl,••. ,bneA1 tal que Cl.l=l/I[Tioa[B-,··· ,~]]+=+ 

• ()\, ~ Glxll ... caxnH[noaJ& 
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1 
II.6.6- CorolârioOt=1 10<.- 111 

II.6.7- Proposição 

Para todaOte:Est(-r) existe OJeEst*(t) tal 

Demonstração (cf. Monk [1976, pag. 478]). 

que 

Seja B2A qualquer conjunto e fixemos aeA~ Defini 

mos f:B-+A por 

f(x)={x, a, 
se xeA 
se xeB'A 

Então, a estrutura(B=<B; 

seguinte modo: 

B -= , ••• >e definida do 

X=By~f(X)=Af(y), 

R~ (x,, ... ,xnl~Rt(f(x,) , ... , f(xn)), 

B A Fj (x1 , ••. ,xnl=Fj (f(x1 ) , ••• ,f(xn)) 

B .A 
ck=ck. 

g(n(x))=f(x). 

i) g está bem definida:n(x)=n(y)~x=By~f(x)= 

f(y)~g(n(x))=g(n(y)) (observar que por hipótese=A é a diagonal 

em AxA). 

ii) g ê sobre: dado yeA, então como f e sobre, 

existe X€B tal que f(x)=y, então para n(x) temos, g(TI(x))= 

f(x)=y. 

iii) g é injetora: g(n(x))=g(n(y))~f(x)=f(y)~ 
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iv) g preserva a estrutura: (usando a def.II.6.3) 

B1 B A R
1
- (rr(xr)~ ••• ,rr(xn))+=-+R.(xl,.- .• ,x.).+-=7R.(f(x-', .•. ,f(x ))+=+ 

1 n 1 .lJ_ n 
A B1 

Ri(g(rr(xll) , ... ,g(n(xnlll, g(Fj (n(xll , ••. ,n(xn)))= 

g o rr (F~ Cx1 , •.. ,xnl) =f (Ff(f (x,) , ..• , f (xnl)) ~F f (g ( n (xl)) , ••. g(n(>;,))), 

a igualdade (*) é consequência do fato que f(xl), ... ,f(xn)eA, 

Fj é uma função com valores em A, e f tA=idA; 
B A A 

=f(c ) =fCc ) =c • 
K K K 

Portanto, g e um isomorfismo 11 

II.6.8- Observações 

i) 11.6.6 afirma que nenhuma coleção de sentenças 
1 

de L pode caracterizar a diagonal, ie. Est(T) não é axiomati-
1 

zâvel, como subclasse de Est*(T),na linguagem L (T). 

ii) 11.6.7 mostra que estruturas finitaspodem ser 
1 

L -elementarmente equivalentes a estrutras infinitas, jâ que B 

é arbitrário, mesmo sendo A finito. Isto tem como consequência 
l 

que nehuma cardinalidade finita ê expressâvel em L ! 

11.6.9- Pigressio 

A observação (ii) anterior tem consequências lÓg~ 
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cas profundas, vejamos: 

Usualmente a existência de n elementos num domÍ-

nio vem expressa pela sentença (n~1) 

(gxl) ••• Ca:xn) (xl7:X2AXl;I!XJA ••• AXn-1;txn 1tyy) CY=X1v· •• vy=xn)]. 

Observe-se que interpretada numa estrutra Ol= 
<A;=A, .•. > de Est*(T), mesmo que estiver em Est(t), afirma 

existência de exatamente n classes de equivalência módulo 

em termos de n representanfes arbitrários. 

a 

A 
= 

Portanto, do ponto de vista de Est*(T), a lingu~ 
1 

gem L (1) não pode individualizar os elementos de uma estrutu 

ra, amenos de classe de equivalência. 

Veremos a seguir que as linguagens de 2~ ordem 

nao tem esta anomalia. Para isto vamos considerar uma genera

liz'cação da noção de variável de 2~ ordem mudando a sua inter-

pretação. 

II.6.10- Definição. seja(.i=<A; =A, ... >eEst*(T) e qç;P(A) uma 

coleção de subconjuntos fixa de A. Seja X uma variável de 2~ 

ordem monâdica. Definimos a q-illterpretação de X mediante as 

seguintes cláusulas na definição da relação de satisfação: 

i)(Jl_~ (VXH[a]~para todo Seq:Ot~ Ha[~]], 
q q v 

iil(]l~ (E!XH[a]-pàra algum Seq:(Jl_~ Ha[~]]. 
q 2 q 

Denotaremos com Lq a linguagem de 2~ ordem moná-

dica munida da q-ínterpretação. Quando q=~(A) temos a lingua-
2 

gem L monát.lica usual, quando q=P w(A? ~=a coleção de subconju::_: 

tos finitos de A) temos a linguagem Lw. Denotaremos com P~(A) 

a coleção de subconjuntos unitários de A. 
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II.6.11- Proposição. se qaP (A), então: 
~ 

(!/_ eEst(T)+-011= (Vx) (yy) (x=y++(VX) (xeX++yeX)). 
q 

Demonstração 

(=+) sejam a, beA quaisquer~ 

oQ~ q(x=y+(VX) (xeX++yeX))[a, b] é trivial pois por hipótese =A 

-e a diagonal. 

Suponhamos (]'L~ q (VX) (xe:X+-ryeX) [a, b], então toman 

do Sz{b}e:q temos que ae{b}+~be{b}, mas é verdade que be{b}, 

logo ae{b},ie. 
. A 

a= b, portanto,c:Jl~ (x=y) [a, b]. 
q 

) A - - !. b (+= se= nao e a (lagonal, existem a, eA tais que a~b e 

a=Ab, ie. a~b masOl.~Cx=y)[a, b], então, pela hipÓtese,Ol,~q(yX) 

(xeX+-+yeX)[a, b], ie. ara todo S.;;q, ae:S+=+beS. Em particular 

para S={b), ae{b)~be{b), logo ae{b) o que implica a=bC~~J. 

II.6.12- Corolário 

2 

A proposição anterior significa que em Lq, com 

q2.P 
11
(A), a classe Est(T) é axiomatizâvel mediante a sentença 

2 
dada. Em particular,en0 monâdica e em Lw é caracterizãvel a dia 

gonal 1111 

A caracteriz.ação acima é conhecida com o nome de 

Princípio de Leibniz. 
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II.6.13- Asserção 

2 

Seja t um tipo de similaridà:le fixo. Se Lp(t) -e a 

linguagem de 2~ ordem correspondente à P~(A)-interpretação 

(onde~=<A, ... >eEst*(T)), então também a diagonal de tal elas 

se de estrJturas é caracterizâvel pela sentença 

crp: (Vx) (VY) (x=y•-CVX) (x€X-yeX) l. 

Agora, sendo X uma variável que representa um 

subconjunto unitário qualquer, poderíamos entender intuitiva 

mente a11 como 

"(Vxl (;<y) (x=y<-+(yzj (xç{ z }++ydz}))" 

o qual sugere a seguinte interpretação de L~(T) em L
1

(Tp) on 

de P será um novo predicado binário cuja interpretação numa 

estruturaOt=<A; 

C-PA(a, b)). 

A - I P , ••• > e:(JLFP(x, z)[a, 

1 

Isto exige acrescentar a L (T) uma variável de 

1ª or~em~z~ para cada variável de 2ª ordem XK e fazer a se

guinte tradução: 

i) XiEXK por P(Xi, ZK) 

ii) (VXK)H •.• Xi€XK ... ) por (VZK)t( ••• P(Xi,~) ..• ) 

e (;:rXK)4( ... xieXK···l por (VzK)4( .•• P(xi,zK) ••• ). 

Finalmente, êxigindo só de cada PA que seja re

flexiva e antisimétrica podemos provar, seguindo a demonstra 

ção da proposição II.6~11, que paraO?._eEst*(T) 

(.l,€Est ( T) -<()1., PA> ~ (Vx) (Vy) (X=y++ (yz) (P (x, z) ++P (y, z))) . 

!!.6.14- Digressão 

no_ 



Intuitivamente podemos entender a diagonal como 

a "menor" relação de equivalência da estrutura, mais ainda, 

como a "rnenor 11 relação reflexiva da estrutura. Isto sugere d: 
1 

finir a seguinte aproximação em L a diagonal: 
1 

Seja R(x,y) uma relação binária definível em L 

(ver !!.4.8.1(i)), definimos, 

Ref(R)-(Vx)R(x,x), 

(o qual significa que R ê reflexiva), então nossa aproximação 

é dada por 

~.: Ref(R)+(yx)(Vy)(x•y+R(x1y)). 

Não ê difÍcil demonstrar, com um pouco de câlcu 
1 

lo dedutivo em L ,,quea.1A0.4 equivale à conjunção das sentenças 

~1. az e a,(dadas em 1!.6.1). 
2 

Devemos observar, entretanto, que em L diâdica, 

a diagonal pode ser caracteriz.ada por 

(yR)(Ref(R)+(yx)(yY)(x•y+R(x,y))), 

sendo, neste caso, R uma variável de 2~ ordem diâdíca. 

Caracterização das Estruturas TopolÓgicas 

Seja <X, L; E 1 >·uma estrutura bissortida com 

€-\a'XXL. Veremos que se se satisfaz o axioma de extensionalidade 

(yU)(yV)(U· 1 V++(Vx)(xEU++xiV)), 

então podemos identificar L corno urna subcoleção de P(X), e~ 

com a pertinência usual. 
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II.6.15- Proposição 

Para cada Ae~ definimos Ã={a~X/a~}. Seja T= 

{Ã/AeT}, então <X, -r; é>;;<X, T; e>. 

Sejam f:X+X e g:r+" dadas por f(x)=x e g(A)=A. 

n obvio que f é uma bijeção e que (a~~aeA), 

ie. (ae~~f(a)eg(A)); portanto, para que o par (f,g) cons

titua um isomorfismo bissortido resta provar que g é uma bi 

jeção. 

i) g ê sobre: ê imediata 

ii) g é injetora: se g(A)=-rg(B), então A=TB, ie. 

para todo x, (xeA~xeB), o que equivale a (xEtA~x.ELB), ie. 

<X, T; €~ ~ (yx) (xG'u-+-+xel"J) [A,B], logo, pelo axioma de exten 

sionalidade, temos que <X, T; ff > ~(U=V) [A,B], ie. A=TB• 
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CAPÍTULO III 

METODOS DE ANÁLISE DA EXPRESSABILIDADE 

Neste capítulo vamos apresentar alguns critérios 

para análise da expressabilidade dos Conceitos Matemáticos, em 

termos do que jã temos nos referido como Propriedades de Teo

ria de Modelos de uma linguagem L. Daremos também, como com

plemento ao tema desenvolvido, algumas aplicações não-trivi

ais à matemática. 

III.1- O Espaço Est(T) 

Vamos definir sobre Est(T) uma topologia e expl~ 

rar algumas das suas propriedades na análise da expressabili-

dade. 

Alertamos para o fato de que a clasSe Est(T) -e 

em geral uma c_lasse própria e que os abertos que definimos se 

rão possivelmente classes próprias., Portanto, a noção de 11 to

pologiau deve ser considerada com muito cuidado. 

Um tratamento rigoroso de "coleções de classes" 

ou "superclasses", embora não permitido, no sistema de teoria 

de conjuntos ZFC, é dado no sistema MT de Morse-Tarski (cf. 

Chuaquí [1980]). NÔs adotaremos este sistema quando seja ne

·cessário, pela liberdade que temos para escolher o referencial 
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teórico para a análise metalinguística. 

A topologia a ser introduzida va1 depender da 

linguagem L adequada ao tipo T. 

Consideremos L fixo e seja $eL5 , entãoMod($)= 

{~Est(T)/~ ~}. 

SejadJ={Mod(~)/~eL 5 l(observar que em geral (f!, 

-e uma superclasse). 

III.1.1- Proposição. CB é uma base para uma topologia sobre 

Est(T) 

Demonstração. Obviamente DOkEst(T) pois para qualquer sen

tença válida cr:Est(T)=Mod(cr). 

Se$, ~€1 8 , então Mod(~)nMod(~)={OIEEst(T)/ Cl1. 

~ ~"~l=Nod(~A</Jl, logo, 61 é fechado para interseções fini

tas • 

III.1.2- Definição. O espaço Est(T) munido da topologia g~ 

rada por (a será chamado de L-espaço, e denotado simplesmen 

te por E se o tipo T não for necessário especificar. 

III.1.3- Proposição 

i) os abertos básicos do L-espaço sao também 
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fechados. 

ii) seja K~E, então: 

K e ... axiomatizâ.vel+=+K ê fechado no L-espaço. 

iii) se K~E, então K=Mod(Th(K)) 

(K denota o fecho de K no L-espaço-). 

Demonstração 

ii) (=+) se K é axiomatitável, então existe rs:L
8 

tal que K=Mod(L)=o~l:Mod(o) que é fechado por (i). 

(+=) suponhamos K fechado, então Kc é aberto, logo, para todo 

!TtEKc existe oe:L 8 tal que O'l.eMod(o)SKc. Seja S a coleção de to

dos esses o, então Kc= 0 ~ 5 Mod(o), logo, K=
0
e5Mod (,o)=Mod 

( 0 ~ 5 ho}), ie. K é axiomatizâvel. 

iii) é consequência imediata da proposição 

11.5.4.4 e de (ii). 

iv) (+=) se K1 e Kz são L-equivalentes, então 

Th(K,)=Th(K 2 ), logo, Mod(Th(K 1))=Mod(Th(K 2 )), ie. K1=K2 

C~) se K1=K2 então Mod(Th(K,))=Mod(Th(K,)). Suponhamos que 

K1 e K2 não são L-equivalentes, então Th(Kd~Th(K2), .ie., por 

exemplo, existe a~ThCK1) tal que crfTh(Kz), logo, para 

()teK 1 :(fl~ a, e existe 6!eK 2 com 03~ -r a. 

todo 

Temos que&i'K1, rnas(ReKzS:Kz=Kl, entãoe9sKl\K 1 ,ie. 

(9 é um ponto de acumulação de K1, logo, como0Jt:Mod(1a) (que é 

um aberto básico), existe O'leK1 tal que (1le:Mod(i a)(=++=), por-

tanto, K1 e Kz são L-equivalentes. 
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v) basta conferir que [aü 1 ê sempre axiomatizâ

vel por Th(G\), ie. [<S(i 1:Mod(Th(dl)). 

Com efeito,ú)e[(nJ 1 +-ú3'\~ 

i!l ~ Th (()1) ~(JleMod ( ThCdl)) . 

(por II.5.5.4) 

Portanto, por (ííi):{Qil:Mod(Th(jnll=fotl 1 I 

III.1.4- Observações 

i) na proposição acima parte(iv) temos provado 

que Mod(Th(K,))=Mod(Th(Kz)) implica Th(K,):Th(Kz) usando ar-

gumentos topolÓgicos, pois de outro modo seria bem mai tra-

balhoso. 

ii) da propos1çao acima parte (v) resulta que 

111.1.5- Proposição 

-i) o espaço quociente Est(T)/~L e um espaço de 

Hausdorfx. 

ii) a projeção canon1ca TI:Est('t)-TEst(-r);:::
1 

é -um 

homomorfismo topolÓgico (ver I.4.3.6). 

Demonstração 

ii) é consequência imediata de 1.4.3.12 e da ob 
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servaçao III.1.4 (ii). 

i) consideremos [(;tl L e [&JL como elementos de 

Est(T)/'\ e suponhamos [(t] L ~ (!Íl]L' então ()L tL /il, logo, e xis -
te oeL 5 tal que Cil ~a e (Í)~"10, i e. O)_ oMod (o) e &e~lod(la), en-

tão [~]L=ntmlen(mod(o)) e [~)L=n($)en(Mod(la)). 

Agora, por (ii) temos que~~ aberta, ~~' rlogo, 

rr(Mod(o)) e rr(Mod(la)) são abertos em Est(Tl/=L" Além disso, 

sendo Mod(a)ilMod(-ro)=~. temos que, por I.4.3.14, n(Mod(o))(Jrr 

(Mod(1a)) =TI (Mod ( o)/)Mod (,o)) =TI ( ~) =~ • 

III~1.6- Corolário. Se L é um conjunto, então a topologia do 

L-espaço ~ um conjunto (embora seus elementos sejam em geral 

classes próprias), da mesma cardinalidade que a topologia do 

quociente Est(Tl/=L· 

Demonstração. ~ consequência imediata do fato que a projeção 

~ ê um homomorfismo topológico e de 1.4.3.6 8 

III.1.7- Observação 

Dado que nenhuma sentença de L pode distinguir 

duas estruturas elementarmente equivalentes, o espaço quocie~ 

te Est(~)/~L é idôneo para o estudo das propriedades deteoria 

de modelos da linguagem L (cf. Sayeki [1968]). Além disso, 

em c o n c' o r d â n c i a com a propos1çao .II.5.5.13~ temos 
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que para o caso de L ser um conjunto, Est(L)/~ 1 sera também 

um conjunto, evitando assim o aparecimento de classes -pro-

prías, e menos ainda desu~er classes 

Quiçâ uma das propriedades de teoria de modelos 

mais importantes é a de compacidade que estudaremos a seguir 

neste cont·~xto topológico, com um certo grau de generalidade 

que necessitaremos depois. 

III.1.8- Definição 

i) sejam a e 6 cardinais com a(S. Dizemos que o 

espaço E é (a,8)-compacto se todo cobrimento aberto de E de 

cardinalidade ~8 admite um subcobrimento de cardinalidade<a. 

ii) uma família de classes em E tem a proprieda 

de J·e a-interseçao- se toda subfamÍlia de cardinalidade< a tem 

interseçªo não vazia(se a=JYo temos a propriedade de interse

ção finita PIF). 

Notações. Diremos que E é (a, 00)- compacto se E e (a, S)-com 

pacto para todo S)a. 

E é compacto se é f/o, <.>:l) -compacto. E é enumera-

velmente compacto se é ~.~)-compacto. Observa-se que E 

LindeH.Sf se é ~ <.>:l) -compacto. 

-e 

Diremos que a linguagem L é (a, S)-compact~ se 

o L-espaço Est('r) é (a, 6) -compacto para todo. T. 
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JII.1.9- Proposição. São equivalentes 

i) E ê (a,S)-compacto. 

i i) toda famÍlia de fechados {Fi} iei com I I k~ e 

com a propriedade de a--interseção, tem interseção nao vazia. 

iii) se ESL5 com jEj~s e se Eo~E com jEoj<a tem 

modelo, então E tem modelo. 

Demonstração 

(i)~(ii): seja {Filiei uma famÍlia de fechados com II!fS e 

com a propriedade de a-interseção, e suponhamos que i~IFi=~, 

então i~IFic=E, mas como E é (a,$)-compacto e {Fic}iEI e um 

cobrimento aberto com ]I!~B temos que existe IoSI com ]Ioj<a 

tal que i~IoFic=E, logo, ifloFi=~ o que contradiz a propried~ 

de de a-interseção. 

(ii)~(iii): seja ESL5 com jL]$6 e tal que para todo Lo~L com 

lzo l<a, Mod(Eal~~-

Consideremos a família de fechados {Mod(a)}oEL; 

esta famÍlia tem cardinalidade ~$ e tem 

terseção, pois se EoSE com ]Loi<U então 

Mod( 0 ~L {a))= Mod(E 0 )•~. Logo, por (ii) 

L tem modelo. 

a propriedade de a-in 

n oa,Mod(o)= 

Mod(E)= 0 ~zMod(o)~~, íe. 

(iii)=+(i): basta provar para abertos básicos. Suponhamos E= 

Seja L=i~I·hai}, então, como 

existe EoÇE com lzol<a tal que Mod(Zo)~$, 

por (iii) 

ie. existe Io~I com 

!Io]<a tal que Eo=i~I 0 {toi} e Mod(i~Io{-,oi})=$, logo, i~I 0 Mod 

(loi)=tP, ie. í~r 0 Mod(ai)=E, portanto, E é (a,!3)-compactoll 
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III.1.10- Proposição. Sejam <X, T; ~>e <Y, cr; e> dois espaços 

topolÓgicos (em sentido amplo) e f:X~Y um homomorfismo topolÓ-

gico, então; 

X é (a,8)-compacto ~ Y e (a,S)-compacto. 

Demonstração 

C~) é consequência imediata de ser f contínua e sobre 

-(+=) e imediato por ser f aberta, sobre e T-saturada (ver tam-

bém I. 4. 3 . 1 7) 111 

III.l.ll- Corolário. Est(T) ê (a,$)-compacto ~ Est(T)/~ 1 
(a,B)-compacto a 

-e 

III.1.12- Asserção 

Se E e compacto, então o espaço Est(T)/=1 é com

pacto, e sendo Hausdorff, é também um espaço normal. Além dis

so, a projeção TI: E ~ Est(T)/=1 , sendo contínua, é também fe

chada. 

Como consequência disto temos que a coleção 

(rr(Mod(cr))/creL5 l é uma base de abertos e fechados em Est(T)/~L 

tornando-se num espaço Booleano. Em pa,rticular, é totalmente 

desconexo (cf. Bell e Slomson[1969]). 
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III.1.13- Definição. Diremos que a linguagem L satisfaz a pro 

priedade de não-finitude (PNF) se todo LSL
5 

que tem modelos fi 

nitos arbitrariamente grandes, tem algum modelo infinito. 

III.1.14- Proposição. Se L e compacta, então L satisfaz PNF. 

Demonstração 

Se í:'=Ls um conjunto de sentenças tendo modelos fi 

nitos arbitrariamente grandes, e consideremos 

onde E
11 

é a sentença 

(HXl) ... (HXn)(Xl~XzA, .. AXl~XnAX2~XgA ... AXn-1~Xn), 

(lembrar que estamos considerando L~L 1 ). 

sn expressa o fato que no domínio da 

existem pelo menos n elementos. 

Seja fl~L: 1 finito e m=max {n/Eu€6.}. 

estrutura 

Afirmação: Todo modelo de í:U{EJn} é modelo de 6.. Com efeito, 

basta observar que se Ot~ Ero entã.o (J\t: Er1 para n~m. 

Portanto, como E tem modelos finitos arbitraria

mente grandes, então tem algum modelo com pelo menos m elemen 

tos, logo, LU{Ern} tem modelo, ie. 6. tem modelo. 

Pela compacidade de L podemos con.cluir que E1 tem 

modelo. Mas obviamente qualquer model9 Z1 deve ser infinito, 

além de ser modelo de E, logo, E tem modelo infinito 111 
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111.1.15- Observação 

A proposição anterior significa que se L ê com

pacta, nenhuma classe K de estruturas contendo modelos fíni 

tos arbitrariamente gr~ndes e nenhum modelo infinito, é axio 

matizâvel em L. 

Por exemplo, numa linguagem L compacta, as ela~ 

ses dos grupos finitos, dos ·corpos finitos ou das álgebras de 

Boole finitas, não são axiomatizâveis 

111.1.16- Corolário. Se existe 8eL8 tal que para toda estru

tura()l=<A; .•• >: 

OlJ e-IA I <J'~ 
então L nao satisfaz PNF e, portanto, nao e compacta 8 

III.1.17- Corolário 

Por II.1.6- temos que 1 2 diâdica, e portanto 1 2 

total, por conter a 1 2 diâdica, não satisfazem PNF. Analoga

' mente, por II.S.6.2 (iii), temos que Lw também nao satisfaz 

PNF. Logo, nenhuma delas é compacta DI 

A seguir vamos provar que a linguagem L2 (l) mo

nâdica (para um certo tipo t) não satisfaz PNF. Paraeste fim 

vamos procurar uma classe de estruturas de tipo 1, axiomati

zâvel em L2 (T) monâdica, que contenha estruturas finitas ar-
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bitrariamente grandes e que nao contenha nenhuma estrutura 

infinita. 

Necessitamos dos preliminares seguintes sobre 

filtros e ultrafiltros numa álgebra de Boole: 

III.1.18- Definição 

Seja ~=<B; B 
A ' 1B> uma álgebrade 

Boole (ver II.1.6) e F~B. Dizemos que F é um filtro em B 

se 

i) a,beF=+aAbEF 

ii) aeF e a~b=+beF, 

ou equivalente, a,beF e aAb~c-+ceF, (a~b define-se usual-

mente na forma aAb=a ou avb=b)~ 

Observa-se que B mesmo é um filtro em B e que 

F=B~~osF. No caso que üsF diremos que F é um filtro pro-

prio. 

Um filtro F é dito principal se existe aeFtal 

que a=infF. g fácil ver que todo filtro principal é da for 

Diremos que um filtro próprio F é um ultrafil 

tro se é maximal com respeito à inclusão na classe dos fil 

tro próprios de B. 

III.1.19- Alguns Resultados Gerais 
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i) se {Fj} e uma família de filtros em B, então 

nFj e um filtro em B. 

ii) dado um subconjunto S~B, define-se o filtro 

gerado por S como <S>=O{F(F é filtro e S~) 

lima definição °Construtiva" para <S> é dada pe

las seguintes especificações: 

Sc={al~···Nln/n€IN e ai€5) 

S 0 ={a/~beS com b~a}, 

então <S>=(Sc) 0 • 

iii) <S> é um filtro prÓprio +=+ S tem a 

priedade de itlterseção finita (PIF). 

pro-

iv) o lema de Zorn garante que todo filtro pr§ 

prio pode ser extendido a um ultrafiltro, e portanto, todo 

conjunto S~B com a PIF está contido em algum ultrafiltro. E~ 

te resultado e conhecido Com o nome de teorema do ultrafil-

tro e é um dos princÍpios de maximalidade mais importantes da 

teoria de conjuntos como o axioma de escolha, que e equiva

lente ao lema de Zorn, ou o princípio maximal de Hausdorff 

(cf. Kelley [1955)). 

(Baseados no teorema de representação de Stone 

que afirma- que toda álgebra de Boole é isom-orfa a uma subál

gebra de P(A) para algum conjunto A, podemos justificar ano_s 

sa observ~ção anterior salientando que toda afirmação sobre 

a álgebra de Boole <B; ... > é uma afirmação sobre a álgebra 

<P(A); n, U, c; .:p, A> a qual pode se reduzir a uma afirmação 

sobre o conjttnto parcialmente ordenado <P(A) ;Ç> e em Última 

instância pode ser expressa, metalinguísticamente, em termos 

do símbolo de pertinência ~. relação fundamental da teoriade 

conjuntos). 
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Não podemos deixar de mencionar que, embora o 

axioma de escolha implique o teorema do ultrafiltro, via o 

lema de Zorn, tem-se demonstrado que o teorema do ultrafil 

tro nao implica o axioma de escolha, ie. é mais fraco que 

ele (cf. Halpern e Levy 11971]). Isto é importante de ser 

observado rorque se um resultado matemâtíco que usualmente 

requer o. axioma de escolha para sua demonstração, puder ser 

provado a partir do teorema do ultrafiltro, teremos conse

guido uma melhor compreensão dos seus fundamentos (ver 

III.5.3). 

v) é fácil provar que se A é um conjunto fin~ 

to, então todo ultrafiltro sobre A (ie, em P(A)) é princi

pal. Por outro lado, se A é infinito, existem ultrafiltros 

não principais: aqueles q~e contém o filtro gerado pelos 

subconjuntos cofinitos de A (cf. Monk [1976, pag. 321]). 

No caso geral, se B é uma álgebra de Boole fi 

nita, então B é da forma P(A) para algum A, logo, todo ul

trafiltro em B é principal. Além disso, pode-se provar, a 

partir do teorema do ultrafiltro, que toda álgebra de Boo-

le infinita admite ultrafiltros não-principais (cf. Levy 

[1979, pag. 263]). 

Portanto, se íR=<B; ... > é uma álgebra de Boole, 

temos que: 

!B!~;=+ todo ultrafiltro em B é principal. 

Nossa intensão a seguir é expressar a senten

ça a direita em L2 (T) monâdica, onde t é o tipo de simila

ridade de(jl,. 
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III.1.20- Proposição 

-U e um ultrafiltro em B~=+vaeB:aeU ou a*eU. 

Demonstração 

(+-) seja USF=B com F filtro, e suponhamos que 

F ?tU, então existe ae.F\U, mas por hipótese, como a~U: a* eU ,ie. 

a*:-eF. Agora, como F -é um filtro, 0-=aAa*e.F, ie. F=-B, portan

to Ué maximal. 

-c~) suponhamos que u e um ultrafiltro e que 

alu. Seja F=<Uu{a}>, então comeU éumultrafiltro que n~o con

tém a, devemos ter F=B, i e. F não é próprio, logo, por I I I. 

1.19 (iii), Uu{a} não tem a PIF, ie. existem a1, ... ,an€U 

tais que alA•. •AanAa=O, então, a 1 1\ •• • 1\an~a*, mas a 1/L .• 1\anEiJ 

por ser filtro, portanto, pela mesma razão a*eU• 

!1!.1.21- Sejam x,y variáveis de 1~ ordem e X uma variável 

de 2~ ordem monâdica, então podemos expressar em L 2 (~): 

X ê filtro~(Vx)(Vy)(xeXAy€X+xAyeX) 

A (Vxl(Vy)(xeXAx~y+yeX), 

X é prÓprio+~!(OeX), 

X e principal+=+X é filtro A 

(ax)(Vy)(x€XA(y€X+x~y)), 

X é ultrafiltro+=+X é fi.ltroA(Vx) (xeXvx*eX), 

finalmente podemos expressar em L2 (t:) monâdica: 1Bl<fl':-1B~ 

CvXJ(X é ultrafiltro+X é principal). 

Devemos observar que esta expressão da finitu-
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de de B requer de toda a estrutura Booleana de á}, a diferen

ça da expressão diádica dada .em 11.1.6. · 

III.1.22- Consequência 

1 2 (1) monádica nao satisfaz a PNF, logo, também 

-nao e compacta. 

III.1.23- Vamos analizar a possibilidade deexpressar a fini-

tude, sem restrinções de estrutura, em 1 2 monâdica. Para is

to devemos obseTvar que um conjunto A é finito se e somente 

se P(A) é finito, e sabendo que toda álgebra de Baole finita 

ê a potência de um conjunto, pOdemos aplicar a redução men

cionada em III.1.19 (iv) à sentença anterior, que chamaremos 

de e, e obter uma sentença equivalente, mas que só contenha 

o símbolo de pertinência E, próprio das linguagens de ordem 

superior, além do símbolo de igualdade=. 

Isto, embora ~eja uma solução plausível, nao re 

solve o nosso problema, porque a variável monâdica X, sendo 

de 2~ ordem sobre P(A), é de 3~ ordem sobre A, ie. o univer-

so de sua variação é o conjunto P(P(A)). 

O fato de X ser uma variável de 2~ ordem rnonâdi 

c a sobre ·P(A) sugere considerar estruturas bis sortidas da for -
ma <A, o; t> onde O=P(A). Neste caso, X será uma variável mo 

nâdica de 21! ordem sobre o domínio o. 
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Finalmente, baseados nas considerações dadas em 

II.6.15, para garantir que a seja urna coleção desubconjuntos 

de A devemos impor o axioma de extensionalidade~ 

e 1 : (yU) (VV) (U,VHCVx) (xeU++xeV)), 
' 

onde U e V são variáveis de 1~ ordem sobTe o. Além disso, p~ 

ra garantir que a seja todo P(A) devemos exigir. 

e": (Vi!) C!U) (E=U), 

onde E ê uma variável de 2~ ordem monâdica sobre A. 

Assim, podemos expressar: 

A ê fini to+-=+<A, a; e>~ 6/\8 1A 6ll. 

Fica aberto para nós o problema de expressar a 

finitude, em 1 2 monâdica,. para estruturas unissortidas, sem 

outra relação que a de identidade. 

III.1.24- Proposição 

1 1 (T) é comptc'ta para todo tipo de similaridade 

T. 

-Este teorema, chamado de teorema de. compacidade, 

ê umdos mais importantes da teoria de modelos, e dedicaremos 

a próxima seçao para a sua demonstração. A prova mais conhe

cida dele é a partir do teorema de completude do cálculo de 

predicados clássico, mas este resultado envolve a noção sin

tática de dedutibilidade que decidimos evitar neste tese. Da 

remos uma prova puramente semântica a partir do método de 

- 128 -



construção de modelos por ultraprodutos, que explicaremos com 

detalhe suficiente para as aplicações que apresentaremos. 

III. 2- O TeOrema de ltls e a Compacidade 

III.2.1- A Construção de Ultraprodutos 

A seguinte construção e uma generalizaçãoda con3 

trução, em Álgebra, do produto direto de uma família de estru 

turas algébricas sem relaÇões. Vamos mostrar esta construção 

no caso das estruturas bissortidas já que usualmente não se 

encontra na literatura, e por ser de especial interesse para 

as estruturas topolÓgicas. 

S · (JZ A9 1 0 . I f • . d eJa i=< ~,Ai; Ri>, 1e , uma am~l~a e estru-

turas bissortidas munidas, por simplicidade, de uma relação de 

sorte o=(S·l ,.- ... sn) com s;k=O ou 1, (as funções e constantes p~ 

dem ser tratadas como relações na forma descrita em 1.1.6. 

Para cada 5=0,1 consideremos o produto cartesia-

no 

Ag=i~IAf={f:I~i~IA~/yi€l:f(i)€A~}, e seja Dum ultrafiltro so 

bre I (ie. em P(I)). 

III.Z.1.1- Definição 
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Pa_ra s·=o, 1 definimos a seguinte :relação de equ~ 

valência: 

Vf, geA 5 :f- 5 g~(iei/f(i)=~ g(i)}eD, 

s _. - s onde -i e a relaçao de igualdade em Ai' 

Denotamos com As/D, ou ma1s frequentemente com 

Tl'DA~, o quo'ciente respectivo, e com *f a _classe de equivalê!: 

cia de f módulo D. 

A seguir vamos definir uma relação Rg a fim de 

obter uma nova estrutura <Ao/D' A1/D; R~> do mesmo tipo de si 

milaridade que 

TI ()1./ por iei ~ D ou 

as originais Gni· Tal estrutura será denotada 

por n~ e será chamada de ultraprod~to da fa 

mÍlia Cll.i. 

III.2.1.2- Definição 

Se O=(sl,••·,sn) e fKeA- (K=1, ..• ,n),definimos 
.SK 

R~(*f 1 , ••• ,*fnJ-{iei/R1(h(i) , ... ,fn(i))}eD. 

111.2.1.:- Interpretações no Ultraproduto 

Seja O. i uma assignação em (]li para cada iel (ver 

definição 11.4.1.1), então fica determinada uma assignação a 

em nD~ dada por: 

para cada s-variivel x(s=0,1) de 1~ ordem, a(x)=*f ondefeA5 
e f(i)=ai(X). 

Reciprocamente, dada a em n~, e dada x uma s

- 130 -



variável, temos que existe feA5 tal que a(x)=*f, então defi

nimos para cada iel, ai(X)=f(i)(aqui está implícito o axioma 

de escolha). 

III.Z.1.4- Observação 

Esta Última escolha de ai depende do represen

tante f de *f, ie. se g ê tal que *g=*f, podemos definir pa

ra cada i~I, Bi(X)=g(í). Esta nova assignação em geral é dis 

tinta de Cti, porem temos que:*g=*f+=+{ie:I/g(i)=ff(i)}eD

{i<I/SiCxl=fai(x)leD. 

A partir desta observação ve-se facilmente que, 

se $ é uma fórmula, então: 

podendo ser ambos os conjuntos distintos. 

III.Z.Z- Teorema de ~os para L1 (T) Bissortido 

-Seja Dum ultrafiltro sobre I, a e Ui assigna

çoes como acima, e$ uma fÓrmula em L1 (T), então 

"b<íl;_ ~ ~ [a J-{ i e I /(!'Li ~ H ai) } eD. 

Demonstração. Por indução sobre a complexidade_ da fÓrmula 4J, 

(baseados na observação 11.4.8.1 (iii) podemos supor que os 

Únicos símbolos lÓgicos são l, 1\ e 3: além das igualdades s 
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para s=O, 1). 

i) se $ é atômica: 

nr(JL;_~ (Xl=sxz) [~J~a(xzl= 5 a(x 2 )+=(por III.2.1.1){iol/ai(Xz) 

{ai (xz) )eD+={iel!/lh ~ (x,=sxzl [ai] )eD. 
' 

Caso 2. <P r:,R0
(xl,···,xn), O'=(Sl,••·Sn) e Xj é uma sj-variâvel. 

I a a ;roO'ti =R Cx1, ••. ,xn) [a]+-o=+RD(a(xl), .•. ,a.Cxn) )+=+(por I I I. 2.1. 2) 

liei/R~(ai(xl) ,. ··"íCXnllleD+={iel/(lli~ Ra(x,, •.. ,xn) [ailleD. 

ii) se ~ é -, ~: 

nriJ.;.I= (11/!l [o)+=não nD(!l;_~ ~[a)+={iei/(/\Ü ~[ai] lfD+<=>+ (por ser 

D um ultrafiltro) {iel/<Jli)' ~[ai) }eD+={iei/Oli ~ (o~) [ai) }eD. 

iii) se ~ é ~ ~ e: 

"D~~ (~A8l[aJ~nDOtü 1Hal e nDdti~ 8[a)+-Cielfú'li~ ~[ai)}eD e 

{ iel/0\i ~ 8 ["i) l eDW{ i e I lil!i ~ H ai) }D { iei /dli ~ e [ "il }eD....,..{ i e I/ 

0\i ~ C~n8l [oi) }eD. 

Em(*),~ é válida pois D sendo um filtro é fe

chado por interseções (finitas), entretanto, += ê válida pois 

os conjuntos a esquerda contém à interseção e então pertencem 

ao filtro D. 

X a[-).= 
.{ 1 

iv) se$ ê (gx)$ com x uma s-variâvel(s=0,1): 

Vejamos primeiro que para todo iEI: 

X 
"i[f(i)). 

Com efeito, seja z uma s-variãvel e suponhamos que 

a(z)=*g, então "l(z)=g(i). 

t(z)' 

Agora, a l,;'fl (z)= 

*f, se 

se z:;tx 

Z:::X, 
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Por outro lado 1 

x {o:i(Z)=g(i), se z;t:x 
"i[--] (z)= 

f(i) . 
f(l), se Z=X • 

Suponhamos agora que rrn~ ~ (B:x)tp [a], então exis

te *f e 'D .. ~ tal que nr/J;;. ~ 1/! [a[.q]], logo, por hipótese indu 

tiva, 

{iei/Oh~ 1/![a[.q]i]}eD, 1e. 

Uei/ll\i~ l)![ai[f;';)ll }eD, portanto, 

{iei/ó'ti~ (3:X)lJ![ai]}eD pois este conjunto contém ao anterior e 

-D e um filtro. 

Por outro lado, se 

{iei/CAi ~(g x)l/![ail }eD então 

(iei/existe aieA~:6h~ 1/![ai[:.J]}eD. 
1 

Seja feA
5 

tal que f(i)=ai para cada iel; então 

{iei/dli~ 1/![ai[.fCil]]}eD, ie. existe *fenoA~ tal que 

{iei/llli~ lJ;[a[:CfJi]}eD, logo por hipôtese indutiva novamente, 

ternos que •IA~ 1/![a[frll, portanto, 'D~i~ CaxJl/![a]ll( 

III.Z.Z.1- Corolário 

i) se cr é uma sentença em Ll(L), então 

njjJI;_ ~ o+""+( i<: I {)li~ o}eD. 

ii) se a linguagem admite funções F0 com 

O=(Sl,•••,Sn,S), e feA5 , fK..:A5 K(K-=1, ... ,n) 

então: 

* f=s Fg (*f 1 , ••• , * fn) +=+{i e I I f C i) =~F~ (f 1 (i) , ... , fn C i) ) }eD. 

- 133 -



iii) seja K uma classe de estruturas axiomatizã

vel por um conjunto de sentenças L com !rl<a (onde a ê um car 

dinal infinito}. Seja {~)iEI uma famÍlia de estruturas e Dum 

ultrafíltro sobre I fechado por interseções de um número <a 

conjuntos, então: TIIJ()l;·eK+=-J-{iei/0-ieK}eD. 
À 

Com efeito, se K=Mod(L:), então: 

TI A eMod C z::) +-=-~voe L: rrr:b-1. ~ a+=+-yoe L: 

{ iei 10\i f.:; J eD+~ 0 ~" {i e I ló.:i ~ o }eD+~{ iei /voei: :Di~ o }eD-{ i e I I 

<lti eMod (L) }eD. 

Os (ultra) filtros com a propriedade mencionada 

sao ditos a-completos e serão estudados com algum detalhe no 

capítulo IV, em conexao com as linguagens infinitárias que ln 

traduziremos aí a 

1!!.2.3- Teorema de Compacidade para 1 1 (7) Bissortido 

Seja L:<;.Ls(T) e suponhamos que todo !J,<;:;:, finitotem 

mQdelo (bissortido), então L tem modelo (bissortido). 

Demonstraçã'o. Seja l=Pw(E)={t}~L:/6 é finito}. Para cada t}el se

ja 0t.6 um modelo de J:.. que por hipótese existe· 

Vamos construir um ultrafiltro D sobre I de tal 

modo que o ultraproduto TI8lll seja um modelo de L. 

Para cada 6.e:I seja At~={.6 1 ei/ll<;.ll 1 } 

Afirmação 1:{Aó} 6el tem a PIF 

Com efeito, como para K=1, ••. ,n temos que .6KÇ61 
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I\ 1 U ••• U6n<A~ n· .• nA,n 
' u ' 

io. A 61 n···nA6n~o. 

Logo, por III.1.19 (iv) existe um ultrafiltro D 

t;tl que para todo .6EI :AneD. 

Afirmação 2: nD<nii~L. 

Seja aeL, então {o}ei. Agora, se oeô€I, então 

J''6~a, logo temos que A{o}={~el/oe~}~{Ml/(%~0 }, portanto, 

,::omo A{a}eD e Dê um filtro, {bei/OlbJcr }eD, em consequência, 

:Jelo teorema de --t:os, '1TnlJ2J a 11 

Para uma outra demonstração do teorema de comp~ 

:idade usando ultraprodutos e a topologia do espaço Est(l) p~ 

:e-se consultar Preste1[1977]. 

:!.2.3.1- Observações 

i) o teorema de compacidade foi demonstrado a 

"tir do teorema do ultrafiltro que permite a construção de 

raprodutôs. Pode-se provar também a implicação contrária, 

':lando as duas noções equivalentes (c f. Bell e Slomson[1%9, 

. 104]). 

ii) é necessário observar que a demonstração do 

·~ma de compacidade só usa a implicação de direita a es-

-la do teorema de .tos. 
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III.Z.4- Algumas Consequências do Teorema de tos 

i) se t1l· =Oi para todo iei, então n0a. é chamado 
1 1 

. I 
de ultrapotência deó'L e denotado por (]L /D. Neste caso temos 

1 1 -que se cre -s entao: 

i/D~ o=+{iel/út~ a)eD=+Vi~ a, portanto, ot1!D=1 , Ol . 

ii) as aplicações ds:A 5 ~A!/D(s=0,1) definidas por 

ds(a)=*fa onde fa(i)=a para todo iei, constituem um mergulho 

a - ~ bissortido, ie. se R e uma relação da estrutura u~de sorte 

o - 1/ O=(s 1 , ••• ,sn) e RD e a correspondente em OL D temos que para 

III.2.4.1- Rg(d
51

(al), ... dsn(an~+=+R 0

(al, ... ,an)' (em particu

lar para as igualdades= 5
, com o que se e-stabelece que cada d

5 

é uma aplicação injetora). 

Mais do que isso, se R0 ê qualquer relação defini 

vel (ver 11.4.8.1 (i)) na linguagem L1 (T), então o teorema de 

tos _garante que III.2.4.1 é também satisfeita. 

III.Z.S- Digressão 

A situação descrita no Último parâ.grafo é tão im

portante em teoria de modelos que lhe foí dado um nome especial. 

Sejam [Jl=<A; ... > e (Ó=<B; ... > duas estruturas (unís 

sortidas por simplicidade) e f:A~B uma função. 
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i) f é dito um mergulho elementar com respeito à 

linguagem L, se para toda relação n-âria (n~O) R definível em 

L e para todo a 1 , ••• ,aneA temos que: 

A B R (al,···,an)+=+R (f(a!), ... ,f(an)), ou equiva-

lentemente: 

01., ~ R [a 1 , ••• , an] +- (j3 ~ R [f (a,) , ••• , f ( an) ] . 

ii) se{}Lç_ 6?, dizemos que (JL ê uma subestrutura 

e·lernentar de <E se a inclusão i:A+B ê um mergulho elementar. 

Este fato e usualmente denotado por {fL <1 {j]. Observe-se que 

(lt <L <B implica cfl- "L 63 
Nem toda subestrutura é elementar. Por exemplo, 

se considerarmos~ o corpo dos números reais e Q seu corpo pr~ 

mo, a relação R(x) definida pela fórmula (3y)(y 2 :x) não é pr: 

servada pela inclusão, pois temos queiR~R(Z) embora Q~,R(Z). 

Um exemplo importante qüe não trataremos aqui 

mas que pode ser consultado em Monk [1976, pag. 362], é o se-

guinte: se K1 e K2 são dois corpos ordenados real fechados e 

K1 ~ K.:, então K1 <L1K2. 

Finalmente, dado que toda estruturadt está rnerg~ 

lhada em forma "natural" em OL 1 /D, podemos supor que tfL f. tJli /D e, 
I 

pelas considerações anteriores, que tJl <11 (i\.. /D. 

I- - "" var que úL /D e uma extensão propria de v~ se e 

e um ultrafiltro não-principal 

Pode-se pro-

somente se D 

O conceito de subestr~tura elementar nao serâuti 

lizado neste trabalho. 

III.2.6- Proposição 
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1 1 satisfaz a propriedade de não-finitude (PNF), 

ie. se ~~L$ tem modelos finitos arbitrariamente grandes, então 

L admite um modelo infinito. 

Demonstração. Vamos apresentar aqui uma demonstração distinta 

à dada em !11.1.14 e usando o teorema deXos. 

Seja e:k a sentença dada em III.1.14 que afirma a 

existência de p. k elementos ke N e k;.-2. 

Para cada nE:IN seja O'ln um modelo finito de L com 

~n elementos, os quais existem por hipótese. Seja Dum ultra

filtro sobre fN que contém os subconjuntos cofini tos de IN. 

Afirmação. para todo k>,Z: nD (]'L n ~ Ek. 

Com efeito, pela escolha dos Ol..n temos que o con

junto {noN!(ilnk1sk} é finito, logo, {n<IN/(ln~ sk} ê cofinito, 

ie. pertence a D, portanto, pelo_ teorema de Xos nDOln~ E-k. Is

to significa que nr{Jtn ê infinito. 

Finalmente-, é imediato a partir do teorema de ...t'os 

que nDcnn e modelo de z pois cada ~n o ê • 

III.2.6.1- Corolário 

A classe dos corpos finitos K e a classe dos gruc 

pos finitos Kg não são axiomatizáveis em 1 1
• 

Isto acarreta o seguinte fato: Kc e Kg sao subclas 

ses prÓprias de Mod(Th(Kc)) e Mod(Th(Kgll respectivamente (ver I1 

5.4.5), íe. existem corpos infinitos e grupos infinitos que sa-
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tisfazem as mesmas sentenças de 1~ ordem comuns a todos seus 

contrapartes finitos. Tais modelos sao chamados de pseudofini

~' e podem ser obtidos, como mostra a proposição anterior, 

como ul traprodutos de modelos f in i tos de cardinalidade arbitra 

riamente grande 111 

A teoria dos corpos pseudofinitos ê tratada em 

Ax [1968], (da teoria dos grupos pseudofinitos, ou ainda, dos 

grupos abelianos pseudos finitos não conheCemos referência). 

III.2.7- Possibilidade do Teorema de ~as para 1 2 Monâdica 

Vamos analizar- brevemente a possibilidade de ex

tender o teorema de ~os para a linguagem 1 2 monâdica. 

Primeiro faremos uma discussão sobre as assigna-

çoes às variáveis rnonâdicas no ultraproduto de uma famÍlia de 

estruturas unissortidas ccr. 1 
1 ie:I 

111.2.7.1- Definição 

Sejam ai assignações em CQi para cada iel. Se X ê 

uma variável monâdica, definimos' a(X) (~nDAi) como: 

a(X)={*f€nDAij(íel/f(i)eai(X)}eD}. 

Facilmente pode-se verificar que eStá bem defini-

da pois, se ·•g=*f então, {íel/f(í)eaí (X) }eD+-{id/g(í)eai (X) l 

~D, jÚ que {iei/f(í)eai(X))n{iol/f(i)=g(í)}~{íei/g(í)eai(X)}. 
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O anterior simplesmente pode ser dito do seguin

te modo: para cada família de subconjuntos si=Ai podemos defi 

nir S"'rrnAi como S={*ferrDAi/{iei/f(i)eSi)eD). 

Isto é particularmente Útil para gerar os aber

tos de uma topologia no ultraproduto TIDAi onde cada Ai ê um 

espaço topolÓgico e cada Si um aberto em Ai (cf. Bankston 

[1977]). 

III.2.7.2- HipÓtese 

Vamos supor como hipótese de trabalho que para 

cada S~TIDAi temos uma maneira 11 Uniforme" de assignar a cada iei 

um<subconjunto S(i)~Ai. A p-alavra "uniforme" pode ser consid~ 

rada, por exemplo, no sentido de que aplicando à famÍlia dos 

S(i) a construção acima possamos obter novamente S, ie. 

III.2.7.3- Definição. Sob a hipótese anterior, dada uma assi~ 

naçao a em Tind'Li, podemos definir as assignações ai em cada tl:i. 
do seguinte modo: para cada variável rnonádica X, Cti (X) -=a (X)(i). 

III.Z.7.4- Lema. Independentemente da fotma de definir S(i)t_e 

mos: 
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Demonstração. Seja Z uma variável monâdica, então 

portanto, 

"[~] (Z) ={"(sZ), se 
u , se 

a[~] (Z)=a[; ](Z)(í) 
1 

-{a(Z) (i), se Z•X -('i(Z), se Z•X 
- S(i), se Z=X - S(í), se Z=X 

111.2.7.4- Proposição. Se 4 é uma fórmula em L2 (t) monádíca (t 

pode ser tomada também bissortida) então: 

Demonstração. Basta acrescentar os seguintes passos na prova do 

teorema de ros III.2.2. 

Em (í): 

Caso 3. Se$ é X(x) onde X é uma s-variâvel (5=0,1) de 2~ or

dem monâdica ex ê uma s-variâvel de 1~ ordem. 

'DeR,_ ~ X (x) [a] ~a (X) (a (x))+-a (x) sa (X)+.,;+ (por I II. 2. 7. 1) {íel 1 

"i (x) E ai (X) }eD-{isi/(}!i ~ X(x) [ai]} eD. 

Em (iv): Se$ é C3X) W onde X é uma s-variâvel de 2~ ordem mo-

nâdica. 

'Ddlt~ (3XH[a]~+ existe S~DA~ tal que nDCJ\~ ~[al-}JJ-(por h~ 

pÓtese indutiva) {iEli(ri ~ ~[al-}l il }sD-(pelo lema) {iel/(l1i ~ ~ 
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[ai lsfrrl] leD"*{iel/(Íl;_ ~ C3XH [ai] }eD pois este conjunto con

tém ao anterior 'e D é um filtro 11 

II!.2.7.5- Observação 

Para provar a recíproca deveríamos garantirque 

f '1· S '"A5 · " 5 dada uma am1 1a i- i' ex1ste um s~~DAi tal que para todo 

iei, S(i)=Si. Isto de fato não é verdade porque a recíproca 

implica o teorema de compacidade como observamos emiii.2.3.1, 

o qual não é válido em 1 2 monâdico (ver 11!.1.22). 

III.Z.7.6- Corolário 

Seó'ti=Ol.para todo iei, então para toda senten

ça oeL$(1) temos: 

IJL 1 !D~ a-<J~ o 8 

~ fácil ver que o corolaiio ac1ma implica sua 

recíproca:()>.! /Dj{ o-aiJD~1o-cj1o-m,Y a. Portanto, podemos 

concluir daí que, para todo I e para todo ultrafiltro D so-

bre I, n.I /Dõ'L2 Cl\. . 
vo MON 

Tomando como (jt o corpo ordenado completo (A, dos 

números rea1s (ver II.2.4) poderíamos concluir que toda ul-

trapotência 6t1;D seria também um corpo ordenado completo, 

pois este fato é expressável em 1 2 monâdica. Portanto,por II. 

2. 5, ~I /D~ (R;, o que implicaria que toda ul trapotênc ia de ~é 
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arquímediana. 

Isto nao é verdade. Existem ultrapotência de (Z 

não-arquimedianas. Em consequência a nossa hipótese de traba 

lho dada em 111.2.7.2 i falsa. 

111.2.7.7- Observação 

A respeito do teorema de ~os para estruturas bis 

sortidas nao podemos deixar de mencionar que se temos uma fa

mÍlia de espaços topolÓgicos em sentido amplo <Xi, oi; e>iei, 

onde para cada iei, oi~P(Xi), então, dado que cada espaçosa

tisfaz em forma Óbvia o axioma de extensionalidade (sentença 

813 em 11.1.14},_ o teorema de ..tos garante que o ultraproduto 

<nnXi; nnoi; en> também o satisfaz, e portanto, por 1!.6.15, 

existe uma coleção ofr=PCnnXi) tal que <nnXi, nnoí; en> é iso

morfo a <nnXi, crD; e>. 

Além disso, se cada cri e~base de uma topologia 

em Xi, a coleção ou também será uma base, pois este fato é ex 

pressâvel n~ linguagem de 1~ ordem bíssortida correspondente 

(sent-enças ell e el2 em 11.1.14). 

111.3- Aplicações do Teorema de Compacidade 

Nesta seçao pretendemos mostrar a impOrtância da 

existência de um certo teorem-a de compacidade numa linguagem 
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L (neste caso 1 1
) para a análise de expressabilidade em L. 

111.3.1- Proposição 

A classe KARQ dos corpos ordenados arquimedianos 

(ver II.1.7) não é axiomatizâvel em 1 1 • 

Demonstração 

Suponhamos que exista L~Ls tal que KARQ=Mod(Z). 

Acrescentamos a nossa linguagem (correspondente 

ao tipo de similaridade de KARQ) uma nova constante c, As sen 

tenças que podem ser construídas com ela serão verdadeiras nu 

ma estrutura <A, ... > na medida que exista algum elemento de A 

que as satisfaça. 

Seja Z 1 =LU{n·1~c/n~O}, e sejam D~Z 1 finito e rn= 

mâx{n/(n·1~C)ED} 1 então IU{n·1~c/O~n~m} tem modelo (qualquer 

corpo (arquimediano) é modelo, basta interpretar -c como (m+1)· 

1). 

Além disso, todo modelo de LU{n·1~c/O~n~m} e mo

del·o de 11. Portanto, por compacidade I 1 tem um modelo 

()L= <A, ... >, ie. (Jlê modelo deZ e de {il·1~c/n)O}, o que sign~ 

fica que (JL ê um corpo arquimediano e existe um elemento aeA 

(interpretação de c em(JD tal que a_}n•1 para todo n}O. 

Isto contradiz a sentença informal que caracteri 

,za os corpos arquimedianos: 

"(yx) (x>O+(yy) (gneiN) (n•x>y))" 

1 temos "CVylCrrn<IN)(n•l>y)" 111 
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11!.3.1.1- Um elemento a de um corpo ordenado que satisfaça a~ 

n•1 para todo n)O, é dito um elemento infinito do corpo. 

111.3.2- Asserção 

A proposição acima garante que existem corpos nao 

arquimedianos que satisfazem todas as sentenças de 1~ ordem co 

muns a todos os corpos arquimedianos. Isto não acontece em 2~ 

ordem pois, corno vimos em II.1. 7, KARQ é axiornatiz,âvel emL 2 mo 

nâdica. 

Substituindo na prova anterior o conjunto Z por 

Th1 1 (d:t), onde 64 ê o corpo ordenado dos números reais, podemos 

provar a existência de corpos não-arquimedianos que são mode

los de Th 11 ~), ie. que são 1 1-elementarmente equivalentes a 

66 . Tais modelos são chamados de modelos não-standard dos nÚ-

meros reais. 

Esses corpos podem ser construÍdos efetivamente cç: 

mo uma ultrapotência de O?.,, por exemplo, r:fl;u onde D e ... um ultra 

filtro que ·contém os subconjuntos cofinitos de JN . Sendo D um 

ultrafiltro não-principal v~-se facilmente que essa extensão de 

óté não-ar,uimediana. Um elemento infinito, por exemplo, é da

do pela sequência * (0, 1, ... ,n, ... ). 

No apêndice deste capítulo veremos uma aplicação 

não .... trivial ã Análise~ demonstrando o teorema de Hahn-Banach 

por métodos de Anâlise não-standard. 
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111.3.3- Proposição 

Se ~ é uma sentença na linguagem elementar da teo 

ria dos corpos que é verdadeira em todo corpo de característi

ca zero, então existe um primo Po tal que ~ é verdadeira em to 

do corpo de característica p>-p0 • 

Demonstração 

Seja Ko a classe dos corpos de característica ze-

ro. 

Se E é a coleção de axiomas de 1~ ordem que cara~ 

terizam os corpos, e para cada P primo, Op ê senten;a P" 1 =0, e::: 
tão e-fácil ver que Ko=Mod(W{"'tapj pé primo))=

0
QzMod(a)f) 1Mod 

(õap). 

O fato de $ ser verdadeira em todo corpo de cara~ 

terístíca zero significa que KoSMod($), então, tornando compl~ 

mentares terÍamos: Mod(-,~)~~zMod(-.a)u~Mod(O pl. 

Agora, o membro direito constitue um cobrimento a 

berto do fechado Mod(1~), mas como Est(T) é um espaçocompacto, 

temos que Mod(i$) é compacto, logo, admite um subcobrimento fi 

nito, em particular existem Pl , ..• ,Pn tais que Mod(l!j))~YEMod 

" () n 
(-.o)ui~lMod(api), então aeEMod(o){]iQJMod(..,oPil!:õMod(4). 

Finalmente, observemos que se P> Pi, todo modelo de 

crp ê modelo de ,crPi (ie. se a identidade 1 se anula para P, 

não pode se anular para um primo menor), logo, para P>mâ~ P. 
1 ~ l~TI ~ 

(=po) temos que t·1od(ap)S:Mod(.,crpi) para i""1 , •.. ·,n, ie. Mod(crp)~ 

n 
iQn1od("10pil; portanto, ModCLlnMod(op)SMod(~), ie. Mod(W{op}) 

SMod(-iJ); mas í:U{crp} é a axiomatização da classe dos corpos de 
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característica p, Kp, logo, KpeMod(~), o que prova que$ é ver 

dadeira em todo corpo de característica p>p 0 D 

III.3.4- Exemplo. Dados dois polimônios p(X) e q(X) com coefi-

cientes inteiros, se eles sao p-rimos relativos em todo corpo de 

' . caracterl.Stlca zero, fato que pode ser expresso em 1ª'- ordem, 

então eles são primos relativos em qualquer corpo de caracte-

rística "suficientemente grande". 

Um caso particular são os polinômios X3 -1 e xP- 1
+ 

... X+1 para p primo. 

O exemplo apresen.tad.q admite uma demonstração P::! 

ramente algébrica, :mas a proposição anterior de caráter pura

mente linguístico envolve todos os casos possíveis. 

Damos a seguir esta demonstração para efeitos de 

completude: 

Dados p(X) e q(X) em 2[X], se eles sao primos re

lativos em todo corpo de característica zero, em particular o 

são em IQ[X], então existem r(X) e s(X) em (JJ:[X] tais que 

;f X )r (X) +q (X) s (X) =1 , 

tomando denominador comum temos que 

d lll llK - d Suponhamos = P1 ••• PK , entao, toman o 

e p>po temos que, mediante a projeção módulo P: 

logo, dividendo por a obtemos 
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1e. p(Xl e q(X) (módulo p) são primos relativos em "IFp[X], e 

de aí em todo corpo de característica p (>p 0 ) por ser f o cor 
p -

po pr1mo de qualquer um deles. 

I I I. 3. 5- Corolário .. Embora Ko seja axiomatiz.âvel em 1 1 pelo 

conjunto de sentenças infinito dado em III.3.3, ela nao é fi 

nitamente axiomat±zâvel. 

Demonstração. Suponhamos que K o :fu'r finitamente axiomatit.âve 1. 

Por II.5.4.2 (ii) podemos supor que é axiomatit.5.vel por uma 

sentença cp (a qual deve ~xpress·ar o fato de ser um corpo de 

característica zero), ie. Ko=Mod(cj)), mas aplicando a propos! 

ção anterior, ~ deveria ser verdadeira em algum corpo de ca

racterística p>O, o que ê uma contradição a 

11!.3.6- Observação. Em forma análoga à proposição III.3.3 p~ 

de-se provar o seguinte resultado: se cp é uma sentença ele

mentar válida em todo espaço vetorial de dimensão infinitaso 

bre um dado corpo K, então ~ é válida em todo espaçovetorial 

sobre K de dimensão finita ''suficientemente grande'' (cf. Bell 

e Slomson [1969, pag. 99]). 

Pode-se provar também que toda sentença de 1 1 

verdadeira em todo grupo abeliano divisível (ver 1.3.9),· e 

verdadeira em algum grupo abeliano não divisível (cf. Barwise 
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[1977, pag. 8]). Em particular, a classe dos grupos abelianos 

divisíveis, axiomatizável pelas sentenças que caracterizam um 

grupo abeliano, mais a coleção infinita de sentenças {(Vx)()y) 

(n•y=x)/nql}, não é finitamente axiomatizâvel em L1 • 

111.4- O Princípio de Lefschetz 

Um dos resultados mais interessantes de expressa

bilidade correspónde ã Geometria Algebrica e é conhecido com o 

nome de Princípio de Lefschetz. Ele afirma, nas próprias pai~ 

vras de Lefschetz, o seguinte: "num certo sentido, a geometria 

algébrica sobre um corpo [algebricamente fechado] de caracte

rística zero, pode ser reduzida à geometria algébrica complexa" 

(c f. Seindenberg [ 1958]). 

Isto significa, por exemplo, na explicação de 

Seidenberg, que dada uma variedade V, definida sobre um corpo 

algebricamente fechado K de característica zero, a que é deter 

minada por um número finito de quantidades, os coeficientes dos 

polinômios que definem V; o corpo gerado sobre o corpo dos ra

cionais Q por estas quantidades, pode ser mergulhado isomorfi

camente no corpo C dos números complexos, e essa passagem de

termina uma variedade V*, sobre C, que preserva estritamente as 

propriedades algébricas de V. 

André Weil formula o princípio de Lefschetz da se 

guinte maneira: 11para um dado valor da caracter·ística p(":}O), to 

do Tesultado envolvendo apenas um número finito de pontos e de 

variedades, o qual tem sido provado para alguma escolha do do

mÍnio universal fie. um corpo algebricamente fechado de 
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característica p de grau de transcendência infinito sobre o 

corpo primo], permanece válido sem restriçao; existe en

tão uma geometria algébrica de característica p para cada 

valor de p, não uma geometria algébrica para cada domínio 

universal'' (cf. Barwise e Eklof [1969]). 

Demonstraremos uma versão fraca do princípio 

dê Lefschetz correspondente à interpretação seguinte: to-

do teorema da geometria algébrica que pode ser formulado 

estritamente numa linguagem determinada, é verdadeiro num 

corpo algebricamente fechado de característica p (sem im

portar o grau de tTanscendé'ncia sobre o corpo primo) se e 

só se ê verdadeiro em todos eles. 

Nes.te momento estamos em condições de dar uma 

solução parcial ao nosso problema: em 11.5.6.3.3 (i) vimos 

que se K1 e K2 são corpos algebricamente fechados de mes

ma característica e de cardinalidade >tVo, então K1~ 1 ~K1, 
ie. satisfazem as mesmas sentenças da linguagem de 2~ or

dem fraca adequada à classe dos corpos. 

Em geral não podemos garantir que todo teore

ma da geometria algébrica, formulado naturalmente em ter

mos de polinômios, ideais, variedades, etc. possa ser for

mulado nessa linguagem; porém, boa parte deles encontrauma 

expressão equivalente, eventualmente multissortida, jâ que, 

por exemplo, os polinômios, sendo, sequências f in i tas de ele 

mentes do corpo 1 e os ideais de polinômios, sendo finita

mente gerados (pois K[X1, ... ,Xn] e Noetheriano), etc., po

dem ser representados nessa linguagem, sem maiores altera

ções, substituindo "subconjunto finito" por "sequência fi

nita de elementos''. 
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Observar que se IKI>IVo, então K é de graude tranJ 

cend~ncia infinita sobre seu corpo primo, mas de fato existem 

corpos enumeráveis comestapropriedade, portanto, também o proble

ma, na formulação de Weil, está parcialmente solucionado. Para 

uma discuss,ão mais ampla do prncípio de Lefschetz pode-se con

sultar Bar.,ise e Eklof[1969], e Eklof[1973]. Para a terminolo

gia algébrica pode-se consultar Van·der Waerden[1970, vol. 2]. 

Para continuar o nosso estudo vamos estabelecer al 

gumas outras propriedades de teoria de modelos que de por si 

tem interesse para a análise da expressabilidade, e especial

mente vinculadas à categoricidade. 

III. 4.1- Os Teoremas de · L~wenheim-Skolem 

A seguir enunciaremos um resultado da teoria 

modelos da linguagem L~, cuja demonstração omítirernos por 

puramente técnica. Ela também ê válida, em particular, em 

de 

ser 

L' , 

e e o fundamento de toda uma teoria acerca da existência de 

modelos não-standard das teorias matemáticas, entendendo por 

teoria qualquer coleção de 'sentenças numa linguagem determina

da. Daqui para frente, neste capítulo, só consideraremos estru 

turas unissortidas. 

III.4.1.1- Teorema de L~wenheim-Skolem Descendente (L-S+) 
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Seja L qualquer cbleção de sentenças em Lffi(t). Se 

L tem um modelo infinitoCII,com Jrk!AI e miíx G&'o,jij)~K:dAI,e!' 

tão existe6,1S:ffl.tal que \B!==K e (D ;:: 1 ~clt, em aprticular, !E ê tam 

bém modelo de l: 111 

Corolário~ Se jrj~dVo e L tem modelo infinito, então L admite 

um modelo enumerável 8 

Corolário 2. Se cr é uma sentença e Olê um modelo infinito de~ 

então existelB enumerável que é modelo de cr 8 

Corolário 3. Em L~, e em particular em L1,nenhum conjunto no 

máximo enumerável de sentenças, admitindo modelos não-enumerá-

veis, pode ser categórico. (ver II.5.5.11) 8 

Corolário 4. Dado que o corpo dos numeras reais pode ser cara~ 

terizado categoricamente em 1 2 monâdica (ver II.2.4), então as 

linguagens 1 2 monâdica, diâdica e, em geral, total, não satis

fazem L-St para todo conjunto L de sentenças • 

Exemplo. Uma aplicação trivial porém ilustrativa do teorema L-S+ 
' 

em 1 1 ê a seguinte: sabemos que a teoria de corpos algebrica-

mente fechados é expressâvel em 1 1 mediante um conjunto enume

rável de sentenças (ver II.1.8), portanto, se K é um corpo al-

gebricamente fechado de cardinalidade K(::W/o) e Jlo~À~K, então 

existe um subcorpo F, também algebricamente fechado, de cardi

nalidade À tal que F~ 1 1K (mais do que isso, F=t~K já que 1 1 e 

sublinguagem de L~). Provaremos mais adiante que, narealidade, 

todo subcorpo algebricamente fechado de K satisfaz esta condi-

çao. 
- 152 -



IIL4.1 .2- Definiç;io. Um~ linguagem L que satisfaz o corolá-

rio 2 acima se diz que tem a propTiedade -de Lewenheim-Skolem. 

L1 e L~ tem esta propriedade. Veremos no prÓxi

mo capítulo que também a linguagem infinitâria Lw 1 w a tem. 

III.4.1.3- Teorema de LBwenheim-Skolem Ascendente (L-St) 

Seja L qualquer coleção de sentenças em 1 1 (1) 

com IZI=a. Se L tem um modelo Olcom IA!=S~d{, então' para to 

do \~máx (a,l3), I admite um modelo[J> com !BI=À e(J3:: 11ót 

Demonstração 

Seja \7 máx (a,S) e seja I um conjunto de card~ 

nalidade \. Para cada ie:I introduziremos no alfabetó básico 

de t uma nova constante ci; distintas constantes para distin 

tos valores de i. 

Seja(jt~" com IAI=S,obviamente(]L~Th(()ll e LSThl(tl. 

Consideremos L1 =ThCcn.Jur onde r=Cci;<:cj/i, jei e i;:r:j}. 

As sentenças de r afirmam que as constantes in-

troduzidas denotarão elementos, do modelo que as satisfaça, 

dois a dois distintos. 

Observemos que -] 1: 1 I =À. 

Seja 6SJ: 1 finito, então ó'l é modelo de Th Cdll U~ 

pois seu domínio é infinito e todas as constan·tes novas que 

intervem em 6. (em número finito necessariamente) podem ser in 

terpretadas nele. Logo, 6. tem modelo. 

Portanto, pelo teore~a de compacidade de L1
, L1 
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' admite um modelo~ o qual, por ser modelo de r deve ter card~ 

nalidade J;.À, e por ser modelo de Th01) deve ser 1 1 -elementar

mente equivalente a (!l. 

Note-se que até agora temos garantido a existên

cia de modelos ~ 1 ~ 1 10tde cardinalidade 3À para todo À}máx(a, 

S). 

Finalmente, por 1-S+ existe ú3 tal que IBI=À e 

t:B=1 ,a' ,ie. 6\=1 ,cQ• 

Corolário 1. Se L é uma coleção de sentenças de L1 (T) no máxi 

mo enumerável que tem um modelo infinito {fl, então pai' a todo car 

dinal infinito À, existe (i, com I B I =À e 13=1 , áL 111 

Corolário 2. Em 1 1 , nenhum_ conjunto de sentenças admitindo mo 

deles infinitos pode ser categÓrico• 

Exemplo 1. Todo conjunto infinito pode ser linearmente ordena 

do. 

Com efeito, os axiomas de ordem linear dados em 

11.1. 7 sao de 1 C: ordem e admitem <IN;~> como modelo enumerável, 

portanto 1 pelo corolário 1, para todo cardinal À infinito, 

existe um conjunto linearmente ordenado AÀ dessa cardinalícia-

de. 

Se B é ~ualquer conjunto de carJinalídade À, ie. 

equípotente com AÀ, existe uma bijeção f:B-+AÀ. Podemos defi

nir em B: a~b+=-+f(a)~f(b). 

jj fácil ver que a relação definida ·e uma ordem li 

near sobre B. 

Deve-se observar que, embora <fN;~> seja uma es-
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trutura bem ordenada (ver II.1.12), o teorema 1-St nao garan-

te que AÀ seja bem ordenado. De fato, a boa ordenação não -e 

expressâvel em 1~ ordem (cf. Bell e Slomson[1969, pag. 94]). 

Em forma análoga pode-se provar que todo conjun-

to infinito pode ser linearmente ordenado em forma densa. 

Exemplo 2. Consideremos a estrutura de Peano (ver !!.2.1) sta~ 

dard dos números naturais 1. =<IN;criN ;OIN> e a coleção de senten

ças Th1 1ot). Dentre elas temos a seguinte versão em 1~ ordem 

do axioma de indução: se $(X) ê uma fÓrmula com só uma variá-

vel livre, então 

~(O)A(VxlCHxl+Ho(x)))+(yx)t(x). 

Isto significa limitar a validade do ax1oma de 

indução aos subconjuntos de ~definíveis em 1 1
• 

O corolaTio 1 acima garante que Th1 10[), sendo 

uma coleção enumerável de sentenças, admite modelos de toda 

'cardinalidade infinita. Tais modelos, distintos de1_, são cha 

mados de modelos não-standard da aritmética, e como foi obser 

vado em I I. 2. 3 (i), ~ está mergulhado em todos eles. 

111.4.1.4- Observação 

Se uma linguagem L satisfaz algum dos teoremas de 

Ll1wenheim-Skolem, então existem estruturas cuja cardinalidade 

não ê expressâvel por nenhum conjunto de sentenças de ~· Por 

exemplo, em L~ nenhum L~Ls pode expressar o fato de um modelo 

ter _cardinalidade nao enumerável. 
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I II. 4. 2- Os Números d,e Hanf 

Na seçao III.4.1 ac1rna consegu1mos provar, para 

1 1
, o teorema 1-St, pelo fato de 1 1 satisfazer o teorema de 

compacidade. 

Vamos dedicar algumas linhas para mostrar que, 

sob condições simples, aquele teorema tem uma versão geral. 

III.4.2.1- Definição 

Seja À um cardinal infinito. Se para todo r=t5 , 

a existência de um modelo(Jt=<A, ... > de I com !Aj~.\ implica 

que I tem modelos de toda cardinalidade ~!A!, diremos que L 

admite um número de Hanf, o qual definiremos como o menor À 

que satisfaz a condição ac1ma, e denotaremos por h(L), 

-observe-se que 1-St para 1 1 afirma que h(L 1
) ~ 0 • 

III.4.2.2- Teorema de Hanf' 

-Se a coleção de sentenças 1 5 de L e um conjun-

to, então L admite um número dé Hanf. 

Demonstração 

Seja F a famÍlia de todos os .t~Ls que nao tem 
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modelos infinitos arbitrariamente grandes. Então~ para todo 

LeF, existe um cardinal kL tal que todo modelo de E tem car 

dinalidade <kt::. 

Como 15 

subcoleçio de PCLsl , e 

bém conjuntus. 

é um conjunto~ então F, por ser uma 

portanto a coleção {kz/LeF},são tam 

Sabe-se que toda coleção de numeres cardinais 

que constituem um conjunto é limitada, ie. existe o cardi-

Logo, temos que, se E tem algum modelo de car 

dinalidade ~À, então r;F, o que significa que L admite mode 

los arbitrariamente grandes~ Portanto, L tem um número de 

Hanf 1111 

III.4.2.3- Corolário. As linguagens L~, 1 2 e seus fragmen

tos monâdico, diâdico, etc. admitem um número de Hanf 8 

III.4.2.4- Asserção 

~ muito importante observar que a existênciado 

número de Hanf h(L) de uma lingUagem L afirma que a cardin~ 

lidade de uma estruturaO\.. com IA!;llCL) nao e expressâvel em 

L. 

Em particular, isto tem como consequência que, 

como a cardinalidadetVo é expressâvel em 1 2 diâdica, e por-
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tanto em L' total, então h(L 2 )~),?,(ver II.1.14). 

Vejamos que, na realidade, h(L 2 )~Nw(=suvc'Yn) 
n>-U ' 

finita que I/ n é expressivel em ~z (di~ provando por indução 

dica) para todo n}O. 

Informalmente, o passo indutivo corresponde 

seguinte sequência de afirmações: 

!A!=.fn~C JAJ;;.á'n e !AJ<J'n+ll~C !AI;;.I'fn 

nao !AJ~ti"n+ll~CJA!?J'n e não (existe SSA com JsJ;::A'n 

S não equipotente com A)). 

-a 

e 

e 

Finalmente, para S~A: I SI~ tY n+=+(existe R'E2S 

com jR]~óh-1 e R não equipotente com S). 

Tem-se demonstrado que, na realidade, h(L 2 ) -e 

um cardinal muito grande, que supera ao primeiro cardinal 

mensurável (ver def. IV.3.2) se é que ele existe. Para me

lhores referenciaS pode-se consultar Barwise[1972] e Kauf-

mann[1985]. 

III.4.3- \-Categorici~ade e o Teste ~e Vaught 

À luz dos teoremas de Lewenheim-Skolem edos re 

sultados de Hanf, as teorias matemáticas, expressas numalin 

guagem L, não são em geral categóricas mas podem ser categ§ 

r1cas para determinadas cardinalidades, ie. todos os mode-

los de uma determinada cardinalidade são isomorfos. 

III.4.3.1- Definição 
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Seja L uma linguagem, r=Ls e À um cardinal infi

nito. Dizemos que r é À-categórico se r tem modelos de cardi-

nalidade À e todo par deles são isomorfos. 

III.4.3 .. 2- Exemplo 

Como ilustração vamos analizar um exemplo parti

cülarmente simples: a teoria dos grupos ábelianos divisíveis 

livres de torsão. 

A classe KD dos grupos abelianos divisíveis li

vres de torsão é axiomatizâvel em 1~ ordem mediante o seguin

te conjunto rD de sentenças, as que determinam o fato de ser 

grupo abeliano, junto com ((yx)(3y)(n·y=x)/n~1}U((yx)(x~O+n·x 

~0)/n~1}, expressas em notação aditiva. 

Em 1.3.9 vimos que todo membro de KD é um espaço 

vetorial sobre~' e portanto, considerado como grupoaditivo, 

é soma -direta de grupos isomorfos ao grupo aditivo <((!;+>. Em 

particular o grupo <IR;+> está em Kn. 

Sabe-se da álgebra linear que dois espaços veto-

riais sobre o mesmo corpo São isomorfos se e somente se tem a 

mesma dimensão, sendo esta a cardinalidade do maior conjunto 

de vetores linearmente independentes. 

Além disso, se V;:;$-a). com I um conjunto in-finitoj 
I 

então !v!=tii=dim V. No caso de I ser finito ternos que Vê um 

espaço de dimensão finita sobre~' mas de cardinalidade !~I= 

Jlo; em particular, rD não é .Jlo-categôrica. 

Por Último, se V e W são modelos de ZD com lvJ= 
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.lwl;;-4,., então V"6iill e W"<llll com III;:n'l e IJI;:,JL logo, pela 
I J 

discussão acima' I I!= I J!' i e. dim V=dim w' portanto v~w. 

Temos provado então que ID é \-categórico para 

todo À~J'1. 

O mesmo acontece com a teoria (formulada em 1~ 

ordem) dos corpos algebricamente fechados de mesma caracte

rística, como foi provado por Steinitz (ver 1.3.9). Esta teo 

ria ê À-categórica para todo À não~crumerável. Também não 

t.fo-categÓrica, basta observar os fechos algébricos de ~ 

Q~) com X transcendente sobre ~· 

-e 

e 

A versão fraca do Princípio de Lefschetz que pr~ 

varemos rnals adiante, e que usualmente requer destes fatos 

para sua demonstração, vai ser demonstrada aqui sem apelar a 

estes resultados. 

III.4.3.3- Comentário 

O fenômeno que relaciona os dois exemplos dados 

nao ê isolado. M. Morley[1965] provou que se um conjunto de 

sentenças ZSL 1 (expressa numa linguagem com alfabeto básico __ s 
no máximo enumerável) ê À-categórico para algum À não-enume

rável, então é À-categórico para todo À não-enumerável (po-

de-se consultar Chang e Keisler[1973]). 

III.4.3.4- Teste de Vaught (versão forte) 
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Seja L~~ com alfabeto básico no máximo enumerá-

vel, ie. -tal que so possui modelos infinitos. Se exis 

te um cardinal À infinito tal que Z é À-categórico, então to

dos os modelos de Z são 1 1 -elementarmente equivalentes, (usu

almente se diz que Z ê uma teoria completa). 

Demonstração. Sejam (fl e(}; modelos de Z, os quais devem ser in 

finitos por hipótese. Então, por 1-St, para o cardinal À dado 

existem modelos Qt1 = (fLe (1,1 ::{)3 de cardinalidade À. Mas como L -e 

À-categórico temos que~~ ri, logo, pelo teorema do isomorfis 

mo, cn.:=~,'o que implica quem.=cB 11 

!11.4.3.5- Corolário. Dois grupos abelianos divisíveis livres 

de torsão são 1 1 -elementarmente equivalentes. 

Demonstração. Primeiro observemos que nao exiSte grupos desse 

tipo que sejam finitos. Logo, é consequência imediata de 111. 

4.3.2 e o teste de Vaught-, versão forte • 

III.4.3.6- Teste de Vaught (varsão fraca) 

Seja Z~LS com alfabeto básico nó maxlmo enumerá 

vel, ie. !zl<i/o, e que só possui modelos infinitos. se todo 

par de modelos de L não-enumeráveis sao parcialmente isomor

fos, entà:o todO par de modelos de L sao L~elementarmente equ_1 

valentes. 
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Demonstração. Sejam ale(B modelos de~, os quais devem ser iri 

finitos por hipótese. Seja À um cardinal não-enumerável qual

quer, então por 1-St existem modelos (]l1 ;;; (5L e~/:::: & de cardina 

lidade ?À (observe-se que estamos usando aquela parte do teo

rema L-St que não precisa do teorema L-S+ (ver III.4.1.3)).Lo 

go, por hipótese, at 1 ~p a1
, então, pelo teorema do p-isomorfis 

mo (11.5.6.3.2), temos que (11,1 = (j,', o que implica queó'!.=í»llll 

III.4.3.7- Observação 

E importante salientar que a prova anterior nao 

precisa do teorema L-S+ porque não é necessário que os mode

res cn; e (J:f, parcialmente isomorfos, sejam de cardinalidade e 

xatamente À. 

Não conhecemos nenhum exemplo que possa se pro

var a partir da-versão fraca do teste de Vaught e que nao se

ja À-categórico para algum À não enumerável. 

O exemplo 111.4.3.2 também satisfaz as hipóteses 

da versao fraca do teste de Vaught, já que dois espaços veto

ri~is de dimensão infinita sobre o mesmo corpo sao parcialme~ 

te isomorfos (ver II.S.6.3.3 (ii)). 

III.4.3.8- Princípio de Lefschetz (versão fraca) 

Dois corpos algebricamente fechados de mesma ca-
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racterística são 1 1 -elementarmente equivalentes. 

Demonstr-ação. Primeiro observemos que nao existe corpos fini

tos algebricamente fechados. Logo, é consequência imediata de 

1.3.14 e da versão fraca do teste de Vaught 11 

!1!.4.3.9- Observação 

O princÍpio de Lefschetz demonstrado ac-ima inclue 

.os corpos algebricamente fechados enumeráveis que escapavam ao 

resultado 11.5.6.3.3 (i). Porém, ele não pode se estender com 

toda amplitude a L~. Neste caso tem-se o resultado seguinte: 

dois corpos algebricamente fechados de mesma característica e 

de grau de transcendência infinito sobre seu corpo primo sao 

L~-elementarmente equivalentes (cf. Scott e Tarski[1958]). Os 

corpos respectivos de grau de transcendência finito são L0-
elementarmente equivalentes se e só se tem o mesmo grau, já 

que neste caso são isomor-fos. 

Corolário 1 

Se @p denota o fecho algébrico do corpo primo 1~, 

e K é qualquer corpo algebricamente fechado de característica 

p, então K=ê~P • 

CorolaTio 2 
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Se K é um corpo algebricamente fechado de carac

terística zero, então K::: 1 1rr onde !f é o corpo dos números com

plexos. Em particular, ~::; 1 11[ 8 

Corolário 3 

Se~ é uma sentença na linguagem elementarda te2 

ria dos corpos que ê verdadeira no corpo dos números comple

xos t, então existe um primo po tal que ~ é verdadeira em to

do corpo algebricamente fechado de característica p>po. 

·Demonstração. É consequência imediata do corolário 2 acima e 

da proposição 111.3.3 convenientemente adaptada • 

III.4.4- Uma Aplicação 

A seguir damos uma aplicação concreta do princÍ

pio de Lefschetz à Geometria Algébrica, cuja prova faremos em 

detalhe jâ que a consideramos importante para ilustrar os mé

todos tratados nesta tese. 

Proposição 

Seja F um corpo algebricamente fechado e f:Fn~Fn 

uma aplicação polinomial, ie. f=Cf1 , .•. ,fn) cóm Ík€F[Xl,-~.,Xn] 

para k=1 , •.. n~ Se f é injetora, então f é sobre. 

Demonstração 
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Vejamos primeiro que para n fixo e para f=(fl, ... , 

fn) qualquer com graus 8fl,··· ,afn fixos, a afirmação da pro

posição é expressâvel com uma sentença~ de 1~ ordem na lin-

guagem dos corpos. Ilustramos este fato com n=1 e df=m, onde 

a sentença ~ neste caso ê a seguinte: 

(Vxn) ••• (Vx,ul [ (yx) (yy) (f (x) =fCy) +x=y) + (yy) C3xl (f (x) =Y)] onde 

- m f(x) abrevia a expressao Xo+Xl"X+ .•• +xm•x. 

Pelo princÍpio de Lefschetz basta verificar que 

4> é verdadeira para um determinado corpo algebricamente fecha 

do de cada característica. 

-i) obviamente 4> e verdadeira com respeito a qua! 

,quer corpo finito F. 

ii) provaremos que 4> ê verdadeira com respeito a 

~p. Para isto precisamos do lema seguinte: 

-
Lema~ IFp=-U{Fi/Fi e uma extensão finita de lFp}. 

Demonstração do Lema 

Seja Fi um corpo finito extensão de 1Fp· Se aEFi, 

então existem tal que apm_a=O, logo, sendo a raiz de um pol~ 
- -nômio em ~p (X] temos que àefp. Portanto, Fi~P, de onde UFi~ 

-
IFp. 

-Se aE:!Fp, então a ê algébrico sobre JFp, logo!Fp(a) 

é uma extensão finita de IFp que contém a, portanto /Fpc:UFi a 
-n -n 

Seja agora f:(Fp4Fp uma aplicação polinomial inj ~ 

tora com f=Cf1, ... ,fn) e cada fke!Fp[Xl,· .. ,Xnl' chamemos de C 

o conjunto de todos os coeficientes dos polinômios de f. Ob-
-serve-se que C9Fp, ie. cada coeficiente é algébrico sobre W.p. 
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-n 
s.eja (b1, ... ,bn)€!Fp e seja A={bl,• .. ,bn}UC, en-

tão por ser A Ul)l conjunto finito de elementos algébricos so-

bre IFp temos que o corpo IFp(A) é uma extensão finita de IFp 

tal que bke~p(A) para k=l, ... ,n. 

Além disso, f l' IFp(A)n é também injetora ejm fl

Wp(A)nsFp(A)n jâ que f é polinomial e os coeficientes estão 

contidos em ~p(A). 

Portanto, por (i), frfp(A)n e sobre ~p(A)n, lo

go, f é sobre. 

iii) temos provado em (ii) que para cada p pri

mo !Fp ~ <)l. Provaremos agora que (j) é válido num corpo algebri

camente fechado de caractarística zero. 
-

Seja F=nnFp onde D é um ultrafiltro não-princi-

pal sobre o conjunto dos números primos. 

Como Fp ~ 1> para todo primo p, então pelo teore

ma de -tos (ver III.2.2.1) temos que njp~ tjl. Além disso, co

mo o fato de ser um corpo algeb.ricamente fechado ê expressa

velem 1ª ordem (ver 11.1.8), e todo tfp o é, temos em forma 

anãloga que TID~p é um corpo algebricamente fechado. 

Resta provar que e de característica zero. Sup~ 

nhamos que exista nel'-l", n~1, tal que n 01F ~ (n·1=0), então, pe 
p -

lo teorema de .tos novame.nte, {p/Fp~ (n·hO) }eD, logo, {p/Wp~ 

(n •1 =Ü)}c4-D por ser um ul trafil tro, mas é fácil ver que o co~ 

junto {p/Fp ~ (n ·1 =0)} é f in i to, portanto, o seu complementar, 

sendo cof:inito deve pertencer a D pois D é não-principal·- (ver 

111.1.19 (v)); isto é uma contradição e aprova está concluÍ-

da B 

Devemos indicar que esta proposição pode ser pr2 

vada também, com ligeiras modificações, para qualquer varie-
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dade algébrica V em vez de Fn~ 

!!1.5- Apêndice ao Capitulo III: 

-Uma Demonstração Não-Standard do Teorema de Hahm-Banac.h 

III.5.1- Preliminares 

Seja6t=<R;S;+,~;0,1> o corpo ordenado dos numeras 

reais* 

Seja I um conjunto infinito e D umultrafiltro não 

principal sobre I. 

Denotando com *lR=-tR1 /D, com *f a classe deequivalên

cia de f(.;;;fR1) módulo D, e com *r a classe da função constante 

r( aR), definimos 

~f~*g~{iei/f(i)~g(i)}eD 1 

*f+*g=*h-(íe-I/f(i) +g (i) .]j(i) }e-D, 

*f•*g=*h-{iei/f(i)•g(i)oh(i)}eD, 

Então temos que a estrutura *~-<*m·<·+ •·*O *1> Q<..- \['\.,_,_) ) ' ' 

com as relações e operações acima definidas, é um corpo orde

nado que, pelas afirmações feitas em IIL3-2, é não-arquime-

diano. Observar que podemos definir em *ót ,tanto como emúl, o 

valor absoluto, a partir da relação de ordem, na forma usual 

(ver I r. 2 . 4) . 

Além disso, por III.2.5 (ii), *a pode ser consl

derada uma extensão prÓpria det:t. Portanto, *~é um espaço ve 

torial sobre úL 
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!11.5.2- NÚmeros 1nfinitesimais 

Na teoria de corpos ordenados prova-se que se o 

corpo K é arquimediano, então K deve ser isomorfo a um sub

corpo de @..(ver I I. 2. 6). *(}lê um corpo não-arquimediano no se 

guinte sentido: existem elementos xe*IR tais que x~O e todo r 

6R com r>O, jxj(r. E fácil ver que tais elementos, que sao 

chamados de números infinitesimais ou de infinitésimos, sao 

inversos dos elementos infinitos cuja existência foi provada 

em I!I.3.1. 

III.S.2.1- Definição 

'IR;={xc*IR/gr<IR com lxl'rl 
*IRo=lu*IR/VreR: lxl<r}. 

Os elementos de *!R 1 são chamados de elementos fi 

nitos de *lR, entretanto os de *1Ro são just~ente os infinitê 

simo-s de *lR. 

Observa-se que !R.Ç*fR1. 

III.S.2.2- Proposição 

i) *R1 é um subanel ordenado de 1R. 

ii) *Ro é um ideal maximal de *IR1 

iii) -*IR1/*!Ro=<fR 
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Demonstração 

i) trivial 

ii) provemos que ~Ro é maximal em 4R1: suponha

mos *!Ro~J~*Ilh onde J é um ideal de *Uh; seja aeJ'\*IRo, então

existem r1, r2eiR tais que O<r1<\a\<rz. Como ja- 1 \=Ja\- 1<r1- 1 

temos que a - 1 E: *!R1 , portanto, como J é um ideal e aeJ, 1 = 

a·a- 1 t:J, logo, J=*IR1 

iii) precisamos do seguinte lema: 

Lema. Para cada xE:*\R1 existe um Único r--e!R tal que x- rx é in 
X -

finitesimal (ie. cada classe de equivalência de 1Rl módulo 

*IRo contêm um Único número real). 

Demonstração do Lema 

Existência: seja xe"1R1, então existe selR tal que lx ks. 

Consideremos o conjunto Ax={s~!R/jx\~s}. Temos 

que Ax é um subconjunto não vazio ,de números reais limitado 

inferiormente, pois lx j :;.-0, logo, existe To=infAxelR. 

Se x>O tomamos rx= ro, se x<O tomamos Tx=-T o, e 

se X=O tomamos rx=O. ~fácil provar que x-rxe*Ro. 

Unicidade: se r1 e r2 pertencem ã classe de equivalência de 

x (módulo '1Ro) com r1 e rze.R, r1..:rz, então T1-Tz é infinite

simal, ie. para todo l'efR com r>O temos O< jr1-r2 kr, mas to

mando r=}\ r 1 - r:~.\ (çiR) temos uma contradição~~, 

Agora, continuando com a demonstração de (iii) 

podemos definir a função 

x~+st(x) = rx. 
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~ fácil provar que st é um homomorfismo ordena-

do de anéis sobrejetivo, e que Ker St=*ffio, portanto, 1R1/*Ro 

~R 111 

st(x) e chamada de parte standard de x. Obser-

- -var que so e definida para os elementos finitos de *IR. 

III.5.3- Teorema de Hahn-Banach 

Seja E um espaço vetorial real, p:E~ um funci~ 

nal sublinear, ie. vx, yeE, p(X+y),:p(x)+p(y) e p(tx)=tp(x) p_a 

r a t~O. 

Seja G um subespaço de E (ie. G~E) e f:G+R li

near tal que vxeG, f(x)~p(x). 

Então, existe F:E+R linear tal que F~G=f evxeE, 

F(x).::=p(x). 

De:pwnstração 

Seja F={(fi, Dilliei a família de todos os pa

res (fi, Di) onde G~Di~E, fi:Di~ e linear, fi!G=f e vxeDi, 

F~O pols (f,G)EF (equivalentemente !~~). 

Para cada xeE definimos lx={iei/xGDi} 

Lema 1. Para cada xeE, Ix~4>, le. existe (fi, Di) tal que xe 
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Demonstraç~o 4o Lema 1. Se x~G nao temos nada que provar. Se 

--.'f-G consideramos o _ sqbespaço Glil!Rx. Definindo g:G®lRx+(R dada 

por g(y+tx)=f(y)+ta, a demonstração standard do teorema de 

!lahn-Banach nos permite escolher aeiR de tal modo que (g, Gffi 

IRX)EF (cf. Rudin[1979]) 11 

Lema 2. A famÍlia {Ix}xeE tem a PIF, ie. se X1, •.• ,xneE, então 
n 

k']1 lxk"~· 

Demonstração do Lema 2. Sejam Xl,•·· ,xneE, então por indução, 

a partir do lema 1, temos que existe iei tal que X1, ••. ,xn~ 
n 

Di, ie. iE:Ixk para k=1, ... ,n, logo, iEk~ 1 Ixk 111 

Por 111.1.19 (iv) podemos concluir que existe um 

ultrafiltro U sobre I tal que {Ix}xe~ U. 

Agora, consideremos a ul trapotência *tR=tRI /U 

qual ê um espaço vetorial sobre ~-

-

a 

Definimos f:E+*JR do seguinte modo: dado x€E, 

construimos gx:I~ como 

[

f iCX), se ieix 

gx (i)= 

O, se if.IL,., 

-1efinimos então f(x)=*gx. 
-
f tem as seguintes propriedades: 

i) f ê linear 

íi) HG=f 
-

iii) yxeE, f(x)Ep(x). 

Com efeito, para provar, por exemplo, que f(X+ 

- -
/)=f(x)+f(y), primeiro provamos que Ixniv~{íel/g (Í)=g (i)+ 

· X+Y X 

;y(i)} (chamemos este Último conjunto de H): 
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Se íe lxflly, então i e Ix e i-c Iy, i e. gx (i) =fi (x) 

e gy(i)=fi(Y); além disso, x€Di- e y€Di, logo x+yE.Di, ie. ie 

lx+Y e lx+yCi)=fi(X+y). 

Então, gx+/ i) =f i (x+y) =f i (x) +f i (y) =gx (i) +gy (i), 

logo, ieH. 

Portanto, como Ix, Iy€U e U é um filtro, te

mos que HeU, logo, pelo teorema de ~os temos que *gx+y=*gx+ 

*gy, ie. f(x+y)=f(x)+f(y). 

A prova de (iii) também é ilustrativa: primei

ro observamos que para cada xeE, Ix={ielx/fi(x)~p(x)}={i€Ix/ 

lxCi)~p(x)}~{iEI/gx(i)~p(x)l, portanto, como Ix•U temos que 

{iei/gx(i)~p(x)}eU, logo, pelo teorema de -tos novamente, *EX 

.( * (p(x)), mas como p(x)e\R, temos que *(p(x))=p(x), então 
-'gx<'P(X), ie. f(x)>p(x). 

E fácil provar a partir daí que vxeE:-p(-x) 

:;;f(x), o qual implica que fCx) é finito em *IR, ie. irn fç."1R 1 • 

Finalmente, podemos definir F:E4R como F(x) ~ 

st(f(x)).:Ú de rotina provar que F tem as propriedades desej~ 

das ll 

11!.5.3.1- Observação 

Esta demonstração do teorema de Hahn-Banach ba 

seou-se no teorema do ultrafiltro que, como indicamos em 

111.1.19 (iv), ê mais fraco que o lema de Zorn ou o axioma 

de escolha, nos quais se baseiam suas demonstrações usuais. 

Outras aplicações, interessantes ã Análise po-

dem ser consultadas em Luxenburg [1962] e [1969], e Bcrns

tein [1973]. 
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CAPITULO IV 

Caracterização Algébrica da Equivalência Elementar 

Neste capítulo vamos introduzir as linguagens in

finitârias como ambiente natural de desenvolvimento do método 

de extenSão de isomorfismos parciais, e onde será possível a 

caracterização da equivalência elementar correspondente, a qua~ 

sabemos, depende da linguagem. 

Vamos dar também uma generalização do método men

cionado o que permitirá esclarecer alguns problemas, por exem

plo, de classificação de grupos abelianos. Igualmente, constru_i 

remos um sistema de isomorfismos parciais que permita a carac

terização da equivalência elementar em L1 
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IV.1- Preliminares Sobre Cardinais 

IV.1.1- Definição. Seja~ a e B ordinais limites com B~a. Dize

mos que. B é co final com a se existe uma função f: S-+a estrita-

mente crescente (ie. ô<~(<BJ-f(ô)<f(1) (<a)), tal que .

7
~ 8 f("'j) 

(=Su])f(1l))=a. 7 <p L . 
Isto equivale a ter uma 8-sequência de ordinais 

IV.1.2- Definição. Se a e um ordinal limite, definimos a cofi-

nalidade de a como 

cf(a)= o menor S tal que S é cofinal com a. 

~ imediato que cf(a)~a, além disso, pode-se pro

var que cf(a) é sempre um cardinal (ie. um ordinal inicial). 

IV.1.3- Definição. Seja k um cardinal. Dizemos que k é regular 

se cf(k)=k, e singular se cf(k)<k. 

E quase imediato prov.ar, a partir da 

a seguinte proposição. 

IV.1.4- Proposição. 
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subconjuntos 

k é regular ~VÀ<k e toda família {~},<À 

de k com 1 s~ 1 <k temos que u s'L <k • 

de 

\ lJ ""'! <). 
Daí é fácil ver que tro é regular pois a união fi 

nita de subconjuntos finitos ê finito. Analogamente, usando 

axioma de escolha result-a que /11 é também regular, pois 

união enumerável de subconjuntos enumeráveis é enumerável. 

o 

a 

Em 

geral, todo 

gular, pois 

fio< A'w. 

cardinal sucessor é regular. Entretanto, /Yw é sin 

sendo, por definição, Nw=sup tYn temos que cf( N w)= 
n<w 

Observe-se que f?w é um cardinal limite singular. 

A existência de cardinais limites regulares não ê demonstrável 

em ZFC; tais cardinais são chamados de (fracamente) " ' 1nacces1-

veis. 

IV.2 As Linguagens Infinitârias Lu (T) 

Em 11.1.9 demos um exemplo de uma classe de estru 

turas cuja expressão, aparentemente natural, podia ser feita 

numa linguagem que permite conjunções e disjunções enumeráveis 

de fórmulas: a classe KroR dos grupos de torsão. 

Veremos a seguir, como motivação para a introdu

çao das linguagens infinitârias, que esta classe não é axioma

tizâvel em 1 1
• 

IV.2.1- Proposição. O conceito de 11 grupo de torsão 11 nao ê ex

prcssâvel em L1
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Demonstração. 

Vamos provar a existência de grupos G e H tais 

que GeKTOR' H~KTOR e G=1 ü!. 

Seja G um grupo de torsão tal que para todo n>;1, 

existe an'G com c{ "n) ~n (por exemplo G= $ Z/nl). 
n<w 

Seja c um novo sÍmbolo de constante e considere-

mos I=Th(G)U{n•c>O/n~1}. 

Seja 6~E finito, então, pela condição imposta a G 

ê ôbvio que G é modelo de Th(G)Uô, e em consequência de 6. Por 

tanto, pelo teorema de compacidade de 1 1
, E adlilite ummodeloH. 

Temos então que H:::
1 

1 G pois H~ Th(G), e existe ae:l:-1, 

interpretação de c em H, de ordem infinita, portanto, HfK1'QB-1lJ 

IV.2.2- Definição. Seja T um tipo de similaridade (para estru

turas unissortidas). A linguagem L
0000

'(T) é definida do seguinte 

modo: 

Alfabeto Básico· 

-símbolos Ri, Fj e ck igual que para L1 (T), 

variáveis (de 1ª or_dem): v 0 ,.,.,\ltt···· onde a é 

um ordinal qualquer, também usaremos V o, ••• , v a,··· 

- símbolos lógicos: I ...... , +"+,/\, V, V, .3 e -· 

Devemos observar que a coleção Var das variáveis 

ê uma classe própria. 
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Termos e Fórmulas Atômicas 

São construídos da mesma forma que para 1 1 (c), mas 

a partir da nova coleção de variáveis. Portanto, constituemtam 

b~m classes próprias. 

Fórmulas 

As cláusulas dadas em 11.3.1.4 para L1 (c) devem 

ser acrescentadas com: 

Se ~ e um conjunto de fórmulas, então Ap e VP sao 

fórmulas. 

Ademais, se ~ é uma fÓrmula e V é um conjunto de 

variáveis, então CVV)~ e (3\J)~ são fórmulas. 

Notação. se W={~.). 1 , 
1 1€ 

gamente para V<JJ. 

escreveremos 1\ $ em vez de Art>. Analoiel i 

No cas-o de ~ ser finito {if>l, ••. ,$n} temos que 1\11 
n 

e ~ 1 $k, e corresponde à conjunção de L1 :1>1A ••• A~n· Analogame~ 

te para V 11. 

Se V={vg}"'<À' então escreveremos (Vvq)ÇP ou (VvtÀ}:)l 
'"" a.<À 

em vez de (V'V) cp. Em forma análoga para (3\J) cp. Novamente pode-

mos observar que no caso finito coincide com a quantificação 

de 1 1 • 

IV.2.3- Definição 

i) se À) /lo, a linguagem Loo')i fica definida a par-
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tir de 1
0000 

restringindo V a conjuntos de variáveis de cardina-

lidade <À. 

Como caso particular temos L00 ru onde só é permiti

da quantificação sobre um numero finito de variâveis. 

ii) se k>;.À, LkÀ ê a subclasse de Lec;'x obtida res

tringindo 4> a conjuntos de fórmulas de cardinalidade <k. 

Como casos particulares temos as linguagens Lw 1 w, 

introduzida no exemplo 11.1.9, Lw 1 W{. introduzida no exemplo I I. 

1.12, e Lww que não é outro que 1 1
• 

IV.2.4- Observações 

i) entendendo intuitivamente a noçao de subfórmu-

la de uma fórmula, podemos observar que, em LooÀ' se uma fÓrmu

la tem <À variáveis livres, então toda subfÓrmula dela também 

tem <À variáveis livres. Em particular, as subf6rmulas das sen 

tenças de L'.;,:,), tem <À variáveis livres. Portanto, para efeitos 

da analise semântica posterior vamos impor às fórmulas de Loo\ 

a restrinção de ter <À variáveis livres. 

ii) suponhamos k regular, então é quase imediato 

que toda sentença de LkÀ tem <k subfórmulas. Agora, tendo cada 

uma delas <k variáveis livres (pois k>;À), temos que emqualquer 

sentença ocorrem <k variáveis en total. Portanto, reenumerando 

as variáveis, podemos observar que toda sentença de LkÀ ê equ~ 

valente a uma sentença que contém só variáveis do conjunto 

Em consequência, módulo esta equivalência, LkÀ 
. 
e 
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um conjunto. 

iíi) prova-se que para k singular, toda fórmulade 

LkÀ é equivalente a uma de Lk+À' sendo k+ um cardinal regular 

por ser sucessor. Para uma discussão completa destas observa-

çoes, pode-se consultar.Kueker [1975, pag. 42-47]. 

A seguir denotamos com $(V) uma fórmula cujas va

riáveis livres estão contidas na sequência V(={v} À). Analo-
" a< 

gamente~ se (Jl=<A; •.• >é uma estrutura e a é uma assignação d~ 

notamos com ã a sequência correspondente de elementos de A pe

la aplicação da assignação a a v • 

IV. 2. 5- Definição. Para as linguagens introduzidas, com as res 

trições correspondentes a cada uma delas, a relação de satisfa 

ç.ão é complementada com: 

i) Ol~l\ v(ã]..- para toda ~ew:d/_~ 4[Ci]. 

íi) Ot~V1>[Ci]+- para alguma ~eii?:O\J 4[a] 

iii) (!L~ (Vv)H<il~ para toda sequência ã em A: 

Ot~ 4[0:[~ ]]. 
a 

i v) {f\_ ~ ()vH [a]-+ para alguma sequência a em A: 

61,~ ~[ã(~ ]]. 

Aqui o significado de ti[~] ê uma Óbviageneraliza a -

çao do caso finitârio. 

{fi-~ ~(v) [a] será abreviada por Ol ~ ~ [ã] se a=â(v). 

Denotaremos com :=""À e "\À as relações de equivale!l 

cia elementar em L""À e LkÀ respectivamente. 
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IV.2.6- Exemplos de Expressões Infinitãrias 

Exemplo 1- Em Lw1w podemos expressar o fato de um conjunto ser 

finito do seguinte modo: 
n 

n\{w(3x,) o o o (3xn) (Yylk'{1 (y=xJJ, 

portanto, como Lw1wSLkÀ para todo k~w1 e À:}w, temos que, por 

IIL 1.16, LkÀ nao satisfaz a propriedade de não-finitude (PNF), 

o que implica que nenhuma dessas linguagens e compacta (i e. 

r/lo' oo) -compacta) o 

Exemplo 2- Como foi mostrado em II.2.3, em Lw 1 w é caracterizã

vel categoricamente a estrutura standard dos números naturais 

com a função 11 sucessorn, portanto nenhuma linguagem LkÀ (~Lw 1 w) 

satisfaz o teorema 1-St, embora, sendo LkÀ um conjunto çomo foi 

observado em IV.2.4 (ii), existe um numero de Hanf para cada 

uma dessas linguagens. Mais adiante daremos uma limitação para 

o número de Hanf de algumas destas linguagens. Devemos meneio-

nar que a linguagem Lw1w tem a propriedade de Lt:Jwenheim-Skolen 

(cfo Keisler [1971]) o 

Exemplo 3- Em teoria de grupos (abelianos) muitosconceitos en

contram uma expressão adequada nas linguagens infinitárias. Em 

Lw 1 w temos por exemplo os seguintes: 

i) grupo de torsão: (Vx)nYwCn·x=O), 

ii) p-grupo: (Vx)nYwCpn·x=O), 

iii) grupo livre de torsão: 0, 1 (Vx) (x~O+n·x~O), 
U; 

iv) grupo finitamente gerado: 
n 

nl!w C3x,J o o o Gxn) (Yylm~zn(y=kE 1 mk ·xk) 
n onde m denota Cm1, ... ,mn) el . 
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-Exemplo 4- Um exemplo interessante e o caso dos grupos simples 

na linguagem das estruturas <G; •; e>. A definição usual de 

grupo simples é de 2~ ordem: "todo subgrupo próprio normal -e 

trivial", mas facilmente pode-se encontrar uma forma equivalen 

te que possa ser expressa em Lw 1 w: 

"G é simples -+=+ (Vae:G:a;>:e=+<af.í-=G)" onde <a_N deno 

ta o subgrupo normal gerado por -a, (cf. Dickmann [1975]). 

n m 
('tlx) [x•e+(Vy) nY1 (3z,) ••. C3zn)m~ln(y=k~1~k •x t.,;k'l l 

Exemplo 5- Em Lw1w1, o corpo ordenado dos números reais tfJ.. =<tR; 

~; +, •; O, 1> pode ser caracterizado categoricamente mediante 

a seguinte sentença: (c f. Kopperman [1967]), 

(Vv'<H1) [A< v ,<v + ("'v ,,1 ) (A v <v , A (Vv , ,) (A v "-V 2+ ,. n w n w ::1 w"~" n<w n' W+J. wf~ n<w n~ w+ 

v· 1 ~v 2))], a qual expressa que toda sequência de 
W+ W+ 

-numeras 

reais que tem um limite superior, tem um menor limite superior. 

Uma prova de que todo corpo ordenado que satisfaz esta senten

ça ê isomorfo a().., pode ser vista na referência citada. 

Isto prova que nenhuma linguagem LkÀ com 

satisfaz os teoremas L-P+ e L-St. 

Exemplo 6- Expressão da Cardinalidade 

Seja k um cardinal infinito e À<k. Em Lkk podemos 

expressar o fato de um conjunto ter cardinalidade À mediante a 

sentença: 

a/.: QJI/.) (a!'s</. (V a'Vs)A ('tly) a~ À (y=V a)] ; 

entretanto, o fato de um conjunto ter cardinalidade <k podeser 

expresso por ÀYk oÀ. Observar que esta Última sentença perten

- 181 -



ce a Lk+k (onde k+ é o cardinal sucessor de k) pois o conjun

to {oÀ}À<k tem cardinalidade k (ver def. IV.Z.3 (ii)). 

Em particular, ambas as sentenças pertencem à lin 

guagem Loo:rc 

Devemos ob_servar, baseados em III.4.2.4~ que co

mo todo cardinal <k é expressãvel em Lkk' éntão o número de 

Hanf h(Lkk) ~k. 

Exemplo 7- Seja <X, T; e> um espaço topológ~ocorn jX\=k. Em 

Lczk)~zk podemos expressar o fato de T ser fechada por uniões 

arbitrárias do seguinte modo: 

À~zk('i'V~À) (3U) ('ü) (xeU++a':h (xeVà)) 

onde x é uma variável de 1~ ordem com respeito ao domínio X e 

U e cada V a com a.<À, são variáveis de 1~ ordem com respeito ao 

domínio -r. 

Exemplo 8- Na teoria de grupos abelianos se generalizam as no 

çÕes de ser finitamente gerado e de ser livre de torsão da se 

guinte maneira: 

IV.2.6.1- Definição. Seja k um cardinal infinito (~No) e G 

um grupo-abeliano infinito. 

-i) dizemos que G e k-gerado se e gerado por um 

número <k de elementos de G. 

ii) dizemos que G é k-livre se tOdo subgrupo k

gerado de G ê livre (onde um grupo ab.eliano é dito livre, com 

À geradores, se é isomorfo a $l com \Il=À}. 
I 
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IV.2.6.2- Observaçóes 

i) :e Óbvio que "l/o-gerado" significa "finitamen 

te gerado". 

Por outro lado, "No-livre" equivale a "livre de 

torsão 11
• Com efeito, se G ê No-livre, então todo subgrupo fi 

nitamente gerado ê livre, em particular, o subgrupo gerado por 

um elemento, logo, G ê livre de torsão. Reciprocamente, se G 

é livre de torsão e H ê um subgrupo finitamente gerado de G, 

então é Óbvio que também H é livre de torsão, mas pelo teore

ma fundamental de decomposição dos grupos abelianos finitame~ 

te gerados, H é isomorfo a uma soma direta finita de cop1as 

de l, portanto, H é livre e G é fVo-livre (cf. Rotman [1973, 

pag. 193]). 

ii) Se k> /Yo, então G ser k-gerado equivale a 

ter ]G]<k, mesmo se G for um grupo de torsão. Portanto-, ser k-

gerado ê expressâvel em Lk+k (ver ex. 6 acima), logo 

em Lc?k" 

também 

iii) ~ imediato que todo grupo livre é ~-livrep~ 

ra qualquer cardinal infinito k. Provaremos na seção IV.3 que 

sob certas hipóteses impostas sob~e o cardinal k, todo grupo 

k-livre ê livre. 

Agora, a sentença 9 a seguir expressa o fato de 

G ser um grupo k-livre, para k>C/0 , na versão seguinte: "para 

toda cardinalidade À<k, todo subgrupo de cardinalidade À, con 

têm um numero À de geradores livres''~. 

{
- À Seja I= mel /mi=O salvo para um núffiero finito de 

Índices} e J=I'{Õ}, então: 

e: 1\ C{x~À) (Jy~À) [ /\<À -Y1 (y =l:ma •xalA 
À <k o. m~;:: a 13 » ~ 
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11 
" 8<À 

m~l(Xs=~ma·Ya)A m~J C&ma"Ya~O)). 

e é uma sentença em Lk+k e portanto em L~. 

JV.3- O Problema da Compacidade 

Nesta seçao vamos dar uma visão breve de alguns 

conceitos relacionados com a compacidade e o teorema de tos 

para linguagens infinitârias. Obviamente será incompleta e 

só pretende mostrar o tipo de argumentos e problemas envolvi 

dos neste tema. 

Sabemos, pelo estudo feito no capítulo III, que 

a compacidade, mais especificamente, a ciYo, 00 )-.compacidade 

de L1 pode ser provada a partir do teorema de ~os, e basica

mente a construção, dentro da prova, do ultraproduto que se: 

viria como o modelo procurado, foi possível pela existência 

de um certo ultrafiltro. O ponto chave foi o teorema do ultra 

filtro que garantia a existência de um ultrafiltro contendo 

uma famÍlia com a propriedade de interseção finita. 

Vamos generalizar esta situação introduzindo um 

uaxioma" anâlogo ao teorema do ultrafiltro, porém, a diferen 

ça dele, nao pode ser provado na teoria de conjuntos clâssi-

ca (ZFC) nem usando o axioma de escolha. 

IV. 3.1- Definição. Seja I um conjunto com !II)k e F um fil

tro sol)!' e I. Dizemos que F ê k-completo se para toda coleção 
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{Aj)j;;J!:F com \J\<k temos que llAj e F. 

Antes de formular o nosso axioma vamos mostrar que 

a existência de ultrafiltros k-completos sobre I estâ intimamen 

te ligada ao problema clássico do Análise Real da existência de 

uma certa medida totalme:rite definida no conjunto I. 

IV.3.2- Definição. Seja I um conjunto com II!=k. Dizemos que k 

ê um cardinal mensurável se existe 

u:P(I)+{0,1) tal que: 

i) uCil=1, 

ii) ~ ê k-aditiva, ie. para toda coleção {A.}. JC 
J J € -

P(l) com \J\<k e dois a dois disjuntos, temos que u(UAÍ)=~u(A/ 

iii) v é não-trivial, ie. para todo xei, p({x})=O. 

IV.3.3- Proposição. k é mensurável +=+ existe sobre k um ultra-

filtro não-principal k-completo. 

Demonstração. 

D={A~k/1l(A)=1} ê um ultrafiltro não-principal e k-completo. 

u:P(k)+{0,1} dada por u(A)=~; ~: ~1g é uma medida k-adit~ 
va e não-trivial sobre k a 
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IV.3.4- Proposição 

Se k e mensurável, então k e regular. 

Demonstração. Suponhamos {Aj)jeJfP(k) tal que jJj<k e 

IAÍI<k. 

Como Jl e k-aditiva,- então para cada jeJ: 

u( Ufx))" ZA u((x))"O pois u e não-trivial. X€A· Xt: . 
J J 

VjeJ: 

Por outro lado, ê fácil provar a partir da defini 

çao de Jl que para toda coleção {B.}. J com !J]<k~que 
J J< 

Zu (Bj), portanto, p (UAÍ )<'Eu (Ai J "O, i e. u (UAÍ J "O, logo, 

pois u(k)"111 

IV.3.5- Definição. Seja I um conjunto com ]I]?k e k regular. S_e 

ja SçP(I) com a propriedade de k-interseção (ver def. III.1.8 

(ii)). Definimos <S>"(B~l/existe {Aj)jeJSS com jJj<k e nAj~B). 

IV.3.6- Proposição. Se S(fP(I)) tem a propriedade de k-interse 

ção, então <S> ê um filtro próprio k-completo. 

-Demonstração. Basta verificar que e k-completo, o demais e tri 

via!. 

Seja {Bl}leL ç; <S> com !L)<~, então, para cada leL 

existe {Al ) com jJlj<k e .nJAl !;Bl, logo, lnL .nJ Al. ç; 
j j <J 1 J e l j < J e l J 
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Agora, seja J= 1 ~ 1 J 1 e consideremos a famÍlia 

{Alj }ljeJ' 

go, como 

então, como k ê regular temos que IJ!=J 1 ~ 1 J 1 j<k, 1_? 

B temos que Be<S> a 

IV.3.7. Proposição. Para k regular e !I!>;k, as seguintes afir 

mações são equivalentes: 

i) todo filtro próprio k-completo sobrei podeser 

extendido a um ultrafiltro k-completo. 

ii) toda famÍlia SEP(l) com a propriedade de k

interseção está contida num ultrafiltro k-completc. 

Demonstração 

(i)~(ii): Basta observar que SS<S>, o qual, pe

la proposição anterior ê um filtro próprio k-completo. 

(ii)=+(i): Basta observar que todo filtro pro-

prlo k-completo tem a propriedade de k-interseção D 

IV.3.8- Definição. Para k regular (e a f~lta de um nome mais 

apropriado) chamaremos de propriedade do k-ultrafiltro (k-U) 

qualquer uma das duas afirmações acima equivalentes. 

Esta propriedade não pode ser provada na teoria 

.de conjuntos ZFC porque implica a exist~ncia de cardinais (fra 

camente) inaccesíveis (ver seção IV .1). 
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IV.3.9- Proposição. S-e k ê regular e k satisfaz a propriedade 

k-U, então k é me·nsurâvel. 

Demonstração. Como k ser mensurável equivale à existência de 

um ul trafil tro não-principal k-completo sobre k (ver IV. 3 ~ 3) ~ 

basta provar que em P(k) existe pelo menos uma famÍlia com a 

propriedade de k-interseção. 

Seja S=(A~k/[Ac[<k} e seja (Aj}jeJ~S com [J[<k; 

se jQJAj=~, então j~JAj=k o qual é impossível por ser k regu

lar e cada [Ac[<k e [J[<k. Portanto, .nJA.~~. 
J J e J 

Finalmente, o ultrafiltro k-completo que contêm 

S serâ não-principal porque S contêm obviamente os subconjun-

tos cofiní tos de k D 

IV.3.10- Teorema de Los para a Linguagem Lkk 

Seja k um cardinal regular e I um conjunto com 

[I[•k e satisfazendo a propriedade k-U. Se (Jliliei ê uma fa

mília de estrUturas e D é um ultrafiltro k-completo sobre I, 

então· para toda q)e:Lkk e toda assignação a em rrDOli temos (ver 

III.2.1.3), "o0Li~ HCiJ-(iei/Oli~ HCiiJ}eD. 

Demonstração. A prova é a mesma que para o caso de 1 1 salvo 

nos seguintes casos: 

i) se~ é j~J4j com [J[<k. 

n0 ()1,i ~ j-0J4j [Ci] ~- para todo j eJ: n0 (Jt. ~ 4· [a] 
l . J 

"""""""-+(por hipótese indutiva) para todo je:J:{iei/Oli~ \flj [iii]}eD 

. ~-(por ser D k-completo) .n1{iel/m. 1 ~· [Ci.]leD ~~liei/1f· _ Je VL1 F ] 1 ]€,;: 

- 188 -



"'· ~ $. [ã. J)oD <"""+{Í€1/'". I /1 3 ~. [ã. J)ED. 
U{.l J l Vt.l F J E J l 

ii) ~é (.3 3v.H com IJI<k. 
J € J 

rrDo'l.i~ C3vj)~[a]~ existe {*f.).eJ':rr06li tal que 
v J J v. 

rrDO\,i~ <jo["ã[,~jll ~para {'fj)j€3 temos que{iel/0\i~Hã[,~jlil) 

oD ~para {*fj)jeJ' {iei/(Jl,i~ ~[";[f~Ci)]])eD --{iei/O'ti~ 

C3vj)<P[ai]}eD,. 

IV.3.11- Definição. Um cardinal k ê dito compacto se k é regu

lar e todo I com II]~k tem a propriedade de k-ultrafiltro. 

IV.3.12- Proposição 

Se k é compacto, então Lkk e (k,oo)-compacto. 

Demonstração. Seja ~ uma coleção qualquer de sentenças em Lkk 

tal· que toda 6ePk(E)(={6"'l:/l6l<k)) tem modelo. Provaremos que 

r. tem modelo em forma análoga ao caso clássico. 

Seja I=Pk (E) e para cada 6d sejam (}L
6 
~ 6 (que por 

hip5iese existe) e A 6 z{â'EI/â~6'}. 

Afirmação 1. {Afl} 1-.EI tem a propriedade de k-interseção. 

Com efeito, seja {AA.}. J com !J!<k, então, como 
"] J e 

k é regular, Jj~J6j ]<k, ie. j~Jt.J<d; além disso; para cadajeJ, 

6j~j~J6j' ie. ib'ieA6 _, logo, jHJ6ieJ13A6j' portanto, jQJA6j"i'· 
J 

Agora como k ê compacto e lri=IPk(L) l~k temos que 
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existe um ultrafiltro D k-completo sobre I tal que {A 11 }ll€I~D. 

Afirmação 2. rrDcn 6 ~ t:. 

A prova é idêntica ao caso clássico e sera omiti 

da (ver 111.2.3), onde o teorema de Los é aplicável por D ser 

k-completo 131 

A seguinte proposição reproduz a situação 

em 111.1.14 com respeito à propriedade de não-finitude 

linguagem ctYo, 00)-cornpacta. 

dada 

numa 

IV.3.13- Proposição. Seja k compacto e L uma coleção de sen

tenças de Lkk tal que o conjunto liAI/01.~ l: e IAI<k} ê cofi

nal com k (ver IV. 1. 1) , então existe (}t ~ E tal que IA I :,k. 

Demonstração. Para cada Ã<k consideremos a sentença 

8À:(3v~,\)i~<À(vi;r:y·j)e:Lkk (8_À ·expressa a existência de ~À ele 

men~os na estrutura). 

Seja t:•,EU{8À/À<k} e 6~1:' com l6l<k. Como k e re 

guiar temo.s Cfue Y =sup{Ã/6À€6}<k, logo, pela condição de cofi 

nalid_áde, ZU{ey} tem modelo e obviamente todo modelo de L.:U{ey} 

é modelo de 6, portanto, 6 tem modelo. 

Finalmente, corno Lkk é (k, 00)-compacta, L' tem um 

modelo(lt =<A, .•. >, íe. a~ E e IAI)À para todo À<k, 

IAI>-k 11 

logo, 

Corolário. "Ser de cardinalidade <k" nao é axiomatizâvel em 

Lkk (para k compacto) 11 
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IV.3.14- Proposição. Se k é compacto, então o número de Hanf 

Demonstração. Seja Z uma coleção de sentenças em Lkk e suponh~ 

mos que L tem um modelo d\ com IA!:yk. 

Acrescentamos à linguagem a coleção de constantes 

distintas {c.). 1 com III=À>IAI. 
l lE 

Seja L'=ZU{Ci;otéj/i,jel}. Se 6~L' ê tal que !nl<k~ 

então obviamente Ot ê modelo de 6, portanto, como Lkk é (k,oo)

compacta, L' admite um modelo á3, ie. 61~ L e IBI)À>IAI. 
Em consequência, pela definição III.4.2.1,h(\_k)~ 

k. 

Finalmente, por IV.2.6 (exemplo 6), h(Lkk))k, lo

go, h(Lkk)=k 10 

A seguir daremos uma aplicação interessante, dos 

resultados anteriores, à teoria de grupos abelianos (cf. Eklof 

[1977]). 

IV.3.15- Proposição 

Seja k um cardinal compacto com k>tfo e G um gru

po abeliano infinito. Se G é k-livre, então G é livre (ver de-

finição IV.Z.6.1 (ii)). 

Demonstração. Introduzimos na linguagem Lkk (adequada à teoria 

de grupos abelianos) uma nova constante ç:a para cada a€G, e um 

predicado unãrio P, obtendo a linguagem L}.kk· 
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Sejam as sentenças 

e, 

um conjunto linearmente independente (no sentido da teoria de 

grupos abelianos), e 82 expressa que PG gera G. 

Com respeito à notação: ID significa (ml, ..• ,mn)' 

e xiEP significa P(xi). 

Observar que 81 , 

Além disso, devemos mencionar que um grupo G sa

tisfaz 81 e 6 2 se e sô se contêm um subconjunto PG de gerado-

res livres (ie~ linearmente independenteg-}1 (isto tem como con-

sequenc~a, em particular que a classe dos grupos livres (abe-

- . . - 1 L ( p) d p - . d lianas) e ax~omat1zave em w1w 1" on e 1" e o t1po 1" e es-

trutura dos grupos abelianos acrescentado com um sÍmbolo de pr::; 

dicado unário P; veremos depois que esta classe não é axiomati 

zável em L~. ·(-r) menos o será em Lul 1w(1")). 
~w ' 

n n 
Seja Z={.E

1
m.•ca·=Ü/n<w, a1, ... ,a €Ge em G: .I;1m.· 

l= 1 ~ n l'7', 1 

a
1

=·GO}(observar que E~t'ww_), e consideremos Z',.,t::U{el,ez}. 

Seja Af:Z' com j&j<k; vamos supor que e1,8 2 e~, en

tão A envolve <k símbolos cd. 

Seja S={aeG/qa ocorre em~}, entãó o subgrupo G' 

gerado por S tem cardinalidade <k.· Logo, como G é k-livre) te

mos qué G' é livre. Obviamente G' satisfaz as sentenças de Z 

contidas em fi, além disso, pelo dito acima G' também satisfaz 

81 e 8 2 , portanto, G' é modelo de fi. 

Agora, pela compacidade de k, zl tem um modelo F 

que por satisfazer 81 e 82 é um grupo livre. 
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Afirmação. G estâ mergulhado em F. 

Com efeito, seja f:G+F 

a+b a 

onde cada ba e a interpretação de Ca em F. 

i) f é injetora: f(a)=f(a')=-+b =b ,=+C =c ,=+a=a' a a a a 

(pela escolha dos ca ) . 

ii) para provar que f(a 1 +az)=f(a 1)+f(az), 

provar que ba
1

+a 2 =Fba 1 +ba 2 • 

basta 

Suponhamos b =-Fba e b +b =Fb ' , então ba +~ -al+az al a2 a 1 .:l-2 

b +b -b , F e a 1 a2, a = O, mas como F e modelo de E temos que as 

sentenças c -c =0 e c +c -c ,=OE:L, ie. a1+az a a1 az a e 

a 1+a 2 =Ga', logo, a=Ga' e ba=Fb~, portanto, 

Finalmente, sabe-se que todo subgrupo de um grupo 

(abeliano) livre é livre, em consequência G é livrem: 

IV.3.16- Observações 

i) por IV.2.6.2 (iii), podemos concluir que se k 

é compacto não-enumerável, então ser um grupo livre equivale a 

ser k-livre. 

Portanto, se existe algum cardinal compacto nao

enumerâvel k, a classe dos grupos abelianos livres é axiomati

zãvel em Lroro'(-r) ~Lkk(T)), onde T é o tipo de estrutura dos gr~ 

pos abelianos (sem nenhum predicado adicional). 

íi) a prova anterior não é aplicável a k=fVo, ap~ 

sar de ser compacto, pois as sentenças e1,8zeLw1w$Lww. Mais do 

que isto, a proposição não é vâlida para k=t/o jâ que, porexe!fl 
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plo, lw e tflo-livre (ie. livre de torsão) mas nao é livre (cf. 

Dickmann [ 19 7 5, teor. de Baer-Specker, pag. 38 O]) . 

Para k= No temos o seguinte resultado: se G é li

vre de torsão e finitamente gerado, então G ê livre (cf. Rotman 

[1973, pag. 192]). 

iii) sabe-se que mensurável nao implica compacto. 

Sem a hipótese de k ser compacto, melhor ainda, sem aproprie

dade do k-ultrafiltro pode-se provar que se k ê mensurável, en 

tão Lkk ê (k,k)-compacto (cf. Chang e Keis1er [1973]), com o 

que pode-se provar a seguinte versão fraca da proposição ante

rior: se G é k-livre (sendo k mensurável) e IGI=k, então G e 

livre. 

iv) devemos destacar que Shelah [1975] provou sem 

hipóteses fortes o seguinte: se À ê um cardinal singular e G ê 

um grupo abeliano À-livre com !G!=À, então G ê livre. 

IV.4- Caracterização Algébrica da L-Equivalência 

Nesta seçao vamos dar os resultados centrais da 

tese, os teoremas de caracterização algébrica da equivalência 

elementar em diversas linguagens. Fundamentalmente provaremoso 

seguinte, mas numa versao generalizada: se (1L ,cB cEst('r), en

tão,(}tcoow6l~(JL~ (B. 
p 

Também daremos o resultado clássico- da caracteri-

zaçao da L 1 -equivalência elementar dada,por Fraissê mofifican

do apropriadamente a definição de estruturas parcialmente iso

morfas. 
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IV.4.1- Definição. Seja À um cardinal infinito e (!L, <2 eEst(l). 

Dizemos que (Jl e ú3 são À-parcialmente isomorfos se existe uma 

família I de isomorfismos parciais de dL em CB com a proprieda

de de À-vaivém (Back-and-Forth) seguinte: 

'i) (Forth) se fd e SSiiA com ISI<À, existe gel tal 

que f~g e S~domg. 

ií) (Back) se fei e REB com IRI<À, existe gti tal 

-que fSg e R~img. 

Este fato será denotado com dl~ÀCB, ou I:dl...~ÀrE se 

queremos especificar a família I. Deve_- se observar que 

À=!{, temos ~p (ver de f. I. 3. 11). 

para 

IV.4.2- Proposição. Se OL~ÀaJ e IAI<À, então lll~ <B (em particu

lar, para À::: tY'o). 

Demonstração. Como ]A]<À, .existe fel tal que A=domf. Se .:f não' és~ 

bre, existe beB\imf e gei tal que f:g e beimg, o que implicaque 

existe aeA\domf com g(à)=b (==++=) • 

IV.4.3- Exemplo. Se F1 e F 2 sao grupos livres (abelianos) e 

jF 1 \?;;À, ]F 2 !::.:À com À não-enumerável, então, Ft,.,ÀFz. 

IV.4.4- Observação. Se Ol,. ,6J eEst(T) e (]L~ (JJ, então para todo À: 
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()L"À(i\. Ademais, se 1 <À temos que (JL ~/íJ -IJLo
1

65 , em particu

lar, para todo À:iflo/íl- Jl.,_op<3. 

IV.4.5- Definição. Dizemos que Olê fortemente À-parcialmente 

isomorfo a @ , e denotamos com 0L "'~ C8, se existe uma famÍlia I 

de isornorfismos parciais de ({L em ú3 tal que I: CJl"" À 63 e I ê f e-

chado por uniões de cadeias de funções de comprimento <cf(À) 

(ver de f. IV.1. 2). 

IV.4.6- Proposição. Se Gt"~ 6? e IAI=IBid, então J/..-o úJ. 

Demonstração. Sejam A={ap}p<À e B={bp}p<À os domínios de dt e 

~respectivamente enumerados, e seja {~a}a<cf(À) uma sequen

Cla estritamente crescente de cardinais <À tais que sup1fa.=À. 

Definimos f 0 ~ ••• Çfa~ ... (a<cf(À)) da seguinte ma-

neira: 

i) fo ê qualque: foei previamente fixada. 

i i) se a é' um ordinal sucessor, então existe S,. 

ordinal limite, e n<w, com n~o e a=8+n. Se n é ímpar, defini-

mos fB+n= algum gel tal que fB+n~ 1 ~g 

existe pela propriedade Forth jâ que 

e {ap/p<-~ar:domg, a qual 

-'7_a<À. Se n e par, em fo~ 

ma análoga, definimos fB+n= algum g?fB+n-l .tal que 

1mg. 

{b /p<n Jc 
p L" -

iii) se a. e um ordinal limite, definimos fa=s~cJs 

el pois I é fechado por uniões de cadeias de comprimento <cf(Ã). 
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Fiilalmente, definindo f= Ufa temos que domf=A 
a<cfUl 

pois, como sup~a=À, então U{ap/p<" l=Ae U{bp/p<~ )=B. 
l a<cft)..) la u<CflA) -{a 

e imf=B 

b fácil verificar que f é um isomorfismo. Maisdo 

que isso, esta proposição é uma per f e i ta generalização da pr~ 

posição 1.3.12 que estabelece uma espécie de recíproca da ob-

servação anterior D 

IV.4.7- Teorema de CaracteriZ:ação da Loo>..-Equivalência Elemen-

ta r 

Para todo par de estruturas (JL IB eEst(T): 

IR"\@ --..1)\õOOÀ@ 

Demonstração 

(=+) suponhamos I:Ot"'À(B. Provaremos por indução na complexi

dadé d.as fórmulas <fl(i)eLoo),(T), com IXI<À (ver obs. IV.2.4.(i)), 

que para toda fe:I e toda assignação de valeTes ã em domf, 1e. 

ãCX)=aedomf, temos que: 

Veremos somente os passos indutivos importantes 

(para os demais casos ver a prova feita em II.S.6.3.2). 

i) se • e A~i (sem limitação de cardinalidade). 

Q\.J J\~i[ã]+~+ para todo i:QL~ <P 1 [a]+- por hipôteseindutiva, 

para todo 1: ()l, ~ •i [f(a) ]+~ 6\ ~/Hi [f(a) J. 

iil <P ê GVHCx,vl com fvl<'-. 

ú'L~ GvJ~;(x,vl [a]~ existe o•A com lol<'- tal que 
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Gil~ ~Cã,o]- (pela propriedade de Back-and-Forth) existe gel 

com f~g tal que oedomg e OL~ ~!a,ol- Cpor hipótese indutiva) 

(B ~ w 1 g cal , g ClJJ J- ó3 ~ ~ 1 Hal , g coJ J- os ~ GvH ex, vJ 1 f cãJ J . 

Em forma análoga prova-se que (B ~ C3vJHf(a)] im

plica 6L ~ C3vl ~ [al. 

Isto completa a indução e mostra que para toda 

sentença o; cnJ o-+6l~ o, ie. 6L =ooÀ13 
(+-=) suponhamos (Jt=ooÀ(B. Vamos construir uma famí 

lia I de isomorfisrnos parciais tal que I :ó't "'À 61. 
Por simplicidade vamos supor que as estruturassão 

relacionais, ie. não Contém funções nem constantes (isto acar

reta o fato de que todo subconjunto da estrutura é domínio de 

uma subestrutura) . 

Definimos a famÍlia I da seguinte mane1ra (ã deno 

ta urna coleção qualquer de elementos de A): I"{f;a2f(ãJ!\ã\" 

\Hãl \<À e VteL.,À: OÜ HãJ~ (B~ $lf(ã)]}. 

I~~ pois a função vazia f=~el jâ que pela suposi

ção,Ot=ooÀ@, ie. Va (sem variáveis livres):(J'l.~o+=+@~a. 

Provaremos que I tem a propriedade de 

(basta provar a propriedade Forth). 

A-vaivém 

Seja fel e CeA com jC\<À e COã=~· Devemos provar 

que existe FeB com \F\= \c\ tal que 

(*) •••• V~eLooÀ:()L~ ~(ã,cJ~(il~ ~[f(a), b]. 

Neste caso podemos definir g:ãuC~fCã)Ub mediante 

g(ã)=f(ã) e g(C)=D (supoe-se enumerações apropriadas de c e 0). 

Alêm disso, a partir de (*) é fácil provar que g 

e um isomorfismo. Com efeito, chamemos de ffi=ãUC e g(m:)=f(ã)UO , 

então, pela definição anterior temos: 

V<!>eLooÀ: ()U <I> [m] ~~()3 ~ HgCiiil l, 
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Em particular, para ~ da forma vi=Vj temos que 

()1, ~ (vi=vi) [mi,mjJ~(?,~ (vi=Vj) [g(mi), g(mj)], ie. mi=Amj~ 

g(mi·)=Bg(mj), o que significa que g é injetora, mas como por 

definição é sobre, temos que g é bijetora. 

Agora, o argumento anterior aplicado a ~ da forma 

R(vl,•••,vn) produz o fato que g preserva as relações; por tan 

to, g ê um isomorfismo. 

Finalmente, provaremos que existe Oe:B com ID \=!C. I 
tal que se satisfaz (*) na seguinte versão aparentemente fraca: 

V~eLOOÀ:()\J Hã,c]~+(J5~ Hf(ã), o], jâ que ela im

P.lica sua própria recíproca (basta aplicá-la a 1 $). 

Seja S={oeB!\o\=\c\l e suponhamos que para todo 

oeS exista uma fÓrmula <f>oCx,v)ELooÀ tal que ó'L~ $0 [ã,c] e 

(b ~ l $0 l f cãJ , oJ . 

Seja WCX,V) a fÓrm~la b~s~oCX,V)eLwÀ' então temos 

Ol~~$ 0 [a,c], logo, para v com \v\=\c\,01.~ C3v) 0 ~ 5 $ 0 [aJ. 

Agora, como fei e a fórmula C3vl 0.;}5$0 ei,À temos 

que ál ~ C3v) 0 ~$ 0 [f(ã)], ie. existe êleB com \ê!\=\v\=\c\ (ie. 

êleS) tal que (j>, ~ 0 ~$ 0 [f(ã), a], ie. para todo beS: 

(j3 ~ <f>o [f (ã) , êl] , em parti cu lar, para D=U: (13 ~ $0 [ f(ã) , d](~J• 

IV.4.8- Consequências 

i) toda linguagem LooÀ' e portanto,· LkÀ' tem a pr~ 

priedade de isomorfismo, pois (Jl oúJ~OtoÀGl -(j],'i,ÂJB -IJI_ "kÀ(Íl. 

ii) para À=IVo=W temos: 

em. particular, a relação ~ p 
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transitiva, assim como as "'À' 

iii) esta Última equivalência implica que, num 

certo sentido que precisaremos depois, a linguagem Loow e maxi-

mal com respeito a ter a propriedade de Karp (ver II.S.6.3.1), 

em particular, para À>&fo, l 00 À não tem a P.ropriedade de Karp. 

iv) de (ii) acima e de II.S.6.3.2, resulta que p~ 

r a todo par de estruturas 6L ,Ql eEst(T) :Qt="""dl -at=1 ~ 6J. 
v) o princípio de Lefschetz, na versão dada em 

III.4.3.8 para os corpos algebricamente fechados de mesma ca

racterística, não ê válida em Loow, pois existem corpos algebr~ 

camente fec~tados enumeráveis de característica zero que nao sao 

isomorfos, por exemplo, os fechos algébricos de Q e ~(X) onde 

X é transcendente sobre~' o que implica, por 1.3.12, que tais 

estruturas não são parcialffiente isomorfas, ie. não são ~-el~ 

mentarmente equivalentes. 

Embora o princípio de Lefschetz pode-se recuperar 

na seguinte versao: se Ki e K2 são corpos algebricamente fech~ 

dos de mesma característica e de grau de transcendência infini 

A prova se fa'z diretamente provando que sao pare~ 

almente isomorfos e é similar à dada no exemplo 1.3.14. 

Devemos salientar que o fato de ser de grau de 

transcendência infinito sobre seu corpo primo ê expressável em 

Lw 1 w, e portanto, em L~~· 

vi) pode-se provar que a classe dos grupos abeli~ 

nos livres não é axiomatizâvel em Loow (comparar com IV. 3.16(i) ), 

mostrando que existem grupos G livre e H não-livre tais que 

Com efeito, c,~z e fl,3z com J um conjunto de Índi 
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ces infinito servem para este propósito. 

Uma prova de que G"'pH pode ser vista em Dickmann 

[1975, pag. 381]. 

(vi i) (Scott) se a e á3 sao enumeráveis e OL:: oou:,(B, 

então ()L ~ 1B (I. 3 . 1 2) . 

A seguir vamos nos encaminhar hacía a caracteri

zaçao algébrica da 1 1 -equivalência elementar. Para isto vamos 

definir um sistema adequado de isomorfismos parciais do modo 

seguinte. 

IV.4.9- Definição 

Sejam (}L, 63e:Est('r). Dizemos que Qle 61 sao finita 

mente isomorfos, e denotamos com CJl."'f(fl, se existe uma seque~ 

cia {In}n<w tal que 

i) cada rn~4 é uma coleção de isomorfismos par

ciais de Cllem Ql . 
ií) (Forth)Vféi 

1 
e VaeA 3gei /f0g e aedomg. n+ n 

iii) (Back) Vfei 
1 

e YbaB 3gei jfSg e beimg. n+ n 

O teorema de caracterização devido a Fraissé vai 

ser demonstrado para estruturas relacionais e com um -numero 

finito de relações. O fato de ter só um número finito de rela 

ções ê essencial como ê mostrado em Ebbinghaus, Flum e Thomas 

[1984, pag. 187]. 
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IV.4.10- Definição 

Definimos o EOsto quantificacional de uma fórmula, 

por indução na complexidade, da seguinte maneira: se~' ~eL 1 , 

qr($)~0 se ~ é atômica. 

qr(l~J =qr(~) 

qr(~A~)=qr (~Vl/Jl='!" (~+~)=qr (~++'i')=mâx(qr(~J,qr(~)). 

qr( [lxH) =qr( (VxH) =qr ( ~) + 1 • 

qr mide em certa forma o número mâximo de quanti

ficadores encaixados na fÓrmula. 

IV.4.11- Teorema de Fraissê 

Seja T um tipo de similaridade relaciona! finito 

e(Jl. ,(BeEst(T), então 

61. "fiE -Ol-~1 '&. 

Demonstração 

.C-J seJa I=(In}n<w tal que I:Cflzií?. Provaremos 

que para toda ~(x 1 , ••• ,xk)eL 1 (T) com q~($)~n, para toda f€In e 

para a1, ... ,akeA, 

(}l. ~ $[a1 , ••• ,ak]+oo+(Íl~ ~[f(a 1 ), ••• ,f(ak)]. 

Por indução na complexidade da fórmula, mostrare-

-mos so o caso mais importante: 

Se$ é C3x)I/J(xl,·••,xn); neste caso' deve-se obser 

var que o passo indutivo preserva o posto ~uantificacional, j5 
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que se qr($)-<i>n,<então qr{l/J)~n-1. (/L\= (]x)l/J{a 1 , ••• ,ak)+=+ exis

te aeA tal que dL~ W[al, ... ,ak,a]~ existe aeA e gcin-1 com 

f~g tal que aedomg e 01~ Y[a1, ... ,ak,a]~ existe aeA e gein-1 

com fçg tal que aedomg e a~ lp[f(al}, ... ,f(ak), g(a)]~ exis

te beBe gein-1 com f~g tal que beimg e & ~ ~[f(a 1 ) , ••• ,f(ak), 

b]+=+ existe beB tal que{]~ l/J[f(al), ... ,f(ak), b]+=+ (B ~(3x)~l 

[f(a,) , ••. ,f(ak)]. 

Portanto, para qualquer sentença a de qualquer 

posto quantificacional n e qualquer fein ternos: (ft ~ o~=+ á?~ a, 

ie. ot "L'e. 
(+=) para provar a recíproca necessitamos do se-

guinte fato: para k fixo e n fixo, existe só um número finito 

mente equivalentes, onde dizemos que l/Jl(xl,···,xk) e 

(x 1 , ••• ,xk) são "logicamente equivalentes se ~ (Vx 1 } ••• {'iixk) {1)! 1 

++Wz). (Em terminologia lógica, e dado o teorema de completude 

de L 1 , isto pode ser entendido do seguinte modo: toda fórmula 

pode ser transformada numa forma normal prenexa única, e para 

k e n fixos só existe um número finito de formas normais dis-

tintas, já que elas são combinações Booleanas das fórmulas atô 

rnicas, precedidas por uma cadeia finita de quantificadores nu-

ma ordem determinada) • 

Justamente para n=O, ie. para fórmulas sem quant~ 

fícadores, se satisfaz pela exigência de ter só um número fini 

to de simbolos de relações na linguagem. 

Suponhamos (f1. :::Li (j5 • Para cada n<:·w .definimos: In= 

{f:A'~f[A']/A'={al,~··,ak} e V~{xl,··~,xk)eL 1 (T) com qr($)~n: 

(}t~ ~[a,, ..• ,akJ-~ (B ~ Hf(a,), ..• ,f(ak)]}. 

Cada In;o:<jl pois como (JL:::Ll ó3 temos que f=~ein. 

Provaremos a propriedade de Forth seguindo os mes 
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mos passos que na prova de IV. 4. 7: 

Seja f€In+l com domf={a 1 , ••• ,ak} e seja atA\domf. 

Devemos provar que existe beB tal que V<j>(x 1 , ••• ,xk+l)sL 1 (T) com 

qr($)(n: (*l····O'L~ Ha,, ... ,ak,a]+.-(B~ $[f(a,), ... ,f(ak),b]. 

Neste caso, definiriamos g com domg={a 1 , ••• ,ak,a}, img= 

{f(a 1 ), ••• ,f(ak),b} e g(a)~b. (Em forma anãloga a IV.4.7 pro

va-se que g é um isomorfismo, igualmente basta provar a impli-

cação~ em(*)). 

Suponhamos que para todo beB exista uma fórmula 

~b(x 1 , ••• ,xk+l) com qr (~bkn e 01.~ ~b[a,, ... ,ak,a],masC)lkl$b 

[f(a,), ... ,f(ak),b]. 

que as fÓrmulas <j>b
1 

, ••• ,q:.b 
m 

sejam uma coleção completa de representantes não lo,(Ticamente m' 

equivalentes entre as q:.b, e considerei1lOS a fÓrmula )\ tPb • Pe-
m 1=1 i 

las suposições temos que 
m 

.1\ <flb [a1, ... ,ak]; mas a 
1=1 i 

02~ _À $b[a,, ... ,ak,a], íe. (/l ~Gxl 
1=1 1 m 

fórmula (3x) ./\ cpb tem qr-:;:n+l e k va-
1=1 i 

riâveis livres, logo, como fEln+l e 
m 

satisfaz aquela fórmula, 

temos que (B~ C.hl.Â $b [f(a 1 ) , ... ,f(ak)], ie. existe 
m 1= 1 i · 

tal 

que 6J ~ i0r ~bí [f(a,), ... ,f(akl ,c], portanto para 

b., i=l, ... ,m: 6J~ ~b[f(a,), ... ,f(ak),c] 
l l 

Seja b. tal que <:j:1 0- é logicamente 
1 o i o 

a $c' ie ~ (Vx 1 ) ••• (Vxk+l)(~b- ++~c), em particular 
'o 

[f( a 1 ) , ••• , f ( ak) , c] ( ~+~) l!l 

IV.4.12- ObseTvaç,ôes 

todo 

equivalente 

i) em I I I. 2. 5 (i i) foi mencionado o fato de que se 
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K1 e Kz sao corpos ordenados real fechados com K{:: K 2 , 

K1 <JJ K2, isto implica que Ih:::-1 
1Kz. 

então 

Na realidade pode-se provar mais: qualquer par de 

corpos real fechados são 1 1 -elementarmente equivalentes. Com 

efeito, se K1 e K2 são real fechados, então -existem subcorpos 

F1 C:: K1 c F2 f Kz tais que F 1 ~~~Fz onde ~ é o fecho real de (}{~ 

Então K1:: 1 
1
F1~F2:: 1 

1 K2 , logo, pelo teorema do isomorfismo i<1=!1K 2• 

Em consequência, todo par de corpos real fechados 

sao finitamente isomorfos. 

Por outro lado, pode-se observar que em geral na.o 

sao parcialmente isomorfos, já que existem corpos real fecha-

dos arquimedianos e não-arquimedianos, fato que pode ser ex

pressa em Lw1~ (ver 11.1.11), e portanto tamb~m em L . mw 

ii) existem outras caracterizações da equivalência 

elementar na linguagem L 1 que tamb~m poderíamos chamar de alg§ 

bricas, porém sem envolver o conceito de isomorfismo parcial. 

Quiçâ uma das mais importantes ê o teorema da ul trapotência de 

Keísler-Shelah:G1_ :oo1 
1(}3 +=?-existe um conjunto I-e um ultrafiltro 

D sobre I tal que (/l};n~ {j};D, (cf. Chang e Keisler [1973, pag 

319]). 

IV.4. 13- Digressão 

Com estas caracterizações tem-se conseguido uma 

boa aproximação do enfoque linguístico ao enfoque algêbricodas 

estruturas matcm~ticas. Saber que duas estruturas, porexemplo, 

são parcialmente ísomorfas, e saber quase tudo acerca delas. 
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Como diz Barwise [1973, pag. 32], se ambas as estruturas nao 

sao isomorfas quiçi seja por razões triviais de cardinalidade. 

Isto reforça o velho problema filos6fico acerca 

da expressabilidade; que mais podemos conhecer ou saber do mun 

do real senão aquilo que podemos expressar? 

IV.S- Comparação do Poder Expressivo das Linguagens 

Nesta seçao final vamos dar alguns critérios para 

relacionar linguagens enquanto a seu poder de expressão. Usual 

mente se dia os dois seguintes. 

IV. 5.1- Definição. Sejam 1 1 e 12 duas linguagens adequadas ao 

mesmo tipo T. 

i) 1 1 ~ML 2 "-=+ para toda sentença <}1€1 1 existe uma 

sentença ~€L 2 tal que ModL, (~) ~ModL, (~). 

·ii) L1.;SEL 2 +=-+ para todo par de estruturas (]L, ú3 .;;: 

Est(T) :Cfl"\ ffi~+Q1= 1 ID · 
2 1 

No primeiro caso diz que 1 1 é .interpretivel ou re 

presentâvel em 1 2 • B Óbvio que se 1 11!:. 1 2 , então 1 1 é interpret~ 

velem 1 2 • Por exemplo, nesta tese estamos considerando L1 ,ML 

para toda linguagem L introduzida, L(~' L~ (2ª" OJ;"dem monidica), 

LÍ) (2~ ordem diãdica), L2 
{2~ ordem total),, LtÀ , •• , 

Além disso, temos por exemplo, 1;1~ML~-.<ML
2 LkÀ -(M 

Lro\" Um caso não-trivial de interpretabilidade mas nao contcn 
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sao ê o seguinte L~~ML~ como vimos em II.S.6.2(ii). 

Por outro lado, como foi observado em IV. 4. 8 

(iv), L~$ELrow. Não ê imediato neste caso que se satisfaça a 

recíproca ou que se satisfaça para a relação ~M. 

IV.S.Z- Proposição 

Demonstração 

Para abreviar· escreveremos no que segue: =1 por 

-Li'~ 1 por ~ 
11

, etc. 

Suponhamos [JL::: 2 G3 e seja i}l uma sentença de 1 1 • 

Se OL~ 1t{J então ({L e:Mod.1(4J), mas por hipótese, existe 1/J em L 2 

tal que Modl(~)oMod,(1);), entãoOLeMod,(~l), ie. OL~ 21/!, logo, 

(]l ~ 2 1/!, ie. (!l eMod,(~l), portanto, 03 eMod,(~), ie. ()j ~ 1~-

Temos provado que {/L~ 11P=+(B ~ 1 Q. A recíproca -e 

imediata ra 

IV.S.3- Proposição. Seíamú't eEst*(T) (ver def. II.6.3) •Ot' o 

quociente môdulo =A e IT:A+A' a projeção canônica, então para 

toda fórmula 1PE-Lki\ (-r) e toJa assignação de vaiares em OL: 

0\J ~[('i]+,- (i~ HIToiiJ. 
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Demonstração 

A prova ê por indução sobre a complexidade da fôr 

mula~' e e a mesma feita em !!.6.5 substituindo: 

iií) se~ é .A~- com III<k . . l'€'r l 

0/.. ~ i~I~i [ã]+~ para todo iel: (/L~ ~i [a]+~ (por 

hipótese indutiva) para todo iei: l1V ~ tJliiTioÕ:]+=+al~ i'~IIJJi[IIo"Q]. 

ív) se $ é C3vl~ com lvi<À. 
(/1... ~ (3vH[êí]+-+ existe aeA tal que OL ~ ~[a[~]]+~• 

(por hipótese indutiva) existe ãeA tal que (/L'~ ~~[II 0 (a[~])J~ 

existe ã€A tal que (1'~ W{IToa[n(ã)]]+=+ (por ser TI sobre) exis 

te ocA' tal que Ot' ~ HTioa[~Jl-+ Oi'~ C:JvH[Tioa]ll! 

Corolário 1. {li '\Àúl! 11' 

Corolirio 2. Est(T) (~ Est*(T)) nao e axiomatizivel em LkA(T)U 

Demonstração. Suponhamos que for; seja a= a sentença que cara~ 

teriza a diagonal em L~ (ver II.6.·11), então Est(T)=Mod 1 ~ca=), 

mas pela suposição deve existir a'eLkÀ tal que Est('r)=ModkÀ (o~ 

c~,~JIII 

Corolário 4. <=E nao implica ~M' pois L~~ELoow m 

então 
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Demonstração 

Para cada ~e:L 1 , chamemos de 4>* a sentença de 1 2 

tal que Mod 1 (i)l)=Mod 2 (r}*), e se L=L 1 , então L*={<P*/.:PeL}, (obser

var que iJ3 ~ ,$+-i)l ~ z$*). 

Dado 1/JeLz devemos encontrar $tL1 tal que Mod1 (<jl) = 

Mod 2 (~). 

Se Mod, (</') =$ podemos tomar $ como (3x) (x~x) e en

tão Mod,(•J=•· Podemos supor entio Mod 2 (</')~ •• 

Afirmação 1. Para cada O'l eModz (~): Mod, (Th1 ({//) *)SMod, (~). Com 

efeito, se (B ~ 2 Th 1 ((]L)*, então, por definição de *, ffi ~1 Tlh(OlJ, 

ie. tJL=1cB, então, por hipótese, OL=zÚL logo, comoOlJzlj.J, te

mos que Ql ~ z. $. 

Afirmação 2. Como 1 2 é compacta, existem t.PJ., ••• ,t.jl
11

tTh 1 ((7i) tal 

* * que Mod 2 ({$1, ... ,.n})SMod 2 ($). 

Basta observar que Modz (Th1 (OL) *) =0Modz ($*). 
•t:Th1 ((J}) 

Afirmação 3. Para cada ú\-eMod 2 (lj!) existe $0\,. eL 1 tal que m.h• 
Ol 

* e Mod, C•Ol,)~Mod 2 ($). 

Com efeito, pela afirmação (2) basta tomar <P co 

"' mo $1A ••• A !f; , então é Óbvio 
n 

observar que (ijl.~ .•. Ar}n)* ê 

que ú'lJ 1l{.l , além disso, devemos 

"" * 1} 1 /\ ... /\$; e que, por II.S.4.2 (ii), 

.Modz({<P·~, ... ,\)1;})= Mod 2 (ifl~II ••. Aifl~), de onde resul-ta a afirma

çao. 
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Afirmação 4. Mod 2 (~)"liMod, ($01.'), úlcMod 2 (~). 

Obviamente, de (3), UModz·C4> 01 *)~r..Iod2 (lfi). Seja, ag<;:: 

ra (R eMod 2 (1(;), então existe ~& EL1 tal que ú? ~ 1 4>
63 

, logo, 

(3 ~ ,~ 63 *, ie. ól eMod,C~úl*), portanto, /2 eUMod 2 (~dt*). 

Finalmente, por compacidade de 1 2 existem 

0'1, 1 , ••• ,0(,me~lod,(~) tais que Mod,(~)"Modd~vtiJli ..• UMod,C~cr{) 
m 

"Mod,(~,, )U •.• ut.\odl(4" ) 
Vl,.l vtU'. 

"Mod1 (4,. V .. . y4 ) , 
.... t-1 Chm 

tomando então$ como tPQL v ..• vcpfli E-L1 temos que Mod 2 (~J)"' Mod 1 
1 vtm 

( 4) 11 

IV.S.S- Observação 

Quando L 1 ~MLz e Lz~ML 1 se diz que L1 e Lz tem o 

mesmo poder de expressão e se denota por L1 =Lz. 

IV. S. 6.:.. Digressão: os Teoremas de Limitação Tipo Lindst:tüm . 

Per LindstrBm foi o primeiro que caracterizou a 

linguagem de 1?- ordem em termos de certas propriedades (abstr~ 

tas) de teoria de modelos. Posteriormente Barwise, Flum e ou-

tros forneceram outras caracterizações. de L1 e caracterizações 

de outras linguagens como, por exemplo, L .. oow 

O primeiro teorema de Lindstrem, dado em 1969, di: 

- 210 -



que se L 1 ~ML e L é compacta (ou enumeravelmente compacta) e 

satisfaz a propriedade de Ltiwenheim-Skolem (ver III. 4 .1. 2), e21 

tão L1 ::L; ie. 1 1 ê maximal, na relação ~M' com respeito as 

duas propriedades citadas (cf. Ebbinghaus, F1um e Thomas [1984, 

pag. 199]). 

Em Flum [1985, pag. 91} pode-se encontrar uma ou 

tra caracterização interessante da linguagem 1 1
• Expressa em 

termos das propriedades que temos estudado nesta tese: se 

L 1 ~Iv!L e L é enumeravelmente compacta e satisfaz a propriedade 

de Karp (ver !1.5.6.3.1), entio 1 1 •1. 

Baseadas no teorema de caracterização da lingua-

gem pode-se ver facilmente que é maximal, na relação < 
' E' 

com respeito à propriedade_ de Karp. Com efeito, se Iww...;::EL e L 

tem a propriedade de K3.rp, então, para todo par de modelos te 

mos:{}._•oowô3~>{Jl~p(},~+Ot• 1 63, ie. WE4ow· 

Prova-se também que Lmw é maximal, na relação<M' 

com respeito à_ propriedade de Karp e uma outra propriedade 

chamada de propriedade de limitação, que em certa medida subs 

t itue à compacidade de L l. 
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