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0.1 Introducao

A analise de dados de tempo de vida representa o principal interesse de duas dreas de
estudo, a teoria da Confiabilidade e a Analise de Sobrevivéncia. Estes dados sio em
geral estudados com base em modelos estatisticos parameétricos, que sio supostamente
apropriados. A escolha correta de um modelo que ajuste um especifico conjunto de
dados é de grande importancia, tendo em vista que a precisiao dos resultados da analise
dependem desta decisao.

Esta dissertacao trata basicamente do estudo de uma familia de distribuigées que
pode ser usada para discriminar dentre alguns modelos de tempo de vida, o mais ade-
quado para o ajuste de uma amostra. Especificamente, tratamos da familia gama gene-
ralizada com 3 parametros, que possui como casos particulares os principais modelos
parametricos comumente utilizados no ajuste deste tipo de dados.A discriminagio é feita
através de testes sobre parametros desta distibuicao.

Abordamos inicialmente os principais conceitos com respeito a teoria desenvolvida
para a analise de dados de tempo de vida, incluindo caracteristicas especiais dos dados
(censuras), modelos mais usados, procedimentos inferénciais, e uma breve discussiao sobre
o processo de escolha de um modelo.

No capitulo 2 apresentamos definicdes e demonstramos diversas propriedades, da
distribuicao gama generalizada, e também, descrevemos o processo de reparametrizacao
e extensao que leva sua densidade a uma forma operacionalmente mais simples.

No terceiro capitulo estudamos os procedimentos inferénciais de estimagao e teste dos
parametros, principalfnente para o modelo reparametrizado. Tratamos também de popu-
lagdes heterogéneas através do modelo de regressao gama generalizada reparametrizado
e de procedimentos inferénciais especificos para a analise de amostras censuradas.

O capitulo 4 mostra aplicacdes de parte da teoria estudada através da analise de
dados reais encontrados na literatura. O objetivo principal é, com base no ajuste e teste
do modelo que estudamos, julgar a adequagao dos modelos previamente adotados. O

quinto e dltimo capitulo apresenta algumas consideracdes finais sobre esta dissertacgao.
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Fornecemos também 4 apéndices que sao necessarios ao entendimento de alguns re-
sultados apresenados nos capitulos anteriores. Nos apéndices A e B mostramos algu-
mas defini¢oes e caracteris_ticas importantes sobre as funcées gama e beta e sobre a dis-
tribui(;é,o log-gama, respectivamente. No apéndice C descrevemos brevemente o método
iterativo de Newton Raphson. No apéndice D relatamos os métodos computacionais
adotados e fornecemos o programa elaborado em linguagem S-Plus, para estimar e tes-
tar os parametros do modelo de regressao gama generalizada reparametrizado em escala

logaritmica.



Capitulo 1

Dados de Tempo de Vida -

Conceitos Basicos

1.1 Introdugao

Este trabalho trata da modelagem adequada de dados que em geral correspondem ao
tempo de ocorréncia de algum evento, ou mais genericamente, a valores de uma variavel
aleatdria positiva. Dados deste tipo sao chamados de dados de tempo de vida, mas
sao também referidos como dados de tempo de sobrevivéncia ou tempo até a falha. ou
simplesmente como dados de vida. Neste capitulo apresentamos conceitos, abordando
caracteristicas especificas da distribui¢do dos dados, descrigio de modelos probabilisticos
e procedimentos inferenciais adequados. Na ultima secdo discutimos sobre a importancia
da modelagem correta destes dados e introduzimos o procedimento de escolha de um

modelo através da familia de distribuicao gama generalizada .

1.1.1 Descrigcao dos Dados |

A teoria da Confiabilidade e a Analise de Sobrevivéncia tém como objetivo principal a
analise de dados de tempo de vida. Na Confiabilidade, temos como exemplo os testes de
vida onde os dados utilizados referem-se ao tempo até a falha de um item, enquanto que
na Analise de Sobrevivéncia os dados representam em geral o tempo de vida ou tempo de

remissao de uma doenca, de pacientes ou de animais sob experimentacao bioldgica. Neste
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texto usamos com frequencia uma linguagem direcionada a aplicacées de Confiabilidade.
sendo a unidade de estudo chamada de item. Contudo, as técnicas especi'ﬁcas e modelos
estatisticos usados sao desenvolvidos para qualquer area de aplicacio que possua dados
deste tipo. '

Tomemos os exemplos abaixo como ilustragio:

1. Frequentemente sao realizados testes de vida em itens de manufatura, como com-
ponentes eletrénicos ou mecanicos, com o objetivo de obter informacoes sobre a sua
durabilidade. Para isto, os itens sdo colocados em operacao e sao observados até o

momento em que falhem.

2. Em estudos médicos que tratam de doengas fatais, o pesquisador tem como objetivo
analisar o tempo de sobrevivéncia de individuos com esta doenca, medindo o tempo
de vida dos pacientes a partir da data do diagndstico, ou de algum outro ponto
de inicio. Um exemplo comum é a comparagao de tratamentos de uma doenca
em termos do tempo de sobrevivéncia dos pacientes que receberam tratamentos

diferentes.

Em geral examinamos estes dados com base em modelos estatisticos que sao su-
postamente apropriados. A seguir, consideramos algumas definicdes importantes sobre

distribuigdes de dados de tempo de vida para o caso de modelos continuos univariados.

1.1.2 Caracteristicas da Distribuicao dos Dados

Seja T uma variavel aleatéria (v.a.) continua e positiva, representando em geral o tempo
até a falha de um item. Trés importantes representagoes da distribuicao de T sao dadas

abaixo.

e Funcao de Densidade

A funcao de densidade de probabilidade (f.d.p.) de T é definida como

10



o o OF(1)
j(t)_,_\l‘%r_x}op(tg T< t+At) = praat

onde F(t)= P(T <t) é afuncao de distribuigao de T, e temos que

flty=>0 e ]Oxf(t)dt =1.

e Funcao de Sobrevivéncia

Definimos a funcao de sobrevivéncia de T como sendo

S(t)= P(T>t) = /f f(z)dz.

Esta fungdo representa a probabilidade de um item (ou individuo ) sobreviver pelo menos
até o tempo t. Algumas vezes S(t) é referida como fungdo de confiabilidade. Pode-se
mostrar que S(¢) = 1 — F(t), sendo uma fun¢do monédtona decrescente, continua, com

S0)=1e tllrg) S(t)=0.
¢ Fungao Risco

A fungao risco, denotada por h(t)é definida como segue,

RS TS HH4ANT 24 )
A(t) = fim, At =50

Pode-se mostrar que

A(t) >0 e /ox h(t)dt = oo.

A fungao risco-especifica a taxa de falha instantinea a um tempo-t, dado que o item
sobreviveu até o tempo t. Uma distribui¢iao de tempo de vida (ou distribui¢do de vida),
pode ser melhor compreendida através da fungao risco, também chamada de taxa de
falha, pois ela reflete o efeito do tempo sobre itens sobreviventes. Em alguns casos
existem informagdes sobre o comportamento da taxa de falha com relagao ao tempo, e

estas informa(;(")e.s podem ser usadas na modelagem de A(t). As implicacdes para S(t) e
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f(t) podem ser facilmente obtidas através das relagées abaixo, cujas demonstracoes sio

diretas.

S(t) = exp <—/(:h(.??)d.?f), €

f(t) = h(t)exp (— /: h(x)dx) .

Um outro conceito util a respeito da distribuicao de T é o seu p-ésimo quantil, que

corresponde ao valor ¢, satisfazendo P(T < t,) = p, isto é, t, = F~1(p).

1.1.3 A mostras Censuradas

Geralmente experimentos de tempo de vida apresentam problemas especiais na analise
de dados, devido a presenca de observagdes censuradas, isto é, para alguns elementos em
estudo nao sabemos seu tempo exato de vida, mas apenas que este excede um certo valor.
A necessidade de obter métodos de analises que acomodem censuras é, provavelmente a
principal razdo para o desenvolvimento de modelos e procedimentos especiais para a
analise de dados de vida.

As censuras surgem de diversas maneiras. Consideremos trés dos principais tipos:
e Censura Tipo II

Uma amostra censurada do tipo II é aquela onde sao observados os r menores tempos
de uma amostra aleatéria de n itens (1 < r < n). Consideremos como exemplo um teste
de vida, onde um total de n itens sao colocados em teste e este terminara no momento

em que o r-ésimo item falhar.
e Censura Tipo I

Os dados apresentam censura tipo I, se o experimento é realizado em um periodo de

tempo fixo, de tal maneira que o tempo de vida do elemento s6 serd conhecido se ele é
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menor que um limite pré-determinado. Neste tipo de censura o nimero de falhas é uma
variavel aleatoria. Especificamente temos que os elementos 1.2, ....n de uma amostra sio
sujeitos a periodos de obseivagoes I7, Ty, ..., TS de forma que o tempo de vida TF ¢

observado apenas se TF < TC. Se TE =...=TC, temos a censura tipo I simples.
e Censura Aleatdria

Neste tipo de censura, os tempos de censura T com i = 1,...,n, sio considerados
aleatorios. Um processo simples de censura aleatdria supoe que cada elemento tem um
tempo de vida Tf e um tempo de censura TC, e que estas sao v.a.’s independentes e

continuas.

Exemplo A. Os dados abaixo representam tempos até a falha de dois tipos de isolantes
elétricos, obtidos de um teste acelerado de vida. Das 10 espécimes testadas de cada
tipo, 9 falharam, e uma de cada tipo ainda funcionava quando o experimento foi

encerrado. Estas duas observagoes (marcadas com *) representam censuras tipo L.

Isolante 1 : 5.1, 9.2, 9.3, 11.8, 17.7, 19.4, 22.1, 26.7, 37.3, 60";
Isolante 2 : 11.0, 15.1, 18.3, 24.0, 29.1, 38.4, 44.2, 45.1, 50.9, 70".

1.1.4 Estimacao Nao Paramétrica da Fungao de Sobrevivéncia

E comum sumarizar dados de vida em termos da funcio de sobrevivéncia empirica, que
representa também uma estimativa ndo paramétrica da funcio de sobrevivéncia. Se nio
existem observagoes censuradas, a fungdo de sobrevivéncia empirica é definida como

n°de obse oes > t
n°de observag > £ 0.

S(t) =
tamanho da amostra

C;)ntudo, quando trabalhamos com dados censurados precisamos de uma metodologia
conveniente para tratar disto. Entre alguns possiveis estimadores de S(t) ( ver Chiang,
1968), consideremos o mais utilizado, que é o estimador Produto-Limite, também con-
- hecido como estimador de Kaplan-Meier, por estes autores terem sido os primeiros a

discutirem suas propriedades (Kaplan e Meier, 1958).
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Seja t; < ... <t os tempos de falha observados em uma amostra de tamanho n com

fungao de sobrevivéncia S(t). Suponha que d; itens falham no instante t(g=1.....k)
e m; itens sao censurados no intervalo [t;,tj41) nos tempos t;,, ..., tj,, com ) =0,.... k.,
onde tp = 0 e t4y; = 00. O estimador Produto-Limite de S(t), conforme dado em

Kalbfleisch e Prentice (1980), é definido como

Sty=JI (L‘d:) (1.1)

jit<t nj
onde n; = (m;+d;)+...+(mi+dx), é o nimero de itens em risco em t;, ou seja, numero
de itens que nao falharam nem censuraram no instante exatamente anterior a ¢ ;-

Um possivel estimador da variancia de S (t) é

V(Sm) =507 X (E‘(n—dj—’a>

Jiy<t
O estimador Produto-Limite possui varias propriedades importantes. A principal
é que S(t) é um estimador consistente de S(t) sob condi¢bes muito gerais. Algumas
destas propriedades sao examinados em Lawless(1982), que fornece referéncias de diversos
trabalhos nesta area. Como ilustragdo temos na Figura 1-1 as curvas de Kaplan-Meier

para os 2 tipos de isolantes dados no exemplo A.

1.2 Principais Modelos Paramétricos

Apesar de existirem técnicas nao paramétricas que tratam de dados de vida, em diversas
situagdes deseja-se ajustar modelos paramétricos aos dados. Na literatura existem alguns
modelos que sdo usados com bastante frequéncia. Estes sao os modelos exponencial,
Weibull, gama e log-normal. Consideremos brevemente propriedades e caracteristicas
tedricas destes modelos, usados como distribuicao da varidvel T, e alguma discussao so-
bre a distribuicio do log de T (logaritmo natural), tendo em vista que na pratica, é

conveniente trabalhar com o log do tempo de vida. Informacées tedricas mais detal-
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Figura 1-1: Curva de Kaplan Meier para os tempos de vida de dois tipos de isolantes.

hadas sobre estas distribuigées sao obtidas em Kotz e Johnson (1985). Aplicacoes destes

modelos em Confiabilidade sao encontradas em Nelson(1990).

1.2.1 Distribuicao Exponencial

A distribuicao exponencial de um parametro, por ter uma estrutura simples. é usada fre-
quentemente tanto em areas médicas como industriais. Se T tem distribuigao exponencial

com parametro a > 0, a f.d.p. e a fun¢do de sobrevivéncia sao dadas por

f(t) = éexp(—t/a) € S(t) = eV t>0.

Uma caracteristica importante desta distribuigao é o fato de possuir funcao risco
constante,

h(t) = t>0.

1
a

Isto reflete a falta de memdria da distribuigdo exponencial, e poderia ser visto da
seguinte forma; para este modelo a chance condicional de falha em um intervalo de

tempo de comprimento estipulado, é a mesma, independendo do tempo em que o item
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venha sendo testado.Desta forma. o envelhecimento do item nao estaria influindo no risco
de falha instantanea.

A média e variancia de T sao respectivamente @ e a?, e 0 p-ésimo quantilé —alog(l—
p). | |

Tomando Y = log T temos que. a f.d.p. de Y é dada por

fr(y) =exply—A—e™)  yeR, (1.2)

onde A = loga. Podemos representar Y como Y = o + W, sendo W uma variavel
aleatoria com distribuigao valor extremo padrio, com f.d.p e funcao de sobrevivéncia

dadas abaixo,

fw(w) = exp(w — e¥) e Sw(w) = exp(—€“) we R. (1.3)

A médiade W é -+ (y=0,5772... é a constante de Fuler) e a variancia é 72/6.

Consequentemente, a média e a variancia de Y sdo (a — 7) e 72/6.

1.2.2 Distribuicao Weibull

A Distribuicdo Weibull representa uma generalizacio da distribuicio exponencial e, de
acordo com Lawless (1982), é possivelmente o modelo paramétrico mais usado no ajuste
de dados de tempo de vida, tanto na drea médica como na engenharia.
Se T tem distribuigao Weibull com parimetros a > 0e 3> 0, af.d.p. ea funcao de
sobrevivéncia sao dadas como segue,
L =2 e (<(te)) >0

a

S(t) = exp (=(t/a)’) t>0.

A fungéo risco de T é dada por
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t
a

Esta funcao é mondtona decrescente para 3 < 1. crescente para 3 > 1 e constante
para J = 1. Percebe-se portanto que a distribuigio exponencial é um caso particular da

Weibull quando 3 = 1. A média e a varidncia para esta distribuicao sao, respectivamente

F(14+1/8) e ?[I(1+2/8)-T(1+1/8)%.

Fazendo Y = log T', temos que a v.a Y tem distribuicdo valor extremo com densi-

dade e funcao de sobrevivéncia

fly) = éexp [”UJ — exp (“’0;5)] yER (1.4)

S(y) = exp (— exp (y ~ 6)) ,‘

onde ¢ = 1/8 e § = loga. Podemos também escrever Y = § + oW onde W tem

distribuigao valor extremo padrao dada em 1.3 . Observamos que a distribuicio dada em
1.3 é um caso particular desta quando 6 = 0 e o = 1. A média e variancia da distribuicao
representada por 1.4, sao respectivamente (6 — yo0) e (o?r?/6) onde v = 0.5772..

(constante de Euler). O p-ésimo quantil de 1.4 é o valor y, = § + o log(—log(1 — p)).
Mais informacgées sobre a distribuicdo Valor Extremo sao dadas na pagina 606 do volume

2 Kotz e Johnson (1985).

1.2.3 Distribuicao Gama

Em aplicagoes de Confiabilidade, a distribui¢ao gama geralmente resulta da modelagem
do tempo de falha de itens compostos de vérios componentes, onde a falha do item ocorre
quando todos os componentes falham, e a distribui¢do assumida para cada componente

e exponencial (Tobias e Trindade, 1986). Gross e Clark (1975) aplicaram a distribuicio
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gama para dados em um estudo biomédico. Argumenta-se que a distribuicao gama nao
é tao utilizada quanto a Weibull. apesar de se ajustar adequadamente a varios dados de
tempo de vida. pela dificuldade operacional no seu uso.

Suponha T como distribui¢ao gama com parametros a e k positivos. Suas funcoes de

densidade e sobrevivéncia sao dadas por

S(t)=1— I(k,t/a).

onde

Ik, z)= %k)./or uk=le*du

¢ a funcao gama incompleta (ver apéndice A). Esta fungao relaciona-se com a funcio de
distribuicdo de uma chi-quadrado, podendo ser calculada pelo uso de sua tabela (veja
Lawless, 1982 - apéndice B). A média e a variancia de T sao respectivamente, ak e a?k .

A funcao risco desta distribuicao é dada por

h(t) = [1/T(K)](t*! /a*) exp(=t/a@)/[1 — I(k.t/a)].

Pode-se mostrar que k(t) é monétona crescente para k > 1, com h(0) =0 e tll-rr?c h(t) =
1/a e para k = 1 é constante, isto é, h(t) = 1/a. Para 0 < k < 1, h(t) é mondtona
decrescente, sendo %1_{3 h(t)=o0c e tl_i.To h(t) = 1/a. Nelson (1982, pag. 46) apresenta um
grafico com algumas formas para esta funcao.
Se a =1, T tem distribuicao gama de um parametro com densidade
1

f(t) = Wtk‘le_‘ t>0. (1.6)

Se k = 1 temos a distribuicdo exponencial dada na segao (1.2.1). Uma importante

relacao existente entre a distribuicao gama e a exponencial é o fato de a soma de expo-
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nenciais independentes e identicamentes distribuidas ter distribuicio gama.
Se Y = logT, podemos escrever ¥ = a + W onde W tem distribuicao log-gama.

com densidade dada por

flw) = explhw — e*)/T(k) . weR. (1.7)

Devido a importancia desta distribuigao neste trabalho, suas propriedades foram ap-

resentadas com mais detalhes no Apéndice B.

1.2.4 Distribuicao Log-Normal

A distribuicao log-normal é muito usada para ajustar dados de vida. De acordo com
Nelson (1990), existem diversas aplicacdes deste modelo em testes de vida de itens. Na
area médica um exemplo de seu uso € o estudo do tempo de vida até o aparecimento
de cancer de Pulmao em fumantes (Whitemore e Altschuler. 1976). Uma discussio
detalhada sobre este modelo pode ser encontrada no livro de Crow e Shimizu (1988).

Se T tem distribuigao log-normal, sua f.d.p. é dada por

_ 1 1 (logt—pu :

Uma importante caracteristica de T é o fato de Y = log T possuir distribuicao normal
com média y e variancia 0. Podemos entao escrever Y = p+0Z onde Z tem distribuicao

normal padrao com fungao de distribuicao dada por

;1
@(z):/_ (%)1/26-12/’-’@, ceR (1.8)

E facil mostrar que a funcao de sobrevivéncia de uma log-normal é relacionada com d(z)

da seguinte forma,

S(t)=1-& (bgt_‘“)

(22
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Como a funcdo de Sobrevivéncia. a funcao risco também nio apresenta uma forma
fechada, mas pode-se mostrar que, h(t) é zero para t = 0, cresce para um maximo
e decresce aproximando-se de zero quando t — oc. Esta é uma caracteristica pouco
esperada para uma fungao risco (i.e.. o risco de falha instantanea diminuir com o tempo
). Apesar disto. esta distribuigao é frequentemente usada quando os valores grandes de
T nao sao de interesse.

A média e a variancia de T sio dadas por exp(u+0?/2) e [exp(a?) — 1] exp(2u+0?),
respectivamente. O p-ésimo quantil de T é ¢, = exp [u + o®~'(p)]. Uma quantidade
mais conhecida é o quantil de Y. y, = g + 04~!(p), que representa o quantil da dis-
tribuicao normal. Poderiamos usar esta relagdo para estimar de maneira simples x e
o, através do grafico de probabilidade normal, como respectivamente, o intercepto e a

inclinagao de um linha reta ajustada aos pontos.

1.2.5 Modelos de Regressao

Discutimos até agora sobre modelagem para populacdes hoﬁogéneas. Contudo temos na
pratica muitas situacées onde o tempo de vida é influenciado por uma ou mais varigveis
regressoras. Por exemplo, o tempo de vida de um determinado isolante é naturalmente
afetado pelo nivel de voltagem a que ele € sujeito, e o tempo de sobrevivéncia de um
paciente pode depender da idade, da quantidade de cigarros que ele fuma por dia, e de
uma série de outros fatores.

Considere T uma v.a. reprensentando tempo até a falha de um item e seja X =

(0, Z1,...,Zp-1) um vetor formado por observagdes de p — 1 varigveis regressoras
(z1,...,Zp_1), também chamadas variaveis explanatdrias ou covariaveis, que podem ser
quantitativas ou qualitativas, e 2o = 1. Por simplificacio chamamos x de vetor de

variaveis regressoras. Uma maneira de determinar o relacionamento entre T e x é através

de um Modelo de Regressao. Duas classes importantes de modelos de regressio sio:

¢ Modelos de riscos proporcionais para T, e



¢ Modelos de locagao e escala para log de T.

Abordaremos aqui apenas a segunda classe. Uma descricao detalhada sobre modelos
de Riscos proporcionais pode ser obtida em Kalbfleisch e Prentice (1980). Lee (1980).

Cox e Qakes (1989), entre outros.

Modelos de Locacao e Escala

A classe de modelos de locacao e escala se caracteriza pelo fato de Y = log T ter uma
distribuicdo com parametros de locagao p (x) dependendo das variaveis regressoras, e um

parametro de escala o constante. Podemos entao escrever

Y = p(x)+ oW, (1.9)

onde 0 > 0 e W tem uma distribuicao que nao depende de x.
A fungao de sobrevivéncia de Y dado x é da forma, G ("‘—-f;‘lﬁ) onde G (.) é a funcao

de sobrevivéncia de W. Assim, é facil ver que a funcio de sobrevivéncia de T dado x ¢

S (t\x) = G [log (t/a (x))°],

onde a(x) = e*®) e § = 1/0. Uma conhecida caracteristica deste modelo ¢ que as
variaveis regressoras atuam multiplicativamente sobre T .

Podemos assumir vérias formas para g (x) dependendo do especifico conjunto de dados
que estudamos. Em muitas situagoes, a maneira mais natural é assumir i (x) = x.3. onde
B3 = (Bo,...,Bp-1) é um vetor de parametros desconhecidos (tratamos aqui apenas desta
forma para p(x)). Com esta suposicio, 1.9 é um modelo log linear para T com residuo
W

Consideremos brevemente os modelos de regressio log-linear mais importantes, que
representam extensoes das distribuigées exponencial, weibull e log-normal, discutidas no

inicio desta segao.



Modelo de Regressiao Exponencial

Considere T dado x com distribuigao exponencial e seja Y = log T. O modelo de regressao

log-linear para T, representando uma generalizacio de 1.2, é dado por

Y =x5+ W,

onde W tem distribuicao valor extremo padrao dada em 1.3. As funcoes de densidade e

sobrevivéncia de Y dado x sao,

fr(y\x) = exp [y — x3 — exp (y — x3)] y €ER, (1.10)

Sy (y\x) = exp[—exp (y — xB)] .

Modelo de Regressiao Weibull

Se T dado x tem distribuicao Weibull com parametros a(x) =€ eb= 1 0 modelo de

regressao log-linear, como generalizacao de 1.4 é da forma

Y =x8+cW,

onde W tem, como antes, distribui¢do valor extremo padrao dada por 1.3. A fd.p. ea

fungao de sobrevivéncia para Y dado x, sao

fY(y\X)=§eXP[(y—x#)—eXp (y_xﬁ)] y € R, (1.11)

a [

Sy (y\x) = exp —exp (y _UX'B) .
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Modelo de Regressio Log-Normal

N

O modelo de regressao log-linear. cujo tempo de vida T dado x tem distribuigao log-
normal. pode ser representado por |
Y=x3+4+02Z,

onde Z tem distribui¢ao normal padrao, com funcio de distribuicao ® (z) dada em 1.8.

A densidade e a fun¢ao de sobrevivéncia para este modelo sio

o 2
fr{y\x) = 2;72 exp [—% (%é) ] y € R, (1.12)
Sy(y\x)=1—4>(y_xﬁ).
o2

Tratamos a seguir do problema da estimagao dos parametros de um modelo de vida.

1.3 Inferéncia com Modelos de Tempo de Vida

Assumindo um modelo paramétrico como adequado para a analise dos dados. desejamos
elaborar inferéncias com base neste modelo. Em geral esta analise torna-se mais compli-
cada quando precisamos incorporar dados censurados, mesmo quando o mecanismo de
censura € simples. Abordamos aqui métodos da verossimilhanga para estimagao e teste

de modelos paramétricos de regressao .

1.3.1 Fungao de Verossimilhanga Incorporando Censura

Consideramos que em um estudo de sobrevivéncia n itens sao colocados em teste. e que
associado a cada item temos uma v.a. T; que representa tempo de vida ou tempo até

a censura. e um vetor de regressao X; = (Zp, Z1.... s Tip—1), onde z;o é identicamente 1.
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Para tratarmos de populagoes homogéneas, consideramos p = 1. ou seja, um modelo sem
variaveis regressoras.
Os dados observados podem ser representados da forma (t;,6; x;), com i = I,...,n,

onde

1 se o i-ésimo item falhou, ou seja, ;i € F

0 se o i-ésimo item é censurado, ou i € C.

As notagbes i € F e i € C referem-se ao item para o qual t; é tempo até a
ocorrencia de falha ou tempo até a ocorréncia de censura, respectivamente. Seja § =
(01....,0,) o vetor de parametros desconhecidos que desejamos estimar, pertencendo a
um espago paramétrico @, e T uma v.a. representando tempo de vida do i-ésimo

elemento que falhou, com fungées de densidade e sobrevivéncia denotadas por

f(t;0,x) e S(t;0,x;), VieF.

Para obter a fungéo de verossilhanga de 6, precisamos considerar o tipo de censura a
que os dados estao sujeitos. Assumimos inicialmente censura aleatéria, denotando por TS
o tempo até a censura do i-ésimo item, e considerando que esta é uma v.a. continua
com funcao de densidade e sobrevivéncia g; e G, respectivamente. Assumimos também
que TF.Vi € C sao independentes entre si e dos tempos de falha TF.vie F.

Temos entao que,

P(Tie(t,t+dt),6 =1;x,0) = P(TFe(t,t+dt),TE > t:x,,0)

= G(t) f(£0,x)dt,

P(T: € (t,t+dt),6 =0;x;,0) = g,;(t)S(t;0,x;)dt.
Assim, se a distribui¢do de T nao envolve 6, a funcio de verossimilhanca sob os dados
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(t,,bix;).comi=1,...,né

L(8) =TI f(t:0.%)" S (t::0, %)) .. (1.13)

i=1
Embora este resultado tenha sido obtido com a suposigao inicial de censura aleatéria.
no caso continuo a funcao de verossimilhanca dada em 1.13 é apropriada a uma ampla
classe de tipos de censura, incluindo censura tipo I (que é um caso particular de censura
aleatoria) e censura tipo II, conforme foi mostrado em Kalbfleisch e Prentice (1980).

Uma outra representagao bastante usada de 1.13 é dada por

L(0) =TI 7(t:0.%) [ S(t::6,%;). (1.14)

ieF 1€C
1.3.2 Estimagao pelo Método da Maxima Verossimilhanga

Nas condi¢oes dadas acima, definimos o estimador de maxima verossimilhanga (e.m.v.)
para 8 como o ponto 6, pertencente ao espago paramétrico. ®, que maximiza L(8) dado
em 1.14. O processo de maximizacao é geralmente mais simples quando trabalhamos
com o logaritimo natural de L(8). Denotando a fun¢io de log-verossimilhanca como

L*(8) = log L(0) e, considerando a representacao 1.14, temos

L*(6) = Y _log f (t:;0,%;) + 3 _ log S (t::6,x;). (1.13)

1€F ieC
Quando L*(6) for continua e diferencivel, o e.m.v. 8 pode ser obtido pela resolucao do

sistema de equagoes simultaneas

BL"(8)
96,

=0, j=1,....r. (1.16)

Estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros dos modelos descritos na
secao 1.2, assim como referéncia de trabalhos especificos desenvolvidos para cada modelo.

sao dados com detalhes em Lawless (1982).



Com muita frequéncia as equagdes 1.16 nao podem ser resolvidas analiticamente. e a
obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanga requer a utilizaciao de métodos iter-
ativos. Chambers (1977) descreve varios métodos que podem ser usados nesta situacio.
Um bastante aplicado é o Método de Newton-Raphson. No apéndice C apresentamos

uma breve descricao deste método.

1.3.3 Teoria Assintdtica

Consideramos aqui de forma resumida os principais resultados assintdticos da verossimi-
lhanga, que podem ser aplicados a verossimilhanca gerada por modelos paramétricos de
regressao, para dados com certos tipos de censura, como censura aleatéria, tipo I e tipo II.
A aplicabilidade da teoria assintética a dados de sobrevivéncia é abordada principalmente
em Kalbfleisch e Prentice (1980) e Lawless (1982) entre outros, e uma descri¢ao detalhada
da teoria classica da verossimilhanca é dada em Cox e Hinkley (1974).

Suponha t4,...,t,, observacoes de n variaveis aleatdrias independentes (nao neces-
sariamente identicamente distribuidas), cuja distribuicao envolve um vetor de parametros
6 = (8,,...,0;) tomando valores no espaco paramétrico ®, e a funcao de verossimilhanca

é definida por

£(6) = TI L0,

onde L;(6)é a verossimilhanca da observacio .
Vamos definir as principais estatisticas utilizadas para testar e criar intervalos de

confianga aproximados para 6, quando possuimos grandes amostras.

Estatistica de Escore de Rao

Como antes. considere L*(8) = log L(8) e seja U;(f) definido como segue

_oLy6) _[aL;6) oLy

U:(9) o6 | 06, '’ o6,

1=1,...,n.
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Se podemos intercambiar as operacoes de integragao de t; e derivagao de 6. temos para

t=1....,n que a média e a variancia de U;(#) sao dadas por
0*L:(9)
E(U(0))=0 V(Ui(0)) = -E | ——-2| =I,(9).
=0 e v =-£ (50 <10
Uma vez que U;(9),...,U,(8), sendo funcdes da amostra, sio independentes, temos

que, sob certas condigées de regularidade (Cox e Hinkley, 1974), o teorema central do
limite de Lindeberg se aplica ao vetor de escores, dado por
aL*(0) -

50 =2 Uilo)

=1

U(6) =

e consequentemente, U(#) tem distribuicao assintdtica normal com média 0 e variincia

dada pela matriz de informagao de Fisher,

16) = 3" 1(9).
=1

A descrigao tedrica sobre as condigdes para a validade da convergéncia normal para o
caso geral, é dada, por exemplo, em Feller (1971).

Para testar a hipdtese Hy : 8 = 6, temos a estatistica de escores de Rao
U(6)1-1(8)U(9), (1.17)

que possui, sob Hy,distribuigao assintdtica x? com k graus de liberdade (a dimensao do
vetor ). Uma regiao de confianca aproximada para 6 pode ser construida com o conjunto
de valores 6y que produzem valores de 1.17 menores que um especificado quantil de uma

Xi-

Estatistica de Maxima Verossimilhanca de Wald

Seja 0 e.m.v. de 6. Se § é um ponto interior de @, a fungao de verossimilhanca L(6) é

trés vezes diferencidvel, e certas condigoes sobre a terceira derivada sao satisfeitas (Cox

(3]
-1



e Hinkley. 1974), pode-se mostrar qhe :

1. Assintoticamente 8 é a inica solucao de U(6) = 0:

(8™

. 9 é consistente para §:

3. @ tem assintoticamente distribuicio normal multivariada com média 8 e variancia

I-1(9).

Com base nestes resultados. podemos usar a estatistica de Wald

(6~ 6)1(6)(6 — 9), (1.18)

que tem distribuicao assintdtica x? com k graus de liberdade para especificar regides de

confianca e testes sobre 6.

Uma observagao importante é que podemos utilizar no lugar de I(6), seus estimadores

consistentes I(8), 1(6) ou 1(6), sem afetar a distribuicao assintStica das estatisticas 1.17

e 1.18. onde estes estimadores sao definidos abaixo,

- PL(8),
1(0)__—E( 950 |9=0) (1.19)
_ PLY(8) ‘
18) = ~—rs (1.20)
s 02L*(6) ‘,

a

A matriz /() 1.21 é chamada matriz de informagao observada e é usada com muita
frequéncia em aplicagoes.
A Estatistica da Razio de Verossimilhanga

A terceira classe de estatisticas de verossimilhanca é baseada na razao de verossimi-

lhanga R = L(fp)/L(#). Pode-se mostrar que sob a hipStese Hy : § = 8, a estatistica
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A= -2log { IL((?))} . (1.22)

tem distribuicao assintdtica \? com k graus de liberdade. Com base nesta estatistica
podemos entdo testar hipdteses e obter regices de confianga de maneira similar ao que
foi descrito anteriormente. Um método para cornputir intervalo de confianca com base
no contorno da razao de verossimilha é dado em Vezon e Moolgavkar (1988).

Podemos também usar uma modificacio de 1.22 para fazer inferéncias sobre uma

particao do vetor de parametros 8. Seja ' = ( 1.05) e 52(0?) o e.m.v. de #; dado que

6, = 69 . Entao,

L(6)
tem distribuicao x? com graus de liberdade determinado pela dimensao de 61, se a hipdtese
Hy : 6, = 69 é verdadeira. Esta estatistica pode entdo ser utilizada para testar Hy e para

criar intervalos (regides) de confianca aproximados para ;.

Teoria Assintética e Modelos de Tempo de Vida

Quando tratamos de modelos de tempo de vida com dados censurados. encontramos
muitas dificuldades na obtencao de testes e intervalos de confianca exatos. Consequente-
mente os procedimentos baseados na teoria para grandes amostras sao usados com muita
frequéncia. Algumas restrigdes com respeito ao tempo de censura e as varidveis regresso-
ras sao necessarias para a validade dos resultados assintdticos. Por exemplo, os tempos
potenciais de censura nao devem convergir muito rapido para zero, e nao devem existir
valores extremos das varidveis regressoras que tenham efeito dominante na estimativa de
B (Farewell e Prentice, 1977). Os métodos assintéticos mais utilizados sio os baseados
na normalidade assintStica de § (NA), por serem considerados mais simples.

Os testes e intervalos de confianca aproximados baseados nos métodos abordados aqui

sao considerados assintoticamente equivalentes. Contudo, intervalos baseados na NA nao
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possuem a propriedade da invaridncia sob transformacées de parametros (Kalbfleisch e
Prentice. 1980) que ¢é valida para todos os procedimentos baseados na razao de verossimi-
lhanca (RV) e para os procedimentos dados pela estatistica de escores. No entanto esta
propriedade deixa de valer para a iltima estatistica, se em 1.17 trocamos a matriz de
informacao de Fisher I(6) pdr um de seus estimadores consistentes dados em 1.19. 1.20.
1.21. Isto representa uma dificuldade no uso da estatistica de escores, tendo em vista que
com amostras censuradas em geral é necessario a realizacao desta troca. Por outro lado,
temos que o teste geral da razao de verossimilhanca representa uma extensio do teste da
razao de verossimilhanca, que é étimo para hipéteses simples, e que com o crescimento
do tamanho da amostra, esse teste geral torna-se também 6timo.

A teoria assintética para a obtencao de intervalos de confian¢a aproximados é baseada
na forma quadratica e simétrica do log da funcio de verossimilhanga . Os intervalos
(regides) de confianga sob a NA possuem comprimentos simétricos em torno de 6. Con-
tudo a forma nao quadrética e assimétrica da log verossimilhanga em amostras pequenas
e censuradas indica a imprecisao destes intervalos. Diversos autores, estudando modelos
de tempo de vida, mostraram que intervalos baseados na NA dos estimadores de maxima
verossimilhanga nao possuem boas propriedades (Thoman, Bain e Antle, 1969 : Billmann
e Antle, 1972, Ostrouchov e Meeker, 1988 ; Lawless, 1982 : Doganaksoy e Schmee,1993).
De forma diferente, intervalos baseados na RV, usam a distribuigao assintética x? para
calcular os limites de uma fungio de log verossimilhanca assimétrica observada. Do-
ganaksoy e Schmee (1993) concluiram em um trabalho recente, através de extensivos
resultados de Monte Carlo que intervalos baseados na RV (pura ou com correcao) sao
muito melhores que os baseados na NA, para os parametros da Weibull (valor extremo) e
log-normal (normal ), em amostras censuradas, e recomendam que com dados de tempo
de vida deveria-se utilizar intervalos baseados na NA, apenas quando o método da RV

nao poder ser obtido.
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1.4 Aplicagao - Testes Acelerados

Uma aplicacdo importante de regressio com dados de tempo de vida é a analise da
durabilidade de itens de manufatura através de testes acelerados de vida. Um teste
acelerado consiste basicamente de uma variedade de métodos para reduzir a vida de
produtos ou provocar a degradagao da performance destes mais rapidamente. O prin-
cipal objetivo é obter rapidamente os dados a serem analisados e desta forma produzir
informagées sobre a vida do produto ou sua performance sob condig¢des normais de uso.
Estes testes economizam tempo e dinheiro.

A aceleragao do término da vida dos produtos é obtida pela execugao destes sob
condigbes de estresse. Testar sob um super estresse consiste em fazer o produto tra-
balhar a niveis de estresses mais altos que o normal. Geralmente os estresses acelerados
sao temperatura, voltagem, carga mecanica, vibracio, aumento da velocidade de ex-
ecucgao, etc.. Um abrangente estudo deste ramo da confiabilidade, assim como numerosas
referéncias sao dadas em Nelson (1990).

Para realizar a analise estatistica destes dados, assumimos um modelo que consiste
na combinagao da distribuicao do tempo de vida e no relacionamento entre tempo e
estresse. Existem estudos na literatura da engenharia sobre o relacionamento do tempo
de vida com o estresse aplicado em determinados tipos de produtos. Considere tiy ..oty 08
tempos de vida observados de itens em estudo, sujeitos aos estresses vy, ..., v,. O modelo

de regressao log-linear comumente usado é da forma

¥i = Bo+ Biza + ...+ Boxis + oW, 1=1,...,n,

onde y; = logt; fo,..., 3, e o sdo parametros desconhecidos, W; possui uma determinada
distribui¢ao e z; é uma transformacio do estresse v;. Esta transformacao é ,em geral,
determinada pela relacio fisica entre tempo de vida do item estudado e os tipos de

estresses aplicados. Duas importantes relagdes deste tipo sio dadas abaixo.

1. Relagao Arrhenius - Proveniente de uma lei sobre a dependéncia da reagao quimica
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‘com a temperatura, sugere a transformagao r = 1/v, onde v representa o estresse,

geralmente sendo a temperatura absoluta.

2. Relagao Poténcia inversa - Sugere uma transformacio da forma r — —logv. e

aplica-se a varios tipos de estresse.

Exemplos numéricos de analise de dados resultantes de testes acelerados sio fornecidos

no capitulo 4.

1.5 Discussao Sobre a Adequacidade de um Modelo

Quando optamos por um procedimento paramétrico para a analise de dados de vida, a
escolha de um modelo é sem divida uma etapa importante na analise. Existem muitos
métodos informais para acessar a adequacidade do ajuste de um modelo. ou de selecionar
um dentre vérios modelos plausiveis. Consideramos a seguir uma breve discussao sobre
a checagem de um modelo de regressio ajustado e sobre métodos para a escolha de um

modelo.

1.5.1 Analise de Residuos

O exame dos residuos de um modelo de regressio ajustado é uma forma importante de
checar as suposi¢des deste modelo, e pode também revelar caracteristicas especiais dos
dados. Considerando um modelo de regressao log-linear Y; = x3 + oW, os residuos

estimados podem ser definidos como

wi = (yi —xi8)/6  i=1,...n. (1.24)

Quando tratamos de dados completos. encontramos muitas referéncias que tratam da
analise de residuos para o modelo de regressao normal (veja por exemplo Draper e Smith,
1981). Para outros modelos de regressao, podemos construir graficos de probabilidade

dos w; para checar a distribuicao de W; ou fazer um grafico de residuos versus alguma
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variavel regressora que pode revela.r inadequacidade do modelo. Com dados censurados.
uma possivel abordagem é tratar os residuos observados w; como uma amostra censurada
da distribuigao assumida para W, (Lawless. 1982 ). Podemos entao calcular as estimativas
de P(W > w;)usando o estimador produto-limite (Kapla;l-Meier), como dado em 1.1.
para estimar a funcao de sobrevivéncia de W;. Uma analise grafica seria desenhar a curva
de sobrevivéncia basica assumida para W; . denotada S;, juntamente com o grafico de
Kaplan-Meier dos residuos estimados (Skm)- Quando a distribuigdo de W; depender de
algum parametro desconhecido, podemos usar a estimativa de mdxima verossimilhanga
deste parametro para obter uma estimativa paramétrica da fungao de sobrevivéncia (.5;).

Se a distribui¢ao assumida é adequada para ajustar os dados (log dos tempos), esperamos

que as curvas S; e Sy, sejam semelhantes.

1.5.2 A Escolha de um Modelo

Existem diversos critérios formais e informais adotados para selecionar um modelo para
ajustar dados de vida. Em algumas situacoes o uso de um modelo especifico é sugerido por
estudos anteriores com experimentos semelhantes, ou pelo conhecimento do mecanismo
de falha. Para checar a adequagio de um ajuste, é bastante comum a utilizagao de
métodos graficos. Por exemplo, para checar se o modelo Weibull é adequado ao ajuste
de uma amostra de T, desenha-se o grafico do log(— log S(t)) versus log(t), onde S(¢) é o
estimador produto limite 1.1 da funcao de sobrevivéncia dos dados. Assim, consideramos
o modelo Weibull adequado se o grafico resultar uma linha reta. Isto ocorre porque
implicitamente assumimos que S(t) é aproxi- madamente igual a exp(—(¢;/a)?), a funcao
de sobrevivéncia de uma Weibull.

Em outras situacdes a utilizacio de um modelo é devida & sua simplicidade com-
putacional. De acordo com Nelson (1990), com muita frequéncia o modelo exponencial é
usado indevidamente em testes de vida, basicamente pelo fato de apresentar resultados
inferenciais simples e bem conhecidos.

Existem virios testes formais de bondade de ajuste, que visam testar a adequacidade
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de um determinado modelo ajustado. através de hipSteses estatisticas. Os procedimentos
mais bem conhecidos sao os baseados na funcio de distribui¢ao empirica .

Temos também alguns estudos que tratam da escolha de um modelo. como o artigo
de Dyer (1973), que fornece procedimentos de discriminagao entre 2 modelos de familias
separadas, e o trabalho de Dumonceaux e Antle (1973) que simula a distribuicao da razio
de verossimilhanca, visando discriminar entre os modelos Weibull e log-normal. Contudo
estes métodos nao tratam de censuras, nem de varigveis regressoras.

Existem poucos trabalhos desenvolvidos sobre testes de bondade de ajuste para mode-
los de regressao, com excecao do caso da distribuigio normal. Para tratar da escolha de
um entre um pequeno nimero de modelos de regressio que melhor se adeque aos dados,
podemos trabalhar com uma familia de modelos que inclua como casos particulares as
distribuigées de interesse. Prentice(1974) utilizou a distribuicao F-generalizada com este
propésito. Sob este enfoque, abordamos neste trabalho a utilizagio do modelo gama
generalizada, que possui como casos particulares os modelos apresentados na secao 1.2
(exponencial, Weibull, gama e log-normal), com a finalidade de discriminar o modelo
mais indicado para o ajuste de um conjunto de dados. A utilizacao deste modelo na
escolha de uma distribuicio foi sugerida e estudada por vérios autores. Entre eles temos,
Hager e Bain (1970), Prentice (1974), Farewell e Prentice (1977), Lawless (1982), e Nelson
(1990).
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Capitulo 2

A Distribuicdo Gama Generalizada

2.1 Introducao

A distribuicio gama generalizada (d.g.g.) foi introduzida por Stacy (1962) e despertou o
interesse de diversos autores pelo fato de representar uma familia paramétrica que possui
como casos particulares outras distribuigdes amplamente utilizadas na anilise de dados
de tempo de vida. Parr e Webster (1965) estudaram o uso deste modelo no teste de
adequagao dos modelos Weibull e do modelo exponencial. Outros trabalhos importantes
foram desenvolvidos com o objetivo de reduzir as dificuldades operacionais na analise
estatistica deste modelo. Prentice (1974), em um trabalho de grande relevancia neste
assunto, apresenta uma forma reparametrizada e estendida do log da d. g.g., que simplifica
a solucao de problemas inferenciais deste modelo.

Neste capitulo fazemos um estudo das propriedades da d.g.g., descrevemos o modelo
reparamentrizado de Prentice (1974) e o modelo de regressio baseado na distribuicio

log-gama.

2.2 Propriedades da Distribuicio Gama Generali-
zada

Apresentamos nesta segao, com algum detalhamento, resultados e demonstracces sobre

propriedades da d.g.g., incluindo formas de representacio da sua distribuicao e a dis-
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Distribuigao Densidade
Exponencial f(t; a,1,1)
Gama f(t; a,l,k
Weibull f(t;a,8, 1
Qui-quadrado (n g.l.) | f(t;2,n/2, 1)
Qui (n gl. ) f(t;v/2,n/2,2)
Half - Normal f(t;v/2,1/2,2)
Normal Circular f(t;v/2,1,2)
Normal Esférica f(t;v/2, 3/2,2)
Rayleigh (¢ > 0) f(t: cv/2,1,2)

Tabela 2.1: Casos particulares da d.g.g., com densidade f(t;a,8, k) - Stacy e Miram
(1965).

tribuicao de fungdes de variaveis aleatérias independentes com d.g.g..

2.2.1 Funcao de Densidade

Seja T uma variavel aleatéria com distribuigao gama generalizada. A sua funcio de

densidade (f.d.p.), denotada por f(t;a, 3, k), é dada por

3
al' (k)

Stacy e Mihram (1965) apresentaram uma reparametrizagao incluindo os casos onde o

fltie, B k) = (t/a)*texp(—(t/a)’) t>0, a,B,k>0.  (21)

parametro (3 pode ser considerado negativo. Harter (1967) generalizou a densidade pela
inclusdo de um parametro de locagdo. A expressao 2.1, que é uma modificacao natural
da representacao dos parametros da densidade dada originalmente por Stacy (1962), sera
utilizada no decorrer deste trabalho.
A densidade 2.1 pode ser usada para espéciﬁcar uma variedade de distribuicoes de
probabili&ade. Alguns exemplos sao apresentados na Tabela 2.1 (Stacy e Mirham, 1965).
Temos também que a distribuigao log-normal surge como limite de 2.1 quando k — oo,

conforme mostra o teorema a seguir.
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Teorema 1 . Seja T uma varidvel aleatéria com distribuicdo gama generalizada, cuja
densidade € dada em 2.1. Entdo. a distribuicio de T aprorima-se de uma log-normal,

quando k — oc.

Demonstragao :
Se T tem distribuicio definida por 2.1, entio T = aX%, onde X tem distribuicio
gama com um parametro k, dada em 1.6. Fazendo Y = log(T ) temos,
Y=loga+ lW,
3
onde W = log(X) tem distribuicdo log-gama com parametro k, cuja média e variancia
sao dadas pelas fungoes digama (¥(k)) e trigama (¥'(k)) respectivamente (ver Apéndice
B). Considerando as férmulas assintéticas de (k) e U'(k), dadasem A.2e A.3 (Apéndice

A), definimos a seguinte varidvel padronizada

Z = Vk(W ~ log(k)),

com densidade
kk-l /2

flz) = TR exp{vkz — ke’/‘/’:} zeR.

Usando a expansido da fungéo exponencial em série de Taylor,

20 Z\/En
Z(/n!)’

n=0

exp(z/Vk) =

temos como resultado que

€xXp [\/EZ - kez/\/;J = exp [zkli2 —k i (Z/;/'E) :|

n=0

3 4 5
_ ok _—2%/2 _ < +_Z_+L_+
R o B Ty Ay R T Ty '
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Pela formula de Stirling (Abramowitz e Stegun, 1965) temos,

kk=1/2 g~k
lim

1
e—  T(k)  — Vor .

Entao.

) . kk—1/2¢-k 2 23 exp(—22/2)
k) = -22/2 _ 4. = /77
khrn flz k) = khm ( 0 ) e exp[ (3! 17z + )J \/2_ \

que representa a densidade de uma variavel aleatdria com distribuicao normal padrao,
isto €, pelo teorema de Sheffé (Barry James, 1981) Z converge em distribuicao para uma

N(0,1). Escrevendo Z em fungao de Y temos,

_Y —(loga+B'logk)
1/(BVk)

Desta forma, com k¥ — oo, Y = logT tem distribuicdo aproximadamente normal

com meédia (loga + B7'logk) e variancia 1/(B8%k) e, consequentemente, T tem

distribuicdo aproximadamente log-normal. O

2.2.2 Analise Grafica da Densidade

A densidade 2.1 pode tomar uma variedade de formas, de acordo com o valor dos
parametros. Na analise da forma da densidade, podemos, sem perda de generalidade,
associar a0 parameto a um valor constante, tendo em vista que este é um parametro de
escala. A Figura 2-1 apresenta alguns exemplos da forma da densidade de T, para a = 2.
Percebe-se portanto, uma grande flexibilidade desta densidade e nota-se mudangas sig-
ﬁiﬁcativas da sua forma, acompanhando modificagdes do produto Bk. Para valores de
Bk <1 a fungao de densidade é mondtona decrescente a partir do ponto t = 0, sendo
%i_rg f(t;a,B,k) = co. Quando 8k = 1, f(t;a, B, k) é mondtona decrescente e finita no

ponto t = (. Para valores de gk > 1, a fun¢io assume o valor zero quando t = 0 e
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Exponencial(2) - 1(1;2,1,1) Gama(2,2) - 1(t;2,1,2)
°
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1 ] ]
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: h : 4
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Figura 2-1: Algumas formas assumidas pela densidade gama generalizada f(t;a, 3, k).
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decresce para valores grandes de ¢.

Considere o logaritmo da funcio 2.1, dado por

log f(t;0, 3.k) = logc + (Bk — 1) log t — (’_)”

o

onde ¢ = T(k) Derivando esta expressao e igualando-a a zero, temos
a

alogf(t;a’ﬂvk) _ 'Bk_l _ ﬂtﬁ—l

ot t aP =0

. ((Bk=1)a®
:,t_( _

Como f(t;a, 3, k) é definida apenas para ¢t > 0,

)’3 = a(k - 571,

t">0=>(Bk—-1)>0= Bk > 1.

Desde que esta fungao é positiva e continua em ¢ > 0, os resultados acima implicam que

ela tem um tnico ponto de maximo se Sk > 1, e este ponto é dado por ¢*.

2.2.3 Funcao de distribuigéo

Denotando por F(t;a, 8, k) a funcao de distribuicdo acumulada (f.d.) de T temos, para

t>0

F(tia, B, k) = 1(k,(t/a)’) (2.2)

xz
onde I(k,z) = F(lk_)/ w* e Ydw, é a funcao gama incompleta (ver Apéndice A.
0

A-4).

Demonstracao:
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Por definicao temos

F(t:a,3,k) = i“(l_k) A ;3 z/a)* lexp(~(z/a)’)dr .

By

Fazendo w = (£)” a expressao dentro da integral se reduz da seguinte foma ;

—(z/a)”* " exp(—(z/a)?)dz = de = wkle vV duw.
Entao
1 (t/a)?
t: , ’k _ k-1 _-w - . 3 . )
F(t:a,B,k) F(k)/o w e dw = I(k, (t/a)”)

Podemos também escrever 2.3 como

F(tavquk) aﬂk}{( / ﬁk-lz——ﬂ—dx

0 1): i 5
F(t;a, B,k aﬁkl‘ Z[ /0 LBk +03 ld,r}.

2.2.4 Funcao de Sobrevivéncia e Funcgao Risco

—_
V]
>

Considerando a expressao 2.2 obtida no item anterior. a funcao de sobrevivéncia de T.

denotada S(t) = P(T >t) ¢ dada por

S(t) =1 I(k,(t/a)’)

(2.5)

A funcao risco de T, definida por A(t) = f(t)/S(t). é obtida pelas expressdes 2.1 e 2.2

e dada por

tﬁk—le—{t/a)d

h(t) = —s —.
/ 2Pk=1g=(2/2)? 4,
t

(2.6)

Esta fun¢ao, como a desidade da d.g.g. toma diversas formas. A Figura 2-2 apresenta
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algumas das possiveis representacoes desta fungao, em correspondéncia com as densidades

dadas na Figura 2-1.

2.2.5 Fungao Geratriz de Momentos

Denotando por M(#) a fungao geratriz de momentos (f.g.m.) de T, verificamos que

Demonstracao :

Por definicao temos

lwm=EWU=/

= (0a)" T(k +r
o) = 3= o) Lk +/8)

r! (k) (2.7)

r=0

~ 69t5t5k—l ¢

Usando a mesma transformacio empregada para demonstrar 2.2, com w = (t/a)”, temos

M(6)

2.2.6 Momentos

1 e k=1_-w_ Baw!/B
e w e e dw
m

1 f (6o)" /W(w(l/ﬂ))rwk—le—wdw
]

N

S e k4 r/3) . O

-

O momento de ordem n da d.g.g., para n = 1,2, ... é dado por

a"T'(k +n/3)
L(k)

E(T") =

o
[0 8]
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Figura 2-2: Algumas formas assumidas pela funcio de risco da gama generalizada.

hit:a, B, k).
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Demonstragao :

Obtemos este resultado pelo desenvolvimento da relacao E(T") = %@M:o- e usando

o resultado 2.7. conforme segue

M) o0 X (Ba) T(k+r/3)

96n =aon§) vt (k)

< o T(k +1/8) 06"

=T T(k) oo

o [(k+r/B) rlo—
=l T(k) (r—=n)

entao

0"M(9)| _o"T(k+n/8) _
ofn =0~ T(k) '

E(T™) =

Como consequéncia de 2.8, determinamos a esperanca € a variancia de T conforme

segue.

(r) = LU+ 1/0)

o? 2
) = i {ruse sy - POELDAY

2.2.7 Distribuicao de Algumas Funcoes de Varidveis Gama

Generalizada

Consideraremos aqui dois resultados sobre funcdes de varidveis gama generalizada. apre-

sentados em forma de teorema.

Teorema 2 . Sejam X eY varidveis aleatdrias independentes com distribuicdo gama

generalizada, com densidades dadas respectivamente por f(x;0q,8,k1) € fly;aq. 3. k)
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da forma 2.1. Considere a varidvel V = X/Y . Temos entdo que !

W= VIV 4 (ar/an)’]
tem distribuicao Beta padrdo (ver Apéndice A), com parametros ky e k,.

Demonstracao :

Para demonstrar este teorema. precisamos inicialmente de alguns resultados dados

nos lemas abaixo.

Lema 1. Seja a e 3 constantes positivas. Se X, tem distribuicdo gama com

um parametro k, entao

X =aX}/?

tem distribuicdo gama generalizada com parametros a, 3 e k com densidade

dada em 2.1.
Prova

Sejam Fx , fx , Fx,, fx, as respectivas funcdes de distribuicao e de densi-

dade de X e X,. Temos como resultado que

Fx(z) = P(aX{”’ < 2) = Fx,((z/a)’).

Entado, para ¢ > 0, a densidade de X é dada por
fx (@) = fx,((z/a)?) Sz

= arik)(i)ﬁk—l exp(—(i—)ﬁ),

! Este resultado foi dado em Stacy (1962) sem demonstragao.
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que representa a densidade 2.1 .0

Lema 2. Se Z, e Z, sao variaveis independentes, com‘distribuiqéo gama com
parametros (a,k;) e (a.k;) respectivamente, entio Zy1/Z, tem distribuicao

Beta 1 com parametros (k;, k;) (ver Apéndice A), ou seja,

Zl/ZQ ~ Bl(klv kg)

Prova

Seja Z = Zy/Zy e f., f.,, [z, as respectivas densidades de Z. Z, e Zs.
Entao, conforme um resultado classico da probabilidade, dado que Z; e Z,

sao positivas, temos para z > 0,

) = [Ta o) fo(a)de

- /°° z (ﬁ)k"le—(um 1 (i)kz_le—u/a)dx
0 QF(kl) - C!F(kg) a

ky—1

— ~ /00 xk1+k2—le—r(l+z)/adx i
F(kl )F(k‘g)le‘Mz 0

Fazendo u = z(1 + z)/a, temos

k-1 o o \kthol g
z) = 2 ufttRe-lemugy
f=(2) r(h)F(km*’W/o (z+ 1) (::-f—l),

k-1

: D(ky + ky)
(z + D)+ T(ky )L (k)

k-1

z 1
(z + 1)ktk2 B(ky, ky)’
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que representa a densidade de uma B, (k;, k;) . O

Lema 3. Se Z tem distribuigao B (k,, k;) entdo Z/(1 + Z) tem distribuicao

Beta padrao com parametros k; e k; (ver Apéndice A ), ou seja,

Z/(1+ Z) ~ By(ky, ky).

Prova

SejaW =2Z/(1+Z)eF,, f,, F., f, as respectivas f.d. ef.dpde We Z .
Temos

F, (w) = Fy(w/(1 = w)).

Entao

fu ) = Jelw/(1 =) =y

Para 0 < w/(1 — w) < 0o, ou seja 0 < w < 1, temos que

(1/(1 — w)) !

fw (w) = (1= w)?Bky, ky)(1 + (2 )Fitks

w"l"(l _ u,)kl+k2
B(ki, k2)(1 — w)?(1 — w)™ ™

wkl—l(l — w)k-t

B(ky, k2) '

que representa a densidade de uma B,(k, k). O

17



Com os resultados dos lemas acima. podemos agora demonstrar facilmente o Teo-
rema 2. Sejam X, e X, varidveis aleatdrias independentes com distribuicao gama de um
parametro, onde X, tem parametro ki e X, tem parametro k, e sej'am X e Y variaveis com
d.g.g., cujas densidades estio apresentadas no teorema, isto é, X = alel/B eY = ag.\";/J.

para ay .a; > 0. Seja V = X/Y. Entao pelo Lema 1,
s\ 1/3
y=2 <ﬁ> em distribuicao.
Q9o X2
Pelo Lema 2 a razao X;/X; tem distribuicao B, (k. k;). Fazendo
Vv

W=e—oo
Vot (m)’

temos
R CE SNE S
()% +(2) %+

que pelo Lema 3 tem distribuicio B,(k;.k,). O

Teorema 3 . (Distribuigao da soma de varidveis independentes). Seja YV =
Zn: T; onde Ty,...,T, sdo varidveis aleatdrias independentes e cada T; tem densidade
i=1

f(ts; aiy Biy ki), conforme dado em 2.1. Denotemos a fungdo de distribuicdio acumulada

de Y por G,(y). Entao,

‘ Ga(y) = ymy”* Y_(=1y A (2.9)
=0
onde
k=Y 5k, . =11 [—k—ﬂ—]
i=1 i=1 a?' ‘T(k;)
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n

> Bik,
=1
€ A]' = E J

" T(3ik, .+ 5/
fbiate=i T(Bk+ 3 Bifi+1) i=1
=1

)3|f|

Este resultado foi apresentado, sem prova, por Stacy (1962), com uma parametrizacao
equivalente. Para demonstra-lo. precisamos utilizar o resultado da proposigao abaixo, que
foi desenvolvida e demostrada neste trabalho, basicamente para possibilitar a demon-

stragao desse teorema.

Proposicao 1. Sejam y e z;, valores reais positivos, tais que y > x; para

t=1,...,n. Defina f: z; =0 para o caso em que m = 1. Temos entdo que,
=2
f:bt m
y_z x, y=t II T'(b)
/ / / _a_ldxi) = mz:l (2.10)
D3 b +1)
=1
onde m € um inteiro positivo finito, b; > 0 parai =1,....m e ['(.) € a fungao
gama.
Prova :

Provamos esta proposigao por inducdo matematica em m. Para m = 1, a relagao

dada em 2.10 torna-se

Y oeigy = Y7 _ ¥T(b)
/o‘”l dzy by  T(bj+1)

Consideremos que 2.10 é vélido para m = k, onde k > 2, isto é

(Y6 +1)
=1
Queremos mostrar que 2.10, vale para m = k 4+ 1 . Temos entio que
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k+1

=1

k
x (y— ka—Z T,
bry1—1 , -
/ T / / / =2 ghimt b" Ydz, ...dz, driy,

Temos pela hipétese de inducdo ( 2.11), que a expressao 2.12 resulta.

x k
o b, I1 T(b:)
/(; lfk"If (y - Ik+1)' Vdrgy, p —————

Para resolver o primeiro termo de 2.13, consideremos uma notacao simplificada;

k

a = bgyq, b=2bi T=1CTkyy € dz =drig,.
=1

Portanto, temos que solucionar

/ooxa'_l(y_x)bdl_ =/ a+b l(y/I bd:l: )
0 o

(8]
—
o

(2.13)

(2.14)

Fazendou = y/z -1 =z = y/(u+1). Quando z — 00 = u — —1, e para z — 0 =

u — oo. Desta forma, a integral 2.14 torna-se

-1 a+b—1 b 0 b

y u u
— - ydu = a+b/ d
/°° <u+1) (w12’ u‘ Y g e

= ya-{»b /% —__Ub du
0 (u + 1)a+b+l

pois

0 b
[ ——

-1 (u + 1)a+b+l
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visto que u > 0.
Aplicando-se uma nova transformacao da forma, = = u/(1 + u). observamos que
u%b/x % e y"*b/l (1 = 2)*1dz = y***B(b+ 1. q)
) 0 (w4 1)atb+1 0 N )

onde B(b+ 1.a) é a funcao beta dada no apendice A. Segue entio que 2.14 resulta.

y***I(b + 1)I(a)
[la+b+1)

De 2.15 temos entao que 2.13 fica da seguinte forma,

k k41

r(zb PTG LT g,

k4 =y k+1
) (Eb-}-l) F(Zb,-+1)
z=1 =1 1=1

Portanto a proposicao 1 estd provada.O

-

Vamos agora a demonstracao do Teorema 3. Seja fr, (z;) a densidade de T; e Fy._( y)

a fungao de distribuicao de Y, = 5 T}, param =2,... (n —1). Entao temos
=1

Ga(y) = P((Th +...+T1)+ T, <y)

= [ Faesly = 20) fra(za)de,

N (2.16)
= /0 /0 Fy, ,(y -z, - Trn-1)fT,_, (Tny ) fr.(%n)dz,_ydz,
?/-Z: z,
- / / / S fr(z) fr(22) .. fr,(z0)dey . . dx,
onde este resultado é obtido pela independénciade 7j, . .. , T, pela propriedade hereditaria

de fungdes disjuntas de v.a.’s independentes (James, 1981), e pelo uso sucessivo da

relacao:



PUT +To) < u) = [ Frly =) fr(t)dta = [ [ fr(ta)dts fr,(e)de

Usando o resultado de 2.16 e incluindo as representax;oes das densidades de T; conforme

dado em 2.1. obtemos,

) e’ y—Zr. n : .
Gn(y)=/0 /0 /0 =2 ,H{C,@-’“lexiﬁ'k' lexp —(zi/ ) B' dlz}

e (-1 (S (ai/a)s)
[ B flee 55 (1 o >gdz,.

Uma particao de um inteiro positivo r em d parcelas é um conjunto de d inteiros nao
negativos ry,...,ry, tal que r; + ... + r4; = r. Considerando todas as possivels partigoes

de r temos, a generalizacio do teorema binomial (Mood, Graybill, Boes (1974), Apéndice
A), dado por

d T d
(Z‘h’) = 2 [Tar ;. (2.17)
1=1 ri+..Frg=r I‘[ r;! ! i=1
=1

Usando este resultado 2.17 , chegamos a seguinte expressao;

=7"/om“'/ooo/oy_zxf[ o1 g (_-Pj 5 ! T[(z:/a0) Edr’

n
=0l 1 neFp=i | T fili=t
=1



~C n a'_'j fl

=w -1y ¥ A //“E"f[ P Bh y,

=0 fi4etfn=j 1‘[ f'

Fazendo b, = 3;k; + 3:f; , considerando 2.9, e usando o resultado da proposi¢ao 1, temos,

- 1__1 a: Bk ib-' ﬁ T'(b)
Ga(y) =y (-1 % s e [ e —
Jj=0 ftetf=i | I fil r (Z b; + 1)
=1 1=1

= Go(y) =7 y7* D (=1)4; |

=0

conforme queriamos demonstrar. O

2.3 O Modelo Log-Gama Generalizada Reparametrizad

Conforme sera visto mais adiante, existe uma série de dificuldades na estimacao dos
parametros da d.g.g.. Por esta raziao, Prentice ( 1974) estudou este modelo de uma
forma reparametrizada, visando facilitar a sua aplicagao. Descrevemos nesta secio o
processo de reparametrizacao que leva a extensiao do modelo log-gama generalizada, que
denotamos aqui por l.g.g. estendido, assim como uma posterior simplificacao apresentada

em Farewell e Prentice (1977) e Lawless (1980).

2.3.1 Descrigcao do Modelo

Considere T uma varidvel aleatéria com distrjbuigéo dada por 2.1. Observou-se ini-
cialmente que o modelo dado em 2.1 é log-linear, uma vez que Y = logT pode ser

representado como



onde a variavel Z tem destribuicao log-gama com densidade

fz(z) = %k)exp(zk —€F) z € R. (2.19)

Assim sendo, a varidvel Y tem uma distribuicio log-gama generalizada, seguindo um
modelo de locacao e escala com residuo Z (ver Apéndice B, expressao B-4).

Prentice (1974) considerou parametros de transformacao do tipo ¢ = k=<, (¢ > 0),
para possibilitar que o modelo normal, correspondente ao limite de 2.1 quando k& — oc,
(conforme demonstrado na secao 2.2.1) pudesse ser definido em um ponto finito (¢ = 0)
no espago parametrico. Especificamente, o autor optou por ¢ = 1 /2 tendo em vista que
a distribuicao de Y aproxima-se da normalidade apenas para este valor.

. . ~ . 2
A esperanga e a variancia de Z sao respectivamente ur = VY(k) e o"

= W(k)
onde ¥(k) e W'(k) sao as fungdes digama e trigama (ver Apéndice A), cujas férmulas

assintoticas. com k — oo sao,

L1 1 |
V() > log k= 7 = o b e = s (2.20)
11,1 11
/ ~ _ P = - 2
V> st s T s T (2.21)

Entao. desde que 0=* = W'(k) ~ L = ¢*, uma padronizagio aproximada de Z é

ol Ll

e=(Z—-p")qg .

Desta forma, € tem média zero e variancia aproximadamente 1 quando ¢ — 0 e 0 modelo

dado por 2.18 e 2.19 pode ser reparametrizado com segue,

Y =loga+ 312
= loga + 37 1(qe + u*)
=loga + u 37! + ¢f le.

Portanto,



Y =+ 4 oe, (2.22)

onde v = loga + u*3 ' e o = ¢3'. A fdp. de Y pode ser facilmente obtida. como

mostrado abaixo.

fry) = fz{=(y)]|J]

sendo

s) =L "0 4 e _0:y) _¢
Y) =gty e J= i

onde J é o jacobiano da transformaci. Considerando entio a densidade de Z dada em

2.19, a f.d.p. de Y resulta

— = — - - ye-?R
fr(yiv,0,q) = —— exp[(—-——y Yq+u )q 2—eXP(—y Yo+ u )]
ol'(¢g—2) o o

Y,0.g>0.
(2.23)

Prentice (1974) também estendeu a familia 2.23 para incluir distribuigées com ¢ < 0.

Este modelo estendido é representado por

iy exp {q"" ("’—T.lq + ﬂ‘) — exp (?q + u)} seq#0
fr(y;v,0,9) = (2.24)

1 1 (y=)? ‘ =0
;21«'02 exp -2 ( o ) se q =
onde pu* = ¥(q~?). Esta é uma familia de 3 parametros (7, o e g), centrada na distribuicao

normal (quando ¢ = 0 ), que inclui entre outras, as distribuicées valor extremo paraq =1

e ¢ = —1 (Kotz e Johnson, 1985, Vol .2, pag 606).

(1]
ot



2.3.2 Simplificagao do Modelo Reparametrizado

Uma versao simplificada de 2.24 foi apresentada em Farewell e Prentice (1977). e mais
tarde por Lawless (lQSO)..Neste modelo simplificado, com base em 2.18. a padronizacao

considerada para o residuo Z foi

Z—logk Z—logq?

W= = ,
k-1/2 q 1

que corresponde a aproximar ¥ (k) = ¥(¢~2) para o primeiro termo de sua forma assintdtica

2.20. ou seja W(g~%) =~ log(g~2). A distribuicdo de W é obtida como segue,
fwlw) = fz(% +logk)d

1

= #k)exp{(vwz + log k)k —exp(&”z + log k)} 7

(2.25)
= F(lT)exp {kl/zw + klogk — exp(é";)k} 71;
= f(lT)k"“l/z exp {w\/z — ice“’/‘/'?} ,
e, substituindo k por ¢~? na 1dltima expressao de 2.25, obtemos
1 —\972 -3 1 2 aw weR
fw(wiq) = g’ expiq iw — g %™}, (2.26)
e () e poe
De forma anéloga a reparametrizagao anterior, o modelo 2.18 torna-se
Y =loga+ 312
=loga + 371 (¢gW + log ¢~?)
=loga + 37 llogq=? + ¢3~'W.
Portanto,
Y =pu+ oW, (2.27)



04

0.2 03

fy(y.0.1,2)

(A

0.0

Figura 2-3: Formas da densidade log gama generelizada (l.g.g) estendida. paraq =-2,0
e 2.

onde y = loga + 37'logq™2, 0 = ¢B~"', e W representa o residuo. com densidade dada
em 2.26.
Uma extensido do modelo acima é obtida se consideramos g € R. Temos entao o

modelo que chamamos log-gama generalizada (l.g.g.) estendido. dado abaixo

b (4727 exp {g~? z£q - exp(iZ£q)]}  se g #0
fy(yip 0,q) = (2.28)

2
Vz—ir;exp{—%(y;—“) } : seqg=0.
Algumas Propriedades do Modelo Log-Gama Generalizada Estendido

A Figura 2-3 mostra algumas representacoes da densidade 2.28. A média e variancia

deste modelo, para o caso em que ¢ # 0, sdo dadas respectivamente por,
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u+a(‘1’(q‘2)|—|10g(q'2)) . 02‘1'/(;1‘2)'
q q

Para ¢ = 0, temos que E(Y) = p e V(Y) = o2,

Teorema 4 .A funcdo de sobrevivéncia de Y € dada por

Q(q7?, ¢ *exp(wq)) q>0

S(¥) =1 1- Qg2 q 2 exp(wg)) ¢ <0 ,

I — ®(w) g=0

onde w = (y — u)/o e,

~o l.k—l e~ T

Q(k,a):/a O

€ a integral gama incompleta.
Demonstracao:

Para ¢ > 0 a densidade de W ¢é dada em 2.26. Temos entao que

S(y) = PY 2y)=P(W > w)

- [ )T e e

= /:0 F(ql-2) (q-2)q_2—1 q_l efp(q_zqu)exp {_q"?équ} du

o (g—2Y)9 -2
=/ %[exp(uq)]q exp{—g7%" } ¢ explqu)du,

w [(q

Fazendo > = ¢=2 exp(qu) temos



S(y) = _ / 297 ey = Q(q‘z,q'zeq“’) qg > 0.
q

—2 exp{qu)

Para ¢ < 0. a densidade de W é da seguinte forma

fw(w;q) = F(;flz) (q‘2)q—z exp {q“w - 0_26‘1“’} :jf

Usando a mesma transformacio da demonstragao anterior, chegamos a

S(y) = - ! /0 297 ey
N F(Q'z) 372 exp(qw)
1 g~ ?exp(qw) _,
= T le%dy, 2.32
F(q"")/o T e Tdx ( )

Considerando que 2.32 representa a funcio de distribui¢do de uma gama de um parametro

(1.6) aplicada no ponto ¢=? exp(qw), concluimos que

S(y)=1-Q(g7% ¢ %e™) ¢<0.

Para ¢ = 0 o resultado é direto. O

2.4 O Modelo de Regressao Gama Generalizada

Consideremos o modelo de regressio baseado na distribuicao log-gama generalizada
(l.g.g.) estendida, dada em 2.28, e nos conceitos dados no capitulo 1 sobre modelos
de regressao do tipo locacao e escala.

De forma similar ao que vem sendo atribuido ao modelo gama generalizada (ou l.g.g.
estendido), o modelo de regressao baseado nesta distribuicao pode ajustar adequada-
mente dados de vida. por ser um modelo bastante flexivel, ou pode ser utilizado apenas
para discriminar, dentre os modelos de regressao estudados no capi'tulo anterior, que sao

casos particulares deste, o mais apropriado para um determinado conjunto de dados.
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2.4.1 Descricao do Modelo

Considere um modelo de regressao onde assumimos uma relagdo linear entre o log do
tempo de vida, denotado por Y, e um vetor de covariaveis x = (rg, ;. s Tp-1). Y dado

x tem distribuicao l.g.g. estendida se pode ser representado da forma.

Y =x8+02Z, (2.33)

onde 3 = (8o, B1,..., p—1) € @ > 0, sao parametros desconhecidos, e Z tem distribuicao

(z € R), dada por

il (g72) " exp {q 'z — ¢ %exp(gz)} ¢ #0
fz(z,q) = (2.34)
S=exp{-%} q=0.

A fungao de sobrevivéncia de Y dado x, analogamente a 2.29, é representada por

Qg% q 2 exp(q(y — xB)/0) g>0
S(y\x)=1{-1-Q(¢7%, g 2exp(q(y — xB)/0)) ¢ <0 (2.35)
1 - ®[(y — xB)/0] q=0,

onde Q(k,a) é a integral gama incompleta dada em 2.30.

Como casos particulares do modelo dado por 2.33 e 2.34, temos por exemplo os
modelos de regressao exponencial dado em 1.10 para ¢ = ¢ = 1. 0 Weibull dado em 1.11
para ¢ = 1, (ou Weibull reciproco para g = —1), o log-normal para ¢ = 0 da forma 1.12,
e para ¢ > 0 temos um modelo de regressao gama generalizada reparametrizado.

Para concluir esta secdo, observamos que a familia 1.g.g. estendida 2.28 vem sendo
utilizada para a modelagem de dados, no lugar da d.g.g. original, devido as simplifigoes
adquiridas na estimagao dos parametros. Como exemplo de uma aplicagao recente, temos

o artigo de Yamaguchi (1992), que utiliza o modelo log-gama generalizada estendido
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(modificado pela introdugao de fracées de sobrevivéncias), para analisar dados referentes

a mobilidade de emprego entre firmas no Japao.
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Capitulo 3

Procedimentos Inferenciais para o

Modelo Gama Generalizada

3.1 Introdugao

As dificuldades basicas na analise estatistica do modelo gama generalizada, ocorrem
pela presenca de trés parametros desconhecidos, e pela complexidade computacional
dos procedimentos inferenciais. Vdrios autores estudaram procedimentos de estimacao
e testes para os parametros usando o modelo original e posteriormente para o modelo
reparametrizado log-gama generalizada (l.g.g.) estendido. No modelo original foram en-
contradas dificuldades, pela prépria estrutura da sua funcao de verossimilhanca. Devido
as simplificagoes obtidas pelo uso do modelo l.g.g., este vem sendo utilizado no lugar do
modelo gama generalizada original.

Considere inicialmente, um breve resumo bibliogrifico que enfoca os principais tra-

balhos sobre os procedimentos inferenciais para esse modelo.

3.1.1 Breve Resumo Bibliogréfico

Parr e Webster (1965) obtiveram as equacées de maxima verossimilhanga para os parame-
tros, e sugeriram a solucao destas através de métodos iterativos, tratando o parametro de

locagao como conhecido. Os autores utilizaram a normalidade assintética dos estimadores
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de maxima verossimilhanca e apresentaram a densidade assintética de 3 e d, (onde d =
3k, sob a parametrizacao dada em 2.1) utilizada para testar a adequacao dos modelos
Weibull ou exponencial.

Stacy e Mihran (1965) derivaram técnicas com base no método dos momentos, ob-
tendo equagoes simultineas sem férmulas fechadas para sua solugao. Apresentaram
também trés estimadores nao viciados com respectivas variancias para o caso onde apenas
o parametro de escala era desconhecido.

Harter (1967) incluiu um quarto parametro de locacao e formulou um procedimento
iterativo para determinar os estimadores de maxima verossimilhanca para amostras com-
pletas e censuradas.

Hager e Bain (1970) obtiveram as equages de maxima verossimilhanca (sob a parame-
trizacao dada na expessdao 2.1), e reduziram o sistema a uma unica equagao nao lin-
ear. Notaram que o método de Newton Raphson nao funcionava bem na solucio desta
equagao, € que os e.m.v's de a, 3,k deixam de convergir para amostras maiores que
200. Os autores apresentaram estatisticas com propriedades de fungoes pivotais dos esti-
madores de maxima verossimilhanga, e proporam estimadores maximo verossimeis para a
e 3, considerando k fixo. Como resultado importante notaram, através de simulagao, que
a aproximagao normal para a distribui¢ao do e.m.v. do parametro k pode ser inadequada
mesmo para amostras de tamanho 400.

Em um trabalho importante Prentice (1974) desenvolveu a reparametrizagao e ex-
tensao do log da d.g.g., descrito no capitulo anterior, de forma a tornar as propriedades
desta distribuigdo mais claras. Forneceu as equacées de mdxima verossimilhanga e utili-
zou o método de Newton Raphson para obter os estimadores de maxima verossimilhancga
dos novos pararhetros de locagio e escala (ye o ) e g = k~1/2, Para’isso, usou um pro-
cedimento onde ¢ é tratado como fixo em um primeiro estigio. O autor também estudou
através de simulacao a distribuicao exata de § e, com base em amostras de tamanho
25 e 30, observou que a aproximagao normal para § apresenta melhor concordancia que

A

a aproximagao normal de & para amostras de tamanho 400 no estudo de Hager e Bain
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(1970).

Farewell e Prentice (1977) utilizaram o modelo reparametrizado e estendido de Pren-
tice (1974) de forma simplificada, para discriminar entre os diversos modelos que repre-
sentam casos particulares da d.g.g.. na modelagem de dados de tempo de vida. Apresen-
taram varias aplicacoes em dados da indistria e da medicina que haviam sido ajustados
por outros modelos em artigos publicados. Utilizaram um procedimento da razao de
verossimilhanga e argumentaram que possivelmente o tamanho amostral adequado para
esta aplicacdo seria menor que o requerido para a aproximagao normal da distribuicio
de ¢ dada em Prentice (1974).

Lawless (1980) considerou para amostras completas a utilizagao do modelo reparame-
trizado de Prentice (1974) também de forma simplificada, e formalizou em seu trabalho
a utilizagao do método da razao de verossimilhanca para a estimacao dos parametros.
Apresentou também procedimentos inferenciais exatos para estimagao dos parimetros,
dos quantis e da fungao de sobrevivéncia, considerando k conhecido.

Em seu livro Lawless (1982) fornece as equagdes de maxima verossimilhanca do mod-
elo log-gama generalizada reparametrizado para ¢ > 0, considerando também amostras
censuradas. Descreveu as propriedades, testes e equagdes de maxima verossimilhanca
do modelo de regressao log-gama reparametrizado também apenas para o pariametro g
positivo.

Diciccio (1987) utilizou o modelo log-gama reparametrizado (Prentice, 1974 ; Farewell
e Pretice, 1977 ; Lawless, 1980 ) para desenvolver um método inferencial que corresponde
a um ajustamento do método da razao de verossimilhanga que visa melhorar a previsio
do método para pequenas amostras.

Rao, Katan e Narosimham (1991) consideraram a d.g.g. com 4 parametros da forma
originalmente dada por Harter (1967), e forneceram coeficientes para o calculo das es-
timativas BLUE ( best linear umbiesed estimators) dos parametros de locacio e escala
deste modelo. ‘

Nesta seao abordaremos basicamente os resultados obtidos por Hager e Bain (1970},
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Prentice (1974), Farewell e Prentice (1977) e Lawless (1980,1982).

3.2 Inferéncias com Amostras Completas

Esta secao trata apenas de procedimentos inferenciais para o caso de amostras completas,
de populagoes homogéneas, e além de sua aplicacio a dados de vida sem censura. serve
como base para o desenvolvimento da proxima secao que considera amostras censuradas.
Estudamos a estimacdo pontual sob o modelo original, e posteriormente com o modelo
reparametrizado l.g.g., e apresentamos a construcao de testes e intervalos baseados no

modelo l.g.g. estendido.

3.2.1 Estimacao Pontual
O Modelo Original Gama Generalizada

Considere que as observagoes t;,...,t, representam uma amostra aleatéria de uma
d.g.g. com densidade dada em 2.1, denotada por f(¢;,8), sendo 8 = (a, 8, k) o vetor de

parametros desconhecidos. A funcao de log verossimilhanga para 6, é dada por

L*(6) = log [II f(ti,o)]

n

= L*(0) =nlog 8 —nloga — nlog I'(k) + (Bk — l)ilog(t;/a) =Y (ti/a)’. (3.1)

=1 =1

As equagoes de log verossimilhanca para a, 3 e k sao :



{ —n/;+ é(t,/d)"” = 0

n/B+k - log(ti/a) - £ (t:/é) log(t/a) = 0 (3.2)

—n‘D()+ﬂZlogt/a) =0

onde ¥(k) é a funcao digama definida no apéndice A. O sistema de equagoes 3.2 pode ser
reduzido a uma tnica equagdo nao linear com uma tnica incégnita, da seguinte forma :

Da primeira equagao temos

no. U8
d:[ztf’/(nk)] : (3.3)

=1

Substituindo este resultado na 22 equagao de 3.2, segue que,

p nk i . -n
kS logt, — —-log( tﬁ/ nk)) "; + — log($ " t9/nk)
Z D 5> tf B ; Kl
i=1
N i log ¢,
Y= (ztﬁlogt)/ztﬁ I
=1
n -1
R ) }: log t; n
>k=-{3 =L (Ztglogt) Z (3.4)
1=1
‘A terceira equagao torna-se
Z log ¢, n _
U(k) + = —log(3_t/) +lognk =0 . (3.5)

=1

Subistituindo 3.4 em 3.5 temos uma equagio nao linear de 3 (denotamos g(ﬁ)). A
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determinacio do ponto 3 que satisfaz a igualdade, g(B) = 0, implica na obtencao de
keaé respectivamente. Hager e Bain (1970) argumentaram que o método iterativo de

Newton Raphson nao obtém resultados satisfatérios na resolucao de 3.5.

Estimagao de Maxima Verossimilhanga para o Modelo l.g.g. Estendido.

Estudando o modelo reparametrizado l.g.g. descrito no capitulo anterior, dado por 2.26 e
2.27, observou-se que a sua f.d.p. muda muito pouco quando k = ¢g~2 cresce de 1 para oc,
ou equivalentemente, g decresce (cresce) de 1 para 0 (ver Lawless, 1982) e, a menos que
a amostra seja muito grande, seria em geral dificil estimar de maneira precisa o parametro
k. Contudo os problemas siao bem maiores se a parametrizagio original a e 3 é utilizada
a0 invés de p e 0 do modelo 2.27. Se duas distribui¢des com valores similares para y e o,
mas valores de k muito diferentes podem ser bem parecidas, em termos de a e 3 as duas
distribuicdes poderiam ter também valores muito diferentes de a e 3. Desta forma, uma
justificativa para utilizarmos o modelo reparametrizado é que, com a parametrizagao (a,
B3, k) as dificuldades no exame da fungao de verossimilhanca ou obtencao dos e.m.v.'s sao
maiores do que com a parametrizacao (u, o, k = ¢~2). Descrevemos a seguir o procedi-
mento para estimagdo dos parametros y, o e ¢ pelo método da maxima verossimilhanca
com amostras completas, utilizando o modelo reparametrizado l.g.g. estendido.

Seja y1,...,Yn uma amostra de uma distribuicao com densidade 2.28, ¢ § = (,0,q)
o vetor de parametros desconhecidos. O log da funcao de verossimilhanca, que chamare-

mos de fung¢do de log-verossimilhaga, para q # 0 é dada por,

L*(6) =) log f(yi; u,0,q)
=1

= n [loglq| + g7 log(q™*) - log(I(g~2)o)] +Z (o (27F) - e o (51)]}
= (3.6)

Uma maneira de obter os estimadores de maxima verossimilhanca é maximizar L*(6)
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pela resolucao simultinea das equacoes d—%uﬁ’l =0, 8—1‘%& =0e %ﬂ = 0. Contudo.
pelas dificuldades computacionais deste procedimento, optamos por um método menos
trabalhoso que consiste na realizacao de iteracoes em 2 estagios, com q tratado como
fixo no 1° estdgio. Para um dado valor de q encontramos os valores i(q) e 6(q) que
maximizam L*(0), pela resolucao de %3%‘@ =0e %%ﬂ = 0. Sendo feito isso para alguns
valores de ¢, podemos obter a fungdo de verossimilhanga para q e localizar ¢ (ver Lawless,

1982). As derivadas de L*(#) com respeito a u e a o sao dadas abaixo (para ¢ #0 )

JALIN N S O
du B qa+q0 gexp 7 o

- 35 () ()b )

Temos entao as equagoes

o

Lewle(*74)] -

(3.7)

ng .

() e o (254)] - 5 (%54)

1=1 =1 g
Apo6s manipulagoes e substituicdes adequadas em 3.7, necessitamos resolver uma tnica

equagao, ou seja, as equagoes de 3.7 sao equivalentes a

o {%gexp (%)}m (3.8)

> yewals
S g_sg=0. (3.9)

1

n

z eva/o
=1

Desta forma, encontramos 5(gq) pela resolu¢ao de 3.9 iterativamente, e com este resultado.

obtemos fi(q) de 3.8.Vejamos a demonstracao destes resultados.
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Demonstracgao:

De 3.7 obtemos

n . — ug/o 1
Sexp o (A52)] = 222 -
i=1 A o Z ey.q/o n

=1

n - a/q
3 evia/o
=1

n

Para substituir o resultado 3.10 na segunda equacio de 3.7 temos o seguinte desenvolvi-

mento,

.n (yi;/‘)exp [q <y:‘;u>] _f:(ya;u) — ng

=1

= e—uq/vzn: (u) evia/o _ zn: (y‘_"_ﬁ) = ng
o

i=1 i=1 g

= e~HI/o {Xn: _:y_fey-Q/ﬂ _ gie%ql"’} - zn: (yi — H) =ng
=1

i=1 9 i=1 g

n a/g 1/o

n 3 evdlo n

= e~ H/eo Z &ey-q/a — n_u =1 — (yi _ ﬂ) = ngq.
10 lod n py o

1=

i

Por 3.10 temos
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=1 ny 1 _ ny
= -L£__ ZE
Zn: AN /o o any+0 4
eY:19/%
t=1
}:1: yieth/U
:l=é /. _y__&q:O‘ [}
ewng/o

Para o caso em que ¢ = 0, os e.m.v’s sao os bem conhecidos estimadores para a

distribuicao normal, isto é,

Lo 1/2
a0)=7 e a(0) = {;Z(yi—y)z} .
=1
Com fi(q) e 7(q) calculados para uma série de valores de q, a func¢do de mdrima

verossimilhan¢a mazimizada dada por,

Lmﬂx(‘]) = L(ﬂ(Q)’&(Q)a q) (3.11)

pode ser considerada suficientemente precisa para obter o e.m.v. §, que é o valor que

maximiza Lna(q). Como resultado temos os estimadores de maxima verossimilhanca

-~ ~

p=4(q),0=06(4)eq.

3.2.2 Intervalos de Confianca e Testes de Hip6teses

Tendo em vista que desejamos generalizar os resultados obtidos aqui, para trabalharmos
com amostras censuradas e variaveis regressoras, abordamos nesta secao os métodos da
fazé,o de verossimilhanga, que permitem esta generalizacao.

Lawless (1980), estudou testes exatos para os parametros de locacio e escala do
modelo dado por 2.26 e 2.27, mas este procedimento nio permite a generalizacao para

amostras censuradas. nao sendo portanto abordado aqui. A distribuicdo assintética dos



e.m.v.’s pode também ser utilizada, embora existam algumas evidéncias de que para
modelos de tempo de vida este método é em geral menos preciso que o método da razio

de verossimilhanga (Doganaksoy e Shemee, 1993).

Verossimilhanga Relativa Maximizada

Considere a funcao de maxima verossimilhanga maximizada 3.11, utilizada para obter os
estimadores de maxima verossimilhanca ji & e §. Definimos a func¢do de verossimilhanca

relativa mazimizada como

Rmax(Q) = Lmu(q)/L(ﬁv a, é)

Note que 0 < Rmax(q) < 1 e Rmax(¢) = 1. Esta funcao é utilizada para a construcio de
testes da razao de verossimilhanga e seu grafico contra os valores de q oferece informacéoes
importantes na obtencao de intervalos de confianga para g, e na escolha de um modelo

mais simples para os dados (Weibull ou log-normal).

Teste de Hipéteses e Intervalo de Confianca para o Parametro de Forma (q)

Suponha que desejamos testar hipéteses do tipo H, : ¢ = go contra H, : ¢ # qo. Para
isso, podemos usar a estatistica da razio de verossimilhanca equivalente a 1.23, que é

dada por

A = -2log Ruax(qo)-

Se o valor go é um ponto interior do espago paramétrico, a distribuicao de A sob a hipétese
'H, é assintoticamente x% com 1 grau de liberdade (Lawless, 1980).. Neste momento.
pode-se perceber a importancia da parametrizagao ¢ = k~'/? associada a construcao do
modelo estendido 2.28 que admite ¢ € R, tendo em vista que para este modelo é possivel
testar o importante caso ¢ = 0 (modelo log-normal para T' = exp(Y)). Isto nao seria

possivel na parametrizagao original, pois neste caso precisariamos testar um limitante do
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espago parameétrico (k = 00), o que representaria a violagao de nma condicao necessaria

a aplicacao de métodos assintdticos (Cordeiro. 1992).

Teste para o Modelo Weibull (Valor Extremo) Testar a adequacao do modelo
valor extremo para I'. corresponde a testar as hipSteses H, : ¢ = 1 contra H, : qg # 1.

Usamnos entao a estatitica

o Ll (1),5(1), 1)
A=—2le =)

Para n suficientemente grande, A tem distribuicao aproximadamente x?(1). Considerando
o \{ o ponto da distribui¢do qui-quadrado com 1 grau de liberdade, tal que P(x3(1)
<\{) = &, ou seja, o £-ésimo quantil de uma y? (qui-quadrado com 1 grau de liberdade),
e seja Ay O ;/alor observado da varidavel A. Admitiremos a rejeigio da hipStese Hj.

correspondendo a rejei¢ao do modelo valor extremo, se Ay, > Xé’, a um nivel (1-£)100%.

Teste para o Modelo Log-normal (Normal)
Para testar a adequacidade do modelo normal para log T', formulamos as hipSteses

H,:q=0 contra H, : ¢ # 0, e de forma similar, usamos a estatistica

Lmax( 2(0),5(0), 0)
L( @, 6, 4q)

A=-=2 log

3

e adotando a mesma notagao dada acima, rejeitamos a um nivel (1 — £)100% a hipétese

H,, ou seja, o modelo normal para Y, se Ay, > xg.

Intervalo de Confianca para q Um intervalo de confianca aproximado de nivel £%
para q € obtido pelo conjunto de valores de go para o qual A = A(go) tem valores
menores que o ponto x{ dado acima. Isto pode ser resolvido através do grafico Ruax(g) ou

—2log Rmax(g) como fungao de ¢, ou alternativamente, através de um método iterativo
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de pesquisa.

Teste para Outros Parametros

Suponha agora que temos int_eresse em testar outras hipoteses paramétricas com o método
da razao de verossimilhanga, como por exemplo, hipéteses sobre parametros originais a
e 3 de 2.1. Para o caso geral, considerando hipdteses bilaterais H, contra H,, precisamos
obter o maximo da funcao de verossimilhanca L(y, 0, q) sob a hipdtese H,, denotado por

Lax(H,). Usamos a estatistica

Rmax(Q) = Lmax(Ho)/L(ﬁy &7 qA)v

para estabelecer testes de interesse.

Teste para 0 Modelo Gama O teste da adequacdo do modelo gama é dado pelas
hipéteses H, : B = 1 contra H, : 3 # 1, onde 3 é o parametro do modelo original 2.1.
Considerando Lmax(H,) a fungao de verossimilhanga L(u, o, ¢) maximizada sob a hipétese

Hy. temos entao a estatistica

—LT“(H°) (3.12)
(&,

A:—QlogL 53

que sob Hy, tem distribuigao assintdtica x? com 1 grau de liberdade. Podemos testar as

hipoteses da maneira usual.

Teste para o Modelo Exponencial O modelo exponencial ocorre quando 3 = k =
1 no modelo original 2.1, que corresponde a ¢ = ¢ = 1 no modelo reparametrizado.

Testainos estao as hipoteses

o 1 o 1
Hy : = versus H,: #

q 1 q 1

através da estatistica 3.12 que aqui tem distribuicdo assintdtica x? com 2 graus de liber-
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dade. sob a hipdtese Hy.

3.3 Inferéncias com Dados Censurados e Varidveis

Regressoras

Discutimos até aqui procedimentos inferenciais para amostras completas e sem a presenca
de covariaveis. Fornecemos a seguir o procedimento de estimacao dos parametros pelo
método da maxima verossimilhanga, assim como métodos assintdticos para construcio de
testes e intervalos de confianga aproximados sob o modelo de regressao l.g.g. estendido
para o caso de amostras censuradas, de forma similar ao que foi dado na secio anterior.

Em uma primeira etapa consideramos a estimacao dos parametros sob o modelo l.g.g.
estendido sem covariaveis, e depois tratamos do caso mais geral, ou seja, o modelo de

regressao com amostras censuradas.

3.3.1 Procedimentos Inferenciais com Amostras Censuradas

Sem Variaveis Regressoras
Estimacao Pontual pelo Método da Maxima Verossimilhanga

Sejam yi,...,yn observagdes de uma amostra onde y; representa o logarftrno do tempo
de vida ou do tempo de censura de cada um dos n itens em estudo. Suponha que
esta amostra € proveniente de uma distribuicao l.g.g. estendida. representada por 2.28.
Denotemos ainda o nimero de falhas observadas por r, os conjuntos de itens que falharam
e foram censurados respectivamente por, F e C, e seja § = (p. a,q).

A funcao de log-verossimilhaca para este modelo, com base no resultado dado em 1.15

com p = 1, é dada por



2 log f(y:.0) + 3 log S(y:) q # 0
e F eC
L™(0) = . (3.13)

—r'logo—§i§w,’2+.ezclog(l‘-@(wf)) q =0,

onde w; = “2£, f(y,,0) é a densidade da log-gama para ¢ # 0 dada em 2.28, S(y;) é a
sua fungao de sobrevivéncia dada em 2.29 para ¢ # 0, e ®(z) é a funcao de distribuicao
da normal padrao.

Para obtermos os estimadores de maxima verossimilhanca fi,6 e § precisariamos
derivar a funcao de log-verossimilhanca L*(8) dada em 3.13, com respeito a cada um
dos parametros p. 0 € ¢ ( no caso em que q ;é 0 ). Contudo a dificuldade existente na
derivacio de L*(6) com respeito ¢ é ainda maior neste caso, onde admitimos censuras.
Usamos entao o método descrito na secio anterior, que sugere a estimagao em 2 estagios,
considerando inicialmente q fixo. Desta forma, precisamos apenas das derivadas com

respeito a u e a o.

Derivadas de Primeira Ordem para Dados Censurados sem Varidveis Regres-
soras

(i) Para ¢ =0

Neste caso temos a distribui¢ao normal gerando as observagdes Y1s---sYn. As res-

pectivas derivadas da funcao de log-verossimilhanca sio,

oL*(6) 1 o1 . ~ |
T (3.14)
) s e LS vt/ - o s
do a+a;u‘+0§w=¢(wt)/(l P(wi)). (3.15)

(ii) Para ¢ # 0

-1
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Consideremos u; = ¢~?exp [(y: — pt)q/0] e S(y:) a funcao de sobrevivéncia para ¢ # 0.

dada como segue

S(py =4 S e (3.16)
1-Q(¢7%u) ¢<0,

onde Q(k,a) € integral gama incompleta. As derivadas de L*(6) com relacao a u e o sao.

aL*(6) -1 ( qw) lgluld™ e )
: = —|r - et )+ —_— 3.17
o qo ; =2 oT(g72)S(y,) (3.17)

0%’;9) <qr + Z w; — E wieq"") Z [ql w, e (3.18)

eF i€l zGC (yz)
Isto pode ser visto usando 3.6 e as relacoes -"5—‘:‘1 = —u,q/o e %—‘(‘; = —wj;u;q/0, para a

parcela de falha, e derivando S(y;) que representa a parcela de censura.
Os estimadores de maxima verossimilhaga para u e o siao obtidos pela resolucao do
sistema

L) _

ou
(3.19)

L) _
do - ’

com as expressoes dadas em 3.14 e 3.15 ou 3.17 e 3.18 de acordo com o valor de q.
Contudo, nao conseguimos obter analiticamente os estimadores de maxima verossimil-
hanga, e precisamos de um método iterativo para solucionar o sistema 3.19. O método
de Newton Raphson, que é comumente empregado para este tipo de problema, utiliza as
derivadas de segunda ordem da equagao de log-verossimilhanca. Com isso em vista, e pelo
fato de precisarmos destas derivadas para construir a matriz de informacao observada
1.21, frequentemente usada na aplicacao de resultados assintdticos da verossimilhanca.
fornecemos a seguir, as expressoes das segundas derivadas com respeito aos parametros

peo.



Derivadas de Segunda Ordem para Dados Censurados sem Variiveis Regres-
soras

(i) Parag¢ =0
Para o caso da distribuigdo normal (¢ = 0), usando 3.14 e 3.15, temos abaixo as

expressoes para as segundas derivadas com respeito aos parametros y e o,

9*L*(9) ro1
=== = = 2 AMw)
OL*(6) r 3 1
57 T s o w? — = (;210, (w;) + le;‘;u ) (3.20)

9*L*(0) Zw,——<ZV(w,)+Zw, w,),

dyda tEF 1€eC 1€C

onde definimos as func¢oes

o1 - i
V(wi) = ¢(w;)/(1 — ®(w;)) = — Og(léw-d)(w .

€

(3.21)

5 W;
M) = Viw)[V(w) - w) = L2

sendo que ¢(.) e ®(.) representam como antes, a densidade e a fungio de distribuicio da
normal padrao.

(i1) Para ¢ #0

Neste caso temos expressdes um pouco mais complicadas. Por esta razao conside

ramos a seguinte notacao,

L*(8) = L3(8) + L(6) (3.22)

onde L*(0) é a log-verossimilhanga 3.13 para ¢ # 0 e L}(8) e L%(0) representam as parce-

las da log-verossimilhanca para dados de falha e para dados censurados, respectivamente
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Mostramos separadamente as segundas derivadas para cada uma destas parcelas.
Considere inicialmente as expressoes abaixo, para possibilitar o desenvolvimento das

derivadas parciais pela regra da cadeia, onde por simplificacio usamos a notacao adcional

Q = Q(q7%. u;) e como antes. u; = g~ 2exp {(y; — pu)q/0] = g~ exp (wiq).

Qu; _ —uig Oui _ —quju;
E o do =~ o
02“' q 2 82'!1,,' _ ( )2 2 2quzwz
—0_#—2 (;) i 902 \g ) “Wi + P,
%u; _ q2u,-w'- qu; 6—Q‘ _ _8(1 _ Q) . —u?-z_l —u,
Opos ot T o bu. 0w T(g?)
0°Q _ 0*(1-Q)  ul Pem(ui—q7+1)
duf — o duf [(q7)
Olog@ _ 10Q Olog(1-Q) _ 1 0(1-@Q)
6u,- - Q 8u,~ Bu; (1 _ Q) aui

PlogQ _ 182Q 1 (9Q)°
ou? QOou? Q2 \Qdu;



Ou? (1-Q) ou? (1-Q)?

Flog(1-Q) _ 1 #(1-Q) 1 (8(1—62)2
6u,~

A seguir temos as segundas derivadas de L}(8) e L2 () respectivamente.

Observagées de Tempo de Falha

9Ly (0) ers

902 2
Op ier 7

.2 =
d LF(G) =L2 (T_Zeqw, _qzwieqw,)

Opdo 99 i€F i€F

N2 T *
O*Lr(9) = é (rq+22w,»—22wie"“"—qzwfe"’“‘>-

2
oo i€F i€F i€F

Observacées Censuradas

Com base em 3.17 e 3.18; temos que as expressoes resultantes para dados censurados

sao.

O?Ly(8)  — 0%log S(yi) [ Ou;\’ dlog S(y:) 82w
ou? —iezc Ou? ou +§7 Ou;  Ou?

52LZ~(9) _ 0% log S(y;) Ou; Ou, dlog S(yi) 0%u; ‘
i Vi v R i D Vi T W (3.23)

PLe(8) Plog S(yi) [u\’ dlog S(y:) 8%y
do? ; w?r \ds) T ; Ou;  do?’
onde S(y;) é a funcao de sobrevivéncia para ¢ # 0 dada em 3.16.

Temos entao que as segundas derivadas de L*(6) para q # 0 sao obtidas por,



D'L*(0)  °Ly(6)  2Lx()
06,09, ~ 0600, ' 06,08,

(3.24)

fazendo 0y =p e b, =0 (i,j=1,2). .
(‘om base nos resultados acima. construimos a matriz de informagao observada 1(6)

para este modelo, conforme segue,

52L*(8) 52L*(6)

I(é) - _ ou? dudo
22L*(8) B2L*(6) ’
80’8[1 da2 ezé

onde as expressées das derivadas sao dadas por 3.20 e 3.24, respectivamente para ¢ =10

eq#0.

3.3.2 Procedimentos Inferenciais para o Modelo de Regressao

Consideremos aqui métodos da maxima verossimilhanga para estimar e testar parametros
do modelo de regressao baseado na distribuigao l.g.g estendida. A base da teoria infer-
encial desenvolvida para este modelo, foi estudada por Farewell e Prentice (1977), que
fornecem as derivadas da log-verossimilhanga do modelo l.g.g. estendido, e Lawless(1982)
que apresenta diversos resultados sobre estimagao e testes dos parametros para o modelo
com ¢q > 0.

Sejam (y1,X1),...,(yn,Xn) D observacdes independentes, provenientes de uma dis-
tribuicao dada por 2.34, onde y; representa loga,ri'tmo do tempo de vida ou tempo até a
censura, € X; = (Zjo, Zi1,...,Zis) 0 vetor de covariaveis associadas. Como antes. F e
denotam conjuntos de itens que obtiveram falha e censura, respectivamente. A funcao

de log-verossimilhanga para este modelo é da forma,

T log 2 f(zi,9) + 3 log S(yi\xi)  segq#0
ieF 1eC
L*(0;x) = (3.

T log Lo(z:) + 3 log(1 - @(z1))  se g =0,
1eF €C

[\™]
ot
~
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onde § = (3,0,q), 2z = (yi —xi3)/0, f(zi.q) e S(y:\x;) sao respectivamente a
densidade dada em 2.34 e a funcao de sobrevivéncia dada em 2.35. para ¢ # 0. e as
funcoes o(z;) e ®(z;) sao a densidade e funcao de distribuicao da normal padrao.
Quando q = 0 em 3.25, temos a log-verossimilhanca do modelo de regressio normal
para Y (ou o log-normal para T ). Existem varios-estudos do modelo normal quando
temos amostras completas. Como exemplo temos, Draper e Smith (1981), Montgomery
e Peck (1992) e Seber (1977). Para obtermos os estimadores de maxima verossimilhanca
de 6 no caso geral (¢ € R), usamos aqui o mesmo procedimento dado antes, ou seja.
estimamos 3 e o para valores fixos de ¢ e, fazendo isto para uma faixa de valores de q,

determinamos a fun¢do de log-verossimilhan¢a marimizada para este modelo,

log Lmax(q) = log L(3(q), 5(q), q).

A

Obtendo o valor ¢ que maximiza esta funcio, temos os e.m.v ’s B(q), a(q) e §. Pre-
cisamos portanto, das derivadas da log-verossimilhanca com respeito ao vetor 3 =(3.....

B,-1). € a 0, apresentadas a seguir.

Derivadas de Primeira Ordem para Amostras Censuradas em Modelos de
Regressao
(i) Para ¢ =0

As derivadas de L*(6; x) sao dadas a seguir,

aL=(6;x) 1 (z;) ‘
a8, T {Z Tafi t X::%l - )] para 3 =0.1,...p -1

1€EF 1€C

aL*(6;x) Iy 1
do T o U[Z +ZM _(p(‘,)]'

1€F 1€C

(ii) Para ¢ # 0

Como antes denotamos por r o nimero de itens que falharam na amostras e fazemos
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m; = g~ exp(qz;). A log-verossimilhanca deste modelo pode ser escrita como

L*(6;x) = r{log lgl + ¢ *logq™? — log [af( '2)]}+ Zz—q 2Zeq2‘+210g5 (y:\x;).

teF' 1EF 1€C

onde S(y;\x;) denota a fun¢do de sobrevivéncia para ¢ # 0, dada por

Q(q_2a mi) q> 0
1 - Q(q_zvmi) qg< Oa

oo u‘) 2—16"“ .
sendo Q(¢~%,m;) = / —————du, a integral gama incompleta.

[(g=?)

Temos entao que as primeiras derivadas desta fungao sao dadas abaixo,

-2

97 o=
Z% T eqz‘) * I‘(qlﬂ)a > e S s 7=0,.... p—1

i€F i€F ieC ‘S(yi\xi)

oL (0; x;) _
_—6/3]»_ =

-2

OL(8:%) _ _ I
9o <ZZ T )*r(q—z)a St

ieF 1EF 1eC y,\il?,)
. . am,-
onde. para obter estes resultados usamos a regra da cadeia, e as derivadas 33 =
7
_qz;jm, Bm, _qzmy
o 9o o

Os estimadores de maxima verossimilhanca (3(q) e G(q), sao os valores que solucionam

o sistema,
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AL*(6:x)

5Bp—1

ILYOX) _ .

\ do -

Como antes, fornecemos as segundas derivadas da log-verossimilhanca, tendo em vista

que estas sao necessarias na utilizagdo do método de Newton Raphson para resolver 3.26.

Derivadas de Segunda Ordem para Amostras Censuradas em Modelos de

Regressao

(i) Para ¢ =0

Considerando o modelo de regressao normal com censuras, as segundas derivadas da

verossimilhanca sao,

0*L*(6;x)

W: qu Tu— — ZxJIIA (z:) 5, 1=0,...

IEF zEC’

9*L*(0;x)

— = - i %A

1€C 1€C

02L.'(0;X) _ _r____f)_ 2___(22“;/ )+ 3 22

1eC 1€C

onde V(.) e A(.), sdo as funcoes definidas em 3.21.

(i1) Para ¢ # 0
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Mostramos aqui as segundas derivadas da log-verossimilhanga para g # 0, seguindo
uma notagao similar a usada na secao anterior, para o modelo sem variaveis regressoras.

(Consideramos entao que

L*(6;x) = L3(8;x) + L5 (6; x) (3.27)

onde L*(#:x) é dada por 3.25 para ¢ # 0 e L}(0;x) e L:(0;X) representam res-
pectivamente as parcela da log-verossimilhanga para dados de falha e para dados cen-
surados. A seguir temos as expressdes usadas para o calculo das segundas derivadas.

pela regra da cadeia, onde novamente por simplificagio fazemos Q = Q(q=2,m;) e

m; = g~ % exp(q(yi — x;8)/0).

(?m,- _ qTi;mmy 8m,~ _ qzm;
3; o do
?*my  @*xizam *m;  ¢*myz? | 2qzm;
0B;08 o? do? o2 o?
0*m; _4qTimy q2$ij m2;
0B;00 o2 o2

9Q _ _91-Q) _ milem
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OlogQ 1 0Q Olog(1-Q) _ 1 94(1-Q)
‘8772,' Qom, om; T (1-Q) _Om,

PlogQ _12°Q 1 (0QY’
om? — QOm? Q2 \dm,

- B 5m,-

Plog(1-Q) 1 &#1-Q) 1 (6(1—62)2
om? (1-Q) om? (1-Q)?

As derivadas parciais para cada parcela de 3.27 sao dadas a seguir.

Observagées de Tempo de Falha

0?Ly(0;x) 1 ] .
a—;jgl_z“ggxijl‘ileq' jl=0,...,p—1
1€

0*Ly(0;x 1 . ) :
agjaa = q0? (2% - 2 Tiye™ =g zne ) j=0,.,p-1
1€

1E€EF 1eF

PLy(0;x) 1 (

do? "~ go?

rq+2§:z,- —222,»6"2' —qz z?eqz') .

i€F ieF 1€F

Observacées Censuradas

Consideramos a mesma notagao adotada para as primeiras derivadas, temos como
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resultado as expressoes abaixo,

PL(0:x) 5 0% log S(yi\z;) Om; Om; s O0log S(y:\z;) 8*m;
ddﬁd; ieC dm? 0/3_7 (9/31 i€C 8m,~ 0/3]8@

PLE(0:x) 0%log S(y:\z:) Om; Om; dlog S(yi\z:) #m; .
93,00 “EZC Om? 9B; do ﬂ;c om;  0B;00 ' =0,....,p—1

PLr(0:x) 5 0% log S(y;\z;) (am,)?' s 0log S(y:\z;) 0*m;

do? & om? oo ey om; Oo?’
Temos portanto que as derivadas para a funcio L*(6;x) sao dadas por

O°L*(6;x) _ °Ly(6;x)  0°L(6:x)
86,00, 96,00, 96,00,

onde usamos a notagao 6; = f;_y,para i=1,...,p e b4y =0, (i,j=1,...,p+ 1).
Podemos agora construir a matriz de informagao observada 1.21 para este modelo de

regressao, conforme segue,

r

82L*(6;x)  B2L*(6:X) .. 82L*(6ix) |
5063 38098, 98090
92L‘!9;x! . 82L‘§9;x!
A 3
1(6) = — ERL; 5100
. , . 27.%(4.
stmétrica QL—Sgﬁ o

Intervalos de Confianca e Testes

Tratamos agora de alguns procedimentos inferenciais sob 0o modelo de regressao l.g.g.
estendido em amostras censuradas que representam uma generalizacio dos resultados

apresentados na segao 3.2.2, que trata apenas de amostras completas.
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Descrevemos métodos baseados na teoria assintdtica da verossimilhanca para elabo-
ragao de testes e intervalos de confianga para os parametros do modelo, que implicam na
indicagao ou nao de um determinado modelo paramétrico dentre os -principais modelos
que compdem a familia l.g.g. estendida. Consideramos o método assintdtico da razao de
verossimilhanca para testar 5 parametro de forma (q) do modelo de regressao. com base
no que foi dado em Farewell e Prentice (1977), e Lawless (1982) que usou o modelo lg.g.
apenas para ¢ > 0. Similarmente ao que foi dado antes, definimos a verossimilhanca

relativa maximizada conforme segue

Rmax( q) _ Lmax(‘])

= Luaxlq) 3.28
L(3.6,4) (3-28)

onde Lmax(q) = L(3(q),5(q),q) é o maximo da verossimilhanca para o dado valor de
¢, sendo  JB(q) = (Bo(q), Bi(q), ...,Ep_l(q)). Utilizamos esta estatistica para discriminar

entre alguns modelos, conforme dado a seguir.

Teste para os Modelos Weibull e Log- Normal Sob o modelo l.g.g. estendido.
testar a validade dos modelos Weibull e log-normal, é equivalente a testar o parametro
de forma q. Com hipéteses do tipo Ho : ¢ = go versus H; : ¢ # go, podemos usar a
estatistica da razio de verossimilhancga, que é dada por

A = —2log Rmax(go),

e para grandes amostras, tem distribuicao aproximadamente y? com 1 grau de liberdade.

sob a hipdtese Hp.

¢ Teste para o Modelo de Regressao Weibull (Valor Extremo )

Se consideramos go = 1 no teste dado acima, estaremos testando a adequagio do

modelo de regressao Weibull para os tempos de vida. Usamos especificamente a estatistica
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"\=—-210g{L(B 1).5(1) 1)}
‘ L(3,56,9)

(1),1) corresponde ao maximo de

onde L(3(1),5 L(B(1),0(1),1), dado por

L(3(1),a(1),1)=ngexp e [[ e
‘ teC
sendo z; = (y; — x;0)/0.

¢ Teste para o Modelo de Regressdo Log-normal (Normal )

Considerar as hipdteses H, : ¢ = 0 versus H; = q # 0, equivale a testar se os dados

admitem o modelo de regressao log-normal para T, e a estatitica usada para o teste ¢

- -tm{ s

(0) sao os valores que maximizam a verossimilhanca condicionada ao valor

onde B(O) eo
deg=0,e

L(5(0),0(0),0) = I] —exp(zz/z) I -
iEF teC

sendo z; = (y; — X;B)/0 e @(.) a fungao de distribuicio da normal padrio.

Da mesma forma dada antes, usamos a estatistica A, que tem assintoticamente dis-

tribuigao x? com um grau de liberdade, para testar a adequacio do modelo

e Intervalo de Confiangca para q

Uma maneira de checar simultaneamente a adequacio dos modelo Weibull e log-

normal é construir um intervalo de confianca para q, e verificar se os valores ¢ = 1 e
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q = 0 pertencem a este intervalo. Podemos construir um intervalo de confian¢a aprox-
imado para q através da estatistica A = —2log Rmax(qo). Para isso obtemos os valores
de go para o qual A seja menor que o {—ésimo quantil de um v.a. x? com 1 grau
de liberdade. O conjunto de valores satisfazendo esta condicio fornece um intervalo de

confianca aproximado de nivel (1 —€)100% para o parametro q.

Teste para o Modelo de Regressao Exponencial Testar a adequacidade do mo-
delo de regressao exponencial aos dados corresponde a testar se, sob a parametrizagao
original da d.g.g. 2.1, b = k = 1 (trocando 8 por b para evitar problemas de notagao).
Equivalentemente, sob o modelo reparametrizado dado em 2.34 para ¢ > 0, testamos as

hipoteses

o 1 o 1
versus H : #

q 1 q 1

Ho .
A estatistica usada para testar Hy é

A =—2log {—(‘?—(”—lﬂ} (3.29)

onde L(A3(1),1, 1) é o maximo de L(8,0,q) sob a hipétese Hy. A funcio de verossimi-
lhanga L(3(1),1,1) é dada por

B(1),1,1) = Hexp '—xlﬁ)—exp ~—x,/3)]Hex.p —exp(y: — x;3)).

€F 1€C

Sob Hj a estatistica A tem assintoticamente distribuicao x? com 2 graus de liberdade.

Testes e Intervalos para os Coeficientes de Regressao Em geral as hipdteses de

interesse sobre 3’ = (8, A1, ..., Bp-1) sao da forma Hy : 31 = ,B?, onde 31 é um vetor s x1
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(s < p), representando uma particao de 3’ = (3}, 35) e /3? é um vetor dado. Podemos
usar a estatistica da razao de verossimilhanga para testar Hy contra H; : 3, # 3?. dada

por

-

L(ﬂf,éa(é),a(é),é)} (3.30)

A==-2lo —
g{ L(3,6,4)

onde Bz(d),&(tj) e ¢ sao os estimadores de maxima verossimilhanga de 3,, o e ¢, sob a
hipétese Hy, e &, 3 = (B’I,B’z)’ e ¢ sao os e.xm.v.’s de 0, 8 e ¢ para o modelo completo.
Como antes usamos a distribuicao assintética de A, que aqui é x2 com s graus de liberdade
(a dimensao de (1), para calcular niveis de significancia aproximados.

Um outro procedimento que pode ser adotado para testar as hipéteses dadas acima
é baseada na estatistica de Wald dada em 1.18. Consideramos para isto a seguinte

estatistica

A= (81— BY)YCR (B - BY), (3.31)

sendo que C = I7}(j3,6) (o inverso da matriz de informagao observada com respeito aos

parametros 8 e o ), é particionada como

Cll Cl?

Cla Ca
onde Cy; é a matriz de covaridncias assintdtica para ($;. Sob a hipStese Hy, A; tem
distribuicao x? com s graus de liberdade.

Conforme discutido no capitulo 1, embora as estatisticas 3.30 e 3.31 sejam assinto-
~ ticamente equivalentes, quando trabalhamos com modelos de vida a estatistica da razao
de verossimilhanga em geral é mais indicada. Contudo o seu uso requer a maximizacao
da fungao de verossimilhanga sob a hipétese Hy, o que representa maior dificuldade com-
putacional. Por esta razao nas aplicacoes, a estatistica 3.31 é usada com mais frequéncia

para inferir sobre os coeficientes de regressao.
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Capitulo 4

Ajuste do Modelo Gama

Generalizada a Dados de Vida

Neste capitulo temos como objetivd a aplicacao de alguns dos procedimentos estudados
nos capitulos anteriores, atraves da analise de 5 conjuntos de dados. As analises seguiram
principalmente o enfoque da selecao de um modelo paramétrico apropriado aos dados.
dentre os principais modelos que compéem a familia l.g.g. estendida (2.33, 2.34). Os
métodos computacionais utilizados para realizar tais procedimentos sio descritos em
detalhes no apéndice D. Apresentamos no final, alguns comentarios sobre os resultados

obtidos.

4.1 Analise de Dados Reais

Apresentamos aqui aplicagées do modelo l.g.g. estendido a alguns conjuntos de dados
que ja haviam sido estudados, sob um dos modelos que representam casos particulares
desta familia. A finalidade é avaliar graficamente e pelo teste da razao de verossimilhanca
a adequacidadé do modelo adotado.

Analisamos inicialmente se a suposi¢io de uma distribuigao log-gama generalizada
parece ser adequada para o log dos tempos, através de um grafico que compara a curva
da distribuicao suposta para o residuo, com o grafico de Kaplan-Meier dos residuos

estimados (se¢ao 1.5.1), conforme sugerido por Lawless (1982).
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Estudamos 5 conjuntos de dados, sendo os dois primeiros dados da engenharia, que
tratam de testes acelerados de vida (secio 1.4). Os exemplos 3 e 4 sdo estudos médicos
sobre tempo de vida de pacientes portadores de determinada doenga. Estes exemp-
los mostram que o modelo l.g.g. estendido pode ser uma alternativa paramétrica para
a andlise de dados da medicina, que em geral é feita com bqs_e em modelos de riscos
porporcionais. O ltimo conjunto de dados € considerado basicamente para ilustrar a
aplicabilidade dos métodos a uma variavel positiva que nao representa cspecificaineiite
"tempo alé a falha ”. Na maioiia dos casos nao fornecemos intervalos de confianca para
o parametro de forma (q), conforme sugerido anteriormente, devido a problemas de con-
vergéncia do método iterativo para valores extremos deste parametro. Contudo isto nao
dificultou a analise, tendo em vista que foi possivel realizar -os testes de hipéteses de

interesse sobre esie parametro.

4.1.1 Exemplo 1- Teste de Vida de Isolantes

Os dados da tabela 4.1 sic resultados de um teste acelerado de vida para isolantes
de sistemas de uma nova classe II e referem-se ao tempo em horas que os isolantes
Jevaram para tornar-se defeituosos. Os testes furam realizados em pequenos motores, a
temperaturas elevadas. Des motores foram clocados para irabalhar a teniperaturas de
100, 220, 240 e 260 °C' e inspecionados periodicamente para detectar a ocorréncia de falha.
Os tenipos da Tabela 4.1 referem-sc X média entre o tempo em que a {alba foi observada
e o tempo da inspegao anterior. Os tempos entre checagem foram 7‘, 4,2, e 2 dias para as
(espectivas temperaturas. Para estes dados, temos 7 censuras, correspondcado ao tempo
de vida dos isolantes que ainda estavam em 1;oas condigoes no final do experimento.

" Estes dados foram analisados por Nelson (1990), que considerou o modelo de regressao
log-normal para o ajuste dos tempos de vida. Vamos assumir o modelo de regressao log-
gama estendido para o log dos tempos, para checar a adequacao deste ajuste.

Transformando a temperatura (varidvel independente ) para assumir a relagao Arrhe-

nius, conforme cugerido na literatura de engenharia, usamos o modelo



190 220 240 260
7228 1764 1175 1128
7228 2436 1521 . 1464
7228 2436 1569 1512
3448 2436 + 1617 1608
9167 2436 1665 1632 +
9167 2436 1665 1632 +
9167 3108 1713 1632 +
9167 3108 1761 1632 +
lusll 3108 1831+ 1632 +
10511 3108 1953 1896

Tabela 4.1: Tempo de vida de isolantes (horas) para cada temperatura, em graus
centigrados, com + indicando censura (Nelson, 1990).

Yi=fo+fizi+toZ; i=1,2,..,40, (4.1)

onde Y¥; = log(tempo de vida do isolante i ), z; = 1000/ (temperatura °C do i-ésimno motor
+ 273.16).! fo, b1, € o sdo parametros desconhecidos e Z; tem disiribuigao dada em 2.54,
com parametro q.

A Figura 4-1 mostra respectivamente a relacao entre o log dos tempos e a temperatura,
e a relagao entre o log dos tempos e 2; Apesar de, aparentemente. a transformacao na
femperatura nao favorecer ao relacionamento linear desta varidvel transformada com o
log dos ter:pos, optamos pelo seu uso.

Considerando a log-verossimilhanca dada em 3.25 temos que o estimador de maxima

verossimilhanca do pardmetro 6 = (3,0, ¢) é obtido pela resolucio do sistema de equagoes

8L*(6) __
do

9L*(7)
ag

desenvolvido no software S-Plus paia ¢ # 0, e do SAS, versio 6.08, médulo Lifereg para

=0e

0 para alguns valores fixos de q. Isto é feito através do programa

q = 0 (ver apéndice D). A Tabela 4.2 mostra algumas das etapas realizadas para obter
os estimadores de maxima verossimilhanca de e ¢ para cada valor de q dado, onde

cada linha representa o resultado de um processo iterativo de maximizacao.

'A temperatura absoluta Kelvin é igual a temperatura emn graus centigrados mais 273.16

93



8.5
8.5

log do Tempo (horas)
8.0
(@]

log do Tempo (horas)
8.0
(o]

7.5
7.5

_ o E

~
[

0
8

40

10 @ O

7.0

T T T T T T

7.0

T T T

200 220 240 260 1.90 2.00 2.10

Temperatura 1000/ Temperatura Absoluta

Figura 4-1: A esquerda, o log dos tempos de vida de isolantes por nivel de tempcratura,
e & direita, por nivel transformado de tewperatura (relacionamento Arrhenius).

¢ Bole)  Bilg) a(g)  logLmax(g) Rmax(q)
-1.00 -4.8511 6.3305 0.2835 -12.0352 0.1568
076 -2.6734 62577 0.2848  -11.3581  0.3086
0.52 -4.4988 6.1864 0.2847  -10.8421  0.5168
040 -4.4177 6.153% 0.2839  -10.6481  0.6277
0.16 -4.27T14 6.0963 0.2806 -10.3491  0.8464
.0.13 -4.2546 6.0899 0.2801  -10.3431  0.8515
0.00 -4.1860 6.0640 0.2772 -10.26y7  0.9164
0.17 -4.1059 6.0348 0.2723  -10.1823.  1.0000
0.20 -4.0926 6.0300 0.2714 -10.2327-  0.9508
0.32 -4.0431 6.0129 0.2670 -10.2655  0.9202
0.44 -3.9977 5.9977 0.2621  -10.3255  0.8666
0.65 -3.9202 5.9737 0.2505 -10.5438  0.6967
0.80 -3.8873 5.9645 0.2438  -10.6926  0.6003
1.00 -3.8415 5.9535 0.2317 -10.2317  0.4512

Talcla 4.2: Etapas para a estimacio dos parametros para dados do teste de vida de
isolante de motores.

94



Assim, as estimativas globais sdo obtidas para ¢ = 0.17, e os resultados sio:

/:30 = —4.1059 (0.8386) /;’1 = 6.0348 (0.4158) ¢ =0.2723 (0.0373)
log Limax(0.17) = —10.1824.

Cada valor entre parénteses ao lado das estimativas representa a raiz quadrada do
correspondente elemento de 17(j3,5), onde {{3,6) é a matriz dc informacio observada

7
1

1.21, condicionada em ¢ = 0.17. Esta é 0 negativo da matriz de 2*’s derivadas parciais
com respeito a B e o, semada para todos os pontcs da amostra e avaliada nos maximos
estimados (8 =(fo, B1) € & )- Se admitimos a norinalidade assintdtica dos estimadores
para a aruostra estudada, 1 ‘1(,[:?, &) corresponde & esivimativa da matriz de covaridncias
assintéticas, e pode ser utilizada para as inferéncias sobre estes parimetros.

Nal igura 4-2 temos o grafico Kaplan-Meier dos residuos estimado sob o modelo 4 1,
juntamente com a curva de sobrevivéncia da log-gama assumindo ¢ = 0.17, mostrando que
o modelo l.g.g. parece ajustar bem os dados. Para estudar a possibilidade da utilizagao do
modelo log-normal (¢ = 0), temos na Figura 4-3 o contorno da funcio Rmax(¢). que mostra
a existéncia de fortes evidéncias favoraveis ao ajuste deste modelo. A estatistica da razac
de verossimilhanga para testar Hy : ¢ = 0 é -210g Ruax(0) = —2log(0.9164) = N.1747.
e indica a aceit.a.gé‘o. do modelo log-norm:l a um nivel de significAncia 0.05 (xt1008 =
5.8441). Testandv o modelo Weibull (Ho : ¢ = 1) temos -2log Rmax(1) = —2log(0.4512) =
1.5917, e este resultado implica que o modelo Weibull também é estatisticamente favoravel
para ajustar os dados. Contudo a Figura 4-3; mostra que o ajuste log-normal é bem mais

adequado. Acreditamos entao que o modelo usado por Nelson (1990) é apropriado para

o ajuste.



sobrevivencia

T T T T N
3 2 -1 0 1 2

residuos
2

Figuia 4-2: Curva de sobrevivéncia estimada para a distribuigao log-gama (¢ = 0.17) e
grafico de Kaplan-Meier para residuos estimados. Exemplo 1 - Isolantes de motores.
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Figura 4-3: Contorno da verossimilhanga relativa maximizada Rnax(g), para dados de
teste de vida de isolantes de motores.
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Volt. Aplicada (KW)

Temperatura (C) | 200 250 300 350
170 439 572 315 58

904 690 315 258

1092 904 139 347

1105 1090 628 588

180 959 216 241 241

1065 315 315 241

1065 455 332 435

1087 473 380 455

Takela 4.3: Resultados do teste de vida de capacitores de vidro ( Zelen, 1959).
4.1.2 Exemplo 2 - Teste de Vida de Capacitores

Em Zelen (1959) temos o estudo dos resultados de umn teste de vida de capacitores?
. sujeitos a variagbes de temperatura e voltagem, onde a suposi¢io basica é L‘;ue ocalorea
alta voltagem atuam como estresses, reduzincdo a vida dos capacitores. Os testes foram
aplicados a oito combinagoes de temperatu: 2 e voltagem, envolvendo as voltagens de 200,
250, 300 e 350 kilowatts, ¢ temperaturas de 170 e J80° C. Para cada combinagéo aplicou-
se um teste de vida com censuvra tipo 11, ou seja, oito capacitores ioram simultaneainente
colocados em teste e avaliados zté a ocorréncia de quatro falhas. Os dados refem-se
apenas aos tempos de falha. e estao sumarizados na tabela 4.3.

Zelen (1959) analisou estes dados conforme um experiniento fatorial e assumiu a
distribuicao exponencial para os témpos de vida. Lawless e Singhal (1980) estudaram
também estes dados sob a suposicao de um modelo exponencial. Tratamos aqui o log
dos tempos sob o modelo de regressao l.g.g. estendido, para avaliar se a modelagem
exponencial é adequada. Assumimos entdo q;e o log dos tempos de vida tem distribuigao
dada por 2.33 e 2.34 com parametro de forma ¢, de escala ¢ e de locacao 2o+ 317:1 4 B22i2

com? = 1,2,...,32, onde as varidveis regressoras sao definidas como

z1 = 1000/ (temperatura + 272, 16)

x, = — log(voltagem).

2Capacitores sao componentes eletronicc. de um sistem= que tem come fungéo reter energia potencial.
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g Solg)  Bilg)  Pag) 6(q9) 10g Lmax(q) Remax(q)
20.60 5.0980 4.8341 1.7510 03672  -12.0107  0.0789

-0.48  5.5758 4.7378 1.7939 0.3659 -13.5273 0.1280
-0.24  6.3045 4.5943 1.8591 0.3604 -12.6805 0.2986
0.00 6.7418 4.5082 1.8954 0.3525 -12.0367 0.5684
0.17 6.8903 4.4767 1.9040 0.3460 -11.7248 0.7764
0.24 69171 4.4694 1.9037 0.3432 -11.6503 0.8365
0.45 6.8938 4.4655 1.8915 0.3342 -11.5223 0.9507
0.49 6.8738 4.4674 1.8875 0.3324 -11.4754 0.9963
0.52 6.8559 4.4695 1.8842 0.3311 -11.4718 1.0000
0.57 6.8210 4.4738 1.8782 0.3287 -11.4770 0.9947
1.00 6.3166 4.5548 1.8076 0.3044 -11.8060 0.7159
1.56 5.3502 4.7785 1.7084 0.26150 -12.4887 0.3617
1.92 4.6463 5.0059 1.6648 0.23157 -12.7556 0.2770

Tabela 4.4: Etapas para estimagao dos parametros referentes a dados de teste de vida de
capacitores.

As transformacoes nos estresses implicam na suposi¢io da relacio Arrhenius para
a temperatura e poder inverso para a voltagem, conforme sugerido em literatura de
engenharia (ver segiao 1.2.6).

A estimagao dos parametros é feita pelo mesmo procedimento dado antes, onde es-
colhemos uma faixa de valores convenientes para q e realizamos um processo iterativo
de maximizagao para cada um destes valores. Algumas etapas deste procedimento sio
dadas na Tabela 4.4.

Encontramos que log Lmax(q) é maximizado aproximadamente para ¢ = 0.52 e os
resultados sao,

Bo = 6.8559(5.4090)  J; = 4.4695(2.3521) B, = 1.8842(0.2665)

& =0.3311(0.0429)  log Limae(0.52) = —11.4718. '

A Figura 4-4, que apresenta a funcao de sobrevivéncia empirica para os residuos
estimados (z; = (y; — x;4)/6), juntamente com a curva de sobrevivéncia da distribuicio
log-gama, com base no e.m.v. § = 0.52, mostra que o modelo parece apresentar um bom

ajuste para os dados.

98



sobrevivencia
0.4 0.6 08 1.0

0.2

0.0
1

L i 1 T L

-3 2 -1 o] 1 2

residuos

Figura 4-4: Curva de sobrevivéncia estimada para a distribuigdo log-gama (g = 0.52) e
fungdo de sobrevivéncia empirica para residuos estimados. Exemplo 2 - Capacitores.

A Figura 4-5 mostra o contorno da verossimillhanga relativa maximizada Rpax(q) =
Limax(9)/ Lmax(0.52). Esta curva que indica os valores mais provaveis de ¢, mostra evidéncias
favoraveis tanto para o modelo log-normal (¢ = 0), como para o modelo Weibull (g = 1).
As estatisticas da razao de verossimilhanga para testar estes modelos tem distribuicao
X#) e resultam —2log Rmax(0) = 0.669 ¢ —2log Rmax(1) = 1.130, indicando que a um
nivel de significancia de 5%, estes modelos sio adequados para ajustar os dados. Para
testar o ajuste exponencial, a estatistica da razao de verossimilhancga, conforme dada em
3.29, tem distribuicao x(zz) e como resultado encontramos —2 log Rumax(Ho) = 4.830. Isto
mostra que a um nivel de significancia 5%, nao existem evidéncias contra este modelo
(x{2.005) = 5- 99). Temos entio, de acordo com o critério aqui adotado, que o modelo de
regressao exponencial usado por Zelen (1959) parece ser apropriado para os dados em

estudo.
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Figura 4-5: Contorno da verossimilhanca relativa maximizada Rmax(q), para dados de
teste de vida de capacitores.

4.1.3 Exemplo 3 - Sobrevivéncia de Portadores de Mieloma

Estudando um procedimento de selecio de varidveis regressoras em dados de sobre-
vivéncia, Krall, et al. (1975) analisaram os tempos de sobrevivéncia de 65 pacientes
com um determinado tipo de cancer na medula éssea chamado mieloma muiltipla.
Foram também consideradas diversas variaveis associadas a cada individuo. A Tabela
4.5 mostra os dados conforme apresentados em Lawless (1982), que considera apenas 5
destas varidveis. Os tempos de vida sao dados em meses, contados a partir do dia do
diagnéstico, e as ocorréncias de censura sio seguidas de um asterisco (*). As varidveis
regressoras consideradas sao dadas abaixo e referem-se a informagoes obtidas na época

~ do diagnéstico.
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Notagao Varidveis (medidas no dia do diagnéstico)

I Logaritimo natural de uma quimica do sangue
I Medida da hemoglobina

I3 Idade

T4 Sexo

Ts Soro calcio

Krall et al. (1975) assumiram o modelo de regressio exponencial para realizar a
anélise destes dados. Utilizamos aqui o modelo de regressao l.g.g. estendido para o log
dos tempos, para checar a adequagdo deste ajuste. Assumimos que o log dos tempos de
vida Y; para : = 1,2,...,65 tem distribuicdo l.g.g. estendida, podendo ser representada
por

Y;’ = xiﬂ +UZ;"

onde X; = (T0.Zi1, ..., Tis), € 0 vetor de variaveis regressoras do individuo i, sendo Tio =1,
B = (Bo, bs,-., B5) € 0 sao parametros do modelo e Z; tem distribuicdo log-gama dada em
2.34, com parametro de forma q. Para estimar os parametros, consideramos o mesmo
procedimento dado antes e temos na Tabela 4.6 alguns resultados dos estimadores de 3 e
o para valores fixos de gq.

Como resultado temos os estimadores de maxima verossimilhanca e a funcio de

maxima verossimilhanca, observados para ¢ = —0.6, que sao mostrados abaixo,
Bo = 4.6908 (1.30434) B33 = 0.0027 (0.01256) o =0.9706 (0.1031)
By = —1.5692 (0.38519) B4 = 0.2550 (0.27707)
B3, = 0.15410 (0.04980) Bs = —0.1664 (0.0667)

log Lmax(—0.6) = —76.7443.

A Figura 4-6 apresenta o grafico da verossimilhanga relativa maximizada em funcao

de q e este mostra evidéncias favoraveis ao modelo log-normal para os tempos de vida, e
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‘tempo I Ty I3 zs5 || tempo I Ty, I3

1 2218 94 67 10 35 1.114 7.0 48 10
1 1.940 12.0 38 18 37 1.602 11.0 63 9
2 1.519 9.8 81 15 41 1.000 10.2 69 10
2 1.748 113 75 12 42 1.146 5.00 70 9
2 1.301 5.1 .57 9 51 1.568 7.7 74 13
3 1.544 6.7 46 10 52 1.000 10.1 60 10
3 2.236 10.1 50 9 54 1.255 9.0 49 10
5 1.681 6.5 T4 9 58 1.204 12.1 42 10
6 1.362 9.0 77 8 66 1.447 6.6 59 9
6 2.114 10.2 70 8 67 1.322 12.8 52 10
6 1.114 9.7 60 10 88 1.176 10.6 47 9
6 1.415 104 67 8 89 1.322 140 63 9
7 1.978 9.5 48 10 92 1.431 11.0 58 11
7 1.041 5.1 61 10 4* 1.945 10.2 59

7 1.176 11.4 53 13 4* 1.924 10.0 49 13

9 1.724 8.2 55
11 1.114 14.0 61
11 1.230 12.0 43
11 1.301 13.2 65
11 1.508 7.5 70
11 1.079 9.6 51
13 0.778 5.5 60
14 1.398 14.6 66
13 1.602 106 70
16 1.342 9.0 48
16 1.322 8.8 62
17 1.230 10.0 53
17 1.591 11.2 68
18 1.447 75 65
19 1.079 144 51
19 1.255 7.5 60
24 1.301 14.6 56
25 1.000 124 67
26 1.230 11.2 49
32 1.322 10.6 46

12 ™ 1.114 124 48
* 1.532 10.2 81
9 8* 1.079 9.9 57
10 12* 1.146 11.6 46
12 11* 1.613 14.0 60
9 12* 1.398 8.8 66
10 13* 1.663 4.9 71
10 16* 1.146 13.0 55
11 19* 1.322 13.0 59
10 19* 1.322 10.8 69
10 28* 1.230 7.3 82
9 41* 1.756 12.8 T2
10 53* 1.114 12.0 66
8 57* 1.255 12,5 66
15 T7* 1.079 14.0 60

COOO R~ O, PO RO, OO~ OOR~RO—~O—~o ool
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Tabela 4.5: Tempos de sobrevivéncia (em meses) de pacientes portadores de mieloma
multipla (Lawless, 1982).
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g Bolg) Bile) Balg) Balq)  Balg) Bs(g)  5(q) 10g Lumax(q) Rmax(q)
-2.00 3.9446 -1.5525 0.1703 -0.0024 0.3577 -0.1437 0.7168  -77.6608 _ 0.3999
-1.80  4.0375 -1.5480 0.1690 -0.0020 0.3566 -0.1477 0.7596 -77.5616  0.4416
-1.40  4.2541 -1.5448 0.1653 -0.0009 0.3416 -0.1555 0.8445 -77.2458 0.6056
-1.00 4.4865 -1.5525 0.1603 0.0006 0.3068 -0.1623 0.9185 -76.9022 0.8539
-0.60 4.6908 -1.5692 0.1541 0.0027 0.2550 -0.1664 0.9706 -76.7443  1.0000
-0.40  4.7693 -1.5793 0.1505 0.0042 0.2243 -0.1669 0.9859 -76.7922  0.9532
-0.25 4.8136 -1.5870 0.1475 0.0054 0.1999 -0.1665 0.9924 -76.8954  0.8598
0.0 4.8528 -1.5994 0.1420 0.0077 0.1578 -0.1636 0.9934 -77.2119  0.6265
0.20 4.8477 -1.6082 0.13726 0.0098 0.1245 -0.1591 0.9854 -77.6306 0.4122
0.35 4.8216 -1.6140 0.13362 0.0115 0.1009 -0.1543 0.9743  -77.9703  0.2935
0.50 4.7780 -1.6192 0.12998 0.0133 0.0796 -0.1482 0.9590 -78.4091  0.1892
0.65 4.7207 -1.6237 0.1264 0.01503 0.0615 -0.1411 0.9398 -78.9130 0.1143
1.00 4.5674 -1.6323 0.1183 0.0187 0.0356 -0.1212 0.8816 -80.2782  0.0292

Tabela 4.6: Etapas para estimagdo dos parametros para dados de sobrevivéncia de por-
tadores de mieloma.

poucas evidéncias para o modelo Weibull. De fato, temos Rpax(0) = 0.6265 e Rpax(1) =
0.02919, e com base na estatistica de razao de vefossimilhanga (RV), rejeitamos Hy : ¢ =
go a um nivel 0.05, para valores de Ryax menores que 0.1466 (—2log Rmax(g) > 3.8441 =
Rmax(q) < 0.1466). Isto indica que 0 modelo log-normal é um modelo adequado, enquanto
que o modelo Weibull, e 0 modelo exponencial ndo sao admitidos por este critério para
ajustar os dados (pelo teste da RV para o modelo de regressao exponencial, encontramos
o valor p < 0.025 ).

A seguir temos graficos com respeito aos residuos z; = 2%15 Para a Figura 4-7 foi
assumido o modelo 1.g.g. estendido, ou seja, usamos as estimativas globais 3 e & dadas
acima para o calculo dos z/s. A proximidade entre a curva de Kaplan-Meier (K-M)
destes residuos e a fungao de sobrevivéncia da log-gama para ¢ = —0.6, mostra que o
ajuste aparenta ser adequado. Na Figura 4-8 foi assumido o modelo normal para o log
dos tempos, e as estimativas 3(0) =(80(0), 51(0), ..., 35(0)) e 6(0), dadas na Tabela 4.6
para ¢ = 0, foram usadas para calcular os residuos. A curva de K-M destes resjduos é
comparada com a fungao de sobrevivéncia da normal padrio. De maneira similar, na

figura 4-9 os residuos sao calculados com base na suposicio do modelo valor extremo
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Figura 4-6: Contorno da verossimilhanca relativa maximizada Rmax(q), para dados de
portadores de mieloma multipla.

para o log dos tempos (exponencial para os tempos), e a curva de K-M destes residuos
€ mostrada junto com a curva de sobrevivéncia da distribui¢io valor extremo padrao.
Comparando estas Figuras 4-8 e 4-9, constatamos uma melhor concordancia no ajuste

log-normal que no ajuste exponencial.

4.1.4 Exemplo 4 - Sobrevivéncia de Portadores da Doenca de

Hodgkin

Os dados da Tabela 4.7 sio resultados de um ensaio clinico e representam o tempo
de sobrevivéncta de 35 pacientes (em meses) com a doenga de Hodgkin em estado
avangado, tratados com terapia de gas nitrogénio. Um grupo de pacientes (grupoA)
recebeu pouca ou nenhuma terapia prévia, enquanto que um outro grupo (grupo B)
havia recebido forte terapia antes de comegar esse tratamento. As censuras, denotadas

com um asterisco (*), correspondem aos tempos decorridos até o iltimo contato com
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Figura 4-7: Curva de sobrevivéncia estimada para a distribuigio log-gama (¢ = —0. 6)

e o grafico de Kaplan-Meier para os residuos estimados. Exemplo 3 - portadores de
mieloma multipla.
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Figura 4-8: Curva de sobrevivéncia para a distribuicio normal padrio e o grafico de
Kaplan - Meier para residuos estimados. Exemplo 3 - Portadores de mieloma muiiltipla.
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Figura 4-9: Curva de sobrevivéncia para a distribuicdo valor extremo padrao e o
grafico de Kaplan - Meier para residuos estimados. Exemplo 3 - Portadores de mieloma
multipla.

pacientes que sairam do tratamento, ou daqueles ainda vivos até o final do ensaio. O
principal objetivo do estudo foi avaliar a diferenga da sobreviéncia nos grupos.

Bartolucci e Dickey (1977) utilizaram estes dados para comparar métodos inferenciais
bayesianos com os tradicionais e assumiram para os dados completos (incluindo falhas e
censuras), a distribuigao exponencial para cada grupo. Consideramos aqui um modelo
de regressdo l.g.g. estendido para o log dos tempos, Y; = B + Biz; + 0Z; com uma
covariavel indicadora z representando o grupo a que o individuo pertence.

Realizamos o procedimento iterativo para obtengao dos estimadores de maxima veros-
similhanca, e encontramos ¢ = —0.4, B, = 2.5948(0.7229), §, = —0.2026(0.4888) e &
= 1.'2634(0.1698). A verossimilhanga para estes valores € log Lyay(—0.4) = —50.5484.
Checando graficamente o ajuste, através da comparagio da sobrevivéncia da log-gama
(¢ = —0.4) com o K-M dos residuos estimados (Figura 4-10), vemos que o ajuste do

modelo log-gama parece adequado.
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Tempos de Vida (meses)

Grupo A | 1.25 1.41 4.98 5.25 5.38 6.92
8.89 10.98 11.18  13.11 13.21 16.33
19.77  21.08: 21.84* 22.07 31.38* 32.62*
37.18* 42.92

Grupo B | 1.05 2.92 3.61 4.20 4.49 6.72
7.31 9.08 9.11 14.49* 16.85 18.82*
26.59* 30.26* 41.34*

Tabela 4.7: Tempos de sobrevivéncia de portadores da doenga de Hodgkin tratados com
terapia de gds nitrogénio. Grupo A sem terapia prévia e grupo B com terapia prévia
(Bartolucci e Dickey, 1977).

0.4 0.6 0.8 1.0
1 1

funcao de sobrevivéncia

0.2

0.0

residuos

Figura 4-10: Curva de sobrevivéncia estimada para a distribuigao log-gama e funcao de
Kaplan - Meier para residuos estimados. Exemplo 4 - portadores da doenca de Hodgkin
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Figura 4-11: Contorno da verossimilhanga relativa maximizada Rpax(q), para dados de
portadores da doenca de Hodgkin.

A Tabela 4.8 mostra resultados obtidos para alguns valores fixo de q, e fornece os
correspondentes valores de Rnax(q), cujo grafico em fungao de q é dado na Figura 4-11.
O teste da razao de verossimilhanga admite, para um nivel significancia 0.05, os modelos
Weibull (—2log Rmax(1) = 3.6247), exponencial (—2log Rmax(Ho : 0 = ¢ = 1) = 3.6279)
e 0 log-normal(—2log Rmax(0) = 0.2637). Contudo o exame da figura 4-11 nos mostra que
o modelo log-normal é o mais forte candidato para ajustar os dados (o valor p do teste
de ajuste exponencial é p; > 0.15, e para o ajuste log-normal é p, > 0.50). Acreditamos
entao que embora seja admitido o modelo exponencial, este nao é o mais apropriado para
a amostra estudada.

Com respeito a diferenca entre os grupos, consideremos o teste da hipStese Hp : 8; =
0. Supondo a normalidade assintdtica de 3;, usamos a estatistica (,31/dp(31))2 que sob
Hjy tem distribuigao x(21), onde dp(Bl) é a raiz quadrada da variancia assintdtica estimada
de 3,. Sob o modelo log-gama estendido, isto resulta em (—0.2026/0.4888)2 = 0.1718,

indicando que a um nivel 0.05 nao existem evidéncias para rejeitar Hy ou seja, nao
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q  Bolq) Bi(g)  (9)  log Lmax(q) Rmax(q)
-1.0 22619  -0.2021 1.2686  -50.9698  0.6561
0.8 2.3820 -0.2079 1.2737  -50.7433  0.8229
-0.6  2.4930 -0.2078 1.2721 -50.6046 0.9453
0.4 25948  -0.2026 1.2634  -50.5484  1.0000
0.2 26868 -0.1922 1.2473  -50.5757  0.9731
0.0 27691 -0.1768 1.2238  -50.6794  0.8764
0.2 2.8424 -0.15686 1.1932 -50.8713  0.7240
0.4 29069 -0.13244 1.1560 -51.1356  0.5559
0.6 29636 -0.10408 1.1125 -51.4835  0.3925
0.8 3.0135 -0.07247 1.0634 -51.8992  0.2590
1.0 3.0582 -0.03890 1.0093 -52.3640  0.1627
1.2 3.09940 -0.0049 0.9513 -52.8306  0.1021
1.4 3.1386  0.0275 0.8910 -53.2874  0.0646

Tabela 4.8: Etapas para estimagao dos parametros para dados de sobrevivéncia de por-
tadores da doenca de Hodgkin.

existe diferenca estatisticamente significativa entre os grupos de pacientes com respeito
ao tempo de sobrevivéncia. Usando estatistica da razao de verossimilhanca dada em 3.30
sob 0 mesmo modelo, encontramos A = 0.1033, que também indica a rejeicio da hipétese

a um nivel de significancia 0.05.

4.1.5 Exemplo 5 - Corrosao de Metais

Consideremos como ilustragao um conjunto de dados utilizado em Nelson (1990), onde
a variavel resposta nao representa "tempo de vida”, mas a diferenca de peso de um tipo
de metal. Especificamente temos uma amostra de trinta espécimes de metal ( " permalloy
") que foram testados em uma atmosfera corrosiva a seis umidades relativas (% U.R.). A
perda de peso de cada espécime sobre um tempo estabelecido foi registrada. Os resultados
do experimento estao dados na Tabela 4.9. ’

O principal objetivo deste estudo seria acessar se a mudanca de peso a 10% e 20% de
umidade relativa estd abaixo do valor especificado 0.0050.

Na Figura 4-12 temos representax;éeé graficas dos niveis de UR versus a mudanga de

peso, e versus o logaritimo natural da mudanga de peso das espécimes. Através destes
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U.R. (%)

Corrosao (Mudanga de Peso)

30 0.0144 0.0153 0.0092 0.0120 _0.0111 0.0163 0.0193 0.024
10 0.0221 0.0280 0.0287 0.0301 0.0330

50 0.0744 0.0684

60 0.1050 0.1110 0.1160 0.1185

70 0.1665 0.2065 0.2220 0.2540 0.2930 0.3008 0.3408

78 0.3807 0.6549 0.6660

Tabela 4.9: Perda de peso de metais em uma atmosfera corrosiva (Nelson, 1990).

graficos percebemos que a transformagio logaritimica, sempre sugerida na literatura,

favore a aceitacao de uma relacao linear entre estas variaveis. Tratamos entio estes

dados sob um modelo de regressao log-linear da forma

Yi=z8 + 0Z;

t=1,..

.30,

onde a varidvel resposta Y; é o log da mudar-: de peso da espécime i, a covaridvel z;

€ o nivel de umidade relativa, 8 e o sao parametros do modelo, e assumimos como nos

exemplos anteriores, que o residuo Z; tem distribuicao log-gama com parametro de forma

q.

Obtemos como antes, os estimadores de maxima verossimilhanga , em um processo

de maximizagao em vdrias etapas, e os resultados sao dados abaixo,

g = —0.09

Bo = —6.497(0.1346) B3, = 0.074(0.0025) & = 0.234(0.0302)
log Lmax(—0.09) = 0.9927.

Vemos na Figura 4-13 que o ajuste parece bastante adequado, ou seja, a suposicao de

que os residuos possuem distribuicao log-gama de um parametro, parece razoavel quando

comparamos esta curva (¢ = —0.09) com a fungdo de sobrevivéncia empirica dos residuos

estimados.
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Figura 4-12: A esquerda, mudanca de peso de metais em atmosfera corrosiva, por niveis
de umidade relativa, e a direita o mesmo grafico com a transformacao logaritima para as
mudancas de peso.

A Figura 4-14 apresenta o contorno da verossimilhanga relativa maximizada, e este
mostra que o modelo log-normal (¢ = 0) é fortemente indicado para o ajuste dos dados.
Um intervalo de confianga aproximado de nivel 0.95 para o parametro q dado por este
grafico é [—1.02,0.91], e confirma a adequagao do modelo log-normal, além de mostrar
que, a este nivel de confianca o modelo Weibull (¢ = 1) nao pertence ao conjunto de
modelos favoraveis para ajustar estes dados.

Admitindo entdo o modelo normal para Y, consideramos os estimadores de maxima
verossimilhancga obtidos para ¢ = 0, ou seja,

3o = —6.4870(0.1339), 5, = 0.0741(0.0024) e o = 0.2341(0.0302).

Desta forma, os valores correspondentes as médias do log das mudancas de peso

estimadas, para as umidades relativas de 10% e 20%, sio calculados a seguir,
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Figura 4-13: Curva de sobrevivéncia estimada para a distribuicao log-gama (q = -0.09)

e fungao de sobrevivéncia empirica dos residuos estimados. Exemplo 5 - corrosio de
metais.
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Figura 4-14: Contorno da verossimilhanca relativa maximizada Ryax(q), para dados de
corrosao de metais.
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Jaow) = —6.4870+0.0741(10) = —5.746
Jow) = —6.4870 +0.0741(20) = —5.005.

Passando estes resultados para a escala original, temos exp(J,,«)) = 0.003 e exXpP(Y(,0u)) =
0.007. Podemos também construir intervalos de confianca para estas estimativas, com
base na normalidade assintética de §z,), isto é, §(z,) ~ N(Y(), xiI71(B)x} ) (veja Law-
less(1982), segdao 6.5). Desta forma, intervalos de 95% de confianca para mudancas
médias de peso estimadas, a umidades relativas de 10% e 20% sao respectivamente
[0.0024,0.0042] e [0.0032,0.0138] . Observamos entio que apenas para 20% de umidade

relativa a perda de peso pode ser considerada acima do valor estabelecido 0.005.

4.2 Comentarios

Nos exemplos estudados encontramos diferentes formas para a fungao Rmax(g), como
mostram as figuras 4-3, 4-5, 4-6, 4-11, 4-14. Notamos uma assimetria com cauda longa a
esquerda nas curvas obtidas para os dados de tempo de vida de portadores de Mieloma,
e de pacientes com doenga de Hodgkin, assimetria & direita para os exemplos 1 e 2, que
tratan de testes acelerados de vida, e uma quase simetria para o exemplo 5, sobre perda
de peso de metais. Isto mostra que, conforme citado por Farewell e Prentice (1977), nao
parece haver uma valor fixo provavel para q, ou seja, este parametro assim como sua
funcao de verossimilhanca, variam sensivelmente com os dados. Observamos também
que valores negativos de q ocorreram tdo naturalmente quanto os positivos, indicando
que a extensao do modelo l.g.g. para valores negativos de q fornece um modelo mais
flexivel e itil ao ajuste de dados de tempo de vida.

Dentre os quatro exemplos onde foi checada a adequacidade do modelo que havia sido
adotado anteriormente, notamos que para os exemplos da engenharia (exemplos 1 e 2 ), os
modelos foram considerados apropriados, e para os 2 exemplos da 4rea médica, o modelo

adotado originalmente no exemplo 3 foi rejeitado, e o adotado no exemplo 4, embora
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tenha sido admitido, nao foi considerado o mais indicado, conforme nosso critério. Estes
resultados servem como uma indicagdo de que é necessiria a adocio de algum critério
consistente para a escolha de uma modelo na anélise de dados de vida, e que esta escolha

nao deveria se basear apenas no que sugere a literatura para uma determinado tipo de

experimento.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Concluimos esta dissertagdo acreditando na aplicabilidade do modelo gama generalizada,
ou mais especificamente, do modelo l.g.g. estendido, no tratamento de dados de vida.

A teoria desenvolvida nos capitulos 2 e 3, juntamente com as referéncias citadas,
possibilitam o uso deste modelo nao apenas para discriminar entre outras distribuicoes,
mais como um .rnodelo flexivel de vida para o ajuste de dados.

Os problemas computacionais encontrados nio foram insuperaveis, além de j4 exis-
tirem devidamente implantados em softwares conhecidos, procedimentos para estimagao
e teste desse modelo.

Do ponto de vista pratico, um procedimento simples que deveria ser adotado quando
se desejasse escolher entre os modelos Weibull, exponencial e log-normal para ajustar
dados de vida, seria obter a maxima verossimilhanca de cada um destes modelos, assim
como a do modelo l.g.g. estendido (por exemplo no Lifereg do SAS a partir da versio
6.04), e aplicar o teste da razao de verossimilhanga para decidir sobre o modelo mais
adequado.

Sabemos contudo, que apesar do l.g.g. estendido ser um modelo bastante flexivel,
ele préprio pode nio ser um bom modelo para um determinado conjunto de dados.
Desta forma seria necessirio fazer o diagnéstico do seu ajuste antes de prosseguir na
discriminagido de outros modelos.

Finalmente, como sugestao para trabalhos posteriores, acreditamos que seria de grande

interesse a realizacao de um estudo para esse modelo, semelhante ao que foi feito para os
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modelos log-normal e Weibull no artigo de Doganaksoy e Schemee (1993), para avaliar
o grau de imprecisio de procedimentos inferenciais baseados na normalidade assintStica
dos estimadores de maxima verossimilhanga, quando comparados com os procedimen-
tos utilizando a distribuigdo assintdtica da razao de verossimilhanca. Sob o aspecto
computacional, seria importante a implantacio de proce- dimentos para a obtencao de
intervalos de confianca com base na razao de verossimilhanca, tendo em vista que estes

sao considerados por varios autores como mais precisos na analise de sobrevivéncia.
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Apéndice A

Funcao Gama e Distribuicao Beta

Apresentamos sumariamente algumas defini¢des e resultados sobre a funcio gama e
fungoes relacionadas, e descrevemos alguns membros da familia de distribuicdes beta.
Estudos mais detalhados sobre estas fungoes sao obtidos em Jonhson e Kotz (1970) e

Abramowitz e Stegun (1965) entre outros. Referéncias adcionais sao dadas em Lawless

(1982).
e Funcao Gama

A funcao gama é definida como

I(k) = /0°° W levdu k> 0. (A.1)

Alguns resultados importantes relacionados com esta fun¢ao siao dados abaixo;

P(k+1) = k[(k) k>0

2y = vr

log T'(k) (k—1/2)log k — k + (1/2)10g(27) + 13 — som + T — -

=
o~
i

(k—=1)! se k é um inteiro positivo.
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Funcao Digama e Poligama

A funcao digama é definida como

_ OlogT(k)  T'(k)

k) = = .
W(k) ok TR k>0
Definimos também as fung¢des poligama como,
0"V (k)
{n) = = .
v (k) pre n=12,.

Temos abaixo alguns resultados de interesse para estas fungdes,

U(k+1) = W(k)+L k>0

W(1) = —y=—-0.577215

W(k+1) = W(k)—1/k?

¥’'(1) = n%/6,
onde ~ é a constante de Euler.

As formulas assintéticas para W e ¥/, com k — oo, sdo

1 1 1 ]
V(k) =logh — o0 — o0 + To0m ~ 252k6
11 1 .1 1

M) = — 44— 4 =
Vb =1+sm T om 300 o

Fungao Gama Incompleta

A gama incompleta é uma fungao definida por

118



[(k.z) = (I/I’(k))/(;tu""e_“du k>0 z>0. (A.4)

Definimos também a integral gama incompleta como

Q(k,z)=1—1I(k,z). -(A.5)

Funcao Beta

A fungao beta é definida como

T'(a)T'(b)

B(a, b) = m

= B(b,a),
e A Familia Beta

A familia de distribuigées beta é formada por todas as distribuicdes com f.d.p. da

forma

1 (y—wu)Hv—y)! usy<v
B(a,b) (v —u)e+b-t a,b>0.

fly)=

Distribuicao Beta Padrao

Fazendo a transformagio X = (Y — u)/(v — u), a densidade de X é dada por

f(x) = 2711 — z)b? . (A.6)

Esta representa a distribuicao beta padrao, com parametros a e b (notagdo : B,(a,b) ).

Distribuicao Beta 1

Se X tem distribuicdo dada por A.6, entao fazendo T = X/(1 + X), obtemos a

distribuigao abaixo,
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1 ta—l
f(t):B(a,b)(l—t)a+b t > 0.

Esta é chamada distribuicio beta 1 com parametros a e b (notagao : Bj(a,b)).
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Apéndice B

Propriedades da Distribuicao
Log-Gama

Tratamos aqui da descrigdo de algumas propriedades da distribuigio log-gama (Bartlett
e Kendall, 1946), que representa a distribuicdo do log de uma distribuicio gama. Re-
feréncias e maior detalhamento teérico podem ser obtidos em Kotz e Johnson (1985).
Seja X uma variavel com distribuicio gama com um parametro cuja densidade é da
forma (1/T'(k))z*~! exp(—z), = > 0. A varidvel Y = log X tem distribuicio log-gama

com densidade

friy) = %k)exp[yk-—ey] yeER, k>0 (B.1)

Funcao de Distribuigao

A funcao de distribuicdo de uma log-gama é dada por

Fy(y) = I(k,€),

onde I(k,a) é a fun¢do gama incompleta definida em A .4,
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Demonstragao:

Fy(y) = /y ! exp[tk—et}dt

sendo u = €t.0

- ['(k)
y t
= ﬁ/_%(et)ke”‘3 dt
= F_(IIJ/O u*le~tdy

= I(k,e¥),

Funcao Geratriz de Momentos

A fungao geratriz de momentos de uma log-gama é dada por

Demonstracao:

M(t) =

M(t) = T(t + k)/T (k).

oo 1
tYy ty — €Y
E(e'r) / e I,(k)exp[ylc e¥] dy
1 / ” k) — e¥]d
03] exp [y(t + k) — e*] dy
e [ (@) eeay

[T k=) —u g
_ /Ou e~“du = It + k)/T(k),

onde consideramos que u = ¢¥. O

Momentos

O momento de otdem r da distribuicao log-gama é dado por



L DOk
E(Y") = F(i(c))’

Demonstracao:
Considere inicialmente o lema abaixo

Lema 4 - Sejam k, t > 0 e I'(.) a fun¢do gama, definida no apéndice A. Entao

OT(k+1t)  9T(k+1t)
okr - ot

Prova.
Observamos que a prova é trivial, pois existe uma dualidade entre os simbolos k e t.
Trocando a posigao destes simbolos obtemos 0 mesmo resultado. O

Podemos demonstrar a relagao B.3 conforme segue. Por defini¢ao sabemos que

8 M(t)

E(Yr) = atr |t=0-

Usando a relagio B.2 temos,

o1 (OT(k+1)
B = g5 (o)

e pelo lema 4, segue que

o1 [(FT(k+t), \ _ TO(k)
E(YT) = I‘(k)( ok "=°) =Tk

Com base neste resultado, temos que a média e a variancia da log-gama siao dadas

por,

EY)=¥(k) e Var(Y)=¥(k),

onde ¥ e ¥’ sao respectivamente as fungdes digama e trigama, definidas no apéndice A.

Distribuicao log-gama generalizada

Se Y tem distribuicao log-gama, a variavel aleatéria Z = (1/8)Y + loga tem dis-
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tribuicao log-gama generalizada, com densidade

eP

folz) = —2 {ﬂk } FEX
)= ———ex 2= —
i T (k) P af &, B,k > 0.

Esta representa a distribuigao do log de uma gama generalizada.

(B.4)



Apéndice C

O Método de Newton Raphson

Em muitas situagbes, quando desejamos encontrar o estimador de maxima verossimil-
han¢a de um parametro 6 = (6, ..., %), em um espaco paramétrico ©, através da max-
imizagao da fungao de log-verossimillhanca L*(6), nao encontramos solugdes algébricas.
Nestes casos, precisamos de um método numérico iterativo para obter o estimador de
maxima verossimilhanga 6. Descrevemos a seguir, de forma resumida, o método de New-
ton Raphson, que é bastante usado na pratica. Informacdes mais detalhadas sobre este
e outros métodos iterativos sao obtidas por exemplo em Chambers (1977) e Kennedy e
Gentle (1980).
Seja o vetor de escores, denotado por U(#), definido como

oL*(6
ue) = =0,

e a matriz de informagéo observada, I(4) dada por

0*L*() ou(6)

I(é) = _Wb:é. = _Wlezé'

Temos entao que as equagées de maxima verossimilhanca sio expressas por

U(f) = 0. (C.1)

Expandindo-se U(f)em série multivariada de Taylor até a 12 ordem, ao redor de um

ponto #y pertencente a uma vizinhaca de §, obtemos a aproximagao
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U(h) = U(bo) + &, _y.(6 — 6,)

il

U(6o) —X(60)(6 — 0).

Considerando (.1 temos,~
0 = 6o+ I(6)U(6o). (C.2)

O método de Newton-Raphson consiste em usar a equagao C.2 iterativamente para calcu-
A . . .. - . 1 A

lar o e.m.v. 0. Para isso, na primeira iteraciao, dado um valor inicial 98 )| calculamos 6,

e repetimos o processo, usando como novo valor inicial, o resultado da iteracao anterior,

65*") receber o valor de ), para j =1,2,..., até que a distancia entre

isto é, fazemos
Béj Je §U) seja desprezivel (menor que um valor pequeno, previamente estabelecido). Se
L*(8) é uma fungao bem comportada em 8, e o valor inicial 8, nao estiver muito longe

~

de d, a sequéncia de aproximagoes geradas {9("‘),m > I} 1Ira convergir para o e.m.v. 6.

126



Apéndice D

Métodos Computacionais

Existem diversos pacotes estatisticos com técnicas para tratar dados de tempo de vida.
Nelson (1990) fornece referéncias e um resumo dos principais métodos desenvolvidos
nos pacotes CENSOR, GRAFSTAT, LINDEP, SAS, STAR, STATPAC, SURVICALC,
SURVIVAL e SURVIREG. De acordo com este autor, dentre estes pacotes apenas o SAS,
o STAR, e o SURVICALC utilizam procedimentos sob o modelo gama generalizada.
De fato o SAS, médulo LIFEREG (a partir da versio 5.0)! trabalha com o modelo
l.g.g. estendido, como dado em 2.33 e 2.34, e estima simultaneamente os parametros
B =(30, 1, .-, Bs), 0 € q.

Neste trabalho optamos por fazer um programa na linguagem S-Plus versio 2.0
(Becker e Chambers, 1988) que, fornece além das estimativas de maxima verossimilhanca
dos parametros e suas respectivas variancias assintéticas, os valores da funcio Rmax(q)
(3.28), como dada em Lawless (1982).

O S-Plus é um software estatistico com diversos métodos de analise previamente de-
senvolvidos, que também pode ser utilizado como uma linguz}gem de programagao. O
modulo que trata de analise de sobrevivéncia possui apenas procedimentos nao paramétricos.
Contudo as poderosas ferramentas de programacao da linguagem S-Plus, que suporta a
programagdo orientada para objetos, possibilitaram o desenvolvimento de programas que

trabalham com o modelo paramétrico que estudamos. As rotinas elaboradas nesta lin-

'Foram encontrados resultados inconsistentes no ajuste de dados sob este modelo, na versio 6.03 do
SAS, divergindo dos resultados obtidos pelo SAS versio 6.04 e 6.08
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guagem utilizam manipulagoes de matrizes e aritmética vetorial, ao invés de lagos (loops)
comumentes usados em linguagens estruturadas. visando otimizar o tempo de execugao
dos procedimentos e a memdria utilizada, além de reduzir sensivelmente o nimero de
operagoes criadas. Todas os calculos foram realizadas em dupla precisio e foram consi-
deradas 14 tasas decimais para os valores calculados.

O programa principal calcula especificamente os estimadores de maxima verossimi-
lhanga do modelo de regressao l.g.g. estendido para ¢ # 0 (para g = 0 usamos os re-
sultados do SAS - LIFEREG, versao 6.08 sob o modelo log-normal). Isto é feito através
do método iterativo de Newton Raphson (ver apéndice C), que usa as derivadas de 1°
e 22 ordem da log-verossimilhanca, dadas na seciao 3.3.2. Para cada valor fixo de qo
programa realiza um processo iterativo para obter as estimativas ﬁ(q) e d(g). Os valores
adotados para inicializar o primeiro processo iterativo sao as estimativas de minimos
quadrados ordinarios do modelo logt; = x;8 + 02, sob toda a amostra (i = 1, ey 1),
tratando igualmente os tempos de falha e de censura. Para os demais processos. os val-
ores iniciais usados sao os resultados obtidos na maximizacio anterior. Dado o nome do
arquivo contendo os dados, o nimero de covaridveis, e uma faixa de valores adequada-
mente escolhida para q, os principais resultados fornecidos por este programa sio, uma
tabela com os estimadores de B e o e as respectivas verossimilhangas obtidas para a
sequencia de valores de q, os estimadores de maxima verossimilhanca globais B ed,ea
matriz de variancia assintodtica (o inverso da matriz de informagao observada para 3 e 6,
condicionada ao valor de ¢ = §). Na tabela fornecida, cada linha representa o resultado de
um processo de maximizagao da log-verossimilhanga para um dado q. Apds encontrados
os e.m.v.’s globais, sao calculados os valores de Rpax(q), € incluidos na tabela. Com estes
resultados podemos construir o grafico de Rmaxfq) versus ¢ que ilustra principalmente a
possibilidade de escolha entre o modelo Weibﬁll e o log-normal, e com o seu contorno
podemos obter um intervalo de confianga aproximado para q.

Para os dados utilizados no capitulo 4 o método iterativo de Newton Raphson geral-

mente apresentou convergéncia em no maximo 5 iteragdes, e as dificuldades encontradas
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na convergéncia foram devido aos ‘valores iniciais atribuidos ao parametro q, principal-
mente quando estes encontravam-se distantes do ponto maximizando a verossimilhanca.
Estas ocorréncias estao de -acordo com a teoria deste método iterativo.

Foram elaborados tam'bém na linguagem S-Plus, outro; programas que fornecem os
graficos apresentados no corpo da tese. Mostramos a seguir, o programa principal com

comentdrios (procedidos do simbolo #), para facilitar o seu entendimento.



# Nome do programa : lgama.s

# 0 objetivo principal deste programa e calcular os estimadores A
# de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo Log-gama
# generalizada estendido, conforme parametrizacao dada em Farewell

# e Prentice(1977).

if(search()[[S]]!="d:/jon/survival/_Data")attach(”d:/jon/survival/_Data",pos=5
if (dev.cur()==1 && dev.cur()!'=3) vga()

# ENTRADA DE DADOS
# Para cada Eonjunto de dados preciso modificar :
# - 0 nome do arquivo com os dados : ’dados.dta’

# - 0 numero de covariaveis : s

B
s <- 5
p<-s+i

coluna <- s+2
dados<-matrix(scan(’dados.dta’),byrow=T,ncol=coluna)
tempo <- dados[,1] ; n<- length(tempo)
falha <-dados[,2]
Covariaveis
X<—NULL'
if (s>0)
{ X <- dados[,3:coluna]
X <- as.matrix(X) }

xo <- rep(1i,n) ; X<-cbind(xo,X)
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#Discriminando dados de falha e de censura.

tf<-tempo[falha==1]
tc<-tempo[falha==0]
nf<- length(tf)
if (s>0)
{Xf<-X[falha==1]; Xf<-matrix(Xf,ncol=p)
Xc<-X[falha==0]
}
nc<- length(tc)
if (nc>0)
{ if (s>0)
{ Xc<-matrix(Xc,ncol=p)
}
yc <- log(tc)
}
if(nc==0)
{Xc<-0; yc<-01}
yf <- log(tf)
y <- log(tempo)

# Funcao w = (y-xb)/s
gw <- function(py,pbeta,ps,pX)
{if ( length(py) <=1) 0

else

{ Xbeta <- pX/*Ypbeta
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(py - Xbeta)/ps
3

# Funcao Q (gama integral incompleta)
Q <- function(pk,px){ i-pgamma(px,pk) }
# Funcao de densidade da Log-gama generalizada

fdp <- function(pq,ps,pw)
{ if (pq == 0) dnorm(pw,0,1)/ps
else
{ k <- pq "(-2)
r <- pq*pw
const <- (abs(pq)*(k~k))/(ps*gamma (k))
const*exp( k * (r - exp(r)))
}
¥

# Funcao de sobrevivencia

fs <- function(pq,pw)

{ if (pq == 0) sobre <- (i-pnorm(pw,0,1))
4 else

{ k <- pq “(-2)

Qv <- Q(k,k*exp(pg*pw))

if (pq > 0) {sobre <- Qv }

if (pq < 0) {sobre <- (1-Qv) }
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sobre

}

# Funcao de log-verossimilhanca

logl <- function(pq,ps,pwfalha,pwcensura)
{ logLf <- sum(log(fdp(pq,ps,pwfalha)))
loglc <~ 0
if (nc > 0) { loglc <- sum(log(fs(pq,pwcensura))) }
logLf + logLc

# Derivadas da funcao de log-verossimilhanca com respeito

# aos parametros Beta=(b0,...,bp), e sigma.

derivaf<- function(pq,ps,pwf,pXf)
{ eqwf <- as.vector(exp(pq*pwf))
pwf <- as.vector(pwf)
82 <- ps”2
invsq <- 1/(ps*pq)

# 1.1. Primeiras derivadas
# Beta
dBf <- (-invsq) * t(pXf([,1]) %*% (pXf * (1-eqwf))

# Sigma
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dsf <- (-invsq)* sum(pq+pwf-(pwf*eqwf))

# 1.2. Segundas derivadas

# Beta2
d2Bf <- (-1/s2)*( t(pXf) %*Y% (pXfreqwf) )
# Sigma?2
d2sf <- sum( ( 1/ (pg*s2) ) =*( pq+2*pwf-2*pwf*eqwf-(pwf~2)*eqwf*pq ))
# Beta e Sigma
d2Bsf <- (1/(pq*s2))* ( t(pXf[,1]1) %*% ( pXf-(pXf*eqwf)-(pq*pXf+puf*equf) )

# Vetor de primeiras derivadas para tempo de falha

Utetaf <<- rbind(t(dBf),dsf)

# Menos a matriz de 2a’s derivadas para tempos de falha

Iobsf <<- - cbind(rbind(d2Bf,d2Bsf),rbind(t(d2Bsf),d2sf) )
X
# 2. Derivadas para tempos de CENSURA :

derivac <- function(pq,ps,pwc,pXc)
{ pwc <- as.vector(pwc)
k <- pq~(-2)
s2 <~ ps~2 '
m <- as.vector(k*exp(pwc*pq))
Qinv <- Q(k,m)"(-1)
1Qinv <- (1-Q(k,m))"~(-1)
dQm <- (-1/gamma(k))*m" (k-1)*exp(-m)
d2Qm <- exp(-m)*(m~(k-2))*(m-k+1)/gamma (k)
if ( pq > 0)
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{ dlogSm <- Qinv * dQm

d2logSm <- Qinv*d2Qm - (Qinv~2)*(dQm~2)
¥
if (pq < 0)
{ dlogSm <- 1Qinv *(-dQm)

d2logSm <~ 1Qinv*(-d2Qm) - (1Qinv~2)*(dQm~2)
}
dMB <- -(pq/ps)*m*pXc
d2MBs <- (pq/s2)*( m*pXc + pq*m*pwc*pXc)
dms <- (-pq/ps)*m*pwc
d2ms <-(pwc*m*pq)*(2+pwc*pq)

# 2.1. Primeiras derivadas

# Beta

dBc <- dlogSm %*% dMB
# Sigma

dsc <- sum(dlogSm*dms)

# 2.2. Segundas derivadas

# Beta2

d2Bc <~ matrix(nrow=p,ncol=p)

for (j in (1:p))

{for (1 in (1:p) )
{if (j <= 1)
{d2mb <- (1/k*s2)*(pXc[,jI*pXc[,1]*m)
vetor2 <- d2logSm*dMB[,j]*dMB[,1] +(dlogSm*d2mb)
d2Bc[1,j] <- sum(vetor2)
d2Bc[j,1] <- d2Bc(1,j]
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}

}

}

# Beta.Sigma

d2Bsc <- ( (d2logSm*dms)%*%dMB ) + (dlogSmil*%d2MBs)
# Sigma?2

d2sc <~ (d2logSm %*% t(dms~2)) + (dlogSm%*%t(d2ms))

# Vetor de primeiras derivadas para tempos de censura

Utetac <<- rbind(t(dBc),dsc)

# Menos a matriz de 2a’s derivadas para tempos de censura

Iobsc <<- -cbind(rbind(d2Bc,d2Bsc),rbind(t(d2Bsc),d2sc))
}

# 0 Metodo Iterativo de Newton Raphson

nraphson <- function(qo,betaO,sigmaO)
{ i<- 0 ; q<- q0

beta <- betald

sigma <- sigma0

tetal <- c(betal,sigma0)

teta <- 1.01xtetal

while (max(abs(tetal-teta)) > 10e-4)
{1 <= i+t

wf <<- gw(yf,beta,sigma,invXf) #( invXf =1000/Xf)

derivaf(q,sigma,wf,invXf)

if (nc>0)
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{wc <<- gw(yc,beta,sigma,invXc) #(invXc =1000/Xc)
derivac(q,sigma,wc,invXc)
Uteta <~ Utetaf + Utetac
‘ Iobs <- Iobsf + Iobsc
N .
if (nc == 0)
{wc <- 0
Uteta <- Utetaf
Iobs <- Iobsf
}
Iobs
Iobsinv <- solve(Iobs)
teta <~ tetatl
if (length(teta) !=length(tetal)) stop("numero 1")
if(ncol(Iobsinv) !=length(Uteta)) stop(''numero 2")

# x*x*xx%>> Principal procedimento do Newton Raphson

tetal <- teta + Iobsinv %*) Uteta
beta <- tetail1:p]
sigma <- tetal[p+1]
print(cat("i= ",i,"q : ",q,"beta : ",beta,"sigma : '",sigma,"\n",
"Vt. Escores : ", Uteta,"\n"))
if (sigma < -1) stop("sigma<-1")
}
var.ass <<- Iobsinv
loglmaxq <- logL(q,sigma,wf,wc)
list(q=q,betag=tetai[1:p], sigmaq=teta1[p+1],longaxq=loéLmaxq)
}
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# Funcao para calcular o maximo global de teta

maxteta <- function(qseq,betal,sigma0)
{ lista <-"NULL
for (q in gseq)
{ nr <- nraphson(q,beta0,sigma0)
1li <- c(q,nr$betaq,nr$sigmaq,nr$loglmaxq)
lista <~ rbind(lista,li)
beta0 <- nr$betaq ; sigma0 <-nr$sigmaq
}
logl <- listal,s+4]
maxlogl <- max(logL)
maxq <-lista[loglL==maxlogL,1]
maxbeta <-lista[logLl==maxlogL,2:(s+2)]
maxsigma <-1ista[logL==maxlogL,(s+3)]
Rmax <- exp(logL-maxlng)
Lamb <- -2x*log(Rmax)
lista <<- cbind(lista,Rmax,Lamb)
nraphson(maxq,maxbeta,maxsigma) # Para obter a var.ass do tetamax.

list (maxq=maxq,maxbeta=maxbeta,maxsigma=maxsigma,maxloglL=maxlogL)

# Valores iniciais para o metodo iterativo: betal e sigmal .

# "qs" e uma sequencia de valores dados.

qs <- seq(ql,q2,by=passo)
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reg <- lm(y ~ X[,2:p])
betal0=coef(reg)
sigmaO=sqrt (anova(reg)$'"Mean Sq"[2])

maxtéta(qs,betao,sigmao)
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