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|
/ RESUMO

Construimos modelos genéricos deSéritos por equagdes diferenciais parciais para
problemas de dindmica populacional intraespecificos com difusdo densidade-dependente ,
coeficientes de decaimento populacional e/ou taxa intrinseca de reprodugido de Malthus que
podem variar com o tempo, € campo de velocidades associados a processos migratorios ou
convec¢do induzida por quimiotaxia que podem apresentar também variagdes temporais. Os
M '#odos de Galerkin - Elementos Finitos de primeira e segunda ordens - Crank-Nicolson, sdo
desenvolvidos, neste caso, para problemas parabolicos lineares e ndo lineares especificos, €
sdo apresentadas ilustragdes com os resultados de diversas simulagées numéricas. Sdo
realizados dois exemplos de aplicagdes a problemas de dispersdo do bicudo do algodoeiro,
sob hipoteses que sdo consistentes com os modelos que os descrevem e com os dados que

foram obtidos. Sdo demonstradas existéncia e unicidade da solu¢do fraca para o problema

variacional no caso linear e discutidas condi¢Ges de convergéncia dos métodos utilizados.

~ Sdo tratados também, através dos mesmos codigos numéricos, sistemas
int‘krespeciﬁcos (com enfoque para o caso em que duas espécies estdo presentes)
considerando a difusibilidade densidade-dependente e variagdes temporais nos coeficientes
citados acima . Sdo realizadas algumas simula¢gdes numeéricas, comentadas, e ilustradas

atﬁavés de figuras.



| INTRODUCAO

O grupo de Biomatematica do IMECC-UNICAMP ¢ composto de varios
professores orientadores e alunos pesquisadores em iniciagdo cientifica, mestrado e
dputorado que trabalham com modelagem matematica. Muitos trabalham (ou ja
concluiram seus trabalhos) em dinamica populacional onde a populagdo pode ser uma
determinada bactéria, um certo tipo de célula, uma espécie de animal, substancias
quimicas, etc. Os problemas aplicados podem ter origem na area de agricultura, saude,
ecologia, toxicologia e outras. Problemas onde o interesse maior esta focalizado no
comportamento de uma espécie s3o chamados intraespecificos e, quando o interesse esta

calizado no comportamento de duas espécies ou mais, sdo chamados interespecificos.

\ N . .. .. . N . . .
| As equagdes diferenciais ordinarias € os sistemas de equagdes diferenciais

rdinarias tém sido utilizados tradicionalmente como ferramentas da modelagem
atematica de problemas de dindmica de 'p'opulaqées e muitos pesquisadores recorrem a
ste tipo de modelagem com tratamentos diversos. Mais recentemente se encontram
lguns trabalhos que incluem as equagdes diferenciais parciais e os sistemas de
‘quagc”)es diferenciais parciais a fim de melhorar a modelagem matematica de certos
fenﬁmenos biologicos. |
O problema € que as equagdes diferenciais ordinarias e os sistemas de equagdes
hiferenciais ordinarias supdem uma homogeneidade no problema quando analisado sob
o ponto de vista espacial (geografico). Ora, a simples observag¢do do comportamento de
}vérias espécies em seus habitats leva-nos a modelar fenémenos de difusdo e migracao
bm nossos problemas - logo, trabalhar com equagdes diferenciais parciais.
Equagdes e/ou sistemas de equagdes diferenciais parciais do tipo parabolicas tém sido
utilizadas por matematicos com o objetivo de descreverem problemas de dindmicas
jpopulacionais.
O trabalho de Skellam® de 1951 ¢ talvez o precursor da introdugdo de processos de
dispersdo populacional as fungdes classicas da dindmica vital, além de introduzir
também fenOmenos migratorios.
;Neste sentido o grupo orientado pelo Prof. Dr. Jodo Frederico C.A. Meyer do IMECC
ﬁtem procurado modelar fenomenos difusivos, migragio, mortalidade, presenca de fontes

ou sumidouros, efeitos de interagdo entre as espécies presentes, entre as especies € seu



habitat, e outros, descrevendo seus problemas em forma de uma, ou mais de uma,
equagdo diferencial parcial.

Kareiva®, em 1983, fez uso de uma equagio diferencial parcial para classificar espécies
de acordo com sua capacidade de dispersdo e a utilizou para estimar coeficientes de
difusdo. S3o equagbes que se aplicam a curto prazo. A longo prazo verificam-se a
necessidade de se incluir componentes que modelem o carater evolutivo do fendmeno, e
que descrevam, além da dinidmica vital, por exemplo processos migratorios sazonais (ou
seja, que variam com o tempo), ou comportamentos que dependam da densidade
populacional (0 que chamamos de densidade-dependentes). Ou seja, incluir variagdes
espaciais, temporais € densidade—dependéncia nos coeficientes e fungdes da equagdo
diferencial. Quando dependéncias da densidade estdo presentes, seus efeitos podem ser
mascarados por variagdes temporais e espaciais, estocasticidade do meio ambiente €

outros (Cosner®).

Sob o ponto de vista da mateméticé as hipoteses citadas podem levar a fungdes
fortemente descontinuas ou ndo diferenéiéveis, que obrigam a tratar o problema em
espagos mais amplos que incluam tais fungdes. Além disso, a hipotese de densidade-
dependéncia leva a ndo linearidades nas equagbes sugerindo o desenvolvimento de
esquemas numeéricos de aproximagéo de solugdes.

O objetivo de alguns pesquisadores do grupo € realizar o estudo tedrico deste tipo
genérico de equagdo (e de sistemas), propondo inclusive, quando necessario, a
utilizagdo de codigos de aproximag@io numérica. O tratamento destas equagdes via
Meétodo de Galerkin em conjunto com o Método dos elementos finitos e o Método de
Crank-Nicolson, fornece uma solugdo apfoximada que indica a variagdo da populagdo

ao longo do tempo.

A total inexisténcia de trabalhos na area de Ecologia Matematica com este
tratamento matematico, aliada a caréncia de publicagbes de resultados que permitam
avaliagbes qualitativas e quantitativas destes tipos de problemas demonstram a

contribui¢do dos trabalhos realizados.

No caso de modelos intraespecificos, o presente trabalho contribui com o estudo
teorico deste tipo de equagdo introduzindo hipéteses de difusdo densidade-dependente,
difusdo variando geograficamente, e variaghes sazonais tanto no coeficiente de
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decaimento devido a uma possivel hostilidade vinda do meio ambiente, como no campo
velocidades que descreve processos migratorios.
ambém constitui uma contribui¢do o exemplo de aplicagdo do estudo da dispersdo do

icudo em lavouras de algodao.

Para modelos interespecificos, o presente trabalho contribui com toda a
rmalizagdo da Modelagem Matematica e Modelagem Numérica de problemas de duas
spécies com difusio densidade depehdente e variagdes sazonais nos mesmos
oeficientes citados anteriormente. Foram também realizadas simulagdes numéricas
ara a obtengdo de solugdes aproximadas de problemas de duas espécies nos casos de

ifusdo constante e difusdo densidade dependente.
Os objetivos principais do presente trabalho sio:

- Desenvolver codigos numéricos precisos através dos métodos citados e aplica-los em
odelos gradativamente sofisticados, a fim de fornecer material didatico de consulta
os que estdo trabalhando na area de dindmica populacional.

- Trabalhar com variagio temporal nos coeficientes de decaimento devido a hostilidade
do meio ambiente e nas fungdes que definem os campos de velocidades que
jrepresentam processos migratorios.

53- Trabalhar com o coeficiente de difusdo densidade-dependente.
24- Estudar questdes de existéncia e unicidade de solugdes e convergéncia de processos
jnuméricos.

'5- Procurar aplicar os modelos em problemas reais.

No Capitulo 1 sdo introduzidos diversos modelos, classicos e mais recentes, que

' descrevem problemas populacionais intraespecificos considerando variagdes temporais

e geograficas.

O Capitulo 2 inicia com a definicio de um problema populacional
intraespecifico genérico que visa modelar fendmenos de dispersdo, transportes
‘ induzidos e/ou migratérios, decaimento devido a hostilidade do meio ambiente e
| dindmica vital de Malthus. A equagdo diferencial parcial resultante € linear, a qual sdo

aplicados os Métodos de Galerkin, elementos finitos de primeira ordem e Crank-
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Nicolson, resultando em um modelo discreto dado por um conjunto de N equagdes
algébricas lineares. S3o demonstradas condi¢bes de existéncia e unicidade da solugdo
fraca do problema variacional e introduzidos, no final do capitulo, alguns comentarios

sobre convergéncia.

O problema da dispersio do bicudo do algodoeiro no Estado de Sao Paulo
durante a década de 80 é exposto no Capitulo 3. E apresentada uma equagdo que
descreve o problema e as solugdes aproximadas calculadas através dos métodos do
Capitulo 2 sd3o apresentadas através de ilustragdes. Sdo feitas diversas consideragdes a
respeito do problema real e a sua interpretagdo através da linguagem matematica.
Também neste capitulo, como exemplo de aplicagdo dos resultados do Capitulo 2, €
analisada a dispersdo do bicudo em uma éarea de plantio. Os resultados sdo comentados

e ilustrados através de figuras.

O Capitulo 4 apresenta um modelo intraespecifico com difusdo densidade-
dependente. A equagdo diferencial parcidl resultante é n3o linear e a aplicagdo dos
métodos numéricos (com elementos finitos de segunda ordem) resulta em um sistema de
equacdes algébricas ndo lineares.

E introduzido um exemplo de aplicacdo e sdo realizadas diversas simulages numéricas
com ilustragdes que permitem observar a dispersao populacional em alguns casos:
difusdo pura e constante, difusdo e migragdo, presenga ou ndo de fontes, difusio

densidade-dependente, decaimento variando ou ndo com o tempo € outros.

No Capitulo 5 sd@o introduzidos os problemas interespecificos. Uma pequena
parte aborda os sistemas com homogeneidade espacial, ilustrando com figuras os
diversos tipos de intera¢des entre duas espécies.

A fim de aplicar o Método de Galerkin com o método dos elementos finitos de segunda
ordem e o Método de Crank-Nicolson a sistemas interespecificos, € introduzido um
sistema de equagdes que descreve um problema populacional onde estdo presentes
apenas fendmenos de dispersdo (difusdo pura), decaimentos devido a hostilidade do
meio, fontes, dinamicas vitais malthusianas e termos de interagbes entre as espécies

(que sdo os unicos termos n@o lineares presentes no sistema).



do realizados diversos ensaios considerando primeiramente todos os coeficientes
resentes nas equagdes constantes, € depois definindo, como no Capitulo 4, os

oeficientes de decaimento devidos a um meio hostil variando com o tempo.

O Capitulo 6 aborda também sistemas interespecificos descritos por equagdes de
ea¢do-difusio e um sistema interespecifico com difusdo densidade-dependente
onsiderando o caso onde estdo presentes duas espécies distintas. As equagdes sdo bem
erais procurando descrever todos os fendmenos abordados nos capitulos anteriores.

Sdo realizados alguns ensaios considerando os coeficientes de difusdo das duas espécies

dependentes das densidades populacionais a fim de se comparar os resultados com

aqueles obtidos no Capitulo 5.



Capitulo 1: Da dependéncia temporal a dependéncia espago-temporal.

§1.0 Introdugao.

Em uma grande variedade de aplicag3es, deseja-se prever o crescimento futuro,
ou declinio, da populagdo de uma determinada espécie. Pode-se estar interessado,
dependendo do tipo de situagdo, em populagdes de bactérias, ou insetos, ou mamiferos.
Equagdes similares também descrevem muitos tipos de fendmenos, tais como explorag@o

de recursos organicos renovaveis, epidemias, reagdes quimicas, € outros.

Seja N(t) a populagdo de uma dada espécie no instante t. O Modelo de Malthus
(Bassanezi & Ferreira Jr.%), que em 1789 enunciou um principio inovador, supde que a

variag@o de N(t) € proporcional ao valor de N, ou seja,

N _
dt

onde r indica a taxa de crescimento ou decaimento dependendo do seu sinal. Supondo

N (1.0.1)

r > 0 e impondo a condigio inicial

N(0) = No, (1.0.2)
obtém-se:
N(t) =Nee"". (1.0.3)

Portanto o modelo de Malthus com r > 0 prediz que a populagdo crescera
exponencialmente no tempo. A figura 1.0.1 apresenta algumas solugdes para diversos

valores de Np.



.
—

t,
igura 1.0.1 Crescimento exponencial N x t para o Modelo de Malthus.

Sob condigGes ideais a equagdo (1.0.3) descreve de modo bem preciso o
rescimento de muitas populagbes, a0 menos quando sdo considerados pequenos
eriodos de tempo. Entretanto, é Obvio que tais condigdes ndo permanecem
indefinidamente; eventualmente, limitagdes no espago, no suprimento de comida ou
outros recursos modificardo o valor de r e irdo alterar a taxa de reprodugdo € o
crescimento deixara de ser exponencial. Nesse caso o crescimento dependera da propria
populag@o, que se auto-inibe. Substitui-se entdo, na equagdo (1.0.1), a constante r por
'uma fun¢do f{N) que € chamada de taxa intrinseca de reprodugéo da espécie, e obtém-se

;a equacdo modificada:

TN (1.0.4)
| Para que f{N) possa descrever as limitagdes citadas, impdem-se algumas
condigdes a fungdo f{N):

1. Existe k > 0 tal que f(k) = 0, f (k) <0 e £ (N) < 0 para todo N > k (1.0.5)
2. Existe “a” tal que 2 f (N) + N £ (N) < 0 para todo N € (a,k). (1.0.6)

% Define-se entdo o que se chama de crescimento populacional do tipo logistico.

|



N,k
N@) = g ) 1.0.9
® N, +(k—=N,)e™ ( )

O modelo de Verhulst foi utilizado, muito satisfatoriamente, na estimativa de
populagdes humanas, como por exemplo para as populagdes da Franga, Canada e
Estados Unidos. Os resultados e discussdes provenientes destas pesquisas $30
encontrados em Braun, Coleman & Drew ®. Em 1930 R. Pearl demonstrou que o modelo
fornece uma boa aproximagio testando dados experimentais para populagdes de moscas
de frutas (Drosophila melanogaster). Em 1935 o bidlogo matematico G.F.Gause usa o
modelo de Verhulst no estudo de populagdes de outros insetos (Braun, Coleman &
Drew®). O modelo foi aplicado também ao crescimento natural de populagdes de alguns
tipos de peixes que ocorrem em certas areas do Oceano Pacifico. No caso N(t), medido

em quilogramas, representa a massa total ou biomassa da populagio no instante t.
® Modelo de Gompertz.

Outra equagdo também usada para descrever crescimentos populacionais € que

tem a forma (1.0.4) é a equagio de Gompertz

dN _ B k
i F(N)=Nf(N)=1N ln(N). (1.0.10)

Em 1938, Gompertz usou esta equagdo para descrever o crescimento de tumores
solidos, assumindo que a taxa de crescimento diminui - mas nio linearmente - com o
aumento da massa celular. A fungdo f{IN) satisfaz as condi¢des (1.0.5) e (1.0.6), portanto

a equagdo de Gompertz define um modelo de crescimento do tipo logistico, com a

fungio IN versus N ilustrada na figura 1.0.5.

dt
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dN/dur
K/e

|

Jigura 1.0.5 Representagdo grafica da equacdo de Gompertz.

A figura 1.0.6 descreve solugdes tipicas deste modelo para diferentes valores da

A

N

|
cJondicio inicial Np .
|
|
|
|

((m7

|
| .

t

Figura 1.0.6 Representagdo grifica de solugdes do modelo de Gompertz.

® Exploragio de recursos renovaveis.

A populagdo N(t) de uma determinada espécie de peixe numa dada area do

oceano pode ser descrita pela equagdo logistica (1.0.7).
Embora seja desejavel utilizar esse tipo de alimento, € intuitivamente claro que, se uma
grande quantidade de peixe € pescada, a populagdo sera reduzida abaixo de niveis

suportaveis, e, possivelmente a populagdo sera levada a extingdo. Para um dado nivel de
|
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esfor¢o de pesca desejado, é razoavel assumir que a taxa na qual a populagdo € pescada
deve depender da populagdo N; quanto mais peixe ha, mais facil sera pesca-los.

Supde-se entdo que a quantidade pescada é dada por Y = EN, onde E € uma constante
positiva, com unidade 1/tempo, que mede o esforgo feito para pescar a dada espécie de

peixe. Para incluir este efeito, a equag@o logistica € substituida por:
211:;(1-5)1\1-51\1. | (1.0.11)
dt k

Esta equagdo ficou conhecida como Modelo de Schaefer apos o bilogo M.B. Schaefer
té-la aplicado a populagdes de peixes.

A taxa intrinseca de reprodugdo, neste caso dada por

£(N) = {1 —E-Ej, (1.0.12)
k r
satisfaz as condi¢des (1.0.5) e (1.0.6), e o grafico de % versus N esta representado na

figura 1.0.7 indicando um crescimento populacional do tipo logistico.

anvar b

Kri4(1-EfrY

K/2(1-E/r) \<(1-E/r) N

Figura 1.0.7 Representacio grafica da equacdo de Schaefer.

® Modelo de Bassanezi e Meyer.

O modelo, desenvolvido por Bassanezi, R.C. e Meyer, J.F.C. em 1980, € descrito

por:

12



N com ryuma constante positiva, paraQ<N <N, (fasel)
dN _ (1.0.13)

dt

N (N— 1'ok)z (N? +Kk(2N, -k) - 2NN, para N, <N (faseIl)
S

e visa facilitar a escolha de uma estratégia para a exploragdo de recursos renovaveis

sujeitos a restrigdes ambientais.

crescimento da populagdo o que corresponde a um desenvolvimento malthusiano com
coeficiente de reproducdo constante, ro. Na fase Il o crescimento € inibido e o coeficiente
de reprodugdo aproximado por um polindmio de segundo grau. O modelo objetiva
principalmente adaptar o ponto de inflexdo, que corresponde ao ponto de maximo no
1

grafico ;lg versus N, a fatores ambientais. As solu¢des sdo, qualitativamente, analogas
t

as solu¢oes do modelo de Verhulst.

»

Y

T
Figura 1.0.8 Solugdo do modelo de Bassanezi ¢ Meyer.

" ® Efeito Alee ou depressio endogiamica em problemas genéticos.

A populagio de algumas espécies apresenta um comportamento singular. Se o
- numero de individuos da populagdo esta abaixo de um certo valor critico, que
“ representa-se por L, a espécie ndo consegue reproduzir-se com sucesso € a populagdo

vai a extingdo. Entretanto, quando o nimero de individuos da populagdo estd acima
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deste valor L, ocorre crescimento populacional, crescimento esse que ndo ultrapassa a
capacidade de suporte do meio ambiente, indicada por k. A maneira mais simples de

modelar o Efeito Alee € introduzir na equagio do modelo de Verhulst, (1.0.7), outro

fator que tera o efeito de tornar 9N negativo quando N é grande, ou seja,
dt

N _( NY, N -
@ r(l k)(l L)N’ (1.0.14)

N(0)=N,,
onder>0e0<L <k

O grafico de %N_ versus N é mostrado na figura 1.0.9. Neste caso, existem trés pontos
t

criticos N = 0, N = L e N = k, correspondentes a trés solugdes de equilibrio

®,(t) =0,0,(t) = L,®,(t) = k, respectivamente. As solucdes D, (t) e D,(t)sdo estaveis

e®,(t) ¢ instavel.

A
dN/dt

N, L Ny K N

Figura 1.0.9 Representacdo grifica de AN versus N.
dt

A figura 1.0.10 apresenta algumas solu¢bes do modelo para diversos valores da
condig@o inicial. Os valores N; e N, representam pontos de inflexdo do grafico de N(t)

versus t.

14
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e — & ®=0

| igura 1.0.10 Solugdes qualitativas para o modelo (1.0.14).
Aparentemente um modelo deste tipo aproximou a populagio de pombos
iajantes, a qual esteve presente em grande numero nos Estados Unidos até o final do
século XIX. Esta populagdo foi sistematicamente cagada por esporte e para fins
alimenticios. Em conseqiiéncia, seu numero foi drasticamente reduzido por volta de
1880. Infelizmente 0 pombo viajante parece conseguir procriar satisfatoriamente somente
‘quando ha uma alta concentragdo de individuos em sua populagdo, o que corresponderia
a um valor alto para L. Embora um numero razoavel de passaros tenha sobrevivido nos
ultimos anos, tal nimero ndo foi suficiente para evitar sua extingdo. O altimo exemplar
da espécie morreu em 1914. O declinio rapido da populagdo de pombos viajantes nos
Estados Unidos, de um niimero razoavelmente grande a extingdo numa escala de tempo
'n3o maior que trés décadas, foi um dos fatores que contribuiram para conscientizar a

populagdo para o problema da conservagdo das espécies animais naquele pais.

: ® Modelo de Ludwig.

Para encerrar esta breve introdugdo, aborda-se o modelo introduzido por Ludwig
et al *'. O modelo foi desenvolvido em 1978 para descrever a dindmica populacional de
uma lagarta (spruce budworm) que, com uma eficiéncia feroz, ataca as folhas dos

- balsamos no Canada. A equagdo do modelo € dada por:

15



%:Nf(N’)_p(N), (1.0.15)

onde N representa a populagdo de lagarta. O termo p(N) representa uma predagdo,
geralmente por passaros. Quando N é suficientemente grande a predagéo ¢ saturada.
Existe um valor limiar aproximado N. , abaixo do qual a predagdo ¢ pequena, enquanto
que, acima deste valor, a predagdo se aproxima do seu valor de saturagdo. Quando a
densidade populacional N ¢ muito pequena, os passaros tendem a procurar Outro
alimento e portanto o termo de predagao cai rapidamente. A forma de p(N) sugerida por

Ludwig e outros em 1978 é dada por:

BN?
=—, 1.0.16
p(N) TN ( )
Considerando na equagdo (1.0.15) uma dinamica vital verhulstiana, tem-se:
2
idI‘I—=r,BN - N BN (1.0.17)
dt ky; ] A+N?

A fim de entender as implicagdes da equagdo (1.0.17) analisa-se o©

dN A
comportamento de ry versus N que pode ser representado por uma das trés curvas

ilustradas na figura 1.10.11.

dhvdt

N

Figura 1.0.11 Representagoes graficas da equagdo (1.0.17) para diversos valores de 15.
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Pode-se verificar facilmente, comparando as figuras 1.0.11 e 1.0.2, que o modelo
(1.0.17) define um crescimento do tipo logistico. A literatura fornece um estudo
detathado e muito interessante deste modelo (Murray ** ou Ludwig et a/ !, 1979).
Através da analise de estabilidade dos pontos de equilibrio - pontos que anulam a
equagdo (1.0.17) - o estudo propde uma forma de controle da lagarta, evitando sua

explosdo populacional.

Todas as equagdes apresentadas até aqui descrevem modelos que consideram a
populagdo N variando apenas com o temp'o, t. Isto significa que a populagio é uniforme
quando analisada do ponto de vista espacial. No entanto, pode-se justificar a ndo-
homogeneidade espacial da densidade populacional até pela simples observagdo do
comportamento de diversas populagdes em seus habitats. Considerando uma
determinada regido onde ocorrem divefsas configuragdes geograficas (planicies e

restas por exemplo), observa-se que uma mesma espécie altera sua difusdo
d:bpendendo de onde ela se encontra na regido analisada. Diversos pesquisadores, entre
eres Carl %, 1971, Gurney & Nisbet *, 1975 Gurtin & MacCamy *, 1977, observaram
que migracdo e dispersdo podem ser utilizados no equilibrio populacional de certas
qspemes animais. Quando atingem uma dada densidade populacional, pequenos grupos
rfugram para regides muitas vezes mais desfavoraveis ou nas quais se expdem a predagio
#tensnva. Fendmenos de dispersdo, de convecgdo dirigida por fatores associados a
duimiotaxia, meio-ambiente ndo uniforme, estdo presentes em quase todo o tipo de
sopulacées existentes na natureza, e, todos eles levam a considerar-se a variag@o espacial

na densidade populacional.

Introduz-se a seguir os conceitos basicos dos modelos espacialmente dependentes e as

equacbes diferenciais parciais que descrevem alguns desses modelos.
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§1.1 Dependéncia espago-temporal: resultados historicos e recentes.

A equagdo da conservagio, em suas varias formas, ¢ a mais basica formulagdo
através da qual sio descritas as mudangas na distribuigio espacial de uma ou mais
populagdes. Em um contexto bioldgico, u representa ou a populagio de uma dada

espécie, ou sua densidade populacional, e a equago da conservagéo para u € dada por:

Z—l:—fV.J—F(u,x,t):O. | (1.1.1)

A dedugio da equagdo (1.1.1) encontra-se no Apéndice 1. O vetor J é o fluxo da

populagdo e, conforme o Apéndice 1, sua forma mais ampla € dada por:

J=uV +uaVy-aoVu, (1.1.2)
onde o vetor V representa um campo de velocidades, v € uma fungdo que representa
uma fonte de atragdo da populagdo, a é um coeficiente de proporcionalidade € o € o

coeficiente de difusdo da popula¢do u. Substituindo-se (1.1.2) em (1.1.1) tem-se:

% V.(uV +uaVy - aVu) - F(u, t, x)= 0. (1.1.3)

Na equagdo (1.1.3), o termo de fonte F, em um contexto biologico, pode
representar entre outros fendmenos, a dinamica vital da populagdo ou uma hostilidade do

meio - predagd@o por exemplo - ou as duas coisas, como se viu no capitulo anterior.

Equacdes diferenciais parciais, em particular equagoes de difusdo, tém sido

amplamente utilizadas para descrever processos biologicos.

. 4 oqe . . - . .
® Kareiva “ utiliza, em 1983, um modelo simples de difusdo passiva para analisar e
classificar algumas espécies de insetos de acordo com sua dispersdo local. Este estudo
sintetiza também a taxa de dispersdo relativa de varias espécies ecologicamente similares.

A equagio bi-dimensional ¢ dada por:

18



d*u d%u
. t,X,y)= a[@xz ayzj , (1.1.4)

uma forma particular de (1.1.3), onde o dominio ¢ (0, T} x Q, com Q c R%.

® Feromonios sdo odores quimicos liberados por animais e utilizados para comunicagdo
quimica entre membros de uma mesma espécie. Okubo *° faz um estudo detalhado da
emissdo desses odores e das equagSes que os modelam. Ignorando-se os efeitos do vento
e a turbuléncia e assumindo uma difusdo isotropica do tipo Fick, pode-se escrever a

eguacdo tri-dimensional para emiss3o aérea instantanea por:

(1.1.5)

S 0*S ©0*S 9°S
= +—t
ot ox* oy’ o0z’

&nde S € a concentragido de feromonios, t 0 tempo e X, y € z as coordenadas espaciais

cartesianas.

® Considera-se, no presente texto, o trabalho de Skellam % de 1951, como um dos
trabalhos mais importantes realizados em sua época. O problema do movimento aleatorio
é adotado como ponto de partida para um estudo analitico da dispersdo em organismos
vivos. A solugdo € usada como base para o estudo da expansdo de uma populacdo, e sdo
“fomecidos exemplos ilustrativos. E também descrito um processo iterativo para a
Eoluqﬁo numérica de certos casos. Sdo considerados estados de equilibrio de varios
@odelos analiticos em relagdo ao tamanho do habitat, e sdo investigadas questdes de

estabilidade. Skellam considera populagdes malthusianas em habitats lineares,

| 2 2
‘1 & 0w, (1.1.6)
ot 2 o ox°
também populagdes logisticas em habitats lineares,
1,00 (1.1.7)
S ot 2 ox°

( ainda, populagdes malthusianas em habitas bi-dimensionais,
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%=%Q2V2u+}m(t,x,y); (1.1.8)

e populagdes logisticas em habitats bi-dimensionais radialmente simétricos

ou , 8%u 16u
ou_ LI 1.19
ot Y (522 +z oz +u( u)], ( )

sendo z=2ry/a.. Em todos os modelos u representa a populagdo. Sdo tratados diversos
casos, com solugdes analiticas e aproximadas, e é analisada a estabilidade dos estados

estacionarios.

Em 1905 um proprietario de terras da Boémia introduziu roedores do Alasca na
Europa permitindo que cinco deles escapassem de sua propriedade. Os animais entio

comegaram a se espalhar e a repetir o processo de reprodugdo e dispersdo até que se

tornaram muitos milhdes na Europa. A equagio usada por Skellam ® ¢ dada em
coordenadas polares por:

Ou ad( oOu

—=——|r— [+ A\ 1.1.10
ot 1 ar(r Gr) . (L110)

onde u ¢ a densidade populacional, & o coeficiente de difusibilidade ¢ A a taxa de

crescimento. Resolvendo-se a equagdo (1.1.10) com a condigdo inicial de que em t=0, m

individuos estdo concentrados em r=0, obtém-se:

m r’
= At— . 1.1.11
4 (4ﬂ:at)ex})( 4atj (1110

Uma aproximagdo para a area circular ocupada por estes animais apés o tempo t

(Okubo®®) tem raio estimado em:

R*=4rat”. (1.1.12)

Skellam utiliza 0 mesmo modelo para calcular a taxa de dispersdo pos glacial dos

carvalhos no norte das Ilhas Britanicas.
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Considerando-se, na equagd@o (1.1.3) uma difusdo passiva, dada pela Lei de Fick, € o

ermo fonte F como uma fungdo apenas de u, tem-se a equagio de difusio-reagdo ndo

inear dada por:

%ut—z oAu + uf{u) . (1.1.13)

Fisher (1937) propde a vers@o unidimensional desta equa¢do como um modelo
para descrever o espalhamento de um gene favoravel em uma populagdo, considerando
uma dindmica vital logistica dada por flu)=r(1-u). Detalhes deste estudo podem ser

encontrados em Sossae *, apéndice B. A equagdo (1.1.13) torna-se:

—=0aAu +ru(l-u), 1.1.14
= aAu +ru(l—-u) ( )

jconhecida como Equacdo de Fisher.

® O trabalho de Ludwig, Aronson & Weinberger ® de 1979, volta a analisar o problema
da lagarta (spruce budworm) que ataca as folhas do balsamo no Canada, introduzindo no
' modelo o termo da dispersio espacial. A equagio ¢ dada por:

2 2
) %“t—=a%x§+rgu(1——u—j—ABr _ (1.1.15)
3 .

‘ onde o tltimo termo do lado direito indica a mencionada predagio por passaros. Deseja-

B

- se enfatizar aqui a forma da fung@o f(u) para este caso, dada por:

u Bu
~rl1- _ — 1.1.16
fu) rB( KBJ A+u” ( )

- O estudo envolve uma analise detalhada da estabilidade dos pontos de equilibrio a fim de
prevenir uma explosio na populag@o da lagarta. Comentando que muitas possibilidades e
efeitos ndo foram considerados no trabalho, este artigo menciona: a dispersio €

' modelada por difusdo pura e existem ventos prevalecentes sobre a regio que produzem,

( sistematicamente, movimentos convectivos na populagdo dos adultos. Existem, além
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disso, caracteristicas topograficas que podem produzir grandes concentragdes locais na

populagdo.

® A mudanga no habitat de populagdes de peixes, de rio a represa, nos periodos de
fechamento de barragens, causam comportamentos migratorios nessas populagdes. Em
seu trabalho, Diniz % considera os trés tipos especificos de comportamentos migratorios

definidos por Welcomme e formula o modelo através da equagdo:

gft‘-- aAu + V.(Wu) + ou = f(u). (1.1.17)

O termo cu representa o decaimento populacional, ¢ sendo o coeficiente de
mortalidade e o termo V.(Wu) representa a migragdo, sendo que W, considerado um
campo ndo dissipativo, fornece a dire¢do e a intensidade do processo migratorio. Para
periodos de tempo relativamente curtos, Diniz utiliza um crescimento malthusiano, ou

seja, f{u)=Au, conservando a linearidade da equagao diferencial parcial.

® Sossae ** estuda o caso ndo-linear descrito pelo modelo densidade-dependente de
Verhulst, ou seja, quando na equagdo (1.1.17), a dinimica vital assume a forma dita de

Verhulst. A equagio, entdo, assume a forma:

@—aAquV.(Wu)mu:x(l—iju, (1.1.18)
ot K

sendo, em um dominio bi-dimensional, W=(W;, W,) o vetor de velocidades da migragdo
nas direcdes X e y, A a taxa de crescimento populacional e K a capacidade de suporte do

meio ambiente.

O presente trabalho faz uma analise detalhada do modelo descrito pela equagdo

%‘;‘. ~V.(aVu)+ V(Wu)+ ou=Au+T,

considerando variagOes espaciais em ¢, varia¢bes sazonais em ¢ ¢ W, e densidade-

dependéncia em a.

22



|

Fapitulo 2: Modelos intraespecificos com coeficiente de difuséo variavel.

2.0 Introducgao.

A idéia do coeficiente de difus@o, encarado como parametro de dispersdo, variar
com o tempo ndo € nova para os bidlogos. De fato, tal situagdo esta sempre presente na
biologia. Por exemplo, muitos processos biologicos variam com o tempo porque o meio
muda sazonalmente. Processos biologicos podem também variar com o tempo sem a
agdo motriz de uma forga vinda do meio: um exemplo familiar ¢ a mudanga cronolédgica

dos orgéaos em individuos.
Motivados por uma variagdo temporal aparente na mobilidade dos insetos em

|
|

)seus experimentos, Banks, Kareiva & Lamm 5 estendem seus algoritmos para estimativa
fde pardmetros, a fim de tratarem equagOes de transporte que contém parametros com
}variacﬁo temporal bem como variagdo espacial. Diferengas geograficas nos habitats de
inimeras espécies de animais justificam a dependéncia espacial dos coeficientes e da
fungdo fonte que aparecem nestas equagdes. O citado trabalho de Banks, Kareiva &
‘Lamm ° considera o problema do movimento quantitativamente modelado de “flea
beetles”, marcados, em linhas cultivadas com repolhos. A equagdo, dada em (2.0.1),
descreve mecanismos de convecgdo, de difusio de Fick, e uma fonte contendo
{ parametros variaveis e possivelmente desconhecidos.

ot oOx ox
Sut,0)=u(,1)=0,
u(0,x) = u,(7),
~onde y =y(x), f=1f(B,t,x) e W, o, o e B sdo fungdes de (t,x) € (0,T] x (0,1).

gu—+—?—(Wu):—Q—(a-g§) +ou+f, te(0,T}xe(0,)),
(2.0.1)

A comparagdo dos resultados numéricos obtidos com os dados observados levou-os a

reduzirem o modelo para a forma:

2

(2.0.2)

{ Ou _ 0‘u
i~ a(t) pwE +o(tu.
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Ou seja, na confrontagio dos resultados numéricos obtidos com os dados experimentais
ndo se percebeu dependéncia espacial nos coeficientes. Também nio foram encontrados
componentes convectivos significativos ao se usarem modelos na forma (2.0.1) para
interpolar os dados observados. E claro que a homogeneidade espacial nio surpreende ja
que os campos experimentais foram cuidadosamente cultivados, em terrenos
homogéneos e sob condi¢des controladas.' O problema se caracteriza como um problema
inverso, ou seja, o objetivo € identificar os coeficientes que variam com t e x na equagdo
do transporte. A teoria e os métodos utilizados sdo generalizagdes do método de
elementos finitos, onde os elementos da base sdo combinagdes lineares de splines cubicos

definidos em uma malha uniforme.

§2.1 O problema populacional.

Sera apresentado a seguir um problema populacional genérico, com alguma
especificidade. O objetivo é descrever, durante um periodo fixo de tempo [0,T], o
comportamento de um espécie em um meio ndo homogéneo, que apresenta variagdes
sazonais - por exemplo diferencas grandes na temperatura - acarretando, periodicamente,
um aumento no indice de mortalidade da espécie. Considera-se que o espalhamento
geografico € modelado por difusdo, por processos advectivos ou convectivos e pela
propria dinamica vital da espécie. Além disso, como o meio € ndo homogéneo, a difusdo
varia geograficamente.

Para pequenos periodos de tempo, assume-se uma dindmica vital malthusiana.

O problema populacional visa modelar, portanto, os seguintes fendmenos:

* Dispersao.

* Processos advectivos ou processos convectivos (correspondentes a transporte induzido
ou migragio).

» Decaimento da espécie devido a uma possivel hostilidade do meio.

® Dindmica vital malthusiana.

A fim de analisar um caso o mais abrangente possivel, tendo em vista a nao

homogeneidade espacial e variagGes sazonais, consideram-se os coeficientes e o vetor
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elocidade dos processos advectivos ou convectivos variando com o tempo e com as
oordenadas espaciais.

Assumindo que a regido de interesse seja descrita matematicamente por um
beconjunto QQ < R” - na pratica n assume os valores 1, 2 ou 3 — com Q um aberto,
onexo, limitado, com fronteira suficientemente regular I' (Lions *°), a formulagdo
lassica do problema ¢ dada por (ver Medeiros & Miranda *%, Murray ** ¢ Okubo **, por

xemplo):

~ V.(aVu) + V.(Wu) +c'u=Au +ft,x), xeQte(0,T], (2.1.1)

nde

=u(t,x) representa a populagio ou a densidade populacional,

=ou(t,x) é o coeficiente de difusdo populacional,

TW=W(t,x) ¢ o campo velocidades relativo aos processos advectivos ou convectivos,
1b’=c5’(t,x) ¢ um coeficiente de decaimento da espécie, indicando, por exemplo, uma
inortalidade devido a hostilidade do meio,

A € a taxa intrinseca de reprodugdo da espécie, dada por :

| A = nascimento - morte + imigragdo - emigragao, €

{f=ﬂt,x) ¢ uma fonte (ou sumidouro) da espécie, no meio {2 durante o periodo (0,T].
As condigdes inicial e de contorno sdo do tipo:

u(0,x) = ue(x), x € Q,

|

u(tx)=0, xeT,, te(0,T]e (2.1.2)
j—ot—éi(t,x) =0, xeI,, te(0,T],
on

com [, eI, disjuntos formando a fronteira I', ou seja, I =I'-T; e n designa a normal
‘exterior em x & curva I,.

' A condigdo de contorno em I; indica que esta parte da fronteira esta suficientemente
distante para que se possa dizer que u =0 em I'; . A condi¢éo de contorno em I’ indica

que ndo existe entrada nem saida da populagdo por esta parte da fronteira, ou seja,
“admite-se a existéncia de uma barreira fisica (margens de rio, montanhas, cercas, etc.)

| impedindo a passagem da populagdo através de I,, ou, supde-se uma simetria no
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dominio de interesse ao longo de T, .

A formulagdo (2.1.1) exige uma igualdade pontual em Q para todo t € (0,T],
devendo, por este motivo, as fungdes envolvidas serem bem regulares. A solugio u deve,
em principio, pertencer a C'(0,T) e C*(Q) (Medeiros & Miranda *2).

Além disso exige-se regularidade nos coeficientes e nas fungdes envolvidas na equagdo e
na condi¢do inicial. Na pratica tudo isto ndo acontece, ou seja, no minimo trabalha-se
com fun¢des que possam descrever de modo mais realista os fendmenos, e, geralmente,
tais fungSes nem sequer sdo continuas. Apenas para citar um exemplo que aparecera
mais tarde em uma das aplicagdes, poder-se-ia caracterizar a regido Q2 como a unido de

duas sub-regides Q, e Q. onde:

a, para x € Q
a, para x € £,

o=ox)= {

Em contraposi¢do as formulagGes fortes, introduz-se as formulagdes variacionais que,
além de aceitar exigéncias bem menos restritivas nos parametros, na solugdo, € na
condi¢do inicial, presta-se excepcionalmente a obten¢do construtiva de solugdes

aproximadas e seus métodos.

§2.1.1 A formulagéo fraca.

Consideram-se o espago de distribui¢oes L*(Q), e v e H'(Q) - espago de

Sobolev de ordem um, Kardestuncer & Norrie *!, Sobolev ® - caracterizado por:

H'(Q) = {v el? (Q)

l

Y e X(Q)i=12... } (2.1.3)

Para todo par u,v € H'(Q), define-se o produto escalar com a integragdo por Lebesgue:

(u, V)H‘(o) juvdu+Zj Ou Ov du. (2.14)

T n0X, 00X,

O produto escalar e a norma em L*(Q2) sdo dados por:

(u,v) Ly = Iuvdu, ”v[] =J‘v(x)2du‘ (2.1.5)

A norma em H'(Q) induzida pelo produto escalar definido em H'(Q) ¢ definida por:
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2

(2.1.6)

| :
n av “ n
lv";‘(o) - J‘Vzdp +Z J- | du= ”V”f}(o) + Z
Q 1=t Q axi 1=1

ov
0x,

ultiplicando-se a equagdo (2.1.1) e a equagdo para a condi¢do inicial (2.1.2)

L3(Q)

scalarmente por v, tem-se:

ou

—,v| —(V(aVu),v), +{(V.(Wu),v), +(ou,v), =(f ,

2L v) ~ (e, + (7. v)g + (owv) = Ev)a 21
(u(O, X), V)Q = (uO’v)Q’ VV € H : (Q)’

nde (, ), indica o produto escalar em L’(Q),e o =o' -2.
komo

V.(aVu) = Va.Vu + aAu, e

(2.1.8)

V(Wu)=uV.W + W Vy,

fsubstituindo estes resultados em (2.1.7), tendo em vista a defini¢do (2.1.5) do produto

\
escalar em L*(Q), e agrupando-se alguns termos obtém-se:
J

f%f“‘“‘ [odu vy + [ (W - Vo). Vu vdp + [ o+ V.W)uvdp = [T vdn,
re) Q Q a “

(2.1.9)
‘ vveH'(Q)
Definindo-se o subespago fechado V< H'(Q):
V={ve H'(Q) : tr(v)=0em I, t, (2.1.10)

}e aplicando-se a formula de Green na segunda integral em (2.1.9), apds o cancelamento

de alguns termos, tem-se:

; i Z_u vdp + [aVuVvdp+ [(W.Vu)vdp + [(o+ V.W)uvdu= [fvdp,
o t Q Q Q Q
VveV.

(2.1.11)

Faz-se necessario trabalhar em um espago que incorpore a dependéncia do
tempo. Portanto, sendo V espago de Banach, L*((0,T};V) denota o espago das fungdes
quadrado integraveis a Lebesgue de (0,T] em V.

A formulagdo fraca do problema (2.1.1) com as condi¢des dadas em (2.1.2)

consiste portanto em:
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Dadas as fungdes f € L? (0, T]x Q) e u,e L*(Q),

procuraru € V ={ve L¥(0,T]; V) e L%(0,TI;LAQ))} tal que:

I%vdp + jaVu Vvdu + jW.Vu vdp + j(cr +V.Wuvdu = Jlfvd}l,

Q Q Q Q Q (2.1.12)
j u(0,x)vdp = j upvdu, VveV.
Q Q

Definindo-se a forma bilinear

a(t,u,v) = Zja (t, x)——aidwzja (t, x)——— vdu+ja (t,x)uvdy, (2.1.13)

L=l =1 Q _,

a forma linear

L. (v)=(fv), =jfvdu, (2.1.14)
Q
e o operador

D, (u,v)= [ j f——vdu, (2.1.15)

pode-se escrever a formulagdo (2.1.12) (cf Lions **) como:
a(t;u,v)+D,(u,v)=L (v), VveV, (2.1.16)

onde, por (2.1.12), (2.1.13), (2.1.14) e (2.1.2) tém-se:

¢ L
a”.(t,x)z{a( ,X)  se -1 :],
0 se 1#]
a, (t,x) = W,(t,x), (2.1.17)
2 OW,
a,(t,x) =o(t,x)+ ) —*,
0 Zl =

1

e a forma bilinear (2.1.13) € entdo dada por:
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(tu,v) = Zja(t x)——gx—d ij (t, x)—vdu+

1=l i 1=l

(2.1.18)
+ E[ (o(t,x) + ;—-a;%)u vdp.

2.1.2 A existéncia e a unicidade da solugdo fraca.

Em termos de existéncia e unicidade da solugdo procurada, vai-se provar que séo

alidas as condigbes do seguinte teorema de Lions *°

eorema 1: Dadas f € L2((0,T]x Q)eu 0 e L*(Q), se a forma bilinear a(t;u,v) é tal que,

endo qt, x), W (t,x)e —a;w—‘— (i=1,....n), o(t,x) € L*((0,T]x Q) valham:
0x4

1

e

j(i) Y u,v eV, afungdo t - a(t;u,v) é mensuravel,
f(ii) I M > 0tal que ]a(t;u, v)l < M]]u“vuvllv ,

g(iii) Je>0tal que

a(t;v,v) + s”v”2 > 8|v|%, paraalgumd>0,VveV,
L) v .

i(iv) L, (v) écontinuaem V,
|
“entﬁo existe uma unica solu¢do u € L*((0, T1; V) que é solugdo do problema variacional

;(2.1. 16), com a condig@o inicial escrita como em (2.1.12).

Como  q(t,x), Wi(t,x)e%N—i(i=1,...,n),o(gx)eLw((o,T]xQ) estio definidas as
i
- seguintes constantes:

p = supesse |a(t,x)|,

(t,x)e(0, TixQ
B, = supesse W,(t,x)) e  B=max{B,} (2.1.19)
(Lx)e(0,T]x02 i=l,..n
oW,
y = supesse |o(t,Xx) +Z .
(tLx)(0,T)xQ i=1 5xi

e, também:

29



o = infesse a(t,x) e
(t.x)e(0,T]xQ

(2.1.20)
9 = infesse (o(t, x)+Z-a—w—).

(tX)E(0.TIXQ i OX;

Demonstraciao do teorema 1:

De fato:

(i) a(t;u,v) é mensuravel pois, pela sua propria definigdo, a(t;u,v) é uma combinagio

linear de fungGes mensuraveis.

(ii) Continuidade de a(t;u,v) : Para cada t € (0,T] tem-se:

la(t,u, v)| = % (j; a(t, x)— o, o ﬂldu+121£j;w (t, x)é—xTVdqu f(at, xHZ%Ex_)UVdu <
<Zj|a(t x)l——aﬁxv—du+ ZHW (t, x)(—v du + j' (o(t,x)+ T)|uv|dp.
1 i=1

=10

De acordo com as defini¢des dadas em (2.1.19) e (2.1.20) segue que:
Ou av

|a(tuv)|<p2! ZIB —-vdu+yﬂuv|dp.<
’10 =l
<pz_[ Ou 6v BZI—vdu+y_ﬂuv]du,Vu veV.
lln F1L O

Da desigualdade de Cauchy-Schwartz vém:

L ou ov LN 5 n il ov
—ldx< — — <
pe g2l g aum
el Ou | du
| d = 2 (T =
Sl oo IR <bb,

=]

!}Iuv‘dx “uHLZ(Q) ‘VhL’(Q) ”“H HVH

=

portanto:
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|
la(t;u, v| < (0 +B+7)|ul, V], < Mul, V], sendo0 <M < (p+B+7);

logo, a(t;u,v) € continua em VxV .

(iii) 3 & > O tal que a(t;v,v) + s||v||2 >
12()

2,paraa1gum6>0, VveV.

Para cada t € (0,T] tem-se:

ov av

a(t; v, v)+e||v||L2(m ZI a(t, x) +ZIW (t, x)———vdu+

X =l Q J
r +J.(0'(tx)+z )v du+sfv du.
|
J Tem-se, de acordo com as definicdes dadas em (2.1.19) e (2.1.20):

au il -wzf( 2T aupg 2

|v|dp. +(9+ e).fv dp >

i=l J—ln

ov
ox.

Bll ”x}(o) Z

LY}()

+(8+ e)”v"

L3(Q)

L} Q)
l

" Faz-se agora o uso de um recurso classico obtido da desigualdade:
1

_abz-dar_ Ly
2 26

| para quaisquer a, b e 6 positivos, que, aplicada ao segundo termo da inequagio anterior,

tomando-se:
¢ b= "V“L’(Q)
) Bf¢e)
- implica que:
' B 2 B
2
ALy, V)+8"v”Lz(m B 03;!( j an -—2_[&1 axi Lz(o)J " (S+8—§_9-)”V”LZ(Q)'
Mas
2
2l ov 6v 2.l ov ov
+ IS |
(; 0x, LI(QJ ; OX; |12 UZ=1 0x, 0x;
2] L) L2 (@)

" Substituindo-se esta igualdade na ultima désigualdade vem:
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2 2

2| Ov _Bo<¢ BB
a(t;v,v)+¢glv 2, 20 '— }_—“ ”_."
" Q) ; ox; 2@ 2 oiox, L@ U_,

+(3+8— s )“v“x}(n)
Como
ov
o <M.

1*(0)

entdo Jovr s =¥, .

OX; v

L2(q)
o que implica que
. 2 6n(n 2
o e
R%(e)

Sendo

— ind o B8 _8 e
x—mm{(co 2 ),(8 +¢ -8 },tem se:

gv_lz _Bon(n-1)

0x, B 2
BOn(n—1) ) ,:

1

)
Escolhendo € e 6 convenientemente de tal formaque y >0e 6 =% -

P n
L2() +Z

i=1

a(t;v,v) + r»;"vllz2 @ 2 x["v

Ben(n

BOn(n-1) >0
2

tem-se que:

a(t;v,v) + e”v“2 28||v||f/ para todov e V.

L3 (0

Vale a pena observar que as hipoteses do Teorema 1 - mais precisamente esta
hipotese (iii) - ndo sdo as mesmas classicamente usadas nos teoremas de existéncia e
unicidade para equacdes diferenciais parciais, as quais, se fossem utilizadas no presente
texto incluiriam a exigéncia da coercividade do operador bilinear a(t;u,v). Optou-se aqui
por utilizar um teorema devido a Lions *° que garante, com a hipétese menos restritiva de

quase-coercividade de a(t;u,v), a existéncia e a unicidade de solugdo para o problema
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ariacional (2.1.16) .

iv) Continuidade do operador linear L, (v).

Ora,

L, (v

frcxvoou < [t ofvoofin < oM, <l

YveV,

portanto L, (v) € continuo.

/(2.1.16). Passa-se, a seguir, a constru¢do de uma solugdo aproximada para (2.1.16),

Estdo garantidas, entdo, a existéncia e a unicidade da solugdo fraca do problema

latravés de discretizagdes espacial e temporal e utilizagdo de métodos numéricos

‘ apropriados.

' §2.1.3 O modelo discreto.

Usa-se o método de Galerkin para a construgio da solugdo aproximada,
; considerando-se uma separagdo das variaveis espaciais e temporal, em conjunto com o
j Método de Elementos Finitos para a discretizagdo das variaveis espaciais e 0 Método de
i‘ Diferencas Finitas (Crank-Nicolson) para a discretizagio da variavel temporal (Meyer e
Meyer et al 54). Considera-se o caso bi-dimensional, ou seja, Q é uma aberto, limitado,
| conexo, do R*. O método consiste em procurar uma solug¢do aproximada do problema

 (2.1.16) em um subespago de V de dimensdo finita.

Escolhendo-se em V = {veHY(Q): tr(v) = 0 em T, ¢, N fungdes linearmente
independentes ;, i=1,...,N, denomina-se Vj;, o subespago fechado de V, de dimensdo N,

gerado por B= {(p,,(pz,..., 05 }

Procura-se uma aproxima¢io up, da solu¢@o u, considerando-se em u, uma

~ separagdo de variaveis, de tal forma que:

! No Apéndice 2 faz-se um resumo dos principais resultados utilizados nesta referéncia.
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u, (5%,Y) = 2 u;(09;(x,y), (2.1.21)

e satisfaca (2.1.16) para toda v € Vj, e que, para a qual

du,(txy) _ <~ du,(®
ot o dt

0,(%,y). (2.1.22)

O espago vetorial das fungdes da forma (2.1.21) sera indicado por V.

Desde que as fungGes @i(x,y) sejam conhecidas, a aproximagdo u, sera
completamente determinada ao calcularem-se as N fungdes uit), j=1,...N, qu.

correspondem aos coeficientes da discretizagdo (2.1.21).
Para verificar que (2.1.16) vale para cada v € V), basta verificar que vale para

cada elemento da base B.

Agora entdo, o problema (2.1.16) no subespago V) de V, (isto é, com uy definido

em (2.1.21)) passa a ser o seguinte:

Achar u, (t) = (u,(t),u,(t),...,uy(t)) suficientemente regular para que se possa

ter:

Ouy
a(t;up,v)+ [—a——t— V) Li(v), e (2.1.23)
(uy (O;%,y),v)=L, (v), VveVy
com

a(t,up,v) = [[a(t,x,y)Vuy, . Vvdp + [[W(t,x,y).Vuy vdu +
Q Q

(2.1.24)
+ [ (o(t,x,y) + V.W(t,x,y)uy, vdp,
Q
(auh ) [ =By, (2.125)
Q
Le(v) = [[f(t,x,y)vdy, (2.1.26)
Q
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v e e

(2.1.27)

Ly, (v) = [uo(x,y)vdn
Q

I Fazendo v = ¢;, i=1,...,N, e substituindo em (2.1.23), tendo em vista as equagdes

F.I.ZI) e (2.1.22), tem-se:

N d N N
> los0:), + Tos 0ot xy)Ve Vi), + Sui W e 00), +
= =

= (2.1.28)

|

+Zlu3(t)((°(t X,y)+V.W(t,x Y))(PJ#PI) =(f(txy)9;), Vo;eB
F

onde,

00; dp: O i 00
(V(pjuv(pi)g:gV(pi.chjduzg[ ;)(J ;:: + ;;J aq;ljdu,

o ; o0Q;

\ Uma escolha natural para o vetor inicial na formulagdo integral do problema € obtida por

projecdo de u, na base B, ou seja:

Y©,,0),(0)=(u,,9,), Vo,eB, (2.1.29)

Como i = 1,2,...,N, tem-se um sistema de N equagdes diferenciais lineares ordinarias de

primeira ordem:

N

X du,
> (0,0.), T+Z((aV<ojMV<pi)n HW.vo,0,), + (2.1.30)

=1 i=t

| + ((c'*'v-w)(Pj"-Pi)Q)uj = (fa(pi)o’e

[
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Z(%%)Quj(o)=(uo(x,y),<pi)o, Vo,eB. (2.1.31)

Em particular, considerando-se o campo vetorial ndo dissipativo’, ou seja, V.W =0, e

definindo as matrizes:

u, (1)
| ua(®
A=(4)=(0,9),. D=0)=(WVo,.0), . U=U,®)=| > |,
uy ()
B=(B,)=(aVe,|ve,) ,C=(C,)=(60,,0,), . F=(F)=(F.0)ae (2132

Us :(Uo.)=(uo,cpi)n

sendo M =B + D + C, pode-se escrever o sistema linear dado por (2.1.30) e (2.1.31)

na forma matricial:

{A%+MU=F (2.1.33)

sendo que o vetor inicial Up={u;(0)} j = 1,2,...,N sera calculado diretamente como:

AU, =Us . (2.134)

§2.1.4 A discretizagdo espacial: o método dos elementos finitos de
primeira ordem.

O método dos elementos finitos consiste na constru¢do de uma malha - através da
discretizagdo do dominio - na escolha do espago de fungdes teste e das fungdes da base
B (Carey & Oden '°, Ciarlet 22, Kardestuncer & Norrie *').

Conforme foi estabelecido anteriormente, o espago de fungdes sera o subespago fechado
denotado por V, gerado pelo conjunto B. As fungbes da base B serdo fung¢des

polinomiais de ordem um definidas por partes dentro do dominio discretizado €, obtido

* A existéncia e unicidade de solu¢do fraca no caso do campo ndo dissipativo pode ser demonstrada

através do Teorema de Lax Milgram. ja que. neste caso. a coercividade do operador bilinear é forte.
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través da triangularizacdo de (2. Nem sempre o dominio Q coincide com o dominio

» ; neste caso, quando h —» 0, Q, — Q, sendo h a area do maior elemento da malha.

Cada fungdo de base ¢,, i = 1,2,..,N é definida, em cada tridngulo da malha,

‘b—ﬁ;gggg —

omo uma fun¢do linear por partes.
e 2 . . ~ ,
O trabalho de Diniz *° traz toda a sistematica de enumeragio dos nos, as

onsideragdes e calculos necessarios a construgdo das ¢,, i = 1, 2, ..., N, bem como

esenhos ilustrativos dos elementos.

— 00— 0

Na aproximagdo numérica de equagbes com componentes migratorios, ou seja,
ermos advectivos - V.(W u) - podem-se obter oscilagdes indesejaveis na solugdo
umeérica, quando ha uma dominincia deste termo. Deve-se, entdo, estabelecer-se um

ritério que fornega uma condi¢do sobre a discretizagdo do dominio. Esta condigdo €

[ T = e

enominada "Condi¢do de Peclet" (Henrich e al *" e Brooks & Hughes °) e é descrita

Oor:

e

[W|Ax,
—x<1

2.1.35
Py ( )
jonde W; é a i-ésima componente do vetor de velocidades da migragdo W, Ax, € a

'dimens3o maxima da discretiza¢do (ou subintervalo) na dire¢@o x; e a é o coeficiente de

difusdo, no caso constante.

§§2.1.5 A discretizagado temporal : o método de Crank-Nicolson.

Utiliza-se 0 método de Crank-Nicolson para discretizar a variavel temporal da
‘equagdo (2.1.15) (Carey & Oden "7, Ciarlet * , Johnson *, diversos autores em

‘Kardestuncer & Norrie *'). O método consiste em usar as aproximagdes:

| u(t)+u(t,
5Uj(tn+'é't‘)5 3(n) ](nl)
2 2
e (2.1.36)
duj (t, + At) = uj(tn+|)—uj(tn)
dt 2 At
| ambas de ordem de At® em (2.1.21) estimadasem { | =t +_A§E.
n+—
2

37



Adotando a notagdo:

ufn+l)
u(n+l)
yuen = 72 com U™ = U(t,,,), (2.1.37)
ugwl)
e com u§n+l) =u(ty,Xj,Y i)»1=1,2,...,N, substituindo em (2.1.36) tem-se:
n n+l
u, At_) - u(t,)+u;t,.,) _uj+u;
2 2 2
e (2.1.38)
n+l} n
du, t. + At) - u,(t,.) —u(t,) _u-u
dt 2 At At

Substituindo (2.1.38) nas equagdes (2.1.30) e (2.1.31), usando a notagdo adotada nas

equacdes (2.1.32) e (2.1.33), e isolando os termos calculados em (n+1) e n, vem:

( A+ EM(n+1/2) )U(n+1) — ( A At M @+172) )U(n) + AtF(‘”m),
2 2 (2.1.39)

AUQ =y,

1) e FOH2) g

+ n+—
2 2

onde M(n+1/ 2) - M(t
n

A solugdo do sistema linear (2.1.39) sera U™ = U(t,+1), conforme (2.1.37).

§2.1.6 Comentérios sobre convergéncia’.

O método de Crank-Nicolson aplicado ao sistema (2.1.33) com a condigdo inicial

dada em (2.1.34) resulta no sistema de equagdes lineares (2.1.39) dado por:

> Alguns resultados classicos referentes a estabilidade podem ser encontrados no Apéndice.
38



(A + EM(n-HQ) jU(n-H): (A _ ﬁM(m-lﬁ) ju(n) + AtF(n+1/2),
2 2 (2.1.40)

"

AU =Us,.

e sua estabilidade pode ser demonstrada, através de uma analise de auto-valores (Carey
& Oden ').

k . . :
Tem-se que SAt=T> considerando k iteragdes no tempo, e [0, T] o intervalo

n=0
de tempo de interesse.
No sistema discretizado (2.1.40), comegando em ty = 0 com o vetor de condigdes iniciais
U®, dado um passo no tempo At, o lado direito do vetor em (2.1.40) pode ser calculado,

ou seja, U". O vetor solugio em t,.1, n=0,1,2,3,... ¢ obtido resolvendo a equagio:

-1
— ( A % M) {[ A 921 M)Um . AtF(n+l/2)} (2.1.41)

onde se esta considerando M constante.
Para estudar a estabilidade é preciso definir o vetor erro. Voltando ao sistema

(2.1.39) tem-se:

U AMU+ATF (2.1.42)
dt
e supondo outra solugdo V tem-se:
& o _AMVLATF (2.1.43)
L dt
Subtraindo as equagdes (2.1.42) e (2.1.43) vem:
%Zﬂ%;ﬂ:‘A_lM(U'V)z'A-IW (2.1.44)

~ onde E = U - V representa o vetor erro, ou seja, como o sistema (2.1.39) € hnear, o

- vetor erro ira satisfazer o seguinte sistema homogéneo:

A%Fi+ME:O (2.1.45)
t

O sistema evolutivo (2.1.45) fornece a propagagio do erro ao longo do tempo.

Aplicando o método de Crank-Nicolson ao sistema (2.1.45) tem-se:
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E() g™ _A—IM[E‘“"‘) + E‘“’J (2.1.46)
At

Isolando os termos em E®™ ¢ E® vem:
-1
BE+) _ (I LAt A'lM) (I_ At A'IMJE(“) (2.1.47)
2 2

onde I ¢ a matriz identidade de ordem N.
Como a propaga¢do de um erro introduzido em qualquer etapa da computagio da
solugdo de (2.1.41) depende dos auto-valores da matriz A™, conforme o sistema

(2.1.44), a analise sera dividida em dois casos:

O caso da difusido pura.

Considerando W = 0, e os coeficientes o e 6 constantes, a matriz M ¢é dada por

M =B + C. Definindo as seguintes matrizes:

P, =(Ii%t—A‘lM) (2.1.48)

e substituindo em (2.1.47) tem-se:
E™D = p-lp EW (2.1.49)
o que conduz a seguinte rela¢do de recorréncia:
ECD - (P FE® n=0123,..k. (2.1.50)
Sejam {w, }1111 os auto-vetores da matriz A"M. Assumindo que o conjunto de

auto-vetores € linearmente independente, entdo, existem N constantes {a; }l’il tais que:

N
E® =Y a;w; (2.1.51)
i=1
Entdo
1 0 N
P/'P.E®Y =Ya PP w, . (2.1.52)
i=1
Mas
P_Wi —_—(I—%EA_IM)W‘ =(l———A2—t~7\,|)Wl (2153)
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-1 -1
| P lw, =(I+—A§1A"‘M) W, =(1+%—txi) w; (2.1.54)

nde A; s3o os auto-valores de A*M associados aos auto-vetores w;.

oltando a (2.1.50) e, tendo em vista as equagbes anteriores, tem-se:

e — (p7p_f" E@ = (p'p_ ) (p;'P_JE© =

- o [1-4% (2.1.55)
=P; P_ Zai i
1=1 1+£}\,i
/
efinindo
| -8t
| o, =| —=2— (2.1.56)
At
1 1+ —A,;
2

é substituindo em (2.1.55) vem:

B N _ 4N _

| E = (P+1P—)nzaipiwi = (P+1P-)n Zaipi(P-«»lP— )Wi =
i=1 i=1

1 - 1N

= (P+1P-)n Y a;piw;.
5 i=1
iAplicando (nt+1) vezes tem-se:

N
EM) = oM . (2.1.57)

1
i=1

}Portanto, o fator de amplifica¢@o para cada auto-vetor w; é€:

n+l

e
n+l _ 2 (2.1.58)
pl At
1+—2—‘)\.i

‘e nenhum componente do erro ira poder crescer se | pi | < 1. Fazendo as contas, tendo em
‘vista a equagdo (2.1.56), chega-se a condigdio A;>0.

No caso da difusdo pura a matriz A™M ¢é simétrica e positiva-definida, cf Carey
& Oden V", portanto todos os seus auto-valores sdo reais positivos, o que implica que

1_%'[.%. <1+Af)»i e, entdo, | p; |< 1. Isto indica que 'E(Ml) diminui com n e,
' 2

| consequentemente, o esquema € estavel para qualquer escolha de At.
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Observacio final: Voltando a equagdo (2.1.45) para o erro E, tem-se a solugio exata:
E(t) = exp(-A"M t) E(0) = [~ A™'Mt+ %(A“M)2 2 —_.JE(0) (2.1.59)
a qual pode ser colocada em uma forma mais concisa, usando (2.1.51):

N
E@t) = }:(1 At+— (x )% - Jaw; =eMaw; . (2.1.60)
1=l i=1

Calculando (2.1.57) e (2.1.60) em t = t, a fim de comparar a taxa de decaimento

sobre um passo no tempo tem-se:

Em (2.1.57) fazendo n =0 vem:
1

M _ < I_EAO“
E Zp,aw =y | —5— 1 a;w; =
=1 14— AtA, (2.1.61)
2
= i[l St a2 - 1Al Jaw,
- 1 2 t 4 [ e DA

=]

Em (2.1.60) substituindot por At vem:

E(AD)= Z[l A\, +2At298 I3 Jaw, (2.1.62)
i=1

Comparando os termos das séries em (2.1.61), a qual fornece o valor aproximado
do erro, e em (2.1.62) que fornece o valor exato do erro, esta claro que estes valores
concordam até a ordem prevista no método de Crank-Nicolson, ou seja, até a ordem

O(At?). Para valores moderados de A; o erro aproximado caira de valor mais rapidamente

que o valor exato. A medida que A; cresce a taxa do fator de decaimento e_}“it para o
valor exato do erro em (2.1.62) torna-se mais elevada, portanto esta componente de
freqii€ncia mais alta decai progressivamente de modo mais rapido. Por outro lado, de

(2.1.57), pode-se obter:
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) 1
1—- = Ath, L
2 e Hi (2.1.63)

{ pi = = =
1+1A0"i 1+ui (14._1__]
2 Hi

, portanto, quando A; cresce p; — -1. Isto significa que usando (2.1.41) para aproximar
solugdo do sistema (2.1.33) com a condig@o inicial dada em (2.1.34), as componentes
e freqiiéncia mais alta no erro continuardo a cair quando A; cresce, porém lentamente,
om uma taxa limite correspondendo a p; = -1. Portanto se ocorrerem valores grandes
ara A;, 0 erro no método numérico utilizado sera da ordem de At® e persistira sem se
extinguir, oscilando seu sinal indefinidamente.
Para contornar esta dificuldade pode ser adicionado um termo dissipativo na equagdo, e
a utilizagdo deste artificio € necessaria em problemas em que aparecem efeitos

| . roo. . .
‘convectivos, COMo no proximo caso que sera analisado.

IO caso da conveccio-difusio.
\

“ Quando sdo utilizados métodos ‘numéricos para a obtengdo de solugdes
/aproximadas de equagdes diferenciais onde ocorrem termos de difusdo e de convecgdo,
‘ estes termos competem entre si. Se efeitos convectivos dominam no modelo numérico, a
“oluqﬁo pode exibir comportamentos oscilatorios inadequados devidos a dispersio de
}‘ erros de alta frequéncia que sdo essencialmente oscilagdes numéricas ndo extintas. Por
\‘ outro lado se a difusdo domina, a aproximagdo pode ser muito fortemente amortecida,
}particulannente em regides onde existem gradientes agudos ou descontinuidades na
solucdo exata.

| Considerando W ndo nulo, a matriz M do sistema (2.1.41) constante sera

definida por M =B + C + D onde D # 0. Para o caso unidimensional as matrizes sdo

dadas por:

: b

| A=(Aij)=f<pj(X)cpi(X)dx e (2.1.64)

; b , b b

M= (M;;)= ] @j(x)epi (x) dx + o 5x)py (x) dx + W [ @(x)epi(x) dx (2.1.65)
a a a

A presenga de D na matriz M, cujo elemento genérico € a ultima parcela da equagio
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(2.1.65), faz com que M perca a simetria. Neste caso, voltando a equagéo (2.1.45):

%E_z_A‘ll\,[E, (2.1.66)
t

a solugdo exata seria:

E(t) = [exp(~-A "M D] E, (2.1.67)
Levando em conta a defini¢io de M e separando o termo correspondente ao processo
convectivo tem-se:

E(t) = el A" (B+CDMIg(() = ¢ A"Dt[~A"(BHO)E )] (2.1.68)

O termo entre colchetes representa a solugdo do primeiro caso, e este termo esta
multiplicado por um “fator de escala” dado pela exponencial da componente convectiva.
Como A™(B+C) é definida positiva e simétrica, seus auto-valores s3o reais e positivos, e
tem-se a taxa usual de decaimento do erro difusivo, para qualquer escolha de At.

Os autovalores da outra exponencial, em que figura a matriz A"'D sdo complexos; sendo
A'D assimétrica sdo imaginarios puros (ou zero) e estio associados com o
comportamento oscilatorio.

A condiggo de estabilidade dada em (2.1.56) para o método de Crank-Nicolson
conduz a condi¢do de Peclet:

W Ax
2a

<1 (2.1.69)

que deve ser entdo satisfeita para que se tenha convergéncia no processo numerico.

Embora possam ser acrescentadas diversas estimativas para os problemas
variacionais, € também para o problema totalmente discretizado, considerando casos
particulares - onde eventualmente os coeficientes da equagdo sejam constantes ou nulos,
bem como a utilizagdo de outras normas - os resultados obtidos até aqui sdo
satisfatorios no ambito do trabalho e, ao leitor mais interessado na analise numeérica dos
problemas abordados, sugerem-se leituras cujas referéncias se encontram na bibliografia
(Carey & Oden'® '™ '™ Jonhson *°, diversos autores em Kardestuncer & Norrie *',

Mitchell & Wait >, e Wait & Mitchell 65) e também no Apéndice 4 do trabalho.
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apitulo 3: Distribui¢dao populacional do bicudo do aigodoeiro.

3.0 Introdugao.

O algoddo, que é considerado a mais importante das fibras téxteis, entre as
aturais e as artificiais, ¢ também a planta de aproveitamento mais completo e que
ferece os mais variados produtos de utilidade. Cultivam-se no Brasil trés tipos de
goddo: anual, semi-perene e perene. O anual € cultivado no Sul e Centro-Sul do pais.
s outros s3o plantados no Nordeste. A partir da década de 30, com a crise do café, o
stado de Sdo Paulo se pronuncia como o grande produtor de algoddo do pais, ao lado

‘ o Parana. Na década de 80 o Brasil era o quinto produtor mundial, vindo depois da
Fhina, Unido Soviética, Estados Unidos e India. As DIRAs (Divisdo Regional Agricola)
rodutoras de algoddo no Estado de Sdo Paulo sdo: Ribeirdo Preto, Sdo José do Rio
reto, Aragatuba, Presidente Prudente, Marilia, Bauru, Sorocaba e Campinas. Estas
ivisdes supervisionaram e deram assisténcia técnica aos cotonicultores do Estado de
do Paulo durante as décadas de 80 e 90. A figura 1.2.1 apresenta o mapa do Estado

onde as setas indicam as localizagdes de algumas DIRAs.

Figura 3.0.1: Mapa do Estado ¢ as localizagdes de algumas DIRAs.
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O litoral e o sul do Estado, bem como o Vale do Paraiba sdo considerados zonas

n3o algodoeiras.

O algoddo esta classificado entre as cinco primeiras culturas no tocante ao valor
de produgdo, mas representa grande custo ao produtor - em torno de
R$1.200,00/hectare enquanto o milho por exemplo custa em torno de R$500,00/hectare.
O inicio da safra se da por volta de setembro a dezembro e a colheita é iniciada em abril

podendo se estender até junho.

A cultura do algoddo, em virtude da planta apresentar boas condigdes para atrair
os insetos, é bastante atacada por diversas pragas. Destas, as mais comuns e prejudiciais
sdo insetos e acaros. Elas ndo limitam suaé a¢Oes nocivas apenas a destruigdo dos orgdos
da planta, concorrendo para diminuir a produgdo, mas também afetam algumas
caracteristicas da semente e da fibra, depreciando-as para seu emprego na indistria.
Dentre as diversas pragas, o bicudo (Anthonomus grandis Boheman) foi a mais
ameagadora at¢ em torno de dois anos atras. A introdugdo de uma variedade de algodao
americana precoce para substituir o IAC-20, usado como planta de bordadura, trouxe
consigo um virus que se propagou rapidamente no Brasil, e constitui-se hoje na maior
praga do algodao, superando os efeitos ja extremamente nocivos do bicudo. O bicudo
ataca ha tempos os algodoais americanos, colombianos e venezuelanos. Seus estragos
sdo grandes, mas o pior é que sua presenca fez com que os cotonicultores, que )a
aplicavam uma quantidade enorme de venenos nas lavouras, passassem a utilizar ainda
mais intensamente esses produtos, onerando seus custos de produgdo e pondo em risco 0
equilibrio do meio ambiente. O algoddo ¢ conhecido entre os agricultores como uma
cultura migratoria devido ao grande ataque de pragas forgando o agricultor a parar de
plantar depois de alguns anos. O cultivo sucessivo em uma mesma area ¢ altamente
armnscado devido aos efeitos residuais de pragas da safra anterior, e a cultura “viaja” pelo
pais. No inicio da década de 90 os DIRAs no Estado de Sdo Paulo acusavam em torno
de 220 mil hectares plantados. Atualment¢ os cotonicultores do Estado do Mato Grosso
tém tido lucro com seu plantio, mas, a introdu¢do da virose somada a abertura de
mercado fez com que muitos produtores deixassem de plantar e hoje o Brasil importa

algodao da China.
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O bicudo ¢ onginario do México, onde foi identificado em 1843, por CH.
oheman. De 12 ele invadiu o Texas, disseminando-se até ocupar quase toda a regido
odutora de algoddo dos EUA. Em 1983 foi encontrado em grande quantidade nos
godoais da regido de Sorocaba e Campinas, principalmente ao redor do aeroporto de
iracopos em S3o Paulo. Depois disso foi se alastrando por Sdo Paulo, Parana e Minas
erais. O inseto voa rapidamente; a populagio € capaz de ocupar uma area de, em média
800 km’ em um ano agricola', ou seja, a partir de um foco os insetos sdo capazes de

tingir em um ano qualquer localidade distante até 50 km do foco.

O bicudo se reproduz rapidamente; em condigdes ideais - umidade e calor - 50
duitos fémeas/hectare no inicio da safra sdo suficientes para que se tenham no final da
‘afra 500 mil adultos neste mesmo hectare. Cada fémea bota de 5 a 6 ovos por dia e

(#hega a depositar de 150 a 200 ovos durante sua vida. Produz até 10 geragdes em um
%no agricola, aumentando a populag@o cerca de 7 a dez vezes por geragdo. A atividade
410 inseto adulto € bastante intensa, os ovos sdo depositados na flor; o estagio inicial -

| . ’qe ’ ; I .
l{arvas e pupas - dura 16 dias em média, e apds este periodo a flor é atacada e cai.

|
Todavia, o inseto quando tocado ou quando pressente o perigo, imobiliza-se, fingindo

fbstar morto e caindo ateé mesmo ao solo. Entre os inimigos naturais do bicudo, além dos
#éssaros, encontram-se cerca de 42 espécies de artropodes, entre parasitas e predadores.
b parasita mais eficiente tem sido uma pequena vespa - Bracon mellitor: cerca de 80%
j;le todos os parasitas encontrados na larva do bicudo foram desta espécie. No Brasil
%ﬂém dessa vespa, diversas espécies de formigas foram observadas predando larvas e
%ﬁdultos do bicudo. O percevejo Podisus sp., muito comum no pais, também tem
mostrado ser bom predador, sugando em média dois adultos por dia. Além dos inimigos
naturais os bicudos sio sensiveis ao frio e ao calor excessivo.

As praticas culturais, como manejo integrado de pragas (MIP), sdo
irecomendadas e supervisionadas pelos DIRAs como medidas auxiliares no controle do
ibicudo. A destruigdo dos restos culturais pela queima contribuira para a eliminagio da
?populacio infestante da proxima safra. A adogdo de plantas iscas, em forma de faixas,
para atrair os adultos migrantes e destrui-los € também boa medida de combate a praga.
O uso de variedades de ciclo curto, para florescimento precoce e mais uniforme, €

itambe'm recomendavel. Muitos agricultores na década de 80 achavam que qualquer

1 Esta informacio obtida no CATI - Coordenadoria de Assisténcia Técnica Integral - com o Sr. Virino

Cruz possibilitou o calculo do coeficiente de difusdo o necessario na descrigdo matematica do problema.
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populagdo de pragas que aparecesse na cultura devia ser exterminada. Para isso eles
recorriam aos agrotoxicos mais fortes e pulverizavam suas lavouras de 12 a 15 vezes
durante o plantio para matar até a ultima praga que tivesse resistido aos tratamentos
anteriores. Hoje, cotonicultores mais esclarecidos sabem que é impossivel erradicar as
pragas da cultura. O combate quimico indiscriminado pode agravar ainda mais a
infestagdo, ao eliminar seus inimigos naturais. Com o MIP € possivel reduzir as
pulverizagOes para até duas durante o plantio, reduzindo os custos e a agressdo ao meio

ambiente.

§3.1 Aplicagéo 1: Dispersdo do bicudo do algodoeiro no Estado de Sao
Paulo na década de 80 2.

No ano de 1983 o bicudo chega em Campinas. O Estado de Sao Paulo
possui uma zona propicia para a propaga¢do do inseto com uma area estimada em
220.000 hectares, sendo tanto o sul do Estado como o litoral e o Vale do Paraiba zonas

ndo algodoeiras.

Figura 3.1.1: Mapa do Estado ¢ a defini¢do da regido de interesse.

* Os programas e 0s graficos foram desenvolvidos com o software MATLAB versiio 4.2.
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A partir de 91/92 todas as regides algodoeiras do Estado sdo consideradas
onomicamente infectadas pelo bicudo. A ultima regido atacada foi Aragatuba, em
9/90.

Considerando as informagdes obtidas, pretende-se estimar o coeficiente de
ifusdo e a taxa de crescimento da espécie, descrever o problema da dispersdo do inseto
o estado de Sdo Paulo entre 1983 e 1989 através de uma equagdo diferencial parcial
ais condigdes iniciais e de contorno, e obter uma solugdo aproximada para o modelo

atematico’.
= Parimetros do dominio.

J A regido de interesse, marcada no mapa da figura 3.1.1 no mapa, é um quadrado
|
#ue corresponde a uma area de 260.100 km? aproximadamente. Utilizando uma escala de

|
:510 km o dominio espacial ¢ dado pelo conjunto Q = [0, 1] X [0, 1]. A unidade de

omprimento utilizada € indicada por u.c..

| O instante inicial t =0 corresponde ao inicio do ano de 1983, e o instante final

|
|
T = 84 meses corresponde ao final do ano de 1989. O tempo é medido em meses.

N \
Y
®
Franca
Campinas @
®
Sorocaba
® Aracatuba
¢ P. Prudente
N
7

X

‘ Figura 3.1.2: Dominio espacial utilizado nas simulag¢fes numéricas.

3 Supde-se que ndo existe fonte. ¢ fendmenos advectivos e/ou convectivos.
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* Parametros da discretiza¢ao.
Os valores utilizados na discretizagdo sdo:

x¢= 1 : valor final no eixo x.
yr=1: valor final no eixo y.
Nsx = x¢/Ax = 16 : numero total de subintervalos de [0, 1] no eixo x.
Nsy = y/Ay = 16 : mimero total de subintervalos de [0, 1] no eixo y.
n, =336 : nimero de passos no tempo.
A estes valores correspondem:
Ax =x/Nsx = 0.0625, Ay = y/Nsy = 0.0625 e At = T/ n,=0.25.
Observagoes:
1. O valores de Ax = Ay = 0.0625 correspondem a 31.875 km de acordo com a escala
utilizada.
2. O valor de At = 0.25 corresponde a 7.5 dias ( ¥4 de més) e, como o instante final vale
T = 84 meses, s3o necessarias n, = 336 iteragdes no tempo a fim de cumprir o periodo de

tempo fixado.

A equagido que inicialmente descreve o problema ¢ dada por:

—g—ltl—aAu-i-O'u:O, (x,y)eQ, te(0,T] (3.1.1)

* Parametros do problema.
Sao parametros do problema os coeficientes e as fungdes que aparecem na

equagido (3.1.1), além da condig@o inicial e as condigdes de contorno.

A condicdo inicial indica a distribui¢io da populagdo em t,=0, considerada
concentrada em Campinas. Embora se tenha observado uma grande quantidade de
insetos nos algodoais de Campinas em 1983, optou-se aqui por considerar uma
simulagdo com uma populagio inicial de 400 insetos em uma area de aproximadamente
3.000 km® em torno de Campinas. Adotou-se entdo a seguinte defini¢ao para o vetor de

condi¢des inicias:
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uo(x,y) = 100 nos pontos da malha de coordenadas cartesianas dadas por:

(13/16, 10/16), (13/16, 11/16), (14/16, 10/16) e (14/16, 11/16), ¢

uo(x,y) = 0 nos demais pontos da malha.

A figura 3.1.3 ilustra esta definicdo. O eixo vertical indica a densidade

populacional para cada ponto do dominio espacial {2 do plano xy no instante inicial ts=0.

2

504

Distribuiggo inicial
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\
Figura 3.1.3: Distribuicdo inicial dos insetos nas regido de Campinas.

|

As condigdes de contorno *.

Considerando que o foco inicial de insetos ocorreu a uma distancia razoavel da
| fronteira do Estado de S&o Paulo com o Parana e que apenas nos ultimos anos se esta

l plantando algoddo no Estado do Mato Grosso do Sul define-se:
|

u(tx)=0, xeTI,,te(0,T]
Tanto a regido litoranea do Estado de Sdo Paulo como a fronteira com o Estado

- de Minas Gerais sdo consideradas regides letais para o inseto o que implica na defini¢do

 seguinte:

_ag%(t,x)=0, xe I, te(0T]

* Veja as figuras 3.1.1 e 3.1.2.
51



O coeficiente de difusio : o

Sabe-se que a populagdo € capaz de ocupar uma area de 7(50)” km*/ano. De
acordo com o dominio e a escala utilizada tem-se portanto a area correspondente em
uck
Determinagio da area na unidade de comprimento utilizada:

260.100 7 km” - Tu.c?
2500t km’- A portanto A= 0.03019601 u.c.”
Sendo a unidade de tempo, u.t. dada em meses, o coeficiente de difusdo que deve ser

utilizado no processo numérico € entdo dado por:

o 2:500m km? _ (0.03019601)u.c.>
ano 12u.t.

=0.00251633 uc.?/ut.-

Portanto o coeficiente de difusdo que sera utilizado sera:

o = 0.00251633 u.c.?/u.t.
A taxa intrinseca de reprodugio : A

Como em média o bicudo produz até 10 geragdes em um ano agricola, durante a
safra isto corresponde a 5 geragGes. Cada geragdo vive portanto, em média, 36 dias.
Considerando uma populagdo inicial de 50 fémeas por hectare resultando em uma

populagio final de 250.000 fémeas neste mesmo hectare, tem-se:

Py = 50 : populagdo inicial de fémeas Ps=250.000 : populagio final de fémeas.

A passagem de geragdo a geragdo ¢ calculada como segue:

Primeira geragdo : Py =Py + n, Po = (1+n,) Py

Segunda geragdo : P, =P; +n, P, = (1+n, )’P,

Quinta geragdo : Ps = P, + n, P, = (1+ n, )’P,, onde n, ¢ a taxa de crescimento por

geragdo, ou seja, a cada 36 dias, e P; € a populagdo de fémeas na i-ésima geragao.

Portanto n, = 5,22 - 1, e n, = 4.49/geracio, ou ainda n, = 449%/geracgio.
Py
A taxa diaria de crescimento, indicada por n4 sera calculada tendo em vista que
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pOs 36 dias a populagido de fémeas é P, = (1+n,) Py. Assim:
rimeiro dia: D; =Py + ng Po = (1 + ng) P
egundo dia: D, =D; +na D; = (1 + ng)* Py

rigésimo sexto dia: D3g = D3s + ng D3s = (1 + ng)*® Py, onde D; € a populagdo de
€meas
o0 i-ésimo dia. Mas D3 =P, = (1+n,) Py, logo tem-se que:
(1+1g)*® P= (1+n,) Py
ortanto ng = 3§/1“+Ta‘ -1, 0 que implica que ng = 0.0484551/dia.

YT B3

A taxa intrinseca de reproducio da espécie, A, sera a taxa de crescimento em
m més, que corresponde a 30 dias. Conhecendo a taxa diaria de natalidade tem-se que :

D3 = (1+ ng) *° Py . Também M; =(1+A)Py, onde M, é a populagdo de fémeas

I -

apésummés e A ¢ ataxa de crescimento em um més. Portanto D3 = M; , e

|

( (1+ ng) ** Py = (1+A)Py, sendo entdo A =(1+ng)*° -1 , e portanto A = 3.13518646/ u.t.
stando entdo o tempo medido em meses;, A = 3.13518646/u.t. é a taxa intrinseca de

reprodugdo que sera utilizada.
A taxa de sobrevivéncia c.

Primeiro ensaio:

| Neste primeiro ensaio considera-se que a pratica do manejo integrado de pragas

Inas plantagdes do Estado de S@o Paulo acarretaram uma taxa de mortalidade
correspondente a 80% da taxa de crescimento da populagéo dada por A = 3.13518646/

u.t. O coeficiente que indica este decaimento vale entdo o' = 2.50814917. Portanto

tem-se que a taxa de sobrevivéncia € a seguinte:
6 =oc' -\ =-0.62703729/u.t.

- A figura 3.1.4 ilustra uma situag@o intermediaria, ou seja, a distribui¢do populacional dos

| insetos apos um ano. O eixo vertical indica a densidade populacional para cada ponto do
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dominio Q no plano Xy no instante t = 12 meses, 0 que corresponde a 48 iteragdes no
tempo.
A regido de Franca nesta fase comega a ser atingida, enquanto que regides mais a

sudoeste do estado ainda ndo estdo infectadas.

Apesar do uso das praticas agricolas percebe-se um aumento consideravel da populagdo

ja no primeiro ano.

Figura 3.1.4: Distribui¢io da populacdo de insetos apdés um ano.

A figura 3.1.5 mostra a situagido apds 7 anos, com toda a regido tomada. O uso
de defensivos demonstra ter sido ineficiente e a populagdo cresce a niveis altissimos,

conforme indicam os valores no eixo vertical.

Distribuigao populacional
-

Figura 3.1.5: Distribuigio final da populagio de insetos - 1989.
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Segundo ensaio:

Considerando um aumento na taxa de mortalidade, correspondendo neste
egundo ensaio a 98% da taxa de crescimento A, o coeficiente de decaimento devido a
ostiidade do meio passa a valer o' = 3.07248273 e tem-se que a taxa de

obrevivéncia é de:
c=go -A= -0.06270373/u.t.

! . . N
| Neste caso a densidade populacional consegue ser controlada, sendo a situagio

pOs um ano ilustrada na figura 3.1.6.

|
i

Distribuigiio populacional

-

Figura 3.1.6: Distribui¢do da populagdo de insetos apds um ano.

A situacdo no final da década esta ilustrada na figura 3.1.7 com todo o Estado

invadido pelo inseto, mas o ensaio mostra claramente a diferenca quanto a densidade

populacional no instante final.
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Figura 3.1.7: Distribui¢do final da populaggo de insetos - 1989.

Os ensaios s3o qualitativos mas apresentam resultados que comprovam o que
ocorreu na década de 80 no Estado de Sdo Paulo. O coeficiente de difusdo dos insetos €

bem grande e a area, em pouco tempo, se encontra totalmente infectada.
Observacoes finais:

Foram feitas diversas consideracéés a fim de descrever o espalhamento do bicudo
no Estado de Sdo Paulo utilizando o processo de modelagem matematica. Algumas séo
naturais e até mesmo intuitivas, representando a simples adaptagdo a linguagem
matematica daquilo que ocorre na realidade, enquanto outras sdo artificiais e se
justificam na formulagdo matematica. Todo problema real envolve muitas variaveis e,
fazem-se necessarias hipoteses simplificadoras a fim de que seja possivel tratd-lo sob
diversos pontos de vista; a matematica € apenas um destes. A modelagem matematica de
um problema pode ser utilizada para constatar o que acontece na realidade atraves de
respostas numeéricas. O processo todo pode entdio ser transportado para outros
problemas que apresentem, por analogia, caracteristicas suficientemente semelhantes
além de comportamentos similares, e, neste caso, o modelo pode ser utilizado a fim de se
tentarem previsOes e inferéncias. Este “transporte” pode ser observado ja nos cursos de

Calculo Integral e/ou Equagdes Diferencias Ordinarias da Graduacdo'.

' Um exemplo classico € a analogia entre os sistemas mecinicos massa-mola € 0s circuitos elétricos.
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As consideragdes feitas foram as seguintes:

l. A ndo existéncia de fonte.

A hipétese € justificada pelo fato de que o Estado de Sdo Paulo foi o primeiro a

etectar a presenca do bicudo no ano de 1983.

. Nao foram considerados processos convectivos e/ou advectivos.

Embora existam correntes de ventos dominantes em varias localidades do Estado

e Sdo Paulo e embora possam estar presentes processos de quimiotaxia que justifiquem
inclusdo de termos convectivos e/ou advectivos, tais fendmenos ndo foram
onsiderados, ou foram negligenciados. Sup0s-se, intuitivamente, que o coeficiente de
difusdo resultante de informagdes fornecidas pelo CATI de certa forma englobou todos
fjpstes tipos de comportamentos, ja que os nimeros sdo resultados de experimentos de
i‘Fampo realizados nos Estados Unidos. Sugerem-se as inclusdes de tais termos na
Fquacio em um trabalho futuro, com os devidos cuidados na obtengio de valores que se

aproximem da realidade e possam contribuir para a obtengio de resultados melhores.

|
}3. Crescimento malthusiano.

A populacio de bicudos cresce exponencialmente, embora existam predadores
naturais ja citados no texto. Sem a aplicagdo de defensivos agricolas qualquer safra de

algoddo estara comprometida pelo ataque e multiplicagio extremamente rapida desta

praga.

4. Intervalo de tempo e unidades de medida.

A fim de isolar o Estado de Sdo Paulo como o tnico Estado a detectar a presenga
‘do bicudo, escolheu-se como instante final o ano de 1989. A partir de 1990 outros
Estados ja sentiam a presenga e a agdo dos insetos: norte do Parana, a regido de Uberaba
‘em Minas Gerais e Goias. v

A determinag¢do das unidades de medidas e dos incrementos Ax, Ay e At
utilizados no processo numérico devem estar condicionados nido s6 ao interesse do
fpesquisador como também as restrigdes de convergéncias numeéricas que estdo

| diretamente ligadas aos valores dos coeficientes presentes na equagdo; no caso O
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coeficiente de difusdo o.
Isolar Campinas como a primeira localidade do Estado a acusar a presenga do

inseto e a partir dai definir a condigo inicial leva a cuidados na escolha da malha.

5. A condicio inicial.

O instante inicial foi considerado como o més de janeiro de 1983 a fim de se
considerar apenas Campinas como depositaria de um numero razoavel de bicudos. No
mesmo ano de 1983 ja se constatava a presenga de um grande nimero de bicudos nos
algodoais nio s6 de Campinas como também de Sorocaba. A fim de se considerar a
presenga dos insetos no instante inicial também na cidade de Sorocaba basta trabathar
com uma malha mais grossa - aumentando Ax e Ay adequadamente - e levar em

consideragdo um aumento sensivel na densidade inicial de insetos neste caso.

6. Fronteiras do dominio e condi¢ées de contorno.

A hipétese de que ndo existam bicudos na fronteira do Estado de Sdo Paulo com
o Mato Grosso do Sul - indicada pof I'v - é natural dado o periodo de tempo
considerado. A mesma hipotese aplicada a outra parte de I'y que considera o sul do
Estado de Sdo Paulo e uma pequena fatia do Parana pode ser considerada simplificadora;
justificada em parte pelo fato de que o sul do Estado de Sdo Paulo nio é zona de
algodio e também pelo periodo de tempo considerado e a distancia relativamente grande
do foco inicial em Campinas. A regido produtora no Parana pertence ao dominio
considerado. A condig@o de contorno na fronteira I'; indica que esta regido ¢é letal par o
inseto. No caso do litoral do Estado de Sdo Paulo e Vale do Paraiba esta hipotese €
justificada pela propria regido composta de serras e clima ndo favoravel. A outra parte de
I'; foi marcada no Estado de Minas Gerais e a condi¢do de contorno neste caso é sem
divida a hipétese mais artificial utilizada no tratamento matematico. Optou-se aqui por
conserva-la a fim de que esta aplicagdo exemplifique ndo sO o tipo de equagdo mas
também as condigdes iniciais e de contorno que foram consideradas na parte tedrica no
capitulo precedente e os métodos de solugdo. Martins, R.E. em seu trabalho de inicia¢do
cientifica’ - em andamento - pretende alterar esta condi¢do a fim de considerar uma

hipotese mais real.

* Martins. R.E.” Um tratamento matematico ao problema do bicudo do algodoeiro.” PIBIC 98/99.
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inclusdo de termos advectivos e/ou convectivos em um trabalho futuro também
ontribuira muito no sentido de descrever melhor o espalhamento dos insetos, levando
m consideragdo dire¢des preferenciais de uso, evitando, por exemplo, o sul do Estado
e Sao Paulo, sem deixar de considerar a ida dos insetos para o Parana, principalmente

a década de 90.

A utilizagdo de outros pacotes matematicos e programas’ para geragio de malthas
figuras apresentam grandes vantagens voperacionais sobre o software MATLAB (e
iversas dificuldades de implementagéo), trabalhando com fronteiras irregulares com
oas defini¢des graficas e ficam como sugestdo para serem usados em trabalhos futuros.
Para terminar, uma investigac¢do criteriosa sobre a eficiéncia de técnicas agricolas
adotadas nos controles de pragas pode resultar em um trabaltho conjunto que possibilite
uma aproximag¢ido melhor no calculo do coeficiente de decaimento ¢ melhorando assim

os resultados obtidos.

§3.2 Aplicagéo 2: Controle biolégico do bicudo do algodoeiro em uma
area de plantio®.

| A fim de testar um controle biologico desta praga, considera-se uma area de
fplantio de algoddo dividida em duas sub-areas, como indica a figura 1.2.8. A area total
]de plantio é de 648 km’, o que corresponde a 64.800 hectares, tendo 36 km de extensdo

\‘ por 18 km de largura. A lavoura ¢ dividida em glebas com aproximadamente 300
hectares em média cada uma. Considera-se inicialmente a populagdo de insetos vinda das
%éreas de refugio - beiradas de matas e margens de rios ou riachos. Na primeira fase
‘ instalam-se armadilhas de feromonios, a fim de atrair os insetos adultos para esta regido,
onde serdo exterminados. As armadilhas séo colocadas na bordadura em volta da area de
plantio e s3o eficientes em atrair bicudos - tanto machos como fémeas - até 75 dias em
média apds a emergéncia. As bordaduras sdo também utilizadas em torno das glebas
- onde se plantam variedades precoces a fim de atrair os insetos. Apos alguns dias estas

~ areas sd3o queimadas e todo o algoddo enterrado para exterminar insetos, larvas e ovos.

| 3 PDEase - disponivel no IMECC
* Os programas ¢ os graficos foram desenvolvidos com o software MATLAB versdo 4.2.
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Findos os 75 dias de agdo dos feromdnios, inicia-se a segunda fase do projeto, quando a
populagdo sobrevivente da area 1 continuara se espalhando através da plantagdo onde
serdo realizados monitoramentos de controle.

Na segunda fase do projeto, com a area 2 ja cultivada, a populagio sobrevivente
se difundird através da plantagdo onde serdo realizados trabalhos de controle os mais
modernos ¢ eficientes possiveis, conservando os inimigos naturais e realizando-se
pulverizagdes periddicas com produtos agroquimicos de acordo com orientag8o técnica.

mata

area 1

mata area 2 mata

rio
Figura 3.2.1: Campo experimental para controle bioldgico do bicudo do algodoeiro.

= Parametros do dominio.

Dada a simetria do problema, matematicamente trabalha-se com um quarto da
area de interesse o que corresponde a 162 km”.

Utilizando uma escala de 1:18 km o dominio espacial ¢ dado pelo conjunto Q =
[0, 1]X[0, 0.5] = ,0€, com Q; = [0.125, 1] X [0.0625, 0.5] correspondente a uma
area de aproximadamente 124 km’, e Q,=Q - Q, correspondente a uma area de
aproximadamente 38 km’ representado na figura 3.2.2. A unidade de comprimento
utilizada € indicada por u.c..

O instante inicial onde t,=0 indica o inicio da fase 1 do projeto, quando os insetos
vindos da area de refigio estdao na bordadura em volta da lavoura.

O instante final ¢ igual a T = 10.800 horas correspondente a 180 dias e indica o

final da safra, fim da fase 2.
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Figura 3.2.2: Dominio espacial utilizado nas simula¢Ges numéricas.

| O objetivo € estimar a quantidade de insetos sobreviventes na area e sua

distribuigdo espacial no final da safra, ou seja em T = 180 dias. O tempo ¢ medido em

horas e 0 espa¢o em u.c.

= Parametros da discretizacéo.

! Os valores utilizados na discretizagio sdo:
( x¢= 1 : valor final no eixo x.
/ ye = 1/2 : valor final no eixo y.
'x, = 1/8 : marca o valor no eixo x que demarca a area 1.
Y= 1/16 : marca o valor no eixo y que demarca a area 1.
‘ Nsx = x¢Ax = 16 : numero total de subintervalos de [0, 1]no eixo x.
“ Nsy = y/Ay = 16 : numero total de subintervalos de [0, 1/2] no eix0 y.
\ nsfx = 2 : numero de subintervalos ate x, na area 1 no eixo x.
: nsfy = 2 : nimero de subintervalos até y, na area 1 no eixo y.
n, = 8.640 : numero de itera¢des no tempo.
' ng = 3.600 : nimero de iteragGes no tempo durante a fase 1.
| np = 5.040 : nimero de iteragdes no tempo durante a fase 2.
A estes valores correspondem:
- Ax =x/nsfx = 1/16, Ay = y/nsfy = 1/32 e At = T/ n,=0.5.
O ensaio numérico sera dividido em duas fases: a primeira até 75 dias apos o

- plantio da variedade precoce na area 1 onde se tem a ag3o das armadilhas de feromonios,

¢ a segunda até o final da safra - 180 dias - onde se utiliza 0 manejo integrado de pragas.
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Fase 1:

s Parametros do problema.

S3ao parametros do problema os coeficientes e as fun¢des que aparecem na

o e e s

A condigiio inicial indica a distribuigio da populagdo em t,=0, considerada
homogénea em , e inexistente em €2, Definindo ue(x,y) = 30000 insetos em cada
ponto de Q;, e uy(x,y)=0 em £, (que corresponde a uma pequena densidade inicial de
aproximadamente 0.05 insetos/ m®) tem-se a condigdo inicial na area total ilustrada na

figura 3.2.3.

Distribuigao inicial - fase 1

NOo

1

Ly

eixo x 00 | eixoy

Figura 3.2.3: Distribuicdo inicial dos insetos.

As condicdes de contorno s3o:

utx)=0, xe I, ,te(0T)e

_a_aa%(t,x) =0, xeT,,te(0,T],

com a parte da fronteira indicada por I', suficientemente afastada da regido de

interesse, € com a outra parte definida por I',, indicando as condi¢des de simetria.
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|
( A taxa intrinseca de reproducio : A
! A taxa diaria de crescimento, indicada por ny ja foi calculada na aplicagdo 1 e

Trale ng = 0.0484551/dia. Portanto Hys = (1 + L) Po =D, = (1 + ny) P € tem-se que:

A=241+n, —1=0.00197352/h.

A taxa de sobrevivéncia o.
Considerando o coeficiente de decaimento devida a hostilidade do meio

(aplicagdo de bordaduras nas glebas, inseticidas, etc.) o' = 0.00160090 tem-se que:

o=¢' -A= -0.0037262/h.

O coeficiente de difusiao : o

Considerando que populagio ¢é capaz de ocupar uma area de 625 km®/ano,
sendo a unidade de comprimento medida em u.c. € a unidade de tempo em horas, tem-se
‘que:

2 2 2
o= 6251 km _ 6.060170'1u. C. - 0.01660321 u.c. = 0.00069180 u.c.2/h.
ano 365dia v 24horas

O vetor velocidade de migracio W = (W,,W,) sera dado por:

A I
1/2 i
- |« « N
I,| >« Q .1 T,
Q, NN v o4
- L4 VN
P T 7 T _
0 I, 1 X

Figura 3.2.4: Campo de velocidades da migracdo durante a fase 1.

| Ou seja, como existe algoddo somente na area 1 durante a fase 1, os insetos
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vindos das regides de refiigio que estiverem na regido Q serio atraidos para a borda da
regido. A hipotese assumida neste caso € a de que os insetos deverdao percorrer a menor
distancia para atingir a borda.

Matematicamente, fixam-se os valores:

W;=0e W;=-0.005 em Q sex>y,

W;=-0005eW,=0em Q sex _<_ y.

OBS: Nas faixas onde est3o localizadas as armadilhas de feromdnios considera-
se o campo de velocidades definido por:

Wi=0eW,=0.005emQ sex >y,

W;=0.005eW,=0emQ sex <.

A funcgio f(t,x,y).

Considera-se um sumidouro na faixa onde estio colocadas as armadilhas de
feromonios, sendo neste ensaio a fungdo f{t,x,y) fun¢io do tempo, no sentido de que
quanto mais forte o efeito das armadilhas maior € f - isto ocorre no instante inicial. Este
efeito decresce linearmente no tempo até chegar a zero o que implica em f = 0 no

instante final. Tem-se entdo:

t
f(t,x,y)=-0.051-——
(tx.3) ( 1800)

na faixa definida por x = Ax = 1/16, e y € [Ay, 1/2] e para a faixa definida por y
= Ay= 1/32ex € [Ax, 1];f=0 nos demais nos da malha.

A equag@o diferencial parcial que descreve estes fendmenos €, entdo, dada por:
ou
Et——aAu+V.(Wu)+0'u=f(t,x), xeQ,te(0,T], (3.2.1)

com os coeficientes e as condigdes inicial € de contorno apresentadas acima e o tempo

final da fase 1 dado por T; = 75 dias .

As figuras a seguir ilustram a distribui¢@o parcial de insetos no tempo T, = 4
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oras, correspondendo a 8 iteragdes no tempo, a distribui¢do no tempo T, = 2 dias,
orrespondendo a 96 iteragdes no tempo, a distribui¢io no tempo T, = 12,5 dias
orrespondendo a 600 iteragdes no tempo, e a distribui¢do no final da fase 1, ou seja em

1 = 75 dias, correspondendo a 3600 iteragdes no tempo.
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Distribuigéo populacional

NO

| Figura 3.2.5a: Distribui¢do populacional na drea de plantio apds 4 horas,

A diferenga grande na densidade populacional nos pontos proximos das fronteiras

(se deve a diferenca entre os incrementos Ax e Ay; enquanto que na diregdo do eixo vy,
icada Ax é percorrido em aproximadamente 4 At, na dire¢do do eixo x, cada Ay é
\

percorrido na metade do tempo, ou seja, 2 At.

| A figura 3.2.5a mostra claramente as oscilages iniciais devidas ao método
' numérico utilizado, localizadas principalmente nos pontos extremos do dominio e ferindo
~até mesmo a condigdo de contorno (derivada na direcdo da normal deve ser nula). Este
resultado pode ser observado também na figura 3.2.5b que ilustra algumas curvas de
“nivel correspondentes ao grafico da solugéo anterior.

Estas oscilagdes desaparecem fapidamente e devem-se exclusivamente a
; magnitude do termo difusivo presente na eQuagﬁo (3.2.1) combinada com os incrementos

das variaveis espaciais e temporais (como comentado no 8§2.1.6 do capitulo 2).
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Figura 3..2.5h: Distribui¢io populacional em curvas de nivel aps 4 horas.

As figuras 3.2.6a ¢ 3.2.6b representam as densidades populacionais em cada
ponto do dominio apds 96 iteragdes no terhpo. As oscilagOes iniciais desaparecem € as
curvas sdo mais suaves. O decréscimo da populagdo deve-se em parte ao fato da
fronteira ndo estar suficientemente afastada da regido de interesse, além da presenga do
sumidouro. O termo advectivo domina e, como, inicialmente, a populagdo se encontra
muito proxima a fronteira, embora ai u seja igual a zero a derivada de u na diregéo da
normal ndo ¢ zero e a populagdo “escapa”. Este efeito é diminuido pela a¢do contraria da
velocidade nos nos da malha que estdo fora da regido de plantio, entre a regido e a

fronteira.
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Figura 3.2.6a: Distribui¢io populacional na area de plantio apos 2 dias.
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Figura 3,2,6b: Distribui¢do populacional em curvas de nivel apos 2 dias.

Inicialmente nota-se menos este equlhbno no campo de velocidades, mas a
\medlda que sdo realizadas mais iteragdes seu efeito € mais positivo no sentido de

“segurar’a populagdo dentro da regido de plantio.

‘1 Para um futuro trabalho que melhore o resultado quantitativo, sugere-se afastar a
ﬁfronteira da regido de plantio; isto implica em trabalhar com o campo de velocidades
idependente das coordenadas espaciais e, consequentemente, devem-se realizar
‘integraqées numéricas a fim de montar as matrizes de rigidez.
\

Nota-se claramente o efeito do campo de velocidades carregando a populagio
‘para a bordadura onde estdo localizadas as armadilhas de feromdnios. A fim de
fevidenciar este efeito realizou-se um ensaio considerando W = (0, 0) e f = 0. Apos 96

[iteragdes no tempo tem-se o seguinte resultado, ilustrado nas figuras 3.2.6c € 3.2.6d:
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Figura 3.2.6¢: Distribui¢io populacional na irea de plantio apos 2 dias com W = (0, 0) e f = 0.

Com 600 iteragdes realizadas a populagdo se encontra mais dispersa na area de
plantio e a densidade populacional aumenta sensivelmente. A capacidade de atragio das
armadilhas de feromonios decresce no tempo e, este fendmeno somado ao equilibrio dos

campos de velocidades e também ao sinal de o, favorecem o crescimento populacional.
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Figura 3.2.7a: Distribui¢do populacional na drea de plantio apés 12,5 dias.
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Figura 3.2.7b: Distribuigio populacional em curvas de nivel apés 12,5 dias.

A figura 3.2.8. ilustra este crescimento populacional apés 75 dias ou 3600
fiteraq:c")es no tempo. Apesar da fronteira ndo estar suficientemente afastada da regido de
[interesse, este resultado é coerente com a definicdio de ©. Pode-se, mesmo assim,

|
’intensiﬁcar as técnicas de controle durante a fase 2 para evitar um infestamento da praga
|

Jna lavoura.
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‘ Figura 3.2.8a: Distribuigio populacional na area de plantio no final da fase 1, ou seja, T, = 75 dias.
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Figura 3.2.8b: Distribui¢io populacional em curvas de nivel no final da fase 1, ou seja, T; = 75 dias.

Fase2:

A fase 2 consiste em um novo problema dado pela equagdo 3.2.1, com a
condi¢io inicial definida pela solugdo da fase 1, sendo que na area 1 a condic@o inicial €

zero ja que o algoddo nesta area sera queimado, matando insetos, larvas e ovos que

estiverem nesta regido.

\\‘ \\\\
\\\‘\\\‘\
‘\ \\\ \\

Figura 3.2.9: Condicdo inicial da fase 2.

O coeficiente de difusdo o € 0 mesmo da fase 1. Supde-se que ndo existam fontes
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‘u sumidouros nesta fase, ou seja f = 0, e que as componentes da velocidade sejam
equenas no sentido de atrair a populagio para a area 2 de plantio, ou seja W1 = W2 =
.0001 nas faixas onde estdo localizadas as armadilhas de feromé6nios, e W1 = W2 =0
os demais n6s da malha. Considera-se um aumento consideravel nas técnicas de
ontrole de pragas, causando uma diminui¢do na taxa de sobrevivéncia o, dada na fase 2
or:

o =-0.00037262.

A equagdo (3.2.1) com estas deﬁnig:_()es passa a ser a seguinte:

| %u?—aAu+V.(Wu)+0'u=O, xeQ te(T,,Tl], (3.2.2)

com os coeficientes e as condi¢des inicial e de contorno apresentadas acima.

J A figura 3.2.10 ilustra a distribuicio final da populagio de bicudos que
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Figura 3.2.10a: Distribuigdo da populagio de bicudos na area 2 no final da safra, ou seja T = 180 dias.
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Figura 3.2.10b: Distribui¢io da populagdo em curvas de nivel no final da safra. ou seja T = 180 dias.

Observacdes finais:

Nesta aplicagdo existem inimeros aspectos, tanto matematicos quanto biologicos,

que levam a inimeras reconsideragdes, sugerindo outras abordagens e hipoteses.

Embora a condigdo inicial seja razoavel sob o ponto de vista biologico,
concentrando os insetos inicialmente na area 1, e no método de Galerkin juntamente com
o método dos elementos finitos possam ser consideradas fungGes descontinuas (até
mesmo distribui¢des), o uso de uma fungdo continua como condigdo inicial pode
eventualmente trazer methores resultados, evitando as oscilagdes iniciais na utilizagdo do
método de Crank-Nicolson para a discretiza¢io temporal. Talvez o uso dos elementos
finitos de segunda ordem para a discretizagdo das variaveis espaciais também ajudem a

contornar este problema.

Afastar a fronteira da regido de interesse, como ja mencionado, parece ser uma
hipotese essencial para uma tentativa de melhores resultados quantitativos sob o ponto

de vista matematico.

O valor do coeficiente de difusdo utilizado na aplicagdo 2 € igual a um quarto

daquele utilizado na aplicagdo 1 para o Estado de Sdo Paulo. Diferengas intrinsecas entre
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s dois problemas levaram a esta decisdo; uma comparagdo entre os valores utilizados e
queles calculados por Kareiva® para diversos outros tipos de insetos (em geral
esouros) podem, a primeira vista parecer muito discrepantes. De fato ndo o sdo; o
abalho de Kareiva®, além de especifico, estima os coeficientes sem levar em conta
gentes externos de dispersdo (transporte por ventos, o homem, passaros, ha um
idade deles) que alteram sensivelmente estes valores. Para a area de plantio
onsiderou-se que o bicudo apresenta um coeficiente de difusdo aproximadamente 240
ezes maior que o coeficiente de difusdo estimado para um tipo de borboleta. As
ustificativas sio que nd3o se quis fugir muito do coeficiente fornecido pelo CATI

utilizado na aplicag3o 1) e que o bicudo, provavelmente, € muito mais veloz do que a

orboleta
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Capitulo 4: A dispersdo densidade-dependente em modelos
intraespecificos - a difusibilidade densidade-dependente.

§4.0 Introdugéo.

Em um trabalho datado de 1977, Gurtin & MacCamy *° estendem a idéia de
dispersdo populacional & dispersdo densidade-dependente. Eles sugerem que hipdteses
mais realistas a respeito da dispersdo devem incluir uma taxa de dispersdo variavel, que
aumenta quando prevalecem condi¢Oes de superpopulagio. Existem, de fato, amplas
evidéncias - e isto é citado no artigo de Gurtin & MacCamy ** - que indicam que
algumas espécies migram a fim de evitar aglomeragdo, alterando sensivelmente seu
coeficiente de difusdo dependendo da densidade populacional. Mais do que movimento
puramente aleatério, a superpopulagdo é indicada como sendo a primeira causa da
dispersd@o. Eles desenvolvem um modelo para a dispersdo espacial de populagoes
biologicas, considerando um equagdo diferencial parcial nido linear, degenerada, que

descreve a dispersdo populacional, dada por:

2P Afo(e)1+ (o), @o1)

onde p representa a populag@o, ou a densidade populacional e com a dindmica dada por
o(p) sendo ainda @ (p) uma fungdo ndo-linear de p, tal que ¢’ (0)=0 e @' (p) > 0 para p >
0. Portanto a equagdo (4.0.1) é degenerada, ou seja, € uma equagado diferencial parcial de
segunda ordem parabolica quando p > 0, mas degenera-se a uma equacdo diferencial

parcial de primeira ordem quando p=0. Eles também utilizam:

¢ (p)=kp", | (4.0.2)
com k e m constantesem > 2.

Substituindo a equagdo (4.0.2) na equagdo (4.0.1) tem-se:

Z—f =k A(p™)+ 4p, (4.0.3)

onde foi considerada uma dinamica vital malthusiana, ou seja, em (4.0.1) o(p) = Ap.

O modelo ¢ aplicado a diversas situagdes ja conhecidas e, no caso particular dado pelo
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uxo definido por (4.0.2), estabeleceu-se a existéncia e a unicidade de solu¢do para o
roblema dado pela equagédo diferencial parcial mais condi¢des iniciais € de contorno
adequadas, considerando um dominio unidimensional.
Gurney & Nisbet ** usam uma equagio analoga 4 equagdo (4.0.1). Eles baseiam
ua analise em consideragdes probabilisticas: consideram um movimento no qual os
jndividuos ou permanecem em sua presente localizagdo, ou movem-se na dire¢do da
populagio decrescente; uma hipotese que conduz a equagio (4.0.1) com ¢ (p) =k p>.
Gurney & Nisbet ** permitem que ¢ dependa da posigdo e fornecem exemplos numéricos
0s quais indicam que a ndo-linearidade inerente a equagdo (4.0.1) tem uma influéncia
estabilizadora. Ou seja, a dispersdo € utilizada por certas espécies para regular seu
tamanho abaixo da capacidade suporte determinada pelo fornecimento de nutrientes
disponiveis. Parece plausivel que devam ocorrer vantagens adaptativas para certas
espécies, ja que desse modo previnem-se contra flutuagdes no fornecimento dos

nutrientes. A equacdo utilizada por Gurney & Nisbet ** é:
0 .
22, 9=G0)p(r, - Vi (r,), (4.0.4)

onde j é chamado de “densidade local de populaq:ﬁo circulante” , dado por:
j=-aVp-ApVp=-(aa+Ap)Vp, (4.0.5)

Fendo A uma constante positiva. Substituindo o valor de j dado em (4.0.5) em (4.0.4)

tem-se a equagdo que descreve a dispersdo populacional dada por:
%(r, )= G(r)p(r, 1) - V.[- (a+ A p) Vp] = G(r)p(r, ) + a Ap + A V.(pVp).  (4.0.6)

No artigo sdo analisados trés casos particulares extraidos da equagdo (4.0.6) e

obtidas solu¢des aproximadas de modelos unidimensionais, utilizando um método

numeérico do tipo predictor-corrector.

Em seu trabalho, Carl’ observa que esquilos do artico migram de areas

'densamente povoadas para areas esparsamente povoadas, até mesmo quando a ultima

75



oferece um habitat menos favoravel a espécie. Tipicamente isto levaria a modificar o

fluxo difusivo:

J=-a(p)Vp. 4.0.7)
A forma utilizada para o coeficiente de difusdo a(p) ¢ a mesma utilizada para o fluxo por

Gurtin & MacCamy, ou seja:

a(p) = kp”, (4.0.8)
onde k é uma constante positiva e m > 1. Um aumento na popula¢do, causa portanto, um
aumento na taxa de dispersdo. Uma equagdo unidimensional descrevendo o movimento

da populagdo, citada no referido trabalho é:

op ) miﬂp)
= —k—| p" == |=1(p), _ 409
ot 6x(p 0x ® ( )

onde f representa a dindmica vital da espécie.

Um modelo devido a Okubo * ¢ descrito com detathes no trabalho de Sossae % ;
ele modela a dispersdo causada pela alta concentragdo da populagdo expressando os
termos de advecgdo e a difusibilidade como fungdes da densidade populacional. Para o

caso unidimensional tem-se a seguinte equagao:

?_P_+M__a_(a@ -0, (4.0.10)
ot ox ox\ 0O0x

onde V = V(p,x,t) é o campo de velocidades relativo aos processos advectivos e o

coeficiente de difusdo dependente da densidade ¢ dado por:

a=a, (»—p—J para m > O, sendo oy a difusibilidade para p = p,.

Po

O citado trabalho de Sossae®® (onde a populagdo, tal como no presente trabalho,
€ indicada por “u” e n3o mais por “p”), também considera a dispersio densidade

dependente, quando supde uma dinamica vital verhulstiana. A equagdo é dada por:
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—aAu+V.(Vu)+ou=r(l—%ju, (4.0.11)

sendo u a populagdo ou a densidade populacional, V = (V, ,V;) o vetor de velocidades
da migragio nas diregdes x e y respectivamente, r a taxa de crescimento populacional e k
a capacidade suporte do meio. Apos a demonstragdo de existéncia e unicidade de
solugdo para a formulagio fraca do problema, correspondente a equagdo (4.0.11), faz-se
construgdo de uma solugio aproximada através do método de Galerkin e o0 método dos
ementos finitos, com uma base de elementos finitos de segunda ordem a fim de se
itar oscilagSes numeéricas. Tais oscilagdes estdo presentes ndo sO pela inclusio do
termo advectivo mas também pela ndo-linearidade da equacdo, gerada pela escotha da
rma da dindmica vital verhulstiana. A seguir se utiliza 0 mesmo procedimento para

dbter solugdes aproximadas de um modelo densidade-dependente.

‘ -1 Um modelo de dispersdao densidade-dependente intraespecifico — a
ifusibilidade densidade-dependente.

$4.1.1 A formulagdo fraca do problema.

| O problema populacional visa modelar os mesmos fenémenos ja descritos no
bapimIOZ, considerando, agora, o coeficiente de difusio dependendo da populagdo. Ou

seja, o problema consiste em modelar os fendmenos seguintes:

» Dispersio, considerando o coeficiente de difusdo densidade dependente.
» Processos advectivos ou processos convectivos.
'» Decaimento da espécie devido a hostilidade do meio.

» Dindmica vital malthusiana.

A equag@io e as condigdes inicial ¢ de contorno que descrevem estes fendmenos
(capitulo 2) sdo:

ou Cay—
7~ V@Vu+V.(Wu+o u=tu+fitxy), 4.1.1)

te(0,T], (x,y)eQc R?,
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u(0,xy) =uo (xy), t=0, (x,y) € Q,
u(txy)=0,t € (0,T], (xy)elo, e (4.1.2)

a8 _0,teOT], (xy) e,
on

com Iy e I'; disjuntos formando a fronteira I" de Q, e n designando a normal exterior

em (x,y)acurval.

A diferenca entre este capitulo e os capitulos 2 e 3 consiste na hipotese da
difusdo densidade-dependente, ou seja, o coeficiente de difusdo o, além de poder variar
com o tempo e nas coordenadas espaciais, depende da populagio u. Em primeira

aproximagio considera-se que:
o = oft,x,y,u) = ao(t,x,y) + Bo(t,x,y) u. (4.1.3)

A fim de enfraquecer as condi¢Ges de regularidade de u e das demais fungdes
envolvidas, trabalha-se com a formulagdo fraca da equagdo (4.1.1), tendo em vista as
condi¢oes dadas em (4.1.2).

Tomando-se o subespago fechado V — H'(Q), definido anteriormente por V =14v €
H'(Q): tr(v) = 0 em I, b, a formulagio fraca do probiema (4.1.1) com as condi¢Ges

(4.1.3) consiste em:

Dadas as fungdes f € L*((0,T];L*(Q)) e u, e L*(Q),

procuraru € V =4 veL*((0,T};V): % e L¥(0,TELX(Q)) ! tal que:

ot
(u(0,x),v)g =(u,,v),, YveV,

(@’Vl - (V(@Vu),v), +(V(Wu),v), + (00, v), = (£, v)g, € (4.1.4)

sendo 6 = 6(t,x,y) = 6 '(1,5,y) - A, e 0 produto escalar ¢ definido em L*(Q). A equagio

(4.1.4) pode entao ser escrita como:
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gEl—vdu—jV.(OLV u)vdu+jV.(W u) vdu+jcu vduz_[fvdu, e
Q Q Q Q

ot
(4.1.5)
u(0,x)vdp= Iuovdp, YveV.
Q
evando em conta a defini¢do (4.1.2) vem:
(aVu)=Va.Vu+a Au, (4.1.6)
nde:
oo =Vay+ (VB u+ o Vu. 4.1.7)

|
I Aplicando a Férmula de Green na segunda integral em (4.1.5), apds cancelar-se

#ﬂguns termos, tem-se:

J‘-g—% vdu + ja VuVvdp + I(W.V u) vdu + J'(c +V.W)u vdp = ffvdu,

JQ Q Q Q Q (4.1.8)
| J'u(O, x)vdp= Iuovdu, YvevV,
IQ Q

{ou, usando a notagdo adotada para o produto escalar em L}(Q):

(a—u v) +((aVu), Vv)Q +((W.Vu), V)Q +({(c+VW)u,v)g =(f, v)a
| Q (4.1.9)

ot
;‘ (u(O,x),v)Q = (uo,v)Q, VveV.

§4.1.2 O Método de Galerkin.

Seguindo o que foi feito no Capitulo2, §2.1.3, sera construida uma solugdo
‘ aproximada uy, da solug@o u em um subespago de V de dimens3o finita.
1i‘Escolhendo-se em V = {veH'(Q): tr(v) = 0 em I, t, N fungdes linearmente

| independentes o, i=1,...,N, denomina-se V} o subespago fechado de V, de dimensdo N,

gerado por B={0,,0,,... 0y }.

| Procura-se uma aproximagdo u, da solugdo u, considerando-se em u, uma

separacdo de variaveis, de tal forma que:
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N
u, (5%, 5) = 2 u;(00,(x,y), (4.1.10)

e que satisfaga (4.1.9) paratoda v € Ve, para a qual

ImExy) Z du’ © ——¢;(x,y), com @“.1.11)
ot &
a=0a, +ﬁ0iuk(t)(pk (%, ). (4.1.12)

O espago vetorial das fungdes da forma (4.1.10) sera indicado por Vs.
Substituindo (4.1.10), (4.1.11) e (4.1.12) em (4.1.9), e considerando v = ¢; ,

resulta que:

. N N
Z_aTJ((Pja(Pi)Q +a0§uj(V(pjl|V(pi)Q +§“j(w-V(Pj,<Pi)Q "

=1

+(0+VW)Zu (05.0:), +BoZuk(§)u,(¢kV¢ IV0;), J £ 0i)g-

j=1

(4.1.13)

=1 k=1
Zuj(o)((Pj’(Pi)Qz(uoﬁ(pi)Qa V(piEBa 1.<_.l.<_N,
=1

onde:

09, o, 09, b,
elval, - o v [ T S

e, também:

00 00
(qu)]’(pl)g =(Wl axj +W2 6; > @i =
Q

0
Q(WI‘_% + W, ?(‘;‘(P,)dxdy (W(pi”V(pj)Q e (4.1.14)

W, W,
ox Oy

Considerando V.W = 0', e definindo as matrizes:

VW=

! Isto €. considerando W como um campo niio dissipativo.
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/
|
f
|
|

u (1)

M=M= (o0:),, U= 0= "2 || F=E)= (.00, *.113)
un(t)
a0 (Vo;|[Vo; ), +(W.vo, “(Pi)Q +(00j,9:), +
gU) =(g(U);) =u; N
J +Bo ;uk(mkajNVwi)Q
=1

e (4.1.16)
’ Uo =(UO;)=(UO’(Di)Q’
pode-se escrever o sistema (4.1.13) na forma matricial:
M-CL—q+g(U) F (4.1.17a)

sendo que o vetor inicial U={uj(0)}, j=1,2,....N, adequado para as simulagdes

numeéricas, sera calculado diretamente como:

MU, = Uo. (4.1.17b)

As equagdes (4.1.17a) sdo n3o lineares devido a definigdo do coeficiente de difusdo
(4.1.3), e esta ndo linearidade é de carater diferente da de Sossae *>, que a introduz no

termo que representa a dindmica vital verhulstiana.

§4.1.3 A discretizagdo espacial: o método dos elementos finitos de

| segunda ordem.

A discretizagdo espacial sera feita com o uso do método de elementos finitos de

~ segunda ordem, ou seja, a base B de V, sera composta por fungdes quadraticas por
| partes em cada tridngulo do dominio discretizado ;. Detalhes em Sossae ** e também

~ no apéndice 3 deste capitulo.
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§4.1.4 A discretizagido temporal: o método de Crank-Nicoison.

Para a discretizagdo temporal utiliza-se o método de Crank-Nicolson, come feito

no Capitulo2, com as aproximagoes:

u.(t }+u(t
e, + 3y B0 00,
2 2
e (4.1.18)
_di(t- + At)E uj(tnﬂ)—nj(tn),
dt 2 At
2 . At
ambas de ordem de At em u, dada em (4.1.10), estimadasem t | =ty + . Na
n+—
equagdo (4.1.13) obtém-se:
(n+l) ug (n+l) u N u(n+1)+u
Z‘J——_‘—&Pqu’i) +%Z—J—-—-2——(V¢J[}V<pl) +Z . (W(””Z).chj@i)g+
o (!H*l)_’_‘_l N u(llﬂ) +uﬂ N (n+l) +u
DTy TN ) 4 L T (Ve ve), =
i k=1

=(f"*D 9, Vo, €B,i=1,2, N

Multiplicando a equagio acima por At, ¢ isolando os termos em u(n*l)

i At M At
(1 +G(n+1/2) 2 V W(n+1/”) 2 )((pj,(pl )Q + (X,O -—2—(V({)3"ch, )Q +

Mz

At N

-
il
—

(n+1) + ug(

At
+_2_(W(n+1/2)_v(pj,(pi) +By — 5 0, Vo; | Ve, )Q

Z

k-l

J

(i A oz At
[l o 5 VW > ((Pj:‘Pi)Q" 5

Qg —A_t- (V(pj"vq)) )Q -

+

+

>

i=1] At n+l/2 At X (n+1)+u
] ___Z_(W( +1/7)_V(Pj,(Pi)Q —B > g 5 k (ka(pj“V(pi)Q

MED o), Ve eB,i=1,2, N

e u? tem-se que:

u(n+1) -

ey



Para a condig#o inicial:

N
Zuj(O)(cp,-,wi)Q =(ug,9;)q, V0;€B,i=1,2,. N
i=l

Adota-se a notagdo:

( n+|) U(n+l)’ U(n+l) , (4119)

com u™” =zu(t,,,x,,y,),j=12,.,N, aqual, inserida em (4.1.17) fornece:

AU™D U™ U = BUD U™ U + At ™12 (4.1.20)

‘ 0 0 0 "
com a condigao inicial U® = (u;*,u,®,....ux®), tal que MU = U, onde, conforme as

definigSes (4.1.15), M = (M;) = (0;.0:),,

| As matrizes AUV U™) e B(U™P,U™) introduzidas na equacdo (4.1.20) sio dadas

| por‘
At At At
A (a“) (1+0-(n+1/2) Vw(n+l/2) > )((pj,(pi )Q +a0?(V(pj"V(pi )Q + 4.121)
At Ny 4y ®
| 72 = "k o kV‘Pj"V‘Pi)Q+(w(n+l/2)-V(Pj"(Pi)Qs
B (n+l/2)é£_v.w(n+l/2)é£) 0) —o M Ve Ve
At N u() +u(n)
-Bo ?kZl . ((PkV(Pj Ve, )Q - (W(Ml/z).V(pj lep; )Q e
(4.1.23)

F=(F)= (f(n»fl/z)’q,i )Q .

O processo iterativo® ¢ obtido mediante a relagio de recorréncia (4.1.20) , e é o

 seguinte:

‘ 2 Os diversos produtos internos envolvendo as fungdes de base quadraticas em (4.1.21), (4.1.22) ¢
(4.1.23) podem ser vistos em Sossac 5 apéndice C, € no apéndice 3 deste trabalho.
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)
Dado U@ e®™
{ obter U™*Y das sucessivassolugdes de:

*) @ " ™, y®
A(U ;-U ,U(n))U( )=B(U +U

(4.1.24)

U(n))U(n) + AtF(n+1/2)

L

com U™ dado inicialmente por U® e, a partir da segunda iteragio interna, assumindo o

valor de U™". O valor obtido na iteragdo interna final sera o de U™ (cf. Meyer *).

§4.1.5 Resultados de simulagtes numéricas.

O Problema,

O problema consiste em acompanhar a variagdo populacional de uma dada

espécie numa dada regido, a qual pode apresentar as seguintes caracteristicas:

- Um coeficiente de difusdo dependente da densidade populacional.
- Processos convectivos e processos advectivos.
- Um coeficiente de decaimento da espécie podendo variar com o tempo.

- Uma dinamica vital malthusiana.
O Modelo.

Conforme as equagdes (4.1.1), (4.1.2) e (4.1.3), o problema é descrito

matematicamente através da equagio:

ou
—-=V.(aVu)+V.(Wu)+o u=Au+flt, ,
1 (@Vu)+V(Wu)+o u=ru+1txy) (4.125)
te(0,T], (x,y) e QcR*,
com condigdo inicial e condi¢ées de contorno dadas por:
u(0,xy)=uo (x,y), t=0, (x,y) € Q,
u(t,x,y)=0, t € (0,T], (xy)ely, (4.1.26)
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e —aZ% 0.te(OT], (xy) el
on

coeficiente de difusdo densidade-dependente definido por:

= a(t,x,y,u) = oo(t,x,y) + Bo(t,x,y) u. (4.1.27)

arametros do Dominio.

Dada a simetria do problema, matematicamente trabalha-se, como no Capitulo3,

om um quarto da area de interesse’. O dominio utilizado nas simulagdes é definido,

entdo, por 2=[0,1]X [0,1] conforme ilustra a figura 4.1.1.

| y I

To

WV

To 1
{ Figura 4.1.1: Dominio espacial utilizado nas simulagbes numéricas.
|
|

f O periodo de tempo considerado € indicado pelo intervalo [0,T].

 Parimetros da Discretizacio. -

| Os valores utilizados na discretizagio so:
- T=12 : instante final.

x¢ =1 : valor final no eixo x.

ye=1: valor final no eixo y.

| nnx = 4: : namero de subintervalos no eixo x.

i
|
\

30s programas e os graficos foram desenvolvidos com o software MATLAB versdo 4.2.
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nny = 4 : nimero de subintervalos no eixo y.

n; = 3 : namero de iteragdes internas a fim de ajustar o valor de U™"

(4.1.24).

n, = 100 : nimero de passos no tempo.

conforme o sistema

A estes valores correspondem:

Ax =x/nnx =0.25, Ay =y,/nny = 0.25 ¢ At =T/n, = 0.12.
Parametros do Problema.

Alguns parametros do problema, que aparecem nas equagdes (4.1.25), (4.1.26) e
(4.1.27) estao fixos; sdo eles:
A =0.1: coeficiente da dindmica vital de Malthus.
o = oy + Po u, com ap = o= 0.007 : coeficiente da difusdo densidade-dependente.
A condiggo inicial é dada por up(x,y) = 0.5 nos nos #55, #56, #63 e #64, de coordenadas
cartesianas dadas por (7/8, 7/8), (7/8, 1), (1, 7/8) e (1, 1) respectivamente, e zero nos
demais. Isto corresponde a considerar a condigio inicial concentrada no meio da regido,

como ilustra a figura 4.1.2 para o dominio completo.

°© o
'S o
vl r]

Densidade populacional
(=]
o

£

No

Figura 4.1.2: Condi¢Ao inicial utilizada nas simulagdes numeéricas.

O termo de fonte ¢ dado por f{t,x,y) = 0.01 nos mesmos nos citados acima e zero
nos demais, ou seja, considera-se uma fonte artificial inserindo individuos continuamente
na populagdo, desde o instante inicial até o instante final, concentrada no meio da regido

de interesse.
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s demais parametros assumem valores diferentes, conforme o ensaio realizado. Seus

alores e resultados obtidos apos as 100 iteragdes no tempo sdo os seguintes:
nsaio 1: Dispersdo como difus@o densidade-dependente, sem migragdo.

= (0,0) : ndo ha migragdo. _
= g-A = -0.05 : diferenca entre o coeficiente de decaimento e o coeficiente de
thus. ‘
onsiderando o termo de fonte f=0, nota;se que o espalhamento da populagio € suave,

omo ilustra a figura 4.1.3a.

s 0.15-

Densidade populaciona

|
‘\Figura 4.1.3a: Distribui¢do da populagio com difusdo densidade-dependente, sem migragio € sem fonte,
‘1o instante final T = 12.

As variagdes da densidade populacional nos nos #14 e #52 da malha, de
fcoordenadas cartesianas dadas por (1/4, 3/4) e (7/8, 1/2) respectivamente, ao longo do
jtempo, sdo ilustradas nas figuras 4.1.3b e 4.1.3c respectivamente. No no #52 a
densidade aumenta mais rapidamente até a itera¢do 50, tornando-se mais lenta a medida

“que o tempo passa pois o coeficiente de difusdo neste ponto aumenta mais lentamente.
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% 0.025 /

A 0.02(

‘s 0.015+
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® 0.005¢
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-0.005 — ' - : ,
0 20 40 60 80 100
lteracdo no tempo

Figura 4.1.3b: Variacdo da densidade populacional no né #14 com a iteragio no tempo.

0.06}

0.04

0.02r

Densidade populacional - n6#52

-0.02 - - — > ——
0 20 40 60 80 100
Iteracdo no tempo

Figura 4.1.3¢: Variagdo da densidade populacional no nd #52 com a iteragdo no tempo.

A ligeira oscilagdo para valores iniciais de t € proveniente do método de Crank-
Nicolson e rapidamente desaparece (Carey & Oden’?).
A figura 4.1 4a representa a densidade populacional no instante final, supondo a

existéncia da fonte concentrada.
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eixo x 00 eixoy

Figura 4.1.4a: Distribui¢io da populagdo com difusfo densidade-dependente, sem migragio ¢ com

fonte, no instante final T = 12.

| Com a presenga da fonte, nota-se na figura 4.1.4b, um aumento maior da
'densidade populacional no n6 #14 em comparagdo com o resuitado ilustrado na figura

4.1.3¢, pois o coeficiente de difusdo neste n6 tem um aumento acentuado. Percebe-se

‘claramente, comparando as figuras 4.1.3c e 4.1.4c, o aumento da densidade no no #52

|

com a presenca da fonte.

0 20 40 60 80 100
| lteracdo no tempo
| Figura 4.1.4b: Variagio da densidade populacional no né #14 com a iteragio no tempo.
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Figura 4.1.4¢: Variagio da densidade populacional no né #52 com a iteragio no tempo.

Ensaio 2: Dispersio como difusio densidade-dependente, com migragao.

W = (W,,W,) = (0.05,0) : existe migra¢do populacional na dire¢do do eixo dos x.

6 =-0.05 como no primeiro ensaio.

E importante salientar que a condi¢do de Peclet é satisfeita sempre, ou seja, para
qualquer valor de o definido no dominio e em qualquer instante.

A figura 4.1.5 mostra claramente o movimento dirigido pela presenga do campo de

velocidades atuando na dire¢ido do eixo dos x.

o
&

o
2

Densidade Papulacional
o o
8 8
L .

8ixo x 6o eixoy

Figura 4.1.5: Distribui¢3o da populagao com difusio densidade-dependente, com migragdo, no instante
final T = {2.



( A figura 4.1.6 e a figura 4.1.7 apresentam o acompanhamento da densidade

populacional nos nés #14 e #52 respectivamente, desde o instante inicial to = 0 até o

instante final T = 12.

x 10"

Dens.Pop. no n6 #14

{ -1 L U i 1 .. >
0 20 40 60 80 100
Iteragdo no tempo

‘1 Figura 4.1.6: Variagio da densidade populacional no né #14 com a iteragdo no tempo.

/
| oo

0.016+

o 0.014
‘ -
i 20012

\
|
| 4 001}

Dens.Pop. no

0.008

0.006
YY)
0.002
0

0 20 40 60 80 100
Iteragao no tempo
" Figura 4.1.7: Variagdo da densidade populacional no né #52 com a iteragdo no tempo.

Ensaio 3: Dispersio como difusdo densidade-dependente, com migragdo e com

. mortalidade variavel.

W = (W,W,) = (0.05,0) : existe migragio populacional na diregio do eixo dos x.

o'(t)= —2M-—(sen wt +1), modelando uma mortalidade variando sazonalmente no meio,

' sendo my=0.15 a mortalidade maxima atingida no meio Q, e ® = 4[1/201At para que,

em cada 100 iteragGes no tempo seja completado um periodo de variagdo de o, dado por
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o (t)=0o’(t) - A, igual a 2I1.
A figura 4.1.8 apresenta a variagdo de o com a iteragdo, para 100 iteragdes, ou seja, do

instante inicial t = 0 até o instante final T=12.

:g 002

g-004

30

2

e

5-006

£

[

3-038

3 i i f ~
0 20 40 60 80
heragdes no tempo

Figura 4.1.8: Variagio do decaimento populacional com as iteragdes.

Embora na figura 4.1.9 ndo fique evidente a diferengca de comportamento da
populagdo quando se considera a variagdo temporal de o, a indicagdo no eixo z

quantifica essa diferenca.

-

o
3

5

Densidade Populacionat
[
2

Ny
gy

exo X

eoy

Figura 4.1.9: Distribuicio da populacio com difusio densidade-dependente. migragdo, € com

decaimento variavel no tempo, no instante final T = 12.

As figuras 4.1.10 e 4.1.11 representam a variagdo da populagdo ao longo do

tempo nos nos #14 e #52, e, nelas fica mais clara a variacdo de ¢.
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ra 4.1.10: Variaciio da densidade populacional no né #14 com a itera¢do no tempo.
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Figura 4.1.11: Variagiio da densidade populacional no nd #52 com a iteracio no tempo.

'Ensaio 4: Dispersdo como difusdo densidade-dependente, com migracdo e mortalidade

‘variaveis.

No quarto ensaio consideram-se a mortalidade ¢ o campo de velocidades da
‘migracdo variando com o tempo. Supde-se que a atuagdo do campo de velocidades
provoca um decaimento populacional, e que a auséncia desse campo faz com que a

populag@o se equilibre ou que ndo sofra decaimento.

0, 0<t<T/M4

, periodica de periado T/2.
005, T/A<t<T2 pett P

‘W = (W,,W,) sendo W, = 0 e W; = {
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6 (t)=0o’(t) - A : a figura 4.1.12 ilustra a definigdo do pardmetro o.

0.041
0.03}+
0.02t
0.01F

-0.01-
0.02r
-0.03+
-0.041

. e 1

0 20 40 60 80
Rteragdes no tempo

Y
-

Figura 4.1.12: Variacdo de G com a itera¢ao no tempo.

A distribuigdo final da populagio, apos 100 iteragdes no tempo € apresentada na

figura 4.1.13.

oo X 00 eixoy

Figara 4.1.13: Distribuicdo populacional com difusdo densidade-dependente, com migracio e

decaimento variveis no tempo. no instante final T = 12,

O acompanhamento dos nds #14 e #52 estdo indicados nas figuras 4.1.14 e

4.1.15 respectivamente.
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Densidade Populacional

o 20 4@ 80 10
iteragdo no tempo
Figura 4.1.14: Variacio da densidade populacional no né #14 com a iteragio no tempo.

~
—>

Percebe-se, claramente a variagdo periddica de ¢ e de W, alterando sensivelmente o

ivalor da populagdo para estes dois nos a medida que o tempo passa.

o

o

X
T

=4
o
R
-

0015}

Densidade Populacional

001}

| 0.005}

| [} i n I i

| o 20 4 60 80 100
] iteragéa na tempa

| Figura 4.1.15: Variagio da densidade populacional no né #52 com a iteragio no tempo.

Varios outros ensaios podem ser realizados com novas defini¢des dos pardmetros

“do problema, mantendo apenas a defini¢do de a.

O fato de o variar linearmente com u quando W ¢ diferente de zero ndo gera

- oscilagdes numéricas, desde que a condig@o de Peclet seja satisfeita para o, ou seja:

W. Ax.
1 1 <
2a,

1, e que se mantenham o € o positivos.
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Capitulo 5: Modelos interespecificos.

§5.0 Introdugao.

Na maior parte de problemas populacionais reais ou estdo presentes subdivisdes
de uma dada espécie - por sexo, faixas etarias, individuos sadios e infectados etc. - ou
estdo envolvidas duas ou mais espécies. No caso de populagdes variando continuamente
no tempo, tais problemas sio descritos por sistemas de equagdes diferenciais ordinarias,
e quando, além de variar no tempo, as populagdes variarem também espacialmente, os
problemas s3o descritos por sistemas de equagbes diferenciais parciais. Quando estdo
presentes duas ou mais espécies interagindo em um mesmo habitat, os modelos sdo
conhecidos como modelos interespecificos.

Para modelar um ecossistema, freqiientemente € necessario trabalhar com varias espécies
interagindo. O estudo de sistemas de duas espécies pode ser estendido a sistemas
envolvendo mais espécies, adicionando detalhes e complexidades matematicas. O modelo
continuo de interagdo mais genérico entre duas espécies pode ser descrito

matematicamente através do sistema de equages diferenciais parciais:

-QB=HF(t,x,u,V)

ot (5.0.1)
ov

—=vG t,x,

e v G(t,x,u,V)

onde u = u(t, x) e v = v(t, x) sdo as densidades populacionais das espécies u e v que se
inter-relacionam, x € Q < R, t € (0, T] e com condigdes iniciais e de contorno
adequadas. As fun¢des F e G podem incluir os mais diversos tipos de termos dependendo
do que se deseja modelar. Na literatura atual ¢ possivel encontrar alguns trabathos que,
além de considerar a relagio interespecifica, modelam fendmenos de dispersio espacial,
migragdo, pesca, colheita, termos de predagdo do tipo Ludwig, fontes, sumidouros, €
incluem também as dindmicas vitais de cada uma das espécies, e serdo mencionados ao
longo do presente capitulo.

O problema populacional que sera tratado envolve a interagio entre duas espécies
e visa modelar, analogamente ao que foi feito nos capitulos anteriores, os seguintes

fenomenos:
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= Dispersdo de cada espécie.

* Processos advectivos ou processos convectivos de cada espécie.

* Decaimento das espécies devido a uma possivel hostilidade do meio.
* Dindmica vital maithusiana para cada espécie.

* A relagdo interespecifica.

O sistema de equagdes que descreve estes fendmenos é dado por:

g—l:—V.(aVu)+V.(Vu)+yu=Ku-—ruv+f(t,x,y),
%—%—V.(BVV)-*—V.(W V)+ev=vv-suv+gtX,y), (5.0.2)

te(O.T], (xy)eQe R,

{onde u e v representam as densidades populacionais de cada uma das duas espécies. As
‘condicc”)es iniciais e de contorno podem ser dadas por:

u(0,xy) =uo (xy), (xy) € Q,

vOxy)=vo(xy), (xy) € Q,

ul, =v|, =0 (5.0.3)
e —agg ——,BQ—\i =0
| an|;, on|. ’

w com [, eI’y disjuntos formando a fronteira I de 2, e i designando a normal exterior
}em (x,y) a curva I',. Estas condigdes indicam uma parte da fronteira onde ndo ha

|
 individuos de cada espécie e outra em que os individuos nio atravessam a fronteira do

. dominio.

Qualquer tentativa de analise, qualitativa ou quantitativa, deste conjunto de
equagdes ndo lineares envolve sérias dificuldades quando todos os termos estdo
~ presentes, ou seja, todos os coeficientes sdo tomados ndo nulos.
- Tratamentos matematicos de modelos interespecificos, descritos por equagdes mais
‘

' simples, podem ser considerados subproblemas oriundos deste problema mais geral, com

- aintrodug@o criteriosa de hipoteses simplificadoras.
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O objetivo deste capitulo é o de realizar um estudo gradativo de modelos
interespecificos, partindo de modelos mais simples e ir acrescentando termos que
imponham dificuldades crescentes até chegar ao modelo mais complexo dado pelas

equagdes (5.0.2) e (5.0.3).

Tratamentos matematicos de problemas populacionais interespecificos s&o
encontrados na literatura classica desde Gause(1935) e Volterra(1931). O artigo de
Skellam ® considera o caso em que duaé espécies de plantas competem no mesmo
habitat. As equagGes sdo originarias da distribuigdo de probabilidade de Poisson aplicada
ao modelo discreto no tempo, ou seja, 0 comportamento das populagoes € descrito por
equagdes de diferengas, considerando, também, homogeneidade espacial.

Modelos continuos que consideram apenas a varia¢ao temporal podem ser descritos por

um sistema de equagdes diferenciais ordinarias do tipo:

du =uF(t;u,v)
dt ) (5.0.4)
%—: =vG(t,n,v)

e tém sido estudados exaustivamente sob os mais diversos pontos de vista de analise
tanto matematica como biologica. O sistema (5.0.4) inclui o classico modelo de Lotka-

Volterra ** dado por:

dN

~—— =N(c—-1P
it (o —r1P)
dP

= =P(sN -
it (s 1)

onde N representa a populagao de presas e P a populagdo de predadores.

Este modelo mais simples extraido das equagbes (5.0.3) e (5.0.4) considera
homogeneidade espacial e visa modelar uma dinimica vital malthusiana para ambas as
espécies. Este modelo € descrito, matematicamente, através do sistema ndo linear de

equagdes diferencias ordinarias:

du

— = 0u - ruv

dt (5.0.5)
dv

— =TV — Suv

dt

sendo c=A -7y e T=v—¢ onde, para as espécies u e v respectivamente, ¥ € £ $ao 0s
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oeficientes que indicam o decaimento devido a hostilidade do meio, e, 4 e v sdo as
as intrinsecas de reprodugdo. Os termos ndo lineares representam a interagdo entre as
spéciesu e v. Ser =s = 0, as espécies ndo interagem e ha um crescimento exponencial

u extingdo das espécies, dependendo do sinal de o e u. Se r e s sio ndo nulos,

lassifica-se o tipo de interagdo entre as espécies u e v, conforme o seguinte (Bassanezi

Ferreira Jr.%) :

Ser>0 es <0, o sistema é chamado presa-predador, sendo que, neste caso, u

epresenta a densidade populacional da presa e v a densidade populacional do predador.
coeficiente r representa o fator de decaimento linear devido a interagdo de v na
ariagdo da populagdo u, e s representa o fator de crescimento linear devido a interagdo
e u na variagao da populagdo v.

Ser>0es>0ha competicdo entreuev.

|
|
f" Ser<0es<0tem-se cooperacio, ou mutualismo, ou simbiose entreu e v.

* Ser<0es=0 (ou ao contrario) h4 comensalismo entreu e v.

/* Ser >0 es =0 (ou ao contrario) tem-se amensalismo entreu e v.

| O sistema (5.0.5) com as condigdes iniciais:
u®=u e v(0)=vp (5.0.6)

item solugdo tinica e depende continuamente dos dados iniciais (Chattopadhyay >°).

1 A analise de estabilidade linear do sistema (5.0.5) demonstra que existem dois

| D
'pontos estacionarios:

1.P, = (0,0) com autovalores A; = ¢ € A, = T . Considerando e T positivos a fim de que
se tenha crescimento populacional, o ponto P; é instavel.

-1 -0 ;
2.P= [—-— —-j com autovalores Ay, = £ +/10, e, para 16 > 0 P, é ponto de sela,

b

s T

instavel.
Estudos classicos de modelos interespecificos descritos pelo sistema de equagdes
(5.0.4) fazem uma analise qualitativa das solugdes, através da construg@o das trajetorias
-no plano de fase, Okubo™. O modelo classico de Lotka-Volterra motivou e motiva
diversos estudos e publicagdes que, através de analises e codigos numéricos cada vez

|
| mais sofisticados sob o ponto de vista da utilizagdo de ferramentas matematicas como
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por exemplo anilises de estabilidade de pontos de equilibrio e trajetorias no plano de fase
(Azar et al*, 1995 , Keitt & Johnson*, 1995, Kohlmeier & Ebenhoh *, 1995, Van Den
Bosch & Gabriel *, 1997, Dubey %, 1997, Moreira & Yuquan *’, 1997), sistemas
hamiltonianos e métodos de perturbagdo (King ef al *, 1996, Auger & Poggiale >,
1996), estimativas de parimetros (Tayasu et al ©, 1996, Wu et al *%, 1996, Jensen *,
1996), automatas celulares etc, possibilitam aos pesquisadores - matematicos, bidlogos,
ecologos - estudar e entender melhor o comportamento de muitas espécies €

ecossistemas complexos.

Seguindo o que foi feito nos capitulos anteriores para o caso intraespecifico,
como uma ilustrag8o introdutoria sera dado enfoque & construgdo de solugdes
aproximadas para os modelos introdutorios abordados. No caso das equagdes (5.0.5) em
conjunto com as condigdes iniciais (5.0.6), o objetivo € calcular solugdes aproximadas

para u=u(t) e v=v(t) em qualquer t € (0, T].

Considerando o Método de Crank-Nicolson aplicado ao sistema (5.0.5) e (5.0.6),

fazendo novamente uso das aproximagdes do tipo de (2.1.18), a saber:

u(ta + -Az—t) = “—(t—)Lz"(f—'l (5.0.7)
V(ty + —‘;_3) = V(t")“;"(t"”) (5.0.8)
_d__u ﬂ ~ u(tn)—u(th)
1 (ta + 5 ) = — (5.0.9)
_q_\i _A_t ~ v(tn)_ V(tn+1)
et ) e (5.0.10)

X At -
todas de ordem o(At’) estimadas em t = (t, + Y ), e usando a notagao

WWeut) e VO =),

tem-se o seguinte sistema de equagdes algébricas ndo lineares:
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v@® 4 @+

2

[ Hum) (5.0.11)

u® 4 @D

f‘l_’_cAt*_rAt v® 4@+ L@ _ 1_o'At_rAt
2 2 2 2 2

Fl+‘rAt+sAt u® 4y @D S _| [ TAt sAt

i 2 2 2 2 2

2

( va (5.0.12)

0 . r . . -~
om u® = u(0) e v = v(0). Como este algoritmo corresponde a uma unica iteragdo

nterna em cada passo no tempo, 0 que n3o evita as naturais oscilagdes numeéricas,

ntroduz-se a seguinte variante:

) (

ados u® e v positivos obter u

| . .
.com v dado inicialmente por V'

n+1) e

—

v das sucessivas solugdes de :

™ (n) *
(l:1+62At+r2At(V ;—vn J}u(n)z l_O'zAt_r;St[v( );-V(n)J:lu(“) (5.0.13)
| I i *) 4, ®
|

" e, a partir da segunda iteragdo interna assumindo o

wvalor de v©™”. Os valores obtidos na iteragao interna final serdo os de u™"V e v®. O

periodo de tempo considerado ¢ o intervalo [0, T].

Os graficos a seguir ilustram as solu¢des do sistema dado pelas equagdes (5.0.13)

€ (5.0.14), para os diversos tipos de interagdes classificados acima de acordo com os

. sinais dos coeficientes r e s.

- Os valores utilizados para a obten¢do das solu¢des aproximadas foram os seguintes:

Parametros da discretizacdo :

At =0.12; n = 300 nimero de passos no tempo; ni = 3 nimero de iteragdes internas em

cada passo do tempo e, em conseqiiéncia, o dominio sera o intervalo {0, T} com T = n At

=36 instante final.

' Coeficientes : ¢ = -0.05; T = -0.05.

- Condig¢des iniciais : Up =5, vo = 6.
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Em valor absoluto os coeficientes da interacdo entre as populagées u e vsdo : r=8 =

0.001.

A
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» v 015
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40! ]
¥ §
5 ]
2
o o
20[ 10 ~
10} - /
S —— —
0 —4- 5 11
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
tempo tempo
Figura 5.0.1: Presa (u)-predador (v) : r>0es<0. Figura 5.0.2 : Competigdo : 1, s > 0.
A
/
© \
t 100
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2 30| § %
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0 50 100 150 200 250 tempo
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Figura 5.0.3: Mutualismo : 1, s <0. Figura 5.0.4 : Comensalismo : r<0es=0.
35 / 35; //
| Vs 30+ .
30 , ,
s @ s
% 25 // 08 25 X 4 \V/
% (_; | //"
20| e 220! P
[ 20 'f v/// o t / //
a | . ; e
15 /// 15 ,// P ~
T -~ P v
| — - u 10 // 7
10! o — -
5 \_,/,f// N SV
0 50 100 150 200 250 0 §0 100 150 200 250
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Figura 5.0. 5: Amensalismo:r>0es=0. Figura 5.0.6: Sem interagdo:r=0es=0.
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§5.1 Dependéncia espago-temporal em modelos interespecificos.

Modelos de difusdo e de reagdo-difusdo tém sido utilizados recentemente para
descrever relagoes interespecificas em problemas de dindmica populacional. Ding da-fu
et al * trabalham com um sistema que apresenta a difusdo e um termo ndo linear que
pode ser pensado, segundo o artigo, como as equagdes dindmicas que surgem da
minimizagdo de um campo de energia. S3o realizadas analises dos pontos de equilibrio.
O artigo de Milner & Rabbiolo ** propde algoritmos rapidamente convergentes para a
determinagdo de solu¢des aproximadas para o sistema de Gurtin-MacCamy.. O esquema
utilizado ¢ explicito e convergente, e sdo realizados ensaios computacionais aplicados a
censos populacionais.

O grupo de dindmica populacional do IMECC-UNICAMP tem trabalhado no sentido
de procurar solugdes aproximadas via métodos numéricos dos problemas abordados.
Além de esforco significativo no tratamento matematico adequado, quanto a
determinagdo de parimetros e coeficientes que se aproximem da realidade, o grupo
esbarra na dificuldade extrema na obteng@o destes valores quando se trata de problemas
reais, dada a interdisciplinaridade intrinseca destes problemas, e a conseqgiiente
necessidade de cooperagdo dos mais diversos setores de pesquisa.

Considerando a n3o-homogeneidade espacial nas populagdes u e v, ou seja,
retornando as equagdes (5.0.2), supondo um crescimento malthusiano em ambas as

espécies e que ndo ocorram processos convectivos ou advectivos, as equagdes (5.0.2) se

tornam:

ou

—a—t——V.(aVu)+yu=7~u—ruv+f(t,x,y),
%%—V.(BVV)+sv:vv—suv+g(t,x,y), (5.1.1)

te(0,T], (x,y)eQcR?,
e com as condigbes de contorno e iniciais definidas em (5.0.3) por:
U0y = (1Y), (xy) € Q, |
v(0,xy) =vo (xy), (xy) € Q,
=0 (5.1.2)

u. =V

To To
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ou ov
- :—ﬂ =O,
oniy, onjy,

com I, eI’y disjuntos formando a fronteira T de Q, e n designando a normal exterior
em (x,y) a curva I';.

O trabalho de Bernardes & Meyer ' aborda um sistema do tipo (5.1.1) com a
constante por partes dentro do dominio considerado e usa o método de diferencas finitas
a fim de obter solugdes aproximadas do modelo discreto. Pregnolato, S. - tese de
doutorado, a aparecer - trata este modelo seguindo a mesma linha deste trabatho, ou
seja, através do método de Galerkin em conjunto com o método dos elementos finitos e
método de Crank-Nicolson, considerando a = a(x,y) e p = B(x,y), além de incorporar ao
modelo um crescimento verhulstiano e termos advectivos associados aos processos
migratorios.

Introduz-se, repetindo o que foi feito nos capitulos 2 e 4, a formulagdo
variacional do problema dado pelas equagdes (5.1.1), tendo em vista as condigdes
(5.1.2), a fim de enfraquecer as condi¢Ges de regularidade nas fungdes e coeficientes
envolvidos. Na praética, estes coeficientes e fungdes sdo muitas vezes descontinuos, ou

até mesmo representados matematicamente por distribuigGes.

§5.1.1 A formulagdo fraca.

Consideram-se o espago de distribuicdes L*(Q2), e p e H'(Q) - espago de

Sobolev de ordem um.

A norma em H'(Q) induzida pelo produto escalar definido em H'(Q) ¢ definida por:

2 2
2 2 N op 20
ol = P7dn > | (g} dp=pl, o, + Zl’;}l | (5.1.3)
Q 1=l i 1=1 X,‘ LZ(Q)
Multiplicando as equagdes do sistema (5.1.1) escalarmente por p, tem-se:
ou
(-a?vj ~(V.(aVu),p),, +{ou,p), =—r(uv,p), +(f.p), (5.1.4)
' Q
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ﬁ%’ Pj - (V-(BVV), p)o + (TV, p)n = _S(UVa p)o + (g’ p)o ) (5.1.5)

N

vpe H'(Q), onde ( , )Qindicaoproduto escalarem L’(Q),c=A-y e 1=V -¢.

Para as condigGes iniciais definidas em (5.1.2) tem-se:

(u(0,x,),p)a = (o (x,y),p)a ,Vp € H(Q) (5.1.6)
v(0,xy),p)a = (Vo (Xy).p)a, Vp € H(Q). (5.1.7)
omo

(aVu)=Va.Vu+aAue
(BVv) =VB.Vv +BAv,

(5.1.8)

ubstituindo esses resuitados nas equag:(“)esi (5.1.4) e (5.1.5), tendo em vista a definicdo

bo produto escalar em L?(Q), e agrupando alguns termos obtém-se:

Vpe H' (Q).

0
§f—lpdu—IBAvpdu+IVB.vadu+jwpduz—sfuvpdu+_[gpdu,
Q ot 2 a a a a (5.1.10)
f‘v’peH‘(Q).

}Deﬁnindo o subespago fechado V< H'(Q):

V=4weH(Q): tr(w)=0em T, ¢

e aplicando a formula de Green na segunda integral das equagdes (5.1.9) e (5.1.10),
tendo em vista as condi¢bes de contorno dadas em (5.1.2), ap6s o cancelamento de

-alguns termos, tém-se:

I%P- pdu+IaVu.Vpdu+joupduz—rjuvpdu+jfpdu, VpeV (5.1.11)
Q t Q Q Q Q

I?lpdwjﬁVv.Vpd;Hj'rvpdu=—5j'uVPdu+J‘8PdP= vpeV (5.1.12)
!Qat a Q Q Q

e, para as condigdes iniciais dadas pelas equagdes (5.1.6) € (5.1.7),
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O ey

u(0,x,y)pdn = [u,(x,y) pdu, Vp e V. e (5.1.13)
Q

[vO.x.y)pdu=[v,(xy)pdu,vpe V. (5.1.14)
Q

Q

A fim de trabalhar em um espaco que incorpore a dependéncia do tempo
introduz-se L*((0, T];V) que denota o espago das fun¢Bes quadrado integraveis a
Lebesgue de (0, T} em V. A formulagdo fraca do problema (5.1.1) com as condigdes

dadas em (5.1.2) consiste portanto em:

Dadasf, g € L*((0,T)xQ), eu,, v, € L¥(Q),

procurar u, v € V = {w e L*(0,T};V) tal que %‘:—5 L2((0,T],L2(Q) }, tais que:

I%‘:—pdwjaVqu dp+§cup dp=—rfuvpdp+jfp du, VpeV (5.1.15)
Q Q Q Q Q

I?a_:pd“jﬁvv'vl’ du+frvpdu=-sfuvpdu+[gpdp, VpeV (5116

Q Q Q Q Q
Ju0.x,y)pdu=[u,(xy)pdu, VpeV. (5.1.17)
Q Q

IV(O,x,y)pdu=fvo(x,y)pdu, Vpe V.. (5.1.18)
Q Q

§5.1.2 O modelo semi-discreto.

Utilizando o método de Galerkin em conjunto com o Método dos elementos
finitos de segunda ordem para a discretizagdo espacial e o método de Crank-Nicolson
para a discretizagdo temporal a fim de construir a solugdo aproximada, considera-se
inicialmente uma separagio das variaveis espaciais e temporal. Veja, nos capitulos 2 € 4,
detalhes da construgdo do modelo discreto para problemas intraespecificos, onde se
considera apenas uma espécie. O presente capitulo ¢ analogo aquele, levando em

consideracdo que o problema tratado aqui envolve duas espécies e a ndo linearidade do
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|
|
|
}sistema aparece no termo de interagdo entre elas. Considera-se o dominio  (aberto,
limitado, conexo) do R*. O método consiste em procurar uma solugdo aproximada do
problema definido pelas equagdes (5.1.15) a (5.1.18) em um subespago V,, de V gerado

por B={0,,¢,...., ¢ }, como nos capitulos anteriores.

Procuram-se aproximagdes u, € vy das solugbes u e v respectivamente,

considerando em uy, e v, uma separagdo de variaveis, de tal forma que:

N

up (5%, Y) =2 u;(09;(x,y) e (5.1.19)
j=1

viEx,y) =2 v, (00;(xY), | (5.1.20)

que satisfacam as equagdes (5.1.15), (5.1.16), (5.1.17) e (5.1.18) para toda fungdo p €

Vh € para as quais

N

a“h(t X Y) Z du; (1)

~dt

9;(x.y), e (5.121)

ov,(tx,y) Zdv ; (1)

| ot o dt

9,(xY). (5.122)

O espago vetorial das fun¢des da forma (5.1.19), (5.1.20) é indicado por V5.

“ Agora entdo, o problema dado pelas equagdes (5.1.15) a (5.1.18) no subespago

‘ Vi de V, (isto é, com u, € vy, definidas em (5.1.19) e (5.1.20) respectivamente) passa a
ser o seguinte:
Achar u, (1) = (u,(V),u,(1),...,u 1) e v, () =(v,1),v,1),..,vy(1)

~ suficientemente regulares para que se possa ter:

‘ J'J‘?_;—h_Pdu+IIG.Vuh.Vpdu+IIcuh pdu:—r‘”uhvhpdu‘*‘
a y @ @ (5.1.23)

| +prdu, VYpe Vy,
Q
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H%‘}—deHBWh.VdeHWh pdu=—s[[upvppdu+

Q Q Q Q (5.1.24)
+ngdp, VpeV, com

Q
Huh(O,x,y)pdu=ﬂu0(x,y)pdu, VpeVy e (5.1.25)
Q Q
JIvn@.x.y)pdp=ffvot.y)pdu, Vp e Va. (5.1.26)
Q Q

Fazendo p = @;, i=1,...,N, e substituindo em (5.1.23) a (5.1.26), tendo em vista as
equagoes (5.1.19) a (5.1.22), tém-se:

N du; N 3
Z%(@j’mi)g + ;“ i0lave|ve, ), +;§“j(t)(wi’q’i)o -

=1 (5.1.27)

'—‘—TZU (t)ZVk(t)((PﬂP,,(Pl) +{,0)q ., Vo;€B, e
)=l

idv ((P,,wl) +Zv Ve 1v6: ), +Zv (t)(wj,w,)

1 dt (5.1.28)

=—SZV (t)Zuk(t)(wkmj,cp ) +(8,9;)q » V0;€B,
j=1

para as condigdes iniciais:

N
> (@5, @)auj(0)=(u0,9)q, VeeBe (5.1.29)
i=1

> 5.1.30
2.(95,9i)qV;(0) = (vo,9)q, VY;€B. (5.1.30)
=1

Como i = 1,2,...N, tem-se um sistema de 2N equac¢des diferenciais ndo lineares

ordinarias de primeira ordem com as condi¢&es iniciais dadas acima.

§5.1.3 A discretizagdo espacial: o método dos elementos finitos de
segunda ordem.

A discretizagdo espacial sera feita com o método dos elementos finitos, sendo o
espacgo de fungdes denotado por Vy gerado pelo conjunto B de fun¢des polinomiais de
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rdem dois definidas por partes dentro do dominio discretizado Q,. Definem-se as

ngoes de base ¢, 1 = 1,2,.,N em cada tridngulo da matha como uma fungio

uadratica por partes.

5.1.4 A discretizagdo temporal : 0 método de Crank-Nicolson.

Utiliza-se 0 método de Crank-Nicolson para discretizar a variavel temporal das
quagdes (5.1.27) e (5.1.28), utilizando as aproximagoes:

At _uylt) +u(t, )

ut, +—) =
J( n 2) 5
: (5.1.31)
1duj (t + At): uj(tnﬂ)-uj(tn)
L At
ipara a variavel u, e:
1
V.t +§)Evj(tn)+vj(tm)
| J\'n 2 2
; (5.1.32)
i'(‘i—vl(t + At)Evj(th)—Vj(tn)
a2 At
i
At

jpara v, todas de ordem de At® em (5.1.19) e (5.1.20) estimadasem t=t, T

-Serdo realizados varios ensaios computacionais, divididos em dois casos:

' Primeiro: todos os coeficientes das equagdes sdo constantes.

' Segundo: os coeficientes de decaimento somados as taxas intrinsecas de reprodugdo de

cada uma das espécies u e v, representados por ¢ e T respectivamente, variam com o

tempo.
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§5.1.5 Resultados de simula¢bes numéricas.

§5.1.5.1 Primeiro caso: coeficientes constantes.

Substituindo (5.1.31) e (5.1.32) nas equagdes (5.1.27) e (5.1.28) e
usando u j(tn)zugn) tem-se, apOs as discretizagOes efetuadas, o seguinte sistema de

equagdes ndo lineares de primeira ordem acoplado:

Z[(1+c o0 )y +a e 1vei ), +

n+1) + vgcn)

(5.1.33)

N ( N
%Z )(cpw,',qai)gl u{m) =zl[(1—0'1;_t)(¢j,¢i)g'

) At N (v(u+l) (n))

=2 (m) : :
2 r 2 & 2 \\Pk(P_p‘Pl) Ju u; +At(fa(Pn)Q’ Vo;eB

para u, e

Z[(“T (‘PJ"Pl) +p (V‘PJ"V‘P:)

Al @™ +u{™) (5.1.34)

2

1 At
(4>kcpj,<p1) ]v("” Z[(I‘T 2)((Pja(Pi)Q_
J=1
At N @™ +uVy

-B (V‘PJ"V ) Y 5 \~Pk¢j,¢i)Q]V§~“)+At(g,¢i)Q,V<PiEB
k=1

L]

para v.

Adotando a notagao:

1
u fn+ ) v §n+l)

po - | W e Ve =| V2 (5.1.35)

com U™V = U(t,,), e V™V = V(). (5.1.36)
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~ l~ . .
sendo  u™P =u(t,,.,x;,y;), e v®Y=v(t,.,,x,,y,),j=12,.,N,0 sistema de

equagles (5.1.33) e (5.1.34) pode ser escrito na forma:
Dados U e V@ obter U™ e V™ das sucessivas solugdes de
‘ +1 +1 1 ) +
A(VED, v Ul =BV, v U + A t FEI2 (5.1.37)

CQU™™, U®) VD = DU, U™) V0 + A G172 (5.138)
O processo iterauvo € obtido mediante as relagbes de recorréncia (5.1.37) e

(5.1.38), e € uma extensdo do processo usado no capitulo 4 para uma espécie; ou seja:

/ (Dados U® e V@ g
" |obter U™V ¢ VD das sucessivas solugdes de:

) V(‘) +y® V(') + V(n)
2

A(————— vy U™ =B VY U@ 4 AFE+2)

J C(M U(n))v(.") __.D(U( '+ u® U™y vm 4 oGeH2)
2 ’ 2 ’

|
) com U e V¥ dados inicialmente por U™ e V® e, a partir da segunda iteragdo interna,

. - . . . o - ~
assumindo os valores de U™ e V*.. Os valores obtidos na iteraggo interna final serdo

Ij(nﬂ) e V(n+1)

Asmatrizes A,B,C,D,FeG 's3o dadas por:

At At At (vTD 4y
A=(Ay)= ((1 +°—2‘)((Pj,q)i)Q + 01—2’(V<Pj||V<Pi)Q sy (v 3 k )(<Pk<Pj,‘Pi)Q ),
k=1
P At Atf_ At N (vEFD 4 (o)
B=(Bj) = ((1 -03—)(%% )Q —“—Z—(Vq’j"V(Pi)Q —f‘z—k_l £ 3 k (‘Pkfpj,tpi )Q ),
At At At N (P 4y
C=(Cy= ((l + T'{)((Pj,q’i )Q + 3‘2—(V<Pj“V(Pi )Q s > 5 . (cpkcpj,cpi )Q),
| k=1

! Todos os produtos internos que aparecem nestas definigdes podem ser encontrados em Sossac®. 111



A At At N D 4 u(M)
D =(Dy) = ((1—1-21)(%%)9—B—E(VCPJ'NV%)Q S Ly ) 2 k (‘Pk‘Pj"Pi)g)’
k=1

F=(F) =(f(n+l/2)’q)i)ﬂ’ e

G =(G) =(g(n+1/2)’q)i)0.

As solugdes do sistema ndo linear dado pelas equagdes (5.1.37) e (5.1.38) para as
espécies u e v, com as condigdes inicias dadas pelas equagGes (5.1.29) e (5.1.30) serdo
U™ = U(ten) € V&P = V(tan), conforme (5.1.35) e (5.1.36).

Presa-predador.

O primeiro ensaio computacional que sera ilustrado graficamente considera o
caso de um sistema presa-predador, sendo u a densidade populacional da presa e v a
densidade populacional do predador. Todos os valores utilizados sdo ficticios. Nao se
consideram a presenca de fontes ou sumidouros, ou seja f=g=0.

O dominio Q =[0,1] x [0,1] e os pardmetros sdo:

Parametros da discretizacio.

Os valores utilizados na discretizagio sio:
T=25 : instante final.
x¢ = 1 : valor final no eixo x.
ys=1: valor final no eixoy.
nnx = 3 : nimero de subintervalos no eixo x.
nny = 3 : nimero de subintervalos no eixo y.
n; = 2 : namero de iteragdes internas.
n; = 100 : nimero de passos no tempo.
A estes valores correspondem:

Ax =x/nnx =033, Ay =y/nny =0.33 e At =T/n, = 0.25.

Coeficientes : 6 =-0.05, T =-0.05; o = 0.005, B = 0.005; r = 0.01, s=-0.01.
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éondicées iniciais : supde-se que as populagdes de presas e de predadores estdo,

inicialmente, concentradas nos nos #29, #30, #35 e 36 as presas com coordenadas

esianas dadas por (5/6, 5/6), (5/6, 1), (1, 5/6) e (1, 1) respectivamente, sendo em
ada ponto up = 5, e nos noés #19, #20, #25 e #26 os predadores com coordenadas
artesianas dadas por (2/3, 1/6), (2/3, 1/3), (5/6, 1/6) e (5/6, 1/3) respectivamente, sendo

m cada ponto vy = 6.
figuras 5.1.1a e 5.1.1b a seguir ilustram estas definicdes considerando o dominio

zompleto, ou seja, levando em consideragdo a simetria do problema.

[ 1]
1

>

Densidade inicial - espécie u
Y

NOo

- Figura 5.1.1b: Distribui¢do inicial dos predadores.
|
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As figuras 5.1.2 e 5.1.3 ilustram as densidades populacionais no instante final T = 25,

apos 100 iteragdes no tempo, indicando a dispersdo de ambas as espécies no dominio de

interesse.

N
- )

Dersidade de presas

N
L

-+ eiXo X 00 ..,;-:.-,eibxlb.yl

Figura 5.1.2: Distribuicdo populacional das presas no instante final T = 25.

Percebe-se claramente uma diminui¢do na densidade das presas devida a presenga

dos predadores.
gs;
]
o4
o
3
324
14
=}
a2
eixo X 00 eixo y

Figura 5.1.3: Distribui¢o populacional dos predadores no instante final T = 25.

O afastamento da regido de interesse da fronteira talvez traga melhoras, ainda

que qualitativas, nos resultados obtidos para a dispersdo dos predadores, pelo fato de

e

assim, considerando o espalhamento no dominio pode-se perceber que ainda houve

ganho na populagao.
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A figura 5.1.4 indica a dispersdo populacional das espécies u e v ao longo do

tempo no n6 #23 da malha de coordenadas cartesianas dadas por (2/3, 5/6); a populagdo

de predadores aumenta enquanto a de presas diminui.

A

w

N

-
v

Densidade pop. no n6 23

(=]

- A —_

0 20 40 .60 80 100
tempo

ﬂ Figura 5.1.4: Distribui¢do populacional das presas (u) e predadores (v) no no #23 ao longo do tempo.

4

{ Mutualismo.

O préximo ensaio ilustra o caso em que as espécies se beneficiam mutuamente

“uma com a presenca da outra. Os pardmetros da discretizagio foram mantidos e as

condigdes iniciais também, sendo up =5 e vy = 6 nos mesmos nds fixados para o sistema
presa-predador. Também foram mantidos os valores dos coeficientes, havendo apenas

uma alteragdo no sinal dos coeficientes da interagdo entre as espécies, a fim de trabalhar

' 0 mutualismo entre as mesmas, ou seja, r =-0.01, s=-0.01.

[+2]
J

B
L

'd

Densidade inicial - espécie u
N

No

Figura 5.1.5a: Distribui¢do inicial da espécie u no caso do mutualismo.
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Figura 5.1.5b: Distribuicio inicial da espécie v no caso do mutualismo.

As figuras 5.1.6 e 5.1.7 ilustram a dispersio das populagdes apds as 100
iteragOes no tempo. Ambas as espécies, neste caso, se beneficiam com a presenga uma da

outra.

L e

E -
I

L

Densidade pop. espécie u

No N
¥

eixo X 0 0 eboy

Figura 5.1.6: Distribuicdo populacional da espécie u no instante final T = 25,
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igura 5.1.7: Distribui¢do populacional da espécie v no instante final T = 25.

A figura 5.1.8 indica a dispersdo populacional das espécies u e v ao longo do
itempo no no #23 da malha. A diferenca de comportamento no caso do mutualismo e no

\
caso do sistema presa-predador fica bem clara ao se compararem as figuras 5.1.4 ¢ 5.1.8.
|

A

'S

w

-
T

Densidade pop. no né 23
N

Q

0 20 40 60 80 100
tempo
' Figura 5.1.8: Distribui¢do populacional das espécies u € v no n6 #23 ao longo do tempo (mutualismo).

A adequagdo de valores no caso de sistemas interespecificos ¢ muito dificil.
'Quando se tratam casos efetivos podem-se comparar os resultados obtidos com os
~esperados, a0 menos qualitativamente, e, embora ocorram muito mais dificuldades,

| talvez os resultados sejam mais indicativos.
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§5.1.5.2 Segundo caso: decaimento variavel no tempo.

Voltando as equagdes (5.1.27) e (5.1.28), considera-se agora o caso em que 0s
coeficientes de decaimento devidos a uma possivel hostilidade do meio podem variar

com o tempo, 0 que acarreta que:
o = o(t) para a espécie u, e T = 7(t) para a espécie v.
Consideram-se ainda que f = g = 0, ou seja néo existem fontes ou sumidouros.

Substituindo (5.1.31) e (5.1.32) nas equagdes (5.1.27) e (5.1.28) tem-se, apos as
discretiza¢Ges efetuadas, o seguinte sistema de equagdes ndo lineares de primeira ordem
acoplado:

N (n-o-—l—) Al Al
Z%[(HG 2 .2_‘)(¢ ,-,wa)n +a‘2—t(V(Pj"V(Pi )Q +
J=

N ( (n+l)+v(n)) N (n +_)
At 5.1.39
Z 7 (4>k<pj,(pi)Q] ug““) =>[(-o —)(cp,, 1) ( )
k=1 J=1
(n+l1) (n)
At MY (v THve) (
‘aj(v‘Pj"WPi)Q Y 2 2 (.(Pk‘Pja(Pi)Q] ujn), VoieB

k=1

para a espécie u, e

z[(l” 2) gt (‘PJ"Px) +B— (V‘PJ"V‘Px)

(n4)

N (., (n+]) (n)
Aty ) At 5.1.40
+s = k{oxej01),1 v = 2[(1 v 2 eiei), - (3.1.40)
20 2 j=1 2 “
(n+l) , (n)
Al At N (“k +uk )
_ﬁ7(V(P]uV(Pl )Q _S—? Z 2 \‘pk(pj9(P1 )Q] Vgn)’ V(plEB

k=1

para a espécie v.

Adotando novamente a notagdo:
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U, \2
(n+1) (n+1)
uem uy” e VO = Va2 (5.1.41)
ug*‘l) VSH)
com U™ = U(t,,,), e V& = v(t_,), (5.1.42)
sendo  u®™ =ut,,,,x;,y;) e V&Y =v(t,,,.x,y;),i=12..,N,0 sistema de

equagles (5.1.39) e (5.1.40) pode ser escrito na forma:
Dados U e V obter U™" e V™ das sucessivas solugdes de

| A(V™D vy geh = gy yimy g (5.1.43)
| CU™D, Uy Ve = DU, U) v (5.1.44)

( O processo iterativo € 0 mesmo do primeiro caso. As matrizes A, B, C e D neste caso

' sdo dadas por:

\
|

| 1
‘ (n+-) A A N (ﬂ+1) +v@®
| A=(Aij)= ( l+o 2 _23 ((pj,(pi)Q +a—2£(V(pj“V(pi) Z ) V )((Pk(PJ,(pl) )
23
1
I (n+3) At At N (v 4 vy
| 1 (n+1) (n)
i ( +‘)
‘ C= (CU) = ( 1+71 " 2 _Azi ((pj,(pi) +pB— (V(pJ"V ) +SE‘ (u 2+ i )(~Pk¢1,(P|) )
] k=1
e
_ ) A At At & @™ +u{M)
D— Dy = (|1 zt ((Pj,cpi)Q-B-z—(VﬁpjﬂVCPi)Q s Kk 5 . ((Pk(pja(Pi)Q )
k=1

As solugdes do sistema ndo linear dado pelas equagdes (5.1.43) e (5.1.44) para as
. espécies u e v, com as condi¢des inicias dadas pelas equages (5.1.29) e (5.1.30) serdo
CUD =U(tyey) € VD = V(tye), conforme (5.1.41) e (5.1.42).
|
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Foram realizados dois ensaios, repetindo os casos presa-predador e mutualismo,
considerando agora os coeficientes de decaimento somados as taxas intrinsecas de
reprodug3o, variaveis no tempo. As condices iniciais e os pardmetros das discretizagcdes
s30 os mesmos utilizados anteriormente. Serdo apresentados os resultados para o sistema

presa-predador.

Presa-predador.

Consideram-se as seguintes defini¢des para os coeficientes do decaimento devido

a hostilidade do meio somados as taxas intrinsecas de reprodugio para as espécies u e v,

representados por o e T:

—~0.05 para 0<t<25
6 (t)=1-0.005 para2.5<t<5
o(t-5) =o(t)

para as presas (espécie u), e

—0.01 para 0<t<25
T()=J_0.001 para 25<t<5
(t-5) = 1(t)

para os predadores (espécie V).

Coeficientes : oo = 0.005, = 0.005; r = 0.01, s=-0.01.

Conforme as definicdes dos coeficientes, considera-se que a taxa intrinseca de
reproducdo das presas € maior que a dos predadores, mas a populagio sofre,
periodicamente, uma agressdo maior devida ao meio - efeitos de clima por exemplo - o
que torna o coeficiente o fungdo do tempo e aumenta a mortalidade das presas das
iteragbes de 10 a 20, enquanto que inicialmente a agressdo era menor. A situagdo se
repete periodicamente. Comparando as figuras 5.1.6 ¢ 5.1.9 fica evidenciada a perda
mator de presas neste caso. Também os predadores sofrem mais a agressdo do meio

pertodicamente, conforme a defini¢io de 7.

120



P

v
-t [} N
y A Z

@
o0

Densidade de presas

¥.

No

- @ixo X ‘ 00 ep(oy

Figura 5.1.9: Distribui¢do populacional de presas no instante final T=25.

! A taxa de reprodugdo dos predadores, embutida em T, € cinco vezes menor que a
1
}‘das presas, conforme a defini¢do de 1, e a populagdo acaba perdendo muito também
neste caso e a figura 5.1.10 indica isso. Pode-se comparar este resultado com o da figura

5.1.7 quando todos os coeficientes foram tomados constantes.

Densidade de predadores

NO

eixo X 0 0 e[xoy

, Figura §5,1.10: Distribui¢io populacional de predadores no instante final T=25.

A figura 5.1.11 mostra a dispersdo para as presas e os predadores no né
i #23 ao longo do tempo. Percebe-se nitidamente o efeito da variagdo temporal do

coeficiente ¢ na populagio de presas. O efeito da variagdo temporal do coeficiente 1 para
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os predadores é menos notada. Percebem-se, neste caso, as oscilagdes iniciais do método

de Crank-Nicolson que logo desaparecem.

A
Q 1.5
O
[ =
(=]
S 1
g
Q.
Q
T 05
e
71
&
o 0

0 20 40 60 80 100
tempo
Figura 5.1.11: Distribui¢io populacional das presas e dos predadores no n6 #23 ao longo do tempo.

Uma comparagdo das figuras 5.1.4 e 5.1.11 ¢ bastante indicativa dos efeitos nas

defini¢Ges das variagoes nos coeficientes o.¢ T.

§5.2 Modelos interespecificos descritos por equacOes de advecgéo-
difusao.

Considerando o modelo mais completo dado pelas equagdes (5.0.2), supondo um
crescimento malthusiano em ambas as espécies, e que ocorram processos convectivos

ou advectivos, as equagdes (5.0.2) se tornam:

%‘-:-—V.(aVu)+ V.(Vu)+yu=Aru-ruv+ftxy),
%_V.(BVV)+V.(W V)+ev=vv-suv+g(tXy), G20

te(0,T], (xy)eQc®?,

com as mesmas condigdes de contorno e iniciais definidas em (5.0.3) a saber

u(0,5y) =uo (x,y), (Xy) € Q,
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v(0,xy) = vo (X,y), (Xy) € Q,

ulro =v|, =0 (5.2.2)
e-al - p2Y oo,
| on|y, on|y,

com Iy e I'y disjuntos formando a fronteira I" de Q, e 1 designando a normal exterior

em (x,y)acurval).

§5.2.1 A formulagdo fraca.

| Consideram-se o espago de distribuigdes L*(Q2), e p e H'(Q) - espago de
i . .
' Sobolev de ordem um. Multiplicando as equagdes do sistema (5.2.1) escalarmente por p,

| tém-se;

(Z0), -@¥0 e+ (Ve Pl +owpy v o+ Epy 523)
Q

(%tv-,pj ~(V.BVV),p)q + (V.(WV),p)g + (tv,p)q = —s(uv,p)q + (8,p)q » (524
Q

 VpeH'(Q), onde (, ) indica o produto escalar em L*(Q),c=A-y e T=v-¢.

* Substituindo
V.(Vu)=(V.V)u+V.Vu (5.2.5)
V.(Wv) = (V.W)v + W.Vy (5.2.6)

 nas equagdes (5.2.3) e (5.2.4) respectivamente e tendo em vista a defini¢io do produto
escalar em L?(Q)), repetem-se os mesmos calculos efetuados nos capitulos precedentes
~ a fim de obter a formulagdo fraca do problema dado pelas equagdes (5.2.1) com as

condi¢des dadas em (5.2.2). A formulagdo consiste em:

Dadas f, g € L*((0,T)xQ), e u,, v, € LX(Q),

procuraru, v € V = {w e L*(0,T];V) tal que %v:-e L2((0,T],L%(€) }, tais que:
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j%‘lpdp+ foavu.vp du+ jv.vupdp+j(c+v.V)updp =
Qf 0 Q 9) (5.2.7)

=—rjuvpdu+j.fp dy,
Q Q
j?l pdu+ [BVvWpdp+ [W.Vvpdu+[(t+V.W)vpdu=
Qo Q O Q (5.2.8)
=—-sfuvpdu+jgpdu,
Q Q

[u0.x,y)pdn={u,(x,y)pdu,
Q

Q

V(O’an)Pduzj.Vo(xJ)PdP-a

Q

Vp e V={peL*((0,T;H'(Q)): tr(p) =0 em T, t, e L*(0, T];V) denota o espago das

D ey

fungSes quadrado integraveis a Lebesgue de (0, Tjem V.

§5.2.2 O modelo discreto.

Seguindo os mesmos célculos feitos nos capitulos precedentes, usam-se o método
de Galerkin em conjunto com os métodos dos elementos finitos e método de Crank-

Nicolson para a construgdo de solugdes aproximadas parau e v.

Procuram-se aproximagoes
uy () = (@, (,u, (1), uy (1) e v () =(v, 1)V, (1),..., v (1))

suficientemente regulares das solu¢ées u e v respectivamente para que se possam ter:

.U%h—pd“”LﬂaV“h-Vp du+j(V.Vuh)pdu+chh pdu=
; ° ° | Q (5.2.9)

—rﬂ.uhvhp dp,+_Uf pdy,
Q Q
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H%llpd“ﬂﬂvvh“’dw fWvvppdp+[ftvy pdp=
- N . ¢ (5.2.10)

=-s(fupvppdu+[[gpdy,
Q Q

guh(o’ X, Y)pd“ = .guo (X, Y) pd],l,
gvh(O,x,y)pdu=ng(x,y)pdm

Vp € Vi, =[B = {01, 02, 93, ..., On}] subespago de V de dimensdo N, considerando que
VV=VW=0.

§5.2.3 As discretizagoes espacial e temporal.

A discretizag@o espacial sera feita com o método dos elementos finitos, sendo o

espago de fungdes denotado por Vy gerado pelo conjunto B de fungdes polinomiais de

ordem dois, ¢, 1= 1,2,...,N, definidas por partes dentro do dominio discretizado €2, .
Fazendo p = @i, i=1,...,N, e utilizando o método de Crank-Nicolson para a

| discretizagdo temporal tem-se o sistema de 2N equagdes algébricas ndo lineares:

| (qu)j”Vq)i )Q + (V.V(pj,(pi )Q + (U(Pj,‘Pi )Q *

i(un+l un)((‘p ® ) + At N (un+l +un) N

ARRILY (0 —-z - ; r

i 050 + 7 2 3 +E§:(VM vhlewes o),
k=1

K
=At(f,9;,)q ,

(ﬁV(‘pJ "V(pl )Q + (qu)]’(pl )Q + (‘c(pj Pi )Q +

n+l

j %(Vn+l Vn)((P (p) +At§(v +Vn) N
| 0+ _ v ™Y, p; =2 4 0 s
| ! PRRPE g j=1 ! ! +EZ(U§+1 +U§)((Pk<Pj,(Pi)Q
k=1
= At(g,9;)q ,

V(pi € B.

e, para as condigdes iniciais:
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N
205, 9:)qu;(0)=(uy,9;)q. Vo;eB.
=

N
2(0,0;)qV;(0)=(v4,0;)q, Vo;eB.
P

Os ensaios realizados no paragrafo §5.1 serfo repetidos, considerando agora a

presenca dos termos advectivos.

§5-2.4 Resultados de simulagdes numéricas.
§5.2.4.1 Primeiro caso: coeficientes constantes.

Considerando o, B, V, W, o, 1, r ¢ s constantes e isolando os termos em (n+1) e

n tem-se:

E[(Ho—)(cpywl) +a2(V<lelV<P1) 2(V~V<pj,<m)g+

N (V(n+l) + V(ﬂ))(

(n+]) _
2 < > \(Pk(PJ,‘Px) Ju
(5.2.11)
At At
‘JZ%[U‘G )((PJ#PI) —Z—(thjHV(Pi)Q ‘—Z—(VV(P,',(Pi)Q-
(n+]) (n)
ZkZ(v 2+v )((Pktpj,(Pl) ]u(n), VeieB
=1
para a espécie u, €
A
Z[(IH ojei), +B (V¢,||V i) + zt (W.Vo;,01), +
N (D) 4 (o)
Z 5 °k )((Pk(Py(Pl) ] gn+1)=
k=l (5.2.12)

N
=§ (-2 ((PJ,cp.) Bgt(V(Pj“V(Pi)Q——Azi(w~V‘Pj,(Pi)Q_

D (m)
(u(n+ +uy )
S : . (‘Pk%,%) ]V(n) Vo;eB

para a espécie v, sendo como no caso anterior, f=g = 0.
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Tdotando a notagdo:

u1(n+1) V§n+l)
L I T R (5.2.13)
;(;IHI) ;;;Im)
com U™ = U(t,,,), e V™V = V(t,,), (5.2.14)

endo u™’ =u(t,,,x;,y;), e v =vt,,x,y,),j=12.,N,0 sistema de

quagdes (5.2.11) e (5.2.12) pode ser escrito na forma:
Dados U? e V obter U™ e V™ das sucessivas solugdes de
AV®D, vy g = gvrh, vy g (5.2.15)
|
}C(U“'*”, U™ vl = pueD, gy v (5.2.16)

As matrizes A, B, C e D sdo dadas por:

| [l +0 é )((qu)l) %(V%”V‘Pi)g +—Az£ (V-V<Pj,¢i)g +
A=Ay = ( At N (V{(n+l)

2.3 2

(n) )
+vy ')
K (ﬁktpj,wl)

(1 c A2 )(‘PJ»(PI) éi(V(p j"V(Pi)Q _%1 (V.V(pj, ‘Pi)Q B

B=By=( N ((n+l) | _(n)
‘ At (Vi + vy )
| 25k (ox0j.01),

2.0 2

[m%ﬁ](wwi) +B V0 1V0i )y +5- (W.¥oj01), +

1
AT D) !
) Px?;:Pi /g

| "2 k=1

C=(Cy= (
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(l -1 é;—)(cp 50 ), ~B -AZ—t(ijllei)Q —% (W.voj0:), -

D=Dy = ( N p(otD (n) )
At (o )
—S? 2, > (€Pk¢j,(l>i)n

k=1
As solugdes do sistema ndo linear dado pelas equagdes (5.2.15) e (5.2.16) para as
espécies u e v, com as condigdes inicias dadas serdo U™ =U(tan) € V&'V = V(tan),
conforme (5.2.13) e (5.2.14).
O ensaio computacional que sera ilustrado graficamente considera o caso do
sistema presa-predador do paragrafo §5.1.5.1, sendo u a densidade populacional da
presa ¢ v a densidade populacional do predador. O dominio, os parametros da

discretizagdo e as condi¢des iniciais s3o 0s mesmos utilizados anteriormente

Presa-predador:

Coeficientes : 6 =-0.05, t =-0.05; o = 0.005, § = 0.005; r = 0.01, s= -0.01 e os campos
de velocidades da migragdo sdo V = (0.026, 0) e W = (0, 0.026).

Condicdes iniciais : as mesmas do paragrafo 85.1.5.1, ou seja: up = 5, vp = 6

concentradas.

A densidade populacional das presas em cada ponto do dominio € mostrada na

figura 5.2.1, considerando 100 iteragdes no tempo.

0.4,

Densidade de presas

Figura 5.2.1 Distribui¢io populacional das presas no instante final T = 25.
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ercebe-se a agdo do campo de velocidades carregando a populagdo para o centro do
ominio, na diregdo do segmento de reta dado por x=1.

A figura 5.2.2 ilustra a densidade populacional dos predadores onde se verifica
ambém a agdo do campo de velocidades empurrando a populagdo na dire¢do do
egmento de reta dado por y = 1. Comparando as figuras 5.1.2 e 5.2.1 percebe-se que a

¢ao do campo de velocidades prejudica ainda mais a popula¢do de presas.

L ]
L J

Densidade de predadores
N

nNo

L.

eixo x 00 eixoy

Figura 5.2.2 Distribui¢do populacional dos predadores no instante final T = 25.

Comparando as figuras 5.1.3 e 5.2.2, até mesmo a populagdo de predadores
parece perder um pouco com a agdo do campo de velocidades. Isto fica mais evidente
?quando se comparam as figuras 5.1.4 e 5.2.3 que mostram o acompanhamento da
spopulaqﬁo no nd #23 da malha; talvez o afastamento da regido de interesse altere e

' melhore este resultado.

A

- N w

Densidade pop. no né 23

o

.

Y L e,

0 20 40

60 8‘0 160
‘ tempo
" Figura 5.2.3 Distribui¢do populacional de presas e predadores no no #23 ao longo do tempo.
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§5.2.4.2 Segundo caso: coeficientes variaveis no tempo.

Voltando as equagbes (5.2.9) e (5.2.10), considera-se agora o caso em que 0s
coeficientes de decaimento devidos a uma possivel hostilidade do meio e os campos de
velocidades da migragdo para ambas as espécies podem variar com o tempo, ou seja..

c =o(t) e V=V(t) para a espécieu, e T - T(t) e W = W(t) para a espécie v.

O sistema de equagdes ndo lineares sera entdo dado por:

3 (@) At At atf @+
Z[(HG 2 -2—)(<Pj,<Pi)Q+a-2—(V(Pj||V(Pi)Q+-'2— V. 2.Vg;,0 | +
B Q
At N (V(n+l)+v(n))
+r~—kzl ek (00501 ) 1w =
= 1 (5.2.17)
N —) At At At @+)
=Z[(1—c 2 Dojoi, - S VeilVar), = V' 2 Vo0 | -
- Q
N (y{n+D) +V(n))
15 2 o050 v, VoieB
k=1
para a espécie u, €
(n+1) A A (n+1)
t At
20+ 2 ‘E‘)(‘Pj,q’i) +B— (chJ({Vw,) S|V P Vepen| +
B Q
At ™D +u®) 1
S—i‘kz_:l 5 (ox0j01 )1 v =
(5.2.18)

N n+—) At At at| @)
=210~ —)(wj, i)y B Z(ijl]chi)Q—z— W 2.Ve0 | -
Q
N @D 4 ()
Z 5 (ox0;01 )] vV, Vo;eB

para a espécie v.

Tendo em vista (5.2.13) e (5.2.14) o sistema de equa¢des (5.2.16) e (5.2.17) pode ser

escrito na forma:
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Dados U e V@ obter U™V e V™D das sucessivas solucdes de
A(V(nﬂ), V(n)) U™ = B(V(nﬂ), V(“)) U™ (5.2.19)
C(U(n-rl)’ U(n)) VoD = D(U(nﬂ), U(ﬂ)) Vo (5.2.20)

As matrizes A, B, C e D neste caso sdo dadas por:

1 1
(n+) At At At} @+3)
1+ 2 - ((Pj,wi)Q+a7(V<Pj”V<Pi)Q+—2— V. 2.Ve0;| +
A=A o )
! N /..(n+ n
| ts Ok Vi)
(n+2) At At (n+-)
;B=(B,'j)=( Q )
(At " ) P10;.0i)
-1 \PxP;-®;
2 5 2 Q
‘ (n+1) At At At (‘”1)
‘ 1+t 2 > ((PjJPi)Q'*'B?(V(Pj“V‘Pi)Q*”E‘ W 2 Vo0 | +
| G (a+) () 0
At S (™ +u™)
+s— > kK k(o050 ),
2 kel 2
(n+1) A A At (n+1)
LI ¢ 1
| -1 2 > (‘Pj,(Pi)Q-B—z—(V(Pj"V(Pi)Q Y W 2 Voj,0;
‘ =(Dy)= ( ) Q)
At (ukn+ +ukn )
-5 Y 5 ('Y j,(Pi)Q

k=1

As solugdes do sistema ndo linear dado pelas equagdes (5.2.15) e (5.2.16) para as

espécies u e v, com as condigdes inicias dadas serdio U™ =U(ty) € V™ = V(tan),

conforme (5.2.13) e (5.2.14).
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O ensaio computacional ilustrado graficamente a seguir considera o sistema
presa-predador do paragrafo §5.1.5.2, com a presenga, agora, do campo de velocidades

e variagdes temporais.

Presa-predador

As defini¢Ses dos coeficientes da equagdo no paragrafo §5.1.5.2 foram mantidas;
sdo elas:
Coeficientes do decaimento devido a hostilidade do meio somado a taxa intrinseca de

reprodugdo:

~0.05 para 0<t<25
o ()= {-0.005 para2.5<t<5
o(t-5) = o(t)

para as presas (espécie u), e

~0.01 para 0<t<2.5
T(t) = 1-0.001 para 25<t<5
(t-5) = 1(t)

para os predadores (espécie v).

Coeficientes : oo = 0.005, B = 0.005; r = 0.01, s=-0.01.

Considerando agora, além da variagdo temporal em o e T, que os campos de

velocidades da migragdo V e W também variam com o tempo, definem-se:

0.026 para 0<t<25
Vi) =40 para 25<t<5 € V=0
Va(t-5y=V, (1

para as presas (espécie u), e

W = (0, 0.026) para os predadores (espécie v).
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As figuras a seguir mostram solu¢des aproximadas para o sistema presa-
predador. A figura 5.2.4 indica a distribuigdo populacional das presas, no dominio de
interesse, no instante final T = 25. Comparando com a figura 5.1.9 verifica-se
visualmente a a¢@o do campo de velocidades empurrando a populagio para o centro do
dominio. Como no presente ensaio ha simultaneamente a presenga do campo de
velocidades, uma mortalidade maior em dois sub intervalos de tempo, esta mortalidade

atinge um maior numero de individuos como se observa na figura 5.2.4.

eixo x.  ‘0 e . eixoy L :

] Figura 5.2.4: Distribui¢do populacional de presas no instante final T = 25.

Um comportamento analogo ¢ observado comparando-se as figuras 5.1.10 e

5.2.5 para os predadores.

[ o] -k
NGOG o = or N
)4 d 1. ¥

L

Dersidade de predadores

Figura 5.2.5: Distribui¢io populacional de predadores no instante final T = 25.
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Os acompanhamentos das densidades populacionais ao longo do tempo foi feito
neste caso para o ndé #23 que ilustra muito bem o efeito da variagdo no campo de
velocidades das presas, alterando sua densidade populacional neste n6 ao longo do
tempo. Para os predadores os efeitos nio sdo faceis de serem mas hia também uma
alteraco nesta populagio em relagéo ao resultado da figura 5.1.11 onde ndo existe a¢do

do campo de velocidades. Isto pode ser notado comparando-se as figuras 5.1.11 e 5.2.6.

A
Q 15}
L]
[ =
[=]
= 1t
g
[~
o
S
S 0.5
3
7]
o
o 0

0 20 40 .60 80 100
tempo

Figura 5.2.6: Variacdo de presas e predadores nd né #23 com a iteragiio no tempo.

Poderia ainda ser realizado um ensaio mantendo-se os campos de velocidades
constantes porém nio nulos, e, considerando apenas os termos de decaimento somados
as taxas intrinsecas de reproducdo das espécies variando com o tempo. Os ensaios do
paragrafo §5.2.5.1 onde todas estas fungdes foram consideradas constantes serviriam de
ponto de partida para um comparagdo mais detalhada.

A simples presenga de termos difusivos, convectivos e de crescimento (ou
decaimento) populacional causando dispersdo em uma espécie geram uma distribui¢do
final na populagdo na qual seus efeitos isolados ndo sdo visiveis, eles se misturam.
Mensurar o grau de influéncia de um ou outro termo € trabalho delicado. Muitos ensaios
devem ser realizados a fim de se isolar e comparar os resultados intermediarios. Depois
disso fica mais facil tentar analisar os efeitos conjuntos.

Em sistemas interespecificos esta analise fica ainda mais delicada devido a
presenga do termo que representa a interagio entre as espécies. Casos particulares
exigem um estudo meticuloso e exaustivo a fim de n3o se tirarem conclusdes

precipitadas.
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%apimlo 6: A dispersiio densidade-dependente em modelos interespecificos.

6.1 A dinamica vital densidade-dependente: equagdes de reagdo-difusdo

Problemas descritos por equagdes de reagdo-difusdo sdo tratados em um grande
umero de publicagSes. Geralmente tais sistemas apresentam crescimentos populacionais
o tipo logistico, o que motivou a introdu¢do do presente capitulo neste trabalho. O
istema de equagdes diferenciais parciais que descreve os tipos de fendmenos

encionados acima € dado, de maneira geral, por:

aul
E_:L,-ui +f;(t,x,u)u; em Qx (0, x) (6.1.1)

B;u=0 sobre 8Qx (0, x)

comi=12..n Q c R*® um dominio limitado. No sistema acima L; é o operador

eliptico (possivelmente com coeficientes que variam com o tempo e/ou com o espago),

as fungdes f'; (t, x, u) podem conter, além dos termos que descrevem as dindmicas vitais

das espécies u; , i =1, 2, ..., n, as interagdes entre elas e com seu meio ambiente, e Biu

'=u, ou Bju =u+ — ¢ a condigio de contorno.

on
| Tkeda & Mimura ** consideram o problema de coexisténcia de duas espécies em
:competig:ﬁo mediada por um predador. Eles usam um sistema de reagdo-difusido
adaptado ao modelo de Lotka-Volterra e consideram que a possibilidade de coexisténcia
- é realcada por diferengas nas taxas de difusdo da presa e do predador. O sistema de trés
| equagdes nio lineares é analisado sob o ponto de vista de existéncia de pontos de
fequih'brio e solugdes estaveis. Cantrell ez a/ * analisam um modelo descrito por um
sistema de duas equag¢des que descrevem o processo de colonizagdo de uma ilha por uma
espécie de passaro na auséncia e na presenga de competigio com uma outra espécie
nativa. A dindmica vital da espécie colonizadora ¢ considerada malthusiana até um certo
‘ periodo de tempo, passando depois a Verhulstiana. O estudo incorpora também o efeito
} Allee na populagdo colonizadora. Usando fungdes de Liapounov, analise de pontos de

equilibrio e nogdes de super-solugdo e sub-solugdo, o estudo permite tragar conclusdes a
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respeito das caracteristicas que fazem de uma determinada espécie um bom colonizador.
Em um artigo bem recente, publicado em 1998, Cantrell & Cosner " trabalham com
sistemas de equagdes de reagio difusdo que descrevem modelos de interagio entre duas
espécies do tipo presa-predador e competigio, e estabelecem resultados qualitativos, via
analise de pontos de equilibrio, para que as espécies persistam no habitat considerado.
Em 1996 Cantrell & Cosner " j4 haviam publicado outros dois artigos que abordavam
questdes de permanéncia e persisténcia de populagGes, utilizando as equagdes de reag@o-
difusdo e andlises de existéncia de p.ontos de equilibrio e solugfes periddicas,
considerando varios casos onde podem estar presentes tanto espécies que competem

entre si como presas e predadores.

No capitulo 5, §5.0 ja foram feitas diversas citagdes de trabalhos que abordam
sistemas do tipo Lotka-Volterra considerando homogeneidade espacial. Quando se
considera o caso mais geral ( em que as densidades populacionais variam com as
coordenadas espaciais € 0 tempo ) muitos trabalhos abordam as equagdes de reagio-
difusdo com dindmicas do tipo Lotka-Volterra (veja por exemplo Cantrell & Cosner 1,

Um caso bem tipico, considerando duas espécies competindo ¢ descrito por:

aui _ 2
—a"t_—v(Diui)'*'(ai _lebijuj)ui em Qx (0, ) (6.1.2)

u; =0 sobre 0Qx(0, )
ondea;,i=1,2, by, i j=1, 2 sdo constantes positivas e D; pode variar comt, u, e x €

Qc R™

Um artigo de Cosner ? de 1996 afirma que existe um niimero razoavel de
trabalhos matemdticos em dindmica populacional baseados na teoria qualitativa de
persisténcia, onde se usam modelos precisos com dindmicas complicadas, e poucos
trabalhos que sdo, ao menos parcialmente, quantitativos em seus tratamentos. Este
comentario se ndo justifica, a0 menos valoriza o tipo de tratamento que vem sendo
realizado pelo ja citado grupo do IMECC-UNICAMP e que constitui a linha principal
seguida no presente trabatho. Simulagdes numéricas de problemas populacionais com

dindmica vital densidade-dependente foram tratados por Sossae®* para o caso
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intraespecifico. A seguir apresenta-se o0 mesmo tipo de densidade dependéncia para o
caso de duas espécies, ressaltando-se a ndo linearidade presente nas equagdes devida,
neste caso, n3o so a dinamica vital de Verhulst no caso dos predadores, mas também a

presencga do termo que descreve a relagdo interespecifica nas duas equagdes.

§6.1.1 O problema populacional.

A fim de tratar um sistema do tipo (6.1.2), preservando as notagdes utilizadas até
aqui, considera-se o caso de um sistema presa-predador onde a populagdo de predadores

se auto-inibe, gerando assim um sistema de reagdo-difusdo do tipo Lotka-Volterra. As

- equagdes ( veja o sistema (5.1.1) do capitulo 5 ) s3o, entdo, dadas por:

| %%—V.(aVu)=}»u—ruv+f(t,x,y),'
% %%—V.(BVV)=—VV—CV2 +suv +g(t, x,y), (6.1.3)

te(0,T], (x,y)e Q cR?,

sendo o e P constantes, ou constantes por partes em €2, e todos os demais coeficientes

- de (6.1.3) positivos.

~ As condigdes de contorno e iniciais s@o as mesmas definidas no capitulo 5, ou seja:
u(Oxy)=uo (xy), (xy) € Q,
VOXY) =V (xy), (xy) e,

o, =V, =0 (6.1.4)
_.a_a._u :..B.a_‘i =0
anl; anl;

As hipoteses que dio origem as equagdes (6.1.3) sdo:

- (i) Na auséncia de predagdo a populagdo de presas cresce malthusianamente; este fato ¢
| representado pela presenca do termo A u com A > 0 em (6.1.3).
(ii) A agdo predatoria reduz a taxa de crescimento das presas por um termo proporcional
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as densidades populacionais de presas e de predadores; o termo —ruv com r > 0
representa este fato em (6.1.3).

(iii) Com a auséncia de presas para o seu sustento, a populagdo de predadores diminui
malthusianamente; este fato é descrito pelo termo — vv com v > 0 em (6.1.3).

(iv) A contribuigdo da populagio de presas a taxa de crescimento da populagio de
predadores ¢ dada por suv com s > 0 em (6.1.3).

(v) A populagdo de predadores se auto-inibe; a capacidade suporte é dada por vic,

conforme a equag3o de Verhulst; o termo correspondente na equagdo (6.1.3) é dado por
- v( 1+ —c—v)v .
v

§6.1.2 A formulagéo fraca.

Enfraquecendo as condi¢bes de regularidade das fungdes u e v, tem-se a

formulagdo fraca do problema dado pelas equagdes (6.1.3) e (6.1.4):

Dadasf, g € L*((0,T)x ), e u,,v, € LX),
procurar u,v € V = {w e L%(0,T];V) tal que %l:—e L2((0, T}, L2(€) }, tais que:

J-%s—pdu+ajVu.Vpdu=l_" updp—r]uvpdu+ffpdu, (6.1.5)
Q Q Q Q Q

J‘%Pdu+BIVv.Vp dp =—vj vpdu—c!v2p+sfuvpdp+fgpdu (6.1.6)
Q Q Q Q Q Q

O Loy

u(0,x,y)pdu=fu,(x,y)pdp, (6.1.7)
Q

v(0,x,y)pdu=[v,(x,y)pdu, (6.1.8)

Q

D oy

vpe V ={we H'(Q): tr(w)=0em T}, }.

138



§6.1.3 O modelo completamente discretizado.

Utilizando, como nos capitulos 4, e 5 anteriores, 0 método de Galerkin em
conjunto com o método dos elementos finitos de segunda ordem, tem-se inicialmente o
modelo semi-discreto dado por:

Procurar aproximagdes uy € v das solugdes u e v respectivamente, de tal forma que:

uy (;%,y) =Zuj(t)<p,»(x,y), (6.1.9)

Vi, y) =D v, (D0, (%, y), (6.1.10)

=
e satisfacam as equagdes (6.1.5) e (6.1.6) respectivamente para toda fungdo p € Vi . Vi
e’[) subespago de V gerado por B={p,,¢,,...0x}, onde as ¢ ; , i =1, 2, ... ,N sdo
fungdes quadraticas definidas por partes dentro do dominio discretizado Q ».

0‘ espago vetorial das fungdes da forma (6.1.9), (6.1.10) ¢ indicado por V y.

A!gora entdo, o problema dado pelas equagdes (6.1.5) a (6.1.8) no subespago V » de V,
(iefto ¢, com u, € v, definidas em (6.1.9) e (6.1.10) respectivamente) passa a ser o

seguinte:

Achar 4, ()= (0O, uy®) € VOV, 1 VoD V(D)

sqiﬁcientemente regulares para que se possam ter:

J‘J'?%tlpdu+aﬂVuh.Vpdu = l_”. up pdp.—r”uhvhpdp. +prdu, (6.1.11)
Q- Q Q Q Q

ﬂggThpdu+B”Vvh.Vpdp= _VHVh de_C”VﬁPdu+
Q Q Q

Q (6.1.12)
+sffupvapdu+ [[gpdp,
Q Q
jffun(0,x,y)pdu = ffue(x,y) pdy, (6.1.13)
Q Q
gvh(o,x,y)pdwﬁ vo(x.y) pduy, (6.1.14)
\ Q

Vp € Vi
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Fazendo p = ¢, i=1,...,.N, e substituindo em (6.1.11) a (6.1.12), tendo em vista as
equagdes (6.1.9) e (6.1.10), tém-se:

N du, N N
Z_d_tl((pj’(pl)g +aZuJ(t)(V(pJHV(p, )Q = }\.z u-‘(t)((p.‘,q)l)Q —
= = it (6.1.15)
N N
- rzuj(t)gvk(t)(‘Pk(Pj,(Pi )Q +(f,0:)a
j=1 p
N dv, N N
ZEL(‘Pj’(pi)Q + B}:v ,-(t)(ch j“V<pi)n =—va j(t)((pj,(pi)o -
= = = (6.1.16)
N N N N
_ czvj(t)kzvk(t)(‘l’k(Pj,(Pi )Q + sz vj(t)Zuk (t)((pk(pj,(pi )Q +(g,9)a,
i= =1 j=1 k=1
N
Z}((Pj’(Pi)uj(O):(uo:(Pi), (6.1.17)
i
N
Z;((Pj’(Pi)Vj(o)=(V0’(Pi), (6.1.18)
pu
V(piEB.

Como i = 1,2,..,N, tem-se um sistema de 2N equac¢Ses diferenciais ndo lineares
ordinarias de primeira ordem com as condi¢des iniciais dadas acima.
Utiliza-se o método de Crank-Nicolson para discretizar a variavel temporal das equagdes

(6.1.15) a (6.1.18), considerando, como no capitulo 5, as aproximagdes:

At - u(t,) +u(t,,,)

ut +—)=

i(t, 2) 5

e (6.1.19)
dy, t + At)E u(t,,,)—u(t,)

dt 2 At

para u, e:

vj(tn)+vj(tn+1)
2
e (6.1.20)
At Vj(tn+1)—vj(tn)

dv, « 2
dt " 27 At

At
vi(t, +—2—-)s

para v, todas de ordem de At” em (6.1.9) e (6.1.10) estimadasem t | =t + —~
n+—
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as equacgdes (6.1.15) e (6.1.16) obtém-se:

e —

N g _ @ g+ (n)
j Y
Z_'—_At—_((pjaq’l) +°‘Z (V(pj uV(Pl) =
i1
(n+1) (n) (n+1) (n) (n+)
Py s AP —rZ SN SV Vi o)
> > ®;-P; 5 > TPk 0 )y +
j=1 k=1
+ 8™ i)
|
vyt _ (n) yaoth o)
Vi
Z L (o5.0), BZ———(V%HV%)
J=1 =1
N v§n+1)+vgn) N v(n+l) +V§n) N vy g‘+l)+v¥l){
= —VZ __—_( Js(pl) —cz Z \(Pk(Pj P )Q +
VL 2 2 - 2
} ]-—1 k=1
‘ (n+l) | _(n) (n+1) | (n)
N v: +vi Ny +u
j ] k
+s2, 2 D) 5 5 ((Pk(Pja‘Pi)Q +at(g ™D, )
j=1 k=1
Isolando 0s termos em u(““) e uf parau, e ostermos em vg““) e v para v nas

r equagdes acima tém-se:
| (n+1) (n)

j N At A At v 1
} le (l A— 5 )(‘Pj’q’i)g > (V<PJ"V(p,) +r—-—kZ:]__k_T_k___(q,k(pj,(pi)Q u§n+ )_
| (n+D) (n)

1 +vy  ,

X A L At Y

| =Zl|:(l+)~‘2—tJ(‘Pjs(pi)Q = (ve5vei), —T‘Z_L‘z_-“(“’k"’i""i)o g
J=

+At(f(n+l,2),(Pi)Q )

F(HVAZ)(%,%) +p= (Vw,llv )+C—Z

N (@+]) , (0)
+s %1 >8R (o0,

v(n“) + v
((Pk(PJ,(Px)
Ve

Mz

s
[
—

L k=1 2 _

r (n4) 4 y(m) 1

At A
R L R e
(n)
=2 N (n+]) , . (n) viv+
I Y SRS 3 P
2 k=1 2 e

+A~t(g(n+l/2)

’ (PI)Q >
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sendoi=1, 2, ..., N tem-se um sistema de 2N equacdes ngo lineares a 2N incognitas.

Adotando novamente a notagdo:

uf"“) v{n+l)
u(n+l) V(n+l)
1 2 1 2
Uuen = ,e Ve = (6.1.21)
ugﬂl) V(;;H)
com U = U(t,,), e V™ = V(t,,,), (6.1.22)

N - 1) ~ . .
sendo  uM™’ =u(t,,.x,y;), e v =vt,.,.x;,y;),j=12,.,N, o sistema de

equagdes anterior pode ser escrito na forma:
Dados U e V obter U™ e V&P das sucessivas solugdes de

A(VED iy gimh = gyt yiny (g A¢ FY2 (6.1.23)
CU™D, U®, veD, v®) v = pu™h, g, v, vEy v+ A GMY? (6.1.24)

O processo iterativo é obtido mediante as relagdes de recorréncia (6.1.23) e

(6.1.24), e € o seguinte:

Dados U®e VO c®N
obter U™ ¢ V) das sucessivas solugdes de:

*) ) 9 Lyl
) A(l’__ﬂf"_ vy g =B(V( +v® VY U® 4 AFa+2)
L] 2 b

2

u® Ly v® Ly .
C( ; U, ; V@) v =

=D(U(')+U(ﬂ) U(“) V(')+V(")
L 2 k] 2

, V(n)) V(n) + AtG(n+1/2)

com U® e V® dados inicialmente por U™ e V™ e, a partir da segunda iteragdo interna,

assumindo os valores de U e V.. Os valores obtidos na iteragdo interna final serdo

l](nﬂ) e V(n+l)
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matrizes A, B, C, D, F ¢ G neste caso s@o dadas por:

|
N[y |
%_( = ((l ;\.‘z;'—t)(PJ,(Pl +CX.'A2_(V‘PJ"V(P1) 2[ st J((pkq’j,q)i)n)
J =

- A At D[ v oyl
=(By) = ((1 + X‘z—j (PJJPl V‘PJ”V‘Px) - rzk (—k_"{_k— ((qu’j’(pi)n)
=1
At
( -2—) (PJ,(Px Vq’] "V(pl)

=(Cy) = ( At V@0, v(n) Ac N[ umD 4 u(n) )
| = kz;} s g (cpk(pj,cpi)g
| At

l-v 'i— ((pja(pl) Bg‘t(V(Pj“V‘Pi)Q—

D= (D'J) - ( At N vf(n*,l) + Vf(n) A u(n+1) + u(n) )

-+

N ML
k=1 2 2 k=1

1“7= (F) = (f("H/Z)JPI)Q e

As solugdes do sistema ndo linear dado pelas equagdes (6.1.23) e (6.1.24) para as
espécies u e v, com as condi¢des inicias dadas pelas equagdes (6.1.17) e (6.1.18) serdo
U™ = U(tar) € V&P = V(t,), conforme (6.1.21) e (6.1.22).

§6.2 A difusibilidade densidade-dependente.

Este paragrafo aborda uma dindmica populacional interespecifica levando em
consideragdo que os coeficientes de ambas as espécies dependem das densidades
populacionais. Como no capitulo 5 serdo considerados sistemas de duas espécies. O
presente paragrafo pode ser visto como a generalizagio do capitulo 4 para o caso onde
‘estdo presentes duas espécies.

O trabalho de Cantrell & Cosner * analisa a dinimica de uma populagdo em um

b . R . .
meio ambiente fortemente heterogéneo, considerando que esta caracteristica afeta a taxa
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intrinseca de reprodug@o da espécie. Eles sugerem que uma extensio de seu trabalho
seria considerar espécies cujas disperses ndo sejam modeladas por movimentos
puramente brownianos; isto seria justificado, por exemplo, pela presenca de ventos ou
correntes, ou a presenca de gradientes quimicos no meio ambiente, que causam
agrupamentos populacionais alterando dessa forma a dispersido da populag@o. Através de
analises de modelos discutidos em outras referéncias citadas no artigo, eles sugerem que
tais situagdes poderiam ser modeladas por equagdes cujo termo difusivo seria escrito
como V.(a(x,t,u)Vu) onde o. > 0. Além disso, os autores comentam que tais modelos
sdo muito gerais para serem tratados via critérios de estabilidade de pontos de equilibrio.
A formulagdo variacional do problema € o uso de Galerkin-Crank-Nicolson talvez

possibilite uma analise qualitativa de tais modelos através de ensaios computacionais.

§6.2.0 O problema populacional.

O problema populacional que sera tratado envolve a interagio entre duas

espécies e visa modelar os seguintes fenémenos:

* Dispersdo de cada espécie, considerando os coeficientes de difusdo densidade
dependente, como feito no capitulo 4.

» Processos advectivos ou processos convectivos de cada espécie.

» Decaimento das espécies devido a uma possivel hostilidade do meio.

* Dindmicas vitais de Malthus e/ou de Verhulst, para cada espécie.

= A relag@o interespecifica.

O sistema de equagGes que descreve estes fenomenos ¢ dado por:

0
ﬁ—V.(aVu)+V.(Vu)+yu =Au—au’ -muv +f{t, X, y),
%—V.(BV V+V(WV)+ev=vv—cvl-suv+g( X y), (6.2.1)

te(0,T], (x,y)eQc R?,
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lmde u e v representam as densidades populacionais das duas espécies. Todos os outros
oeficientes e fungdes que aparecem nas equagdes acima ja foram definidos
teriormente em outros capitulos e serdo omitidos aqui. Sendo a # 0 e ¢ # 0 tém-se
rescimentos logisticos para ambas as espécies. A formulagdo variacional e a indicag¢do

o sistema discretizado serdo feitas para este caso mais geral.

B = " ¥

condigdes iniciais e de contorno sdo dadas por:

B

0.xy) =uo (xy), (xy) € Q,
O,xy) =vo (xy), (Xy) € Q,

ﬁ—ﬂ\

(6.2.2)

‘ Ju
e - O —
oy,

=0,

on|r,
icom I'v e I'; disjuntos formando a fronteira I' de Q, e 1 designando a normal exterior
Iem (x,y) acurva I';.

|
\
| Os coeficientes de difusdo o e B, além de poder variar com o tempo e nas coordenadas
|

|espaciais, dependem das populagdes u e v respectivamente, e sdo definidos, em primeira

'aproximag&o por:

(6.2.3)

‘o= otx,y,u) = do(t,Xy) + ou(t,x,y) u
(6.2.4)

B =B (txy,u) =Po(txy) + Bilt,xy) v

- §6.2.1 A formulagdo fraca.

Consideram-se o espago de distribuigdes L*(Q), e p e H'(Q) - espaco de Sobolev de

ordem um. Multiplicando as equagdes do sistema (6.2.1) escalarmente por p, tém-se:

| (—ai,p) —(V.(aVu),p)g +(V.(Vu),p)g +(ou,p)g = (6.2.5)
Q

i a
|
= —a(uz,p)n —r{uv,p)y + (£,p)
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ov
(_a_(’p)n ~(V.BVV).p)y +(V-(WV),p)y + (tv,p)s = (6.2.6)
= —c(v2 ,p)g —~s(uv,p)g +(2.p)y »

VpeH'(Q), onde (, ), indica o produto escalar em L*(Q),0=A~-y e T=v—-¢.
Substituindo
V.(Vu) =(V.V)u+V.Vu 6.2.7)
V.(Wv) =(V.W)v + W.Vv (6.2.8)
nas equacdes (6.2.5) e (6.2.6) respectivamente e tendo em vista a defini¢do do produto
escalar em L?(Q), repetem-se os mesmos célculos efetuados nos capitulos precedentes
a fim de obter a formulagio fraca do problema dado pelas equagdes (6.2.1) com as

condi¢Oes dadas em (6.2.2). A formulag@o consiste em:

Dadasf, g € L*((0,T)xQ), eu,,v, € L}(Q),

procuraru, v € V = {w e L*(0,T];V) tal que %Ve L2((0,T),L2() }, tais que:

I%ltipdu+ IaVu.Vp du+ J.V.Vupdp.+"‘(o'+V.V)updp.=
Q Q Q Q (6.2.9)
= —aJ‘u2 pdu—r_[uvpdp+."fp dy,
Q Q Q
ov
jgt-pdw [BVv.Vpdp+ [WYvpdp+[(r+V.W)vpdy=
Q Q Q Q (6.2.10)

=—cf vzpdu—sjuvpdp.+fgpdu,
Q Q Q

Vp e V=4pe L*((0, T, H'(Q)): tr(p)=0em I, r, e L%(0, TL,V) denota o espago das
fungdes quadrado integraveis a Lebesgue de (0, T] em V. Na formula¢@o acima ja se fez

uso da férmula de Green nos segundos termos das equagdes (6.2.5) e (6.2.6).
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|

%6.2.2 O modelo discreto.

Seguindo os mesmos calculos feitos nos capitulos precedentes, usam-se o método
e Galerkin em conjunto com os métodos dos elementos finitos e método de Crank-

icolson para a construg¢do de solugdes aproximadas parau e v.

rocuram-se aproximagdes »
u, (1) = (U, (@), u, (O, uy (O) € v, O =, 1)V, (1),.... vy (1))

cientemente regulares das solugdes u e v respectivamente para que se possam ter:

5
fi ;’t“ pdu+ [ (oo +0qup Vup Vpdu+ [ (V.Vup Jpdu +
| Q Q (6.2.11)

+ [[un pan=affulpdu-r[fupvapdu+ [[fpan
- Q Q Q Q

(ﬂ%ﬁpdwﬂ(ﬁo +Byvy Vv . Vpdu + j(w.vvh)p dp +

° & ) Q (6.2.12)
‘+J:ft vy pdu =—c”vhp du—s”uhvhpdp+”gpdu,

- Q Q Q Q

‘v’p € Vi =[B = {@1, ©2, 3, ..., On}] subespaco de V de dimensdo N, considerando que
V.V =V.W =0 e tendo em vista as definigdes (6.2.3) e (6.2.4) dos coeficientes de
difusdo.

£§6.2.3 As discretizagGes espacial e temporal.

A discretizagdo espacial sera feita, como nos capitulos anteriores, com o método
dos elementos finitos, sendo o espago de fun¢des denotado por Vi gerado pelo conjunto

B de fungGes polinomiais de ordem dois, @,, i =1,2,...,N, definidas por partes dentro do

dominio discretizado Q, .
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Fazendo p = ¢, i=1,....N, e utilizando o método de Crank-Nicolson para a
discretizagdo temporal tem-se o sistema de 2N equagdes algébricas ndo linear:
[
ao(ijlV% )Q + (V-ch,-,q»)n + (ow,-,%)n +

N N N

At
% (u§n+l) - ugn))(q,j Pi )Q + 7.Zl(ugn-i»l) + ugn)) + Ezl_ltzl(u(knﬂ) + u{(“))(kaClelV%)Q + =
P F =

k=1 |

A (), (a), I Re o (a4]) . ()
+ 'Z'Z(Uk +uy )+-52(vk +vi ) (%(pj,(pg)g
k=1

ﬁO(V‘PjBVCPi)Q +(W-V<P,-,cm)ﬂ + (up,-,qr.)n +

N N N
At
g (v§n+l) _vgn))(q,j’q,i)n + —{g(vgnﬂ) + vgn)) +E2l é(v£n+l) . Van))((l’kv@j"V‘Pi )Q + =

N N
[ S
+ [E S {0y, —EZ(uf(“”) +u{™) (wkq)j,@i )Q
k=1 k=1

=At (g(ﬂ+l/2),(pl)g ,

Yo; € B.

Para as condigGes iniciais:

N
zl((pja(Pi)Quj(O) =(uy,9;)q, Vo;eB
J=

N
Zl((Pj:(Pi)QVj(O) =(Vo,9i)a, V¢;EB.
J:

Isolando os termos em ug"*‘) e ugn) para u, e oS termos em vg"“)e vg‘“) para v nas

equagdes acima tém-se:
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(l+0‘%t')(¢j,¢i) +tag l; (V(p]Hchl)

(n+1) (n)
u +u
-L—:—Z——k—(kacp iIvei ), +

N

A
03

k=1
( N u

R

\

I (1 —oéz—t-)(cpj,wi )Q —%9 %(V‘Pj [Ves )Q

k=1
(n+1) n
uk +u

(n+1)

r__zvk

(n+l) (n)

+

+u
ot :
2 2

2

(n+1) (n)

+Uk

AN
gLt

s
[
—_—

2

(n+1) (n+1)

(n)
v +V At
R

2

(1 —1 —Az—t)(cpj,@i ) -Bo 'Az—t (vo;|ve; )Q
+v

2

N (n+])
At v

-B1 72 =

k=1

N
RPEDY
L %A
(n+1/2)

+ Vk

2

(n+1)

vy At

k=1

+ At(g ,9i)Q

%(V-Vd)ja ®P; )Q +

+Vk

(n)

]‘Pk‘Pj,(Pi)Q

S V905.01), -

k (o1 Vo Vepy ) -

(n+1)
+ Vk

R LATTR A

+uk

N
i“———————}(ww j,cpi)g

—-Az—t(W.Vd)j,(pi)Q -

+uk

Uy
+SZZ

2

(n)

(n)

d

(‘PkV‘PjNV‘Pi)Q -

(n)

J(wkwj,cpi)Q

]((pk(pj,(m)g

=

(n)

VS
b

u(n+l) -

V(n+1) -

-+

ugn) + (62.13)

(6.2.14)
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para v e, sendo i = 1, 2, ..., N tem-se um sistema de 2N equag3es ndo lineares a 2N

incognitas.

Adotando novamente a notagdo:

u$n+l) v§n+l)
n+1) (n+1)
U = ug” e VO = vy (6.2.15)
ug‘“) V(;IHI)
com U®?P = U(t,,,), ¢ Ve = Vit,.) (6.2.16)

sendo  u®™ zu(t,,.x,,y;). e V& =vt,,,,x,,y;),j=12,.,N, o sistema de

equagdes (6.2.13), (6.2.14) pode ser escrito na forma:
Dados U? e V® obter U™ ¢ V™D das sucessivas soluges de
AQUE, U, VO, V) D = U, U, VD, V) U 4 AR (62.17)

CU™, U, V6™, V) D = DUD, U@, VoD, vio) v + A G (6.2.18)

O processo iterativo € obtido mediante as relagdes de recorréncia (6.2.17) e (6.2.18), e é

o seguinte:

[Dados U®e VO e N
obter U ¢ V™D dag sucessivas solugées de :
u® +y® U V(')+V(ﬂ)
2 7 2
™, 1y QIR
BTy Y VT Gy o, gt
2 b b 2 b
C(U(') + U@ i V(’)+V(ﬂ)
2 b 2
*) , y * .y
p U o V4V Gy, g
\ 2 o2

A( ,VEHY Ut =

J

VO VE 2

com U e V" dados inicialmente por U™ e V¥ e, a partir da segunda iteragio interna,
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. *: . . ~ . ~
assumindo os valores de U"” e V.. Os valores obtidos na iteragéo interna final serdo

LFMI) e V(n+l)‘

matrizes A, B, C, D, F e G neste caso sdo dadas por:

( %t-)(cp ,cpl +0og %E(ijllei)Q

\
N (@, @

#=(Aij)= + 0o 2t Z( k ((ka(pj”V(pi)Q+
k=1

N u(n+1) (n) N (n+1)+v(n)
Z[ & Z D) e ((pk(Pja‘Pi)Q

k=1 k=

+92—t(V.V(pj,(pi)Q +

ﬁ
2

\ /

g %(V(Pj"V(Pi )Q "éz—t(V-V‘Pj,(Pi )Q -

(102 Yoy

N (n+]) (n)
=(B.) = At u +u
b Bi)=| oy =P | K (‘PkWPj"V(Pi)Q‘
| 23 2
N (n+]) (n) N (n+1) (n)
At u +u At A\ +V
S o) B S S WY o il R | PP I
2 k=1 2 2 k=1 2

(1 +1 %)((pj,% )Q +Bo ﬂ(V‘Pj"v“’i )Q

+—A—21(W.V(pj,(pi )Q +

N (n+1) (n)
— (O — At +v
k=1

k=1 k=1

N (n+1) (n) N (n+1) (n)
—_— e ettt et . + — e e -’ .
+|C > E { > ] S 2 2 { > ((Pk(PJ Pi )Q

)



p \
(l tAZ)(Q’J,(P;) -Bo— (V‘PJ“V ) i?Zi(w-v“’j"pi)o"

N v(n+1) +v§n)

= (D..) = At
PrOO | -p 7 3 VeV, -
23
(n+l) (n) N (n+l) (n)
-le Z[——z———J 72[ J (‘Pk‘Pj=‘Pi)n
k=1 k=1
\ J

F= (Fl) =At(f(n+l/2),(pi)n ,e

G =(G) =atlg™'? g, .

As solugdes do sistema ndo linear dado pelas equagdes (6.2.17) e (6.2.18) para as
espécies u e v, com as condigdes inicias dadas serdo U™V =U(tan) € V™D = V(tan),
conforme (6.2.15) e (6.2.16).

§6.3 Resultados de simulagdes numeéricas'.

Serdo incluidos no trabalho dois ensaios computacionais’ considerando os
coeficientes de difusdo densidade-dependentes para as duas espécies. A fim de comparar
os resultados obtidos nestes ensaios com o caso em que ambas as espécies tém as taxas

de difusdo constantes, se abordara o préblema presa-predador do Capitulo 5; mais

especificamente os problemas dos itens 8 5.1.5.1 ¢ §5.2.4.1.

! O programa foi desenvolvido para simular todos os casos abordados no Capitulo 5 considerando, além
das hipoteses trabalhadas naquele capitulo, a inclusdo de dinimicas vitais de Verhulst ¢ a difusdo
densidade-dependente.

2O apéndice 4 traz alguns programas desenvolvidos.
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Conforme as equagdes (6.2.1), (6.2.3) e (6.2.4) o problema sera descrito por:

~V.(@Vuw+V.(Vu)+yu=Au-au’ -ruv+ft, x, y),

-V.BVV+V.(WV)+ev=vy —:cv2 -suv +g(t, X, y), (63.1)
te(0,T], (x,y)eQc R2,
om
= olt,x,y,u) = o(t,X,y) + ou(t,x,y) u (6.3.2)
(6.3.3)

=B (txy,u) = Bo(t,xy) + Bi(t,xy) v

As dindmicas vitais das duas espécies sdo descritas pelo modelo de Malthus,

| s A
sendo as taxas de sobrevivéncia dadas por c=A—y e T=v-¢, para as presas e
|

}predadores respectivamente. Portanto a =c = 0 em (6.3.1). Ndo se consideram presengas
|

}de fontes ou sumidouros, ou seja f=g =0 em (6.3.1).

|

i

! Como no Capitulo 5, os valores dos coeficientes sdo:

/Coeﬁcientes :onde 6 =-0.05,1=-0.05, r=0.01, s=-0.01.
Difusao densidade dependente : Nas equagdes (6.3.2) e (6.3.3) consideram-se:
o = 0.005, Bo = 0.005 e oy = 0.0005, B; = 0.0005.

| O dominio de interesse e os pardmetros da discretizagio sio os mesmos utilizados no

Capitulo 5.

As condi¢des de contorno e as condigdes iniciais sao as mesmas consideradas no
3 Capitulo 5, sendo a condigdo inicial para as presas ilustrada na figura (6.3.1a) e a
~ condig3o inicial para os predadores ilustrada na figura (6.3.1b) considerando o dominio

- completo, ou seja, levando em consideragdo a simetria do problema.
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Figura 6.3.1a: Distribuicio inicial das presas.

I_ A vJ 3

[SEv
} :

N

Figura 6.3.1b: Distribui¢do inicial dos predadores.

Ensaio 1 : Presa-predador : dinimica de Malthus e sem migragio

Neste caso, V=W =0.

As figuras 6.3.2 e 6.3.3 ilustram as densidades populacionais no instante final T =

25, ap6s 100 iteragdes no tempo, indicando a dispersdo de ambas as espécies no dominio

de interesse.
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f=] -t
[44] - (¢} N
J

Dersidade de presas

NO

eixo x 0.0 eixoy

F‘g\lra 6.3.2: Distribuicio das presas no instante final T = 25.

B N W E
Z i 4 I

Densidade de predadores

NS

eixo x - 0 0. e“xoy

[Figura 6.3.3: Distribuigfio dos predadores no instante final T = 25.

Os resultados obtidos no Capitulo 5 no caso da difusdo constante estdo ilustrados

nas figuras 5.1.2 e 5.1.3. Comparando a figura 5.1.2 com a figura 6.3.2, e a figura 5.1.3

com a figura 6.3.3, nota-se que houve uma dispersdo maior das espécies considerando os

‘coeficientes de difusdo densidade dependentes

A figura 6.3.4 ilustra a dispersdo populacional das espécies u (presas) e v

(predadores) ao longo do tempo no no #23 da malha.
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Densidade pop. no n6 23

0 20 40 .60 80 100
tempo
Figura 6.3.4: Variagio de presas e predadores no né #23 com a iteragdo no tempo.

Comparando com o resultado obtido para o mesmo né no Capitulo 5, ilustrado
na figura 5.1.4, percebe-se claramente que ha um aumento mais rapido na densidade

populacional neste né para ambas as espécies.

Ensaio 2 : Presa-predador : dinamica de Malthus e com migracio.
Neste caso, V =(0.026, 0) e W = (0, 0.026) como considerado no Capitulo 5.
Coeficientes : onde 6 = -0.05, 1=-0.05, r=0.01, s =-0.01.

Difus3o densidade dependente : Nas equagbes (6.3.2) e (6.3.3) consideram-se:
o = 0.005, B =0.005 e a; = 0.0005, B, = 0.0005.

Com as mesmas condi¢Ses iniciais ja ilustradas nas figuras 6.3.1a e 6.3.2b,
considera-se agora a presenga do campo de velocidades. As defini¢des de V e W sdo as

mesmas do item § 5.2.4.1.

As figuras 6.3.5 e 6.3.6 ilustram as densidades populacionais no instante final T =

25, apds 100 iteragdes no tempo.
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p 1
e :

Densidade de presas
_ . ‘
e

NOo

Figura 6.3.5: Distribuicio das presas no instante final T = 25.

w o
’

Vi

S
Fi

Densidade de predadores
N

A

N

eixo x 0.0 ‘ . eixdy

|
| Figura 6.3.6: Distribuicdo dos predadores no instante final T = 25.

Percebem-se alteragdes de comportamento em comparagdo com os resultados
obtidos no Capitulo 5 e que estdo ilustrados nas figuras 5.2.1 e 5.2.2. As espécies se
 dispersam mais rapidamente no dominio, mas a ag¢do do campo de velocidades ainda ¢

' facilmente observada.

A figura 6.3.7 ilustra a dispersdo populacional das espécies u (presas) e v
(predadores) ao longo do tempo no nd #23 da malha, considerando agora a presenga do

- campo de velocidades. A alteragio de comportamento em comparagdo com o resultado
obtido no Capitulo 5, ilustrado na figura 5.2.3 € clara. A difusdo densidade-dependente

causa também mais oscilagdes iniciais neste caso pois seu valor (em médulo) é maior.

157



Densidade pop. no n6é 23

0 20 40 60 80 100
tempo
Figura 6.3.7: Varia¢do de presas e predadores no né #23 com a iteragio no tempo.

Qualitativamente se pode “ver” que o transporte por vento ou agentes afeta a
populag3o, mas aspectos de parametros do problema que dificultam a parte numérica e
estdo ligados aos parimetros das discretizagdes, limitam seus valores impedindo uma
melhor visualizagdo em alguns casos. Esta dificuldade ¢ muito maior quando se
consideram os problemas populacionais interespecificos tratados neste capitulo e no
anterior. Trabalhar, por exemplo, um siste?na presa-predador com e sem velocidades e
inferir conclustes ¢é dificil. Também um 6u mais termos podem estar variando com o
tempo ou com as coordenadas espaciais e, mesmo considerando o caso da difusibilidade
constante do Capitulo 5, existem na equagio termos ndo lineares que indicam a relag@o
interespecifica, dificultando o tratamento matemético e também a visualizagdo dos
efeitos isolados. No caso tedrico € possivel ver resultados mas ndo se ponderam os
efeitos isolados, s6 o todo. Passar do qualitativo para um problema efetivo corresponde
a isolar fenémenos: ensaios numéricos podem ser realizados exaustivamente, mudando
valores de coeficientes, alterando as condigdes iniciais, tornando um determinado termo
dominante no modelo através de valores mais significativos em relagio aos valores
presentes, etc, tendo em vista sempre as caracteristicas proprias do problema que se esta

modelando.
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| Consideracdées finais

Procuramos realizar um trabalho amplo e completo no sentido da modelagem
atematica ¢ modelagem numérica, além de tratar problemas reais. Além disso a ampla
esquisa bibliografica realizada e os resultados de iniimeras simulagdes numéricas foram

ncluidos a fim de contribuir com os pesquisadores da area de Biomatematica. O trabalho
retende ser uma fonte de consulta e investigagio de varias ponderagdes incluidas,
ertando também sobre os cuidados que devem ser tomados. Neste aspecto as maiores
ontribuigdes do trabalho foram as de considerar problemas que apresentam variagdes
azonais nos decaimentos populacionais devidos a hostilidades do meio ambiente e/ou

nas taxas intrinsecas de reproducdo das espécies envolvidas, e também nos processos

|

migratorios ou de convecgdes induzidas e, sobretudo, considerar o caso da difusibilidade

densidade-dependente.

! A eficiéncia dos métodos utlhzados na obtencdo de solugdes aproximadas de
‘Equag:oes Diferenciais Parciais do tipo parabohcas demonstrou a adequagio dos mesmos
;no tratamento de problemas populacionais. Embora os valores utilizados na maior parte
jdas simula¢gbes numéricas sejam ficticios, os resultados obtidos sdo confiaveis e
ﬁconseguem indicar (através dos graficos) os efeitos produzidos quando sdo considerados
gfenémenos especificos em problemas populacionais.

Os resultados numéricos do problema populacional intraespecifico do Capitulo 2,
‘que considerou variagdes espaciais em o e variagdes temporais em ¢ ¢ W, foram
fapresentados no IV ERMAC-Encontro Regional de Matematica Aplicada e
iComputacional em Nova Friburgo (1996), resultando também em uma orientagio de
‘trabalho de Iniciagdo Cientifica na UNESP-Campus de Guaratingueta. O trabalho
'completo de modelagem, demonstragio de existéncia e unicidade de solugdo fraca e
‘ simulagdes numeéricas foi apresentado no XX CNMAC-Congresso Nacional de
Matematica Aplicada e Computacional em Gramado (1997) e publicado nos Relatorios
‘ Internos de Pesquisa da UNICAMP (1998). Uma comparagéo destes resultados com os

| obtidos para o problema do Capitulo 4, que considera o caso da difusdo densidade-
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dependente, pode ser interessante. O caso da difusibilidade densidade dependente em um
problema populacional intraespecifico, do Capitulo 4, foi apresentado no XIX CNMAC-
Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional, em Goidnia (1996).

Foram realizadas analises de convergéncia a posteriori no programa desenvolvido.

Em alguns casos, uma hipdtese mais realista sobre a regido de interesse e a

definicdo das condi¢des de contorno do modelo matematico podem trazer resultados
melhores, embora ainda qualitativos. No Capitulo 3, quando se trata do problema da
dispersdo do bicudo do algodoeiro, fazem-se alguns comentarios a respeito dessas
mudangas, sugerindo um afastamento maior da fronteira da regido de interesse. E claro
que o interesse, neste caso, ¢ a dispersio dentro de Q e ndo efeitos de fronteira, € a
expectativa é de que quaisquer tipos de condigdes de contorno dissipativas deveriam
trazer, qualitativamente, resultados similares. Na aplica¢do 1 usa-se um modelo que pode
ser considerado simples em comparagdo com outros modelos citados no trabalho como
um todo, mas a etapa de simplificagdo é uma etapa dificil e indispensavel para o estudo
que se propds, e foi justificada sob os pontos de vista da Biologia e da Matematica. A
aplicagdo 2 trata um modelo mais sofisticado e trouxe muitos resultados interessantes,
deixando também sugestdes para outros trabalhos.
Recentemente, novas informagdes sobre o comportamento do bicudo do algodoeiro
estdo sendo exploradas em um trabalho de Iniciagdo Cientifica na UNESP-Campus de
Guaratinguetd. Além disso, existem possibilidades de orientagio de trabalhos de
mestrado baseados neste problema. Abordar modelos reais faz com que nio s6 o
trabalho seja enriquecido, mas principalmente traz maturidade ao pesquisador nos mais
diversos aspectos, € isso constitui etapa muito relevante do projeto.

Durante 0o XXI CNMAC-Congresso Nacional de Matematica Aplicada e
Computacional, em Caxambu (1998) apresentamos alguns dos resultados numéricos
obtidos para modelos interespecificos. A modelagem matematica foi completamente
realizada e sugere a orientagdo de outros trabalhos, como, por exemplo, analisar o

problema presa (bicudo) - predador (vespa).

Resultados de inimeros ensaios numéricos nos levam a concordar com o0s

comentarios de diversos pesquisadores sobre os problemas das oscilagdes iniciais do
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i'létodo de Crank-Nicolson. Embora ndo tenha sido objetivo do trabalho a comparagéo

entre métodos numéricos quanto a sua eficiéncia, verificou-se que a simples presenca da

lifusdo pura e constante em problemas parabdlicos pode causar oscilagdes nos nés da
alha que estdo proximos a “saltos” na condig¢do inicial, as quais estio associadas a
agnitude do principal auto-valor da matriz do sistema. S3o observagdes que precisam
e embasamento matematico e constituem um campo de pesquisa que traria beneficios

ara pesquisadores de diversas areas.

Uma forma de responder a problémas associados com modelos ecologicos €
ceitar que existem variag3es e estocasticidade na natureza, que equilibrios estaveis sdo
assiveis de ndo existirem, e que populagdes podem nio estar em equilibrio mesmo que
ste equilibrio exista, que caos e dindmicas complexas nio sdo patologias de modelos

bateméticos, mas fatos da vida, e que tudo isso acima citado pode e deve ser
jincorporado aos modelos. Pensando certamente desta maneira, alguns matematicos
;Fontinuario tentando descrever os mais diversos tipos de fenomenos bioldgicos através
| e seus modelos cada vez mais sofisticados e utilizando frases aparentemente
ncompreensiveis, principalmente sob o ponto de vista dos profissionais de outras areas
do conhecimento. A linguagem que, a principio, € traduzida por formulas pequenas e
Jk‘inofensivas”, toma-se a4 medida que o trabalho avanga, lotada de simbologias
5impressionantes. Até sua propria forma parece traduzir, como uma danga agitada, a alta
ientropia presente no Universo.

E..a vida é complicada. Juntemo-nos pois a Platio e conclamemos todos os

interessados: € preciso explicar os fenomenos!
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ENDICE 1 - CONSIDERACOES SOBRE A EQUACAO DA DIFUSAO.

Introduzir-se-a (Murray™®) a difusio em um espago tri-dimensional.

Seja S uma superficie arbitraria encerrando um volume V. A equagdo da
conservagdo diz que a taxa de variagdo da quantidade de material - que pode ser
particulas, substincias quimicas, populagdo de uma determinada espécie, etc - em V é

igual a taxa de fluxo do material através de S para dentro de V mais a quantidade de

material gerada em V. Ou seja:

—a%jc(t,x)dv:—jJ.ds+jfdv, (AL1)
A\ S v

‘\onde J é o fluxo do material e f, que representa uma fonte (ou sumidouro) do material,

pode ser fungdo de ¢, t e x.

i
Aplicando-se o teorema da divergéncia a integral de superficie na equagio (Al.l) e

assumindo-se c(t,x) continua, tem-se que:
|
|
¢, 0c
J‘ (5?» V.J - flc, t,x))dv = 0. (A1.2)

LV

- Como o volume V ¢ arbitrario, o integrando deve ser nulo, e, portanto, a equagao da
. conservagdo para ¢ ¢€:

% V.5 -fe,t,x)=0, (A13)

ot

onde o termo V.J indica o divergente de J.

Encontra-se uma rapida dedugio da equagdo da conservagio unidimensional, em
Edelstein-Keshet™’, dada por:

29 gerx=o. (A1.4)

Ot Ox
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Pode-se relacionar a idéia de fluxo a fungdes que descrevem distribuicdes
espaciais. Particulas submersas em um fluido em movimento, por exemplo, adquirem
também a velocidade do fluido e apresentam ai um movimento coletivo; tal distribuig8o
espacial é chamada de convecgiio.

Se v(x,y,z) ¢ a velocidade do fluido, pode-se demonstrar facilmente que este fluxo das

particulas sera dado por:

J=cv (AL.5)

onde todas as quantidades podem variar com o tempo € 0 espago.

Substituindo a equagio (A1.5) na equagdo (Al.3), tem-se a equagdo do transporte:

g—i +V.(cv)-flc,1,x)=0. (A1.6)

Seja v uma fungdo representando uma fonte de atragio para as particulas. Entdo
existe uma forga atrativa que arrasta as particulas em diregdo ao ponto, ou local, de
maior atragdo. A dire¢do e a magnitude do movimento sdo determinados pelo gradiente

de v (ou proporcional ao gradiente de v ), o fluxo naquela diregdo € dado por:
J=caVy (A1.7)

Substituindo (Al.7) na equagdo (Al.3), resulta a seguinte equagio para a atragéo

exercida por v :

g% + V. (caVy)—flc, £, x) = 0. (A1.8)

A forma mais utilizada em aplicagdes biologicas para o fluxo J é conhecida como
Lei de Fick (Bassanezi e Ferreira Jr.°) e diz que o fluxo devido a um movimento
aleatério ¢ aproximadamente proporcional ao gradiente local da concentragdo do

material; ou seja:

J=-DVc, (A1.9)
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nde a constante de proporcionalidade D ¢€ o coeficiente de difusio. Substituindo-se a

uacdo (A1.9) em (Al.3) tem-se:

g: +V.(DVc) - f(c,t,x) =0, (A1.10)

nde D pode ser fungdo dec, t e x.

onsiderando que nd3o haja fontes ou sumidouros no volume V, a equagdo

nidimensional é dada por:

|
%:;(D%ﬁ’}l} (A1.11)
| X X

Se D € uma constante, ou seja ndo depende de ¢ ou de x, entdo tem-se a versdo mais

conhecida (Bassanezi e Ferreira Jr.%) da equagio da difusio unidimensional:

2
de_plldtx) (A1.12)

Ot ax’

Supondo que ¢ liberada uma quantidade Q de particulas por unidade de area em x=0 no

instante t=0, ou seja:
¢(0,x) = Qd(x) (A1.13)

' onde 8(x) ¢ a fungdo delta de Dirac, entdo tem-se o problema de Cauchy dado por:

e _ b d c(t,x)
ot ox?
- ¢(0,x)=Q0(x),x eR,t =0,

R,t >0,
X E (A1.14)

cuja solugédo € dada por:
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xz

e ®,t>0, (A1.15)

c(t,x) = ‘/Z:rﬁ

e esta representada na figura Al.1.

X

Figura Al.1 Distribuigio de particulas difundindo-se de acordo com a equagdo da difusdo
unidimensional.
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PENDICE 2 - LIONS” : TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE.

Consideram-se dois espagos de Hilbert V ¢ H (no presente texto H = L}(Q))
separaveis, com V < H algebricamente e topologicamente, ou seja, a imers3o de V em H
3 continua. |

Dada uma familia de formas sesquilineares continuas sobre V, seja a(t;u,v),

ependente do parametro t; suponha que.t € [0,T] para comegar. Faz-se a hipotese

guinte:

latu,v)| <Mlluf Iv]], (A2.1)

uma constante independente det,uev.

LS ota: Supde-se que para cada t, a(t;u,v) é continua sobre VXV, e que para todo u, veV,
é(t;u,v) é limitado. Neste caso, existe uma constante M tal que | a(t;u,v)| <M|u] |v|.
?om efeito, como a(t;u,v) é continua sobre VXV, pode-se escrever a(t;u,v) = (A(t)u,v)

#onde At) € & (V;V) (espago dos operadores lineares continuos de V sobre ele

Jnesmo). Entdo, apos a hipotese, |(A(t)u,v)| ¢ limitado para todo u, v € V, portanto

A(t) é limitado em norma dentro de ./, (V;V), de onde o resultado.

Consideram-se os dois problemas seguintes:

;Problema 1.1: Achar uma fungdo u € L*(-0,T;V), com

uénula(qg.s.)parat< 0 (A2.2)

a(tu,v) + ad?(u,v) = (fv) + (uo,v)d, paratodou e V (A2.3)

onde f é dado em L*(-0, T;H), nula para t < 0, up é dado em H, 8 é a massa de Dirac na

origem.

fPrecisz‘io do resultado de (A2.3): Prolonga-se a(t;u,v) (definido a priori somente em

(0,T)) para t < 0 de uma forma qualquer, por exemplo 0. Entdo a(t;u,v) designa a fung¢do

167



t — a(t;u,v). Pode-se escrever a(t;u,v) = (A(t)y, v) = (u, A'(t)v), donde A(t)e & V;V),

a fungio t — A(t)u(t) para u dado em L*(0,T;V) é mensuravel a valores em V, ja que V
¢ separavel e é escalarmente mensuravel (com efeito, para u fixo em V, ((A(tu(t),v)) =
((u(t),A’(t)v)) é mensuravel, pois A'(t)v é escalarmente - ¢ também fortemente -

mensuravel, por hipétese); como, por outro lado JA(tu(t)|] < M|u(t)|l, A(t) estd em
L*0,T;V), e a(t;u,v) esta em L%(0,T). Enfim, %(u,v) designa a derivada, no sentido das

distribuigdes, sobre }- o, T[, da fungdo t — (u(t), v).

Problema 1.1:  Achar uma fungo u € L%(-,T;V), com

T T
J ot uet), o) - (v, o' )t = [ (@0, (1) dt +(u,,0(0) (A2.4)

para toda fungdo ¢ verificando:

¢ e LYO,T;V), ¢ € LXO,TH), o(T)=0 (A2.5)
Tem-se, entdo o resultado:

Lema 1.1: Osproblemas 1.1 e 1.1 sio equivalentes.

Teorema 1.1: Suponha que a(t;u,v) verifica (A2.1) mais a hipétese seguinte:

existe € tal que Re(a(tu,v)) + elvl? > p v]: p>0,ve V. (A2.6)

Sob estas condig¢des o problema (1.1) admite uma tnica solugdo u.

A aplicagdo { f, uo f—u ¢ continua de L?(-o0, T;H) X H sobre L*(-0, T; V).
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Operadores Parabélicos de segunda ordem em x.

Sobre Q aberto do R" considere-se os espagos H'(Q2) e Hy'(Q), depois V com:
H,'(Q) c Vc H'(Q) (A2.7)
V sendo um subespago fechado de H'(Q), e as igualdades sendo admitidas em (A2.7).

Toma-se H=L? (Q) e a(t;u,v) é dado por:

atu,v) = 3 2009 D7) dx + 3 [, 05, O(D,u(x)vGd dx +

ij=10 i=l g (A2.8)
+ j a,(x, Hu(x)v(x) dx
‘ Q
onde aj;, a; e a, estdo em L*(Q x (0,T)) = L*(Qr), sendo Qr=Q x ]O,T[. (A2.9)

Faz-se a hipotese seguinte:

Re(Ta, 008 E)2ple, |+ +.. + ). p>0,8eC, (A2.10)

- quase sempre em Qr.

Esta-se, neste caso, dentro das condi¢Ges de aplicagdo do teorema 1.1.

Portanto, sob as hipoteses (A2.9) e (A2.10), sendo dada f € L%Qr), e sendo

- dado u eLA(Q), existe uma funcdo u e uma so verificando:

u € L*(-o0,T;V), nula para t <0 (A2.11)

a(t;u(t),v) + Dyu(t),v) = (f{t),v) + (uo,v)d paratodav e V (A2.12)

- Além disso, apos eventuais modificagdes sobre um conjunto de medida nula, t—u(t) ¢

| continua de {0,T] em H, e u(0) = u,.

169



Interpreta-se agora o problema assim resolvido. Introduz-se o operador diferencial:

LR 0X; i) =

0 2. 0 0 2 0

S y=A)=-5S"—"|3a. — (t,X)—— +2,(t, A2.13
A(t,x,ax) A(t) Z:ax (al,(t,X)axJ+Z:a,(,X)axj a,(t,x) ( )
Neste caso, (A2.12) acarreta em particular:

A(t,x,—i)u+ —qu =f, em Qg (A2.14)
ox ot

A condigdo (A2.11) implica que u(x,t) e —ag—u(t,x), i=12,...,nestdo em L(Qr), ¢ além
X.

1

disso acarreta a dependéncia (quase sempre) de u(t) : x—u(t,x), ao espago V (isto ndo é

uma condigdo suplementar se V = H'(Q) e somente neste caso).

Em seguida, se v esta em V, deduz-se (formalmente) de (A2.14):

I(A(t,x,—ag;)u+§;u)v_(;)dx ;if(t,-x)v—(x‘)dx

Q

e por (A2.12) isto deve ser igual a:

a(tu,v) + I (5% u) vdx,

Q

portanto, em resumo:

1) u =u(t,x) ¢ solugdo da equagdo (A2.14);

e e e

3) u verifica as condi¢es aos limites, que sdo de duas maneiras:

(1) u(t) € V quase sempre;
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|
(if) _f( (t X,—") ]‘T(de =a(t;u(t),v) paratodov € V.

Pade-se substituir a condigdo 3)(ii), pela utilizagdo da formula de Green; sendo

=T a, (%) costnx,) = , (A2.15)
A® ox, '
designando a norma exterior em x a I, fronteira de , obtém-se a condigdo

ivalente a 3)(ii):

ou _
vdy =0 paratodav e V. (A2.16)

U

designando o elemento de comprimento de arco de I
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APENDICE 3 - SUB-MATRIZES DE RIGIDEZ TRI-DIMENSIONALIS.

Nas discretizagdes dos problemas que sdo tratados nos capitulos 5, 6 , 7 ¢ 8,
aparecem diversos produtos internos envolvendo as fungGes de base quadraticas que
definem os elementos finitos de segunda ordem. Estes produtos sio utilizados para
montar as matrizes de rigidez que definem os sistemas lineares e ndo lineares destes

capitulos.

Para montar as matrizes A e B das equagdes (4.1.21) e (4.1.22) do capitulo 4,
além dos produtos ((Pja(Pi)Q» (V(pj"V(pi)Q e (W.V(pj,(pi)ndeﬁnidos em cada
tridngulo padrio (Sossae®, Apéndice C) também s3o necessirias as sub-matrizes
tridimensionais definidas através dos produtos ((ka(p' j”V(pi )Q. No capitulo 5 (veja
paginas 109 e 117), no capitulo 6 (veja péginas 129 e 136) e no capitulo 7 (veja pagina
151), as matrizes A, B, C e D envolvem os calculos dos produtos ((pj,(pi)n,
(V(pj"V(pi)Q , (W.V(pj,(pi )Qe , ((pk(pj,(pi)Q sendo que todos estes produtos

podem ser encontrados em Sossae®’. No capitulo 8 todos os produtos mencionados s3o

utilizados nos programas que determinam as solugdes numéricas aproximadas.

De todos estes produtos os tinicos que ndo so calculados em Sossae™ sdo os

produtos ((ka(p J-“Vq)i ) |+ Que devem ser calculados em cada tridngulo padrao usando

entio;

80 50. e,
mi = ffor (Vo;. Vo, )du= ﬂ[wk 9; o9, i %o
T T

x ox ™y ay]dXdy

onde T indica o tridngulo padrdoei, j, k=1,2, ..., 6.
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omo as matrizes s3o simétricas os resultados coincidem independente do tipo de

ridngulo padrdo utilizado (veja Sossae®” pagina 43).

Seguindo as nomenclaturas usadas nos programas, as sub-matrizes de rigidez sdo
MTRI1, SMTRI2, .., SMTRI6 e sdo definidas nos sub-programas SUMTRII,
UMTRI2, ..., SUMTRIG; sio elas:

%arak= 1: SMTRII =
|

[2(ax? + ay?) Ax Ay A -Ax Ay A —Ax Ny
15AxAy 308y 64x e 30Ay 30Ax  30Ay  GAy  30Ax
A Ay —anx BAy  -Ay ask 2y A -2aPaay?)
30y 6Ax 45Ay 45Ax  90Ax  45Ay 45Ax  90Ay 45AxAy
IS by Ay Ay 0 by
| 30ax 90AX 45Ax 90Ax 90Ax
|-ax oy anx 28y -ay -aaeay?) oax 2ax 4y
30Ay 30Ax  45Ay 45Ax  90Ax  45AxAy  90Ay  45Ay  45Ax
I Ax 0 A — A% —ax
| 30Ay 90Ay 90Ay 45Ay 90Ay
~Ax Ay olax?eay?) Ay 24 | Ady SAX 8Ax 4Ay
6Ay  30Ax 45AxAy  90Ax  45Ay 45Ax  90Ay  45Ay 45Ax

Nas demais matrizes serdo omitidos os elementos do tridngulo inferior.
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Para k =2: SMTRI2 =

((ax®+ay?)  anx 8ay Ay —4Ax 24y Ax -2Ax 24y |
6AxAy 45Ay 45Ax  90Ax  45Ay 45Ax  18Ay  9Ay  45Ax
8Ax 16y -84y -8Ax 48x —8Ax
15y 45Ax  45Ax 15Ay 45Ay 45Ay
By 24y 0 —24y
6Ax 45Ax 45Ax
sax  8ay  -4ax  sax-ay?)
15Ay 45Ax  45Ay 45AxAy
7Ax -2Ax
90Ay 15Ay
8§2Ax2 +Ay? )
45AxAy
Para k = 3: SMTRI3 =
[ (Ax2 + Ayz) -Ax Ay Ay Ax Ay - Ax 2Ax Ay |
45AxAy 15Ay 90Ax  30Ax 15Ay  90Ax  45Ay  45Ay 90Ax
Ahx  8Ay  -Ay -—4Mx 2y Ax 2Ay
15Ay  45Ax  6Ax  15Ay 45Ax  15Ay 45Ax
2Ay Ay - Ay
15Ax 30Ax 30Ax
4Ax  4Ay - Ax 4Ay
154y 45Ax  15Ay 45Ax
- Ax 2Ax
450y 45Ay
~ 4(ax? + Ay?)
45AxAy
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Para k = 4: SMTRI4 =

(7(ax? +ay?)  —aax 28y Ay alaxPeay?)  Ax o —2ax any ]
90AxAy 45Ay 15Ax  18Ax  45AxAy 18dy  15Ay 45Ax
8Ax _16dy  -28y -8Ax 8Ay - dAx 8(Ax? + Ay?)
15Ay 45Ax  9Ax  ISAy 45Ax  45Ay  45AxAy
Ay 4Ay —4Ay
6Ax 45A% 45Ax
8(ax? + Ay2)  aAx  -8Ax  8Ay
15AxAy 45y  45Ay  15Ax
Ax ~2Ax
64y oy
s(2ax? + 3ay2)
45AxAy
Para k= 5: SMTRIS =
[-(a?+ay?)  -ax 28y -4y Ax LAy A A Ay ]
45AxAy 90Ay  45Ax  45Ax  90Ay 15Ax  30Ay  90Ay 15Ax
—alax? £ ay?) 24y 4Ax — Ax 2%
45AxAy 45Ax 454y 304y 45Ay
- Ay - Ay 0 Ay
45Ax 15Ax 15Ax
—4Ax+ 4Ay Ax -2Ax 4Ay
45Ay  15Ax  30Ay  45Ay  15Ax
2Ax - Ax
158y 6hy

afaax? +3ay?)
45AxAy
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Para k = 6: SMTRI6 =

[(ax2 + Ay?) 24 2y Ay

~24x 48y Ax -8Ax Ady
6AxAy  45Ay 9Ax  18Ax  45Ay 45Ax  90Ay 45y  45Ax
sAx l6ay -24y 8L ax +ay?) -2ax sy
45hy  #45Ax  I5Ax | 45AxAy 45y 455
Tay — 4y 0 Ay
90Ax 454 45A%
sax 8y 2Ax -8y
#5hy  15Ax  45hy 15Ax
Ax -8Ax
6Ay EA—y-

8(24ax2 +34y2)
45AxAy
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|
AA}PENDICE 4 - COMENTARIOS GERAIS SOBRE CONVERGENCIA.

Questdes de existéncia, unicidade de solugdo e convergéncia de métodos
uméricos (quando aplicados) estdo presentes em qualquer problema que envolva
uagdes diferenciais com condi¢bes iniciais € de contorno. Neste trabalho sdo
ordados problemas populacionais que sdo descritos por equagdes diferenciais parciais,

u sistemas de equages parciais, do tipo parabdlicas.

A idéia basica de qualquer método numérico aplicado a uma equagdo diferencial

uja solugdo analitica esteja fora de alcance operacional é, de algum modo, discretizar o
roblema continuo dado, a fim de obter uma equagdo ou um sistema de equagdes com
um numero finito de incognitas. O método de elementos finitos comega com uma

reformulagio da equagdo diferencial ou sistema dado tornando-o um problema

variacional equivalente. No caso do Capitulo 2 a equagio diferencial mais geral adotada
om as condi¢des inicial e de contorno, e que constitui a formulagéo classica do

{aroblema tratado €:

Ql -aAu+V.(Wu)+ou=f(t,x,y), (x,y)eQ,te(0,T], (A4.0a)

u(0,xy) = u(xy), x €€,
u(txy)=0, (xy el,, te(0,T]e (A4.0b)

—agi-(t,x,y)=0, xy) e, te(T],

onde Q é um dominio no R’ e V.W = 0.

‘A formulagdo variacional equivalente € a seguinte:

Dadas as fungdes f € L2((0,T]x Q) e u,e L(Q).

procuraru € V <{ve L¥(0,T}; V) e LY(0,TLLAQ)t tal que:
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a(t;u,v)+D,(u,v)=L,(v), VveV, (A4.1)

onde a forma bilinear a € dada por:

2. Ouodv ou
atuy,v)=) lo——dp +) |W,— vdp+ |ocuvdpy,
E(j) aXi axx E!) ax) -‘-

a forma linear L ¢é dada por:
L.(v)=(v), = If vdy, e
Q

o operador D , é 0 seguinte:

D, (uw,v)= ( ) J'——vdu,

e o conjunto V é definido por : V= {v e H(Q)!| tr(v) =0 em I'}.

Uma solugio de (A4.0) é também solugdo de (A4.1) ja que o problema
variacional foi deduzido da formulagdo classica enfraquecendo-se as condigdes de

regularidade de u.
Proposiciio 1: Se u € solugdo de (A4.1) entdo u € solugdo de (A4.0).

Demonstracio: Se u é solugdo de (A4.1), entdo
e, V) +(@Vy, VW) +(W. Vu, V) +(cu, v)=(f,v), Vv e V. (A4.2)
Sendo V= {v e H(Q)| tr(v)=0em Fo},

e, supondo que u € V=14ve L%(0,T]; V) e LY(0,TLLAQ))t, pela formula de Green

tem-se que:

(aVu, Vv) = _"aVqudu—fav—@—ds—j‘ochudp. VveV.
Q Q

—Oe§£l~ =0,

onir

Mas jav%un—ds— jav%ds+jav%ﬂgd3 =

logo, tem-se que:
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aVu, Vv) = — _f o v Audxdy=-(aAu,v)Vv e V. (A4.3)
Q

ubstituir (A4.3) em (A4.2) implica que:

ue, V)—(aAy, v) +(W.Vu, )+ (cu,v)=( v),¥ve V.

u ainda:
(ut—aAu +W. Vu+ocu-fv)=0 ,VveV.

e entdo, do Lema de Du Bois Raymond, vem:

Dadasu € Vefe L¥(Q)

Ui—ctAu +W. Vu+ocu-f=0

e, portanto, seu € CX(Q),u e CY(0, T, e f € CI(Q) tem-se que:

|
}u.—aAu +W.Vu+ou=f

com u(txy)=0, (xy)e T,, te (0T} e —aZ—“(t,x,y>=o, xy)e T, teOT]
n

ou seja, u € solugdo de (A4.1).

Para a condigio inicial a demonstrag@o € trivial e segue diretamente do Lema de Du Bois

Raymond.

Para o problema (A4.1), com condi¢do de contorno de Dirichlet, V = {v €
HY(Q)| tr(v)=0em I'} e V.W =0, obtém-se uma estimativa de estabilidade, através da
| demonstragdo de que, nestas condi¢Ges, a forma bilinear a(t; u, v) é V-eliptica.

Inicialmente prova-se a seguinte proposigdo:

| Proposicido 2: SeVW=0 e ulr =0, entdo a forma bilinear a(t; u, v) é V-eliptica.
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Demonstraciio: Sendo a(t; u, v) definida em (A4.1) com V.W = 0 tem-se que:

2 ov.ov
a(t,v,v) = a(t,x)——du+ > | W;i(t, x)——— vdu +
Ef‘; axl axi Eé axl

+{o(t,x)vidp,VveV
Q
para n = 2; analogamente prova-se o caso em que 2 c R".
2 ov , ,
> J' Wi (t, x)_a__ vdy = 0. De fato, da formula de Green:

i=1Q X

Iu Aw dp = .fu éw——ds— fVu.Vw du= Iu(Vw.n)ds— fVu.Vw du,
Q r On Q r Q

2 A
Ow _ oV , tem-se que:

sendou=W;v e 2
oxP ox

!zwivg—xv—dp= IWiv (vn;)ds- j‘bi—(wiv)vdu=

i r QY
=[W;v? n; ds- f(év—vl vieW, —Q-V—v)du
r o 0% Ox;
Aplicando a somatéria tem-se que:
ov ov
Wiv=—dpu=Y {W,v? n;ds-) (—— 2+ W, —v)du.
14;{ axx 1—11": -l!) axi axi

Como vlr =0 e V.W =0, a equagdo acima resulta em:

22 jW vﬁ du =0, ¢, voltando a (A4. 4) tem-se que:
i=lQ i

a(t;v, v) = Zja(t x) du+f0‘(t x)vidu,vveV.
i=1Q 1ax1 Q

Substituindo em (A4.5) as defini¢Ses dadas em (2.1.20) por

o= infesse o(t,x,y) e 9= infesse o(t,x,y);
(t,x,y)e(0,TIxQ2 (t,x,y)e(0,TIxQ
tem-se que:

(A4.4)

(A4.5)

(A4.6)
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a(t;v,v)=Y ja(t,x)f—v—?ldu +jc(t,x) v2 du =
i=1Q) OXj OX4 Q

2 (av)
Zmz‘f(&—) du+8j vidu=
=10 1 Q
2 lav | 2
+9)v| 0y, IVEV.
]axi vy @

= (DZ
i=1

Sendo £ = min{w, 9} tem-se que:

a(t;v,v) 2¢ “V"i. VveV (A4.7)

e, portanto, a(t; u, v) € V-eliptica.

De (A4.7) e da parte (iv) do teorema 1 em que se provou que

ILe(v) < |f

\
| deduz-se a seguinte estimativa de estabilidade para o problema variacional:

L’(Q)“V“V ,VVeV,

el < alt v, W <D (U, u) +al v, w) = L) [Le(w)| < ff g luly -
VY u eV, ou seja,
2 _ [l
fy < gy,
e, portanto, tem-se que:
o, <
Utilizando o método de Galerkin em conjunto com o método dos elementos finitos,

procura-se construir uma solugdio u, € V), subespago de V, sendo V, =

(B= {(pl,(pz,...,(pN }] de dimens3o N onde:
N
u, (6%,5) = D u, (00, (%, y), (A4.8)
7l

¢ as fungdes @; sdo polindmios por partes definidos no dominio discretizado €.
O problema variacional de dimens3o finita passa a ser entdo dado por:

Achar u, (t) = (u,(t),u,(t),...,uy(t)) suficientemente regular para que se possa ter:
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Di(uy,v) +a(tuy,v) =Le(v), e (A4.9)
(uh(O;X,Y),V)":Luo (V), Vve Vh

com

a(t,up,v)= H a(t,x,y)Vu,.Vvdu + H W(t,x,y).Vuy vdu + H o(t, x, y)uy vdu,
Q Q Q

O e s

Lf (V) = II f(t’ X, Y)Vd“',
Q

s e

L,, ()= [[uCx.y)vdxdy.

Como u, € Vj,, entdo u, € V, portanto o teorema 1 se aplica a Vi, ou seja, o problema
(A4.9) tem solugio unica, € vale, quando V.W = 0, a mesma estimativa de estabilidade
anterior, ou seja:

ful, <h@

Considerando-se f= 0 vale também a seguinte desigualdade de estabilidade:
[oally <Jun Oy <Juofy-

De fato, fazendo v = u, na equagio (A4.9) tem-se:

(0, (1), up ()12 +2(up (1), (1)) =0 t€(0,T]

que pode ser escrita como:
l-d—nu O o +aup(t),up () =0 te(0,T]
2 dt h Q) h\t): ¥4 1]

Integrando de O a t tem-se:
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d | 2 ! ’
E;iiuh(t)ﬂlj(g) dt+ zj.a(uh('f), u,(1))dt=0 =
0

t
an @]+ 2fauy(0),up(0)r=0 =
0

!
[uh(t)"2 ~up @) +2 fa(uy (1), uy(1))dr =0 » & portanto, sendo a V-eliptica,
0

lun O ~Jun (@) <0 . (A4.10)

a equagdo (A4.9), fazendo v = uy(0) tem-se que:

1
(0(0),un(O)yx(g) =Ly, (4 (O) = (g, up @)y =

s OF <(uo,un @) < oo @) =

|
f Jun O <[uo] (A4.11)
Portanto, das equagdes (A4.10) e (A4.11) conclui-se que:

Jun O < Jun O <Juol’,

‘ e entdo tem-se a seguinte desigualdade:

Jon ()] < un O <fuo-

‘ Voltando agora a equagdo (A4.9) e, fazendo v = @; sucessivamente parai=1,2, .., N,

. obtém-se o sistema de equages ordinarias semi-discretizado dado por:

{Ail-J— +MU =F e o vetor inicial U, calculado em AU, = U,,. (A4.12)

dt
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As matrizes que aparecem no sistema (A4.12) estdo definidas, no Capitulo 2, equagdo
(2.1.14), por:

uy(t)
A=(a)=(030 )50y D=(Dg)=(W0,0.), 0 U=U;00=| 2V |,
uy (t)
B=(B;)= (0‘ V(Pj"V(Pi )L,(Q), C=(Cy)= (G(Pj’q’i )Lz(Q) ,F=(F)=(,9)pq>

M=B+D+C.

Proposicdo 3: A matriz A € simétrica e positiva definida.
Demonstracio: Uma matriz S = (S;) é definida positiva <
nT.Sn >0,Vne ‘.RN, n # 0, onde o ponto denota o produto escalar usual em RY, ou

seja:

N
n".Sn= Y nS;n;.
ij=1

Para a matriz A tem-se que A € simétrica e:

T < 3 3
n .An= z ni(q’i’(pj)lj(g)nj = Zni(pi’znj(pj
=1 =1

i,j=1 LI(Q)

N
Sendo v= Zniq)i , tem-se que:
i=1

n"An=(V, V) = ”V“i’(u) 20, ¢ (v,V)pq, =0 v=0,

portanto A ¢ definida positiva.

Este resultado implica que A € inversivel, existe uma decomposi¢do de Choleski para A e
o sistema (A4.12) pode ser resolvido por qualquer método para equagdes diferenciais

lineares.
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Para o Capitulo 2 estabeleceram-se existéncia e unicidade de solugdo e critérios
e convergéncia. A fim de fornecer algumas informagdes e sugestdes de abordagens
estas questdes para os problemas abordados nos Capitulos 4, 5 e 6, apresentamos a

eguir alguns resultados relacionados a dois topicos principais:

- A teoria de existéncia de solugdes para equagdes e sistemas de evolugdo quasi-
ineares.
- Estimativas de erros a priori na obtengdo de solu¢des aproximadas estimadas via

étodo de Galerkin em conjunto com o método de elementos finitos e Crank-Nicolson.

Considere uma equagdo diferencial parcial, ou um sistema de equacgdes

iferenciais parciais quasi-lineares da forma:

%‘t_‘+ A(t,u)u = f(t,u) em Qx (0, + )

J u(-,t) =0 sobre 02 x (0, + ) (A4.13)
‘ u(0,) = u, sobre

(com u=(uy Uy, ..., Un), < R"e A um operador do tipo parabolico.

| Diversos autores (Amann’, Browder'®, Kato*, Leung*®) demonstram a existéncia
e a unicidade de solugGes classicas para problemas do tipo (A4.13) utilizando varios
fcn'térios distintos. Tais demonstragdes exigem muita regularidade nas fun¢Ges e nos
' coeficientes que estdo presentes em (A4.13), e nem sempre os métodos utilizados podem
' ser adaptados ao problema variacional a fim de garantir a unicidade da solugdo fraca e
isolucc”)es aproximadas via métodos numéricos. Em Lions* encontram-se resultados

referentes as formulagdes fracas de problemas ndo lineares.

O artigo de Douglas & Dupont”’ trata de algumas questes tedricas e
computacionais do Método de Galerkin para a obtengdo de solugbes aproximadas de

equagdes diferenciais do tipo parabolicas lineares e ndo lineares. Os resultados sdo

estendidos a equagdes mais gerais do tipo:
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du_s —Q‘Ai(X,t,U,qu)=f(x,t,u,qu) em Qx (0, + )
ot iaox
u(-,t) = 0 sobre 0 x (0, + ®)

u(0,-) = u, sobre Q

(A4.149)

onde Q ¢ R" é limitado. Sdo calculados limites para o erro induzido pelo uso de

Galerkin-Crank-Nicolson para aproximar a solu¢do do problema (A4.14).

Estimativas de erro na norma L’ para as solugdes aproximadas dos problemas
semi-discreto e totalmente discretizado sdo calculadas em Wheeler®. As estimativas
obtidas sdo as melhores possiveis nesta norma. Um dos problemas tratados via Método

de Galerkin € descrito pelas equagdes seguintes:

n
%% = V.(a(x, u)Vu) + Z b;i(x, wuy +f(x,u) emQ2x(0,T]
i=1 .

u-, =0 ,(x,t)e oQx(0,T] (A4.15)
u(0,) =ugy,xeQ '

Observam-se claramente as semelhangas entre o problema (A4.15) e o problema
abordado no Capitulo 4 do presente trabalho. Embora seja interessante poder garantir
existéncia e unicidade de solugio e estimativas de erros nos codigos numéricos utilizados
naquele capitulo, as restrigGes impostas afastam a possibilidade de se trabalhar com

fungdes descontinuas que ocorrem naturalmente nos problemas reais.

Para se ter uma idéia destas restricGes, as hipOteses assumidas para que se possam

garantir as estimativas no trabalho de Wheeler para o problema (A4.15) sdo:

1-Para (x,p) € QxR ,0<n<a(x p)<C, |b; (x, p)|<Co,1<i<n

2-a,feb;, 1 <1i<n, sio uniformemente Lipschitz continuas com respeito as (n+1)
varaveis e £(-,0) € L2(Q).

3- a, (X, u(x,t) existe para (x, t) € Q2 x{[0,T].

4- u, e H (Q) ~H}(Q) para algum r inteiro e positivo.

5-u € C*(Qx[0,T]) é solugdo tnica de (A4.15) e u, u, e [>([0, TLH (Q)~HL(Q).
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6-Para l <i<n, (b; (x,u))y existem e sio limitadas patat (0, T].

Existem também muitos trabalhos que tratam as questdes (1) e (2) referentes a

sistemas de equagdes diferencias parciais lineares e ndo lineares andlogos aos que foram
ordados nos Capitulos 5, 6, 7 e 8 do presente trabalho. Leung®® estuda sistemas
arabolicos ndo lineares aplicados a dindmica populacional; o trabalho inclui
emonstragoes de existéncia e unicidade de solugdo para problemas mistos envolvendo

istemas de equagdes parabolicas quasi-lineares do tipo:

- Z a“(xtu) +Zb (x,t,u,u, )——+f(xtuu) 0 em Qx(0,T]
ot 1,j=1 1 j o=l » axl

x,t) =0 ,(x,t)e dQx(0,T]
u(x,0) = d(x) ,XxeQ

bnde u = (ul, u2a LEEIN | um) » u‘( = au] 5oy CMl PYEET) aum 9eeey aum bl f= (fla fz; LA ) fm) e
‘ ax1 axn 6Xl axn

D= (®y, Dy, ..., Dn), sob indimeras restrigdes tanto para o dominio e fronteira como
ara as fungdes envolvidas Estas restrigdes incluem condiges de regularidades,
itagdes em norma, algumas desigualdades relacionadas a principios de maximo, entre
‘butras. Sio tratados diversos problemas tipo presa-predador, competi¢do e outros.

| O artigo de Douglas & Dupont”’, ja citado anteriormente, estabelece estimativas
jde erro nas aproximagdes de solu¢Ses aproximadas via Método de Galerkin para um
jsistema de equagdes diferenciais parciais tipo parabdlico ndo linear.

1 Embora ndo se va aplicar todos esses estudos nas equagdes e sistemas abordados
jnos Capitulos de 5 a 8 do presente trabalho, algumas consideragdes serdo feitas.

jPara pequenos periodos de tempo, ainda que a dindmica vital presente nas equagdes
;indique um crescimento malthusiano, podéfse considerar que os coeficientes de difusdo

‘a e B, quando ndo lineares, tal como foram definidos, s@o limitados, ou seja:

O<a=aptau<M ,e0<B=f+pv<K.
Com estas hipoteses as demonstragdes s3o mais simples. No caso do Capitulo 5 que trata
de uma espécie, o teorema de existéncia e unicidade demonstrado no Capitulo 2 pode ser
\ aplicado. Nos processos de discretizagdes pode-se garantir que a matriz que estd

envolvida com este termo € definida positiva facilitando estimativas de erro.
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APENDICE 5 - ALGUNS PROGRAMAS DESENVOLVIDOS.

PARA CAPITULO 3 - APLICACAO 1
sp.m
%
% Programa Principal - Bicudo no Estado de SP
%
clear all
% Construgio da matriz matha
%
spmalh
n=336; % mamero de iteragdes no tempo = 48 - 1 ano; 336 - 7anos
dt=0.25;
%sig=-0.62703729; % 80% do que nasce morre
sig=-0.06270373; % 98% do que nasce morre
%
% Vetor alfa - difusibilidade - constante
%
for k=1:nt

alfa(k)=0.00251633;
end
%
% Vetor de condigdes iniciais
%
for i=1:nsx*nsy

uu(i)=0;

Ucha(i)=0;
end
uu((nsx-4)*nsy+(nsy-6))=100;
uu((nsx-4)*nsy+(nsy-5))=100;
uu((nsx-3)*nsy-+(nsy-6))=100;
uu((nsx-3)*nsy+H(nsy-5))=100,
ul0=uu;
%
% Condigdes de contorno
%
for i=1:nsx+1

7z(i,1)=0;
end
for i=1:nsy+1

2z(1,i)=0;
end
%
% Dominio para construgio das solugdes graficas - grafico da condigdo inicial
%
x=0:dx:xf;
y=0:dy:yf;
for i=1:nsx

for j=1:nsy
Zz(i+1 j+1)= uu((i-1)*nsy+j);
end

end
mesh(y,x,zz),xlabel("eixo y’),ylabel(‘eixo x”),zlabel(‘ Distribui¢do inicial’)
pause
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. %total de linhas verticais com eixo
. %total de linhas horiz. com eixo

nt=2*nsx*nsy; %numero de triAngulos da malha
%
% Construcdo da matriz malha
Yo
for i=1:nt
. forj=1:3
i malha(i,j)=0;
end
end
malha(2.1)=1;
|for k=1:ny
i=2%k + 1;
malha(i,2)=k;
} i=2%k +2;
| malha(i,3)=k;
| malha(i,1)=k+ 1,
end
| for k=1:nx
i=2*k*nsy;
for I=1:nsy
=241
malha(i+j,3)=1+(k-1)*nsy;
maiha(i+j, 1)= malha(itj,3)-1;
malha(i+j,2)= malha(i+j,3)+ny;
=24
malha(i+j,2)= +(k-1)*nsy;
malha(i+j,3)= malha(i+j,2) + ny;
malha(i+j,1)= malha(i+j,3) + 1;
end
malha(i+1,1)=0;
malha(i+1,2)=0;
malha(i+2,3)=0;
end

sk 3t ok ok e 3k 3k o 2 ke 3k o 36 e 3k ok 3k 3¢ ke 3k ok 3k e 3 ok o 3k ok ke ok 3k ke 0k 3k o 3k 3k 3 e 3 ke ke sk 3k 3 ok e ke ok a3k e ke 2k ok o e ok e e 3k ok Ak ok ok e ok ke kK

spsl.m

; oA’
% Bicudo no Estado de SP - Solucéo do sistema linear - graficos

%
a=dy/(2*dx);
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b=dx/(2*dy);
c=dx*dy/24;
%
% Matrizes produtos internos A=(fif) e B=(gradfigradf)
%
A=[2*c ¢ ¢
c 2% c
c ¢ 2%c];
B=[12*c*(1/dx"2 + 1/dy*2) -a b
-a a ¢
b 0 b];
%
% Inicializando as matrizes e lado direito
%
for i=1:nsx*nsy
for j=1:nsx*nsy
M(i,j)=0;
MO(i,j)=0;
NGi,j)=0;
end
end
%
% Construcdo das matrizes MO, Me N
%
for k=1:nt
foril=1:3
igl=malha(k,il);
if (igl ~= 0),
for jl=1:3
jgl=mathak,jl);
if Gigl ~= 0),
MO(igl,jg)=MO(igljgh+A(il jb);
M(igl,jg)= M(igl,jgh)+(1+sig*dt/2)* A(il j1)+(alfa(k)*dt/2)*B(il,jl);
N(igljgl)= N(igl,jg)+(1-sig*dt/2)* A(il j)~(alfa(k)*dt/2)*B(iLjD);
end
end
Ucha(igl)= Ucha(igl) + uu(igh*dx*dy/6;
end
end
end
u0=uu;
[L Ul=lu(MO);
uu0=L\Ucha’,
uu=U\m0; % vetor inicial adequado para o procedimento numerico
(L Ul=luM);
%
% Condigdes de contorno
%
for i=1:nsx+1
zz(i,1)=0;
end
for i=1:nsy+1
zz(1,1)=0;
end
%
% Dominio para construgio das solugdes graficas
%
x=0:dx:xf;
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| mesh(y,x.zz),xlabel('eixo y"),ylabel(eixo x'),zlabel('Distribui¢do populacional’)

v=0:dy:yf,
%
% Solugdo do sistema linear
%
for I=1:n
1
uu=N*uu;
v=L\uu;
uu=Ulv;
for i=1:nsx
for j=1:nsy
zz(i+1,j+1)= uu((i-1)*nsy+j),
end
end
%
% Solugdo armazenada no vetor zz
%

mesh(y, x,zz)
drawnow
end
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I

PARA CAPITULO 3 - APLICACAO 2

plantiol.m
%

% Programa Principal da fase 1 - Bicudo do algodoeiro em uma area de plantio

%
clear all

| malhal % Para gerar a malha
- nf1=3600;

dt=0.5; % 1/2 hora
sig=-0.0037262;
%

b=dx/(2*dy);

| a=dy/(2*dx);

c=dx*dy/24;
%

% Matrizes produtos internos A=(fif) ¢ B=(gradf|gradf)

%

| A=[2*cc ¢

c2*c ¢
c c 2%c];

| B=[12*c*(1/dx"2 + 1/dy*2) -a b

-a a 0
b 0 b
%
% Vetor alfa
%
for k=1:nt
alfa(k)=0.00069180;
end
%
% Vetor de condicdes iniciais
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%
for i=1:nsx*nsy
u(i)=0;
Ucha(i)=0;
end;
%
% area 1 - distribuigdo homogenea
%
for i=1:(nsfx-1)*nsy
u(i)=30000;
end
for i=1:nsy-1
u(i+1+nsy)=30000;
end
for i=1:(nsx-1)
u(1+i*nsy)=30000;
u(2+i*nsy)=30000;
end
u0=u'; % para fazer o grafico da condigdo inicial
figci
pause
%
% Vetor da migragio
%
for i=1:nsx*nsy
wl(i)=0;
w2(i)=0;
end;
%
k=0;
for i=1:nsx
for j=1:nsy
k=k+1;
coord1l(k)=i*dx;
coord2(k)=j*dy;
end
end
for i=1:nsx*nsy
if (coordl(i) <= coord2(i)), % x <=y
wl(i)=-0.005;
w2(i)=0;
else Y%x>y
wl({i)=0;
w2(1)=-0.005;
end
end
for i=1:(nsfx-1)*nsy
w1(i)=0.005;
w2(i)=0;
end
for i=1:(nsx-1)
wl(1+i*nsy)=0;
w2(1+i*nsy)=0.005;
end
%
% Condicdo de contorno em gama zero - Dirichlet
%
for i=1:nsx+1
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zz(i, 1)=0;
end
for i=1:nsy+1
zz(1,i)=0;
end
%
% Solugdo do sistema linear
%
splanl
%
% Gréfico da populagio no tempo final
%
% Guardar as solugdes
%
zl=zz,
x=0:dx:2*xf;
y=0:dy:2%yf;
figura
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malhal.m
%

% Bicudo do algodoeiro em area de plantio- Construcio da matriz malha

%

xf=1;
vi=1/2;
xs=1/8;
ys=1/16;
nsfx=2,
nsfy=2;
dx=xs/nsfx;
dy=ys/nsfy;
nsx=xf/dx;
nsy=yf/dy;

| ny=nsy-1;

| nx=nsx-1,

| nt=2*nsx*nsy,

%

| % Construgdo da matriz matha
- %

- fori=l:nt

for j=1:3
matha(i,j)=0;
end

end
i matha(2,1)=1;

for k=1:ny
i=2*k + 1;
malha(i,2)=k;
i=2*k + 2;
malha(i,3)= k;
malha(i,1)=k + 1;
end
for k=1:nx
i=2*k*nsy;
for I=1:nsy
j=2%1-1;
malha(i+j,3)=1+(k-1)*nsy;
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matha(i+j,1)= malha(i+j,3)-1;
malha(i+j,2)= malha(itj,3)+ny;
=%
matha(i+j,2)= 1+(k-1)*nsy;
malha(i+j,3)= malha(i+j,2) + ny;
matha(i+j,1)= matha(i+j,3) + 1;

end

malha(i+1,1)=0;

malha(i+1,2)=0;

matha(i+2,3)=0;

end
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figci.m
%
% Bicudo do algodoeiro em 4rea de plantio - Grifico da condicfio inicial
%
x=0:dx:2*xf;
y=0:dy:2*yf,
for i=1:nsx
for j=1:nsy
z00(i+1,j+1)= u0((i-1)*nsy+j),
end
end
z0=200;
for i=1:nsx+1
for j=1:nsy+1
z0(i,))=z00(,j);
end
end
for i=1:2*nsx+1
z0(i,2*nsy+1)=0;
end
for j=1:2*nsy+1
Z0(2*nsx+1,j)=0;
end
for i=1:nsx-1
for j=1:nsy+1
z0(i+nsx+1 j)=z0(nsx+1-i,j);
end
end
for j=1:nsy-1
for i=1:2*nsx
z0(1,j+nsy+1)=z0(1,nsy+1-j);
end
end
mesh(y, x,z0),xlabel(‘eixo y'),vlabel('eixo x"),zlabel('Distribuicéo inicial - fase 1')%.axis([0202 0
15000
****l)**************************************************************n*

splanl.m
%
% Bicudo do algodoeiro em drea de plantio - Solucio do sistema da fase 1
%
% Matrizes M, N - definicdo inicial
%
for i=1:nsx*nsy
for j=1:nsx*nsv
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M(1,j)=0;
MO(i,j)=0;
N(i)=0;
end
end
%
% para entrar com termo da migrag3o
%
no(1)=1;
no{2)=1;
for i=1:(nt/2-1)
j=2%i+1;
no()=j-i;
no(+1)=j-i;
end
%
% Comego do calculo das matrizes M (MD) e N (NI)
%
for k=1:nt
mm=no(k),
dl=-wil(mm)*dy/6 - w2(mm)*dx/6;
d2=wl(mm)*dy/6;
d3=w2(mm)*dx/6;
D=|dl1 d2 d3
dl 42 d3
dl d2 d3);
m=-1;
forl=1:k
m=-1*m,
end
for il=1:3
igl=matha(k,il);
if (igl ~= 0),
for jl=1:3
jgl=matha(kj);
if gl ~= 0),
MO(igl,jgh=MO(igl,igh+A(Lj1);

end
end
Ucha(igly=Ucha(igl) + u(igl)*dx*dy/6;
end
end
end
[L Ul=lu(M0);
v=L\Ucha’;
u=Ulv; % vetor inicial adequado para a integracao
. u00=u;
%
% Solugdo do sistema linear
%
. x=0:dx:xf;
- y=0:dy:yf;
[L U=lu(M);
im=0;
for nt1=1:nfl
ntl

M(igl,jgl)=M(igl,jgl)+(1+sig"‘dt/2)*A(iljl)+(alfa(k)"‘dt/2)*B(ilJl)+m*(dt/2)*D(il,jl);
N(igl,jgl)=N(gljgh+( l-sig*dt/2)*A(il,jl)-(alfa(k)*dt/2)*B(ilJl)-m*(dt/Z)*D(il,jl);
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vafonte
u=N*u + dt*F',;
v=L\u;
u=Ulw;,
for i=1:nsx
for j=1:nsy
zz(i+1,3+1)= u((i-1)*nsy+j);
end
end
surf(y,x,zz),xlabel(‘eixo y'),ylabel('eixo x')
drawnow
im=im+1;
end
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vafonte.m
%
% Variacao da fonte com o espaco e tempo - para fase 1
%
% f(maximo) = 0.05
%
vi=-0.05*(1 - (nt1+1/2)*dt)/1800);
%
% funcao fonte
%
for i=1:nsx*nsy
F(i)=0,
end
for i=1:nsx*nsy
£(i)=0,
end
%
% drea 1 - distribuigdo homogenea
%
for i=1:nsy
fi+nsy)=vf,
end
for i=1:(nsx-1)
f2+i*nsy)=vf,
end
%
% Defini¢do do vetor fonte
%
for k=1:nt
foril=1:3
igl=malha(k,il);
if (igl~=0),
F(igly=F(igl)+(igl)*dx*dy/6;
end
end

end
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figura.m

%

% Bicudo do algodoeiro em drea de plantio - Graficos
%

for i=1:nsx
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for j=1:nsy
z00(i+1,j+1)= u0((i-1)*nsy+j);
‘ end
end
z0=200;
for i=1:nsx+1
for j=1:nsy+1
z0(1,))=z00());
end
end
fori=1:2*nsx+1
z0(i,2*nsy+1)=0;
end
for j=1:2*nsy+1
Z0(2*nsx+1,j)=0;

end
for i=1:nsx-1
for j=1:nsy+1
| Z0(i+nsx+1.j)=z0(nsx+1-i,));
. end
| end
- for j=1:nsy-1

for i=1:2*nsx
Z0(i j+nsy+1)=z0(i,nsy+1+j);
end
end
mesh(y,x,z0)
pause
%
% Grafico apos as iteragdes no tempo
%
for i=1:nsx+1
for j=1:nsy+1
zcl(ij=z1(@i,));
end
end
for i=1:2*nsx+1
zcl(i,2*nsy+1)=0;
end
- for j=1:2*nsy+1
zcl(2*nsx+1,j)=0;
end
for i=1:nsx-1
for j=1:nsy+1
zci(i+nsx+1,j)=zc1(nsx+1-i,j),
| end
| end
for j=1:nsy-1
for i=1:2*nsx
zcl(i,j+nsy+1)=zcl(i,nsy+1-j);
end
end
mesh(y,x,zc1),xlabel("'eixo y'),ylabel(’eixo x'),zlabel('Distribuig¢io populacional’),axis({0 2 0 2 0 15000})
pause
contour(x,y,zcl,12,'r"), xlabel(‘eixo x"),ylabel('eixo y"),axis([0 2 0 2])
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plantio2.m
%

% Programa Principal da fase 2 - Bicudo do algodoeiro em uma drea de plantio

%

ul=u;

sig=-0.00037262;

%

% Vetor alfa

%

for k=1:nt
alfa(k)=0.00069180;

end

%

% Vetor de condigdes iniciais

%
% area 1
%
1=(nsfx-1)*nsy,
for kic=1:1
u0(kk)=0;
end
for i=1:(nsx-nsfx+1)
for k=1:(nsfy-1)
FHk;
u0()=0;
end
%
% érea 2
%
for ki=1:(nsy-nsfy+1)
Ji=j+Kd
u0(jl)y=u(l);
end
I=1+nsy;
end
%
figci
pause
%
%
for i=1:nsx*nsy
Ucha2(i)=0;
end,
%
% Vetor da migragio
%
for i=1:nsx*nsy
wl(i)=0;
w2(i)=0;
end;
%
k=0;
for i=1:nsx
for j=1:nsy
k=k+1;
coord1(k)=i*dx;

=5040; % tres meses final 5040;
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coord2(k)=j*dy;
end
end
for i=1:nsx*nsy
if (coord1(i) <= coord2(i)),
wli(i)=0;
w2(i)=0;
else
wl(i)=0,
w2(i)=0;
end
end
for i=1:(nsfx-1)*nsy
w1(i)=0.00001:
w2(i)=0;
end
for i=1:(nsx-1)
wi(1+i*nsy)=0;
w2(1+i*nsy)=0.00001;
end
%

‘ % Condicdo de contorno em gama zero - Dirichlet

"%

| for i=1:nsx+1

/
f

zz(i, 1)=0;
end
for i=1:nsy+1
zz(1,1)=0;
end
%
% Solucdo do sistema linear
%
splan2
%

% Grafico da populagio no tempo final

%
% Guardar as solugdes
%

- zl=zz;
| x=0:dx:2*xf;
| y=0:dy:2%yf,

- figura
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- figei.m

%
' % Para desenhar a condicao inicial da fase 2

%

%

% Grafico da condigdo inicial
%
x=0:dx:2*xf;
y=0:dy:2*vf;
for i=1:nsx
for j=1:nsy
z00(i+1,j+1)= u0((i-1)*nsy+j);
end
end
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z0=z00;
for i=1:nsx+1
for j=1:nsy+1
z0(i,j)=200(ij);
end
end
for i=1:2*nsx+1
z0(i,2*nsy+1)=0,
end
for j=1:2*nsy+1
z0(2*nsx+1,j)=0;
end
for i=1:nsx-1
for j=1:nsy+1
Z0(>i+nsx+1,j)=z0(nsx+1-i,j);
end
end
for j=1:nsy-1
for i=1:2*nsx
Z0(i,j+nsy+1)=z0(1,nsy+1-j);
end
end

mesh(y,x,z0),xlabel(‘eixo y'),vlabel(‘eixo x'),zlabel('Distribui¢io inicial - fase 1')%,axis(f0 2020

15000])
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splan2.m
%

% Bicudo do algodoeiro em area de plantio - Solugio do sistema da fase 2

%
% Matrizes MM, NN - definigdo inicial
%
for i=1:nsx*nsy
for j=1:nsx*nsy
MM(ij)=0;
NN(,j)=0;
M02(3 j)=0;
end
end
%
% para entrar com termo da migragio
%
no(1)=1;
no(2)=1;
for i=1:(nt/2-1)
J=2*i+1;
no(j)=j-i;
no(j+1)=j-i;
end
%
% Comcgo do célculo das matrizes M (MI) ¢ N (NI)
%
for k=1:nt
mm=no(k),
d1=-wl(mm)*dy/6 - w2(mm)*dx/6;
d2=wl(mm)*dy/6;
d3=w2(mm)*dx/6;
D=[dl1 d2 3
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foril=1:3
igi=malha(k,il);
if (igl ~= 0),
for ji=1:3
jegl=malha(kjl};
if (jgl ~= 0),
MO02(igl,jgl)=MO02(igljgh+A(iljl);

end
end
Ucha2(igh=Ucha2(igl) + u(igl)*dx*dy/6;
end

=0:dy:yf;

Ul=lu(MO02),

=L\Ucha2";

=Ul: % vetor inicial adequado para a integragio

0
X Y]=lu(MM);
or nt2=1:nf2
nt2
q=NN*u;
- v=X\q;
I u=Y\w;
for i=1:nsx
for j=1:nsy
zz(i+1,j+1)= u((i-1)*nsy+j);
| end
‘ end
'mesh(y,x,zz),xlabel('eixo y'),ylabel('eixo x')
drawnow
end

MM(gl,jgh)=MM(igl,jgh)+(1+sig*dt/2)* A(il j)+(alfa(k) *dt/2)*B(il jH)+m*(dt/2)*D(il,jl);
NN(igl,jgl)=NN(igljgl)+(1-sig*dt/2)*A(il jI)-(alfa(k) *dt/2)*B(il,jl)-m*(dt/2)*D(il,jl);
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PROGRAMAS PARA CAPITULO 4

‘capdsl.m
%

% Programa principal - Difusio nio-linear - sem migragio

%

% Elementos finitos de ordem 2 - caso bidimensional - Capitulo4 - Ensaiol

%
clear all
| tl=clock;
| malha
%
% numero de iteragoes
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%
n=100;
ni=3;
%
sig= -0.05; % decaimento - taxa intrinseca de reprodugio
alfa0= 0.007; % difusilidade - coeficiente linear
beta0=0.007;
d=0.12;
%
% Sub-matrizes de rigidez
%
sumfi
sumgfi
sumtril
sumtri2
sumtri3
sumtri4
sumtris
sumtrié
%
% funcio fonte
%
for i=l:nn

F(1)=0;

f(i)=0;
end
f(4*nnx*nny)=0.01;
f(4*nnx*nny-1)=0.01;
f((2*nnx-1)*2*nny)=0.01;
f((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.01;
%
% Vetor de condigdes iniciais
%
fori=l:nn

u0(i)=0;

Ucha(i)=0;
end
%
% condicdo inicial no canto
%
u0(4*nnx*nny)=0.5;
u0(4*nnx*nny-1)=0.5;
u0((2*nnx-1)*2*nny)=0.5;
u0((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.5;
wl=u0; % se quiser armazenar a condigfo inicial
%
mlin41
%
snlin412
%
% Grafico no dominio completo
%
x=0:dx/2:2*xf;
v=0:dy/2:2*yf;
for i=1:2*nnx+1

for j=1:2*nny+1

zel(Lj=z(i);
end
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nd
or i=1:4*nnx+1
zcl(i,4*nny+1)=0;
nd
rj=1:4*nny+1
zcl(4*nnx+1,j)=0;
nd
or i=1:2*nnx-1
for j=1:2*nny+1
zcl(i+2*nnx+1j)=zc1(2*nnx+1-ij);
end
nd
or j=1:2*nny-1
for i=1:4*nnx
zc1(i,j+2*nny+1)=zcl(i,2*nny+1-j);
end
nd
%

esh(v.x,zcl),xlabel(’eixo y"),ylabel('eixo x').zlabel('Densidade Populacional’)

ause
figcs10
fte=etime(clock.t1). % tempo de execugio
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malha.m

%

|% Capitulo 4 - todos os ensaios - geracdo da malha - elementos finitos de ordem 2

%

nny=4; % nimero de linhas horizontais sem o eixo x

nnx=4; % nimero de linhas verticais sem o €ixo y
|nn= 4*nnx*nny; % nimero de nos da matha
Ixf=1,
yE=l,
| dx=xf/nnx;

-dy=yf{/nny,

| dnny= 2*nny: % nimero de nos por coluna

| nt= 2*nnx*nny; % nimero de trizngulos da malha
%

- % zerando a matriz malha

%

for i=1:nt
for j=1:6
malha(i,j)= 0,

end

' end

- %

- % primeiras dnny linhas da matriz matha

%

- for k=1:nny
i= 2*k-1;
malba(i,4)= i;
malha(i+1,4)=i;
malha(i,2)=i-1;
malha(i+1,2)= i+1;
malha(i,3)= i+(dnny-1);
maiha(i+1,5)= i+(drny-1);
matha(i+1,1)= i+(dnny+1);
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matha(i+1,6)= i+dnny;
end
%
% voltar com os zeros da fronteira ¢ demais
%
malha(1,3)= 0;
maltha(2,5)=0;
matha(1,2)= 0;
%
% demais linhas da matriz malha
%
for kb=1:(nnx-1)
t= 2*kb*nny;
for k=1:nny
i= 2%k-1;
malha(t+i,4)= 2*t+i;
malbha(t+i+1,4)= 2%t+i;
malha(t+i,2)= 2*t+i-1;
malha(t+i+1,2)= 2%¥t+i+1;
malha(t+i,3)= 2*t+i+(dnny-1);
malha(t+it+1,3)= 2*t+i-(dnny-1);
malha(t+i,5)= 2*t+i-(dnny-1);
malha(t+i+1,5)= 2*t+i+(dnny-1);
malha(t+i, 1)= 2*t+i-(dnny+1);
malha(t+i+1,1)= 2*t+i+(dnny+1);
malha(t+i,6)= 2*t+i-dnny;
matha(t+i+1,6)= 2*t+i+dnny;
end
end
%
% voltar com o0s zeros
%
for kb=1:(nnx-1)
I= 2*kb*nny+1;
malha(l,1)=0;
malha(l,2)=0;
malha(1,3)=0;
malha(1+1,5)=0;
end
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sumfi.m

%

% sub-matriz de rigidez : fi.fi

%

al= (dx*dy);

SMFI= al*[1/60 0 -1/360 -1/90 -1/360 0
0 4/45 0 2/45 -1/90 2/45
-1/360 0 1/60 0 -1/360 -1/90
-1/90 2/45 0 4/45 0 2/45
-1/360 -1/90 -1/360 0 1/60 O
0 2/45-1/90 2/45 0  4/45);

sumgfi.m

%

% sub-matriz de rigidez : gradf.gradf
%
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a2= (dx/dy)Hdy/dx);

b2= dx/dy;

c2= dy/dx;

SMGFI= [a2/2 -(2*c2)/3  ¢2/6 0 b2/6 -(2*b2)/3
-(2%¢c2)/3 (4*a2)/3 -(2*c2)/3 -(4*b2)/3 O 0
c2/6  -(2*¥2/3 22 0 0 0

0 -(4*b2)y3 0 (4*a2)/3 0 ~(4*c2)/3
b2/6 0 0 0 b2/2  -(2*b2)/3
2*2)3 0 0 -(4*%c2)/3 -(2*b2)/3 (4*a2)/3];

sumtril.m

%

% Matriz da primeira faixa do bloco tri
%

a3=(dx"2 + dy"2)/(dx*dy);
SMTRI1(1,1)= (2/15)*a3;
SMTRI1(1,2)= b2/30-c2/6;
SMTRII(1,3)= c2/30,
SMTRI1(1,4)= -(b2+c2)/30;
SMTRI1(1,5)= b2/30;
SMTRI1(1,6)= -b2/6+c2/30;
SMTRI1(2,1)= SMTRII(1,2);
SMTRI1(2,2)= (-4/45)*b2+(8/45)*¢2;
SMTRI1(2,3)= <2/90;
SMTRI1(2,4)= (4/45)*b2+(2/45)*c2;
SMTRI1(2,5)= b2/90;
SMTRI(2,6)= -(2/45)*a3;
SMTRI1(3,1)= SMTRI1(1,3);
SMTRI1(3,2)= SMTRI1(2,3);
SMTRI1(3,3)= c2/45;
SMTRI1(3,4)= €2/90;
SMTRI1(3,5)=0;

SMTRI1(3,6)= ¢2/90;
SMTRI1(4,1)= SMTRI1(1,4);
SMTRI1(4,2)= SMTRI1(2,4);
SMTRI1(4,3)= SMTRI1(3,4);
SMTRI1(4,4)= -(4/45)*a3;
SMTRI1(4,5) -b2/90;
SMTRI1(4,6)= (2/45)¥b2+(4/45)*c2;
SMTRI1(5,1)= SMTRII(1,5);
SMTRI1(5,2)= SMTRI1(2,5);
SMTRI1(5,3)= SMTRII(3,5);
SMTRI1(5,4)= SMTRI1(4,5);
SMTRI1(5,5)= -b2/45;
SMTRI1(5,6)= -b2/90;
SMTRI1(6,1)= SMTRI1(1,6);
SMTRI1(6,2)= SMTRI1(2,6);
SMTRI1(6,3)= SMTRI1(3,6);
SMTRI1(6,4)= SMTRI1(4,6);
SMTRI1(6,5)= SMTRI1(5,6);
SMTRI1(6,6)= (8/45)*¥b2-(4/45)*c2;

sumtri2.m

%

% Matriz da segunda faixa do bloco tri
%
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a3=(dx*2 + dy*2)/(dx*dy);
SMTRI2(1,1)= a3/6;

SMTRI2(1,2)= (4/45)*b2~(8/45)*c2;
SMTRI2(1,3)= c2/90;
SMTRI2(1,4)= -4*(b2+c2/2)/45;
SMTRIZ(1,5)= b2/18;
SMTRI2(1,6)= -2*b2/9+2*c2/45;
SMTRI2(2,1)= SMTRI2(1,2);

SMTRI2(2,2)= (8/15)*b2+(16/45)*c2;

SMTRI2(2,3)= -8*c2/45;
SMTRI2(2,4)= (-8/15)*b2;
SMTRI2(2,5)= 4*b2/45;
SMTRI2(2,6)= -(8/45)%b2;
SMTRI2(3,1)= SMTRI2(1,3);
SMTRI2(3,2)= SMTRI2(2,3);
SMTRI2(3,3)= c2/6;
SMTRI2(3,4)= 2*c2/45;
SMTRI2(3,5)= 0;
SMTRI2(3,6)= -2*c2/45,
SMTRI2(4,1)= SMTRI2(1,4);
SMTRI2(4,2)= SMTRI2(2,4);
SMTRI2(4,3y= SMTRI2(3,4);
SMTRI2(4,4)= (8/15)*b2+(8/45)*c2;
SMTRI2(4,5) -4%b2/45;

SMTRI2(4,6)= (8/(45*dx*dy))*(dx"2-dy"2),

SMTRI2(5,1)= SMTRI2(1,5);
SMTRI2(5,2)= SMTRI2(2,5);
SMTRI2(5,3)= SMTRI2(3,5);
SMTRI2(5,4)= SMTRI2(4,5);
SMTRI2(5,5)= 7#b2/90;

SMTRI2(5,6)= -2*b2/15;

SMTRI2(6,1)= SMTRI2(1,6);
SMTRI2(6,2)= SMTRI2(2,6);
SMTRI2(6,3)= SMTRI2(3,6);
SMTRI2(6,4)= SMTRI2(4,6);
SMTRI2(6,5)= SMTRI2(5,6);

SMTRI2(6,6)= (8/(45*dx*dy))*(2*dx"2+dy"2),

sumtri3.m
%

% Matriz da terceira faixa do bloco tri

%

a3=(dx"2 + dy 2)/(dx*dy);
SMTRI3(1,1)= -a3/45;
SMTRI3(1,2)= ~(1/15)*b2-(1/90)*c2;
SMTRI3(1,3)= ¢2/30;

SMTRI3(1,4)= b2/15+c2/90;
SMTRI3(1,5)= -b2/45;
SMTRI3(1,6)= 2*b2/45-c2/90;
SMTRI3(2,1)= SMTRI3(1,2);
SMTRI3(2,2)= (4/15)*b2+(8/45)*c2;
SMTRI3(2,3)= <2/6;

SMTRI3(2,4)= (-4/15)*b2-(2/45)*c2:
SMTRI3(2,5)= b2/15;

SMTRI3(2,6)= (2/45)*c2;
SMTRI3(3,1)= SMTRI3(1,3);
SMTRI3(3,2)= SMTRI3(2,3);
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SMTRI3(3,3)= (2/15)*¢2;
SMTRI3(3,4)= c2/30;
SMTRI3(3,5)= 0;
SMTRI3(3,6)= 2/30;
SMTRI3(4,1)= SMTRI3(1,4);
SMTRI3(4,2)= SMTRI3(2,4);
SMTRI3(4,3)= SMTRI3(3,4);
SMTRI3(4,4)= (4/15)*b2-(4/45)*c2;
SMTRI3(4,5)= -b2/15;
SMTRI3(4,6)= (4/45)*c2;
SMTRI3(5,1)= SMTRI3(1,5);
SMTRI3(5,2)= SMTRI3(2,5);
SMTRI3(5,3)= SMTRI3(3,5);
SMTRI3(5,4)= SMTRI3(4,5);
SMTRI3(5,5)= -b2/45;
SMTRI3(5,6)= 2*b2/45;
SMTRI3(6,1)= SMTRI3(L,6);
SMTRI3(6,2)= SMTRI3(2,6);
SMTRI3(6,3)= SMTRI3(3,6);
SMTRI3(6,4)= SMTRI3(4,6);
SMTRI3(6,5)= SMTRI3(5,6);
SMTRI3(6,6)= -(4/45)*a3;

sumtrid.m
%

% Matriz da quarta faixa do bloco tri

%

a3=(dx"2 + dy"2)/(dx*dy);
SMTRI4(1,1)= 7*a3/90;
SMTRI4(1,2)= -(4/45)*b2-(2/15)*c2;
SMTRI4(1,3)= c2/18;
SMTRI4(1,4)= (4/45)*a3;
SMTRI4(1,5)= b2/18;
SMTRI4(1,6)= -2*b2/15-4*c2/45;
SMTRI4(2,1)= SMTRI4(1,2);
SMTRI4(2,2)= (8/15)*b2+(16/45)*c2;
SMTRI4(2,3)= -2*¥¢c2/9;
SMTRI4(2,4)= (-8/15)*b2-(8/45)*c2;
SMTRI4(2,5)= -4*b2/45;
SMTRI4(2,6)= (8/45)*a3;
SMTRI4(3,1)= SMTRI4(1,3);
SMTRI4(3,2)= SMTRI4(2,3);
SMTRI4(3,3)= c2/6;
SMTRI4(3,4)= 4*c2/45;
SMTRI4(3,5)=0;

SMTRI4(3,6)= -4*c2/45;
SMTRI4(4,1)= SMTRI4(1,4);

' SMTRI4(4,2)= SMTRI4(2,4);

- SMTRI4(4,3y= SMTRI4(3,4);

| SMTRI4(4,4)= (8/15)*a3;

~ SMTRI4(4,5)= 4*b2/45;

' SMTRI4(4,6)= -8*b2/45-(8/15)*c2;
. SMTRI4(5,1)= SMTRI4(1,5),

| SMTRI4(5,2)= SMTRI4(2,5);
SMTRI4(5,3)= SMTRI4(3,5);
SMTRI4(5,4)= SMTRI4(4,5);
SMTRI4(5,5)= b2/6:
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SMTRI4(5,6)= -2*b2/9,
SMTRI4(6,1)= SMTRIA4(1,6);
SMTRI4(6,2)= SMTRI4(2,6);
SMTRI4(6,3)= SMTRI4(3,6);
SMTRI4(6,4)= SMTRI4(4,6);
SMTRI4(6,5)= SMTRIA(5,6);
SMTRI4(6,6)= (8/(45%dx*dy))*(2*dx"2+3*dy"2);

sumtriS.m

%

% Guarda os elementos da quinta faixa do bloco tri
%

a3=(dx"2 + dy"2)/(dx*dy);
SMTRI5(1,1)= -a3/45;
SMTRI5(1,2)= -(1/90)*b2+(2/45)*c2,;
SMTRI5(1,3)= c2/45;
SMTRI5(1,4)= b2/90+c2/15;
SMTRI5(1,5)= b2/30;
SMTRI5(1,6)= -b2/90-c2/15;
SMTRIS5(2,1)= SMTRI5(1,2);
SMTRI5(2,2)= -(4/45)*a3;
SMTRI5(2,3)= 2*c2/45;
SMTRI5(2,4)= (4/45)*b2;
SMTRI5(2,5)= -b2/30;
SMTRI5(2,6)= (2/45)*b2;
SMTRI5(3,1)= SMTRI5(1,3);
SMTRI5(3,2)= SMTRI5(2,3);
SMTRI5(3,3)= <2/45;
SMTRI5(3,4)= <2/15;
SMTRI5(3,5)= 0;

SMTRI5(3,6)= c2/15;
SMTRI5(4,1)= SMTRI5(1,4);
SMTRI5(4,2)= SMTRI5(2,4);
SMTRI5(4,3)= SMTRI5(3,4);
SMTRI5(4,4)= -(4/45)*b2+(4/15)*c2;
SMTRI5(4,5)= b2/30;
SMTRI5(4,6)= -2*b2/45-(4/15)*c2;
SMTRI5(5,1)= SMTRI5(1,5);
SMTRIS5(5,2)= SMTRI5(2,5);
SMTRI5(5,3)= SMTRI5(3,5),
SMTRI5(5,4)= SMTRI5(4,5);
SMTRI5(5,5)= 2*b2/15;
SMTRIS5(5,6)= -b2/6;
SMTRI5(6,1)= SMTRI5(1,6);
SMTRI5(6,2)= SMTRI5(2,6);
SMTRI5(6,3)= SMTRI5(3,6);
SMTRI5(6,4)= SMTRI5(4,6);
SMTRI5(6,5)= SMTRI5(5,6);
SMTRI5(6,6)= (4/(45*dx*dy))*(2*dx2+3*dy~2);

sumtrié.m

%

% Guarda os elementos da sexta faixa do bloco tri
%

a3=(dx"2 + dy"2)/(dx*dy);

SMTRI6(1,1)= a3/6;
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6(1,2)= (2/45)*b2-(2/9)*c2;
6(1,3)= c2/18;
MTRI6(1,4)= -2*b2/45-4*c2/45;
MTRI6(1,5)= b2/90;
MTRI6(1,6)= -8*b2/45+4%C2/45;
MTRI6(2,1)= SMTRI6(1,2);
MTRI6(2.2)= (8/45)*b2+16*C2/45:
MTRI6(2,3)= -2*c2/15;

6(2,5)= -2¥b2/45;
MTRI6(2,6)= -(8/45)*c2;
MTRI6(3,1)= SMTRI6(1,3);
MTRI6(3,2)= SMTRI6(2,3),
MTRI6(3,3)= 7*c2/90;
MTRI6(3,4)= -4*c2/45;
MTRI6(3,5)= 0;
MTRI6(3,6)= 4*¥c2/45;
MTRI6(4,1)= SMTRI6(1,4);
MTRI6(4,2)= SMTRI6(2,4);
MTRI6(4,3)= SMTRI6(3,4);
MTRI6(4,4)= (8/45)*¥b2+(8/15)*c2;
MTRI6(4,5)= 2*b2/45;
MTRI6(4,6)= -(8/15)*c2;
SMTRI6(5,1)= SMTRI6(1,5);
SMTRI6(5,2)= SMTRI6(2,5);
MTRI6(5,3)= SMTRI6(3,5),
MTRI6(5,4)= SMTRI6(4,5);
MTRI6(5,5)= b2/6;
MTRI6(5,6)= -8*b2/45;
MTRI6(6,1)= SMTRI6(1,6);
MTRI6(6,2)= SMTRI6(2,6);
MTRI6(6,3)= SMTRI6(3,6);
MTRI6(6,4)= SMTRI6(4,6);
MTRI6(6,5)= SMTRI6(5,6);

MTRI6(6,6)= (8/(45*dx*dy))*(2*dx"2+3*dy"2);

MTRI6(2,4)= (8/(45*dx*dy))*(-dx"2+dy"2);,

1**********************************************************************
I

mlindl.m
%

%
% zerar matrizes M e N
%
ﬁfor i=l:nn
f for j=1:nn
- MGij)=o;

MO(.j)=0;

N(ij)=0;

end
‘end
%
| % Calculo tridngulo por tridngulo
%
‘ for k=1:nt
| foril=1:6
igl= malhadk,il);
if (igl ~= 0),
for jl=1:6

% Matrizes M e N - sem termo nio-linear - Capitulod : Ensaio 1
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Jjgi= malha(k,jl);
if (jgl ~= 0),
MO(igl,jgl=MO(igl,jgh+SMFI(iljb);

M(igl.jgl)= M(igl,jgh)+(1+sig*dt/2)* SMFI(il,jl)+(alfa0*dt/2)* SMGFI(il,jl);
N(igl,jgh= N(igl.jgh)+(1-sig*dt/2)*SMFI(il,jl)-(alfa0*dt/2)* SMGFI(iLjl);

end
end

F(igh= F(igl) + f(igh*dx*dy/6;

Ucha(igl)=Ucha(igl) + uO(igl)*dx*dy/6;
end

end
end
[L Uj=lu(MO0),
v=L\Ucha';
u0=Ul;

o 3k 2 3 o e o 3 e ok e o ke 3 ok 3 ok o ok ok ke 3k ok ok sk ok o e sk ok ok o ok ok 3k 3 sk e ok ok o ol ok ok ke ok ok ke ok ol ok ol e ok ofe sk e sk ok sk ok ok kK ke Rk

snlind12.m
%

% Solucao do sistema nio-linear

% Capitulo 4 Ensaios 1 e2
%

% acerto da condi¢do de contorno de Dirichlet

%
for i=1:2*nnx+1
z(i,1)=0;
end
for j=1:2*nny+1
z(2*nnx+1,j)=0;
end
%
% Solugdo do sistema nio linear
%
u=ul;
%
fori=l:n
i
iext=i;
ind=i;
1u00=y;
mnaolin
C=C+M;
D=D+N;
L Ul= lu(C),
d=D*u + dt*F';
w=L\d;
ul=U\w;
su(iext, 1)=norm(ul-u00)/norm(ul);
sAu(iext, })=norm(C*ul-d)/norm(ul);
%
% lteragoes internas
%
for I=1:ni
% 1
iint=l;
u=(ui+u00)/2;
mnaolin
C=C+M.
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D=D+N;

{L U= lu(C);

d=D*u00 + dt*F;

w=L\d;

ul=Ulw;
su(iext,iint+1)=norm(ul-u)/norm(ul);
sAu(iext,iint+1)=norm(C*ul-d)/norm(ul);

o Volta ao sistema - solugdo final armazenada em ul

=ul;
ul4(ind+1)=u(14);
u52(ind+1)=u(52);
u64(ind+1)=u(64);
0
o grafico da solucio final
0
=0:dx/2:xf;
=0:dy/2:yf;
o O vetor z armazena a solugdo ul em cada né da malha
2
for i=1:2*nnx
" forj=1:2*nny
2(i+1,j+1)= ul((i-1)*2*nny+j);
end
nd
Yo
Yo para plotar o grafico representando ul
o

WNOW
nd

mnaolin.m
%

%
}% zerar as matrizes
%
for i=1:nn
. forj=l:nn
1 C(i,j)=0;
- D@j)=0;
‘ end
| end
%
| % cdlculo das matrizes Ce D
%
fork=1:nt
. foril=1:6
igl= malha(k,il);
if (igl ~= 0),
j for jI=1:6
1 jgi= matha(k,jt);
if (jgl ~= 0),
matri;

esh(y,x,z).xlabel('eixo y'),ylabel(‘eixo x').zlabel('Densidade Populacional')

% Monta a matriz do termo nao-linear-Capitulo 4 - todos os ensaios

3k 3k 3k 3k ok 3 3 sk 2k 3k 2k 3k ok 3k sk ok sk ok 3k ok Ak 3K ok sk 3k 3k ok ok sk 3k ok K ok 2k ok sk 3k 2k ok Ak ok kK ok s ak 3k dk 3k ok ok 3k 3k K 3k e ok 3k ok vk ok sk ke ke ok sk sk ke ke Ak %k
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C(iglygl= Cigl,jghyH(beta0*dt/2)*s;
D(igl,jgh= D(igl,jgh)-(beta0*dt/2)*s;
end
end
end
end

end
35 3k e 7 3k 3k ok 3 3k 3k o 3 3K 3k 3k 3k she 3K e 3k 3 K 3k 3k s 2 3K ok 3k 2k 3K 3 36 3K Ak 3k ok 3k 3 3l A 3k e 3k ok 2k e 3k 2k e 3 3k Ak ok Ak ok 3K 3k Ak 3k ok o e e ok ok ke ok Rk %k

matri.m
%
% Calculos com a matriz tri-dimensional - Capitulo 4 - todos os ensaios
%
§=0; % variavel que acumula a soma interna do termo nio-linear
ki=1; % indice interno para cada trisnguio da malha
kgl= malha(k kl); '
if (kgl ~= 0),
s= s + u(kgl)*SMTRI1(iljl);
end
ki=2;
kgl= matha(k k1),
if (kgl ~= 0),
s= s + u(kgl)*SMTRI2(il,ji);
end
ki=3;
kgl= malha(k kl);
if (kgl ~= 0),
s= s + u(kgh)*SMTRI3(il,j1);
end
ki=4;
kgl= malha(k kl);
if (kgl ~= 0),
s= s + u(kgl)*SMTRI4(il,j1);
end
kgl= malha(k, kl);
if (kgl ~= 0),
s= s + u(kg)*SMTRI5 (il j1);
end
kl=6;
kgl= malha(k kt);
if (kgl ~= 0),
s= s + ukgh)*SMTRI6(i1,j1);
end
**********************************************************************

fic4s10.m

%

% Plotar resultados do ensaio 1

%

=0:dx/2:2*xf;

v=0:dy/2:2%f;

for i=1:2*nnx+1
for j=1:2*nny+1

zeli,j)=z(ij);

end

end

for i=1:4*nnx+1
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zcl(i,4*nny-+1)=0;
end
for j=1:4*nny+1
zcl(4*nnx+1,j)=0;
end
for i=1:2*pnx-1
for j=1:2*nny+1
zcl(i+2*nnx+1 j)=zc1(2*nnx+1-i,j);
end
end
for j=1:2*nny-1
for i=1:4*nnx
zcl(i j+2*nny+1)=zc1(i,2*nny+1-j);
end
end
%
mesh(y,x,zcl),xlabel('eixo y"),ylabel('eixo x"),zlabel('Densidade Populacional®)
pause
%
% Para o Ensaio 1 do Cap4 - cap4sl
%
plot(ul4,d").xlabel('Itera¢io no tempo’),vlabel('Densidade Populacional")
pause

plot(u52,b"),xlabel('Iteraglo no tempo'),ylabel('Densidade Populacional')
3¢ ok 3 3 ok 3k o 2K ok ok ok ok oK ok o 3k ok 3K ok 3 e ok sk e 3 ok ok ok ok ok A ok 3k o ke ok ok ok 3k sk ok ok 3 ok ok ok 3K 3 ok 3k 3k ok ok o ok sk ok ok ok ok o o ok ok ok ok ok ok ok

cap4s2.m

%

% Programa principal - Difusdo nao-linear, migracio
%

% Elementos finitos de ordem 2 - caso bidimensional - Capitulo4 - Ensaio2
%

clear all

%

tl1=clock;

malha

%

% numero de iteragdes

%

n=100;

ni=3;

%

sig=-0.05;

dt=0.12;

alfa0= 0.001; % difusilidade - coeficiente linear
beta0=0.0001;

sumfi

sumgfi

sumtril

. sumtri2
| sumtri3

sumtri4
sumtri5
sumtri6
v1=0.002;

b v2=0;

%
%
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Di=v1*dy*[-1/15 1/10-1/30-1/30 0 1/30
-1/10 0 V10 2/15 0-2/15
1/30 -1/10 1/15-1/30 0 1/30
1/30 -2/15 1/10 4/15 0-4/15
1/30 0 -1/30 1/15 0-1/15
-1/10 2/15-1/30 4/15 0 -4/15];
%
D2=v2*dx*[-1/15 1/30 0 -1/30 -1/30 1/10
-1/10 -4/15 0 4/15-1/30 2/15
1730 -1/150 1/15-1/30 0
1/30 -4/150 4/15 1/10 -2/15
1/30 1/30 0 -1/30 1/15-1/10
-1/10 -2/150 2/15 1/10 0];
DM=D1+D2,
%
% funcio fonte
%
fori=l:nn
F(i)=0;
f(i)=0;
end
f(4*nnx*nny)=0.01;
f(4*nnx*nny-1)=0.01;
f((2*nnx-1)*2*nny)=0.01;
f((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.01;
%
% Vetor de condic¢des iniciais
%
fori=1:nn
u0(i)=0;
Ucha(i)=0,
end
%
% condigdo inicial no canto
%
u0(4*nnx*nny)=0.5;
u0(4*nnx*nny-1)=0.5;
u0((2*nnx-1)*2*nny)=0.5;
u0((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.5,
ul4(1)=u0(14);
us52(1)=u0(52),
u64(1)=u0(64)
%
mlind2 % matriz da migra¢io embutida
%
snlind12
%
% Grafico no dominio completo
%
x=0:dx/2:2*xf;
v=0:dy/2:2%yf,
for i=1:2*nnx+1
for j=1:2*nny+1
zel(ij)=z(i,j);
end
end
for i=1:4*nnx+1
zc1(i,4*nny+1)=0;
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nd
or j=1:4*nny+1
zcl(4*nnx+1,j)=0;
nd
or i=1:2*nnx-1
for j=1:2*nny+1
zcl(i+2*nnx+1 j)=zc1(2*nnx+1-ij);
end
nd
or j=1:2*nny-1
for i=1:4*nnx
zcl(ij+2*nny+1)=zcl(i,2*nny+1-j);
end
end
%
mesh(y,x,zc1),xlabel('eixo y"),ylabel(*eixo x),zlabel('Densidade Populacional)
pause
figcds2

te=etime(clock.t1); % tempo de execugio
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mlin42.m
|%
% Matrizes M e N - sem termo ndo-linear - para Capitulo2 - Ensaio2
%
% zerar matrizes M e N
%
for i=1:nn
for j=1:nn
M(i,j)=0;
M0(i,j)=0;
N(i)=0;
end
end
%
% Calculo tridngulo por tridngulo
%
for k=1:nt
m=-1;
for =1k
m=-1*m,;
end
foril=1:6
igl= malha(k.il);
if (igl ~= 0),
for jl=1:6
jgl= matha(k,jl);
‘ if gl ~= 0),
- MO(igl,jg=MO(igl,jgl)+SMFIGLjD);
' Mligljgh= M(igl,jgh+(1+sig*dt/2)*SMFI(il jl)+(alfa0*dt/2)* SMGFI(il,jl)+m*(dt/2)*DM(il,jl);
- N(gl,jgh= N(igl jgl)y+(1-sig*dt/2)* SMFI(il j1)-(alfa0*dt/2)* SMGFI(il jl)-m*(dt/2)*DM(il,jl);
end
end
F(igh= F(igl) + f(igh*dx*dy/6;
Ucha(igl)=Ucha(igl) + u0(igh*dx*dy/6;
end
end
end .
[L Ul=lu(MO);
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v=L\Ucha';
u0=Ulv,
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figc4s2.m

%

% Plotar resultados do ensaio 2

%

%

%Acompanhamento dos nés

%

plot(ul4,'b"),xlabel('Iteragio no tempo'),ylabel('Dens.Pop. no no #14")

pause

plot(u52,'b"),xlabel('Iteracio no tempo'),ylabel(Dens.Pop. no né #52")

pausc

%

%Densidade Populacional no dominio completo

%

mesh(y,x,zcl),xlabel(’eixo y'),ylabel('eixo x'),zlabel('Densidade Populacional’)
pause

contour(x,y,zc1,8,'b"),xlabel(‘eixo x'),ylabel(eixo y')
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cap4s3.m

%

% Programa principal

% Difusdo ndo-linear, migracio, Decaimento variavel
%

% Elementos finitos de ordem 2 - caso bidimensional
%

clear all

%

% Programa para Capitulo4 - Ensaio3
% .
ti=clock;

malha

%

% nimero de iteragdes

%

n=100;

ni=3;

%

dt=0.12;

alfa0= 0.007; % difusilidade - coeficiente linear
beta0=0.007;

sumfi

sumgfi

sumtril

sumtri2

sumtri3

sumtri4

sumtri5

sumtri6

%

% Vetor de velocidades da migragiio

%

fori=1:n
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W1(i)=0.05;
end
fori=l:n
W2(i)=0;
end
%
Dl=dy*[-1/15 1/10-1/30 -1/30 0 1/30
-1/10 0 1/10 2/15 0-2/15
1/30 -1/10 1/15-1/30 0 1/30
1/30 -2/15 1/10 4/15 0-4/15
1730 0 -1/30 1/15 0-1/15
-1/10 2/15-1/30 4/15 0 -4/15};
%
D2=dx*[-1/15 1/30 0 -1/30 -1/30 1/10
-1/10 4/150 4/15-1/30 2/15
1/30-1/150 1/15-1/30 0
1/30 -4/150 4/15 1/10-2/15
1/30 1/300-1/30 1/15-1/10
-1/10 -2/150 2/15 1/10 0];
%
% funcio fonte
%
for i=1:nn
F@)=0;
f(i)=0;
end
f(4*nnx*nny)=0.01;
f(4*nnx*nny-1)=0.01;
f((2*nnx-1)*2*nny)=0.01;
f((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.01;
%
% Vetor de condigdes iniciais
%
fori=1:nn
u0(i)=0;
Ucha(i)=0;
end
% condigdo inicial no canto
%
u0(4*nnx*nny)=0.5;
u0(4*nnx*nny-1)=0.5;
u0((2*nnx-1)*2*nny)=0.5;
w0((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.5;
%
wl=u0; % se quiser armazenar a condi¢io inicial
mlin434
%
snlin43
% Grafico no dominio completo
%
x=0:dx/2:2*xf;
y=0:dy/2:2%yf,
for i=1:2*nnx+1
for j=1:2*my+1
zcl(ij)=z(ij);
end
end
for i=1:4*nnx+1
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zcl(i,4*nny+1)=0;
end
for j=1:4*nny+1
zc1{4*nnx+1,j)=0;
end
for i=1:2*nnx-1
for j=1:2*nny+1
zcl(i+2*nnx+1,j)=zc1(2*nnx-+1-ij);
end
end
for j=1:2*nny-1
for i=1:4*nnx
zcl1(ij+2*nny+1)=zc1(i,2*nny+1j);
end
end
%

mesh(y,x,zc1),xlabel(‘eixo y"),ylabel(eixo x"),zlabel('Densidade Populacional’)

drawnow

pause

figcds3

te=etime(clock,t1); % tempo de execuglo

FokkAokAc kAR A KA A Kk kAR ok ok kR ok kAok kR Rk Ak kKR kAkkEkR KRRk kdckRokkRRkkRkKk kK RERERK

mlin434.m

% Matrizes da parte linear - Ensaios 3 e 4

%
% Matrizes MI e NI - sem termo ndo-linear -
%
for i=1:nn
for j=1:nn
MI(ij)=0;
MO(i,j)=0;
NIG,)=0;
end
end
% Célculo tridnguio por tridngulo
%
for k=1:nt
m=-1;
for =1k
m=-1%*m;
end
for il=1:6
igl= matha(k,il);
if (igl ~= 0),
for jl=1:6
jel= malha(k,jl);
if (jgl ~= 0),
MoO(igl,igl)= MO(igl,jgl)+SMFI(il,jl);
Ml(igl,jgl)= Mi(igl.jgl)+(alfa0*dt/2)* SMGFI(il,jl);
NI(igl.jgl)= NI(igljgl)-(alfa0*dt/2)*SMGFI(il jl);
end
end
F(igl)= F(igl) + f(igh*dx*dy/6;
Ucha(igl)= Ucha(igl) + u0(igh)*dx*dy/6;
end
end
end
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Ul=lu(MO0),
=[\Ucha';
0=Ulv;
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nlind3.m

% Solucdo do sistema niao-linear - Ensaio3

Y
x=0:dx/2:xf;
y=0:dy/2:yf;
%
% acerto da condigfo de contorno de Dirichlet
Yo
for i=1:2*nnx+1
z(1,1)=0;
end
for j=1:2*nny+1
z(2*nnx+1,j)=0;
end
% Solugdo do sistema nio linear
%
u=u0;
for j=1:n
uld(j)=0;
u52()=0,
end
%
ul4(l)=wl(14);
ud2(1)y=wl(52);
arg=(2*pi/dt)*(1/(100+1/2));
im=0;
fori=l:n
i
iext=i;
u00=u;
sig(im+1)=(0.15/2)*(sin(arg*dt*(i+1/2))+1)-0.1;
| vamort2
mnaolin
mmig
M=M-+MI+MG:;
N=N+NI+NG;
C=C+M;
D=D+N;
L Ul= n(C),
d=D*u + dt*F",
w=L\d;
ul=Ulw;
su(iext,1)=norm(ul-u00)/norm(ul);
. sAu(iext,1)=norm(C*ul-d)/norm(ul);
. % lterages internas
%
for I=1:ni
iint=|;
u=(ul+u00)/2;
mnaolin
- C=C+M;
- D=D+N;
[L Ul= W(C);
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d=D*u00 + dt*F';

w=L\d;

ul=Uw;

su(iext,iint+1)=norm(ul-u)/norm(ul);

sAu(iext,iint+1)=norm(C*ul-d)/norm(ul);

end
% Volta ao sistema linear - solu¢do final armazenada em ul
%
im=im+1;
u=ul;
uld(iext+1)=u(14);
uS2(iext+1)=u(52);
% grafico da solugdo final
%
% O vetor z armazena a solugdo ul em cada né da malha
%
for i=1:2*nnx
for j=1:2*nny
z(i+1,j+1)= ul((i-1)*2*nny+j);
end

end
mesh(y,x,z),xlabel(‘eixo y'),ylabel('eixo x"),zlabel('Densidade Populacional’)
drawnow ‘
end
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mmig.m
% Matrizes MG e NG - matrizes da migrac¢io - Capitulo4 - Ensaios 3 e 4
%
fori=1:nn
forj=1:nn
MG(1,j)=0;
NG(1,j}=0;
end
end
% Calculo triangulo por tridngulo
%
for k=1:nt
m=-1;
for 1=1:k
m=-1¥m;
end
foril=1:6
igl= malha(k,il);
if (igl ~= 0),
forjl=1:6
jgl= malha(kjb),
if (gl ~= 0),
MG(igl,jgl)= MG(igl,jgh)+m*(dv/2)*(W1(m+1)*D1(il jl)+W2(3im+1)*D2(Ljl));
NG(igljgh= NG(igl,jg)-m*(dt/2)*(W1(im+1)*D 1(Ljl)+W2(im+1)*D2(iLjb);
end
end
end
end

end
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vamort2.m
% Programa para Capitulo4 - Ensaios 3 e 4
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%
7o Matrizes M e N para o caso sigma=sigma(t)
%
ori=1:nn
for j=1:nn
M(i,j)=0;
N(i,j)=0;
end
end
fork=1:nt
for il=1:6
igl=malha(k.il);
if (igl ~= 0),
for ji=1:6
jgl=malha(kjl);
if (jgt ~= 0),
M(igl,jgl)=M(igl,jg))+(1+sig(im+1)*dt/2)*SMFI(il,jl);
N(igljgl)=N(igl,jgl)+(1-sig(im+1)*dt/2)* SMFI(il j1);
end
end
| end
| end
| end
J**********************************************************************

figc4s3.m '
% Para desenhar resultados do ensaio 3
%
%Acompanhamento dos nos
%
I plot(ul4,v"),xlabei('Iteragdo no tempo"),ylabel('Dens.Pop. no né #14')
| pause ‘
plot(u52,b").xlabel(Tteragdo no tempo'),ylabel('Dens.Pop. no né #52")
pause ,
| %Densidade Populacional no dominio completo
%
mesh(y,x,zcl),xlabel(‘eixo y'),ylabel(‘eixo x"),zlabel('Densidade Populacional')
| pause
i contour(x,y,zc1,8,'b"),xlabel('eixo x"),ylabel('eixo y")
' pause
- %Mortalidade Variavel
%
. plot(sig,b"),xlabel('Iteragdo no tempo'),ylabel('Decaimento devido a hostilidade do meio")
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| cap4s4.m
% Programa principal - Difusio nio-linear - Migrac¢io e decaimento varidveis no
tempo
% Programa para Capitulo4 - Ensaio4
%
clear all
ti=clock;
malha
% niumero de iterages
%
n=100;
T=50; % indice do periodo das fun¢des migragdo e mortalidade
ni=1;
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%
dt=0.12;

alfa0= 0.007; % difusilidade - coeficiente linear

beta0=0.007,
sumfi
sumgfi
sumtril
sumtri2
sumtri3
sumtri4
sumtri5
sumtri6é

% Definicdo do vetor de velocidades da migragdo

%
k=round(T/2),
fori=1:k
W1(31)=0;
end
for =k+1.T
W1()=0.05;
end
if(n>T),
for I=T+1:mn
WI1()=W1(1-T),
end
end
fori=1l:n
W2(i)=0;
end
fori=1:T
sig(i)=0.002*i-0.052;
end
if(m>T),
for i=T+1:n
sig(i)=sig(i-T),
end

end

%

DIl=dy*[-1/15 1/10-1/30-1/30 0 1/30
-1/10 0 1/10 2/15 0-2/15
1/30 -1/10 1/15 -1/30 0 1/30
1/30 -2/15 1/10 4/15 0 -4/15
1730 0 -1/30 1/15 0-1/15
-1/10 2/15 -1/30 4/15 0 -4/15];

%

D2=dx*{-1/15 1/30 0 -1/30 -1/30 1/10
-1/10 -4/15 0 4/15 -1/30 2/15
1/30-1/150 1/15-1/30 0
1/30 -4/15 0 4/15 1/10 -2/15
1/30 1/300-1/30 1/15-1/10
-1/10 -2/150 2/15 1/10 0];

% funcio fonte

%

fori=1:nn

F(i)=0;
f(i)=0;
end
%f(4*nnx*nny)=0.01;
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%f(4*nnx*nny-1)=0.01;
%f((2*nnx-1)*2*nny)=0.01;
%f((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.01;
%
% Vetor de condigdes iniciais
%
fori=1:nn

ul(i)=0;

Ucha(i)=0;
end
% condi¢do inicial no canto
%
u0(4*nnx*nny)=0.5;
u0(4*nnx*nny-1)=0.5;
u0((2*nnx-1)*2*nny)=0.5;
u0((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.5;
%
mlind34
%
snlind4

% Grafico no dominio completo

| %
| x=0:dx/2:2*xf,
“ y=0:dv/2:2%f,
| for i=1:2*nnx+1
for j=1:2*nny+1
zel(Lj)=z(i,);
end
end
for i=1:4*nnx+1
zcl(i.4*nny+1)=0;
end
for j=1:4*nny+1
‘ zc1(4*nnx+1,§)=0;
| end
‘ for i=1:2*nnx-1
- forj=1:2*nny+1

zc1(i+2*nnx+1 j)=zc1(2*nnx+1-i,j)

| end

end

. for j=1:2*nny-1
~ for i=1:4*nnx

zc1(i,j+2*nny+1)=zc1(i,2*nny+1-j);

- end
| end
%

- mesh(y,x,zc1),xlabel('eixo y').ylabel(‘eixo x'),zlabel('Densidade Populacional)

- drawnow

~ pause
fori=1:100

-~ pl)EL

- end

| figcdsd

- te=etime(clock,t1). % tempo de execugio
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snlind4.m

% Solucio do sistema nao-linear - para Capitulo4 - Ensaio 4
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%
x=0:dx/2:xf;
y=0:dy/2:yf,

% acerto da condicdo de contorno de Dirichlet

%
for i=1:2*pnx+1
(i, 1)=0;
end
for j=1:2%nny+1
z(2*nnx+1,j)=0;
end
% Solugdo do sistema nio linear
%
u=u0;
for j=1:n
ul4(j)=0;
u52(j)=0;
end
%
ul4(1)=u0(14);
u52(1)=u0(52);
1m=0;
fori=l:n
i
iext=i;
u00=u;
vamort2
mnaolin
mmig
M=M+MI+MG;
N=N+NI+NGQG;
C=C+M;
D=D+N;
[L UJ= n(C);
d=D*u + dt*F',
w=L\d;
ul=U\w;
su(iext, 1)=norm(ul-u00)/norm(ul);
sAu(iext,1)=norm(C*ul-d)/norm(ul);
% lteragbes internas
%
for I=1:ni
iint=l;
v=(ul1+u00)/2;
mnaolin
C=C+M;
D=D+N;,
[L U]= W(C),
d=D*u00 + dt*F";
w=L\d;
ul=U\w;
su(iext.iint+1)=norm(ui-u)/norm(ul);

sAu(iext,iint+1)=norm(C*ul-d)/norm(ul);

end

% Volta ao sistema linear - solugfo final armazenada em ul

%
im=im+1;
u=ul;
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ul4(iext+1)=u(14);
uS2(iext+1)=u(52);
end
% Situagio intermediiria
%
for i=1:2*nnx

for j=1:2*nny

z(i+1,j+1)= ul((i-1)*2*nny+j),

end
end
mesh(y,x,z),xlabel(‘eixo y'),ylabel(‘eixo x"),zlabel('Densidade Populacional’)
drawnow
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figcds4.m

;% Para desenhar resuitados do Ensaio4

‘(:j:Acompanhamento dos nés

;‘l)ot(ul4,'b'),xlabel('lteracﬁo no tempo’),ylabel('Dens.Pop. no no6 #14")
g?c:ltieuSL'b'),xlabel('Iteracﬁo no tempo'),ylabel(Déns. Pop. no no #52")
?aoll;f:ensidadc Populacional no dominio complcto -

r{:esh(x,y,zcl),xlabel('eixo y').ylabel(‘eixo x').zlabel('Densidade Populacional')
gztl:f:ur(x,y,zc1,8,'b'),xlabcl('cixo x"),ylabel('cixo y')

:ZoDensidade Populacional em 1/4 do dominio

| x=0:dx/2:xf;
- y=0:dy/2:yf,
| surf(x,y,z"),title('Figura8(c): 1/4 do dominio"),xlabel(‘eixo x"),ylabel('eixo y'),zlabel('Densidade

Popuiacional’)

pause

%Mortalidadc Variavcl
%

plot(p,sig,'b"),xlabel('Itera¢io no tempo’),ylabel('Decaimento Populacional’)
 pause
. %Migragio Varidvel

%

- plot(W1,d",xlabel('Tteragdo no tempo'),ylabel("W1:velocidade na dire¢do dos x')
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' PROGRAMAS PARA CAPITULO 5

' capSsl.m

%

% Programa principal - SISTEMA DE EDPs - Coeficientes constantes e sem
; migracao.

% Elementos finitos de ordem 2 - caso bidimensional
% Primeiro caso : 5.1.4.1
% _

! clear all

tl=clock;
malha?
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dt=0.25;
% niimero de iteragoes
%
n=100;
ni=2;
%
alfa0=0.005; % difusibilidade espécie 1 - constante
beta0=0.005; % difusibilidade espécie 2 - constante
sig=-0.05;
mi=-0.05;
r=-0.01; % coef. interagdo espécie u ; no caso do sistema presa-predador trocar o sinal
s=-0.01; % coef. interagio espécie v
% fungdes fonte
%
for i=1:nn
F@i)=0;
f(iy=0;
G(i)=0;
g()=0;
end
% Vetores de condig¢des iniciais
%
fori=1:nn
u0@i@)=0;
Ucha(i)=0;
vO(1)=0;
Vcha(i)=0;
end
%condic¢do inicial no canto - espéciel
%
u0(4*nnx*nny)=>5;
u0(4*nnx*nny-1)=5;
u0((2*nnx-1)*2*nny)=5;
u0((2*nnx-1)*2*nny-1)=5;
% condigdo inicial no meio - espécie2
%
v0(19)=6;
v0(20)=6,
v0(25)=6;
v0(26)=6;
% Acompanhamento de nés da malha
%
ul6(1)=u0(16),
v16(1)=v0(16);
u23(1)=u0(23),
v23(1)=v0(23);
ui=u0;
vi=v0;
grafci
pause
%
sumfi
sumgfi
sumtril
sumtri2
sumtri3
sumtri4
sumtrid
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=etime(clock.t1); % tempo de execugdo
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alha2.m

o geraciio da malha para elementos finitos d¢e ORDEM 2 - Capitulos Se 6
e CASO bidimensional - C.C. DIRICHLET e Neumann (simetria)

0

y=3: % numero de linhas horizontais sem o eixo x
=3: % numero de linhas verticais sem o0 e¢ixo y

= 4*nnx*nny; % nimero de ndés da malha

yi/nny;
v=2*nny; % nimero de noés por coluna
= 2*nnx*nny; % nimero de tridngulos da malha

% zerando a matriz malha
0
or i=1:nt
 for j=1:6
| malha(ij)=0;
. end
end
Yo
% primeiras dony linhas da matriz matha
%
for k=1:nny
i= 2*%k-1;
malha(i,4)= i;
malha(i+1,4)=i;
malha(i,2)= i-1;
matha(i+1,2)= i+1;
malha(i,3)= i+(dnny-1);
| malha(i+1,5)= i+(dnny-1);
| malha(i+1,1)= i+(dnny+1);
' malha(i+1,6)= i+dnny;
end
%
% voltar com os zeros da fronteira e demais
%
imalha(1,3)= 0;
'malha(2,5)= 0;
‘malha(1,2)=0;
1%
% demais linhas da matriz matha
%

227



for kb=1:(nnx-1)
t= 2*kb*nny,
for k=1:nny
i= 2%k-1;
malha(t+i,4)= 2*%t-+H;
matha(t+i+1,4)= 2¥t+;
malha(t+i,2)= 2*t+i-1;
malha(t+i+1,2)= 2*t+i+1;
malha(t+i,3)= 2*t+i+(dnny-1);
matha(t+i+1,3)= 2*t+i<(dnny-1);
malha(t+i,5)= 2*t+i-(dnny-1);
malha(t+i+1,5)= 2*t+i+(dnny-1);
malha(t+i,1)= 2*t+i-(dnny+1);
maltha(t+i+1,1)= 2*t+i+(dnny+1);
malha(t+,6)= 2*t+i-dnny;
malha(t+i+1,6)= 2*t+i+dnny;
end
end
%
% voltar com os zeros
%
for kb=1:(nnx-1)
I= 2*kb*nny+1;
malha(l, 1)=0;
malha(l,2)=0;
matha(l,3)=0;
malha(l+1,5)=0;
end
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Matrizes tri-dimensionais - Capitulos S e 6

sumitril.m
%
% Matriz da primeira faixa do bloco tri - termo nio linear da interacio entre as
espécies ‘
SMITRI1= dx*dy*[1/140 1/210 -1/1260 1/630 -1/1260 1/210

1/2100 -1/630 -1/31500

-1/1260 -1/630 -1/1260 0 1/2520 0

1/630 -1/315 0 -2/315 0 -1/315

-1/1260 0 1/2520 0 -1/1260 -1/630

172100 0 -1/315 -1/630 0];

sumitri2.m
%
% Matriz da segunda faixa do bloco tri - termo nio linear da interacio entre as
espécies
SMITRI2= dx*dy*[1/210 0 -1/630 -1/3150 0
0 2/35 0 2/105 -2/315 2/105
-1/630 0 1/210 0 0 -1/315
-1/315 2/105 0 2/105 -1/315 4/315
0-2/315 0 -1/315 1/630 -1/315
02/105 -1/315 4/315 -1/315 2/105};
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umitri3.m
%
% Matriz da terceira faixa do bloco tri - termo nio linear da interacio entre as
spécies
SMITRI3= dx*dy*[-1/1260 -1/630 -1/1260 0 1/2520 0
-1/630 0 1210 0 O -1/315
-1/1260 1/210 1/140 1/210 -1/1260 1/630
0 0 17210 O -1/630 -1/315
1/2520 0 -1/1260 -1/630-1/1260 O
0 -1/3151/630 -1/315 ¢ -2/315];

sumitri4.m
%
% Matriz da quarta faixa do bloco tri - termo nio linear da interacgiio entre as
espécies
SMITRI4= dx*dy*{1/630 -1/315 0 -2/315 0 -1/315
-1/3152/105 0  2/105 -1/315 4/315
0 0 1210 O -1/630-1/315
-2/3152/105 0 2/35 0 2/105
0 -1/315 -1/630 0 1/210 0
-1/315 4/315 -1/315 2/105 0 2/105]};

'sumitriS.m
%
% Matriz da quinta faixa do bloco tri - termo nio linear da interacio entre as
espécies
SMITRIS= dx*dy*[-1/1260 0 1/2520 0 -1/1260 -1/630
0 -2/315 0 -1/315 1/630 -1/315
1/2520 0 -1/1260 -1/630 -1/1260. 0
| 0 -1/315-1/630 0 1210 ©
-1/1260 1/630 -1/1260 1/210 1/140 1/210
i -1/630 -1/315 0 0 1210 01

sumitri6.m
%
% Matriz da sexta faixa do bloco tri - termo nio linear da interacio entre as
espécies
SMITRI6= dx*dy*[1/210 O 0 -1/315 -1/630 0
‘ 0 2/105 -1/315 4/315 -1/315  2/105
‘ 0 -1/315 1/630 -1/315 O -2/315
-1/315 4/315-1/315 2/150 O 2/105
-1/630 -1/315 0O 0 11210 0 ~

! 0 2/105-2/315 2/105 O 2/35);
oo ok o oo ok o o o s ok o o S o ok o o o o o o ok ok o 6 o e sk ok o sk ok o s ok ok ok o sk sk ok o oo sk o ok o ok ok ok ok ook ok ok ok ok o

- mlinuv.m
% |
~ % Matrizes MlIu, NIu, Mlv, NIv - sem termo nao-linear - para Capitulo$ - Ensaiol

%
fori=1:nn
for j=1:nn
MO, j)=0;
Mlu(i,j)=0;
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Nlu(i,j)=0;
MIv(i,j)=0;
NIv(i,j)=0;
end
end
% Calculo tridngulo por tridngulo
%
for k=1:nt
foril=1:6
igl= malha(kil);
if (igl ~= 0),
for jl=1:6
jgl= malha(kjb);
if (gl ~= 0),
Mo(igl,jgh= MO(igl,jgh+SMFI(iLjl);
Mlu(igl,jgl)= Mlu(igl jgl)+(alfa0*dt/2)*SMGFI(il j)+(1+sig*dt/2)*SMFI1(il,j1);
Nlu(igl,jgl)= Nlu(igl,jg)-(alfa0*dt/2)* SMGFI(il jl)+(1-sig*dt/2)* SMFI(il,jl);
Mlv(igljgl)= Mlv(igl jgl)+(beta0*dt/2)*SMGFI(il,jl)+(1+mi*d/2)* SMFI(iljl);
Nlv(igljgh= NIv(igljgl)-(beta0*dt/2)* SMGFI(il j)+(1-mi*dt/2)*SMFI(iljl);
end
end
F(igh= F(igh + f(igh)*dx*dy/6,
G(igl= G(Gigh + g(igly*dx*dy/6,
Ucha(igl)= Ucha(igl) + uO(igl)*dx*dy/6;
Vcha(igl)= Vcha(igl) + vO(igl)*dx*dy/6;
end
end
end
[L U=lu(MO0),
w=L\Ucha";
u0=Ulw;
g=L\Vcha",
vO=U\g;
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snlinS1.m

%

% Solugiio do sistema niao-linear - para Capitulo5 - Ensaio 1

%

x=0:dx/2:xf;

y=0:dy/2:yf;

% acerto da condi¢do de contorno de Dirichlet

%

for i=1:2*nnx+1
zu(1,1)=0;
zv(i,1)=0;

end

for j=1:2*nny+1
u(2¥nnx+1,j)=0;
zv(2*nnx+1,j)=0,

end

% Solugdo do sistema ndo linear

%

u=u0;

v=v{;

im=0;

fori=1:25
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i

uQ0=u,

v00=v,

mnaolinu

C1=C1+Mlu;

D1=D1+Nlu;

[L U}= lu(Cl),

du=D1*u + dt*F;

wu=L\du;

ul=U\wu;

u=(ul+u)/2;

mnaolinv;

C2=C2+Mlv;

D2=D2+Nlv;

[Li Uil= l(C2);

dv=D2*v00 + dt*G',

wv=Li\dv;

vi=Uilwv;

v=(v1+v)/2,

% Iteragdes internas

%

for I=1:ni
mnaolinu
C1=Cl1+Mluy;
D1=D1+Nlu;
[Lj Ujl= lu(C1).
du=D1*u00 + dt*F";
wu=Lj\du;
ul=Uj\wu;
u=(ul+u00)/2;
mnaolinv
C2=C2+Mlv;
D2=D2+Nlv;
[Li Ui]= l(C2);
dv=D2*v00 + dt*G';
wv=Li\dv;
v1=Ui\wv;
v=(v1+v00)/2;

end

%
im=im+1;
u=ul;
v=vli;

%
ul6(im+1)=u(16);
v16(im+1)=v(16),
u23(im+1)=u(23),
- v23(im+1)=v(23);
. % Situagdo intermediaria
%
. for i=1:2*nnx
for j=1:2*nny
m(i+1,j+1)= u((i-1)*2*nny+;j);
Zv(i+1,j+1)= v((-1)*2*nny+j);
end
end

9, Volta a0 sistema linear - solugiio final armazenada em ul

% Acompanhamento de dois nés da matha
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surf(y,x,zu),xlabel('eixo y'),ylabel(‘eixo x'),zlabel('Dens.Pop.espéciel’)

drawnow

pause(1)

surf(y,x,zv),xlabel(‘eixo y'),ylabel(‘eixo x'),zlabel('Dens.Pop.cspécie2')

drawnow
end
pause %solucdo para 25 iteragles
for i=1:n-25
% i
uw00=y;
vO0=v,
mnaolinu
C1=C1+Mluy;
D1=D1+Nlu;
[L Ul= lu(C1),
du=D1*u + dt*F;
wu=L\du;
ul=Ulwu;
u=(ul+u)/2;
mnaolinv;
C2=C2+Mlv;
D2=D2+Nlv;
{Li Ui}= 1u(C2);
dv=D2*v00 + dt*G";
wv=Li\dv;
vi=Ui\wv;
v=(v1+v)/2;
% Iteracdes internas
%
for I=1:ni
mnaolinu
C1=C1+Mlu;
D1=D1+Nlu;
L) Ujl= ln(C1);
du=D1*u00 + de*F';
wu=Lj\du;
ul=Uj\wu,
u=(ul+u00)/2;
mnaolinv
C2=C2+Mlv;,
D2=D2+Nlv;
[Li Uil= (C2),
dv=D2%*v00 + dt*G",
wv=Li\dv;
v1=Uil\wv;
v=(v1+v00)/2;
end
% Volta ao sistema linear - solugio final armazenada em ul
%
im=im+1;
u=ul;
v=vl;
% Acompanhamento de dois nés da maltha
%
ul6(im+1)=u(16);
v16(im+1)=v(16);
u23(im+1)=u(23):
v23(im+1)=v(23);
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or i=1:2*nnx
for j=1:2*nny
zu(i+1,j+1)= u((i-1)*2*nny+;),
zv(it+],j+1)= v((i-1)*2*nny+j),
end

WIIOW

mnaolinu.m

%
% zerar as matrizes
1%
ifor i=1:nn
| forj=1:nn
- Claj)=0;
D1(,j)=0;

end
end
%
% calculo das matrizes C1 e D1
%
(for k=1:nt
for il=1:6

igl= malha(k,il);

if (igl ~= 0),
r for ji=1:6
\
|

jgl= malha(k,jl);

if (jgl ~= 0),
i Matriuv;
! Cl(igljgh= Cl(igl,jgh)+(r*dt/2)*sv2;
D1(igl,jgh)= D1(igljgh-(r*dv2)*sv2;
| end
: end

end
end

' end

(v,X,zv),xlabel(‘eixo y"),ylabel('eixo x'),zlabel('Dens.Pop.espécie2’)
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% Monta a matriz do termo nio-linear espécie 1-Capitulo 5

%**********************************************************************

matriuv.m
%

% Cailculos com a matrizes tri-dimensionais - Capitulos 5 e 6

%
sul=0; % difusdo nio-linear da espécie 1
sv1=0; % difusdo nio-linear da espécie 2

sv2=0;

su2=0; % dinimica vital nio linear + interago entre as espécies

* kl=1; % indice interno para cada triAngulo da malha

kgl= malha(k.kl);



if (kgl ~=0),
sul= sul + u(kgl)*SMTRI1(lj1);
svl=svl + v(kgl)*SMTRI1(il,jl);
su2= su2 + u(kgl)*SMITRI1(l,jl);
sv2= sv2 + v(kg)* SMITRI1 (il jl);

end

kl=2;

kgi= malha(k ki),

if (kgl ~= 0),
sul= sul + u(kgl)*SMTRI2(l,jl);
svl=svl + v(kgl)*SMTRI2(il j);
su2= su2 + u(kgl)*SMITRI2(il j1);
sv2= sv2 + v(kgl)* SMITRI2(il j);

end

ki=3;

kgl= malha(k kl);

if (kgl ~= 0),
sul=sul + u(kgl)*SMTRI3(il jl);
svl=svl + v(kgl)*SMTRI3 (il j1);
su2= su2 + u(kgl)*SMITRI3(il,jl);
sv2=sv2 + v(kgl)*SMITRI3(il ji);

end

ki=4;

kgl= malha(k ki);

if (kgl ~= 0),
sul= sul + u(kgl)*SMTRI4 (il jl);
svl=svl + v(kg)*SMTRI4(il jl);
su2= su2 + u(kgh)*SMITRI4(l,jl);
sv2=sv2 + v(kgl)*SMITRI4(il jl);

end

ki=5;

kgl= malha(k k1),

if (kgl ~= 0),
sul= sul + u(kgl)* SMTRIS5(il,j1);
svl=svl + v(kgl)*SMTRI5(il,jl);
su2= su2 + u(kgh)*SMITRIS(il,jl);
sv2= sv2 + v(kgD)*SMITRI5(il,jl);

end

kl=6;

kgl= malha(k kl);

if (kgl ~= 0),
sul= sul + ukgl)*SMTRI6(il,jl);
svl=svl + v(kg))*SMTRI6(il jl);
su2=su2 + u(kgl)*SMITRI6(L,jl);
sv2= sv2 + v(kgl)*SMITRI6(il,jl);

end
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mnaolinv.m
%
% Monta a matriz do termo nio-linear espécie 2 - Capitulo 5
%
% zerar as matrizes
%
for i=1:nn

for j=1:nn

C2(1,j)=0;
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D2(i,j)=0;
end
nd
% calculo das matrizes C2 e D2
%o
or li=1:nt
foril=1:6
igl= malha(k,ib);
if (igl ~= 0),
for jlI=1:6
jgl= matha(k,jl);
if (jgl ~= 0),
Matriuv;

C2(igl jgh= C2(igl,jgh+(s*dt/2)*su2;
D2(igl,jgl)= D2(igl,jg)-(s*dt/2)*su2;

end
end
end
end
end
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1 grafmut.m
%

% Desenha as solu¢des no caso do mutualismo

%
% Grifico no dominio completo
%
x=0:dx/2:2*xf;
v=0:dy/2:2*yf,
| for i=1:2*nnx-+1
for j=1:2*nny+1
- zaul(ij)=zu(iy);
L zevl(ij)=zv(iy);
end
[ end
| for i=1:4*nnx+1
| zcul(i,4*nny+1)=0;
. Zev1(i,4*nny+1)=0;
| end
. for j7=1:4*nny+1
 zcul(4*nnx+1,j)=0;
. zevl(4*nnx+1,j)=0;
" end
- for i=1:2*nnx-1
 forj=1:2*nny+1
zcul(i+2*nnx+1,j)=zcul (2*nnx-+1-i,j);
zev1(i+2*nnx+1,j)=zcv1(2*nnx+1-i,j);
end
end
. for j=1:2*nny-1
| fori=1:4*nnx
zcul(i,j+2*nny+1)=zcul(i,2*nny+1-j);
| zev1(i,j+2*nny+1)=zcv1(i,2*nny+1-j);
| end
end
%
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mesh(y,x,zcul),xlabel('eixo y"),ylabel(‘eixo x'),zlabel('Densidade pop. espécie u’)
drawnow
pause
mesh(y,x,zcvl),xlabel('eixo y'),ylabel('eixo x"),zlabel('Densidade pop. espécie v')
drawnow
pause
for i=1:101
s(i)=i;
end
plot(s,u16,'b"),xlabel(‘tempo’),ylabel('Densidade populacional no n6 16"
pause
plot(s,v16,'r’),xlabel(‘tempo"),ylabel('Densidade populacional no n6 16"
pause
plot(s,ul6,'v',s,v16,'r'), xlabel(‘tempo’),ylabel('Densidade pop. no nd 16"
pause
plot(s,u23,d"),xlabel('tempo’),ylabel('Densidade populacional no né 23%)
pause
plot(s,v23,'r’),xlabel("tempo’),ylabel('Densidade popuiacional no n6 23"
pause
plot(s,u23,'d',s,v23,'r"), xlabel(‘tempo'),ylabel('Densidade pop. no n6 23"

grafpp.m
%
% Desenha as solugdes no caso presa-predador
% .
% Grafico no dominio completo
%
x=0:dx/2:2*xf;
y=0:dy/2:2*yf,
for i=1:2*nnx+1
for j=1:2*nny+1
zoul (i jy=zu(i,j);
zev1(ijy=zv(i,);
end
end
for i=1:4*nnx+1
zcul(i,4*nny+1)=0;
zev1(i,4*nny+1)=0;
end
for j=1:4*nny+1
zcul(4*nnx+1,j)=0;
zcv1l(4*nnx+1 j)=0;
end
for i=1:2*nnx-1
for j=1:2*nny+1
zcul(i+2*nnx+1 j)=zcul 2*nnx+1-i,j);
zev1(i+2*nnx+1,j)=zcv1(2*nnx+1-i,j);
end
end
for j=1:2*nny-1
for i=1:4*nnx
zcul(i,j+2*nny+1)=zcul(i,2*nny+1-j);
zev(i,j+2*nny+1)=zcv1(i,2*nny+1-j);
end
end
mesh(y,x,zcul).xlabel('eixo y').ylabel('eixo x'),zlabel('Densidade de presas')
drawnow
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pause
mesh(y,x,zcv1),xlabel('eixo y'),ylabel('eixo x'),zlabel('Densidade de predadores')%,axis([0 2 0 2 0 4])
drawnow
pause
for i=1:101
s(i)=i;
end
plot(s,ul6,'b"),xlabel(‘tempo'),ylabel('Densidade de presas no no 16")
pause
plot(s,v16,'r"), xlabel('tempo'),ylabel('Densidade de predadores no né 16"
pause
plot(s,ul6,'d',s,v16,'r'),xlabel(‘tempo"),ylabel('Densidade populacional’)
pause
plot(s,u23,b"),xlabel('tempo'),ylabel('Densidade de presas no né 23')
pause
plot(s,v23,'r"), xlabel(‘tempo'),ylabel('Densidade de predadores no n6 23)
pause
plot(s,u23,'b',s,v23,'r"),xlabel("tempo’),ylabel('Densidade pop. no né 23"
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capSs2.m
%
% Programa principal - SISTEMA DE EDPs - Capitulo S

- % Campo de velocidades - elementos finitos de ordem 2 - caso bidimensional

% Ensaios dos itens 5.1.5.2 , 5.2.4.1 e 5.2.4.2
%

clear all

t1=clock;

malha2

dt=0.25;

alfa0=0.005; % difusibilidade espécie 1 - coeficiente linear
alfal=0; % difusibilidade espécie 1 - coeficiente ndo-linear
beta0=0.005; % difusibilidade espécie 2 - cocficiente linear
betal=0; % difusibilidade espécie 2 - coeficiente ndo-linear
a=0;

r=0.01; % presa-predador

c=0;

s=-0.01;

sumfi

sumgfi

| sumtril
| sumtri2
. sumtri3
. sumtri4
- sumtri5
| sumtri6
| sumitril;
| sumitri2;

sumitri3;

sumitri4;

sumitris;

sumitri6;

% numero de iteragdes

%

n=100;

T=20; % indice do periodo das fung¢des migracdo e mortalidade
ni=2;

% Defini¢do dos vetores de velocidades da migracdo
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%
pe=round(T/2),
fori=1:pe
Wul(1)=0;
Wv1l(i)=0;
end
for j=pe+1:T
Wul(j)=0;
Wvil(=0,
end
if(n>T),
for I=T+1:n
Wul(l)=Wul{-T);
Wvl()=Wvi{i-T);
end
end
fori=1:n
Wu2(i)=0;
Wv2(i)=0;
end
% Coeficientes de decaimento
%
for i=1:pe
sig(i)=-0.05;
mi(i)=-0.01;
end
for i=pe+1:T
sig(i)=-0.005;
mi(i)=-0.001;
end
if (n>T),
for i=T+1:n
sig(i)=sig(i-T);
mi(iy=mi(i-T),
end
end
%

Vi=dy*[-1/15 1/10 -1/30 -1/30 0 1/30

-1/10 0 1/10 2/15 0-2/15
1/30 -1/10 1/15-1/30 0 1/30
1/30 -2/15 1/10 4/15 0 -4/15
1/30 0 -1/30 1/15 0-1/15

-1/10 2/15-1/30 4/15 0 -4/15];
V2=dx*|-1/15 1/30 0 -1/30 -1/30 1/10

-1/10 -4/150 4/15 -1/30 2/15
1/30-1/150 1/15-1/30 0
1/30 -4/150 4/15 1/10 -2/15
1/30 1/30 0 -1/30 1/15 -1/10
-1/10 -2/150 2/15 1/10 0};
% funcdes fonte
%
fori=l:nn
F(i)=0;
f(i)=0;
G(@1)=0;
8(1)=0;
end
% Vetores de condigdes iniciais
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(/]
or i=1:nn

u0(i)=0;

Ucha(i)=0;

v0(i)=0;

Vcha(i)=0,
nd
s condic¢do inicial no canto - espéciel
(1]
0(4*nnx*nny)=>5;
0(4*nnx*nny-1)=5;
0((2*nnx-1)*2*nny)=5;
0((2*nnx-1)*2*nny-1)=5;
%o condigdo inicial no canto - espécie2

(26)=6;

16(1)=u0(16);
16(1)=v0(16),

u23(1)=u0(23),

v23(1)=v0(23);

ui=u0;

%

mlinuv2

%

snlin52

te=etime(clock.t1); % tempo de execugdo
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|
‘milinuv2.m
%

l % Matrizes MIu, NIu, Mlv, Nlv - sem termo nio-linear - para Capitulos Se 6

%
| % zerar matrizes
fori=l:nn
. forj=1:nn
MO(i,j)=0:
Miu(i,j)=0;
Nlu(i,j)=0;
MIv(i,j)=0;
NIv(i,j)=0;
end
end
%
- % Calculo triangulo por tridngulo
' %
for k=1:nt
foril=1:6
igl= malha(k.il);
if (igl ~= 0),
for jl=1:6
jgl= malha(k,jl);
if gl ~= 0),
MO(igljgh= MO(igLjgh+SMFI(Lj);
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Miu(igl,jgl)= Mlu(igl,jgh+(alfa0*dt/2)*SMGFI(il,jl);
Nlu(igl,jel)= Niu(ig),jgl)-(alfa0*dt/2)*SMGFI(il,jl);
Mlv(igl,jgl)= Miv(igi,jgl)Hbeta0*dt/2)*SMGFI(il,jl);
Niv(igl,jgl)= Niv(igl,jgl)-(beta0*dt/2)* SMGFI(il,jl),
end
end
F(igl)= F(igl) + f(igl)*dx*dy/6;
G(igh= G(igh) + g(ighy*dx*dy/6;
Ucha(igl)= Ucha(igl) + u0(igl)*dx*dy/6;
Vcha(igh= Vcha(igl) + vO(igl)*dx*dy/6;
end
end
end
[L Ul=lu(MO);
w=L\Ucha";
u0=Ulw;
g=L\Vcha';
vo=U\g;
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snlin52.m
% Solucido do sistema nao-linear - para CapituloS - Ensaio 2
%
% montagem da malha para as solugdes graficas
%
x=0:dx/2:xf;
y=0:dy/2:yf,
%
% acerto da condi¢io de contorno de Dirichlet
%
for i=1:2*nnx+1
zu(i, 1)=0;
zv(i,1)=0;
end
for j=1:2*nny+1
zu(2*nnx+1,j)=0;
zv(2*nnx+1,j)=0;
end
% Solugdo do sistema ndo linear
%
u=uo;
v=v0;
im=0;
fori=1:n
%
% i
uf0=u;
vO0=v;
vamortuv
mnaolinu
mmiguyv
Mu=Mu+Miu+MGu;
Nu=Nu+NIu+NGu;
C1=C1+Mu;
D1=D1+Nu,
[L Ul= u(C1);
du=D1*u + dt*F";
wu=L\du;
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ul=Ulwu;
w=(ul+u)/2;
mnaolinv;
Mv=Mv+MIv+MGv;
Nv=Nv+NIv+NGv;
C2=C2+My;
D2=D2+Nv;
[Li Ui]= (C2);
dv=D2*v00 + dt*G";
wv=Li\dv;
vi=Ui\wv;
v=(v1+v)/2;
9 (1]
% IteragGes internas
00
for I=1:ni
mnaolinu
C1=C1+Mu:
Di1=DI1+Nu;
[Lj Uj)= ln(C1);
du=D1*u00 + dt*F';
| wu=Lj\du;
- ul=Uj\wy;
- u=(ul+u00)/2;
| mnaolinv
| C2=C2+Mv:
D2=D2+Nv;
[Li Ui]= I(C2);
| dv=D2*v00 + dt*G',
wv=Li\dv,
vi=Ui\wy;
l v=(v1+v00)/2;
| end
% Volta ao sistema linear - soludo final armazenada em ul
(1]
ijn='m1+1;
u=ul;
V=vk
%
% Acompanhamento de dois nos da malha
%
ul6(im+1)=u(16);
v16(im+1)=v(16);
u23Gm+1)=u(23);
v23(im+1)=v(23);
Y%
% Situacdo intermedidria
%
%
for i=1:2*nnx
 forj=1:2*nny
Zu(i+1 j+1)= u((i-1)*2*nny+j);
zv(i+1,j+1)= v((i-1)*2*nny+j);
end
3end
surf(y,x,zu),xlabel(‘eixo y'),ylabel('eixo x"),zlabel('Dens.Pop.espéciel’)
drawnow
pause(1)
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surf(y,x,zv),xlabel(‘eixo y'),ylabel('eixo x'),zlabel('Dens.Pop.espécie2')
drawnow

end
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vamortuv.m
%
% Programa para CapituloS - Ensaio 2 - variacGes na mortalidade
% ,
% Matrizes Mu, Nu, Mv, Nv
%
for i=1:nn
for j=1:nn
Mu(i,j)=0;
Nu(ij)=0;
Mv(i,j)=0,
Nv(i,j)=0;
end
end
for k=1:nt
foril=1:6
igl=malha(k,il),
if (igl ~= 0),
for jl=1:6
Jjgi=maiha(kjl);
if (gl ~= 0),
Mu(igl jgly=Mu(igl jgh+(1+sig(im+1)*dt/2)*SMFI(iL jl);
Nuigljgly=Nu(igl,jgh)+(1-sig(im+1)*dt/2)*SMFI(il,jl);
Mv(igl,jgh)=Mv(igl,jgh)+(1+mi(im+1)*dt/2)* SMFI(il jl);
Nv(igl,jgl)=Nv(igl,jgh)+(1-mi(im+1)*dt/2)*SMFI(il,j});
end
end
end
end

end ‘
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PROGRAMAS PARA CAPITULO 6

cap6sl.m

%

% Programa principal - difusio densidade-dependente; alfal=beta1=0.0005.
% elementos finitos de ordem 2 - caso bidimensional - Capitulo 6 Ensaio 1
%

clear ali

tl=clock;

malha?

dt=0.25;

alfa0=0.003; % difusibilidade espécie 1 - coeficiente linear

alfa1=0.0005; % difusibilidade espécie 1 - coeficiente nio-linear

beta0=0.005; % difusibilidade espécie 2 - coeficiente linear

betal1=0.001; % difusibilidade espécie 2 - coeficiente ndo-linear

a=0,

b=0.01; % coef. interagdo espécie u - r no caso do capitulo 5

c=0;

d=-0.01; % coef. interagdo espécie v - s no caso do capitulo 5
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sumfi
sumgfi
sumtril
sumtri2
sumtri3
sumtri4
sumtri5
sumtri6
sumitril;
sumitri2;
sumitri3;
surnitri4;
sumitri5;
Sumitri6;
% numero de iteragtes
%
n=100;
T=50; % indice do periodo das funcdes migracdo e mortalidade
ni=2;
%
pe=round(T/2);
% Coeficientes de decaimento
%
for i=1:pe
sig()=-0.05;
mi(i)=-0.05;
end
for i=pe+1:T
sig(i)=-0.05;
mi(i)=-0.05;
end
if (n>T),
fori=T+1:n
sig(i)=sig(i-T);
mi(i)=miG-T);
end
end
% fungdes fonte
%
. fori=1:nn
F(i)=0;
f(iy=0;
G(1)=0;
g(1)=0;
end
%f(4*nnx*nny)=0.1;
%f(4*nnx*nny-1)=0.1;
%f((2*nnx-1)*2*nny)=0.1;
%f((2*nnx-1)*2*nny-1)=0.1;
% Vetores de condigdes iniciais
%
for i=1:nn
u0(i)=0;
Ucha(i)=0;
vO(i)=0;
Vcha(i)=0;
end
% condigdo inicial no canto - espéciel
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%

u0(4*nnx*nny)=5;
u0(4*nnx*nny-1)=5;
u0((2*nnx-1)*2*nny)=5;
u0((2*nnx-1)*2*nny-1)=5;

% condicdo inicial no meio - espécie2
%

v0(19)=6,

v0(20)=6;

v0(25)=6,

v0(26)=6;

% Acompanhamento de um né da matha
%

u23(1)=u0(23),

v23(1)=v0(23),

ui=uo;

vi=v0;

grafci

pause

miinuv2

%

snlin61

te=etime(clock,t1); % tempo de execu¢do
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snlin61.m
%

% Soluciio do sistema ndo-linear - para Capitulo 6 - Ensaio 1

%
x=0:dx/2:xf;
y=0:dy/2:yf,

% acerto da condigdo de contorno de Dirichlet

%

for i=1:2*nnx+1
2u(i, 1)=0,
zv(i, 1)=0;

end

for j=1:2*nny+1
zu(2*nnx+1,j)=0,
Zv(2*nnx+1,j)=0;

end

% Solugdo do sistema ndo linear

%

u=ul,

v=v0,

1im=0;

fori=1:n
i
u00=u;
v00=v;
vamortuv
mnaolinu
Mu=Mu+Mlu;
Nu=Nu+NIu;
C1=C1+Mu;
D D1+Nu;
IL  =h(C1l),
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du=D1*u + dt*F’;
wu=L\du;
ul=U\wu;
u=(ul+u)/2;
mnaolinv;
Mv=Mv+Mlv,
Nv=Nv+Nlv;
C2=C2+Mv;
D2=D2+Nyv;
[Li Uil= n(C2),
dv=D2*v00 + dt*G",
wv=Li\dv;
vi=Ui\wvy;
v=(v1+v)/2;
0
% Iteragdes internas
(1]
for I=1:ni
mnaolinu
C1=C1+Mu;
D1=D1+Nu;
[Lj Uj}= lu(C1);
du=D1*u00 + dt*F";
wu=Lj\du;
ul=Uj\wu;
p=(ul+u00)/2;
mnaolinv
C2=C2+Mv;
D2=D2+Nv;
[Li Ui]= ln(C2),
dv=D2*v00 + dt*G";
wv=Li\dv;
vi=Uilwv;
v=(v1+v00)/2;
end
% Volta ao sistema linear - solugdo final armazenada em ul
Z)
im=im+1;
u=ul;
vV=vl;
% Acompanhamento de um né da malha
)
p23(im+1)=u(23);
v23(im+1)=v(23),
end
% Situagdo intermediaria
%
for i=1:2*nnx
for j=1:2*nny
zu(i+1,j+1)= u((i-1)*2*nny+j);
zv(i+1,j+1)= v((-1)*2*nny+j);
end
end
'surf(y,x,zu),xlabel(‘eixo y'),ylabel('eixo x"),zlabel("Dens.Pop.espéciel’)
.drawnow
pause(1)
surf(y,x,zv),xlabel(‘eixo y"),ylabel(eixo x"),zlabel('Dens.Pop.espécie2’)
,drawnow
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vamortuv.m
%
% Programa para Capitulo 6 - Ensaios 1 e 2 - mortalidade variavel

%
% Matrizes Mu, Nu, Mv, Nv
%
for i=1:nn
for =1:nn
Mu(i,j=0;
Nu(i,j)=0,
Mv(i,j)=0;
Nv(i,j)=0;
end
end
for k=1:nt
foril=1:6
igl=malha(k,il);
if (igl ~= 0),
for jl=1:6
Jjgl=malha(k,jl);
if (jgl ~= 0),
Mu(igl jgl=Mu(igl jgl)+(1+sig(im+1)*dt/2)*SMFI(Ljl);
Nu(igl,jgl)=Nu(gl,jgl)+(1-sig(im+1)*dt/2)*SMFI(il jl);
Mv(igljgl)=Mv(igl,jgl)+(1+mi(im+1)*dt/2) *SMFI(il ji);
Nv(igl,jgh=Nv(igLjgl)+(1-mi(im+1)*dt/2)* SMFI(iL,jl),
end
end
end
end

end
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mnaolinu.m
%
% Monta a matriz do termo nio-linear espécie 1 - Capitulo 6 - Ensaios 1 e 2

%
% zerar as matrizes
%
fori=1:nn
for j=1:nn
C1(i,j)=0;
D1(,j)=0,
end
end
%
% calculo das matrizes C1 ¢ D1
%
for k=1:nt
for il=1:6
igl= matha(k,il);
if (igl ~= 0),
for jl=1:6
Jjgl= matha(k,jl);
if (gl ~= 0),
Matriuv;
Cl(igl,jgh= Cl(igljgh+(alfal *dt/2)*sul+(a*dt/2)*su2+(b*dt/2)*sv2;

246



D1(igl,jgl)= D1(igl,jgl)-(alfal *dt/2)*sul~(a*dt/2)*su2-(b*dt/2)*sv2;
end
end
end
end

nd
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naolinv.m

%o
Yo Monta a matriz do termo nao-linear espécie 2-Capitulo 6 - Ensaios 1 e 2

or i=1:nn
for j=1:nn

%
‘ifor k=1:nt
| foril=1:6
( igl= malha(k,il);
if (igl ~ 0),

} for jl=1:6

jgl= matha(k,jD);
\ if (igl ~= 0),
I Matriuv;

C2(igljgh= C2(igljgl)+(betal *dU/2)*sv1+(c*dy/2)*sv2+(d*dy2)*su2;

| D2(igl,jgh= D2(igl jgl)-(betal *dv/2)*sv1-(c*dt/2)*sv2-(d*dv/2)*su2;

end
‘ end
 end
. end

i

| end

|
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' cap6s2.m

%

% Programa principal - Sistema interespecifico

' % Difusiio densidade-dependente; alfal=betal=0.0005 e Migracio.

' % elementos finitos de ordem 2 - caso bidimensional - Capitulo 6 Emsaio 2

%

| clear all

- tl=clock;

. matha2

- dt=0.25;

. alfa0=0.005; % difusibilidade espécie 1 - coeficiente linear

| alfal=0.0005: % difusibilidade espécie 1 - coeficiente ndo-linear
beta0=0.005; % difusibilidade espécie 2 - coeficiente linear
betal=0.001: % difusibilidade espécie 2 - coeficiente nio-linear
a=0,

b=0.01,

c=0;

d=-0.01;
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sumfi
sumgfi
sumtril
sumtri2
sumtri3
sumtri4
sumtris
sumtri6
sumitril;
sumitri2;
sumitri3;
sumitri4;
sumitris;
sumitri6;
% mimero de iteragdes
%
n=100;
T=50; % indice do periodo das fungdes migragao € mortalidade
ni=2;
% Definigdo dos vetores de velocidades da migragdo
%
pe=round(T/2);
for i=1:pe
Wul(i)=0.026;
Wv1(i)=0;
end
for j=pe+1.T
Wul(§)=0.026;
Wv1()=0;
end
if(n>T),
for I=T+1:n
Wul(h)=Wul(l-T);
Wvl(h)=Wv1(l-T);
end
end
fori=l:n
Wu2(i)=0,
Wv2(i)=0.026;
end
% Coecficientes de decaimento
%
fori=1:pe
sig(1)=-0.05;
mi(i)=-0.05;
end
for i=pe+1:T
sig(i)=-0.05;
mi(i)=-0.05;
end
if (n>T),
for i=T+1:n
sig(i)=sig(i-T),
mi(i)=mi(i-T),
end
end
%
Vi=dy*{-1/15 1/10 -1/30-1/30 0 1/30
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-1/10 0 1/10 2/15 0-2/15
1/30 -1/10 1/15-1/30 0 1/30
1/30 -2/15 1/10 4/15 0-4/15
1/30 0 -1/30 /15 0-1/15
-1/10 2/15-1/30 4/15 0 -4/15];
%
12=dx*{-1/15 1/30 0 -1/30 -1/30 1/10
-1/10 4/150 4/15 -1/30 2/15
1/30 -1/150 1/15-1/30 0
1/30 -4/150 4/15 1/10 -2/15
1/30 1/300-1/30 1/15-1/10
-1/10 -2/150 2/15 1/10 0];

% funcdes fonte

A

<

o

0
fori=1:nn
F(i)=0;
f(i)=0;
G(@i)=0,
8(i)=0;
d
of(4*nnx*nny)=0.1;
of(4*nnx*nny-1)=0.1;
of((2*nnx-1)*2*nny)=0.1;
of((2*nnx-1)*2*nmy-1)=0.1;
% Vetores de condigdes iniciais
0
ri=l:nn
u0(i)=0;
Ucha(i)=0;
vO(i)=0;
Vcha(i)=0;
nd
0
% condigio inicial no canto - espéciel

(1]
0(4*nnx*nny)=5;
0(4*nnx*nny-1)=5;

1.;0((2*nm<-1)*2*nny)=5;
0((2*nnx-1)*2*nny-1)=5;

% condigdo inicial no meio - especie2

%

vO(19)=6;

v0(20)=6;

V0(25)=6;

v0(26)=6;

% Acompanhamento de um n6 da malha

%

u23(1)=u0(23);

v23(1)=v0(23);

ui=ul;

vi=v0,

grafci

pause

%

mlinuv2

%

snlin62

te=etime(clock.t1): % tempo de execugio
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snlin62.m
%

% Solucio do sistema nio-linear - para Capitulo 6 - Ensaio 2

%
x=0:dx/2:xf;
y=0:dy/2:yf,

% acerto da condigio de contorno de Dirichlet

%

for i=1:2*nnx+1
zu(i, 1)=0;
zv(i,1)=0,

end

for j=1:2*nny+1
zu(2*nnx+1,j)=0;
Zv(2*nnx+1,j)=0;

end

% Solugdo do sistema nfo linear

%

vamortuv
mnaolinu
mmiguv
Mu=Mu+MIu+MGu;
Nu=Nu+NIu+NGu;
C1=C1+Mu;
Di=D1+Nu;
[L Ul= lun(C1);
du=D1*u + dt*F",
wi=L\du;
ul=Uwnu,
u=(ul+u)/2;
mnaolinv;
Mv=Mv+MIv+MGv;
Nv=Nv+NIv+NGv;
C2=C2+Mv;,
D2=D2+Nv;
[Li Ui]= (C2);
dv=D2*v00 + dt*G";
wv=Lildv;
vi=Uilwy;
v=(vi+v)/2;
% IteragBes internas
%
for I=1:mi
mnaolinu
C1=C1+Mu;
D1=D1+Nuy;
[L Uj}= l(C1);

du=D1*u00 + dt*F";

wu=Lj\du;
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} end
I
f

ul=Ujwu;
u=(ul+u00)/2;
mnaolinv
C2=C2+Mv;
D2=D2+Nv;
[Li Uil= n(C2);,
dv=D2*v00 + dt*G",
wv=Li\dv;
v1=Uilwy;
v=(v1+v00)/2;
end
% Volta ao sistema linear - solu¢io final armazenada em ul
%
im=im+1;
u=ul,
v=vl,
% Acompanhamento de um né da malha
%
w23(im+1)=u(23);
v23(im+1)=v(23);
end
% Situacgdo intermediaria
| %
“ for i=1:2*nnx
for j=1:2*nny
G u(el) 2y,
zv(i+1,j+1)= v((i-1)*2*nny+j),

end

surf(y,x,zu),xlabel('eixo y'),ylabel('eixo x"),zlabel('Dens.Pop.espéciel")

drawnow
pause(1)

surf(y.x, zv),xlabel('eixo y"),ylabel("eixo x'),zlabel('Dens.Pop.espécie2’)

drawnow
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mmiguv.m
%

| % Matrizes MGu, NGu, MGyv, NGv - matrizes da migracio - Capiyulo 6 - Ensaio 2
%

. fori=l:nn

for j=1:nn
MGu(i,j)=0;
NGu(i,j)=0;
MGv(i,j)=0;
NGv(i,j)=0;
end

end

%
% Calculo tridngulo por tridngulo

- %
- for k=1:nt

m=-1;
for I=1:k
=-1*m;
end
for il=1:6
igl= malha(k,il);
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if (igl ~= 0),
for jl=1:6
Jgl= maihack jl);
if (gt ~ 0),

MGu(igl,jgl)= MGu(igh jg)+m*(dv/2)*(Wul(im+1)*V1{lj)+Wu2(im+1)*V2(il jl));
NGu(igl,jgl)= NGu(igl jgl)-m*(dt/2)*(Wul(im+1)*V1(il jH+Wu2(im+1)*V2(iLjl));
MGv(igljgl)= MGv(igl,jgh+m*(dt/2)*(Wv1({im+1)*V13{LjH+Wv2(im+1)*V2(il,j1));
NGv(igl jgl)= NGv(igl,jgl)-m*(dt/2)*(Wv1(im+1)*V1({iLjD+Wv2(im+1)*V2(il jl));

end

end

end
end
end
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