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NOTAÇÕES 

IN conjunto dos inteiros nao negativos 

LZ anel dos inteiros 

~ corpo dos numeras racionois 

rR corpo dos numeras reais 

K ( S ) 

u/v 

nümero de elementos 

ideal maximal de B 

menor corpo contendo K e S 

fr<:~ção 
u 
v 

ujv u divide v 

<u> ideal gerado por' u 

- 1 x inverso multipllr~otivo cle x 

S'-T conjunto di ferençn 

G) 
q = -= 

R 
q 

sonla direta de R 
q 

Slx •• xs P ro<Juto dos con!L!ntos S S n - 1'''''n 

g r P grau do pol!n~mio p 



INTRODUÇÃO 

Seja R um domrnlo de integridade e seja L o cor-

po quociente de R. Um subconjutlto A de R ~ uma ~l~ebra de va 

lorizaç~o de R se existe uma valorizaç~o V de L tal que 

A "' R n V, 

Neste trabalho, consideramos o anel de polin3-

mi os K [x,y,z] sobre um corpo K, ::;endo qu<;;; o corpo quociente 

K(x,y,z) deste anel rcpre!~en;:~1i'-1 o corp,; L. 

O objetivo dest~ tese ~ e5tudar as ~lgobr~s de 

valorização, uma gcnerallzaç5o d~ valorização dí: l<rull. 

Se v1 , •••• ,IJt são v;JJorizdçÕes r:lo co;po L, com 

t<~, e se um~ valoriz~ç~o V de L cor1t~~~ a lntersecç~o flni tu 

S ""V rJ ••.• nV., cnt.:.to e,<l!.ltG un1 Í;ldícc i~{i, ... ,t} tal (jua 
1 ' -s-ao chB:·,1·:ld<J5 valorizações m i-

nimais de S, Empregando um tr~t~mcnto ~n~logo, C011.:; Í rf,J r'~lr.JOS 

álgebras de v;::,lor·izaç::ía minir~.;;:s, f~ verificamCls, no cupÍt!Jlo 

lt, que o mesmo resultado n~-:Jo se estendr; necessar1 ~lr:·:entc ~1s 31 

gebrns de vnloriznç3o. 

As valorizaç6e~ con~ide1·~dus neste tr~balho, s~o 

definida:; <1 p<'lrtir de func.io!lZIÍS lincar.c:~,; !/,em 1<:-<l<xK e denota 

dus por v1_. " " . I . ' . ., •. .. ' .-: .. ~._, [Ut.<J.nos, ,.,,r~' ''~c 
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definiç~o an~loga para ~lgebras de valorlzaç~o, comparando e! 

te caso com o definido par~ ~lgebras de valorizaç~o qu~isquer 

Assim, na primeira parte desta tese, constando dos çqpftulos 

1, 2 e 3, fazemos um resumo de alguns conceitos e resultados 

básicos sobre valorizações, funcionais linear.o;s, e :;obre o 

anel l<[x,y,z] c o das séries formais K[[t]]. A segundu parte 

contém uma exp')si(:io das illgebr'as do •Jalori.-r.açcio do ·~:ipo 

R"Vt' com a finalidade de estlJdar as álgebras de Vé!lorlzação 

mlnimais. Empreg;;::mos aqui as gi<'ldU2ç3es do an~1 K[x,y,z]. ls-

to constituiu o c·npítulo lt, 

da intcrsecç:ão Rn( 
m 
r. 

t<o:Í 

No C3pftulo 5, faz~mos um estudo 

das ~lgebr~s de valorização 

considerada~;, 8 finalmente no capÍt!ilo 6, considcr~1mo~ algu-

mas propriedades de v
1 

em funç~o da mudança de bases de trans 

deste 

-corpo nao do tipo v1 . 



PARTE 

RESUMO DE ALGUNS CONCEITOS 

E fH:SULIADOS BÂ$1 COS: 



CAPrTULO 

VALORIUÇilES 

1.1. Deflnicões e Propriedqdes 
~--d_,•---~---"·------

Referênclfls Principais: Endler, Cap. I e Cap. I! 

Zuriski-Samuel, Cap, VI, 

(1.1.1) Dcfinicõ,-;s: Seja K um corpo, e d:~n•Ji:emoz por K1 o ~ru-
-·-"'--·~ 

po multiplicutivo de K. Seja l' I.Hil grupo údltivo <Jbnliano total 

mente ordcn~do. 

i) \Jma valori~~r~o do corno K ~uma ap!icaç~o V de K1 
------~-- --~ ·--··"<:~_, _____ " __ ··---~"' .-1. -~---

em r satisf2zando as s~guintos condlç6cs: 

V(;<) + V(y) 

'I( ) - ' 1' 1 , >( + y . .._. m 1 n { \ l x ' ' v ( y) } I K ' < X, y C 

corrcspo1tder1tB V(x) d:J r s '.'.J1erl :zaç:;Jo V 

mentos d~:; K 1 e um 3ub0rupo d':! r ch~~a;!:) ~;'tl~ú rlo v~lo;·ns Je 
·'·--·--. .--~--------------------

':/__) e d<JnOtildO rV. 
' ' ' ) u ' ' -1 1 1 :na Vd, o r 1 :,.:.:.r;c;o o • 

i v) Sr: S é •1 ., In·· i -, "' ,. ,-- ,, V 
<..; ·-· ' ' _,_ " .- c -· de 



para todo sE;S, 5~ O, V{s) ""O, 

(1.1.2) Propo_::_i_s_ã'!,. Seja G um subgrupo nao trivial do 9rupo ~-

ditivo dos numeras reais !R, As seguintes condições são equlva-

lentes; 

'o)G<• b d' d IR - um Sll espaço 1 scrct;o e 

i i) G n~o i denso em fR 

iii) { gE:.G; g >O} possui um menor elemento 

iv) G ""plL, p,;ora qlgum p >O 

( Demon::;tr.1ção: Endler, p. 25 ) • 

(1.1.3) Definição. Dizemos que l.~ma valorização V de~ K e~~.!:. 

~~~~se SCLt gnipO de Val41t'e'5 rV e discreto. 

(1.1.4) D 1 :o.!_L~s.J.o. Scje r Ufol grt~flC aditivo obellano tot<t1mr~nte 

ordunado. Urn subgrupo isol~do d•J r ~um subgr~1po 8 Jc -------·--·-·-·-·-·- -~~-------·"-· 

r ta I 

que, se um .~lelliento y de r pertence a A , ent~o todo~ os ele-

mentes n do r que est3o e;1tre 1 e -y 

isto ê, '(<::(\ ->- {n 1.:.T'j -y:S?l.$y}C 6. Ocnotilr'emos por G(r) o con-

junto de tod0~; 05 5Uh:J,·'I[JO<; isol,]dO<;; de f, G(r) ~~ toi:<''ll:nente 

ordenado pela inclus~o. 

de 

() t' J i il ~I j 

do Cünj;,;nto Jo to:Jos üS 511bgrti!J'JS !solc1dos de f ~ difcr<:>.ntcs 

I r ' - ' 1 • ' ... · .. ·1_"._ ··º'_!,c, )·, 1,,_1'} ( e. • I s to c ' 2__l..!_iJ ·,) _:]_~ __ U .. !L•1J. ~. - -- --=----- -

(1.1.6) Prcpricd.Jd··<s rh :_Hil.:l '1<~1o;'izztç2.o V de!\; 

i) V(!)~ O" V(-1) 

li) v( .. x) :J(") \_1,._,- !/I ·- "'•""V''' 



-4-

iii) V(x-y) )min {V(x) V(y)l .Jx,y&K' 

iv) V(y/x) "V(y) - \/(;<) 

v) V(x- 1) • -V(x) 

vi) V(x) <V(y) > V(x+y) " V(x) " mi n {v(x) , V(y)) 

víi) G~.nendi::.:ação: 

n 
\/(4X;) 

i =1 
(DemoJnstraç.io: Zariski .. S;;1muel, p. 3 3) 

(1 .1.7) pef_L!1J...Sin~· SejaS um SLJbanel de K. Dizemos que Sê um 

anel de valorlzaçâo de K 
------~·-----""---·--

-1 
se r;(;. Sou x ,;:; S p<Jr<:1 

i) O canjunto Sv = { x E: K; V(;.):;:. O } é um ;:;nel de 'I<Jlo-

ri:r..Jc5o de K, 
-----· ·----

ii) O conjunto 11V"" { x;._i<; V(x)> O }ê o \:lnico icle<:1l ma

;·drn,li do ~:~rH~.l Sv· 

(D:.cmonstr;~ç::Í·'): Endler, p. 21) 

(1.1.9) r rol)05 i (".~o. ---•-- ... -~~--- Sejam R t!rn dBmfnio cle integri d.;)de, K o cor-

po quocient'-.! de R, e v ut.Fl ilpl!caç~lo dç [',•;.{O} ~Jm um grupo <.1di-

tivo abeli3no t0tal~0nte orJcn~do r, sat!sfaz2nJo as 0cgulntes 

condi 1;ões: 

I ) v(:<,y) = V (X) + v (y) . ) V ( 'k'r·y) ~ ml n { v(;<) v(·l) l 

v oor!e s~~· e~~U11diJo 0 l~~~ ''~lori~~~:5o V ele K, 
·~·-'-·------- ---~----- ------- ·---- -------- -·--- ----·-· ----- -~-~~--- '"'"" --~ 

por 

V(x/y) ""' v(x)- v(y), :>·"lldG ::--•1 lf.1lorí::,':':,:Co 3 ;1ni.;;.:a .;.;~t.<:n::;Jo de 

v a K, 
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(1.1.10) E.:::_fi11i~:.§ío. Sejam V e V 1 valorizações de 1{ 1 com grupos 

de valores!' e r', respectivamente. Dizemos que V e V1 são eg~ 

valentes se existe um isomorfismo de grupos ordenados i :r+ !' 1 , 

tal que V' = i o V. Duas valoriz~cões equivalentes são Jdentifi 
> -

cadas, e 1 relaç~o definida~ uma rclaça~ de equival~ncla no 

conjunto das valoriz~ç~es de K. 

(1.1.11) ProiJO:>i r: . .ão, 
-~ ~~----~- '-"·-~ 

bijeç3o do 

conjunto de todas as classes de equivalEncia das valorizações 

de I< sobre o conjunto dG todos o5 anéis d<-; valor!z~Jç::Ío de K. 

{Demonstr,:J~;2,o: Endler, p.46) 

Ho que segue, usar~1nos a m8sma notaç5o V tanto 

para a valorizn~~o q:Janto para o a.1el de volorizuç5o corr0spon-

dente . 

. l. Alqal1ras de valo;·izac~o 
""---'-··--- -------------~~-----'---

P.efcrt~ncia Ptlncipa1: i(irby. 

{1.2.1) E!;.:~lDJ..s.~u. Sej<~m R llm Jncl, K o çor;)o quociente r.k R n 

u~a valorlz~ç~o V de K tal qu0 A ~ V n R. 

valoriz2ç~o de R se a sontentc se A~ ~tnr anel de v:~io1·i~&ça0 deR 

le .:1 n~l•••_;::io: V'-" vn r. ==A. 

(1.2.3) IJ .. ·:)]qt~h:··: ,_1,_:, V<1lnfi?.,J··.:i·_l ,.;,~ ~~ 
-·---·----~.------ ._ ---- ·- -----~--- -- .L .. --------~-

i ) s 
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i i) se Vê um,:~ valoriz~~ç~o de K, e V:J A, Bni:ão Vt\S ri~ 

enti:ío sn A# !ll. 

(1.2.4} Observacã~. /\s deflniçÕ<.'!S (1.2.1) ,3 (1.2.3) sao equi-

valentes. Demonstração: i<irby, çorolârio 1, p.83, 

1.3. Loca 1 i zoçJo de um anBl 
--------"~-- ~-------

Refer~ncias Principais: Dar~hay, Cap, I! I; En-

dler, C.ap. li. 

(1.3.1) _Q__::_.!J_~.i_ç.J2.· Seja R UJ11 anel. Um subconjuntoS de R e di-

to li rn con!unto MLiltlnllcativo 
-"'~-----·~-.!.-··------· 

i ) I E S 

li) se a,btS entElO a.bE:S 

lii) o;!s. 

(1.3.2) ~(:~J.~-~;3:?_. SejF.l S IJill conjunto multiplic:::tl•Jo 0r.1 R. Con 

síderemos o conjunto {r/s; r<:. R e sE- S} , Ocfindi1IOS UI1HJ re-

laç~o de uqtJival~ncla neste ~onjunto, colocando: 

r 1 I:.; 1 "' r 2 /s .?. -+·->- 3 !:i E. S ; ~ • ( r 1 s 2 - r 2 5 1 } ·"" O , 

R 01 ~" çh;.1Hk1do i<.1r: líi:;·:-Jcno ' ---~- ·--·-----·-·--'-'--··--
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Denotando o elcm:;.nto [r/sJ simplesr.wnte por r/s 

escrevemos Rp ""{r/s; rE R e s{P}. Alêrn disso, se R é um domf 

nio de intel)ridade e K o seu corpo quociente, entilo RC RpC K. 

(1.3.4) ~_<2!J'?__~.i.:.L~..9-· Sejnm V um anel de valoriz<1ção de 1<, 0 o 

conjunto de todos os ideais primos P de V e 1:) o conjunto de 

todos os sub<.liH~is B de K que contém V, Então, todo 3(~ e um 

de valorizaç~o de K C e "t"•te Ll"1' bi·J·cç.õo cntr<'. OI e n 1 • -" -> n ,., "-' ~..: J.) a 

inverte a inclusão, e é dnda por: P " /·\ 8 
e 

li zi:lção de V em P). 1\Jêm disso; <iJ e f3 são toL1hv~nte oi' de-

nudos pela inclusão. 

(Demonstração: Endler, p.lf3) 

(1.3.5) Ob~><:>. rv<1c2io. ______ ..__ Di:! dOS R um domfnio de integriJad~, K o seu 

corpo quociente e f um elemento primo 8m R, a loc<:~iizaç5o R<f> 

<i um an~:.~l ele valorizaçS•J de K. 

então, por (1.3.2), -flue f)v. Logo, v/IJf.R<f>" 

1.1;, i\nt~is de Prufcr. 

(1 1 /) o , .. ' ·- <' ' R I ' . ' , !,· _'::!J_! __ ~-.1_._:;:_~., ._,C.J~l•l ur:1 ,_on;:nto Ot..'\ K um cor 

B., seVêLIIn is::o -
~~ ? se V 

gLJnl conjunto multiplicativo M r1e R. 

Vamo~ denotar i'0r O(R) { '·.(:'(',) r ''Gtl • : ' - r • o conjunto 

do todos os <-1néis dr: v~lloriz,o~,:~Jo de 1\ qtJC cont:ó'rn (r;,_;sp. ':Jdo n$ 

5enci<1is par<:J) R, 

.. 
R C :~, c ,·-,h,1illc!do 

- --------"-~-.-
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um anel de Pr~fer de K se 8(R)=E(R). 

(1,11.3) !:!_?J~22..J_<i..3o. Seja R um domínio de integridade e seja K 

o seu corpo quociente, As seguintes condlçBes s~o equivalentes 

i) R ê um anel de Pr'Lif·~~- de J< 

i i) RN e um anel de VJloriz:Jção d€: K, qualquer que 5e-

ja o ide~1l maximal ~i Oc R. 

iil) Rp ê um an~d de vr>lorlzar;:Do de K, qL1alquer qliC se

ja o ideal primo P de R. 

Nesta caso, existe um~ bljeç~o entre G(R) e 

P(R) dada por: P :-. H8 n R e G """ Rp 

(Dernonstraç~o: Endler, p.]4} 

elemento 8 de B(R)cant€m um elemento minimnl de B(R). 

Endicr~ p.75) 

de I<, 

n5o compar3ve!~,dois a d0is, ~1n rel~ç~o ~ inclus6o. Ent3o o a-

irlcais mxudrnais n,, " 
' I 

R,.,., r·\D .r') R. 
i:l 

(1.'1.)) c 

,- I D) ,,, '~ \ " 

p./d) 

r - r• ·• I ·, • ., .. , .. , •1 ., (' • r,-" o· ., 
~-·-·· ·~ _, ' ''-'y 1 - - a-

biunívoc.;~ com os idc.::lÍ:-1 prirnv~ P Je R, e r:uc D
1
,.,, 1 Bm .:, :;o o::.; 

Seja B um anel de 'hllorizaç~o de K qu1.~ cont~rn r~"' 8{·,.~. 

;no R e um :Jnel <:f,;, Pri.ifer· Je i( 1 

!deu1 pri;:;o de !;,, Lo0o, n ,..r~ •;:, ___ tt .. , , 
I; :\ 

' U-~ 

on~lu 11~ a ~~l ~dcal 

" 



de R. Por (1,11,5), existe if{1, ••• ,m} tal que I~R ~ M8 ,.....R. Por
i 

t un t; o, R
118

,-.,R::) RH R, ou :.;cja, fl:JB.1 , para algum iE,{l, ••• ,m} 
B~ 

I 

00000000000 

ooooooo 



CAPITULO 2 

ALGUNS AiJ~fS ESPECIAIS 

Refer~ncla Priilclpal Zaric;ki-Sar:~.uel 1 Cilp,Vlt. 

(2.1.1) !JefiniçÕes, _____ _...,_ __ _ 

2) i' . • '- . (' - -1 G. ,--, lu
1

-r-. ,-,·G .. ,-, G. _ 1 -~- •• ,+,~ 
l I - 1 I+ r~ 

(o) _., 1 , , , , , r , 

ta d-e sub9r1.ipos aditivo:; 

f{ .r R 
'q l "-- íj+(i - . ' 

Os ' .. 1 n 1..11 c c:> -q ~1:0 clem~il~os do un1 g:·u:jo ~b~li2no 

C, totalm8nte orden~do. 

anel qraduada de R 
--~-~-·--"-·-----~---

s c. !i \~ ~~· ,_) :< • 
q 

!'·1 ·<o-~ "' • ,, '. '·' =:. f\ ! ~ ' 
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(2.1.3) -º~~~,'J<:H!_~G. Se R é um anel ~jíJduado,,então cnda ele-

menta n:.lo nulo de R pode ser rcprc:o0ntado, de rnanei ra única, 

como u 1 a soma finita de eler~ontos hor~ogeneos nao nulos, de 

graus distintos. 

Considererr.r;s um çorpo K, e sej.J K[x,y,z] o a·-

nel de polinômios sobre K, nas variáveis x,y,z. 

(0,0,0) Qualqu{~r elcr.1ento f E. n:tpcdz ser escrito na forma: 

f '" E 

onde e. , 1 E. K t.'! (i , j , ~~) E. iN \:d ;<.!:-J • 
I J K 

(2.2.2) ~rooosic~o. O nnel ·-- -~--------}·~-

to c, 

R • R 1 C Rq ·'q 1 , c a i n d ;1 q q r 

o conjun-to S 
q 

. . ' 
' x'yJ_,.< '-· i j I< - ~-

"l".J_,k e ' · I '' I '- } ' 
I J .< 

D<.::r.ot.,;ndo por O Q polin(l,rlio !~'.l1<::o ~L.\ 

R :::>K. 
o 

i a-:·j b+k c.:.:q 

. . ' 
,. ")'/J. '~ 
" ' • ! " " I J .< g ··" r. ill ol 

C: ! ;, j '· 
111 íl '( 

' i t k 
·~·! ,, ).'\ y·l;;; • 

j J, 

Por : 

J -~ f i 



E 
i <:1+ j b+kc"q 
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SuponhDmos que f - u e 9""V ernR
2

, 

e v .. E 
ma+nb+rc"'-'q 

m n r 
d 1 }~ y 2 

mn r 

onde 

A i-

gualdacle de polinômios nos ]CV,J a conGluir que eijk~ dijk pa-

r.u todo (i,j,k), e o 1 '"'d 1 
, ·.1~1ra todo (m,n,r). rnn 1· mn r ' daí" 

d .. ,+d!.l , pcli"'.J todo (i ,j,k), e como con~e-

I J K I J ._ 

rp.1encia, f+ 9 ""u + v,isto e,<~ adição esta bom definid:J, 

U111a vez que K é um corpo e eijk' r~;jk' e diJk 

s;:oo elementos de K, pod(;mos concluir CJUG f+ IJ ~"' 9 +f, e i:lÍn 

do (f+ g) + u " f + (g + u); logo, a .:Jdiçi:ío ê c,JmutativJ e 

Definindo i j k 
E (-c. 'I ) x y z 

' . b I 1 J ç 
-f ~ 

qtle -fE.H e f+ 
q 

( -f) 

fine Utna e5trLitura 

(-·f) 

1 n-:·.i + çco::q · 

+f=O.i\ssim, 

R ' 
'1 

mos t-o~mbim p<)r Rq, f:.;sto Jt'Uj)O. 

Sej~m aaora q e ql -n ume t·os lntclroc:., l'j.-!q 1
, 

hiSR,Rt 
q q 

Ent.ilo 1 o;(istorn ff.H t< ~!(:ít 
q ti 

ta i :; 

c 

s ,, f " 
m n r 

c:nr·x y z ,en 

t.-::;o f.g "' r. o s i:. ct '''"7 pst" ' · onde po:.:i+m, 'jc•j-;·11 1 
p<li·sb+LC.:":q 

~ln(ID d ~ cl 1. ·,·",l p s l; ~ ,, j-:-n k+r 

os rnon Ôm i o:1 
• • I 

,., "I ,,J 7,ç 
"i jk'~ I -

M; OS 1 tCtiiO"i que: 

"' ( (: ' ' I • 
I J o<. 

Pol" ch-;'iniç:io, e 

'"' r- .. ' , n I IJ·'- ·r:mr 

m n 1 
• (' ! ;( y 7 

>n 11 r 

fnto, 

P''}d .. ltrJ dr; 

) 
(·,'·m j+11 k+;·· 

(' I ;< ~~- :;: 
L!!~ r 

.-. r; 
p 5 t; ' 

e 
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pa+sb+tc = (i+m)J+(j+n)h+(k+r)c ~ la+ma+jb-~nb+kc+rc 

=(i a+jb+kc) + (m<:J··:·nb+rc) "' q + q 1 • Logo,h o-;: f .g e um 

elemento de R q -f·q I 

Segue imf'!diatamr:onte do Lema (2.?..1) e dil dcfi-
ro 

+ R Ob~.>,;rvando esi:a mes1na defini-nição de R 
q q uc R "" 

-~ fj""-"'~ ooq 

çao, concluímos que f\q 1 n [q:-oo 

q ;flj I 

:1]•(0). 
q 

Povtanto, so-

do:> subgrupos R de Rp ou 
q 

ma Ji reta scj a, 

on 

f ~"' O e w+v 

monBmios dos qunis f c -
5om~ tem o mesmo gr~u m, ~11t~o f ~ di" 

to um~ for~Jfl llo~onÕnü~ Je ~i·au :n, - ~·-·· ·-·-·---·"'---·------ ~"·--··-~- -·- ---

-- {fé R ; f "' í~ R 
q 

; +j+k"-"1 

e uma form.J 

~~,':!..__.9~. 

(2.7..6) Definiç:io. 

d1ze~l03 que o anel 

Neste. ca:'>o, R ·~ K • o 

(2.2,7) 0G'fin1 c:_:>:s. 
-·•·---"• -•'··-'-'"" 

j 'j k, e Q} 
eijkx '/"'~~ JU t C!)fi1\J 

R ,., 1\ , f o 

,_, 

q "' -cJ 

e i-1 
q 

e o !i:"'f·10 di-ls r~_;tm\-1~:; de 
- -~ .. •------ .. ·--~ --~- -- ~-------····--

()~.1 (2. :~ .2) 

',' '·'· ._.· ;. :. · -- I ' '"'-' cor.1 um;_, (_if(Jc;t:c~c.-:o no(r!I•J 
~ ' ' -·· .. ·····--·--· -· 
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i ) L 

contém elementos transccndent.Jis sobre K.· 

ii) Un1 conjunto de tran5cSndencia S de L ~uma base 

de transcendênci;:, de L ::.obr.:;. I( se S e max 1 ma 1 , isto é, s 

nao ~ uni subconjunto p1·6prio de outro conjunto de transcendfn 

ciadeL. 

(z 2 8) Obscl·v·"'""::::O O ......... ,,o •lUoc 1 "'1't·' ,·d.x,•·•.z) ·d" ,·•r•,·.• .. l ''·c~ r,.o_ •• .· CO<(<.:Io '"'''; · ''-•~' f• ·<), ll.t. 

1-inômios K(x,y,zJ é umw exten~;i"~o transcendental de 1<, e S 

S={x 1 y,z} é uma base d-e transcendêncla de K(x,y~z). 

(2.2.9) ~~~E.~~i_sj~~· Seja L. um:1 c.·>tensão de 1<, e dcnoj:;;mos por 

K(S) o menor corpo contendo K (J S. Ent.io, qu~lquer subconjun-

toS de L tal que L ci tJ~~ oxtens~o aigi~rlc~ de K(S), contem 

!..!ma bJ:c de transcond(~nr:i .J de~ L 0obre l<. 

(0~~:';101"1Stí·JÇÕO: .Z0ri~ki ··S;:llilUO] ,p.99) 

(2.1 .. 10) Duas b;~scs sobre 

K tern a mesn1a cardin~lldade, 

(2.2.11) Pn)p:):.;lci:!o, O 
---.......'·-----····~ 

2 
h+y ) 

se conclui 

K(S), 

q .,., •'"'" y ") '-•'w •\-'"'$ ,,· .. 

( n r> m ,., 1 ... , ~ r;:, 1· ~ ) • 
···--·"'····t~' 

• ' 2 s ,,~ t >.;·:-y ' y' 

S •·cr·oc. '-,·· "<I~ f/{.,.'' .,\C v(,·) do 
'-'·.~··· \.id '"1_;_, ·'-\···;{, j .• ,.,,._, , • 

" ( '12 } C ··~ "·'" ·; " •J .... ' ' J ) ~-
.. r.~ " . , . ""' .. , .. ,~, 

q !.I C 



transcendência de L o pos~;ui c~Hdinal!dwde 3. Por (2.2.10), S 

é uma base de transcendênci cr de K(i<,y~z). 1\Jém disso, COfiliJ 

{x+y 2 ,y~z}CI<[:~,y,z] o {:~,y,~}CK[sJ, temos que é v8Jici.J a i

gualdade: K[x,y,z] ""'K[x+y
2
,y,z]. 

(2..2.12) Observacão. Pelo fato de K[x>:;,z] ""· K[x·:..y
2

,y,z], di-----·--"---
2 

zemos que {x+y ,y,z} ~ uma base de tr~nscend~ncia geradora 

(2,2.13) Obscrvac;:iío. 
~-

Faremos algumas comparaçoes da v,1Jidade 

de certos resultados obtidos, em função da substituiç~o de 

K[x,y,z] -1 -- I . 
,y ,z J. rlot:aremo:; que a]IJUi,G v a-

ri i:lm com esta fill!d<:nlÇ8. 

7 .. 3. O ar1n l - -serres fnrn1.:1is K[[tj]. 

Rr.:of·~r·ênci :õl5 flrinc!pçii•.; 

-s amue I 1 Cap. V r l • 

b r e K, Denotcnros por K[[t]] o corljU:lto das expr·cjs~es da for 

nl.:l: -· ., 

1 t.: mcn ;; o 

·-

~ 

" k~O 

t/1 " 

' ··'k t 
k 

00 

" k "o 

onde 

' ,k I,Jk • 

é ' o I, ·.:. K; k"0 1 1 1 .?. 1 ••••• 

" 

onc!'~ 

multip1icaç5o dcfi:1idas iJnr: 

"' ,_ 
(; + ~~ l: ( '~ " ) " (, t 

k"O " k 

• 1~ ~·. r. 
k "'o 

()f'ld2 "k ); 
+_j ''·k 

r ,,, 
., i 'j 

U.:1do ,;ut r o e-

e 

k~cll,l 1 ?.,,,, 
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definem uma estrutur~1 de anel em l<[[t]], o qual c <:1gora cha 

mat.lo o <'In e 1 das com 

tambCrn que ç~!f 

teiro n-1o ncg<Jtivo k. 

O corpo quociente 

,,, 
l<((t)). 

(2.3.2) ' -p rapo:.>: Çi.l\.lo Um cl~lii0nto t m E 
k '~o 

cor; fi r:: i entes e rn K. 

todo In 

-5era denotAdo por 

de :<[[t]] pos-

sui inverso em K[[tJJ possui inverso em K ~-> 

' ;i o . o 

( ""n10""' '· r"t"'O · iJ ..:- ' i I :;, l. ,, ;: <:. , ncCuy, p.l6) 

(2.).3) Scj a r,<ê.i<[[t]], ç "'' !, o menor 
k ••O 

Se o(ç) '" k cnt.:ío 

(2.3.'\) - :< r [t -l (r, ) t ~i() ' " J '"' 
., '"' 

,. 
' ~' 1l t 

r 
Ooldo: i d -él d.-~ r, '"' t é ' p c u 'l: ;:; qn ser esc ri to na fonn<:~ (! m 

:<[[t]]. Este ' . ' ,. ' • l " --: - , ..• , .., " \ 
0<1 ~), (Jpo~,. I:-"·''-' I'- .;;,LJ 

iZ[(t]]. 

Todo elemento ~E K((t)) :,o~~ ser· r~pr1:s~ntado po1· ~ T 

C. •(I,·)) ,, ' .. ' 
,_r 
'· • p 

e:.;plicitumentiJ, vc;m (1ue: 

r: t r, 0 
( •-· h 1 "" 1 \ 

"t \fJ-!1 } 

t h • !l 
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onde s ç r-h~~ e t ~ Ullla unidade em K[[t]], uma ve~ que T ~ 

produto de duas unidad::::s em Kl[t] J, 

o( ~~·$) ~ min{o(~) , o(~)}. 

Dem(,n';l.:raç~o. Suponhum0s que o(i;) "'r e o(,~,) ""s. Então. co-
----··-~---·----·-

mo r c 5 sao os menores r n di 1;es t rd s <1 ue 
' J, 

o e 9 )'~ o r r 5 

respeçti V<'!iliCiltC, ~;e g uc do f<Ho Je ç r' o/<" é K e de " se r um " o 

corpo, que r;r.;~ 5 ':fi O e ainda (r.t)Js ê a forma inicial de 

ç ,lp • rortunto, o(r, ·1/J) ,., r+s "'" o(r,) + o(;~). Se r~ s, entJo 

então 

ç~o dl.<ocrcto, clc posto 1, de !\((t)). 

2o. De '" 1 ' ) \L-o_ ,q o 

i umu <lplic<:~ç-ão de K[[tJ)\{0} C>rn ~~(um Ql'!.lpü é!diti'IO dbo:!lii'lno 

total1ncnto ord~:l~do), s~tlsfazando ~s condiçB~s dd prc~o5lç3o 

(1,1.9), de:;;dc;. qu0-1<[[~JJ ..:)' u~;J 
, -~ . 

(J ()I li I , 1 I <j 

Z/lt:::ÍO U de 
' 

KI(•J') ,·1·1 ~'-''•J'-'·''rlt.o ' - ' . " - 'J(<;/y) •" o(c;j 

cujo ~Jrtlpo cls 'J,Jlor(""S ú 7r... 

(2.3-5)' e T 

'Jffi"' un~d-·-le ·->rn i-'fJ"--1] "(··) ~' ' l « 'o I Cl '-" <,• I ' i. ~ ~ J . ) ., ·,_ 
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que Ué uma valorizaç.::lo discreta, Jc posto 1, de l<((t)), Es-

c revendo 

s 0 +n 
ant 

ainda 

com 

explicitaw~nte~ a= a t 
o 

s 
o 

iJ f n 
K,s67le n,:;: IN, colocamos 

.•.. 'u r 

+ ••• ·- •• •• + 

U (a) ::<; s 
o 

s ao ~11 gc b r i c E_ 

mente independentes sobr0 K se 1 e somente ~c, para cada 1$r , 

ui é transcendente sobre K(u
1

,u
2

, ... ,u
1

_
1
). 

(Dcnwn$traçno: Dean, p.213) 

(2.3.10) Um isomorfismo de K(x,y,z) sobJ"e K((;;)) e obi:ido es-

colhendo-se, para cada v~r·i3ve1 x,y e z, u~10 5irle (formal)de 

potencius px(t), py(t) c p
2

(t) em K((t)), de modo 'jll8 r."l:; tres 

sêries fo1·mals escolhidélS ::;ejam alg:2bri•;e1rnc.nte lndup;'!nd~ntes 

sobre K. Denot<:~I,JOS um í•_;tJf~o!"rl~;rno <1rbi tr3ri o de 1\(;(,y,:r.) ~'>O-/ 

b r e I<( ( t)) , por I . 

Apresent.-·;;r:0S i'l(jt.:i um ex(~lilplo. Seja p_,(d .... t 
" 

te sobre K. IJ,~no3 ·nlo5tr<>r qu.-; p(t) 
''i 

=-~ t ·:· t''"• + . ' .. '· n! ·> +' o o • 

Sl'PQ ·Jh'"''',. ,-.. ,,. pc'r) "-'~J·-· ,···-"'.1,'-' n_,. 1_1,,-,. ,",n 1,1'no-,,,;,, • ' ' ""' .; j • ... • - - _, • - -

F (T) de ar;HJ q 

a. (t) ( 
' 

Kft],e 

F ( T) ~ ~ (t)+fl 1 (t)T~·., o 

do·; !':12;;{9r(al (t))) 

onde 

1\, <; u ll1 i --

mos F(T) i1·redut:ível ·~ob(tJ K(i.:). Par<e ,:<Jd:i polin(_)~;~iç, ~~(i.) Zl 

- . u U'·1:-' r<:i-< dü 
1 ' _, • .· f ··• I 

) 0, I 11 ,)1111 c.J " 1 I / - i'(fc,s(c)) De 



fato, G(p(t)-s(t)) "F(p(t)-s(t)+s(t)) "F(p(t)) -~O, pois 

p(t) é raíz de F(T) Tornos cn tão que: 

G(T) " b (t)+bl (t)T+ •. , ... +b (t)T'I 
o q 

onde b (t) • a (t)+a
1
(t).s(t)+ ...... +c1 (t).(s(t))'l. Como G(T) o o q 

é irredutível sobre K(t), P'H(jl.!e F(T) o ê, vem qt;e b (t)! O. 
o 

Por outro lado, gr b
0 

""~ max{gr(ai(t).(s(t))
1
), j . .,..,0,1, ••• ,q} 

~ max{gr ai (t) + gr (s(t)) 1 1 i"=O; •• ,g}. 

::: m;,o.;{gr ai(t}, i""O, .. ,q} 

+ m.ox(gr (s(t)) 1 ,i-O, .. ,q} 

.::d+q.grs(t) 

2l (n-1)~ 
Tomando para s(t) o poli1lÔn1ÍO t:+t-'t- .•••• +t on:ic ~l é 

um inteiro tal que n>d+1 .;-; n>q+1, t~1rr;r);:; q:Jc gr s (t) "' (n-1)\ 

e ar b ~ d + q.(n-l)l ~ (n-1) + (n-1).(n-1)! 
o 

< (n-1)! ·> (n··J),(n·J)! 

Port::tnto, I < n., o 

"' b ( t) o 

. I ( . . , I 
()

,ri. n·-,-;;, 
+ bl t \t -~t ·I· ) ,. .... 

todos os termo5, ;,:;:.(_ceto os d·~ !J ( t ) ' ,, 
o' -b (t) - b (t) (;· '+, .... ) + o 1 -

a q1Je contradiz < nl. Po:"t<Jn~· 

to 1 {t 1 p(t)} e ."J!~1e:hric2:~Jc~nu~ indnp~:Oi!dcnt.;. 

P1r:J obter um cof:jun~.<J {t 1 p(t:) 

. . -
·~ ;; ~!I: I il ( -2 :S S Ç-

dcs form-1is: 



p ( t) " 

e p ( t) 
z " 

. I 
tI • 

00 

E 

j "1 
( 
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e p'(t)" 

00 

Definindo-se cnt3o 1 px(t) '""'t, py(t) E " 
i ::.: 1 

· I • I 
t I ' ) J ' 

, obtemos un1 iso1norfismo ! 

00 

E 

j "" 1 

i<(x,y,z) sobre K((t)), tal que: !: K(x,y,z) ·----+ :<((t)) 

z 1--~-----> 

ooooooooooo 

o:;:ooooo 

px(t) 

p y ( t) 

p ( t ) 
'· 

I i . 
t 

de 



c t\ p T U L O 3 

3 . 1 . Dflfin1caes e ProcriodaJas. __________ _, ____________ !___,_"_ ----- ---

Refcr~llCin Principal rJering, Cap. IV, 

(3 1 1) D ~· ' - S ' E . . _;2~>;(~2.. e J a rlm espaço vetorial sobre um corpo 

FCIR. Urna transFormação 1irw.ar de 

r e s em um espaço votn\·J~I de 

dual d--:: E, e r!snotwdo por t, 

b.:.s~ /\, 

.J.C. 
J J • e se defini :;;:o:; .L :E 

i 

I ) 

2) f\"" { 9'1'''''2-:1} -~ u m~l 

') o ( ) O fjl'-··"''i'Cr.,,-) _., ..• 1 nj '" lj ,,,c .•. ~.~~• 

-':) s~.~ .t ·~·~(c.;.) 
J 

E om F~ chGmada um ftrilclo-·-------

8SU8C0 ____ , ___ , ___ 

Se 

''" Ji' vem 

do 

.\.) :-·nt:<~n ,'1, prJJ.-~ ·;c•. i' re 
J 
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prescnt<Jdo pela matriz··linlla 1xn, .... À ] • 
n 

5) Se x r:. E e rc.:pr;:!Sf;nt~<do pelo n~L;pla (x
1 

relação .a ba~e {e
1

, ... ,en}' e t pela r112tri;~ [:>..
1 

,., 

•• ,x
11

) em 

>.
11

] 1 en-

t<JO Z ( X) ,\ l . 
n 

( n...,~,,,,,, tr,,..·-o· · 
-·'-" -· :> <·-:;·• • p.1}0,13!) 

Ccnsidcrcm0s o soguinta 

çoes li!18ares: 

... , . o 

a2.x.l+ ••• , ..• +.12 ;>( ~ 
.. 1 _ n d 

o 

0 
1

x
1
+, .•••• ,+a x :;:. 

m mn n 
o • 

! i li! 21 r 

•.... ,y em 
lil 

, . ,. , que 

,,. L1 • 
J 

s·--c fl:ilCiünals Jlq·-~nr·-:; ,.,_,n E 

t-i] i 5 q u-~ [ ., .. ' ·~ ;-·: i -; t ~~ l_j (,1 
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linearmente lndependcr1tcs de E, ta1G ~uo t 1 =~ e ~ 2 ~2
1 • 

existem 't+l'., .,!n tais qua t 1 , ... ,in s~o linearmente inde-

pendentes (b~1se de E), Su;,Jorfh<Jrno:; que ])Atei c<~da i E. { 1, •• , ,n} 

• Ent;:io, a fll'-'ltriz ti ' 

tem ordent nxn, e dct M ~ O. . . " 
LO !i c IUI 11105 o 

sistema H.x :=: (úij) possui sol•.rção, ond-~ i< ::o (,l.
1
,.,.,xn} em 

ra1aç3o z base dual, e ô. 
I j e o srmbolo de Kroneckr:: r. l.ogo 1 c-

x i s te x f::.. E t <l 1 C] ue t (X) " c ~I (x) " o . 
(3.1.6) D:~.finir_<io. Sejom F um corpo e X.:F"-~ r um funcional 

~-~-------

I . r·n ; ncar en1 • 

,,+ (' ) 
' -·· 

().1.7) 

111 

!·
0

• Se 1'1 

i""' I 

Def111lmos o conjLtnto: 

J,(cd ;;;. O} 

" . " "':10J o:n ;;, I 

'"" 1 , , , , ., r;l , 

CJS !l. • 
I 

funci on<~i 5 

À ' Q,. 
I I 

por 

.. , . a. J 
lll 

"' ! ) , •. , n1 1 ·~ ;?, por 
,. 
I 'J I •. - 1 de-

not:Jr por n ~, (!(
1

, 1 n c l '.i~' .:-;o 

·I ) H (J, . 
I 

~ d '~ ( ) ·, "') ''l''i'J ;J• • ,I'••:J O~-·,,-,,_·.._:" nfir-
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for satisfeito por a 1 
,.,.,.,r,;m ~.,.;.:~.r:""· '1""'·<1'''-, 1 ·--·;o '• <:J 1. ~ , t> q '- t " I ~·1 L <. I I •• c,'~ f·_, 

(3.1,1.J) que ,)XÍStcm 

n-S~o n<.:gativos À
1

, •• ,,,:\ tal:; q1,1,~ 
iil 

j • 

m 
l~ À. 9,. 

j '-" 1 I I 

='' 9 .. • 

m 

o núcleo do funcional linea1· 2
1

, er1tJo 

plicaque 
m 

, . .., fl (.v, i ) c !! (1,) ' 
i "" 1 

OüOOOOO•)I.'JOO 

!)000000 

S-'J N(.Q.,) 
' fll 

n ;•,o' (9,
1

) C H 1.(Yo) 
; "' 1 

todo 
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ALGEBRAS OE VAl.ORJZAÇ~O EM K(x,y,z) 
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ALGEBRAS DE VALORIZAÇXO Ml1!lMAIS 

/.1.1. V<~loriz,lçÕes de K(x,y,:::) dc, tipo V. ----------··--· -··--------·--------·--·--·- ' 

l: r.).xil).x0. --···~.., íi)_ o funçional !inc!élT rcprc:-_;;::.,·1taJo por [a b c J 

__l2_':_i_l_r_:_Fl_ll_!_~.:_ __ a_ --~-E. !i_:::_0_? }L~:. v:~. : K [ ~< , v , z J \ { ~1 } -~-'· ~;l C') locando 

. . ' 
vn (e .. kx

1
yJz" ) = 

_.., t J 

vr··y·]· 0\ l. A > 1 "- clodo pela soma f in i I: o 

= min{P,{i ,_j,k) j(l,j,k) ta 1 q ti i:) c, .. '/'D} 
I J :-: . 

(lt,1.2) Propos!çÕtJ, f-· f+~ _1+., •. ~f 
'i/ \•!--;.. \..; /·'i 

u;-1 r~l··~m~nto 

f /0, 
!o! 

c 

" (í'} ._, 'tf, 

·'· 
Dcmunstr·nç~t), Q•.~alqtiet o'O;tê;l,~::_,,ltO f dr! f{ ~)<)d('õ SiJ!" Q~:ctii:o, de ----------------·<---·-·- i 

,Jcordo com '2 7 3) .,. 
I. .. • ·- • ' I iJ fotm-:: f " f +f 

w w-< 

f ~ R •• I G 
s - "' 

e .. 
1 

;60, tais que :~(i ,j,k) ~' el 1-bj<--c:,:. '·' ~-; , e 
I J ,,:. 

J ( i ; ,, ) 
'j ',, 

;:; 0~1 t_) aç l -

() • 'I <.:, 
I J K 

i:! • 

K 
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Assim, v (f) 
'· 

dfçÕe5: 

1 ) 

2) 

K [x,y,z]. 

" ,, (f) + v (g) 
,'?. ;/, 

v(f·>-g) 
i 

f,f+ ..... +f ~·g 
\V 1tH·V 

... g ' . • ' LI . ,· • • 

montas nao nulos de 

c rever f .g o:::fa--;-ffg +f .o).;.,,.,,+f.g 
vr·u ' \·J u+i H+l-'u v.;·;·v· u+t 

em 

elo 

Pnde.rnos es-

. ' ;:, 'n c.:'l 

forma f.q ,, h +h + ••••. +!1 ( ) , onde h ~fOfO 
t·H·l.-1 \•J+u+ 1 \•l+u-:- v-r-t \ti+U vr 1.1 

P ora,ue f riO e g ;~O. 1\ "(O:)o~.;ição (4.1./.) n05 leva a w . u ~ ' -

que v 9. ( f) "" H 1 v 
9
_ ( :J) 

ri fi c a quRndo ,., < IJ. 

( h 1 h;' . . . . P;·o:Jn··.;j c~o. /'\ 

d~ por; 'Jt(f/~J) ·-= 'Jt(F) 

sobre 1\, 

Obs~-~ r\'7'·-:~-'). 

" I .. ) ''-x. \. ,., ··' .,, Í I , l_j ! i) ) 

'~ '.1 1· u • 

v •); 

onde 

,.,. '" , .. _.·, r.~ 1. 
,,!_,,p',' o"·!\.<.<): 

( '1 • 1 • 1 ) 

-~ ;_] 

conc1Lti r 
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v,(y) = v,(y) ~ a,(ü,1,0) = b 

V.e.(z) '"'v.e(z)- 2,(0,0,1) ""c. 

(4.1.6) Observ,lção. S0 {:J,b,c}c.?i.C:f.D_, ~~nt;o \f ·-~ ur-1:-1 v~loriz<~ 
----.-·---- ~~---'··--·-·--------·-··---~- --·- ·--·<{;"""'··-··-~-···· ---··--.. --.. ----- .. 

de valores de -v
9
, e ag:H<l l.H(I ~.;ubcspaço Jlscíeto -::k: ~ 

,_' J 

do (1.1.2) . 

( 4. 1 . 7) Ob:.er· .. u:l~:~o. o ;Jn·~ J d0 - ., 1 • "1> I" ~- - v e d .Jd ,) por: 
~~··~--

V c, orJ . __ (l-;~1- . .l 
R. 

v,_ "'' (f/g ~ K(;{,y,z) v (f/g) ' o } z 

~· (f /g " K(;<,yJz) v 9. 
(f) >- V E, (a) l 

Um re::.qlt<::Jo b0m conhecido é que se qna v.:-1lori 

•• ("'; iJ 
!: 

de. '1-Jloriza-

[stc result~ldo constitui '
.,., .. ,~.--, .. _., -,,.O-"t',,., nt·,-,~~,,-,·,..:-;;, .. 
'""-J.>., I ,\ "'" ,. -•' _, '·•"·•'-'• 

» 

s~ L e ·1•··1 '""-"'"rJo c 1/ 11 -•'• '--~rl · "jl''"'"'t 
> 

:2l \j 5 ~lo 

valor1zaç~o de L V n ••• nV c V c"1""<-i,~ 1 i; -· ' • -~ '" ... 

1 c~ { J, .•• ,t} t~1"1 qt!s \)i c v. 

i' "'' I! ') \1 . 1' . 2 

f, I h. - • \I - I '·· 1 ~' -· ... --- J- t • ··" 8 c lp-..•~f'-:>~ 1 e um ,'"lnr: '·-''-" v.~.o, 1 .-__ ,_,,_.1-:J ,_,,..; .. , (, __ ,,, r:;ont.··;rn R. 

C>-.:,;mo supuser:lOS ·' .. ::" ,, ; --corr:p._.,, ·~·'~, . .J ~ ( 1 ' !; > s) q 1_1<'! 

um elemento mi~llind] d•_, C(ln,lunto de todo:.; o.~ an,)ls d:; 'J.~>1url7.;:; 

(· .. , ' . ) • 't ' -) 

v"') 1./ 
-· 1 
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[ 1 O O ]. E n t i:i o, M \1 n K[ x , y j z l "' < x > '" o menu r i d c a ! do o n c 1 

' K[x,y 1 z] que contem{ x}. 

Port.)nto, 

x t /~v" l<[x,y,z). Pela deflniç.1o de< x ), tcr:1os a ínclwii'ío: 
~ 

<;<)c Hvn K[x,y,z]. Seja i:fHvn :\[x,·;;z]. En::~;o, VQ.(f)) O 

~ ' Suponhamos que f n:lo possa sei' oo.;cri to n.J form;l f ,., g,x, onde 

gf. K[x,y,z]. Assim, existe ur:1 termo <18 
l I, 

f\)(f.Hl e .•. 
1 

y_j zr-. n:1 
I) j ,,;; 

ex-

para todo g E K[x,y ,z] 3 v;, ( ~) ~ o 

~· v, (sd I· 1 
lc 

~~ lfg_ (g) + v, (g.x) ,, (v) 
-'t " 

( j k) 
Vt eOjky z "' Ü, :>B~JUC d<::::; 

V1, (f) "' min 
j k 

[Vt (cOjky z ) \1(·)"11 • :1, : o A I j 

do q uc se conclui q li e : 

> o Logo, como 

que 

-,, o l o q u.:; c oi~ t ;·;:~ri n 

f E '' I' Ki· ... 'I ,1 i IV l ' L,,) , .. J , pu:· t <I il t () , f 

' 

(h.2.i) 

ciente , é dito un1-1 

SC R sJi:i sfnzendo: 

i ) ,, ,. I < M 

i i ) ;.;<"' vt ,, v,,~) fi 
'• 

Sn v .,', 
l 

8nti5o, Sn A . I p • ,. 

() 

v-:• l.)ri .::·çêlo 



Not8 que .::l(]Ui nao se .::1plicD Prufer. 

(4.2.2) .Proposiç5o, Seja'n A. a5 Y, -algcDras Je 
····" ·--~-···-·--··--- I 9. , 

i ""1 , , •• , n 

I 

o A uma V 1 -~1gebrJ do valnriz~ç5o do 

11 

n o, nc-

cessa~-j amente v.::rdadc que se "' i'" 1 
í'1. C A 

I ·• ' 
·~n i: <:10 existe um i'ndi .. 

c e j E { 1 , , , • , n} ta 1 q 1..1-õ) A j C A. 

nnis lineares sobre lll, repres0ntados por: 

[ 2 "1 o], [ -2 o 1 J " [ 1 -1 

de valorizaçâo correspondente~ 

-' 
AI v r. R ' /'12 v (\ R an.e1s " "' 

2 1 .e.?. 

De ;;:;cardo corn ( 1 .2 . I ) ' /'11 ' fi!. e 

de R. Podemos cs~:rt;ver: 

.. { f "' 
finito 

ou €linda, 

A .. ( 

An0logamente csc~·cvemcs 

''z " ( g " l: 
f i i"l i !;i'1 

A - { ll "' " r i n ; t: o 

r ... , c 
fini t~~ 

e •. , x 
l J I< 

i k 
y % 

-J ·~ k 

' \f 
'2 

e V 
~ 

de K(x,y,z), con·,;idr~)remos 0$ 

"' A " 1.1 n 
·'· 

R • con ti c! !)5 em R. 

A 52.0 ;ils'-·obr<Js de '.IC~·\o(! zaç3o 

'' , I " j ?. o} • 

·-2 i 

f{ , " j o) ' 

t ,_] l - j :; o 
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ç~10 satisfaz - J ~· k::; o. Conclu!'~no·-; dar q1.1e f E:\, Logo, 

nostr<.lr.ernos J :>egui r • q u e AI ,·t A e Az '-/" A . Se 

c xy5 z3 u r,l f~lernento d<:! A" . Tzd 5 e-
" 

Jementos não p<-~rtenccm, no ent<Hli:o, a /!.., umn \~tJ;~ r1ue pdrJ am~· 

bos - j + k ,. .. 1 < O. Con~:1uímos ;;s::;im .-1 prova par''J n c: 2. 

' 1/1 
2 

e 11 
9. 

! ug•:1 r d., 
'• I . -'la o r! zaçi-lo 

1\, ent.Jo não '1.<]8 m<liS <:i ir:<:l•J'~Qn: \}·"r\ V, C V,1 Or> f;:l\:o,se-
-------·- ·- ------.. -~----~- ··-"--·~··--·------.,,r-·"'· ~ :·; -- - · ---.,· 

2 3 3 I 1 

jam f"' xyz e g == x·y z 1 tJ!s que f/g.::: K{:~.,y,z) Então , 

"t ( f/~J) 
I 

\1 ( f/Cj) 
'·z 

~ 

'''" 

'· I 
,Q, 2 

( I 
' 1 ' 

• I I \ ' 

v (i'/q) ''" _Q,(~,1,1) 9.. .. 

• ) ' 

I ) 

.. ' (2 ' 3 3) "" o 'I ' ' 

. 
Ç, :J (2 I J ' ) ' ) "" o ' e 

''" 3 '')" -1 <o. '' '•, '.) 

;;u~l'.>~;i tu i r~ 

mos o p,lr R 1 
. -I 

"'l<l.)(,'j,7.;)( - 1 .. 1 l 
'y , z ~ clinda 

El~i5 condi çõ"'s do enunci <Fi·J, 

1 dodos por [r) ·"1 o] j [ Í) '.J c o - 1 

' ' A
2 

0 A JS j]J0bras J~ v~ltl: 
-

l,~,Ç-.1<) rJ;-: i\( dt-;i:l11iti.1:-> por 

' ' ' A.;'"'"-A L'~rllc\-:; que , , ''2.'~ 

" I , l 
,..., 1 "C00'" f• <-;· ~ '"''"o :> ''i, .. ~~ 

- 'j .., I 

' 
•. ,,ltO" V -'· .: '\ ,(~' '' .:> • L. ,_ .- 1 e 

2 -· 1 
Y ;: í_~ r'..} 

'" q~~~ r1ao f'~rtcnc:Jm ~sh,13 a A. 

(ll.?. '.') 11'_',.-., .. .-.l·'·'·'·······"·o. 11•• --···"'-"· ,, ____ ··" .,., .. , .... ,.------ ., •' . .-.)c-• 
. J --- - - -'"" '1~"·,;·.:.,_,_. •i·l<- __ , . .:; '"·J ~:.''''---'>'=111.·1' ------------ ---·· --· --" 
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sibi lídade da dquivalênci-3 entro ~;~~r A Uali'l v
2 

-ãlg0brc.1 de v.:1J2_ 

ri z.:::ç(Jo de R, (1L2,1}, c s (! t' 

de (1.2 .4} pJra V
9
_ em lug<'lr de V). 

O que podc-;mos afir:·nar sobro tais definlç.ões e 

dz volorização, de acordo com (1.2.4). Por outro lado. sendo 

li :o: Rn.lft, temos que A é Umél V.,, -,&hJ'~br~l d:CJ Vdlorizé~(;:--lo J•} R 

Será qqe para ttlda V9, -,;lg.:~bra ri•.: valori:r.t.çÊÍo A, e:-:iste umn V..:l 

m<J.l do anel 

por: 

Al 

A2. 

.. 

"" 

R 

' 

( 

( 

K[ '( v ··] ,.,, .. ,",[" -· . >i.~._' .J\ • .;~--··' ,, 

f yj ~ " i ~ ,, 
i jk 

f i i n til 

i ,J g ""' " e 
J k 

X 

f i i1 i tc"l 

(?. ,/. .G), r~ ~s 

"' ? 2) \. '1 ' --- > • 

1.~ 

f 1-t •) ; 2 i .i :] 1 " ~ . ' (, 

k 
" "2 i '· o 1 ,, rO:. • ' X. ; + •'· ;;.. ,, 

' 

( '· ' ' I '1 • .).i} l,,.,,,.,o·'r r~; ..... •\• 
-~Y _ _:_~.-~-~-;:.:.:..~.' , ·' d,:_:, v;J i o,· i .~.~çôo í', I ,_., ,il., •• 

x. 
de R., 

' 
]··R ' <;:,..- -,• -1 ri·~ j,.o; .• ,: ,"';,--, r.., '·J,' .1n _,,,11.\cO ~-~- ,_,_,,,,,, __ ._.,,_, (?.1.1) 

D:.~;non<otraç,,c;: Con:;idcrl:rno:;J ç;;-l;,;.-.)irumC1,;,-cc, --o-.---- -· -------~·---- O )'"'I 1'- P" I _, cl-', ·- '·-· '1 "! • .... '-' -

fínlç:?;o .it~ i\ 

R 

" " 

·' 
q 

" (;~ 
'-• 

q ..,o 
R ) 

q 
u11 de 

': 
j -)· j .! .. lc ·--q 

a .. "\(1 •· '·"-:::o <I e .. ' ' ' _, '· .,. <• 

.. 
" d ._; R. 

'.Q. 

i ;;I . , y .• v ~ :] )-' 

" " 

.> ___ v ,, ,., ' 
<) 

c: li . ~ 



grupos R r-. A 
q I de A

1 
poJcm ser escritos nH forma; 

qu.::õ i+j+k ""q c 2i -j 3 O. 

. . I 
X l j.J Z < til i s 

Seja F um elemento d~1 !.\')rdJ + (A 1 ,-·-~R ). Entéio 
q=O q 

parn s~O.l ,, .. ,r. Segue do 

f +f
1
+ ..•• +f Ç_ .n .. 1 , ou sej:,l, 

o r 

Por (2.2.1), temo-:;: 

f .. ~ i-: }:; 
Cl'"o i-!·j+k:.:.:q 

i j k 
"" y ·;- z '"iji< 

onde r 
+ j ·1-k '"Cl 

21 -j~O 
demos conclui r que f ~ " ,.. p " -, ' 11 d • 

-~ 111 ' " ' " '·' ·-· q 1 
'j UB 

00 

(11
1
nR), 

q 
R -.; o -:::rup...:J dé1S 

q 

grau q, "38~JUZ Cftl8 

8. um 51 __ ;b;:1ne 1 

1:<Jnto emitida, 

( • J •) Ohs.~·,·v~l:5cJ. -, .. ''" 

·.- (:\.1("\ Hq) 
q ~c'J 
q )q I 

1.~ '111 ~ I 'J r'' '-" . ~·•':;'-> 

(n). Por;::n1to 

" ,_, se,. ·l 

:"'-. '" Pl.l"'l/\ __ , pod·~r-lO'~ .:::::;'i•11 .. ;o iJ(_,r: 
I r 

{ f -, ): 
fini ti"l 

. ' 
c. :·: '/j :,:''-(., (z 

' .) :- ;;_ 
!-: ':;. 2 i -::- J } • 



-34-

ção(4.3.1). 

O objetivo da interr._rg __ !_<ij;}io JLe~f!.~i_trlr.:a dc1s V2.·· 

.. álgebras d:::: val(Jrizaç~io de K[x,y 1 z] que d<-Jf,10S i'-l segtil r, e as 

soei ar tais anêis <1 subconjuntos d:.:. f}l;di-l;dN, ele. rn1.Jdo a se 

balhar com estes an6is atrav~s do esprlco cucl!dleno R3 • 

t r a-

Consideremos os eixos re<.lis dl?n,)·t:<Jdos pot' l~-, B 

Primeiramente associamos a cada 

" [" l '' _x,y,~~ J a torna (l ,j ,k) 

um 
.. 
) ponto no espDço ffi • 

de 

dos os elementos do corpo K ~~o ~ssccfados ~ orlger,r (0,0,0). 

a 

i( i ,j,k) 
' ' ' 

/
~---:--;-c~il_ 

_____ j .. / 

de '(f'"''] ' I " ' 'I ' <:: d.::flnid0 P •") , .. ' .. . . 

" f i 11 i 'r. ;) 

. 
;:r ..: 1 .-J ;J 1 

(1,1,0); 

assocla!rro~ o ~onto ( 1 I I) ' 1 ' l J + (0,0,1) 

2! i ~ o } . 

. " ' ·, .. • ·.·o 
.J~l ClO U.:JI_j, r ._, :··- / 1-z. 

' . • • '. _j ' k) 
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. ? • os quats •. 1 j ""O estão ::;obre o plano '1Tld1.! equaçao /.,_t··r,c.::Q 

' que contêm as ret3s 2a'"!3 e o c i xo ·r do espaço R..>. Por sua vez 

os pontos (i ,j ,k) tnis que 21 - j > O pertencem ~1 t'm do~ semi 

espaços determinados pelo plano TI"
1 , a saber, o semi .. espaço de 

1rlquc contém o ponto (1 ,0,0), Concluímos dar quo a álg,:bra de 

valo~izAç3o A
1 

pode ser interpretadn como Ltm cc>njunto de pon-

tos d•:õ fi'l;~!H;dN contidos no plano 2a··6·"0 e no scml--e-:;paç.o deter-

minado por este plano e ccntzndo o ponto (1,0,0). Ainda, corrlo 

( i 1 j , k) c: !~I xfN xlN , I " • I . • d • ta sem1 -e::>paço e 11111 ta o {)c tos planos Y'"'O e 

p=O, sendo que existem pontos nesses planos ~ssociados a ele-

mcn tos de A
1

• 
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•s. 
ArgumerltJndo ~nalogamente, ol1tomos uma in te 1"-

pret·JÇ~O geornêtricn para a c~Jgcbra de valori;;-:a:;:iío l\
2

, dcflni·· 

à a pot·: 

A = 2 
{ f = r 

f l n i ta 
-2 j + k ?.. o } 

como tl~l subconjunto do plano w2dc ~quaçao -2a·~y~O c do somi-

tos representndos er:1 t:::ll~~ pl"'nos. Grélflc<Jmcnte: 

y ~~2 a 

b~ pcrt2:1ccntc ~ u~o 
~ 

sen~r..-_-ln'tt;~; de i\,..,, 
• 

y 

c h "" l 
... 

,; :c!:) :11 'J u:1 ~; 

<:1lnda 



ficumcnte, A e um conjun-co contido fl<:l int~rsecç3o J,_,_ ambas .JS 

partes do espaço qu;:; rr::presentarn 1\.
1 

e A
2

, respectivamente, Pcl 

í<:l isso, v<:~mo~> utiliza~~ um i!JCSflh) nr::--=·, ro ,-,r· r<·p-·"'"<'n'··--r I' o ;.J o I - ,; • u ~ ! ...._. ,, •' ~ cJ 'j ~ 

A
2

, onde se notarã qu{o .L\ ô u~1 :~ubconjtJilto d:::1 p~1rt•:.: dq 

compreendi d.J en t:re os 1 2 planos11",1T, i n1por·cnní:c ler1bí<lr 

j j_ k f,,, E e •• 
1
xyz 

finita IJ<. 

2 j - j ~ O e 
. 

s CJ a, k :::. 2 i ::.:. j 

y 

y =2 Cl 
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bitrârio dC:..in parn .J, então <JS tern<Js (i,j,k) que sat:isf';JZem 

2i - j::;. ü c -2i + k ~O, i!>to é, o:;; elementos de A,com um va 

lor j fixado, estüo na inter·secç3o do plano S""d com a par te 

do espaço que rcprc~er1ta A. N0 grãflco abaixo, hachurlamos es 

S<:l intersecção. 

'y 
---·-· 

----
---

plano So.::d 

\-
-·-- d 

J/2 

penas as partes positivas dos ei;~os c,e c y, c as 5Jgebras de 

,'~lir1=:!:'o de: V ··::lochr;~:-õ d:~ v.:;].-,~·1·:.;<-lcão n:inlrn-_liS, 
--------~---~---2---'"""'-··------·- ------·-····--------~--······-····------ ·-----·--·· ·- ~-

se de tr;lnscondêncicJ {x 1 y.1 :;;} .Jo COi"iJO quosicnt(~ •~(--" ··I '' _., 1 ;- ' /. f df.! R 

durir;íd::Js em 

( '' 1 1) n,.,,,, .. ,o, •--"·'··""•'·'·,,_.-,.,.' n·~"'-"'"O .J., ::J,·r-·'-r·-" -~,, ..., • ' ) 1"" ~-'" - _, . ,; '"''''''' '-·~- ._, ~-''" "·' u .. , .. ~lo::; ri z<.;-

ç3o fl.n 1J,, ,, 

" ( ' 1\ ;-: , .,. ' ~: i ' Di):,~~mo;;, (ji.J2 ?,(','./,, 

' j 

.. ' v,_~ 
" " 

UI 1 ·I;• -::i. ··,; ·· ·,· ,-, 
•- W _. o lo ' y ~ "' 

·_.·.· .·, '• •"•" ; .. " ' - ' ~ •~ ~ • ,_,_,i_~:~\)u 

" · ' I .• :: ; , .. ·, I, ,. -, ,-
,,,,,,r'l·,_~ :'dü .. _,._ ... , .. , __ . 

11 

CO l"j)O 

'! ;_l •» 
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i :o: 1 , ••• , n 

r i ) para • do Q t '' ._o ~r· h I ta I q li;-'; R r. V :J Rn\f,, nV" 
7., N 1 "'2 

e;dste 

um f n d i c c j • 1 .:'> j ::; n 1 t-a 1 que R n V 
2 

J R n V r;, , • 
J 

R r1 V 

-~ 

' Rrl V R,-.. V~ •. , •.. , , . Rn Vx_ •• , • HnV 9, 

~~~ /j ----n 
~'i/-----~ 

r.,ostr~Jr se e:.tD ntlr,1BíO <J-.; ;J],Ini.),"~:; de v,,1orl;:2c~;o miniPlé"iÍ:S t:; -----··· ··-·- ..•..... ···- ..... ··-·· "' ---· .. --······--·-··· - "' " ···-· ------

a nossa pr6xln1a proposlç~o. 

de Vd] OI' i~~ :.lr;·.;,J 

que s ao minima!s 

[ 1 ··I o] e [-110], 

R,·,V
9 

/R, 
"2 

exibindo 

v 
~ 1 

e v?.,_. :f v .... , r r;,?. 

p ()i :; 

R( .... V 
~I 

"i····-,,·-~·.r ·- 2'. n· 2 '., C•': ·-" -~f.,,_ .. ,'-··"'-' ,<y 1;.. ,, ~ ~{ ~I ~-. h 

Rn\1 

I 
•) f,-

'r 

!l., 
' 

que 
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4.3, concluímos que f\nVt está contid<'l no semi ~e::.pa~o deter
i 

1 i ml ta do 

por '{"i"Ü e S""O, CiH'!U<Jilí:O que Rt'\Vi 
1. 

- b • e su- c0nJunto do 

ço d;;.terminado por e>"'B c ç,:;ntendo (0,1,0) 1 c limitado por Y'·~O 

e a•O. Observe quo R n v~ 
. I 

t: RI'\V" 8sLão co:1 1:idos i1US 
.c 2 

pqços opostos (L-:: o; ... G, t•~11do ambas. ~l']uns pontos conl!H'I5 no 

~ StlbconjLrnto do plano a=0. 

CC'J•" V 1'1·1~ '''11n··' -.-,.:':;0 ,!,_, !é(v )' 7\ :'" .. -.,! 
,_r~ '-' 9., .o I <.1 ;<:,,_,~I f.<A{'-' ''~' " "> J·•/ • que: 

lsto -:;iun)fl.::, .. ; qLie RnV,, çz)nl:<:;,l1 cL> i.Jontos 

iZr·,\f,, 
;;., 

u ·-lU•'! -2(j<!lv;ll~-) dí;:er 



ou R ,..., V~ ::J R r., v, 
.c • 2 

Conclulmos dctr 

Rn\/
1 

são minimais 
'2 

contendo RnV~r\\1'(, 
'1 . 2 

y 

a/ 
/ 

e finito. 

Obse r';,-:; cão. 

v;-::n~n ·c e, onde <1 , b , c ~: ;;'I , 

um subconjunto de um plana. 

( ' ' ' ) lf ' •f ' '! 

Rn 

O _',~lOil~>trur:,c·,o, \/dn;o::; ç,)!l::ildcr~~ 
---- ~-> ·--~· ----.-'" ··-· 

\ 
\ 

(1;,1-r.?..) 

rrinc!piJ.I 

"' : " : >· -
i ',,' '·\'. 

CjUC f\nV., 
'I 

t\n\f,,n 
h'! 

\1 
" ~2 

,]o mlni 

e 

c 



de t
1 

e z
2 

como [2 -1 1] e [··t O 1], e a5 correspondentes .oíl-

gebras de valorizaç;Jo RllVQ. 
1 

pois xy E Rn Vt 
I 

da os e lenK!ntos 

xy(cR,-,Vt 
2 

y(;R e xER 

porque y d:. V" e xd V" • Com 
1 h 

1 
r .., 

2 
que RnVt e um subconjunto 

1 

EstJs são distintas 

R.--..vt, Aln-
1 

r!lC)Stram que Rn\/
0 

1<!: R)R....-,Vn f R 
,, 1 4 2 

a interprBt<Jçâo anterior, temos 

da parte do espaço 1 imi tad."l pelos 

enCJU<lnto que Rn \f está con 
"z 

tid3 na reg!~o determinada pelos p 1 ano:; -cd--{""0, !1""0 c CP'O. Se 

aue daÍ que Rr-'IV.Il.r'Vt 
I 2 

-e a lnl;ersecç3o de tais conjuntos, a 

qual f<Jz parte da rcgiilo dct.crminad<J pelos planos 2a-B+y=•O 

-cr.+y,O, ~'"'O e a=O. No g1·afico, d_cnot2mos por ~lo pl.:ino de e-

qtJação ?.a-6+'("''0 e por 1r 2 o ple1no de equilÇão -a-i-y'"'O. 

De lnfclo, ;;c:•·.::;s; 
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RnV f\flV 

~ //22 
l~n v"'" vn 

'I c 2 

Queremos encontrar outras 51gabras do va1or1z~ 

çao f\nVJ.. com 
I 

e de R'""'VQ. 

# I , 2 contendo 1\"Vx..r-.Vt e distintas 
I 2 

de 

Para ta'l, cor!sider~rcnlos as álgebras de 
2 

v;;lorizaçGo do tipo Rf'.Vt, sendo !L dado por [a b c] 1 uds que 

o plano aa+bi3+cy""O contenha a r:.~ta 3a"'i3"''3'(J intersecção dos 

plano:; 2a-S+y=eQ e -o:+y=O, e ainda Rl""li11_:J Rn\/t~' Vt
2 

Observe 

que a condição de conter a ret<l lntersccçZ~o 3o."'B~'3Y totna os 

planos ar.!+bS~·cy=O mfnir.ws tais que aa+bB+çy>O co111:êm 

no sentido de que para outro plano~ rl~o contendo 

t.al reta, o sem! -esp~:ço deterrnin<=ldo por ri ~~ cont,o:.ndo o conju!! 

to RnV"t'\V" 
,, I '2 

contém também o se!nl ··e':ip,'lço em qu~! est<'; conti-

do RnVg_nVQ. e dctermírl<O>do por um plano que contém a 
1 2 

r c ta 

paço comprnei1clidd entre os pl2:tos ct-G+2y'-'O, (t~'o ~: !3'""'0, Y'<i) e 

um e lcrncnto de 

reprcsent-':1Ç·10 

R. r.\! 
2 . . , 

) 

1 I 2 rl ' " " J . " ' ··. 3 
I) ' .. J:', por íT o p ,Jno ti-. ·,•y:·:u, [)o;· "ií'' !} p <HlO -u."•'(""'V ~J p;.11· '"- <-J-
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q uaçao ct-!)+2y ""O. 

y 

Verificar.v1s quo -,((f'! '1,
1 

8 di :;t 1 <li: O do 
N 3 

"{\I f 
,, '· .9. 1 e 

de RnVQ atrwvés da tabe1iJ: 
"2 

Ten;o:.; agn(d: 



- [ ' I Consid(~rc.mos a represcntDçao .o -1 .-'J para 

valori Z<:lç?ío V,, 
·'' L1 

contém 

reta Ju=B=3y, c juntamente com 13-'"0 e a""~O detendnam um.) p<H't.e 

do espaço da qual RflVZ e Uitl :jubcor.junto, sati ,:;f(Jz,~ndo a re
I+ 

la r~o· '':1- • Rr.l}t. 1\lCm di$so~ a t,·Jbela <:'tb:'llxo ,, 
tra que Rf"''V9.. e distinta de 

4 

Va;,ios r(-~ptC:i".:'!l\:,Jr nutn r:1:~sr.u gr~~fl r~n f{.--.1/ 1 
~ i 

mos-

i :;:,; 1 , Z , 3 , 11 , .-:r;:ssc•;ntfHJ-

(Jnde e:;!::~o (~opr-<::>~;n~:~dos i~r"'V? 
·; 



0 grilfico e o segulni:e: 

y 

rr 3 e 

t :~s 

n:os con3truindo ' ' ' ' . ) 
c~..;ntendo 

nO':. 

r· o lnfinlto 

, 
1 o) 'li' 5 

-·2a--·í~+.'>·r ,_, 0 , f: ,_t" ..ll ~·on :; ,_) •. 1 •• ,u,.,. IJ··:l,-~'"' c•c' . - ._,;a 



c~tJaçao de 111n plano , determinado desse modo, os coeficien~~s 

de o:,/3 e'( d;jo as componentes dos funcion.1ís lincures que d(>"' 

finlr3oas . • I respectl V-'l~ a gebra::> de valoriz~ç~o. Como 

por [- 2 - 1 5], de acareio 

[-1 

com 

.. 1 4] , e 

c 
"f"' ,, 

dar, álgebrzs de v<:~lori;:i:lÇ~Ío Rn V2 
1 

então, 

9," scrâ rcpr:~;,entc'ldo 
o 

R n V
9 '2 

ou 

,?.>(i s tGncl <1 

l:·:lis que 

n V " ,......, t 
' 2 

isto i, (Jm ,,,xemtilo em que o resultado (4.1.G) 8 v~lido. Por 

000000Gcl0UO 

OOOO:JüO 



5 ' 1 . Quando R " ( 
-----

(5.1.1) Prorosiç;;o, 
·-··-· -~----.-''~ 

C A P T U L O 

m 
ESTUDO Df: R,., ( r'\ 

t '-~ 1 

m 

" v, r R " VQ, ~ 

t _;.,: 1 -~ t 

5 

Sejdm .1!_
1 

funcionais :; ·.Jb r e 

0., c o c Gtlf~ i s de ,,,., '1 (Y" -,), cor 
- ·- '' " ' : J '. -

rc:>pondentes a -~, 1 c -~'Z • ,. \ 
:)';; '-1 e ).

2 
!'<i'lO CSÇcll~rr·õ:; 

v c 
!. ' 

·~ 

D,<.r;lonstr'2C<-lO. 
'-··-----------~--'·-----

Coj' .,,, • " 1 t""'n ,.,,_,.,.,c' "·c' o" 
~·-- <-· l ·'-1 -... ''l "L.-,. __ , '·' • •' ror [ I o - i J 

[o - 1 J r "~'''c'''''""·r'>l'-~ ·· .,,·,,,, .. 1 -·' ""1 '•·-· .,.,., ... ,.~-· "'·-','-'. ,,_,,-;, ~'-'' ~ ·>--,.~ot .,··i., .... ''''''"''-''"~'·' 

' 
v . .., ',, 

1 
v c!· 

I, J' 
2 

-
:\ , .~pr:_:::::?:itJçDo de ••. i ' ., •.·.· .. 1 -.-- . 2 

Cc,n~_;icJ,_,_r;:.;-:)'; 

"' ~) l 
- i 

e 

i - de 
,, 

obtel•l•.lé; v ' ' I v ( D) ! v_9. ( D) n ç: <:1 a ; \, 9} "'' - :---: - ~' -' ' ' 
" ' .. 

'· /, ,, 
I I. 

doq U\'~ ,. ,, _, ·- con c i ui q u:! 'f_\_ 
( "\ ' ' - '·"' v 

Y. 2 
( f) c v 

;'. 
I 
' n ,., . i p ,) ; 

t un to r • \1 ,/"' 'J f J 'I ' 
L._:. G .. ,, 

9. 
i 

.O. 
' ' . ..;. -·-· /. 
'· ' 



ç~3e:; definida~ acirrFi, que Rn\1, c!:.. 
"' ' 

i :;: 1 , 2 
I 

exibindo os elementos X?. f RnVQ 
, I 

e yz E R,-.,\/~ t.::ds 
'· 2 

q u~' 

xz ' yz ~ R,....., v r, • " 

"' 1 ..,.. J. 2 

( ,. , 'l) 
:> ' I ' . 

"(" y z) Se \ 1 e ,• 2 ,, "' , ~ • - i\ 

ta o 

Sejam V, 
"I 

I{ "' v i) .. - ... 

'"I 

Recordamos <H! l! i 

i: .-:lO, 

respcctlv~m~ntc, por [1 

z C i; n \1,! ,---.. V_, 
' I '2 

u""'G\ 
\ 

\ 

anéis do Vi!. !ori zarj3o de 

'I UI''' R :·o I'[" " z 1 
\-. '">fiJ' 

r 1 - I 1] ' .. , I \,r;nsJ \c n~mos 

re:.\te~;c:ni:ado po!" [o O -·1] 

z "',·-.: r; f'' v" 
' 

·,c 2 : 

-r ;J ' ,, ' 

En 
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Podemos not-:1r· que \1 o - ,, '" 1 ,, 2 
-
.;) <:1 r c 

IJ!lla vez que está contldo no plano y"''o, o 

a if!ci~JsÍ.Ío 

A propo~iç?,o anterior nos 1~.~vot1 a qus~tion<:lr o 

que ~co~teceria se os escal21·as fossem todos po~itlvu3, A res 

posta a isso~ o resultodo dM seguinte proposiç5o: 

m ,, 
" t c.o ') 

r-nd·, " "'~ü ) ~ "· }(, t ~ C1 

na i s -sao csçal~res ;;,;-.1t! z,fazendo ' o' 

então 

DeiolOns ;: rAc;Jo. 
---~·-·-··· -~----'---<-• 

Sej<:Jm 

n 
t _., 1 

Sdtisf~,;;;:!'~ndo 

i1 (~ rn' d<';i'il::'l_;~mos per f) 
' n 

tu l"d i 5 ( ' ' I ) 
'

1 n'Jn''cn · 

n o sttporlha~os ~ue 

11 

m 
.... , \! 9. 
t "-' 1 • t 

V (f)~O, 
9, 

c -~·odu n _?,. c (f) . } ·::. (] ' 
'· I; 

t 

paru ;:odo t, pnd·~Mn'; conci•.:ir qu<:: 

t<Jnt.oj 9,{f}:;:. O, c ft: 

u r~' r c A, M p 
', ..... f I' 

' !.i" ' ' 

fundo-

C O :TI i) 



se te r 
m 

R,.-....( f'l 
t"-"i 

v ) c 
't 

0 r·~-l0' ·,_.:::o 
' '--[ '-' ''" . -- ._. ..... ~---------~--- Sej~m 

.. ') 1 ~ 

\f 
c, 

c de 

valcrizaç3o Je K(::,y,z) Scj~:.r:1 H+C~,) os •:onj Ur1 tos 

definidos em (3.1.6). v ) c 
1 -· 

t 

HnV 
1 

na o 

!-1 + (' ) .. - no cuso em que R ,, K[x,y,~ 

e 9, dndos por [I -1 D) ' [- I I O] , 

i\n V ....-.. 
. 
e u 111 suhcon-

t ' ' 

junto do plan~:t ,:~"'8, e quz: RnVn est:<:J contido C10 SCi',JI··<.:lSP<JÇo 
c 

~io cnt:'nto, H+(2"l) ,.., l·i-!·(·1,
2

) '--:/·· '· H. {_Q.). P:::r::l mo~;trar a 

;.;ej.:.'l ,.-~.(--1)··1,\J} (__ 

ma<c; _?. (r),•··1. 1\ssirn, --i- \." ,_,.;·(··.,_) r E: i-l - (9. • • , 1 .. 
i + ' r··"H(tJ. ;· 

( ,. 1 ,. ' 
;J • • ,) j Ob:c<'Cl'V<1ÇÕ0, 

,]•',_".:),:S;Ji'Í :;,OJL.)i'll:(1 q•••:: 
---~---~- "" ~ . -- . ····-------- ·-- -------·-- .... 
i ríln 1 i r.: i' 

( 5 . -' . I I 

f:l 

f<\ 

i:-' I 

S) > (j L:;,; 

,_,n, 

v ) c 
;~ 

r-: ,-, v,; 

L 

( 5 .1. ' s _) ~I r' ' '; 

V ) c. 
.0 t 

i; ; ·, \j 

rn 
. [ '· ·' 

t ... I '· 

co nd ;;n t :;n :;o, 

,. ·• -~ .. I .. I, v -· -· ,. , .. _ . ;; ' . ' (, ' ,\ ' f ' -

,..--· I! ->· (.o_ ) 

c.on~ 

" r. il o 
:-~ 
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Q~mon::; í: raç,lO. t:;::J que 
m 

r E. rl 
t ,.., 1 

H+ ( '' !' .. t ' i:-; to e, 

.il.t (r) :::, O, par.J todo tE { 1, ••• ,m}. D8do r ( IQ.;.;!ii.><0., c;~1 ~te um 

par,l todo t ~ {1, •.• ,m} 

X
Á r 

por o monômio 

qLie XÀrf V1 para todo t. 
t 

So Q, t (>.r) :::;. O -J t 1 cn tão 1 dcw>tando 

;:e mos 

do 

R n ( \J ) 
t 

1 do que ~Cgtte peJa htp5teSe, 
t 

Loao, 9..(.\r) ~O, e con1o ;,~0, vem que .Q.(r):;:. O, o que ~;ig;1if!-

• 
(5.1.8) ObservJcÓo. Parn R [ ··1 -1 -1-1 

'"' K _>:,y,z,x ,y ,z .. 

m 
Rr>(t"1 

SO'JU(~ de (3"1,7) 

-~r> v,·,, ..... \1 ~ -- '·.e." 

[2 .. 1 o] [ -2 o r L 

R ,, I 'I " n v, I I . ' 
i '2 "3 

m 

(5.1.7) 

c 

(/_~sultado 

r: ::o 

q L:Cl 

.~. 3 ~,·-9. 1 - ... ~"' (l qu.:::1 
L 

cnn-

c :; ... -, 'J o , l]Jil·:ol "!•,) -~ fj '..1·'· .• 



consiste ck u rn subconjunto da 

a quul cst5 contid<l em RnV1,. PodêPl•iS observar isso, atraves 

do griifico: 

1r 1 : 

plano ~ZCJ.+Y""O 

!l 

v~ ' v o 
" 1 '2 

i ) R,..._, \/t ~-' " ,., o 
]"-, \1 " '~ " {-\ 

,, 
c i\ n \I" " " '' 

,, 
'" ' ' 

1 ' ?. " 1 " 2 
,, 

3 

i i ) V,, .. ,~ v './ v \f r'· \19.. 'i 
,, 

\1 ,,_ 
Q, 2 ' :!. ' '"')"• ·'· i·- % " I I 

,, 
i 3 ' 
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De fato, sejam [-1 -1 -1], [-1 -2 -I], [1 2 oJ 
as representaç~es de 2

1
, 1

2
, t

3 
, respectivamente. Então, 

:::::~ RnV
1 

e 
2 

Rr~V 1 0 v, = K c R..-.v
1 

Para mos-
1 2 3 

trar que 4 v 1:. v, sejam 
-1 

elemento de X y um 
'2 I 

v, 

v, e 

1 
2 -2 

X y Z um e !ementa ,, uma vez que 1.,
1 
(-1, 1 ,0)=0 

1 

,,
2

(2,-2,1)=1 Como z
1

(2,··2,1)=-1 e R-
2

(-1,1,0)=-1, temos que 

-1 ,f 
X y f Vt2 c 2 -2 " x y z ft Vt • Vamos considetar ago1·.J, o elemen 

' 1 -
-1 

to xy ~ ( - 1 [ 
V9..

2
, De t

3 
1,-1,0)""-1 segue que X'/ r 

que completa 8 prova th~ i I). 

v t ' 
3 

o 

(5.1 .11) Obs~~~ão. Considera11do aind~1 o anel R "" i([x,y 1 z], 

temos que v 
'z 

R r"\ V "" K. 
9. 2 

to pode ser facilmente verificado, tomando-se .?, 1 c.omo 

[··1 -1 o] e z
2 

como [o -1 -1], 

---·---

" 
Note co! nci do com o 

I s 

comco eixo n, donde coincidc,grafic:.:;;-,1ente, com o 

ponto (0,0,0). Lavo, 

R"V9.f.K, 
2 

R...-.. V1 n 
. 1 

K. No entélni:o, e 



R r'"\ ( v ) ' ' . t 

O no~so obje.t!vo aqui, foi Jiscutir se dadas 

as ãlgebras de 'J<Jlorlzdção RnVt, t':;1, ••• ,rn ainda p0deria-
t 

m 
mos obter umn ~lgebra de valor·izaç~o Igual a R,-., ( n V

1 
) • 

t"" "l • t 

DJdo R~ K[x,y,zJ existem func!ol1dis li 

neares 2,
1 

e ,Q,
2 

sobre Q t.:~is que existe um ~;Jemento u.v n<.J in-

-secçao to 1 RnV,, n V" 
.c I "2 

O]as r'especi:ÍIJJS rcprc-

e sejam u~x e v=y elementos de R. En-

tão, v~, (x.y) 
I 

" V (x) ,. V (y) " O e 
I. 1 • 1 

RnV n IJ • Porém_, Vi (y) ~· -1 '"' 
' Q - 1 '2 . I 

X. y E 

c fl em 

V, (x.y) 
•• 2 

v'·z (><) 

:::: o ' 

, ü que 

d 011 de 

I rnp l i 

Um resu1t.Jdo import~Ji1to que obtivemos, e q\.lc 

vi ) 
t 

ê u'11Et ~1q:-~~rc:; d;-- \1<'-lloi·lh<.:l<<lo. 
------ ~> ., - •• -~---"" -"'-'--0--· ~···--·"····"··· ·----

(5.2 • .2) Prcpoo;i;:3o, 
'
·.•·,·,·,,; .. ,, •.. , •. , ~1o·"'J"'S d<> ""li~r·:-. -r·::., R-~\1 ,. ~ (_, , ~ '· ' ( "' '~ Y '- '-' ' L,<.> ,;"\,o., I / ' v J(_, -• ·----·-·--···-·---'---

R""VR. tais 
.2 

igt.J<JlLl<:JClê: o " (\r\'lqA 

"J 

I 

Ve ,~ i~nV~ onde R"" :\[x,y,r.J. 
• 2 

.• ... •.- :~'n-"b·,~.,,, ,!_., ''"'10•1··~,-;--;o de.fir•.'1 
~· •:.--- Qy -" ,a _, '-'---'y,·•· 

. r (' ',. o 1 1· J •• •.-..1,'-- ~--, 1·, 2 ·1) ... .,,,, ... Gé15 ern '·i,'"{, .. J, .e o i'COJ'.J ,_;:._:,,.') ., ... ,_,,,,c,,, .J•·• 1 ._.-:.: ,~_., que 



-e)dStC o elemento x.y E Rn v9. n v), tal que 
1 2. 

x e y n ao s ao e 

lemcn tos. de Rn V" r. v, Suponhamo~ q1Je exista uma valoriza 
"1 '2 

çao v de K(x,y,z) t iJ 1 que RnV~n v~ 
, R n V, Então, 

'I 2 

x.y € R" V. Como v e um a n e 1 de valol"izac:::ío, s1~gue que X E. v 

OLJ y ~V.·. Oe fato, supondo que x f~ V, ~~ntão conclu[n1oS de 

- 1 
(1.1.7), quç x f. - 1 ) V, Por~anto, x (xy '" y s v. Logo, 53 

x.y E RnV, t.;:ntao x E:, RnV ou y E RnV. Isto contrari~ <-) 

proposiç~io anterior. 

OüOOOüOOOOO 

Q,?QOCOO 



C A P T U L O 6 

VALORIZAÇAO NÃO DO TIPO V z 

6.1. _f_;_-_(:~Lcdad~:_5 J_as_ '/D 1o_d::..~~-;§~~ v, or,, __ .~_r:__L~'--.-9~~-~:.'~.i~~ 

de base;; de trnnscendênd~1 ele K(x,y,z). 
-----------~-----~-------·- ·-··-- ···-·-·--·--·-· ·----

corpo ,1 uma 

nao e tlm~ valori~Gc~o 1/ -------· -----------··---1 
. 

rnferente a ou~r~. 

Dr;monstr<Jcão. Seja K(x,y,:d o corpo quociente do anel Jr::: po-

linôrnios K[)( 1 y,:~J. De <o1co1·do com='! proposiç;3o (2 .• 2.11) e a 

de 

transccnd~nc·,~ oe·.-~do-,8~ · 1 ~ :rr- y •l ?S ou•"J• dP1~~,~-·~~~ - "' ;;) -· ··'- '· ~·--, ·---~ > C>- l ... ·' _, ··~· '"'·"-'~ 

loriznçã{) vt 
1 

de '<(x'-"12 'I 7) ' ' ' ' ~ -- p o I' 'I 

9.. 1 

ç ao de - z I a Klx-'ry ,y ,z_ deflí1iç~o q I..: e 

. 2 
v {x+y ),1, 

;_ 1 
c Como ;< 

t:21ll05 
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que 
2 

= min(v (x+y ) 
' 1 

-z . 

Vamos estudar agora, as possibilidades par a 

que exista _Q, tal que v ~ v , sendo v referente a base S 
'1 ' ·' 

As primei ;,1s condiç~es necess~rias para 2 s~o que v 1 (x)~-2 

v (y)=-1 e v, (z)"•O. 
9- " 

De (4.1.5) conclulnlOS que a Ünica 

sentaçao pi:ira !'-deve ser: [-2 -1 OJ. No entanto, para tal 9.. 

não~ s<1tisfeita a condição que 

temos ( 2' v t x+y 1 " -2 " 

uma vez que par~ 

1 ~ v 
i 

1 

o 

rn as bases Se 5 1 v 
LI 

refer0nte a $ 1 r c f e 

rente a S. 

(6.1.2) Se t! e primo e faz fiarte de tlma bAse ge-

v, ""' 1\[-u,v,t]_ , com V,, rt.:ferentc à basc(u,v,~;}, . .__ u> ;<., 

repr"~s<·!ntado por [1 c K[u,v,t] 

a ,::!-m <u>, 

de remos um clew~nto f de 

. 
e sem fnton}S comuns, 

·< U> 

definida em (1.3.3) Co:1s i-

com g c h portencantas 

~} h/.0. Então, \f ( F) 

·' 
::;_o, ou 

SeJ·? V (g) >V (h) Su',)onhai:lO!/ t]ll~~ ujh e u,..1·g, Coroo"' b.:'.lsú d<-'1 "' . " .. ;, ' 

d.J c oerac!ora, K[:~,y.z] --· i<[u,'i,i:]' e po!" (?..2.1)' podemos <:.S 

crever g e h na formo: 

ro 00 

k i \,'J k 
h d. 

i vi g '" z z o I, tj 1:: '"' z l: ., u t ... 
j i ' •• 

\·J "-"o i ' J K w:eoO ,.-"\<! "-'l•/ 

ild de g) ta 1 
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que c
0

.k,p O. Logo, V {g} ""O, pois t(O,J,k}=O, Como ulh, te-
J I 

mos que existe h 1 1 O tal que h~ u.h 1 Então, 

V, (h) • V (u) +V (h') " 1 +V (h'), onde V (h') ~O, pela de 
" t 9., 9.. t 

finição de Vt, Podemos concluir Assim, que Vt(g) < Vx,(h}, o 

que contraria n h!pÕtese. Portanto, ufh, isto é, f pertence a 

K[u,v,t] Seja agora g/h ~ i<.[u,v,t] Então, g e h -sao 
< u> < u> 

elementos de K[u,v,t], com h;I.D, e ulh • Raciocinando de modo 

anâlogo ao acima, segue que V2 (h) =O. Como Vt{g);. O, 

que V1 (g) ~ v1 (h). Assim·, g/hEV1 , 

temos 

Mostraremos a seguir, que exl5tem elem~ntos 

irredutíveis f de K[x,y,7.] ta'ís que a 1ocaliz3ç~o K[x,y,z] 

P .!.1 r a 

isso, precisamos da seguinte pr0!lOsiç3o: 

radora de K[x,y,z). 

QlJ o corpo das nu:ncr-os racio-

-:;obre Q. P<'lr'd mostt·ar que f ú 

l rredutfvel sobre@, supcnhJmos que exl~tn1n g e 11~ n~o nulos, 

que_f~g.h . Entio, 

Pe1a iguald.Jde. de polínômic;~;,obi:t~iaos dd e~qíi.GSS<>O ,.,.!CÍilla, um 
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sistema de equaçoes, o qual nio admite soluç~o em~. Logo, f 

ê irredutível sobre~. 

Suponhamos agora, que f faça parte de uma ba-

se geradora {f,g,h} de Q[x,y,z]. V':lmos supor também que g e h 

possuam termos constantes nulos. Da igualdade 

~[x,y,z]= Q [x~+y 2 
'g 'h J segue que: 

2 2 
X = x(x +y ,g,h) 

2 2 
' g 9 h) y = y(x +y 

2 2 z = dx +y ,g,h) 

cujo sistema pode ser transformado ainda em: 

x "' x
1

g+x
2

h 

Y = Y1a+y 2 h (:,) 

z: = z
1

g+z
2

h 

y. e 2. ,le!!,2 
I I 

pertencem a (i},. Consi deremns cntãQ 

mens5o 2 sobre~~ como espaço vetorial, tetnos que os tres ~c-

teres dados s~0 1inearmeilt0 dopendsntcs, isto e, c:ilstcm os-

cal<:Jres a,b,c em (Q; nao todos nulos, tais qLie 

ra equaçao do sistema(*) por a, a s::~gund.o:J por b, <1 terceira 

por c , e som<:llldo-se, ob i: e mos; 

r.;on-

cluir daí que •.:t<.istern ajbJc.;;. O., niio todo::; nulos, 
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ax+by+cz~O, o que contraria o fato de x,y,z serem <llgebrica-

2 2 mente independentes. Portanto, x +y n~o faz parte de uma ba-

se geradora de~ [:<,y,z} 

Passamos agora ao resultado que queríamos. 

(6.1,1~} Proposiç~o. Dado urn anel de valorlzacDo V tal 
·' 

que 

K ~.y,z]c V, não cxlst9~!:~ssariJf7!ente~ uma buse de tr<1nscen 

dência geradora de K[x,y)z~ t<.~l que existe Vt, referente a es 

sa b.1se, com V'"" v 9_ , onde J. é um funcional linear representa 

dopor[abc] sendo a,b,c elementos de ~. 

Demon~-~· Consideremos K ~ íD, e f=><
2

+y
2 

em Q[x.y,z], irre-

dutívc 1 sobre @_. Seja V"' (Q[x,y,z] o anel de valorização 
<f> 

. 
SuiJOnhamos agora que ex i s te 

uma buse {u,v,t} nas condiçÕes do enunciado, e que V(f)=l SP-

V= Vt, então Vt(f)=l e a.b e c são não neoativos, uma ·1·-ez 

que K[;(,y,z]C: V, Sendo 1Q [x~y,z] ;., iJ). [u;v,t], segue de 

(Z .2 .3) e de (4.1.2) que f :;;: f ·t-f 
1
+ .••.. +f 

V./ \'1-t" w + 5 
onde 

f f. Ü I 

" 
f #0 ~e Vn.(f} ""' \·! 

VI+ S ~-
Ent:2o, de I ~, Vi(f) ""''"' concluí 

mos 

(jue 

que existe unl n1on6mlo 

• . k 
Vo(e.

11 
u 1 vjt ) == 

h I K 
( . . ' ) 9.1,j,,< 

cxprt~:;.suo de r ' t a 1 

- af+bj+ck = 1. Mas, COI!\0 

{i,j,k,a,b,c )Cfl'l, obterno.s ap~~n.as tn:-s pos.sl'vels soluções pa·" 

ra ai+bj+ck "" l, a saber: 

1 ) a"' í "'1 e bj " ck "'' o ou 

2) b "j" 1 e a i " ck .. o ou 

3) C"''k"' J e ü 1 " b i '" ' 
o . 
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Consideremos a solução 1). De a=l, segue que 

V(u)=1 Então, vamos mostrar que flu. Suponhamos que flu. L.2_ 

go f/u = g e V(f/u) = V(f) - V(u) = O = V(u/f) , Portonto , 

u/f e, V, o que é absurdo pois V= Q[x,y,z] Como f é irre-
< f> 

dutível e flu, existe q € ~\{O} tal que u=qf. Logo, f f.az pai., 

te de uma base geradora de Q[x,y,z] o que é falso pela propo-

siç3o anterior. Concluimos daf que não existe uma base {u,v,t} 

tal que V= Vt, com t referente a essa base. 

6.2. Valoriza~o de K(x,y,z) nao do tipo V2 • 

(6.2,1) _Definição. Seja K((t)) o corpo quociente de K[[t]J. 

o anel das series formais em t com coeficientes em K. Sejam 

U: K((t)) -~&:a valorizaç~io definida em (2.}.8), por: 

U(t;/Jii) ""o(ç} - o(l{!), e ! um isomorfismo entre K(x,y,z) e 

K((t)), segundo (2.3.9). Definamos a aplicação: 

V: K{x,y,z) --)> 2 tal q11e V= U o I. 

(6.2.2) ~E...~~~-· A aplicação V: l<.(x,y,z}--~ tZ definida a 

to 1 o 

Demonstração, Sej<lm f e g elementos de K(x,y,:d, nao nulos 

Então, V(f.g) = U(!(f.g)) "U(](f) • l(g)) "U(!(f)) +U(l(g)) 

" V(f) + V(g) 

onde ns igualdades decorrem das pro~rlcdades da va1or!zaçio 

u e do isomorfismo r. 
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Analogamente, V(f+g) ~ U(J(f+g)) = U(I(f)+I(g)) 

~ min{U(1(f)) , U(I(g))J ~ mln(V(f),V(g)} • Além disso, se k 

e um elemento de K, então V(k) = o(I(k)} "'o(k 1 ) ""O. 

Mostraremos agora que o anel de valorização V 

(6.2.3) Proposi~io, N~o existe uma base de transcend€ncia de 

K(x,y,z) para a qual V= V9., com Vt referente a essa base. 

E.:monstras;ã~. Suponhamos que exista uma base {d~u,v}tal que 

K(x,y,z) = K(d,u,v), e V~ Vg_. Como {d,u 1 v}ÇK(x~y,z),existem 

então as imagens I(d), I(u) e !(v) em K((t)), Escrevamos: 

'd 
!(d)=t .ç,!(u)= 

s 
u 

t .'.f! , e I (v) = 
s 

t 
v 

• T onde ~ , o/ e 

são elementos de K[[t]), e ~ 0 f O~ segundo 

(2.3.5). Consideremos o elemento de K[x,y,z]dado pela dlfcrcn 

ça: 

e 

s 5 
V(•pddu) 

o 

5 sd v ( u u ) ço 

5 
ç u 

o 

Como por hipótese, V"" V'i, seguq que: 
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e 
s 5 

Vi(~ 0 u.u d) ~ su,sd . Segue dar que 

s s s s 
V(~ d.d "-ç ".u d) 

o o Vamos calcular dl retamente o 

5 5 

valor de V(f d.d u 
o 

5 5 
V(~ d.d u 

s 5 
u d) ç • u 

5 5 

• U(I($ d.d u 
o o 

onde a ~O. Assim, podemos 
o 

Portanto, 
5 5 

V($ d.d u 
o 

o 

r 
esçr·ever c:r ""t .f;, 

5d .s +r 
" u ( t u 

> 

s 5 
u d) ) ç • u 

o 

onde r>.-1 e r, ?O 
o 

o que contra ri a a llipótese que V"" Vi, e demonstra a proposi ~ 

çao, 

Consideremos <:lS séries form.:1ls em t com coefi-

cientes em K, dadas por : 

t ' p
2

(t) = r. 
i "" 1 

Estas séries sao algebricamente Independentes, segundo <1 pro-

va feita em (2 .3 .10), Observomos aqui, que as ' -suas orCIIo~ns suo 

os seguintes: o(p
1

(t)) = 1, o(p 2 (t)) "I e o(p
3

(t)) = 1,de 

acordo com (2.3.3). 
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(6,2.4) !:_roposlçi.io .• Se p
1
(t), p

2
(t) c p

3
(t) sao as séries for 

mais dadas acima, e se colocarmos para o isomorfismo I entre 

K(x,y,z) e K((t)), !(x) a p
1 

(t) I(y)=p
2

(t) e 

-I(z) = P
3
(t), de acordo com (2.3.10), então a valorização V 

definida em (6.2.1), satisfaz o seguinte: 

U) t<(x,y,z] C V 

11) ~IVA K[x,y,z]:::! <x,y,z> ""menor ideal que contém 

x, y e z. 

DeT~st;riJção. Das séries déldas e dos valores de I em x,y,z 

temos que V(x) = V(y) = V(z) = 1. Seja f € t<[x,y ,z) dado pela 

soma finita: f i J k 
-.:I;e .• ,i<yz, 

I J K 
on do 

n~o nulo, Então, p<lra cada monômi o 

e. 'k f. K~ tal que f 
I J 

e 

q LJe: 

i j k 
V(eijkx y z ) 

I • k = V(e .. k)+V(x )+V(y 1)+V(z ) • i+J'+k ~O. Portan 
I J . 

to, V( F)~ O, e f E V. Provemos agora 11). Como MV/\ K[x,y,zJ 

e um ideal de K[x,y,z] e {x,y,z} c MV ,-., K[x,y,zJ, segue que 

Então, f E. K[x,y,z] e V{f) > O. Suponhamos que f 1 <x,y,z> .I_! 

to significa que f possui um termo constani:c não nulo c. Es-

crGvendo f = g+c, onde g '" E 
flni tw 

1 corn b i E. { x, y, z} e 

ri f. K(x,y,z], !<'~mos que: 

V(r.b.) • V(r.) + V(b.) ' 
I I I I 

porque V(b,) • 1, e V(r.) ~O por I) 
I I 
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Portanto, V(f) ""min{V(c),V(g)} ~O, o que contréHia a hipÕt.::_ 

se . L o g o, Mv n 1< [ x, y ~ z] ~·= < x, y , z > • 

00000000000 

0000000 
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