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INTRODUGAD

Seja R um dominio de integridade e seja L o cor-
po quociente de R. Um subconjunto A de R & uma algebra de va

lorizacdo de R se existe uma valorizacao ¥ de L tal que

A= Rnmn YV,
Meste trabalhe, consideramos o anel de poling-
mias K[x,y,z] sobre um corpo K, sendo gueg o corpo quociente

K{x,y,2z} deste anel representari o corpo L.

0 objetivo desta tese & estudar as algaebras de

valorizacao, uma generalizagao da valorizacao de XKrull,

Se Vi, ..ol Y, sao valorlzagoes do corpo L, com
t<w, & se¢ uma valorizaclio V de L contém a intersecgan finita

A . - ) - - Fl
S = Vlfw..,.rwvt, entac existe um Tadice 1€ {1,,..,t} tal quea

V contem Vi‘ Assim, V1"“°’Vt sao chamadas valorizagg

nimais de 5, Empragande um tratamento analogo, consideramos

s mi-

0]

algehras de valorizacao minimais, o verificamos, no cap
h, que o mesmo resuliado nao se estande necessariamente as 51
gebras de valorizagao,

As valorizacdes cansideradas neste trabalho, sao
definidas a pavtir de funcionais lineares L em KaKxK e denota

~das por ¥V, ., Estudamos, atraves deste tipo de valorizacao,uma
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definig¢do anadloga para algebras de valorizagao, comparando es
te caso com o definido para algebras de valorizagao quaisquer
Assim, na primeira parte desta tese, constando dos capltulos
1, 2 e 3, fazemos um resumo de alguns conceitos e resultados
basicos sobre valeorizacgdes, funcionais lineares, e sobre - o
anel K{x,y,z] e o das sérles formais K[[t]]. A segunda parte
contém uma expnsicho das algebras de valorizagao do tipo

RAY com a finalidade de estudar as algebras de valorlzagdo

R- ¥

minimais. Empregamos aqul as graduag¢des do anel Kx,y,z]. fs-

to censtituiu o capitulo 4. No capitulo 5, fazemos um estudo

m —

da intersecgao R~ ( Y, ) das algebras de valorizagao

4a

L
censideradas, e finalmente no capitulo 6, consideramos algu-

mas propriedades de V, em fun¢ao da mudanca de bases de trans
cendéncia de K{x,y,z}) ¢ um exemplo de uma valorizacgao deste

corpo nae do tipo V.,
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CAPTFTTULO

VALOR!ZAGOES

1.1, Definicaes e Propriedades

ot s

Referéncias Principais: Endler, Cap. 1| 2 Cap. I!;
Zariski-Samuel, Cap., Vi,

{1.1.1) Definig:es: Seja K um corpo, ¢ danoitemos por K' o gru-

po multiplicasivo de K. Seja 1 um grupo aditive abaliano total
mante ordonado.

s

i} Uma valorizocio do cornoe K e wma aplicagio V de K

em I' satisfezendo as seguinies gondigfes:
Yi{x.y) = V{x} + V{y)
Vix + v) &= omin { ¥i{x) , V{y) ) Y ox,y e K

L
I

1) Sejam x¢ X' 2 V uyma valorizagzo de K, 0 elemanio

ah

.

corraspondente Y{x) da T & ghomado valo:

g o conjunto de todos os elemz2ntos da |

mentos de K' & um subgrupo d2 ¢, chamado giuco do valores de

¥, 2 dznotado Py~

i1i) Uma valorizagao V £ dize n2o trivial so wix) ¢+ 0,

paera algum x & K'; caso contvrario, V ¢ chamads srivial,

iv} Sa S @& suboorpo de K, entso uma valarizacas Vo de



K & dita valorizacdo de K sobre S, ou valorlizacan de K/S, 2a

paira tedo s &S, s# 0, V{s)

{1.1.2) Proposicao. Seja G um subgrupo nao trivial do grupo a-

ditivo dos niimeros reais R, As seguintes condigoes sao equiva-
lentes ;

i) G & um subespaco discreto de R

ii) G nao &€ denso em R

ii11) { g€ 6; g >0 } possul -um menor elemento

v) G = pZ, para algum p >0

-—

( pemonstragdo: Endler, p. 25 ).

.3) Definicdo., Dizemos gque uma valorizagdo V de K & disc

ta se seu grupo de valores I & discretn,
(1 ) Pufin|cao. Saela T um grupo aditivo abellano toralmente
ordanado, Um subgrupo isolado de T & um subgrupo & de ' tal

que, se um 2lemento v de T pertsnce a A , entao todos os ele-
mentos n de [ que estdo edire ¥ e -y , tombém pertencem a 4,
isto é, yEA » {n&l'; -ysngy} < 4, Denotaremos por G{r) o con-

junto de todns os subgrupos isolados de T, G{I') & totalmente

ordanado pela inclusac.

11.1.5) B,Finacao, Sefa ¥ uma walcorizagao de K, com grupo de
valores T, Definimos o posio da V como sendo o tipo ordinal

do zonjunto da zodos 05 subgrupos izojadeos de T , diforontes

da T, isto €, o tipo ordinal da 6{ )5 {1}

(1.1.6) Propriadadns do uma valoviza
Py V(1) = 0 o= y(-1)

Py Vex) = V() Ve r!



4

{11) Vix-y) smin {V{(x) , V{y)} d x,y e

iv) Vi{y/x) = V{y) - ¥{x)

v) v(xTh) = v

vi) Vix) <v{y) + V{x+y) = Vv{x} = min {v{x) , v{y}}
vii) Generalizagao: |

M
Vo xxi) > min {V{xi),...,v(xn)}

i=1 -
(Demonstragao: Zariski-~Samuel, p.33)
(1.1.7) Definicaoc. Seja S um subanel de K. Dizemos que S € um

anel de valorizacao de K se x¢ 5 ou x-1e 5 para todoe x ¢ Ka{8}.

(1.1.8) Propesicao. Seja V uma valorizagao de K.

i) O conjunto Sy = { xeK; V{x)> 0 } ¢ um anel de valo-

rizagan de X,

ii) 0 conjunto Hy = { xe®y Vis)> 0 )8 o tnico ideatl ma-

ximal do anel SU'
{Comonstragan: Endler, p. 21}

{1,1.9) Proposicio, Scjam R um dominio da integridade, K o cor-
po quocients de R, & v uma aplicagic de Rx{0} em um grupo adi-
tive abeliane tatalmente oydanade T, satisfazendo as  ssguintes
condigdes :

1} vix.y) = v(x} + v{v)

2) vixay) » min{ v{x) , v{y}}

Entan, v pode sary estendidn o wma valarizacao V de ¥, dada por

Y{x/y) = vi{x) « vy}, sends 3} valorizacvio a unica axiensio ds

v a K.

{ X "t e e e - e v U T S U . S,
{oostonseracan: Zaviski=Samuct, »2.37)



(1

de valores T' e ',

valentes se exista

tal que V' = i o V,
cadas, e 3 relagao

conjunto das valori
(1.1.11) P Pyagosi 5t h;~~

conjunto de todas a

de K sobre o conjun

Ho g
para a valorizagao

donte

d

@
o

1.2. Algabras v

-

Re fa

{1.2.1) Definicao.

Pt b it it

A R,Dizemos aue A
uma valorizagao V d

{1.2.2} Progosigao.

1.10) Dafinigda. Sajam V e V!

valorizagces de K, com grupos

respectivamente, Dizemos que V & V' sao squl

um isomerfismo de grupos ordenados 1:T + Tt
Duas valorvizagoes equivalentes sao ldentifi
definlda ¢ uma relagad de equivaléncia no
zacoes de K,

A aplicagao V ~ Sy induz uma bhijegao dd

5 classes de equivaldnecia das valorizagoes

to de2 todos os anéis de valorl de K.

~
Tagao

(Demonstragio: Endler, p.hb)

e segue, usaramos a mesma notacgao ¥V tanto

gquante para o-anel de valerizagio correspon-

lovizacao

[ L S —

rencia Principal:

Kirby.

3ajam R um anel, ¥ o :érpa queciente de¢ R e
@ [l se oxiste
e K tal que A = ¥ M R,

52{a R um corpo. Enzido, A & algabra de

valorizagao de R se e sowenie se A & um anel de vaiorizagan deR
Demonstragio. Lomo R = K em (1,2.1), segue qus VG R, Zntio va-
le a relacgidn: V = VAR = A,
(1.2.3) Daflniciio. AR & wma Vailgabes da valorizagis de 3 se
dado SR satvisfavendo:

iy s < =



it) se V & uma valorizagao de K, 2 VDA, entao VNS # 0§
entaoc SMA £ 0,

(1.2.4) Observacao, As definigdes (1.2.,1) 2 {1.2.3) sdo equi-

vatentes, Demonstragao: Kirby, ¢nrolario 1, n.83,

1.3, Localizacio de um ansl

Referancias Principais: Barshay, Cap., 111; En-~
dler, Cap. 11,

(1.3.1) Daefinicao. Seja R um anel, Um subconjunto 5 de R & di-

Ey

to um conjunte multiplticativo e R, sa:

i) 1¢5§
11) se a,b ¢S enizo a.hés

i1} o4s.

S i e o s e, ——

{1.3.2) Dgfinizao, Seja S um conjunto multiplicativo em R. Con
sideremos o conjunto {r/s; reR @ 5 €5} » Definamos  uma re-

lagdo de eguivaliancia neste conjunto, colocando:

F1/8q v T /5y v ds ¢ 55 5«(?152 - r?_sl) = 0,

Denotemes agora por ¢ copjunto das ciassas de sguivaléncia

s
[#/s] da relacgin dada., Sob as oparagdes de adigio & multipli-
PP { .
cagae dadas per:

[r}/sij + {rzfsz] ee {r§52+r251Xs}b?]

[r}/5¥] . [FZ/SZ] =

R. 2 um anel c¢hamado aennl de B oo

{1.3.3) Ohssrvacio. Se P e um ldea rimeo da R, o

€ uin conjunto meltiplicativa de B, 2 o anel R, =2

denotado por Ry, @ chanado joo:
r AR



Denotando o elemsnto [r/s] simplesmente por +/s
@S Crevemos RP = {r/s; ré R e s¢P}. Alem disso, se R & um domi
nio de inteqridade ¢ K o seu corpo quociente, entao RECR,C K,
{(1.3.4) Pronqg:iyq. Sejam V um anel de valorizacaoc de K, 4 5
conjunto de todos ons ideais primos P de V e q% o cenjunto de
tedos os subanéis B de K que contém V. Entao, todo B{;QS 2 um
_ane] de valorizagao de K, e iste uma bijecido antre e gg,
gual inverte a inclusao, e ¢ dada por: P = Hg e B = Vp(loca~
lszagao de V em P). ém disso; GQ e i sao totalmente orde-
nados pela Inclusdo.

(Demonstragao: Endler, p.43)

{1.3.5) QObsarvacdo, Dadoes R um-dominio de integridada, K o seu

corpo guociente e f um elemento primo em R, @ localizagdo R»f>
£

Wy

.,'L e

1
i

2 um anel de valorizacgio de K, De fato, se u/veé K e u/v TN

ent3o, por (1.3.,2), ftu e flv. Logo, v/uﬁ.Rﬂf%.

-

1.4, Anéis deo Prufer.

Referincia Principals Endier, Cap, i,

{1.4,1) Definicaoc,, Sejam R um dominio do integridade, K um cor

po ¢ RC K, Un anel de valorizagd3s ¥V de X ¢ dito zssanaial para
R, se V € um anel des frago de N, isto &, se VY = Rys para al-
— !‘

gum conjunto muliplicatrive M de R,
Vamos denotar poer 8{R) (resp. E{(2}) o conjunto
de todos os andis de valorizagdo de K que contem (resp. sao as

sancials para) R,

(1.5.2) Pefinicio. Um deminie de integridade R K 2 chamado



um anel de Prufer de K se B(R) = E{R).

(1.h.3) Proposicdo. Seja R um dominio de integridade & seja K
o sey corpo guociente. As seqguintes condicoes sdc equivalentes

i) R é um anel de Prufer de K

ii) Ry & um anel de valorizac3o de K, qualquer que se-

ja o ideal maximal M de R,
iii) Ro & um anal de valorizacdo de K, gualquer gue se-
ja o ideal primo P de R.

Nesta caso, existe uma bijecao entre B(R)} e

]

P(R) dada por: P = MR e 8 = Ry

Endlev, p.75h)

'™

{Demonstragao

(1.4.5) Proposicdn. Se R € um anel de Priifer de K, entio todo

alemento 3 de B{R)contém um alemento minimal da B(R),

(bemonstragdo. Endlaor, 0.75)

1.4.5) Pronosicao. Sejam B, ,...,8 ancis de valorizacaos de K
PR i S ‘1 ? ? m 5 1

nao comparaveis,dois a dois, ew relacan & inclusaon, Entdo o a-

nel R = B_~ .,.r\Bm & um anal de Prufay de K, com exatamente m

1

ideais maximals HB;ﬁ R,.a.,MBrﬁ R.
i i

. {Demonsiragao: Endier, n.73)

{(1.4.6} 0Observacio. De (1.5.3) ¢ (1.4.5) cancluimos gue os  a-

[ U 6 T Spw e s

neis de valorizagao 3£ B{R) = £{R) estac em corrospondancia
piunivoca com o3 idoais primoes P de R, & que Bj,aus,ﬂﬂ 200 03

glamentos minimais de B{R). Vames provar a sz2gunda  a

Seja:B vm o anel de vaforizagio de K que contam R o= BTFM¢,ﬂBﬂ1CO
mo R & um anel da Priifer de K, sequs d2 {1.4.2) sus H.m R & am

fdeal primo de R, Logo, M, ™ ROA, onde HR o oum Pdeatl  maximal
Hh H



ge R, Por (1.4,5), existe 1€ {1,...,m} tal que M,

tanto, R AR 2 R ou seja, BDBI, para algum

CO00O0QNC000

[PRCR R EnRvRH
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ALGUMS AHEIS ESPE

2.1, Ancl yraduado

Referencia Prinaipal:

')

E I TN |
T

subgrupos

subgrupos

G = G]@),,~€JG?, 5@ 1

1) G & soma dos subgrupos G],g,e,Gr,

23 Gi(\ [G1+, V%G§_1~%Gi+1é-...+43r] w {0}, 1 = 1,.,..,,r.

i1) Um anel R & chamado anei gradusdo sa R 2 soma dire
ta de subgirupos aditivos Rq da R, satisfazendos

3) Ry e R R

05 Tndices g sic elementos do um grupo abeliano

C, tatalmente ordenado.

iti1) fe S € um subaned de R, diromos gue 5 & um sub-
anel graduado de R g § & scoa divota de saus subgrupos %r\?q.
(2.1.2) Definicao. Seja R oum aziel gradusdo. Um cizmento do R 2
di o homog@nao se perience 2 bm 405 R 5 8

) 1

grau q se pariencs a Re ¢ diverante de zero,

2

CHAIS

ariski-Sanuel,

z Cap Vi,

aditivos do anal R, Entuo
G , o denotamos




*

(2.1.3) Observacac., Se R & um anel graduado,,entdo cada ele-

mentce nao nulo de R pode ser represcntado, de maneira unica,
como u'a soma finita de ejementos hormogeneos nao nulos, de

graus distintos,

2.2. 0 anel de polindmios le,g,zl.

Rafargncia Pringipal: Zariski-Samuel, Cap. 11,
Consideremos um corpo X, e saia K[x,y,z} QO a-
nel de polincmions sobre X, nas variavels x,vy,z.
(2.2.1) Lema. Sejam R, = K{x,y,z], 2=(a,b,c) e ZxzZx%, (a,b,c) #

{0,0,0). Qualguer elenmante FE& Ripode ser escrito na forma:

@« *
f = F T a, ., % yrzo o

g=-w jaribirka=g

onde e, ., & K o (i,],Kk) €.
iJr(.
(2.2,2) Propesicio. 0 anel R,ow Kix,vy,z] & um =nel greduado,is
SR I
to &, R,= @ R_, onde R 530 subgrupos adlitives de R, tais que
~ {]:.:mmq 4

Ry Ryt © Ry

, & ainda

Hemonstracac, Seja s={a,b, oyt Zuikd, 870, Para cads qg& %, con

LY S U

¥
-

=i
i
3
Ha
+
-
—
.
L}
e
.

sideremos o conjunto S = [f LR _
q - iawjhrkomy 4

Denotando por U o polindmio nulo de R, soja R = & {0}, No

ta que R DX, Para os elementos azo aulos da Rq dacos por:

. ' P m_ it ,
f = b Sy X TR g b el iy a, dafi
PP i ' ot _ mit v —
Padjhikesqg AN L oy
namos u'a adicao por;
| / { bk
fs g = b et ey, X vyt a
s [ . S Poiag

ot hdlieng



Suponhamos que f = u e g = v ean RR’ onde
. i i k 3 - , o o.mon_r -
TR z dijkx Yz e Vv = 5 X Yz A

iatjbrke=q ma+i b+ i gy

gualdade de polinemios nos leva a concluir que TR dijk pa-

ra todo {i,},k), e Qénrmd%nr’ vara todo {(m,n,r}. Seque dal
L Lotel o= d,, ). vaira i i, om sa -

que ey ek lek+dljk , pavra todo {(i,j,k), & como conse

(2
£

nuencia, f + g = u + v,iste 2, @ adicao asta bem defin

Uma vez que K € um corpo e S © , e d,

Jk J

K
sao elementos de K, podemos concluir qua f 4+ g = ¢g + f

-
@]
™

da (f + g} + u=f 4+ (g + u); logo, a adi¢ao ¢ comutativa e

Co
e s - i 3
associativa. Befinindo ~-f = i ("ciik)x yjz , Etamos
' Fasihekesyg .

que -f& Rq e F + (~f) = (~f) + ¥ = 0., Assim, esta adicio de-
fine uma estrutura de grupo abelianoe em R, sando que denota-
mos também por Rq’ Gsta grupo.

Sejam agora 0 e qf pumsros Inteiros, q#gq', e

h & R .R1,. tntao, existem fé& RW e g& i, tais qus h = f,q

. i ke . . mon
Sa f = b @ X ij 8 g = b Canpt YO a0
N i , : i .
fav jbeko=q S giE R ey
ta { = = d ap\r ‘yt andes o=+ At rezle g a
Ca0 o= 4 '351“ , oo DGR D= rM,y; B bl [ e |
Bt

ainda d =, e, woe el 0 Be fato, considaramos
nst LM pebn kA g mnt
~ ioj Kk mon_r . A
os mondmios e, . x yiz g oe' o xUy oz . Falo preduto de polino
ijk W -
rr'é tamoes e ¢ i‘ iyk el o T
ni 03 oS ¢ N N T A2 ; A
S ' | it Y anr’t 7
[ HEN ) e
(C o1 o .m‘!_‘{ '351"_.{'}"\
T b e I ¥ Fa )
il iy /
Por deiinicio, e, , .of mo TP . 0 tomos aindos
i bRy P iy mord RN



~13;

pat+sh+tc = {(i+m)a+(j+n)b+e{krr)e = ia+matjbrnbikctre
=(ta+jbtke) + (marnbere} = q + q'. Logo,h = f,g é um
elemento de R ;
q+q
Segue imediatamente do Lema (2.2.1) e da defi-
[w'4]
ni¢gao de R_ que Ry = R . Gbservando esia masma defini-
q ’ {fz—o CI
(=]
¢do, concluimos que R , ~ [ & R1= {0}). Portanto, R, ¢ so-
qm-» A ’
'._,;,“:ql o
ma direta dos subgrupos R_ de Ry, oy seja, Ry = (B R_.
4 ’ R q
q
(2.2.3) Consequéncia da Proposicdo (2,2,2). Como R, @ um ane!
graduado, segue de {2.1.3) que tndo elemsnio f &R, pnde__ sar
escrito, de mndo unico, na forma: f = §f + f +aaat f , on
— W v WY o
de f & Rs, fw # 0, ?w+v% G & vIOfl, wi By =edyco,
(2.2.4) Definicion, Seja F um polindmio ndo nulo, S todos  os
monomios dos quais f & soma tem o mesmo grau m, entao £ & di-
to uma faorwa homgofnea de girauw m,
(2.2.5) GQ§»fyu¥ao.'Sﬁ a=bue=1 nao demenstracdo (2,2,2,3 entao
. . i ik, . . -
R = {f&R ;f = P 2, ., x vz 3w {0} . fomo {i,],k}eMsNa
1
4 P ik
tamos qua q Z0; para g=i, RJ K. Hesto casa, para oada g, f
! .
¢ uma forma <o grau g sobra K, 2 B_ & o grune das formas  de
a Rom Kix,v,z|. Se a=h=c=l en (2.2.2) ,
[N )
R estd com uma graduscdo normal

L

WR cuipo.




-

i) Uma extensao L de K & transcandental sebre K se L

contem elementos transcendentais sohre K. -

i1) Um conjunto de transeéfndencia 5 de L & uma hase

de transcendéncia de L sobre K se §S & maximal, isto &, ge S
nao € um subconjunto proprio da2 outro conjunto de iranscandén

cia de L.

(2.2.8) Observagao. 0 corpo quociante RiX,y,z} do anal de po

Piadmios K[x,y,z] ¢ uma extensao transcendental de K, e S
S={x,y,z} € uma base da transcendéncia de X{x,v,z).

2. oposicao, Seja uma extensao de K, ¢ danoter oTe)
(2.2.9) Proposigido = L extensas de XK, {enoktames por

K{8) o menor corpo contendo K &« S. Entan, qualguer suhconjun-

By

to 5 de L tal que L € uma oxtsnsao aigébrica de KiI3), conteém

uma baze de transcandénaia da L sebre K,

{Daomenstracso: Zariski-Samus!,p.99)

(2.2.10) Propesicaon. Duas basas do transcendéncia de L sobre

X tem a mesma cardinatidade,

{(Hemutatragdo: Zariski-Samual,p.99)

(2.2.11) Proposicdo, 0 sonjunte S = {x+y ", vy, 2} & uma  base

i o er . - o T 17 .
da transcendincia de K{x,v,z).
3 “. : {22

TRV i~ . @ e f - . - D MU N ra
Pemonsiracio, Como KCK{x,y,2) 2 S5 Mix,y,2), cencluinos gue
£ 4 P Y T . s P o - M P TN -~ e
K{S) ¢ Kx,y,z). Se consideyarans asgora o conjunto {x,¥,2},%a

mos que {y,z3CK(S), & ainda » pode zer ascrivo na forma:

Kow (:<+y2} - y2

se conclul gue Kix,v,z) = R{S), Asllcando agura {(2.2.9) opera

[

L=K{xn Z2) e S={x+¥ .,y ,2} sague gus 5 Taz parie de o ouoan boga
H b Al 3 i ]

3 O e Y I T (VTP E | S ERT TR e e T o

iia i LA L B e I " EN - Y TN s 7 - . 1l e e AR iV

e Lransoanasnola o PR Y L FIEE LY Ry @ camdlm ool R



transcendéncia de L ¢ possui

& uma base de transcendéacia de K{x,v,z). Aldm disso,

{x+y2,y,z}C3K[KsY,Z]
guatdade: K{X,Y,Z]

(2.2.12) Observacan,

2
zemos que {x+y~,y,z}
de K[x;y,z].

(2.2.13) Observacao,

de certos resultados

K[X)Yaz] por K[XJY5ZJX"1,Y_1,ZMIJ. Notaremos

cardinallidade 3. Por {2.2.i6G), S
com
e {x,y,23 ¢ K{s], temes que & valida a i-
K[x+y2,y,z].

Palo fato de K[xgy,z] = K[x+y2,y,z], di -
geradora

& uma hase de {ranscendancia

Faremos algumas comparagoes da validade

obtidos, em funcao da substituigao de

riam com esta mudanga.

5

que alguins va-
dries formais K{[t]].
Referenclias Princlpals: Mcloy, Cap.i; Zariski-

~Samuel, Cap.V!ll,

{2.3.1} Definlcso

5

ror
por KL1

zjam X um corpo e t wuama indeterminada so

]l o

conjunto das expressoes da for

i
. K . .
ma: 5 = L ¢ onde r, ¢ K, k=0,1,2,..... . bado outro a-
k . D i , iy
- k
lemento o= n wkt , ands $kﬁ K, 25 oparacoes de adicso e
L =3 0 '
multiplicacao definidas por:
=
k
o+ o= L | Ty My bt
k=0 ’
o I
< . _ .
I o.M o= I d, , onfda ﬁk : Y g;w , Rl 1,7, 0.
Fay i

farl)



._36..

definam uma estrutura de anel em K[{tl], o qual & agora cha

mado o anel das siérias farmais em ¢, com coeficiantes em X,

Diz~se tambem que T=y sea £, = Wy para todo in
teiro naoc negativo k.
0 corpo quociente de #[[t]] serd denotado por
RKE(e)) .
w

(2.3.2) Propesicao., Um elemanto & = § Gyt de X[[¢]] pos-
R kad  ©

sui inverso em K[[t]] ++ r_ possui inverso em K “«>

5, 4 0.

(Demoastracao: Heley, p.16)
ol

(2.3.3) Bafinicao. Seja ¢ € K([el], © = 3 < tk. 0 menor

El

fndice k tal que Ck# 0 & chamado e denotado o)

Sz of{r) = k entao e dito forma inicial de g,

"k

{2.3.4) Observagﬁg, Se ¢ & K[{t]] e of{g) = r, antao § . pode

G oo ouma unidade om
E

o
[44]
-
0]
s
]
i
u]
=
&
iy
=
ol

om L. op

e

1 T - a . e e R e e Lo 2 L [T O T 4
a{rl_t-l]. Este F'i’_—:.’ji.}'ii;i'.ldo SaGgla divetamente dao ;J;(;Dt)nag,:,iuu..f}. }

(2.3.5) Proposig:

. Sela X{{1)) o corpo quacienze de o i[[t]].

. . . o
Todo slemento & ¢ K{({t)) rodae ser ropressntado por ¢ = 7, 7
~ 7 o H i e 7 n ]
onde 8% £ e v oo ouma untdade am hL{ﬂJl»
- i o , P 4!
Bemonstracao. Safu v o= pfo G K{{z)), onde ¢ = L .p 2 w = T, oy

)
-
—
e
oy
I
LI—
-
[
]
b
-
il
Wi
i
[}
(=gl

com r, h & M & po,n sag unidades

explicitaments, vam que:
ot . »

\
i e S N {p W T

bl
v t Wi



-.‘!?..

ey

onde s = r~h ¢ Z e v & uma unidade em K{[t]], uma vez que © &
produto de duas unidades em K[[t]].

(2.3.6) Proposicao. Se ¢ e § sao elementos de K{[t]], entdo:

ol z.9 ) = ofz) + o(y)
ol z+9 ) =z minfol(g) , ofuw)}.

Demonsiracac, Suponhamos que ofg) = r e ofn) = 5. £ntio, co-

it

mo r e s sao os menores fndices tais que g £ 0 e y ¥ ,
respectivamente, segue do fato de L0 ¥, € X o de K ser um
corpo, que ¢ .y # 0 ¢ ainda Gy e a forma inicial de
.9 . Portanto, ofz.p) = s+s = olg) + oly). Se r 2 s, entao
o(p+y} = r = min{o{zg),o{u)}. Note que se r=s e AR cntao

olp+p) » r.

(2.3.7) Consaqucncia de (2.3,6}. K[[tj] & um ancl do valoriza-

[

RN VN a8t i

o discreto, de possto 1, de K{(¢)}.

1]
o)

(2.3.8) Obzerva pe (2.3.3), {2.3.4) e {2.3.6}) tz2mos que o

jo
o
-~
1
-
[P
-
==z

& uma aplicagio 6} em ¥ {um grupo aditiva abaliano

totalmente crdenado), satisfazendo as condigdes da oreonosigio

(1,%.9), desde que-x[{e]] ¢ um dominio de fnseyri pols K e

um corpo. Concluimos dal que o oode sar astandlda o nma valaor]
i Y 3 . R [ T » '

zacdo U de K{{t)), da seguinte manziras S{g/y) = oly) =~ ofw)

cujo grupo de valores & Z.

Podemos tambem dofiniy U arravdés do rosultads
_ ) .
(2.3.5), colncande para o2 K{/e)), o = % “.v |, con 5,6 2 e
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gque U € uma valorizagao discreta, de posto 1, de K({(t)). Es-

5, S ot
crevendo ainda explicitamente, ¢ = gt o or o Feraveaaat
S o+ _
ot , com o & K, 8¢ Ze neid, colocamos Ulo) = R

se 0,7 0.

{2.3.9) ifopqsiigg, 0s elementos Uys Upyownnsu 530 algebrica

mente independentes sobrs K se, & somente se, para cada l<r |

(hemonstragao: Dean, p.213)

uy & transcendente sobre K(u1,u2,,,.,ui_]

(2,3.10) Um isomorfismo de K{x,y,z) sobre K{(#)) & obtido es-
colhendo-se, para cada variavel x,y e z, umna série {Formal)de

potencias p_{t) () @ o (&) em K{(£)}, de modo aque as tres
L} x ? py 1 7 ol hl

séries formais escolhidas szejam algebricamente indaepandantes
sobra K. Denotamos um isomorfismo arbitrario de K(x,v,z} sow

bre K{{t)), por 1.

Aprasentamos agqul um exemplo, Seja p_(t) = t .
i

i
—
[—

Entdo, por {2.3.9), obtemos um conjunto {t, pf{ algobrica-

mente independante, tomando para p{i) um elemento transcenden
ol nl

f ¥ . s T
te sobre K, Yamos mostrar qua plt) = t + 7% .. & 4% 4, ..,

satisfaz tal pronriedads,

Suponhamos aque pit) ssja ralz dz um polinomio

. - . - v
FT) de grau q: F{T) = aa(t}+ai(t)r+.,,,"+aq(t}li . onde
a, {t) ¢ Kf{t], ¢ seja d = wrn{ﬂriai(t}), i=0,1,..,01, Assumi-~

mos F{T) irredutivel sobre K{t). Para cado polindmic s{t), a

saria p(e)-s{t) & uma vals do solinomio G{T) = F{T+s(e)), De



fato, G{p(t)=-s{t)) = Flp(t)~s(t)rs{t)) = Fip(z)) = 0, nois
pl{t) € railz de F(T). Temos entdo que:
- oy Lk Ly b C{
G(T) = bO(L)%u1(t,f+......+bq(LJT
onde bo(t) = ao(t)+a1(t).s{t)+......+a§(t).(s(t})q. Como G{T)

€ irredutivel sobre K{t), porque F(T) o &, vem que bo(t) P 0.

Por outro lado, gr b = max{gr{ai(t),(s(t))!), i=0,1,...,91}

max{gr ai(t) + gr (s(t))], P03 ..,q}

A

= max{qgr ai(t}, i=0,..,q}

+ max{gr (S(E})i im0, 00,q)

= 0 4+ g,gr s{t)

2%,

R
.. {n~1)°
Tomando para s{t) o polindmic  t+i +

re
onde n é
um inteiro tal que n>d+i & neqg+l, temos gque gr slt) = (nwlﬂ

e qgr b_ g d + q,(n—l)l {n=1) % (n“i).(n~1)5

o]

N

< {n-0 o (e L (et

]

Portante, gr bo < n..

! TR |
. Il I } ERVINE L )
ab (6) b ()M I e ey (e (e, 0
o i |
' { -ni! -
todos 05 [ermos, 2xcaio O3 de b \t), PGS R 5 come Tator

-

i -

L i1 A ]
Entao, *bo(t} = blﬁt)(t R B I 0 P B ,
o que contradiz o fate de que b (&) # 0 e gr b < nl. Portan-

i
to, {t, plt)} & algebricaments indespendeonte.

Para obier um conjunta {t¢, p(ﬁ}j i)} alage=

Faar—

bricamente independante, hasza considararmos as segninies se

rics formais:



..20..

il R N
plt) = t 8 p' () = £ (5 ¢ *) .
i=1 j=1 i=1
Definindo-s¢ entao, p (t) = t, py(t)
2 = lE)_ji.
¢ Pz(t) B j%i( i§1 t , obtemos um iscwmorfismo
K{x,y,z) sobre K{{t}}, tal que: I: K(x,y,z) ———=
B
yi _________ T, S
2z e >

00000000GO0

GI00Cc00

de



cAP I FTULO 3

FUNCIONAIS  LINEARES

eferdncia Principal: Maring, Cap. IV,

(3.1.1) Definicao. Seja £ um espaco vetorial sobre um COrpo

L
LT

FCR, Uma transformacao linear de E om F ¢ chamada um fuincio=

nal lincar em E.

{3.1.2) Proposicho, Se £ & um espaco vetorial de dimensin £1-

nita n sobre F, entac o conjunto de todos os funcisnais liaea

res em B & um gspaco vatorial de dimensao n, chamado o zcpaco

e tmtat b e
Y

dual dz E, ¢ denctado por E,

{Damanstragio: Maring, p.129)

{3,1.3) Proposicaa, Scja A =~ {eija.a,ﬁq} uma bass da &, Se
DIMgYs LR ;
n i -
o = I a.e. , £ se¢ definirmos £, E = 5 por 2,{a) = a,, vem
ju1 4 ‘ ' ‘ ‘
1} Para cada i, L g oum funglennal linear em E,
2} A= {21,.a.,2q Y2 uma base de £, dita base dual da

o
fa3
W
R ]
=

DY Se 4 o= %A . 2{e.) = M, entao L opodo ser re



presentado pela matriz=-linha ixn, [ X

realacao a base a

tao  2(x) = [A},.. An].

{NDemonstr

A

(3.1.4)

i + a

entado pela n-tpla (xi,,..,&

meny

el

enm

)

4

iz [A1 s e s An], an-

ng, p.130,131)

Prenosicao, Ceonsideremns o seguinte sistems de incqua
aes lineares:
es lineares

a, , n,+ N I = 0
0 T A T YIntn 7

o 4}(.+-na ):u.'la, :3. 0
2171 ’ an"a

i1 X +rua.swa+a hY :,'. {]0
ml i mn

0 2 uma inequaglds linear

G 0 Sisiema dade tambom o ¢, en-
18 L1 Y05 Fysovaany oo P, tais qus
''''''''' - H
m
Loy 4 e I s b I +al A R
4 _J"slij i C‘i., D ara Load J ke € G:U‘ o J . n.
Pt
S A Sy Y R S ] ’.z)
PR E SRR AN, Daunss
{2 Sela um espagns vatorial ds dimensao Fi-
nita n » 2 schyve F. Se 2 & 32° 550 funcionals linz2ares am &,
tais gue {2, 2'} & linzsaviesnss Indepsodante, asitao i
vator x em E otal aqua 2{w) = i e 2'{x) = 0,




linearmente independentes de E, tais gue £1m2 e ﬁymﬂ'. Entao

existem 2t%1"°"zn tais que 21,..4,£n a0 linearmente inde-

-

pendentes (base de £), Suponhawos que para cada 1€ {1,...,n} |

ﬂi seja representado por Lai] u.u.ain] . Entao, a matriz M,
Moo (aij) tem ordem nxn, e det M # 0. Concluimos dal que o

sistema H.x = (§,,) possui solucao, ondz x = (x¥,.,.,xn) am
relagdo & base dual, e 8y ¢ o simbolo de Kroneckar, Logo, e-
xiste x&E tal que £{x) = t 2 2'(x} = 0.

(3.1.6} Definicio. Sejem F um corpo e 2 i F s ' oum funcional

: i) s ;
linear am F . Definimos o conjunto:

H(2) = feef"; 2(a) 3 8)

(3.1.7) Proposicio Sajam 21,,,.,£n funcionais lineares am
LI e i i
n i . :
. B - R A - - H 1. .. o R
V. 3e M H (94 3 ) . H (:4,«} s =i i nND KAIBTO 2% 08 ] i _é by 1 3o sy l.-“
28 ! AL = ;
fo== I -
fil
sm Foo Ay 2 0 para T ow 1,..,,m, iafs qus % = I At
- i=1
Hamodsiy2es0, Supanhamos que 05 5y 32 ]am represeniados por
- R . P | )
a. P~ §ow 1 + p M 2 & DOy ta v ae@ 1 s Yamos da -
L it 1n] ? e L i
: .0 . L e
aotar por o = (3]”’”9Xn} o alomnantos Jda F. A inciusao

' H+(£ Yo H+(2) , du scerdo com {3.1.3), equivale a  afiy-

mar que s$8 o sistemas

X.-ﬂ-.

..,u.+a1 ¥ooow 0

Hon

D O S
23171 v !

[
et
o
=
LY
fl )

g b e
DA R T

; st
mi it o=



for satisfeito por o, antao o tambem satisfaz a Inaquagio :

A X T aka N2 0. Sague de (3.1.4) que existem escalares
!

m
nao negativos Xpsoeveady tals que % Aiaij = aj . para todo
il x
m =
. H .I' X . = .OJ-
j, 1 s 3 s bal, T A0y

(3.1.8) Consequencia da Proposicio anterior. Se i\i(i‘,i) Aznota
moo

o nucleo do funciopal linear i erniio rﬁiﬁ’(%;)ci HU{e) T
i

GIO0N000o000

0080000



PARTE 1}

ALGEBRAS DE VALORIZACAD EM K{x,y,z)



ALGEBRAS DE VALORIZAGCAQ

TUL O

2 Bx@x) v {

Definamos a aplic:

de Rgmﬂfx,ygzj, on do ¥?

vy EWN, we ¥, ~wpge

Damons tra

acoerde com (2.2.3),

ma. Se T & R _,

., #0, tais
Pk

£
[t

termo nag nulo

segue que: min {amy{

funcions)

al+bivrck.,

£

MIHIHATLS

numaros racionais, e

representado por  fa b C].

. x,ygz]\{ﬁ}-;ma ) colocandn

- e "
Se o um elamence de

H I
J.L= Bpy b, tnfinimes
YUE o, enttagag datinlmnes
..... S
i
@2 . .y, M }
|Ji"\

bk Un e lamento

: 2 c :
LA P {!.I_ ,—vO 3 1 Y 4 fa]
Intao, v {7} = ow,
ARG 7
node sor gzorite, de
Baoro st , Somo o aci-
RS

opo wWalla® o2 o, ., 6 K
ij¥
) ik .
PO T;;:{‘,i Y SN
P
q Lz RIS NV 151 1: i""\"}
3
(s 2N RN E P v,
ik



Assim, vg{f) =

(4.1.3) Proposicio, A apl

digoes:

1) v, (f.g) = vg(f} g Vg(g) \

2y v {f + g) R min{vi(F), vl(g)} ;. para todo f,g em
K{x,y,z].

Damonstrar

[ %]
&

iz

% j a2 F = .Fhf-}- 3 o4 0+F o g b

R -
RRRY u Juvt

maentos nao nulos de K[x,y,z], afida Fu% i e g1¢ 0. Podamnos es-
W L

)':'n::aa‘s'{: s a?nda ma

crever f.g = ¥ g +{f

PR .
~ Wwvgu+t

: f A e h a T A
1 4
forma i y onda g #0

wW-+u WL

I
ronoa o ol

,g o3

+ 1 N
DRSTIRNFENTE SENTENEVRE Y

poreus FN#G e guﬁﬂo A proposigdo (%.1.2) nas leva a concluir

que v

R(f} VI v£(93 = U 8 vﬂ{f=U).“ W*ﬂ'

Vames sUpoelr agores qua w £ u o whky & uttl, Entao

existen 5,8 €8 LTais que whs = 5 2 utves's o ust, o podemos s~
crever f + = on+D Fae s a D oy onde p o= % g ara

9 w1 Tvpryrst? Yy g g’ par
W % g £ wWhviest,  Conto wiz! £ M, segue da axnressao de f+g9 qua

v lg) Y. A Tgusldade s8 ve-

W . o A B s P o L H
‘f_,,. i‘\l.‘z‘;g"_;,;:}\i\.}}"““"a‘" ) daiint -

~

[
1w

N ]
——rt

da vovr: ¥, (f/g) = v, [F) - vg{g} o oums valopizavaa o Klx,y

e dogs resuibados (h.iqﬂ},{!,i,%

e do Tato de B ser um gruns adicive abeliano totalmania ordo-




V(v = v ly) = 0 (8,1,0) = b,
Vv (z) = v {2z} = 2(0,0,1) = ¢,
% £
(4.1.6) Obseryagso. S¢ (a,b,e}c 20, pnrio YV, ¢ uma valoriza
cho de Ri{x,y,2)/K discreta e de posto 1, uma vez quz ©  grupo
de valeres de V, ¢ agors Z, um subespago discreto dz R, seqgun
do (1.1.2).
(4.1.7)_0bservacio. 0 anel de valerizagao v, g dada pors
vV, = [f/ge K{x,y,2)5 V, {f/g) }
= {(F/ge K{x,y,2)5 v, (F) 2 v, (9]}
Um resuyltado bew conhecido e que se uma valori
zagdo V contdém a Intarseccio finita V}r\,.,;wf de  valoriza-

[ !
.\-J\.1

goes Vo, o0V, entao V ogongem Y., pars BATREEE B
Fste resultade constitui a nosss proxima nroposigan.

{h,1.8) Provnsicao. Sa L & um corpo ¢ Ul,,.,,vt 2 Y sao anéis
da valorizagdo de L tals gua ﬂifﬁ..,fﬁV?cﬁ ¥, entas cxriste2
FE€11,...,8 tal que WECTU,

Demonstracio, Faremos a prova para o= 2.

Suponhamos V. = V,, anais da valorizagdo de L,
nao compairdveis em.vrolagin 3 innlusio, & danotenos 0o= Virﬁvz
Pelrn hipdgese, ¥ & um ancl de valorizoecas do L, gua contém R,
{Uino 5UPUS SRS U1 e Vv, nan compardveis, sogue de {1.5.3)  gua
R £ um anel de P"nl ey de L, Assim, do ¥R s2gue gus Vo oconicem
um elemente minfmal do conjunto de todos o3 anais de valorizs
cao de L, qus contém R, szoundo (1A 4}, De (3.4.5) vem  aque

ocu Y1V



(4.1.9) Propesigao,Seja 2o funcional linear reprosentado por

[1 ] U] Entao, Mujﬂ K[x,y,z:ﬁm 42> = o0 wmenor ideal do  anel
K{x,y,z] que contém { x}.

Demonstracao. Concluimos de (h,1.5) gue V {x) = 1. Portanto,

x € My, K[x,v,z}. Fela definigao de ¢ x 3, temos a inclusio:
?J -
C x> C My A Kix,y,2}. Seja FEH, N K <{x,v,2}. Encio, v, (F12 0
2 b
Suponhamos que f ndo possa ser sscrito na formg §f = g.x, onde

g€ K{x,y,z). Assim, existe un termo da forme e.,,y 'z na ex-

pressao de f, Vamos supor fambem que f = LYtz 4 gux, Mas,
para todo g€ K[x,y,2], V {q) 2 8 , do que se conclui que:

vy {g.x) = ‘U‘R(g) -’,-.\.fg(x) = Y, {g)_:- 1> 0. Logo, CORD

j k o EAE e ] T "_'.\r
Vi(eﬁjky z') = 0, ssgue das propriedads

1 ..
Yo (f) = min {VR{egjkszﬁ) , Yy lgen)) = 0, o que contraria a

-

hipdrese qua § € My 0 <l,,,y,z] ., Parcanto,
L

4.2, Vy~idlgebras de valorizaguo

¢ K O ey T0rpo quo

po—

(L.2.1) Definicdn. AR, onde R & um ans

A P S e 1

~50 d2 7 sao dada

a4
i
-~

ciente , & dito uma V_=-algakra de valoyi
SC R satvisfazendo:

L o)

£F3

A, entan

it} se Vy & um velarizagan de K e VY
SV 4 g
entdo, SmA # ¢,

A proposiclo eaguinte mostra yus o y2suiiado

(4,1.8) n3o pode ser estendido paca algabras do wvalorisogao |

1



Note que aqui nao se aplizca Prufer,
(4.2.2) Proposicio. Sejam A, as Y, ~algebras de valerizagdo
i

i=1,...,0n e A uma Ui-éigebra de valorizagao de R, Maon @ ne

i
~ AL A, ancao existe um indi-
=1

ce je{1,...,n} tal que Ajﬁ A,

cessariamente verdade que se

Bemonstragﬁo. Seja R = K[x,y,zj, 2 sejan L, 22 & L o3 funclo
22 . 1 bk

nals lineares sobre @, representados, respactivaments, por:
[2 =1 0], [2 0 1] & [1 -1 1]. Se Vo, ¥, eV, sio os anéls

i
de valorizagac corraspondentes, de Kix,v,z), conszidoremos os

I = N
anais A? fgfﬁ R, hz Q;ﬂ R
be acordo com {1.2.1), AI’ A, o A sdo Algebras de walorlzacdo

]

A = VgF\R, contidos em R,

de R, Podemps escraver:

. ook p .
AI = { f o= X By y‘j;_: SO0 ,J1(i yiak) =0},
finita 2
ou ainda,
. [ B L . \ \
A = { f = % g, ., x y'z &R 5 2§ = § 2 0}.
P R PR I_j[\.
riatta
Analogamentse escrevamnes e
S T D L Y S
Ay = 185 il g Brgph v E ER 2T K 2%, e
£ P o T "ERTELEVE I R Do s
A= { h = Cipirg Srapd Yoe & R 1 - 0+ k = 03,
Vaimos conslderar agera o ongl ﬂif\.ﬂvu 5aja
~ 5 i,) _i,,k . ? ' ! - H .y g’} -
oo 1% =4 YR (L] U o J o=k [

e Ao A, '

finita

=21+ kx 0. Uma solugio do sisfems [ 27 « 1 » g & tamhdan so

TUAGA0 =p o om0 Caowo T8, snqgue gua oal sofo-



-

F=

c¢do satisfaz i

=]

v C“' A L]

A rwAz

[

Hostyrara

. 2
jam x y3 um elemenito de

lementos nac pertencem,

-.31...

o]

€A,

Conciulmos dal que f Logo

W

a seguivr, gque A

3

Mos A e A?aﬁ A,

1

3

S5

A1 e wy”2” um elemento de A,. Tais e~
10 entanto, & A, uma vox que para am

Concluimos agsim a prova paran = 2,
censiderarmos os onéls de valorizagao

v odas a2lgebras de g2 Py @
A, 2nt3o ndc vale mais a inclusior VM fata,se~
Az pals 200 2 Qe
i 2 3 3 ro 7 .
jam f = xyz e g = x"y“z°, tals gue f/gf& K{x,y,z). fntao ,

]

mos o anaeld

continuam existindo anai

mas condicoes do enunci

g dados por [D =3 0]§ iﬂ -1

i) " jf;(23353) = 0’
!:' ',?,‘)(2’_5,'3) = U? ¢

dumonsiracac {(4.2.2), subseituirs
: =1 = -1 .
par RY o= Klx,y,z,%x ',y ',z '] ainda

i U SR S - P R A P - -
$ de vaijurlzaggo saitsiarendo as mes

oy
o 3
s m

o I a

kA L7

-.-n, IR DL 4o
R BV S o P 3 &

by astrar isto, sajam

it

Yy

1 e [0 -1 -

A1 , AZ e A as algebras de vaiorizacao de B devinidas por
' i i . ; o -
A < NV, oy B, A, =V, oy A e A Vo RYLD Raciocinsade d2omo
1 i -l 2 }]. ? 9, s
3 ] 1
do enalogo aao do demsnsivagan (H.2.2), tamos gue Airﬁ A, A
_ o 1 i .
As relageces A, <A = A7 i 54 axiatanain oas @ia
L S
S A R - '
mENtes ¥y o n i Ai 2 vy x & AL, gue nao partonczm ambos o a A,
DEDO Gl B2 005 ZpYasitaia 23 205




T

W

sibilidade da equivalincia entre ser A yma Vz—blgebra de valo
rizacao de R, sequnds (4.2.1), ¢ ser A = Rr\yg {é a validade

de {1.2.4%) Y

L em lTugar de V).

para

0 que podemos afirmar sobro tais defini

que, se exisie Vg tal que A = Rrﬂ% entao A & uma Y-3l
de valorizagao, de acordo com (7.2.4). Por outro lado,
A= RV, temos que A ¢ uma Vﬂ-iipebra da valorizagdo
S e £

i valorizagao A, axiste

a que para toda Vg—ﬁlgebra 7

lorizacgado Vs tal que A = RAV, 7

4,3, Intarpretncin

Ho que sequa, conslderaramos a graduagﬁ
mal do anel R = Kl x,v.z] , segundo (2.2.6), = as algnb
valorizacao ﬂ1 e A, de R, definidas na demonstiragae ih
pOT

. . i .k . . . -

A1 = f = 3 By, n v 2 &Ry 20 - o2 i,
finita 4 ‘
g k. .
A, = [ g = z b, % yre & By ~21 o+ R 01
2 Finiga 47 v
(4,3.1) As alosbras de valarizazao Ay o A,
sho subandis graduados ds R,, no sentido da definiaio
Domonssracian: asidoremas, arialramenta, o ansl A,
rJ A e .3(; CO § 1 { 1 Q a1 -i A ;
finlgso de A, bemos que A DK, Hala groaducalo de K ,5e
23
Pl ¥ . 1 H . . i T E
R, = i R, wnde ous grupos abeliisnes R de R sao dad
v N ~0. ] i A
. . itk _ . .
£ For . .. i .y s PP el o Ao 3 L
i = ot e By ok o= N d.o sy e T 1), sendo B L
a %’ . PikT 0 0

cozs &
gebra
sendo

da R,

uma wa

o (NSNS
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grupos Rqr\Ai de A1 podein ser escritos na forma;

A g L K
}f'*\ RD All’"‘\i\

;{\1(‘\ RI o3 X2 =

2

Ay Ry = <o ,23,xy,xz >
AR = syt s b o o T gk

1(’\ g = BUDATUPRD qeraso Delos manomiss X oYz raie

que 1+j+k =g e 20 ~) 2 0.
[+
Seja f um clemento da 89wma 4 {Aiwng Y, Entao

q=0

g
f=fF +f1+..,.+Fr onde fsé ﬁ]rxﬁf para s=0,1,,..,7, Segue do

Fato de A~ R_< A ,para cada &, o dz AI sey um ansl, gue

i i

FO+F I R A1, ou seja, Fiiﬂ1. Considayemos agorva, fé,Ar

Por (2.2.1), temos:
- ik

£~ e : » [ I A
O Pyt Y
LIRS LS :
il Pk
onda eijkﬂ e 2i-) = 0. Colcecando f_ = L QIJLK ¥z pD
R | {'j"“!-’ 2] I =
S22l
demos concluir gue F 2 A, B , 2 ainda gqua F = 7 f ., Lago
1
q i 7 i} , e
o =2i) i
o !
Ai = (AirsR Y. Lonmo pava cada g, R 2 0 gvupo das  formas
3 ' L&

g=0

da grau g, szaue que {AﬁwnR = {0), Poriante

A, 2 um subane!l grastuadoe de

A demonstracan nara A, @ analoga, 2 s2ra poOr-

tanto emitida,

(%,3.2) Ohseypvacaon, Dodos o 20203 A? @ ﬂz, g3 considovrarmos
o anal A = AN, podepmos goiinl-{a por:
........... gt ‘(
. Pk . .
8 = {f = i e, o yriz o E Ry Kow 21 on .

Finiga 47 *



I LF'e s o hoa Bl i a araciagd
(#.3.3) Proposigao, 0 subanel A A1F:A2 ¢ graduado.

Demonstracdo, O raciocinio @ idéntico ao usado na demonstra -~

cao{h.3.1).,

~

0 objetivo da interpretacao geomiirica das V -

~algabras de valorizagdo de K[x,y,z] que damos a sequlr, é as
saciar tals an€is a subgconjuntos da Thdlxil, de modo a se  tra-
hbalhar com estes anéis através do espago suclidlano R,

Considercmos os eixos reais denotados por v, B

. LS
)y

@ v. Primelramente associamos a cada monémio ﬁ;]kx ¥ de

K{x,y,z], & toerna (i,j,k) de #Lxi, a qual pods ser rapresen-
3
.. N 3

tada graficaments, por um ponto no espago R7. MNotemos quas to-

dos os eicmentos do corpo ¥ sao associados 2 origem {(0,0,0),

Y

SO

Vames considerar agora, o anel de2 valorizacao

A ES { 7o T Ll
finiza

Dezvido a associagan definida aciaz

xamplo, 6 associado an ponto (1,1,0); ja ao bindalo fauyez

J

\ ; Y 3 i M VR ISP
associamos o ponto {(1,1,00 + {0,0,1) = {3,1,1). Procedenos
cassim, sucessivamnnia,

s g . B ey Gt em amn e s i |
Pademas ohoarvar aus 0% pantos {3 ,7,k)

=
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os quais 21 - J = 0 est3o sobre o plano wlde equacido 2u-B=0 ,

i .
que contém as retas 2a=R8 € 0 eixo v do espaco R’, Por sua vez

E

os pontos {i,j,k) tais que 21 - j > 0 pertencem a um dos senl

espagos determinados peio plano 71, a saber, o semi~aspago de

wique contém o ponto {1,0,0). Concluimes dal que a algebra de

valoirizagdao A, pode ser interpretada como um conjunto de pon-

i

tos de MxHxN contidos no plano 2a-8=~0 e no sewmi-espaco deter-

p
minado por este¢ piano & cerntando o ponto (1,0,0) ., Ainda, cono

(i,],kYe RxiNxN, tal semi-espaco € limitado peios planos y=0 e
g=0, sendo que existem pontos nesses planos associados a ele-

mentos de A1.

Graficamente, temes:

Y1
e
’./,.//
_ ~ _|
q.,
ISy
V/
20, .
. 1 '3' '7"5
i } //’ n
' o !
! //\ ]
RN
R \\I
TR A

) / \\ \\\ s

Mo grafice, aszinalamos alguns dos nontes gue

3
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representam os elementos de H}, genotados por 31, a, 33; A

Argumentando gnalogamente, obtemos uma Iinter-

2

pretagao geomdirica para a algebra de valorizargao Ays defint-

da por: .
Ap = tF = I E'i’kxl‘/jzk s <20 4 ko201
finita d

como um subconjunto do plano wfde squagio ~2a+y=0 e do gomi-

2

espaco determinado por n%e conrtendo o ponto {0,0,1}, alnda

o)

timizado pelos planos f=) ¢ a=0. Dbserve que A, possul elemapn

tos representadoes em tais oianos. Graflcamente:

vl

: 3
\\\Q_ //i

oL

- \ ey am L - T - : [ o
v} A [N by fRAL i LRSI By Wy o) LER R i =arn LA
O0s pentos by, perizpcante aoes nlanos

QLS oM

B=0; b, porisnoonte o a=td e o%



Vamos

ficamente, A & um conjunto conitldo na

partes do espago qua

ra isso, vamos utiiizar um
A,, onde se notard qus A &

compreendida entre

qua fE€A =

A1F\A2 .

2i - jJ =20 e

&1

ueromos vas

..3?»-.

considarar

representam A, & A

os planegs 7% 74

uh
h

mesmo grafico para representar A e

um subconjunte da parts

agora o Lya-

interseccao doe ambas as

| 5+ Fespectivamente. Pa

N
1
4o £5pago

2 nap, o jembrar
T ' k
){’YJZ Y

importante

sa e soments sé




Eitrario d ¢l para J, entao as ternas {(i,],k) qua satisfazem
2 - j 30 e -2 + k20, isto €, os elemantos de A,com um va
lor j fixado, estao na interseccao do plano B=d com a parte

do espa¢o que representa A. No grafico zhailxo, hachuriamos es

sa intersacgdo.

Y

plano Bw=d

,,,,, Ad
[
1
|
|
|
I
_____ [ U
o d/

{(%.3.4%) Daqui em diante, usaremos, sem maiores comantarias, 3
penas as partes positivas dos eixos o,B8 e v, & as algaebras de
valorizagao como subconjuntos deste triadro,

Lok, Nimero de YV, «alaebras de valorizacao winimais,

' o 1 +
A osegulr, vames gonsiderar R o= nlx,y,z] @ a ba

se de tramscendéncia {x,vy,z} do cerpo quonientae Kis,y,z) da R

Dadas as walovizag¢owes do tipo V , dafinidas em
As
i H ) - g T H
{(4.,1,1), queramos analiszr o namero de algebras de waloriza-
cae RAY, gue sao minimaiz no sentide da definigas sequinte,
e
edam VoL,V salavizacses do corpo
O S )
f 0
Ry TR Doy dao v
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s contendo RAaV., /V 36 3
. - 21 2,2

i} RV D ORAV, AN , IT=1,4..,n0
i 1

ii) para todo L’.---:',l tal qus R(\\}g"_ji{n\.fl.}ﬁ‘!ﬁ , existae.
N.I }(2

um fndice j, Isjgn, tal que RV, D RAV,

RYV,

\\\\\\\\

RAY RAYV, L..do... RAV, ... RAY

3 2
\ ‘ /// n

Ly

Aprimeira guestao a qu2 705 propusemos foi
MOSLrar se este pumero da qgebins de velorizacso minimais @

finito ou nao, Para Isso, ohtivanmos o rosultado gus constiful

a nessa proxima proposicio,

(h.4.2) Proposicio. Existem algsbras de valorizaguo ReY, 2
. e b e w A

1

RV, gue sio minimais cantendo RemV, YV,

2, 2y Lo
i\"-z rep pasentades respactivanente, por
1 -1 0] e (-1 1 0}, Podases mostrar guse ResV, 4 R e

L_
~
=
.
=
LI
I
e
{:
et
b B
-
W
.
o
o
e
oy
=
=
>
o
~

R U? # R, exibindo o8 elementos xy™ 0 R e 2"y & R tals  gue
A
Z o - - . .
)y Vg 8 X ’Xj \19 ., Tambam s distintas F*vf"}‘-.f;} I RrﬂUQ ,
t;} Ly ]

—_
[

Usandn a interpratagao goomatrion




4.3, concluimos que Rrwvz 5
minado pelo plano u=f, conie

por v=0 e B8=0, enquanto que

¢o determinado por asg 2 cuon

e a=0. Observe qus RéﬁU% @
1
ag¢os opostos de a=f, tendo

p

plano a=8, lLogo, szvszvy
e

I

ia Vg yma v
Rr\UHDRnVDmUz . Isto sign

“1 ?

cantidos na plano

1 P R
de i s N

S ani
P

te, gue ReV  coniem o

OUHTTO d0s semi~espagns denay
o samisespago qua represania

~hn -

sta contida no semi-ecspago deter-
ndo o ponto (1,0,0}) e timitado
e subconjunto do semi-cspa

RNV,
a
tando {0,1,0),

o limitado por y=0

RV, estao contidos nos semi-es
"2
ambas, atguns poentos comuns no
¢ subconjunto do plano e=3,
3

] Py ] b \ PR . .
aiyriaagac e .\(X,}‘,Z; tal gz
Tfica nque RAYV, contém ox  pontos
n=f.Verificames ,eniae, graiiconen
03 de Boaled, contides am um ou on
minndos paio plano awp, conforie

¥
it

v, o e eguiyvale d

e



--}*'I..

€]

) [ i ™ + . ! im b 't:..' £ th
Rr\\}'i_’)..nvg ou Rf-\‘v‘ij P.r\UQ o Concluimos dai, gy :xmvﬂ

1 2 1
Rea Y sao minimais cantendo ReavV, 0OV,
2 _ A

2
T

g \
A proposicio anterior nos mostra 2
dz_casos em que o almero de alsobras valovizacao minim
¢ finito.
(4.%.3} Ob j{a’ﬂ;‘{_i_gﬁ::_;_zb; Ma proposicao {4.%.2) podemos itomar & , e
Lo, de modo mals geral, como {a b c] e ,fw - b -~cj , raspachi-
vamente, onde a,b,c &8, O fato principal 2 gua Rey \.,”J, 2 v, ¢

um subconjunte de um plano.

o mini-

(B, &, 4) Provosicho., O nidusve de Adlgebras de valoriza

mal s cond

et A s B e
HESRIRARY BT F IO

Imenst E'C]f.;

. Mamos considorar g3 raspectivo!l
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de 2, e &, como [2 -] 1] e [“‘1 0 1], e as correspondentes Al-

1 2
gebras de valorizagdo RmV, e RNV, . Estas sso distintas
1 2
pois xy €& RmV s xyﬁRmU e yzzé RV, y?‘z?{RmV . Aln-
21 2,2 A E"f
F

da o5 elem2ntos Yy¢R ¢ x€ R mostram gqus Rr“\!p # R,Rﬁ\!z # R

1 2
porgue Y¢:U9 e x# VQ . Com a interpretagao anterior, temas

1 T2
que Rﬁ‘u'g 2 um subconjunto da parte do espaco limitada pelos
1 :
planos 2a~8+y=0, y=0, B=0 e a=0, enquanio quea Rrﬁvz esta con
2

tida na regiao determinadg pelos planos -a+y=0, B=0 ¢ a=0. S¢

gue dail que RAV AV, & a intersecgio de tais conjuntos, a
| 2

qual faz parte da reqgiac determinada pelos planos 2a¢-B+y=0

~a+y=0, B=0 e a=0, Ho grafico, denotamos or vteo plano de e-
g ' P P

quagio 2a~B+y=0 2 por #% o plano de equacac =aty=0.

Y

)

]
e

- - ) e iy e
iNntci O, LUNinG g



RV, m V
21 £2

fueremos encontrar outras algebras de valoriza

gao RV com I # 1,2 , tontendoe RV, ~V a distintas dea
% 21 &2
RnV, e de RfﬁV£ . Para tal, considerarcmos as algebras de
1 2

o plano ag+hf+cy=0 contenha a rata 3e=8=3y, interseccgao das
planos 2u-8+y=0 e ~o+y=0, e ainda RaVY DRAV ~V, ., O0Observe
A LR,

que a condig¢ao deo conter a reta Intersccgao 3e=g=3y torna o0s
nplanos ag+bd+ey=0 minimos ©ais nue aa+bf+cy>d connem

Rf\Vlrxvz , no sentlido de que para outro plano 9 nac contendo
1 2

tal reta, o seml-espaco daterminado por @ =2 contendo o conjun

to RAV, AV, , conten também o sSemwi -espago em qle esta conti-

1 2
do RV, VY, e determinado por um plano que contém a reta
1 2

al 1] * a r ’
Seja &, o funcional represantade por [1 -1 2],

e RKWU£ o conjunto determinado graficamante pela pairte do @s-
3

pago compreendida entre os planos a=8+2y=0, a=0 e =0, vy=0 e
sendo que a-R+2y=0 contem a reita 3e=B=3v.Comc (0.,0,1) recpre-

senta um elemento de fovz , tamos guc RAV, o~V 0 RV .
' 3 ] i

% - 4 PR o B . I o g o m
Ma Fen :‘e:ﬁntag,.ao Grarica gus sadia, donotamnss

n
por wlo plang 2a-=R+y=0, por #* o plane ~a+y=0 & pur v’ o de o=



.

quagao a=-p+2y =0,

/ \\;3//\\\
o / B=20
B\

Verificamos qua RV, @ distinto de RAY

’13 o{]

de RV, através da tabeia:
2, _

1 1}’ [ BT i?,
| 2 e

I 2,

xy " £ xy© o4

ii Il,
y 2 & ¥ ¢
2 . 3
Ty 5; oy &

Tamos ageora:



-—]',;5_

Rm W, RV v
2 % RV
[ 2 3
\‘\\ l /
RV o~V
(A
! 2
Consideremos a representagac [0 -1 3] para 2%
e a algebra de valorizacio RaV, ., 0 plano ~8+3y=0 contém a
‘rill
reta Ju=f=3y, ¢ juntamente com R=0 & =0 determinam uma parie

do espago da qual wavz & uin subconjunto, satiafazando a re=
i
lagBo: RmY, nV, < RaVY, . Além disso, a tabela abalxo mos-
AR L,
i 2 $
& distinta de RmM, para i=1,2,3.

4 !

tra gque Rm\%

) “ j:}‘ o T o o ] e ;I sy
Xy 'z £ x Yy 2 ¢
& 2 -
Yy L& voOE &

Xy ¥ € w7 b
)
N
LA ps
f
7 4
® }r P
% ; 3
y ez & PRt
— : e 1 s 1. ot
Vamos representcar aum mesmo grafice RV, pa-
ap
. - b - " [EETI S N PR - ] i 3 o o e A I
ra I=1,2,3,%, constiuinde D8 35313108 g Wy W 2oAagraseeital

[ - : . 4
do agora o plano 17de eguagnao -3y =0. Observe gua s semi-es

N

gos  onde estao rspresancados RaY, . cenitem a infevaacgdo
2

TR, NV,
L A
1 2



grafico

V=0
Obsarve qua
tag I0=fledy g Cmdy 3 W
- H b r)
mos construindo pianons W

ro infinito de &lysmbras da

R~ stﬂ Vﬁ . Tor 17
d,{ 42

¢ dado por -Za- 4

b

- ] F T
g dotaraminado

noy fowpedy e Sm3y . 38 0
cantendo Ta=Bsdy & B=bvy 5.

tal mado gue

ahtanes

L 1
ibham RV, mY, |
ko ;
i 2
valorizascido minimaizs cont
Fag nt o
S oa odads pasla savacas ma 3
ssiw opor dlanta. Hote que

05

W s o
[ I

Q0

KRS

Y

oo

wayrd

“ola

MG

CcaGga



w by / -

equagao de um plano , determinado desse modo, o0s coeficientas

de 0,8 © v dao as componentes dos funcionais lineares que dz-

-

- finirao as respsctivas algebras de valovizagao. Como exemplo
L. tera a representagdo [=1 =1 4], 2 %, sord reprasentads
[h]

Dor [-2 -1 5:[, da acordo com #% e w° |

{4.5.5) Observaclo. A proposicdo (h.4.2) wmostra a eaxisténcia

o

L1

das algebras de valorizacgao Rev ¥, e RnaV, tals que ,
i ‘2

RaV, D Rn \!9‘_1,-. ng , entao, RV, ) Rn‘u'g] ou RAV, D R,—\vg

isto &, um exemplo em que o rasuitado {4.1.8) ¢ valido. Por

sua vez, (B.4%.,4) mostra que ests rasultado nao & uma propric-

dade das algebras de valorizacao em garal.

QoouoesoaR0

[sRsNoReRIEVEY
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5.1. Quando 0
o - PE| "1
(5.1.1) Proposicso, Sejam ¢,

entdo nip & verdads gus Y

Damonstracan., 3ajam Ly

AL R o i e P 5.2 A v il

2

LU 1 ~1], respectivamanie, ©

L N
% A A

1 s

Consideramns
! T‘_x,y,ng c oseja f o= T1/g um
para gualquar valorizacio V,

ohtemos :

nigao de V v,

dagua se conclul qua V. ()
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(5.1.2) o w‘rvagdu Podamos cencluir aindas,usando as valaoriza

coes definidas acima, que Ry, g;f, RV, oy , para i=1,2
EY] LA Ay
i P2

xibindo os elementos xz € RmV, & yr & RV, tais qua,
by o

X2 , Yz SZ{ Rﬁvz PP

172
(5.1.3) Preposlicao,  Sejan Vg ) VE anéis de valarizagao de

G

K(x,y,z). Se A, & XA, 330 escalares nao ambos positivos, en-

tdo nav ¢ verdade quo R/ VoV, & RmV, o, Lsempre,

Demonstrag:

~a0, Recordamos aqui gua R = ‘{]:x,\;,z‘f. Salam 9,1 2 1

A1 e e A1 T s mr e Lh T

dados, ruspectivamante, por ['! -1 0] e [1 -1 1], tonsideremos
= - o - - wr @ i ; Can ey e ol . |y ]
Ai = | @ 3&2 = o=, @ g'“”i ")‘2 » revrasapitado por (000 .
tao, existe 2 & RaV,~V, tal que =z f RV, oo w?
LA . AT, T F

[3
»

Vamas ohservar o gratieo: 7wl nlane a-3=Q

2y slano a-gtyal

"

: ntanog y=d

[#




{] -

ot

Podemos netar que R~V .ﬂ\ig RN 2 a re

9 E—
J‘I .12 n:tI er
ta a=g , uma vez qus RAV, esta contido no plano y=0, o

gue. torna impossivel a inclusao RV~ V T BV .
. £1 ﬁ? Ez“ﬁz

for nos levou a gusstionar o

-

A proposicio ante

- i

que aconteceria se os escalares fossem todos positivos., A res

3

50 ¢ o resultado da saguinte proposicaon:

i

pesta a

(5.1.4%) Proposicio. Se § = ¥ X8, , enda &, %80 funcio~

i b s ATERL S e o } i i T

- _ i
nais linecares e A, sao cscalares satlafazendo 2, » 0, ¥ ¢ ,
[H
antao RV, DR { e Y ),
) . 2

Demonscracao., Sejam QL, A,oef satisfazendo as

a2 ros na-

—

das, Para cada n £ M, denotemos por P @ terina do oo

., . H . H . - i ™~ 7
turais {lﬂ,)n,kn), Saja T um elepanta e KLx,yﬂzJQ dadn por

o e T - u

f= 7 e, . % y % , 2 stponhamns auva  F estolns & il

3 1

Ren (o~ V) L Seguse dai qua para teds 28 {1,..,,m} , temos

vV, (f) > 0. FEntio, para todo t o todon , 2 {s } > 0. Como
4 i i
t
m

] P a b

Ata 0 , para todo ¢, pedasas concliuiy qua 5 E_ih{p”} » B,
- b
. I E .
para todo n, ou geja, R{pﬂ} > 3, gualguer qus seia o . Por-
. b

tanto, L{f}) = 0 , o & Rrﬁvﬂ .

Prossaguinos  dando algumas oo de

N

S [ ") P



sa ter B oo | VE Y Rm\.fp,

{(5.1.5}) Proposicio.  Sejam Vg , E=1,...,m @& Ug’ anéls de
.................... > 2,

y . + + ,
te B{x,y,z). Sefam H (2,) 2 H {g) os conjuntos

<
a
o
-
il
[¥3]

p]
il
o
[

definidos am (3.1.86). Entan, R~ { Vi ) RmY o, nao
bt Ay 2

~ Wy ) ¢ H+(g) , MO caso em que R o= K{x,y,ﬂ

Demonstragﬁo. Sejam g % g § dados por [] ~1 ﬂ], [-! } O],

1 i

e [2 -1 §1, respecitivamente, Para mostrar que vala a inclusio

e

Ry ™V 0 RaV,_, obssrvyamos que BV, ~ V € um  suircon-
H..! :%2 i 3’,1 .{’,2

jurto do planeg g=8, 2 gue R~V esia contido ne  semi-uspaco

daterninsds palo plano Zu-0=0 , e cantendo o ponte {(1,0,0).

-+ 5 " /’- - i - ~
No zntantao, H (i}}fw Ho{a, ) o W {¢). Para mostrar a ditima

; 0 L
§ £ i
. -t o - - . d I
{(5.1.63 Pas prevosicoes (5.1.%) =  {3.%.7) con-
it
. v [ - w ! - S e

cluines gue se Ruk[x,y,#], entdo R { ™ vV, )& RV, nao

“ e Fa e

Lo 1
m
N A, . RNata, no o1
- L.
t=
do am (5.1.5), qua RaV, Y, (0 2,4V, & as sntanio,
LA 2o 2
I £
LA N A (A
PR R
e 1 e L PR S LA o e '; “I ~ ! .’11 Fa] AR T e
W2 s b S TTONOn el b i [;.,..V_,r..,\ o PR A LN IR A S| LGOS
. il m ) ,
. - T A T S PR
Ry (o VY RV, ey oy W 0 T
tean - v - @ )
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, - . . . .!.
Domeonsiracao, Sejam r € Gxguxd  tal gque v £ o~ H (it

Rt(r) » 0, para todo € {1,...,m}. Dado r&Ox0x8, oxista tm

inteiro positivo A tal qua Ar & ZxxZ, e ainda 2 _{xy} a .,

a

IV

para todo t£{1,...,m}. Seo Et(kr) 5 0 vl t, entio, denotando
Ar AT xrv
con St 1 2 3 . - ,
o mondmio x y z , onde & = (rj,rp,rﬁ), remos
A 2

Ay

DoV Xlr

que x*e VK para todo t. Portante, X
t

& um elemento de

1 oo
1 - FAS }'
Rey (™ Ug ) , do que zegue pela hipdtese, que X & RV, .

=] T
Logo, £{ir) > 0, e como 2%0, vem gque 2(r) 2 0, o que signifli-

ca que r € H+{£) .

PR S B M EL e

Ry (o Y, ) 0 RNV, e ez B % X% 1 LEsto resulrado

(5.1.9) FProposicao, 58 igmu1ii+
se RV, vV, o~ Y, o RV, ontao toms: 74

Uepunstyecqao,  Sejenm E} g L, funcionais renreseniados poy
ol bl ket )

(2 1 0] e [-2 8 1], vespeativamonie, Seja 2,=-4 =1, 0 g
sossyl oa seguinie represaniagaoc: LQ [ *"i__]3 a fipatlmente con-

sideremos o raprasantants (=2 2 «1] para 4, £ valida a inecly-

320 Ry WV T2 Ry, uma vaea qua o conjunto



Rf‘ugrﬁ VP w;VQ consiste do oum subconjunto da reca 2a=gs=y ,
j T2 73

a qual estd contida em RAV, . Podémos observar isso, atravas

do grafico:
wl: plano 2a-8=0 Y 2y

% plang =24y =0
x3: plane B-y=0

T : plung =20+28~-y=l

{5.1.,18) Dhsavvacio. Dndo R = Kix,v,z], exisrom andis de va-

lorizagao V_ VQ ¢V, de K{x,v,z) satiszfazando:
B 1 2 B 3
i) Res ¥V, = K o= RV s s Ry s O “":, <R ‘-.,fg
1 2 1 7 3



De fate, sejam [-l -1 ~T], [“1 -2 —1], [T 2 OJ

as representacoes de & 245 by , respectivamente. Entac,

1? 3

RaY = K = RmVE e angr\\iﬁ = K < Rﬁui?. . Para mos -

1 2 2 3

1
\ ~1
trar que VE ¢ VEZ a ‘J£2¢ VE’1 sejam x 'y um elemento de

v e x"y "z umelemento de V, , uma vez que 2.,T(~1,1,0)=10
1 2

9. (2,-2,1)=1. Como 21(2,--2,1)=~3 e 2?(-1,1,0)=~1, temos qua

%

qu ;f v e xzy— z ¢ V. Vamos consliderar agora, o elemen

22 / 21 e

to'xy"]é Ui A VQ . De 23(1,4,0)::-? seqgua que xy“‘(f_( VQ, sy O
1 2 3

gue completa a prova de ii).

(5.1.11) Observacao. Considerando ainda o gnel R = K{x,v52],
temos que R~V ~ V & K e RAV = K ou RV, = K. Is

to pode ser faciimente verificado, tomando-se 24 como

(=1 -1 0] e 2, como [0 -1 -1].

2
¥

jat

Mote tue Rn\f}? colneide aom o eixo voe Res Up

1 2
com<o eixo «, donde R VR, "~ ‘J2 coincgide,graficamente, com o
: ' 1 2
ponto (0,0,0). Logo, RaVY, ~ V, = K. No entanto, RnV, # i e
. 1 T2 1
R V,Q, # K,

2
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m
5.2. Quando R~ ( m~ YV

2220 3

Y & uma Vg-éiqehra de valorizacao
t=1 t

e

8 nosso objativo aqui, fol discutir se dadas

as algebras de valorizacao Rrxvz , t=1,...,m aindag poderia-
t
m
mas obter uma algebra de valorizagao Tgual a Rm { —~ V, ).

- Rt

{5.2.1) ﬁroposjgﬁo. Dado R = K[x,y,z} axisten funcionais |

neares L. e f. sobre @ ftais que existe um elemento u.v na in-

1 2

~ et . 1 .r. T .
5€6¢a0 Rrwvif\ V£ , tal que Lb,v}?i Rr1V£1

MV .
| 2 %

2

Demonstracio, Sejam [t -1 0] e [-1 1 0]as respectivas repre-

sentacaes de ﬁj e 2, , ¢ sofam u=x @ v=y elamantas de R, En-

td3o, YV, {x.y) =V {x}) =« VvV (y} = 0 e Vv (x.y} =0 , donde
8 '} % A :
1 1 1 2
X.¥y &€ RnVY_ e~ Y . Poram, V
2,7 e,

ca em {%,Y} ¢i RV, V% .
vy %

(y) = <1 w v, (x) , o aue fmpii-

Um resultado Imoortantes gue obii

=
)
3
In]
e}
4]
£
©

constitul nossa prdxima proposican, afirma gue

m . .
R (o v, ) & uma 3tgebra do valorlzanis

b= t
(5.2.2) Proposicdo, iristem algebras de valerizagow RmV, e

1
RV, tals que ndo sxista una valorizagao Y satisfozendo a
2
iqualdade: RBRnV, ~ V = RevV, onde R o= &{x,y,zl.
4 2 . ¥
- Ly 2y

Demonstracaa. Constdaremos as Blgsbras oo valerfzacgio defini
SEmOREEracas . : i
das em {(4.4,3), Pelo regsuliadn ahitido em (5.2.1), temos que



NSG"

existe o elemento x.y € RaV, n ¥V, tal que x ey nao $ao ®

1 2
lementos. de Rr|V£ ~ VP . Suponhamos qua exista uma valoriza
' 1 2 -
cao V de K{x,y,z) tal que RV, nV, = RnV. Entao,
: 1 Z

x.y € RV, Como V & um anel de valovrizacdo, segue que x g V

1 s
F

nimos de

ou y&V,'. De fato, supondo que x ¢ V, antas cone
, - -1

{(1.1.7), qua x 1 &V, Portanto, x (xy) =y & V. Logo, 93
X.¥y € RAaV, gntan s &€ RAVY oo y € RnV. lsto contraria a

propesicao anterior,

Qo000 02000

D30AC00



cAP ! TULDO 5

YALORIZACAG NAOD DO TIPG V

6.1. Prooriedades das valovizacoss V¥V em funcao da mudanca
! AR 8V, en Rk

de bascs de transcendéncia de Kix,y,z).

(6.1.1) ProPosfggo. Existem bases de transcendancia sobre um

corpo K tais que a_valorizscan VQ yreferente a uma das bases
. 2y

ndo & uma valorizscao Ul , raferainte a cutera.

Demonsiracdo. Seja Kix,y,z) o corpe quociente do anel de po-

Jinomies K[x,y,z}. De acordo com 2 proposigdo (2.2.11) e a
. , 2 .
observagdo (2.2.12), {x,y,z} & {x+y",y,2z} sao duas bases de
transcendénceia garadoras de K[x,y,zl, a5 qQuals depncrtaremos
respectivamente, por $ e §'. Entdo, K[x,y,z = K[x+y",y,z].
Considerando o funcional Hluear 2., dado por 1 -1 0], e a va
torizagdao v, de K{x+y“,v,z), vamos denotar por v, a rasiri
1 1
= d V Kn e 2 4, -~ :3':-] o ddf" oyl ."‘5(’ ('!’1 1:“? S opr b (=1 -
¢do de V, a [x+y“,y,z]. Pela definigdo de v, segue que
“1
: 2 " | e " ?'
v, {ty“Y=1, v, (y}==1 e v, (z)=0G, Como x & K|x+y ,y,z] e
1 i

— - - e 4 ;) % - ?
sua representagao, nesta base 5', o x o= Tixdy Y+ (-1)¥y", tomos



(y2)} = -2.

que v, (%) = min{vg {x+y£) , v
i

1 1 %

Vamos estudar agora, as possibilidades para
que exista % tal que v21ﬂ v, » sendo v, veferente a base § .
As primeiras condicces nacessarias para £ s3o que vgix)snz
vg(y)=~1 e vg(z}mﬂ. Dz (4.1.5) concluimos que a dnica repre
sentagao para ¢ deve ser: [~2 -1 0], Ho entanto, para tal g ,

nao & satisfeita a condigao que v, = vg s, Uma vezZ que para o

i
) 2 _ 2y 2 .
elamento x+y“ temos: vg(x+y Jo= =2 41 = vy (x+y©). Assim, pa
T -
ra as bases $ e 5' , vV, referente a $! nao ¢ do tipo v, refe
J.] ———

rente a $S.

{(6.1.2) PreposigZo, Se u & pyrimo e faz parte de uma base ge-

radora {u,v,t} de %[x,y,z), entdo axiste um funcional linear

L  tal que VQ st K[u,v,t]<u>, com Vi raferente a base{u,v,%},

Demonstracio, Sejam & representado por [1 0 0] & K[u,v,t]
< L

a localizagao de Kiu,v,t] 2m <u>, definida em {1.3.3). Consi-

deremos  um elemanto f do Vg , v=g/h , com g & h partencenies

atmres comuhs, & 40. Entdo, U%(f) > G, ou

.
by
I

21N

o
Lix]

a K[u,v,t],

seja, Y,{g) V,(h). Suponhamos que ulh e u¥g., Como a base da

Y

da & geradora, K[x,y,z] = K[u,v,t], e por (2.2.1), podemos e3

crever g e h na forma:

m E -
e 1 B O — - | l . j E)
g = g L e nowl L, h o= 5 E dijku iR

we=l e

]

Se uTg, entao existe um termo eﬂj“v't\ na exnressaoc de g, ta)
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que erk# 0. Logo, VQ(Q) = 0, pois ¢(0,],k}=0, Como ulh, te-

mos que existe h'# 0 tal que h = u.,h' . Entao,
Vg(h) = Vg(u) + Vg(h‘) O Vg(h')’ onda Ug(h') 3 0, pela de

fini¢do de V,. Podemos concluir assim, que Vg(g) < szh), o
que contraria a hipotese., Portanto, uTh, isto €, f pertence a

K[u,v,t] . Seja agora g/h & K[u,v,t] . Entao, g e h sao
<u® <y

elamentos de K[u,v,t], com hﬁﬂ, @ ulh . Raciocinando de modo
andlogo ao acima, segue gue Vgih) = 0. Como Vg(g) % 0, temos

que Vy {g) 2 Vg(h). Assim, g/h &V,

Mostraremos a seguir, gue esxistem elementos

irredutiveis f de K[x,y,z] tzis que a localizacgao K[x,y,z]
<fx

nao € um anzl de valorizac¢is de K{x,y,z), do tipo V. Para

isso, precisamos da sesguinte proposicao:

- .

(f.1.3) Piroposicdo. Existem elementos Irrzdutiveis sobre U

corpo K, que nao fazem parte de uyna base ds transcendéncia ge

radora de Klx,y,z].

"

Demonstragao. Consideremos K = @, o corpo dos numeros racio-

. . .2 2 y e . -
nais, e seja Ff=x"+y uim binopmio sobre 2. Para mostrar gque f &

irredutivel sobre @, supenhamos que existam g ¢ h, nao nulos,
da forme g=ax+by+c e  h=mx+nytd , com a,b,c,m,n,d em §, talsg

que?fzg.h . Entao,

-

2 2 2 2 .
x“+y" = amx"+bny T+ (antbhmixy+ {omtad) x+{entbd)yrad .

Pela Tgualdade de polinamics,ohienos da expressao acima, um
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sistema de equagdes, o qual nao admite solugiao em @, Logo, f
¢ irredutivel sobre Q.

Suponhamos agora, que f faca parte de uma ba-
se geradora {f,g,h} de Q[x,y,z]. Vamos supor também que g e h
possuam termos constantes nules. Da igualdade
a[x,v,z]= Q[x%%yz,g,hj , segue que:

x(xZ+y?,q,h)

X =

2 2
Vo= Y(X +y sgsh)
2 = z(x2+y?,g,h)

cujo sistema pode ser transformado ainda em:

X = xig+x2h
Yy = Y25+Y2h (%) )
Z = 21g+22h

e z. ,i=1,2 , pergencem a 0. Consideremns antag

onde X, , Ys :

as duplas (xi,xz), (y1,y2) e (21,22) de 9x®. Como OGx0 tem di-

mensac 2 sobre @, como espag¢o vetorial, temos que o3 tyes ve-

&, existem as-

(33
j¢)
(O]
5
=t
o

tores dados sao linearments dependen

calares a,b,c em &, nao todos nuleos, tels que

s

a(xl,xz) + b(yi,yz) + t(z1,22) = 0., Segue dai que

ax,+by!+cz

| =0 & ax,tby,tcz,= =0 . Multiplicando~se » primei-

]
Fa qquagﬁo do sistema (%) par a, a segunda por b, a tarceira
por ¢ , e somando-se, obiemos:

1) + (ax thy, e ,) = 0. Podemos ron -

cluir dai que existem a,b,c &€ §, nao todos nulos, tals que

axt+bytez n(ax1+by1+cz



..61_

ax+by+cz=0, o que contraria o fato de x,v,z serem algebrica-
. : 2 -

mente independentes. Portanto, X +y2 nao faz parte de uma ba-

se geradora de Q ﬁ,y,z].

Passamos agora ao resultado gue gqueriamos.,

{(6.1.4) Proposicdo, Dado um anel de valorizacao V tal que

K B,y,z]i: V, nao existe necessariamente uma base de transcen

déncia geradora de K[x,y,zg tal que existe V,, referente a es
sa base, com ¥ = V, ande 2 @ um funcional linear rapresenta
do por [a b c] , sendo a,b,¢ elementos de Z,

- \ 2 - .
Demonstracao, lonsideremos K = 0 e fwx2+y am Q[ﬁ,y,z], irre-

dutivel spobre 9. Seja V = Q[x,y,z] o anel de valorizagao
: Tef >

de 8(x,y,z}, segundo {1.3.5). Suponhamos agora que existe
uma base {u,v,t} nas condic¢des do enunciado, e que V{f)=1, Se

v Vg, entdo Uz(F)x¥ e a,bh e ¢ sac naoc negativos, uma e

i

que K[x,y,z]C V. sendo @ xsy,2] = Qfu;v,e], segue de

2.2. ] . - = S P
( 3) e de (4.1.2) , que f = f +f .+ +Fes onde
FW#O, fw+5%0 s & Vo (f) = w, Entaon, de | = Ui(F} = w, conclul
s ~ i E k o 4 M
mos que existe um monbmic ey u v’ E" na expressdo de f, tal
i ky T TR -t o
que Uf(eijku vig ) o= oli, k) = afsbj+ck = 1., Mas, COmo

{i{,j.k,a,b,c }CM, pbtemos apenas tres possiveis solugoes pa-
ra ai+bj+ck = 1, a saber:
1) a=i=1 e bj = ck =0 , ou

2) b=j=1 e ai = ck =0 , ou

4]
£
it
o
L.
13
&

3} cak=l
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Consideremos a solugao 1). De a=1, seque que

vi{u}=1 Entao, vamos mostrar que f|u. Suponhamos que FTU. Lo

-

go f/u = g e V(f/u) = V(Ff) ~ Vv(u) = 0 = v(u/f} . Portanto ,

u/f € V, o que é absurdo pois V = Q[x,y,z] . Como f & irre-
< f>

dutivel e f|u, existé g € g\{0} tal que u=qf. Logo, f faz par
ie de uma base geradora de Q[x,y,z] 0 que é falso pela propo-
si¢ao anterior. Concluimos dal que nao existe uma base {u,v,t}
tal que V = V com & referente a ess5a base.,

th 3

6.2. Valorizacao de K(x,y,z) nao do tipo Vo

(6.2.1) Definicdo. Seja K{(t)) o corpo quociente de K[[t]],

o anel das séries formais em t com coeficientes em K, Sejam

Us K{{t}) + Z a valorizacio definida em (2.3.8), por:
Ulc/y) = ofgy - ofw), e I um isomorfismo entre K(x,y,z) e

K((t)), segundo (2.3.9). Definamos a aplicagao:

V: K{x,v,z) » 2 tal que V = U o T,

(6.2.2) Proposicao. A aplicacgao V: K(x,y,z)-— Z definida a

cima, ¢ uma valorizagdo de K{x,y,z) sobre K, disereta, de pos
to 1.

Demonstracan, Sejam f e g elementos de Kix,y,z), nado nulos ,

Entdo, V(f.g) = U(I{f.qg)) = u(1{f) . I(g}) = U(L{r)) + u{li(g))

= V(f) + V(g)
onde as igualdadas decorrem das propriedades da valorizagao

U e do isomorfismo 1.



Analogamente, V(f+g) = U(1{f+g)) = U(T(Ff}+1(qa))
>min{U{T(f)) , U(1(g)}} = min{v{f),vi(g)} . Além disso, se k

e um elemento de K, entdo V(k) = o(I(k)) = o(k') = 0.
Mostraremos agora que o anel de valorizagdo V
nao € do tipo VR'

(6.2.3) Proposicao, Nao existe uma base de transcendéncia de

K{x,¥,z) para a qual V = V,, com V, referente a essa base,

Demonstracao. Suponhamos que exista uma base {d,u,v}tal que

K{x,y,z)} = K(d,u,v}, e V = Vg‘ Como {d,u,v}¢C K{x,y,2z),existenm
entao as imagens I{d), I(u) e I(v) em K((t}). Escrevamos :
5. 3

S .
1(d) =t 9.0, T(u) =t Yy ,e I(v) =t Yr , onde z, v e <

sao elementos de K[[t]], e Dot 0. U # 0 e 1,4 0, segundo

(2.3.5}. Consideremos o elemento de K[x,y,z]dado pela diferen

ca: wod d " - cou u d . Entao,
3 5 5 s 5 s
vipg $a Y = o(xls da M) = o Yi1td W)
o] o o]
5 S ) 5 8 5 s
- o{wod(t d.c) Uy = o(t 9 Yop d-E )
o
= sdssu
54
5 5 5 8 s s 3
d d d
V(;ou ¢ ©) = O(I(E;ou.u )) = o(;ou(t Yoy 9)
5 15 3 3
_ u "d u i
= ot RPN ) 5,5y



Gl

Vﬁ(wod.d Yy = S4v5, e Vg(ccu.u d) =8 05y - Segue dal que
sq S 5, 54
vV (wo d ¥ — L, U ) = s S - Vamos calcular diretamente o
$ s 5 5 4
valor de v(p “.d Y mqou.u ).
d Cu *u 3d sd ®u *u %4
V(wo .d — 5, U ) = U(I(z{)0 .d -z, .U ))
§,.5 s 5 5 5
- d " u U T d
= U{t (b, "t b, )
$ .5
= U(t d “.a)
onde 00# 0, Assim, podemos escrever o = t .E, onde rxl e EO#U
Portanto,
5 s S $ : 5 ,.5 +F
V{y d v Mo dy = y(e d""u £)
o o
m 5 +r » 1 5

o que contraria a hipotese que V =V e demonstra a proposi-

-~

cao,

Consideremos as series formals em t com cosfi-

cientes em K, dadas por

() (6) = 1 ¢ W - 5 s
t) =t , t} = Lot 0, t) = % Tt
p1 Pz i i P3 j:] jm

Estas séries sao algebricamente independentes, segundo a pro-
va feita em (2.3.10)., Observamos aqui, que as suas ordens $30
as seguintes: o(pi{t)) = 1, o(pz(t)) = 1 @ 0(93(t}) = 1,de

“acordo com (2.3.3).



(6.2.4%) Proposlicdo. Se pi(t), pz(t) a p3(t) sao as séries for
mais dadas acima, e se colocarmos para o isomorfismo I entre
K{x,y,z) e K{(t)), I(x) =p,(t) , Ily) =p,(t) e

(t), de acorde com {2.,3.10), entao a valorizagao V

I(z) = P3

definida em (6.2.1), satisfaz o seguinte:

1) ®[x,y,z]C V

M) M~ K[x,y,2] = <x,y,2> = menor ideal que contém

X,¥Y e z.

Demonstracas. Das séries dadas e dos valores de I em x,y,z ,

temos que V(x) = V{y) = v(z} = 1. Seja f € K{x,y,z] dado pels

Fimi " o \i '} k ; o ; 5 a3
soma finita: f = T eijk‘ y'z , onde eijk ¢ K, tal que T e
nae nulo. Entao, para cada monamio eijkx'szk temos qua:

ik (i i K .
V(eijkx yiz ) = V(eijk)+v‘x YV (y?Yav(z") = i+j+k = 0. Portan

to, V(f) 2 0, e fg V. Provemos agera 11)., Como vaﬁ K[x,y,z]

¢ um ideal de K{x,y,z) e {x,y,z} < My~ K{x,y,z], seque que

My K[x,y,z] D> <x,y,z>. Seja f um elemento de i, Klx,v,2].
Entdo, f € K{x,y,z] e V{f}) » 0. Suponhamos que f # <X,¥,Z> .15
to significa que f possui um termo constanie nao nulo c. Es-

crevendo f = g+c, onde g = b ribi » com by& {x,y,z2} G
finita

ri & Kix,y,z], tamos gue:

Vir.b.) = v(ri) + v(bi} y

dporque Y{b
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Portanto, V(f) = min{V{e),V(g)} = 0, o que contraria a hipote

se. Logo, M, K{x,y,z] = <x,vy,2z>.
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