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Esteros de Ibera

Esteros de Ibera é o nome de uma regiio pantanosa com mais de 14.000 km’
situafia na Provincia de Corrientes, nordeste da Argentina, entre os rios Parani e
Urugual. Ibera ¢ um nome guarani que significa “4guas brilhantes”, e é exatamente a
agua que caracteriza o local, rico em lagoas, ilhas, pantanos e riachos. Por ser uma drea
de dificil acesso, a biodiversidade tem permanecido quase intacta, principalmente
depois da criag@io da Reserva Natural de Ibera pelo governo provincial na década de 80.
Nesta regifio ainda ocorrem algumas espécies ameacados de extingdio, segundo a Unifio
Internacional para a Conservagdio da Natureza, tais como o lobo guara ( Chrysocyon
brachyurus ), o cervo dos pantanos ( Blastocerus dichotomus ), a lontra ( Lutra
longicaudis } ¢ o jacaré { Caiman latirostris ). Estas caracteristicas tornam a regido
exemplar Unico no mundo, semelhante ao Pantanal Matogrossense, que além de muito

maior, tem sido muito mais agredido ( cf. [1] ).

Apesar dos esforgos da Fundacion Iberd, criada em 1988, a regido vem sendo
ameagada pela crescente atividade agro-industrial na regido ( muitos dos proprietdrios
sdo plantadores de arroz e outros grios ) e nas vizinhangas. Estas atividades tém sido
responsaveis pelo langamento irresponsavel de agroquimicos na regido, drenagem
subterrdnea para as plantagSes € outras barbaridades ( cf. [1] ¢ [10] ). Além disso, o
projeto da Hidrovia Paraguai-Parand, financiada pelo Banco Interamericano de
Desenvolvimento, apesar de ainda nfio ter muito claro o trajeto, assusta pois pode
modificar um ecossistema que ¢ extremamente frigil. O projeto de alargamento e
modificagdio do curso dos rios Paraguai e Parand com objetivos de transporte de
mercadorias jd estd iniciado na regifio do Pantanal, ameacando o ecossistema e a vida
das comunidades ribeirinhas, devendo na sua fase final afetar seriamente os Esteros de
Ibera ( cf. [27]).

Estes fatores interessaram a comunidade internacional, ¢ foi criado o Esteros del

Iberd, the sustainable management of wetland resources, um projeto cujo objetivo geral



¢ a criagiio de instrumentos e métodos necessarios para a conservagdo futura € o
desenvolvimento auto-sustentado da regifio. A idéia € criar uma equipe com
especialistas nas mais diversas areas do conhecimento para que desta abordagem
interdisciplinar possam sair solugSes que sejam social, econdmica e ambientalmente
aceitaveis. Os pesquisadores deste projeto estiio ligados a diferentes instituigdes, como :
Unicamp ¢ UFRJ ( Brasil ); Universidade del Centro ¢ Universidade del Salvador
(Argentina ); University of York ( EUA ); Universidade de Siena ( Italia ); Universidade
de A?eiro ( Portugal ); e Universidade de Cddiz ( Espanha ).

_ Os grupos de trabalho devem ser divididos, no estdgio inicial, segundo sua
especialidade, para num segundo integrarem-se as partes ¢ formar um todo. O grupo de
Biomatematica do IMECC-UNICAMP participa do projeto através do estudo de
poluiciio agroguimica em corpos de baixa circulagdo, utilizando meodelos evolutivo-
difusivo-advectivos de equagdes diferenciais parciais. E aqui ja se nota a importancia da
interdisciplinaridade do projeto, pois estaremos dependendo de dados quimicos, fisicos
¢ biologicos sobre as lagoas, além das caracteristicas s6cio-econdmicas que determinam
que tipo de poluente devemos estudar, Lung, Galarza, Fernddez ¢ Iberd sdo as quatro
maiores lagoas do sistema com superficie variando entre 14,6 ¢ 79,4 km’. A
alimentac3o no sistema todo ¢ devida basicamente a aportes pluviais. Pelo fato de
estarem totalmente imersas no péntano { com exceclo da Lagoa Iberd que tem um
pequeno trecho numa regifo arenosa ) estes ambientes sfio de baixa circulagfio, ja que os
Esteros atuam retardando o escoamento superficial, armazenado dgua e funcionando
como superficie evapotranspirante ( ¢f [11] ). Os principais canais de drenagem do
sistema s#o o rio Corrienfes, que pouco afeta estas lagoas; e a sudeste, 0 objeto de
estudo deste trabalho, a drenagem da lagoa Iberd pelo tio Mirifiay, através dos Esteros

del Mirifiay.

Utilizaremos as lagoas do sistema com diferentes caracteristicas para fazer um
estudo de caso sobre duas situagBes diferentes. Nosso interesse no projeto justifica-se
devido & similaridade com o Pantanal Matogrossense. Por ser de extensfio bem inferior,
os Esteros de Iberd podem ser considerados como um bom campo de testes para
aproveitamento em futuros projetos relativos ao Pantanal. Além disso, a construgdio de
uma hidrovia que atravessa ambas as regides unifica as preocupagdes com o meio-

ambiente € com o desenvolvimento auto-sustentado das populagSes locais, Temos ainda



que frisar a importincia do envolvimento da comunidade internaciomal num projeto

deste porte, proporcionando condigdes para o desenvolvimento de um trabalho conciso.

Poluigio

Diversos fatores podem contribuir para poluir corpos aquaticos. A ocupagdo
humana ¢ um exemplo de algo que néio se aplica aos Esteros de Iberd pois a regifio ¢ de
baixa densidade populacional, mas que no Pantanal pode ser mais influente. A presenca
das culturas de soja e arroz é, neste caso, a maior fonte de poluigdo. O uso de pesticidas
organoclorados ou organofosforados e defensivos fendlicos, que sdo poluentes de
superficie; repelentes para aves, que podem ser substincias fendlicas ou aromadticas ou
ainda a queima de combustiveis e solventes a base de petrdleo ( piche, dleo diesel,
querosene, gasolina, benzina, ... ), todos poluentes de superficie; e ainda poluentes 4
base de aluminio e cobre, com especial atengdo aos hidréxidos, Al(OH); e Cu(OH),,
que floculam em condigdes de satura¢fio na dgua; sdo exemplos da agressdo que a

atividade agroindustrial pode causar ( ¢f. [13]).

Modelagem

Modelos matemadticos para dispersio de poluentes estdo bastante difundidos
hoje, pelo menos nas areas ambiental ¢ de matematica aplicada. Ainda assim, fora
destes meios, este tipo de abordagem pode causar surpresa. A descrigdo matematica
deste tipo de fendmeno é aproximada, assim como é aproximada a descrigio de um
cavalo por uma pintura, ou fotografia. Qualquer linguagem corrompe o objeto descrito,
moldando-o, segundo suas proprias limitagdes. Renée Magritte pintou num quadro um
cachimbo e escreveu “isto ndo é um cachimbo”. Afinal, ndo se pode fumar no desenho
de um cachimbo ( ¢cf. [12] ) !

Neste sentido, o conjunto de equagbes, solugdo numérica e ensaios
computacionais aqui apresentados ndo sdo wma descrigfio fiel do fendmeno natural que
ocorre em Iberd, estando sujeito as limitagdes da linguagem matemdtica. E estas

limitagdes ndc serdio poucas, tanto que, mesmo dentro da linguagem matemadtica, a



solucdo sera aproximada. Devemos aproveitd-ia do ponto de vista qualitativo e nunca do
ponto de vista quantitativo. Fora isso, estes modelos permitem simulagdes de situacdes
futuras ou passadas, que sdo indicativos do que pode acontecer ou ter acontecido na
realidade. E isso justifica o trabatho de modelagem como instrumento de compreensio

da realidade, aceitando-a, se plausivel, ou, modificando-a, se necessario.
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“ Palavras nfio sfo mas
Palavras néio séio quentes
Palavras sfio iguais
Sendo diferentes
Palavras nfio sfo frias
Palavras ndo sdo boas
Os nitmeros pros dias

E os nomes pras pessoas

( Sérgio Britto & Marcelo Fromer, “Palavras™ )
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A Coluna d’Agua

Do ponto de vista matematico, os casos unidimensionais sao os mais simples de
serem tratados. E apesar disso, muitos casos sdo de grande utilidade. A questdo ¢
quando podem ser usados. Imagine uma lagoa isolada, de profundidade quase constante,
sem correntezas. Este é o caso das lagoas Luna e Galarza do sistema Iberd. Portanto
uma coluna d’agua, esteja ela bem no meio da lagoa ou proxima a margem, apresenta
caracteristicas bastante semelhantes. Pois este “bastante semelhantes” na linguagem

matematica sera “igual” e diremos que, por simetria, 0 que acontece na nossa coluna

d’agua padrao é o que acontece. aproximadamente, em cada coluna dagua da lagoa.

Coluna d'agua em vermelho sobre lago matematico

O que queremos € obter uma equagao ou conjunto de equagdes que estabeleca a
concentragdo C do poluente na altura x, no instante t. Percebe-se portanto que a

concentragdo do poluente é fungdo de duas varidveis, C(x.t)'. Isso ndo impede que

' Em alguns casos temos os assim chamados fendmenos estaciondrios, que no nosso caso seria a
concentragdo do poluente ndo variasse com o passar do tempo, C(x).



chamemos este modelo de unidimensional, e o faremos, como se suprimissemos, para

este efeito, a dimens#o temporal.

O DPominio

Para estabelecermos um modelo matemético ja estamos equipados de um
dominio espacial : a coluna d’4gua, que na nossa linguagem é um intervalo da reta real,
Ik, que comega na superficie, em 0, e termina na profundidade média, h, da lagoa em
questdo. Dois pontos do nosso dominio so especiais ( e isto fica mais claro adiante ), o
0 eT:) h; eles sdo a fronteira do nosso dominio espacial. O dominio temporal também é
um intervalo da reta real, J, que comeca em 0 ( 0 instante em que comegamos a estudar
o fendmeno ) e terminar num valor arbitrario t, que depende somente do interesse na

observagio do fendmeno?,

superficie

As Equacoes

Q passo seguinte ¢ descrigio do fendmeno sobre a regifio por intermédio de uma

equagdo diferencial parcial ( EDP ) e condigdes iniciais e de fronteira ( ou contorno ).

? Nada impede que se estabelega um dominio temporal que comece em —t, por exemplo. Isso permitiria
especular sobre a concentragio do poluente antes de iniciada a observagiio do fendmeno.

12



Esta equagfo descreve a variagdio da concentragfio do poluente em cada ponto do
interior da coluna enquanto passa o tempo, mediante a presenga de certos fenémenos,
sujeito as condigBes impostas sobre a superficie e o fundo da coluna, ¢ a partir de uma

configuragfo inicial de concentragéio do poluente.

-i—f =div(aVC)-diviV.C) - C+ f, em(0,h) x(0,7]
(1) C(0,r)=0, paratodote(0,7]

C(h,t)=0, paratodote(0,7]

C(x,0)=C,(x), paratodoxe(0,h]

E bom que se diga que hi um certo abuso no uso do gradiente e divergente da

concentragio C, pois consideramos estes operadores somente sobre sua dimensdo

espacial, x.

o Que Dizem as Equagbes

O conjunto de equagdes { 1 ) € um exemplo da descrigio de um fendmeno de
evolucdo difusivo-advectivo numa coluna d’4gua. Esta equagfio € valida para cada altura

x na coluna e cada instante t.

A dindmica difusiva, dada por - div(a V), é resultado de movimentos aleatdrios
microscopicos, obedecendo a Lei de Fick. A difusfo € o espalhamento natural do
poluente em contato com a agua. O movimento advectivo, descrito por div(V.C), ¢
resultado da movimentacio do proprio meio, independendo assim da “vontade” dos
“individuos™ nele imersos. O termo de decaimento diz como se comporta a perda de
massa no sistema, e nos assumimos que esta perda & proporcional & propria
concentragio por &. No caso de poluentes esta perda de massa pode se configurar como
uma porcentagem do poluente que, em contato com outros elementos quimicos, da

origem & novas substancias.

A segunda e terceira linha indicam as condigdes de fronteira, isto €, o poluente

ndo bédia, C(0,¢)=0, ¢ o fundo da coluna € distante o suficiente para que nfo chegue 14 o

13



poluente, C(h,¢)=0. Estas duas condi¢des sdo validas para todo o instante ¢, com excecdo
de (=0, onde temos uma configuragfo inicial do poluente distribuido pela coluna dada
por Cof¥).

Simplificages

) Dependendo das condigdes fisicas especificas de cada problema podemos
determinar os coeficientes a, ¥ ¢ o. O coeficiente de difusibilidade da substincia no
meio, a, pode depender do tempo, da posigdo e até mesmo da concentragéio do poluente.
Aqui, estaremos considerando um intervalo de tempo grande o suficiente para que
possamos trabalhar com um valor médio para «, que independa destes fatores, sendo,
pois, constante ¢ ficando determinado somente pelo poluente e pela dgua em que se
difunde. V ¢ a velocidade limite ( ou de Stokes ) que ¢ devida & agfio da gravidade, e

sera considerada constante.

Com estas simplificagdes a EDP em ( 1 ) pode ser reescrita e teremos um novo

conjunto de equagdes :

oCc  9C oC
| -gza P —V—&—JC+f, em (0,h) x (0,7]
(2) C(0,£)=0, paratodote(0,r]

C(h,t)=0, paratodote(0,r]

C(x,0)=Cy(x}, paratodoxe(0,h]

A descrigio do fenémeno difusivo-advectivo por ( 2 ) ja foi feita antes e pode ser
encontrada também, com pequenas varia¢des nas condi¢des de fronteira e/ou iniciais em
Marchuk [19], Mistro [22] e Palomino [25]. Mas este € s6 o primeiro passo da nossa
caminhada, temos apenas uma descricdo da variagfio temporal da concentragfio do
poluente na coluna d’agua e o que queremos saber € a concentragdo do poluente em
cada altura da cohma num instante qualquer, isto €, a solugfio Cfx,#} de ( 2 ). Optamos
por encontrar a solucdo fraca’ desta equagio, um dentre tantos métodos para resolvé-la.

Para chegar 14, precisaremos trabalhar um pouco dentro da linguagem matematica.

* Também deve-se salientar que se tratam de estudos de outros casos.
* Mais adiante fica claro, espera-se, o que vem a ser solugdo fraca

14



As Primeiras Dificuldades

Algumas consideracdes devem ser feitas ainda sobre a natureza das parcelas que
aparecem na nossa £DP. O operador div(a. V. ) sobre C forga que a concentragio de
poluente esperada — a solugio ! — tenha segunda derivada continua em todos os pontos
do dominio espago-temporal, isto é, seja de classe o ( 1), forcando também que a
funcio fonte seja continua, Isso restringe um pouco nossa abordagem. Imaginemos que
a fonte de poluente sobre a nossa coluna seja uma garoa 4cida, que deposita suavemente
na superficie da coluna uma certa quantidade de poluente. Esta fonte age somente sobre
um ponto na coluna, valendo zero em todo o resto da coluna. Além disso, a garoa pode
cessar num determinado instante, provocando também uma descontinuidade na

dimensdo temporal da concentragdo.

0034 |- Exemplo de fungdo
fonte descontinua
C=0 '
1] h
pretuncidacie

Em vez de recorrermos aos meios cldssicos de evitar esta dificuldade, como por
exemplo, aproximar a fonte por uma fungfo continua, mudaremos o umiverso

matemdtico de maneira a poder trabathar com a fonte da forma como ela estd.

15



Formulacio Variacional

A préxima etapa € passar da descri¢fio do problema ( 2 ), chamada formulacdo
cldssica para uma outra, dita formulagdo fraca ou variacional, Esta nova descri¢do nos
permite trabalhar com fontes descontinuas, além de exigir menos regularidade5 da
solucdio, o que torna a tarefa de encontra-la um pouco mais facil, pois estaremos
procurando a solugio num espago mais amplo que C%( 1), com a vantagem de que as

funcdes de C*( 1) também pertencem a este espago.

Vamos considerar uma fungio v:I-IR chamada fungdo teste. Por enquanto ndo

vr

diremos muita coisa sobre ela, exceto que ela vale zero na fronteira de I, v(0) = w(h) = 0.

Chamaremos o espago das fungSes que se anulam na fronteira de I de v/

Multiplicando a EDP em ( 2 ) por veV, obtém-se :

2
a—c—.vm:;,\f6 C.v-—Vg.v—a'C.v-}-f.v
ot o’ &

Tomando a integral de Lebesgue® em I dos membros da equagdo acima

oC
&

OC i +Vj%xc—.vdx+0'IC.vdr= [ £ et
i i i

O que ja cria uma nova exigéncia para a fungfo teste v : que ela seja integravel.
Note-se que, como a fungfio teste ¢ arbitraria, a igualdade acima ¢ validade para
qualquer fungdo v em v/ Podemos ainda, integrando por partes, substituir a segunda
integral acima:

8*C oC dv

=—C.v‘i I—— = dx

i

* Quanto maior a ordem das derivadas de uma fungio, mais regular ela é.

° A integral de Lebesgue é mais geral que a de Riemann, com a vantagem de que, se uma fungio €
Riemann integrivel entdo ela € Lebesgue integravel e as integrais coincidem. As integrais que aparecem
neste texto sdo as de Lebesgue a menos de mengio em contrario.
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Onde se percebe a importéncia de que v se anule na fronteira de I, obtendo -
(3) J'g.vdxmj'@gﬂm vja—c. dx +0 [Cvdx = [ fvdx, paratodave
i at 7 ax Cﬁ 7 6x i I

Esta equagfio ja pode quase ser chamada formulagdo fraca de ( 2 ), faltando
esclarecer que espago de fungbes é este V. Perceba-se ainda que no uso da derivagio por
partes surge mais uma exigéncia sobre v, que tenha derivada primeira continua. Esta
exigéneia tanto sobre v quanto sobre C ainda é indesejivel, pois queremos aumentar a

quantidade de fungSes que podem ser solugdes e fungdes teste !

Um pouco sobre Distribunicdes

Realizamos isto abrindo m#o da concepgio clissica de derivada, introduzindo a
derivada fraca ou derivada no sentido das distribui¢des. Temos, pois, que definir novos

objetos dentro da nossa linguagem.

Podemos equipar o espago das fungdes que tém derivadas continuas de todas as
ordens em I, C;°( I ) com uma nog¢do de convergéncia que nio ¢ a usual. Neste espaco
diremos que uma seqiiéncia (@gn)nen converge para ) quando :

(1) as fungdes @, tém suporte’ contido em um compacto® K < 1.

(if)  alem da seqiiéncia (@,)nen , também as seqiiéncias das suas derivadas de

todas as ordens convergem uniformemente para 0.

Mudaremos o nome de Cy™( I ) com esta no¢lo de convergéncia para H( I ).
Define-se uma distribui¢do como uma forma linear continua em ¥ I ), portanto uma
distribuiciio é um elemento do dual deste espago, (1), que € o espago vetorial de

todas as aplicages lineares de & 1) em IR.

7 Imagine o conjunto dos pontos onde uma fungio é diferente de zero. O suporte desta fungfio é o fecho
deste conjunto. A grosso modo, o fecho serve para agregar a conjuntos abertos, a sua fronteira, tomando-
o0s fechados.

¥ Subconjuntos da reta sio compactos se sdo fechados e limitados.

17



Assim, se T € uma distribuicfio ¢ ¢ € (1), denotamos o valor de T em @ por
T(@), ou ainda, <T,@ >. Precisamos ainda dizer como € que as distribui¢fes convergem.
Se (Tujnen € uma seqiiéncia de distribuigdes, ela converge para a distribuicio T, se

Voe8(1) a seqliéncia numérica (<T@ >), v converge para o mimero <T,p>.

Nosso objetivo ndo &, neste texto, refazer a teoria das distribui¢cdes. Aqui muitos
resultados serfio apresentados sem prova, visto que elas estio bem feitas em textos
clissicos. O interessado pode procurar Medeiros [20] para uma primeira abordagem,
inclusive com aplicagtes desta teoria ds equages diferenciais parciais.

Ainda ndo sabemos qual é o espago v da nossa formulagiio variacional. Vamos

atras dele !

Em Busca do ¥ Adequado

O espago vetorial das fungdes w:I>IR cuja restrigdo a cada subconjunto
compacto K de I ¢ integrdvel’, chama-se L'o( I ). Este espaco tem uma caracteristica

muito interessante, podemos associar a cada elemento u dele uma distribui¢io. Por

exemplo, fazendo :

(T, )= Iu(x)qo(x)dx, para toda @ € 9(1)

Medeiros [20] mostra que isto ¢ de fato uma distribuigdo e que ela é
univocamente definida por 1 € L' 1 ). Mostra também que existem distribui¢Ses que
nfio podem ser definidos por qualquer fungéio de Lje( 1 ). Assim, via esta identificagio
e excecdio podemos dizer que L' (1) < F(1).

® Mais uma vez : integravel no sentido de Lebesgue.
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Derivada de Distribuicdes

Com base na idéia de integraco por partes, Sobolev introduziu o conceito de
derivada fraca de fungSes u e L'j,(a,b), como sendo a tnica funcfio # € L'i(ab) tal
que : ‘

b

b
fug dx = [hpd, para toda g  9(a,b)

a

'~ A generalizagdo desta idéia para uma distribuicio T qualquer ¢ devida a

Schwarz. Sua derivada fraca € denotada por d7/dx e € a Unica distribui¢do tal que :

ar d
<Ex—,¢i>=—<T,«£>,paratodagoet9(a,b)

Perceba-se que para definir a derivada fraca de uma distribuigfo, dependemos da
existéncia da derivada classica de funcdes infinitamente diferencidveis, ¢. Portanto as
distribui¢des possuem derivadas fracas de todas as ordens :

d"T d”

p>=(-1"<T7.2 % para toda @ €.%(a, b)

n

<

n 3

Estamos quase chegando no ponto onde queremos. J4 sabemos que as
distribui¢des t&m derivadas de todas as ordens, e que, a cada funglo de L 1)
podemos associar uma distribui¢fio. Na verdade, as fungGes que sfo sé integraveis nio
nos interessam muito, mas aquelas cujo quadrado ¢ integravel, pertencentes a (1)
Por sorte, L’( 1) < L( 1), de tal modo que também as fun¢des quadrado integraveis
podem ser identificadas a distribui¢les, e as distribuigbes tém derivadas de todas as
ordens. Um iinico problema ainda nos incomoda: nem toda fungdo do L tem derivada

fraca no Z7. Um exemplo pode ser encontrado em Medeiros [20].



Espacos de Sobolev

Contornaremos isso, tomando dentre as distribuictes de L’ aquelas cujas
derivadas também sfio distribuicdes de L. Este espago'® foi idealizado por Sobolev, por

isso leva seu nome. E denotado por H'(1).

Definiremos a seguir um produto interno ¢ uma norma, respectivamente, neste
espago :

() = Idu dv

e

—dx + Iuvdfx

Equipado com esta norma, H'( I ) é um espago de Hilbert real'' ( para uma

demonstragfo, ver Medeiros [20] ).

Finalmente, o ¥ adequado

Ainda ndo é H( 1) o espago que estamos procurando. Lembremos que na
formulac@o variacional precisamos de fungBes que se anulem na fronteira de 1. Escreve-

se Ho'( 1) o fecho de 8¢ 1) em H'(1). Como as fungdes de 8( 1) se anulam na fronteira

de I, os elementos de Hy'( 1) se anulam na fronteira de 1 quase sempre™”.
Isto ja é suficiente para nés. Vejamos a seqiiéneia de inclusdes'” abaixo :

DY cH (DD cH (1) c9(1)

' Na verdade, este tipo de espago. Existem outros espacos de Sobolev.

"' Um espago de Hilbert, € um espago que tem uma norma proveniente de um produto interno
e que € compieto,

1 Significa dizer que se anulam a menos de um conjunio de medida nula, veja Lima [ ].

B H'(1)é o0 dual de H,/(1). L( 1) ¢ o dual de si mesmo.
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Podemos perceber que se tomarmos YV = Hy'( I ), os elementos de V serfio
distribui¢des ( portanto com derivada fraca de todas as ordens ) que se anulam na

fronteira de I. Escrevemos entdo a formulagio fraca:

(4) [ vatr+a [ g iv [ v+ o [ = [ fod, paratodav e H)(D)
Jor Y ox dx ;o ; ;

Agora que temos o problema expresso dentro da linguagem conveniente,
precisamos achar uma soluclio dentro desta linguagem. Em matematica, uma das
questdes mais importantes ¢ saber se um determinado problema tem solugfio e se ela é
tnica. E claro que o nosso problema de poluicdo tem uma solugfio: se um poluente cai
sobre uma lagoa, sujeito as suas condicSes naturais, alguma configuragdo da
concentracio deste poluente devemos ter sobre a nossa lagoa ! Acontece que ( 4 ) € uma
descricdo matematica do problema e queremos verificar a existéncia ¢ unicidade da

solucéio do problema descrito nesta linguagem,

Existéncia e Unicidade

Para a prova de existéncia e unicidade de solugfio matemadtica, rescreveremos a

equagdio (4 ) como :

(5) (%,v) + 4@, C,v)= L ,(v), paratodov e Hy(1)

Onde -

aCc oC
(G0)= J};.vdx

A C,v) :za_fa—c~.ﬂdx+v_l‘£.vdx+aj€.vdx
;O dx 7 Ox 7

L(v)= jf.vdx
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Para que nossa descri¢do fique mais precisa é necessdrio que se especifique
melhor o espago funcional a que pertence a solug@o C(x,7). Queremos que, Vte(0,7], a
fungdo t — C(.,t) pertenga a H'(1 ) & que sua derivada parcial com relagio ao tempo

seja integrével. Definimos para este fim o espago J abaixo:

3={CEL2((O,7),HE,(I)):V:e(O,r],%Cr—eLz(I)}

- Colocado desta maneira, a solugiio C € 3 do problema ( 5 ) existe e é Uinica se V
¢ um espago de Hilbert e se :
(i) VCe3,Vvev,afinclor > 4 (Cv) & mensurdvel;
i |[AECYH] < MCIE 0y |1 vis' 1y, com M uma constante positiva;
(i) 3Ir>O0talque
Ay + A v P28 | v P&y, comd>0eve V;
(iv)  Ly(v) € continuo ; ¢

(v)  fel’(Ix])eCye H'(1).

Este teorema ¢ devido a Lions [17]. Na maioria dos problema formulados
fracamente a prova de existéncia e unicidade é feita usando o Lema de Lax-Milgram'”.
Acontece que neste caso falharia a coercividade da forma A por causa do termo
advectivo. Além disso, no caso mais simples, o Lema de Lax-Milgram exige também
simetria da forma A, no que falha ( 5 ) devido aos termos de variagdo temporal e

advectivo.

Voltando & questfio de existéncia e unicidade, lembramos que introduzimos o
espaco L’ justamente por causa da fonte, /, que descrevemos como quadrado integravel.
A condico inicial, Cy, estd diretamente atrelada a presenca de uma fonte, sendo da
mesma “natureza” ( L°(1) ). Além do mais, estara sujeita as condi¢es de fronteira da

lagoa, portanto serd Hy'( I ). Isto mostra que a fonte e a condigfio inicial satisfazem (v).

'* Se H ¢ um espaco de Hilbert, @:HxH>IR uma forma bilinear, limitada ¢ coerciva ¢ b:H—IR uma
forma linear continua, entfio existe um Gnico ue A tal que a(u,v) = b(v) para todo ve H.
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A mensurabilidade de t - 4 (;C,v) justifica-se pelo fato de que a forma A4 ¢
definida, para cada t, pela integral de fun¢les integraveis, portanto, t — 4 (1.C,v) é

mensuravel por definicdo!’.

Para mostrar que ( 5 ) satisfaz também as outras hipéteses do teorema nio
podemos, como acima, argumentar em cima do significado natural dos objetos na
linguagem do problema original. A demonstragfo serd feita argumentando dentro da

linguagem matematica destes objetos e do teorema, a matematica.

A continuidade de 4(#;C,v) serd mostrada tendo como base a desigualdade de

Holder'® em H' e em L’ . Esta desigualdade relaciona o produto interno e a norma de

objetos destes espacgos.

Tomando g4 =max { o, ¢ }, temos :

< uCpl<ulcly My

oC ov
aJa.ar—cﬁc + a}fC.vdx

Além disso,

oC
} V(?a;& v)LI

<v|Z
o

Mz <VICh, M.

2

Pois,pa:aueH’(I):

Il =l + e

1> Mensurabilidade ¢ uma questdio complicada. Neste texto o argumento é simplificado, quando dizemos
que fungdes integraveis sio mensuraveis, ja que a integral &, de certo modo, uma medida.

' Esta desigualdade garante que, num espago vetorial com produto internto vale| (u,v)| < ful B | q | Q@
onde p ¢ q sdo tais que I/p + 1/q = 1. Aqui temos, p=q=2, e a desigualdade também & conhecida como de
Cauchy.
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Logo :
| 4@CH s #lCl, bl +VICLa ML,

E a continuidade do operador 4 estd provada paraM = u+ V.

A condicdo (ii1) do teorema de Lions pode ser encarada como uma certa
coercividade ( no lema de Lax-Milgram a coercividade ¢ mais exigente: A = 0 na
condigfio (iii) ). A prova de que o nosso operador é coercivo neste sentido se apdia
também na desigualdade de Hélder e numa desigualdade para niimeros reaisa,bec # 0

qu&ﬁsquer:
-abz -ed/4-F/¢

Estaremos usando Hélder quando fizermos :

ov
P SV(B;,V)SV

Lid
o

ov
2 s

Disso tudo resulta :

A(t,v,v)+ A ”v“i2 z o

2

2 av 2
v+ ol - V|G b >

12

2 2

ov 2 E_*av _X 2y
2aZ] worabl, G M
2
> (a2 )\% 2+(o+ﬂ~~})llv ;
so 2+ py=obf:
= o ; x4 Hi

24



Como A € & sfo arbitrdrios, podemos escolhé-los convenientemente de tal sorte
que, tomando 6 =min { @- Ve/4, o+ A -V /g }, podemos garantir que 6 > 0, e a

coercividade especial esta provada.

Quanto a continuidade do operador L, (v), ela também ¢ conseqiiéncia direta da

desigualdade de Holder e do fato de que, sendo f € L*(Ix)), ela ¢ limitada:

‘ L, o= <Al v

| . paratodove I*(1)

[fvax

Assim, mostramos que o problema proposto ( 5 ) tem uma solugfio dentro

daquela linguagem. A questdio é : ainda ndo temos a solugfio, apenas sabemos que ela

existe e é fnica.

Uma Segunda Aproximacio

Vamos lembrar o que foi feito até agora. Querendo descrever a concentragfo de
um poluente numa lagoa, escrevemos um conjunto de equacgdes ( 2 ) traduzindo a
natureza do problema em linguagem matematica. Isso jé foi uma primeira aproximagio
do problema original, ja& que partimos de uma série de pressupostos sobre as condigSes
naturais do problema de maneira a poder adequé-las 4 nossa linguagem. Em seguida
rescrevemos a formulagdo classica ( 2 ) na forma fraca ( 5 ) e mostramos que existe uma

tinica solucdo dentro desta linguagem.

A questdo ¢ que encontra-la nfo € tarefa ficil. O que faremos € escrever um
problema variacional aproximado, que sera visto entfio como uma segunda aproximagfo
do problema original. Com uma vantagem : esta ¢ uma aproximag¢io dentro da prépria
linguagem matematica, entdo poderemos dizer qufio boa ( podendo “boa” ser
qualificado dentro desta linguagem ) serd a solugfio aproximada. Esta medida nde pode
ser feita facilmente com rela¢do a nossa primeira aproximagdo, a menos que poSsamos
acompanhar a difusdo do poluente “in loco”, medi-lo ¢ compara-lo a2 nossa soligfo

matematica.
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Meétodo de Galerkin

Segundo Brézis [3] o espaco de Hilbert Hy'( 1) é separdvel’’, assim podemos
exibir uma sucessdo de vetores (@n Jnery € Ho'( 1) tais que :
(i) Para cada m, os vetores @i, an, ..., @y, SH30 ortonormais,

(i)  AscombinagGes lineares finitas dos @, sdo densas em Hy'(1).

. Baseado nisso escrevemos o problema aproximado. Denotaremos por Vi o
subespago dimenséo finita de H,'( I ) gerado pelos m primeiros vetores .. Procuramos

entdo C, € 3, tal que :

oC
(6) (armsv)+A(f;C,,,,v)=Lf(V), paratodoveV,,
Onde :

3, ={c,,, eLZ((O,r),‘Jm):Vte(O,r],ggt—’"e\/m}

Como V» ¢ um subespaco de dimenséio finita, ele é completo ( ver Kreyszig
{15]), portanto € ele mesmo um espaco de Hilbert. Assim estamos nas condigdes do
teorema de Lions para V,, o que nos permite dizer que existe uma tnica solucfo,

Cm, para { 6 ).

Mas, o que a solugdo aproximada de ( 6 ), C,,, tem a ver com a solugfio de (5 ),
C 7 Sob estas condiges, isto é, Hy'( 1) ser separavel e por conseguinte admitir uma
base Hilbertiana'®, Lions [17] garante a convergéncia fraca de Cyy para C 4 medida que
se aumenta a dimenséo do subespago de dimensdo finita m. Isto justifica o uso de um

método de aproximages sucessivas para encontrar a solugiio do problema variacional.

Como Cn € Vm, podemos escrever C, como combinagio linear dos elementos da

base deste espago :

' Um espago vetorial & separdvel se admite um subespaco enumerével denso. Como L*( 1 )é separavel e
subespagos de espagos separaveis também o sio, H,'(1) é separavel.
' £ abase { w, } descrita acima.
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Calitt) =3 .00, (5

E o mesmo para 0C,, / &t :
HC( n-3 B0, ﬁ(x)
i=1

" Em funcio da (bi)linearidade dos operadores que aparecem em ( 6 ) escrevemos:

- (7) ia%t(t)(a),.,a)j)+iﬂ,.(r)A(t;w,.,mJ,)=Lf(a3j), paratodo j =1,...m

Que ¢ um sistema de equagbes diferenciais ordindrias ( EDO’s ), escrito

matricialmente como:

(8) BdB+Ap=f
dt

Onde :

B ¢ a matriz mxm, que tem na posigéo (i,/} o elemento (&, @ );
A € a matriz mxm, que tem na posigfo (7,f) o elemento A( ;@ , @ );

S ¢ o vetor de componentes Ly (e ).

Resta-nos resolver este sistema. Mais tarde voltaremos a4 questio de como
resolvé-lo. Nossa preocupacdo agora sera trabalhar com as matrizes A e B acima de
maneira a simplificar esta resolugfio. Isto depende da escolha das fungdes de base ay, de

modo a facilitar a resolugfio das integrais em ( 7 ), e manter uma estrutura de banda nas

matrizes, que gostariamos que fossem “bastante esparsas”".

' Uma matriz tem estrutura de banda quando tem os elementos nfo nulos concentrados em subdiagonais,
“proximas” a diagonal principal e € dita esparsa quando tem “muitos” zeros { cf. [28] ).
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Método dos Elementos Finitos

Vimos que, pelo méiodo de Galerkin, escrevemos um problema variacional
aproximado, € que encontrar sua solugfo corresponde a resolver o sistema de EDO’s
dado por ( 8 ). Podemos tornar este trabalho ainda mais simples se formos cuidadosos
na escolha das funcdes de base w;. Escolheremos estas fungdes pelo método dos

elementos finitos, uma ferramenta bastante utilizada para discretizagfio espacial.

No caso unidimensional, dividimos o dominio em um nimero finito de nds, e
um elemento da nossa discretizagdo ¢ um intervalo fechado compreendido entre dois
nds adjacentes, os préprios nos e as fungdes de base que sio defimidas sobre cada nd. A

figura abaixo exemplifica uma divisdo possivel num dominio tipo coluna d’agua :

Os intervalos podem ser iguais ou diferentes entre si. O mais natural pode
parecer uma divisio do dominio de maneira uniforme. Entretanto, a menos que haja
uma razio muito clara para isso, o dominio € dividido em intervalos diferentes.
Considere 0 caso de uma coluna d’dgua muito profunda e de uma populagiio que ja se
sabe, a priori, que tem uma tendéncia a se concentrar numa certa faixa contemplada por
uma certa quantidade de luz. Na descricio desta dindmica via elementos finitos nfio ha
necessidade de termos muitos elementos perto do fundo, J4 que a concentragfio da

populacdo pode ser considerada nula a partir de certa altura.
Em seguida definimos as funcdes de base wr sobre cada né i. Isto pode ser feito

de diversas formas. Podemos escolher fungSes lineares por partes, quadriticas por

partes, ... . Aqui usamos as lineares, Definidas de maneira muito simples, sfo tais que :
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m.‘(l):lssefzf-

;i (i)=0,sei#].

Repare-se que cada fungdo se anula @; fora da regido compreendida entre os nos

J - 1e j+1. Seu aspecto € o de um tridngulo sobre cada né :

E entdo percebemos a grande vantagem deste método, dado que a integracao de
fungdes lineares e/ou quadraticas ( solicitadas pelo método de Galerkin ). é
extremamente simples. Além disso, o método trabalha num elemento padrdo. e as
integrais em cada elemento sdo calculadas, via transformagdo de varidveis, em tal
elemento padrio. E fundamental ressaltar que estas fun¢des tem que satisfazer as
condi¢des de fronteira do problema diferencial. No exemplo que apresentamos. as
condi¢des dizem que a concentracdo € nula na fronteira da coluna. e neste caso ndo

teriamos as funcgdes de base 1 ( marrom ) e 5 ( laranja ) mostradas acima.

Nio € objetivo deste texto apresentar uma teoria completa sobre os elementos
finitos. Ao fazé-lo informalmente, a intencdo ¢ apenas dar uma idéia do método usado
para resolver os problemas de poluicdo em lagoas do sistema Iberd. Uma leitura mais

cuidadosa sobre elementos finitos pode ser feita no classico de Oden [5].
Uma coisa interessante que pode acontecer no caso difusivo-advectivo é que os

termos difusivo e advectivo competem para governar o fendmeno. Isso acontece toda

vez que a relacdo de Péclet, P, ndo € satisfeita. Esta condi¢do exige que :
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P = ~ <2, onde Ax, éa distdncia entreosndsiei+1
a

A figura (4) no capitulo IV d4 uma idéia do que pode acontecer no caso em que
P, > 2 este problema € contornado refinando-se a discretizagfio, o que diminui o valor de
Ax;, mas pode sobrecarregar em demasia as dimensdes do sistema a ser resolvido. Outra
maneira de se contornar esta questdo é o uso de fungdes tipo upwind, de que sdo
exemplo fungdes quadraticas assimétricas, resultantes da deformagfio das funcGes
lineares na direcfio de V, sobre cada n6*®. No caso que estudamos niio foi necessirio
fazermos uso de tal técnica, jd que o refinamento da discretizagdo foi mais eficiente (
prei‘{erimos aumentar a ordem do sistema que nio era grande a ter que refazer as
integrais ). Para o caso da coluna d’agua, foram escritos programas no Matlab®, usando

as funcdes lineares ja apresentadas.

Crank-Nicolson

Por termos usado o método de Galerkin, nosso problema agora € resolver o
sistema de EDO’s ( 8 ). Este sistema também sera resolvido de forma aproximada - e
esta serd a terceira aproximagdo’! para o problema original - usando o método de Crank-

Nicolson.

J4 temos o dominio espacial discretizado e faremos o mesmo para o tempo,
escrevendo ,&("} ~ f( t, ) para o valor da fungio coeficiente que multiplica a fungfio de

base @y, no mstante f,,.
. )
Co(xt,)=> o, (x)
i=1

Neste método consideramos o valor de S ¢ de sua derivada num instante gue ndo

faz parte da discretizag#io temporal, tomando :

2 Em Hughes [3] in Mistro [22] vocé encontra o niimero de Péclet € um desenho da funges upwind nos
casos uni e bidimensionat,
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dﬂi(m-l!Z) !{HH) _ f[ﬂ']

9 I
( ) dat At
ﬁ.(m”n ~ ﬂiﬂﬁl) +ﬂ:'(n)
' 2

Estas aproximagdes séo da ordem de (At)%, que é o intervalo de tempo entre dois
instantes sucessivos. Substituindo estas aproximagdes no sistema de EDO’s ( 8 ), resulia

o sistema linear :

5 ( 10 ) Cﬂlﬁ'f) = D ﬂﬂ) +.f(ﬂ+f/2)
Onde :

C=(2B+AtA)

D=(2B-AtA)
f(n+h’2)= n)+ 1}
2

E as matrizes A ¢ B sfio aquelas que definimos quando introduzimos o método

de Galerkin.
Eéte é o passo final para a resolugio do nosso problema. Comecando por 5 :
Colx,)=p9, paratodo j=1,...,n°denés
Tendo A%, calculamos £ resolvendo :
CH D 4741

E assim sucessivamente, resolvemos »+/ sistemas lineares da dimensio do
namero de nds, para descobrir os coeficientes 5 sobre cada né do dominio. Com eles e

com as fungdes de base, temos a solugio aproximada !

! Na verdade temos mais aproximagdes do que as trés mencionadas aqui. Devemos ressaltar aquelas
devidas a representagdo de nimeros em linguagem de computador, resoluciio de sistemas lineares ...
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I

Poluentes que bdéiam

Nio ¢ sempre que podemos tratar do problema de polui¢ido em corpos aquaticos
usando a coluna d’agua. Como foi visto antes, para usa-la dependemos de uma certa
simetria da lagoa, coisa com a qual nem sempre podemos contar. No proprio sistema
Ibera, a lagoa Iberd tem caracteristicas diferentes daquelas Luna e Galarza. Esta lagoa
alimenta o rio Mirinay, a sudeste, através dos Esteros del Mirifiay . Isto cria uma
pequena correnteza na direcdo do desaguamento da lagoa. Esta situag¢@o é claramente
assimétrica. Estaremos estudando, neste caso, a presenca de um poluente que nio

alunda, permanecendo na superficie da lagoa.

Malezales
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O Dominio

Neste caso o dominio espacial, Q, ¢ um subconjunto do IR?, cujo desenho é o da
superficie da lagoa. Consideraremos Q como sendo somente o interior deste desenho de
tal forma a manter o conjunto aberto. As margens da lagoa compdem a fronteira de Q,
que chamaremos de I'. Dividiremos esta fronteira em dois pedagos diferentes : I, onde
a lagoa encontra os esteros do rio Mirinhay; e I';, que é todo o resto da margem ( esta

divisdo deve ficar mais clara adiante ). O dominio temporal ¢ o mesmo que no caso da

coluna.

As Equagdes

Como anteriormente, descreveremos a dindmica do poluente boiando sobre a
superficie da lagoa por uma EDP e condigdes iniciais e de fronteira. Esta equacfo
descreve a variagdo da concentragdo do poluente em cada ponto da superficie da lagoa a
medida que o tempo passa, mediante a presenca de certos fendmenos, sujeito as
condigdes impostas sobre as margens da lagoa, e a partir de uma configuracdo inicial de

concentragio do poluente.

% = div(@VC) - div(V.C) - o C + f, emQx(0,1]

oC
™ =0, paratodote(0,7]
(11) { O,
aa—c— =—p.C| , paratodote(0,7]
3?} r, Iz

| C(x,3.0)=Cyfx, ), paratodo(x,y)€Q

E a mesma observacdo feita no capitulo anterior quanto ao uso dos operadores
gradiente e divergente vale aqui: consideramos estas operages somente sobre as

varidaveis espaciais.
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0O Que Dizem as Equacdes

A descrigio da dinimica difusiva-advectiva do poluente flutuando sobre a
superficie da lagoa, ( 11 ), € valida para cada posigéo (x,y) sobre a lagoa, e cada instante

t durante a observacéo do fenémeno.

Do mesmo modo que no caso unidimensional, temos dindmica difusiva,
div. (q_ VC); movimento convectivo, div(V.C); decaimento, oC; ¢ a presenga de uma
fonte poluente, /. Em seguida aparecem as condig¢fes de fronteira, que aqui sio um
pouco diferentes. Dizemos que néo hd fluxo pelas margens da lagoa na regifio I';; e que
o fluxo é proporcional 4 concentragdio do poluente na regifo I';. Estas duas condigdes
sio vilidas para todo o instante £, com excegdo de £=0, onde temos uma configuragio
inicial do poluente distribuido pela superficie da lagoa dada por Cofx,y). O termo de
fluxo através da margem ¢ dado pela sua derivada parcial normal, 3C/0n onde 77 é uma

direcio ortogonal unitdria externa ao dominio.

Simplificacdes

Também aqui faremos as mesmas simplificagdes que foram feitas para o caso da
coluna d’4gua, considerando os coeficientes & e o, constantes. A velocidade V = (v ,v)
tem duas dire¢cdes que serio consideradas constantes, ao menos em cada regifio a ser

definida sobre a lagoa. Com estas simplifica¢Ges reescrevemos a EDPem ( 11):

%g=aAC—~V-div(C) - C+ f, emQx(0,t]
t
ZC =0, paratodote(0,r]
(12) LM,
a E = —p.C[ , paratodote(0,7]
on L, &
C(x,7,0) = Coftr, ), para todo(x,y) e Q

Abusamos no uso do gradiente e divergente da concentragio C, e consideramos

operadores somente sobre suas dimensdio espaciais, (X,y). Come ja fol visto, o
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tratamento matematico do problema diferencial é muito complicado e um pouco restrito,

por isso partiremos para uma formulagio fraca.

Formulacéio Variacionai

Na descrigdo do problema ( 12 } em sua forma fraca pouca coisa vai mudar,
Agora temos que trabalhar em duas dimensGes espaciais ¢ temos condigdes de fronteira
um pouco diferentes. No que segue estaremos fazendo a mesma coisa que foi feita no
caso unidimensional, adaptando somente a linguagem ao nosso dominio bidimensional.
Ass-im formularemos o problema fracamente; discutiremos existéncia e unicidade de
solugdo fraca, e como encontri-la pelo método de Galerkin; e por fim discutiremos a

discretizagdo do dominio via elementos finitos,

Nossa fungdo teste viQ—IR agora é bidimensional definida sobre a superficie do
lago. Além disso, queremos que ela satisfaca as condigdes de fronteira ( da mesma
maneira que na coluna d’4gua ) que aparecem em ( 12 ). Por enquanto o espago ¥ destas

fungOes teste sera o espago das fungdes v tais que Sv/iénp=0emTI.
Multiplicando a EDP em ( 12 ) por ve v, obtém-se
ac .
—v=gACyv-V -div(C}yv—ocCv+ fv

ot

Integrando a equacgdo acima em 2 :

IE vax - & [ACvdx -+ [V.div(C)vdx + o [Cvdx = [ fvdx
a ot b4 a 0 Q

Na integral acima como nas demais, estamos considerando a medida 4X como
sendo uma medida bidimensional, dxdy, para simplificar a notagdo. Trocaremos a

segunda integral acima, por causa do teorema de Green :
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- IAC.vdx = —acj. :£ vds + o IVC.Vva’x
Q £ o7 Q

E, pelas condi¢es de fronteira em ( 11 ) a integral de linha acima ¢ igual a :

-a g.vds=—a<5|lic—.vd9=p<{€.vds
£ on i, 01 r,

E entdo obtemos :

(13) IE.de+aIVC.Vvdx+pEI'C.vds+ [V -dim(C) vax + o Cvax =
g ot Q 1A Q ¢}

= If.vdx, para todav e V
Q

Esta sera a formulacdo fraca de ( 12 ), assim que especificarmos melhor que

espaco de fingBes ¢ este .

Distribuicoes sobre

A idéia para definir as distribui¢es sobre um conjunto aberto Q@ < IR® € a
mesma que para I < IR. Partiremos do espago das fungdes que tém derivadas parciais
continuas de todas as ordens em Q, Co™(Q2) com aquela no¢lo de convergéncia
introduzida antes, isto €, diremos que uma segiéncia (@.)» ey converge para 0 quando :

(1) as fungdes ¢, tém suporte contido em um compacto K - Q.

(i)  alem da seqiiéncia (@.)nev , também as seqiiéncias das suas derivadas

parciais de todas as ordens convergem uniformemente para 0.

Entdo diremos que HQ) é C;™(QQ) com esta nogio de convergénecia. As
distribuices serdo os funcionais lineares continuos em (€2}, portanto o espago vetorial
das distribuigdes é dual deste espago, 9'({2). A notaglio e a convergéncia em 3'(€2) é a

mesma que em 3(1).
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Em Busca do ¥ Adequado

De maneira andloga a L'y 1), definimos o espago L'1o(Q), € associamos

univocamente a cada seu elemento » uma distribuigfio. Por exemplo, fazendo :

T.¢)= Iu (X)@(x)dx, paratodagp e Q)

_ Para poder escrever L'l Q) F(Q).

Derivadas Parciais de Distribuicdes

A unica diferenga entre esta se¢fio e aquela sobre derivadas de distribui¢bes é

que agora, por estarmos em duas dimensdes precisamos da nogdo de derivada parcial.

Nosso Q é um subconjunto do IR? mas a generalizagio para o IR" ¢ automética.

A idéia de derivada parcial de uma distribuicio T de $(Q) € andloga a de
derivada ordinaria de uma distribuicio de @’( I ). Sua derivada parcial fraca na direciio
da i-ésima componente ¢ denotada por 51/8x; ¢ é a tUnica distribui¢fo tal que :

oT oo
<—,p>=—<T,——>, paratodag e HQ
Pl 5 > paratodag (Q)

i i

As distribui¢des também possuem derivadas parciais fracas de todas as

ordens :

<36 T,§9>=(—1)”<T,6 (f>, para toda ¢ € $(€2)
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Espacos de Sobolev
Como antes, queremos distribuigfes cujas derivadas parciais fracas também

sejam distribuigBes, por isso introduzimos o espaco H'(QQ) equipado com o seguinte

produto interno ¢ a seguinte norma :

(u,v)= IVu - Vvdx + J'u.vdx
Q Q

7 = f(oofax+ " ax
0 4]

Equipado com esta norma, H'(C2) é um espago de Hilbert real.

Finalmente, o ¥ Adequado

Trabalharemos num subespago de H(Q), 0 HX(Q), definido abaixo :

HX{Q)={we H‘(Q):;—a; =0,we L'(I})}

0

Da seqliéncia de inclus@es abaixo :
HY(Q) < H(Q) < Q) « H (Q)  9(Q)
Podemos perceber que se tomarmos ¥ = H+'( 1), os elementos de V serdo
distribuicdes ( portanto com derivadas parciais fracas de todas as ordens ) que t€m

derivada parcial normal igual a zero no trecho adequado da fronteira de Q ( I'y ) € que

tém quadrado integravel sobre I',. Isto nos permite trocar as integrais :
C ocC
- % ads = - {2 vds + - 4>~ vds = pdCuvds
P on & on r, 01 £

Pois, sobre I'y, temos &./8n = 0; € sobre Iz, temos v e A0/ Jn integréveis.
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Escrevemos entfio a formulacdo fraca :

(14) j’%.vdx +a j VC.Vvdx + pc_[C.vdS' + jv. div(C)ydx + & jc.vdx =
Q Q L, Q Q

= If_vdx, para todav e H.(Q)
] .

O proximo passo € uma investigacio sobre a solugéo de { 14 ).

Existéncia e Unicidade

Usaremos o mesmo teorema de Lions, e a argumentacio da prova serd andloga

ao caso unidimensional, com as devidas adaptagdes. Rescreveremos a equacio ( 14 )

como :
oc i
(15) (—ét—,v)+A(f;C,V)=Lf(v), para todov e H, (QQ)
Onde :
aC oC
—, V)= |—.vdx
GY Jar ’

A(5C,v) =a [VC.Vvax + p{Cvds + [V.div(C)vdx + o [Cvax
4] 0 Q

L

L(v)= j fvdx

O teorema de Lions garante a existéncia de uma tnica solu¢do C € J do

problema ( 15 ) se ¥V ¢ um espago de Hilbert e se :

(i) VCe3, Vve\,afuncdot— 4 Cv)émensurdvel;
ghy l4agcewlsM|C ||H’(g) || v || 'y, com M uma constante positiva;
(i) 3JArtalque
A+ Ay PPz 8| v @, com8>0ev e ;
(iv)  Ls(v) écontinuo ; e

v) fe L Qe e H(Q).
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Onde :

3= {c e L'((0,7), HI(Q)): Ve (0,1],%6 1.?(9)}

A demonstragdo é quase uma cépia da demonstragiio anterior. A validade de (i) e
de (v) justifica-se pela prépria natureza da fonte e da condig@io inicial. A continuidade
de Ly (iv) € baseada em argumentag8o idéntica & anterior. Quanto aos outros itens, uma
pequena alteragdio na argumentacio serd necesséria devida ao termo da integral de linha

na forma 4 .Usaremos o resultado de Medeiros [21] abaixo :

Se Q é um dominio bem regu!ar‘ entio existe uma constante £ > 0, tal que :

e

< kJ

&My — l"’u H ()

Como antes, a continnidade de A(#;C,v) parte da desigualdade :

oC ov
ag!a.g;dx + aﬁ[C.vdx

< 1 #(C’ V)H* ' s "C"H‘ "v"H]

Onde 4= max { o, o }. Além disso, temos :

' ac aC ac aC
(V.div(C),v) , 1=} Hv,—+v,—vdx | =] |v, ==vdx + |v, —.vdx |<
| ol Jo L & ‘ o Lo . X
oC oC oC aoC
S[“'l“‘é}"’v)f} +|V2|('a7’v)1} S(Ivll _6; s +lv2| IEV R )"v g <

< Ve [Clz I

£ S Vo I 1> onle Vi = max{ v, v, 3

Logo :

‘ A(t,‘C,v) | < JLIf"C"HJ “v”H' + Vmax “C"H' ”"”m +

p. _[C.vafv <
I

' A definicdo de conjunto bem regular nfo € trivial. Pode ser encontrada no préprio Medeiros [21]. Mas
isso ndo nos preocupa, pois sua intengdo ¢ tornar o resultado o mais geral possivel. Quanto a nés,
podemos supor, sem riseo nenhum supor que §2 € bem regular.
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S#”C”H‘ ”v"m +Vmax ”C”H‘ ”v”ffl T p'lIC“L’(r) ”v”L’(l') =
<Clin Vs + Vo [Pl + 2k K2 4C sy Ml o

E a continuidade do operador 4 estd provada para M = g+ Vi + p.k .k,

Para aquela coercividade especial (iii) o argumento se apoia nos mesmo

argumentos que no capitulo II e no fato de que :

At v, vy = B(t;v,v) + p'”v“iz(r)

—

Onde:

B(;C,v)=a [VC.Vvdx + [V.div(C)vds + o [Covax
0Q Q [

Além disso, para nimeros reais a,b ¢ € # 0 quaisquer vale :
~ab2-cd/4-b/¢

E a desigualdade de Hélder também se verifica em LZ(Q) :

&v
(IH Ol 5V RO < Vo ud IV
I? I
Disso tudo resulta :
At v, vy + A >Bauw+zhﬁ_
2
2a( > +|— o=
>a(6l’+2 +6V2)+(o'+/1)Hv| —V i a"H ” y_ Y
I P ’ I
2 2
- Y= (B <2 o Dbl -2 B <ob
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E a conclusio € como antes, se 8 =min { @ - Ve /4, 6+ 1 - Vi /€ } >0,

devido a arbitrariedade dos pardmetros & ¢ A.

Método de Galerkin

O espago de Hilbert H+'(()) também & separdvel. Este fato é fundamental para
aplicagio do método de Galerkin, como foi no caso da coluna d’dgua. Consideraremos
uma sucessdo de vetores (@, Jpey € H+'( 1) tais que :

SR Y Para cada m, os vetores @y, an, ... , & s30 linearmente independentes,

(i)  As combinagdes lineares finitas dos m, sdo densas em /().

Escrevemos entdo o problema aproximado, partindo de VY o subespago
dimensdo finita de H+'( 1) gerado pelos m primeiros vetores a,,. Procuramos entio C,

€ 3 talque :

oC
(16) (armav)-f-A(t;Cm,v):Lf(v), paratodovev,
Onde :

3, ={C,,, eLz((o,r),xlm);v:e(o,r],%evm}

A aplicabilidade do teorema de Lions ao problema ( 16 ) deve-se ao fato de que
este subespacgo ¢ também um espaco de Hilbert, e a questdo da convergéncia da solugéio
aproximada é parecida com o caso unidimensional. La as fungGes de base @ satisfaziam
as condigdes de fronteira ( pela maneira como foi definido o espago V., ), assim,
escrevendo a solugfio aproximada C,, nesta base, automaticamente ficava garantida que
tal solugfio estava sujeita as condi¢des de contorno. Agora & diferente, pois no espago
das fungdes de base “falta” uma condi¢do de contorno ( aquela sobre I'; ), entretanto,
esta condi¢do aparece na equagéo integral ( 14 ) que define o problema, sob a forma de

uma integral de linha. Portanto a solucio aproximada, Cn, satisfaz a condicdo sobre T,.
Como fizemos em uma dimensdo, escrevemos C,, na base deste espago :
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C,x0=3 5,Ow,®)

1=1

E também 6C,, / &t :
Z - o8 (t)
—C . (x,)=) —/——p.(x
Py (x,5) Z;: 2 (x)
. Lembrando que, por uma questédo de simplicidade, escrevemos x = (x, 3 ).

Como 05 operadores que aparecem em { 16 ) sdo (bi)lineares escrevemos :

(17) i@%’(—ﬂ(@nwn+iﬁf(t)A(r;m,-,wj)=Lf(a;,.), paratodo j=1,..,m

i=1 =1
Que é um sistema de equacBes diferenciais ordinarias ( EDQ’s ), escrito
matricialmente como :

(18) BdB+Ap=f
dt

Onde :

B ¢ a matriz mxm, que tem na posi¢io (i) o elemento (@, @ );
A ¢ a matriz mxm, que tem na posi¢io (i) o elemento 4{ ¢ ;¥ , ax );

S ¢ o vetor de componentes Ly (ay ).

Este sistema sera resolvido usando-se Crank-Nicolson, como foi feito no caso da
coluna. Como ¢ um método para a discretizagfio do dominio temporal, ecle € similar
aquele que aparece ali. Basta aplica-lo, assim que temhamos feito a discretizagéio

espacial e escolhido as fungdes de base, a seguir.
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Método dos Elementos Finitos

Em duas dimensdes o trabatho com os elemento finitos é mais interessante, pois
¢ mais complicado. Imagine que temos liberdade de escolher ndo s6 o tamanho, mas
também a forma dos elementos : quadrados, triingulos... A Gnica regra é que cada aresta
da discretizagdo pode ser compartithada por no maximo dois elementos. A triangulagio

a seguir, por exemplo, ¢ proibida :

Da mesma maneira que no caso unidimensional, podemos definir fungdes de
base lineares, quadraticas, ... Se tomarmos fungGes de base lineares, seu aspecto serd de
uma pirdmide sobre cada nd. Da mesma forma que antes, teremos o valor da fungfo de

base @y sobre o né i valendo -

w(i)=1,sei=j,

@ (i)y=10,sei#].

Uma questdo interessante € que a numeragdo dos nods ¢ elementos nio serd feita
de maneira natural ( pois nio hd como fazé-lo ). No caso bidimensional, além da
facilidade na integragdo, a possibilidade de triangular o dominio da maior liberdade,
permitindo uma discretizagio mais precisa do dominio. Usamos, para o problema da
superficie da lagoa, o sofiware PDEase®, que trabalha com fungGes lineares ou
quadraticas, dependendo da escolha do usuério. Para dar uma idéia mais precisa da

triangulacfio, exibimos, nas paginas seguintes, a lagoa Iberd triangulada.

Também em duas dimensGes podem ocorrer oscilagdes numéricas se a relagdo
de Péclet nio for satisfeita, Ao invés de trabalhar com fun¢Ges upwind bidimensionais,
0 PDEase® trabalha com sucessivos refinamentos da malha até que a soluc8o numeérica

aproxime a solu¢io em si, segundo um erro pré-estabelecido.



Triagulagéio da Lagoa Ibera com 643 nos e 280 tridngulos.
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Ensaios Computacionais

Nossa proxima aproximagdo serd a resolugdo dos sistemas lineares resultantes
do uso dos métodos dos elementos finitos e Crank-Nicolson expostos nos capitulos
anteriores. Até mesmo a resolucdo computacional destes sistemas é aproximada, devido
a representa¢do numérica no computador ¢ métodos numéricos utilizados na resolugio
de sistemas de grande porte. Mesmos com estas restrigdes a resolugdo dos sistemas ¢

confidvel, pois o erro pode ser controlado. Isto viabiliza a solugdo apresentada.

Apresentamos nas paginas seguintes os resultados obtidos na resolugdo
do problema da coluna d’agua — usando o Matlab® - e da superficie da lagoa Ibera —
com o PDEase®. Os pardmetros utilizados foram académicos, ja que infelizmente ndo

pudemos contar com informagdes vindas da Argentina.

A figura | mostra a solu¢do numérica do problema da coluna d’agua sem a
presenga do termo advectivo, e sem fluxo pela superficie e fundo da coluna. Usamos
uma fonte intermitente para modelar uma chuva que cai a intervalos regulares, incidindo
apenas sobre o primeiro ndé da discretizagdo. Na discretizagdo espacial dividimos a
coluna ( que supomos com profundidade 2,5 m, a profundidade média da lagoa Luna,
cf. [11] ) em 16 células igualmente espagadas. Note-se que a solugdo ganha
“regularidade™ com o aumento do nimero de iteragdes no tempo. A descri¢do continua
do fenomeno ¢ dada abaixo, e as questdes sobre existéncia e unicidade de solugdo e

como encontra-la sdo semelhantes ao caso apresentado no capitulo II :

%:a%—ac+1', em (0,h) x (0,7]

(19) .%(0,:_):0, para todot e (0, 7]
n

C(h,t)=0, paratodote(0,7]
| C(x.0)=Cy(x), paratodox & (0.h]




concentragéo

O sistema discretizado é aquele descrito no capitulo II, quando apresentamos o
método de Crank-Nicolson. O método de resolugdo do sistemas lineares escolhido foi a
decomposi¢do LU pela simplicidade no uso com o Matlab®.

Figura 1: Evolugao de fendmeno difusivo na coluna com fonte intermitente

0.03+

0.02

o

o

—_
l

profundidade

Note-se que apesar da presenca de oscilagdes numéricas nas primeiras iteragoes
temporais. a solugéo aproximada se comporta bem, no final.
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concentragéo

A proxima figura mostra uma pequena varia¢@o do caso anterior, onde supomos
que uma pequena porcentagem do poluente ndo flocula. Temos, sobre a superficie da
coluna a condigfio :

- A (0,t) =p.C, paratodo t € (0.1]
on

Figura 2 : Evolugéo difusiva na coluna ¢/ perda superficial de 8%

profundidade

Perceba-se como neste caso o fendmeno difusivo é menos acentuado proximo a

superficie.



concentragcao

A seguir, um fendmeno com a presenga de um termo advectivo. A EDP em (19)
passa a ser :
oC o°C

—=a

o x’

- Vdiv(C)—o C + f, em(0,h)x(0,7]

Figura 3 : Evolugao difusiva advectiva na coluna c/ velocidade p/ baixo

0.15+

e
[

0.05—

1.5

profundidade

A presenga deste termo acentua levemente a concentragdo do poluente em
dire¢do ao fundo a medida que o tempo passa. Tanto neste caso como no anterior a
brusca mudanga na concentragdo € devido a uma chuva que para, apos certo momento.
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A proxima figura ( 4 ) exemplifica o comprometimento da solugdo quando a
condi¢do de Peclét ndo é satisfeita.

Figura 4 : Oscilagdo Numérica, No. de Peclét = 9.308 > 2

0.05
0.04

0.03

concentragao
o o
o o
Ce ]
| /

o
|

0.5

o

o
o

N

1.5

profundidade

50

tempo

60



A seguir sd0 apresentados, em termos de duas varigveis espaciais, os resultados
da simulagfio numérica para difusdo do poluente na superficie da lagoa Ibera. O desenho
da lagoa corresponde ao do mapa geoldgico de la Provincia de Corrientes [ |,
discretizado com uso do PDEase®. Foi feito um modelo de circulagdo ( abaixo ) para a
lagoa baseado na nossa intuigfio’ e no fato de que ha uma leve corrente do nordeste da

lagoa no sentido dos Esteros do rioc Mirinhay, localizados ao sul e ligando a lagoa ao rio.

Eveclucae de fenomenc difusivo—advectivo & |bera’

correnteza
T, max AT
o0 - Fmin 0.6000
. T
F A A o A ol L
255 /X//////////{‘;”//
A il
, LA f it
200’ (A1) iy
- i L=
B0 WD
0o
54
005
Zs0 oo s6 M0 ®Bo 206 258 W4 #251
" 65357 1/13/98 §
difads Cyele=l Time= 0.0 dT= 00 Nades=843 Celle=280 PDE Err= 10000 Mem=295k

Consideramos as velocidades ( de Stokes ) constantes sobre diferente trechos da
lagoa, respeitando um critério arbitrario de elas serem maiores quanto mais proximas do

Mirinhay e de que se dirige genericamente a sudoeste, em diregdo ao rio Mirinthay.

A discretizagdo da lagoa é mesmo aquela exibida no capitulo I, com 643 nds e

280 células. Fizemos 24 iteragdes no tempo, e exibimos as curvas de nivel da

! Diversos contatos com a Universidade del Salvador ( Buenos Aires e Gob. Virasoro ) e a Fundacion

Iberd ndo renderam informaciio alguma sobre modelos de circula¢iio para este ot outros corpos aquaticos
na regifo.
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concentracdo do poluente, de duas em duas, 12 delas. Mostraremos também a

concentragio ( em trés dimensdes } inicial ¢ final do poluente sobre a lagoa.

Localizamos a concentragdo inicial do poluente numa parte ( leste } da lagoa,
pela maior proximidade com as plantagtes de arroz e outros gréos. Consideramos f= 0,
ou seja, no instante em que comega a simulagio ndo ha mais presenca de fonte, cuja

ag8o foiresponsével pela concentragio inicial.

Evolucoe de fancamena difuaivo—advectivo omm thara'

u
Vol= 9.613428

25

B:HE57  1/13/98
ditadvS Cycle=8 Time= 0.0 dT= 0.0 MNades=643 Cells=280 PDE Err= 10000 Mem=245k

Como se v€, esta situagio inicial € do tipo step function, € uma descrigdo sua

como sendo L’ ( Q) é bastante razoavel.

A seguir teremos uma seqiiéncia de graficos mostrando a evolugio das solugSes
aproximadas do fendmeno. Optamos por exibir a concentragfo com curvas de nivel por
ser menos confusa visualmente. Perceba-se que o erro estimado de fato diminui a cada

iteragdo.

52



Abaixo, as curvas de nivel da concentragdo inicial (T =0 ).

Evelucae de fancmene difuaivo—advectiva amn lbara'

u
Vol= 9.613428

e .

380 ¥ 0.2200
W 0. 2-5-5@
W E 2. 1800
304 oo 0, 1800
A 2. 1700
I E G 1800
b q : ©.1400
a 0. 1500
3.0 - G, 1100
- 7l . 1000
15.0 T O, 0700
i:  0.0800
g :  0.0400
o f 2 2. 0300
e 2. 0200
d .00
9 B : 00,0100
a : —0.0800
min —0.034%

o0

-50

5357 1/23/98
difaded Cyele=0 Time= 0.0 dT= 0.0 Nades=643 Cells=280 PDE Err= 10000 Mem=285k
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Segunda iteracdo temporal ( T = 2 ). Os pequenos nodulos espalhados na lagoa

devem-se oscilacdes numéricas.

Evelucae de fencmene difuaive—advective ern lbara’

u
Vol= 9.099927
P G_.jl”?

350 '.J

300 o
o
n

2590 m
o

20,0 ]

= |

5.0 i 6l4bo0
A @.C
4 |'::

0o b oz 0. 0280
g : a.n
min —1.0e—4
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50 00 50 WO B0 200 280 WD

16:53:57 1/13/98
difadvs Cyele=1l Time= 2.0000 dT= 0.7554 Nodes=643 Cells=180 PDE Err= Q.0175 Mem=372k
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Quarta e Sexta iteragdes ( respectivamente, T=4¢eT = 6):

Evclucoe de fencmenc difuaivo—adwvective em Ibera’

u
Vol= 8,58919
roax

a0 v i 0.4400
T 0. 4200
(5] &
300 r a.
q 0.
o g,
250 n v}
m i)
20.0 5
>_ 7.
i .
1B0 o = 0.
T & o
i s
0
B 3
G 3
54 min
00

~80 00 5P 0 B0 200 255 300
X

155357 1/23/98
difaced Cycle=14 Time= 4.0000 dT= 12815 Nodes=643 Cella=280 PDE Err= 0.0177 Mem=37
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Oitava ( T =8 ) e décima iteragdes ( T=10) :

Evolucos de fenamena difusive—advectivo ern Iberg
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Décima Segunda ( T =12 ) e décima quarta ( T = 14 ) iteragdes :

Evelucon de fenomenc difusivo—advective ern [bera'
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Décima Sexta ( T = 16 ) e décima oitava ( T = 18 ) iteragdes :

Evolucas da tenomens difuaivo—advective ern lbard’

,,
3
v
2

<l Mmoo
i

Jaowa-
POOG OB O
=
=
S

" =—ed
OO0 oD
=3
)

50

iﬂﬂ' &

3 e = e
o

b

(-]

=0 00 56 W0 BO 200 750 300 g} 12
* pa
_/

655357 1
difadvs Cycle=23 Time= B.000 dT= 2.5908 Nodes=643 Cells=280 POE Err= 0.025 larfp”l'ga L(.J'J

Evelucas de fercmenc difuaivo—advectivo arm |bero'

1650
BRE L

1482

L‘.mumi
SO

1328

1280
1R

4% “EN
OO o0

o 0000
850

Jzovas
= 1]
o
-4
4

opoes
SRR B

n106
QOS50

a.lr T6 =~
oo

0.0

40 00 50 WH H\O 200 250 MO
X
%5357 1/13/98
ditadvs Cyele=24 Time= 18.000 dT= 25908 Nedes=H43 Cella=280 PDE Err= 0.0185 Mem=372k

58



Vigésima ( T = 20) e vigésima segunda ( T =22 ) iteragdes :

Eveclugoe de fencmene difusivo—advective em lbera
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Concentragdo “final” ( para T = 24, exibimos as curvas de nivel ¢ em trés
dimensdes ) :

Evelucas de fencrnenc Jifusivo—advectivo ern Iberd
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No PDEase os sistemas lineares sdo resolvidos pelo método dos gradientes
conjugados. O erro ¢ calculado em cada tridngulo, o que permite que o refinamento da
malha seja feito apenas naqueles tridngulos cujo erro ¢ grosseiro. Além disso, para
problemas evolutivos ( como este ), a resolucdio dos sistemas resultantes da
discretizacdo temporal € feita utilizaﬁdo-se estagios intermediarios, isso tudo resultando

em aceleragfio do método ¢ diminuigiio do erro ( cf. [26] ).

Dos resultados exibidos pode-se perceber que o poluente se movimenta numa
diregio preferencial, exatamente aquela que foi definida pelo nosso suposto modelo de
circulagfio. A diminuigio do volume de poluente sobre a superficie da lagoa é devido a

—a

taxa de perda de massa, oC, e também devido ao fluxo da lagoa para o rio Mirinhay.

O comportamento desta simula¢fio nos deixa otimistas quanto a sua futura
utilizagdo, assim que estivermos de posse dos dados e pardmetros reais, vindos da
Argentina. Pela praticidade no uso do PDEase®, ¢ muito simpies trocar os pardmetros
académicos pelos reais. E claro, deve-se salientar que, dependendo do valor destes
pardmetros, serd necessario um maior refinamento da discretizagiio espacial de modo a
tornar a resolucdo mais precisa do ponfo de vista computacional. Dai poderemos
apresentar um modelo vidvel do ponto vista computacional e aceitavel do ponto de vista

ambiental.
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Consideracdes Finais

Néo podemos deixar de dizer que a nossa tentativa de trabalhar no projeto Ibera
tem sido, até agora, um tanto frustrante. Todo projeto depende de financiamento, e as
vezes, acaba ficando prejudicado pelo atraso neste setor. Aqui no Brasil a comunidade
cientiﬁca conhece bem estas limitacdes, visto que os Orgdos de fomento & pesquisa sdo
poucos ¢ com recursos escassos. E pena, do ponto de vista ambiental e social que um
proj;to deste porte, envolvendo a comunidade internacional, tenha desacelerado
mediante estas dificuldades, dada a gravidade e interesse da situagio. N6s também
lamentamos, pois seria muito mais rico nosso trabalho se pudéssemos nos aproximar
ainda mais da situagfio real. Mas por uma questdo de prazos ( conclusdo do mestrado,
bolsa, ... ) nfio hd como esperarmos que o projeto ganhe mais consisténcia para
podermos nos engajar nele. Esta tese é apenas um passo inicial. Esperamos que com o
desenrolar das pesquisa sobre o macrossistema Ibera, possamos adequar nosso trabalho
aquela realidade. Esta tem sido desde inicio a nossa postura : colaborar no que for

possivel.

Dentro desta perspectiva, nosso modelo ¢ simulacfio sinalizam claramente no
sentido da possibilidade de que a situagfio se torne grave ( ou de que j& seja grave ¢
ainda nio o saibamos ). Os arroceros e granaderos que concentram suas atividades a
leste dos Esteros de Iberd podem imaginar que a protecdo de suas plantagbes das
atividades de patos e outras pragas é primordial, e que o uso de repelentes toxicos tem
efeito apenas local, mas nfo se pode esquecer que uma vez presentes na atmosfera estes
produtos podem se difundir a distdncias bem maiores do que imaginam ( Palomino {25]
mostra bem isto ). Neste trabalho pode-se perceber que uma vez presentes na lagoa os
poluentes sfio uma ameaga nfio s6 a flora ¢ fauna da proépria lagoa, mas em fungéio do
desaguamento nos esteros, e posteriormente no rio Mirinhay, a comunidades que vivem
a beira ¢, muitas vezes, em fun¢fo do rio ( o rio Mirinhay atravessa diversos vilarejos e

desdgua no rio Uruguai ) também sfo ameacadas.



Muitos dos trabalhos do grupo de Biomatematica do Imece-Unicamp tratam de
modelos evolutivo-difusivo-advectivos. Diferem no estudo de caso, algo que sempre
enriquece a discusso em todos os niveis, inclusive maternatica, ji que devemos a estes

diferentes casos, os diversos modelos, equagfes, condigdes de fronteira, métodos, etc.

Aqui, além de colocar o caso Iberd, tentamos fazer uma apresentagfo
diferenciada, pensando em leitores que nfo sejam matemdticos ou que ainda sejam
iniciantes. Assim, a preocupagfo nfo foi o rigor nas defini¢des e demonstrages ( 4s

vezes apresentadas de maneira bem pouco formais ).

Que n#o se pense que esta postura é didatica, mas filos6fica. Talvez até este
aspecto tenha sido um pouco exagerado, mas ndo poderia passar em branco esta
oportunidade de colocar a questfio explicitamente, ao invés de deixa-la subjacente &
leitura do texto. A postura filoséfica deste trabalho' nasceu, aos poucos, com o encontro
com o teorema de Gédel ( na verdade nfio com o teorema em si, mas com seu legado ).
No final do século passado e imicio deste, muitc esfor¢co foi ferto para uma
axiomatizacio completa do pensamento matematico, de modo que o conjunto das idéias
matematicas fosse consistente, no sentido de que ndo carregasse em si qualquer

possibilidade de contradi¢&o interna.

“O artigo de Gddel mostrou que tal pressuposigdo € insustentivel. Ele
colocou 0s matemdticos diante da espantosa e melancélica conclusfio de que o
método axioméatico tem certas limitagdes inerentes que eliminam a possibilidade de
que mesmo a aritmética comum dos inteiros possa ser plenamente axiomatizada.
Mais ainda, ele provou que é impossivel estabelecer a consisténcia légica interna de
uma amplissima classe de sistemas dedutivos — aritmética elementar, por exemplo —
a menos que adotemos principios de raciocinio tdo complexos que sua consisténcia
interna fica tfio aberta 4 dirvida quanto a dos proprios sistemas. A luz destas
conclusdes, ¢ inatingivel qualquer sistematizagio final de numerosas dreas
importantes da matematica e ¢ impossivel dar garantia absolutamente impecavel de
gque muitos ramos da matemdfica estejam inteiramente livres de contradicio

interna™.

! Deste autor, methor dizendo.
? Nagel & Newman [24]. O livro & um comentério bem legivel sobre o teorema de Godel,
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Isto ndo significa que a matemdtica deve ser abandonada dada esta “fragilidade”.
Imagine-se o que perderfamos se queiméssemos todos os quadros de Picasso, por serem
“contraditérios™ ! Significa sim, que deve ser levada a sério como qualquer outra
maneira de encarar e descrever a realidade®. Afinal, ¢ possivel provar que Noé construiu
uma grande arca, ¢ dentro dela colocou um casal de cada animal sobre a Terra, para
salvar toda a vida do dilivio ? Dentro do pensamento religioso hebraico-cristdo, a
resposta € sim, ja que o relato estd no livro sagrado ( e nfo interessa se este livro esta
repleto de contradiges ). Assim, se se acredita na descrigio matemética como adequada

para certos objetos ou fendmenos, entdo pouco importa que ela ndo esteja livre de

contradi¢des internas.

“A conclusio geral que emerge destes estudos criticos dos fundamentos da
matemética € que a vetusta concepcio da matematica como a ‘ciéncia da
quantidade’ € tanto inadequada como desencaminhadora. Pois, evidencia-se que a
matematica ¢ simplesmente a disciplina por exceléncia que tira conclusdes
logicamente implicadas em qualquer conjunto de axiomas ou postulades. De fato,
veio a ser reconhecido que a validade de uma inferéncia matematica niio depende em
sentido algum de qualquer significado especial que se possa associar aos termos ou
expressdes contidos nos postulados. A matemditica foi assim reconhecida como
sendo muito mais abstrata e formal do que se supunha tradicionalmente: mais
abstrata porque juizos mateméticos podem ser estabelecidos em principio sobre o
que guer que seja mais do que sobre algum conjunto de objetos ou tragos de objetos
inerentemente circunscrito; e mais formalmente, porque a validade das
demonstragdes matematicas se estriba na natureza de juizos, mais do que na natureza
de um assunto particular. Os postulados de qualquer ramo da matemditica
demonsirativa ndo se referem inerentemente a espaco, quantidade, magis, dngulos
ou orgamentos; e qualquer significado especial que pode estar associado com os
termos ( ou ‘predicados descritivos’ } nos postulados nfio desempenha papel
essencial no processo da derivagio de teoremnas. Repetimos que o problema com o
qual ¢ matematico puro se defronta ( diferentemente do cientista que emprega a
matematica a0 investigar um assunto especial ) nfo é se os postulados por ele
assumidos ou as conclusdes gue deles deduz sfo verdadeiros, mas se as alegadas
conclusbes sdo de fato consegiéncias logicas necessdrias das pressuposigdes

iniciais™.

? Enfim, em algum sentido. Néo deve ser encarado como critica de arte,
* Realidade ?
* Nagel & Newman [24].
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Néo queremos assim, dispensar este instrumento ( poderoso se utilizado de
modo adequado ), mas estamos muito longe também de nos preocuparmos somente com
o instrumento. Matematica ¢ uma linguagem®, ¢ como linguagem, conta uma historia. E
claro, que quanto mais sofisticada uma linguagem, mais precisa ela pode resultar na
descrigdo de objetos, ¢ isto justifica todo o empenho da pesquisa em matematica dita
pura. Mas isto nfio é uma regra, ¢ se temos uma linguagem que ja € tdo rica, porque néo
utilizé-la, mesmo que de maneira “inocente”, na resolugdo de problemas ? O trabalho
com matemadtica aplicada completa aquele. De que adiantaria tanta matemadtica, se ela

fosse tdo desassociada da realidade que nfio descrevesse qualquer coisa ?

“Santinha nunca foi para mim o diminutivo de Santa.

Nem Santa nunca foi para mim a mulher sem pecado.

Santinha eram dois olhos miopes, quatro incisivos claros & flor da boca.
Era a intui¢do répida, 0 medo de tudo, um certo modo de dizer

‘Meu Deus, valei-me’ ™.

{ Manuel Bandeira, “Os Nomes” )

% Isto é uma posigdo pessoal.
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