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Resumo

A tese estd dividida em duas partes:

Parte 1: Hipersuperficies conformemente planas com curvatura média
constante.

Seja M™ uma variedade riemanniana conformemente plana de dimenséo
n > 3e f: M™ - IR™! uma hipersuperficie com curvatura média constante.
Para estas imersdes, o Unico caso ndo classificado é aquele onde o operador
de Weingarten possui trés autovalores distintos. Para este caso em aberto,
pusemos uma condicio adicional natural: Por todo ponto passa uma linha
de curvatura que também é uma geodésica. Esta condigao é natural pois ela
¢ sempre verdadeira para dimensio maior do que trés. O teorema principal
classifica tais hipersuperficies como sendo um aberto de um cone sobre um
toro de Clifford.

Parte 2: Hipersuperficies compactas de cohomogeneidade 1.

Seja M™ uma variedade riemanniana compacta de dimensao n > 3, g :
G x M — M uma acao por isometrias de cohomogeneidade 1 de um grupo
compacto e conexo G e f : M™ — R"" uma hipersuperficie. Dizemos
que uma isometria ¢ é induzida por uma isometria h do espago ambiente se
fog=~hof. fédita padrao se todas as isometrias de G sdo induzidas por
isometrias do ambiente.

O teorema principal diz que uma hipersuperficie f nas condigdes acima é
uma imersao padrio.



Abstract

The thesis has two parts:
Part 1: Conformally flat hypersurfaces with constant mean curvature.

Let M™ be a conformally flat manifold with dimension n > 3 and [ :
M™ — R a hypersurface with constant mean curvature. For this immez-
sions, the only unclassified case is the tridimensional one, where the Wein-
garten operator has three different eigenvalues. In this open case, we have
put a natural condition: For every point passes a curvature line that is also
a geodesic. This condition is natural because it is always true for dimensions
greater than 3. The main theorem classifies those hypersurfaces as a piece
of a cone over the Clifford Torus.

Part 2: Compact hypersurfaces of cohomogeneity one.

Let M™ a compact riemannian manifold with dimension n > 5, p: G X
M — M a cohomogeneity one action of a connected and compact isometry
group G and f : M™ — R™! a hypersurface. We say that an isometry g € G
is induced by an isometry £ of the ambient space if fog=ho f. f is called
a standard immersion if every isometry that belong to GG are induced by an
ambient space isometry.

The main theorem proves that a hypersurface f that satisfies the above
conditions is a standart immersion.
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Introducao Geral

A tese estd dividida em duas partes: Hipersuperficies conformemente
planas com curvatura média constante e Hipersuperficies compactas de co-
homogeneidade 1.

As variedades consideradas, fora mencio em contrario, serdo
conexas.

Adotamos o livro [3] como referéncia para a parte de Geometria
Riemanniana basica.

Hipersuperficies conformemente planas com
curvatura média constante

Seja f : M™ — R"! uma hipersuperficie conformemente plana com
curvatura média constante,

As hipersuperficies conformemente planas quase-umbilicas com curvatura
média constante sao conhecidas: Elas sdo abertos de uma hipersuperficie de
revolugdo gerada pela agdo de SO(n) em uma curva de Delaunay, ou um
aberto de uma imersdo do tipo (inc x id) : (S* x R**) — (R? x R*™Y),
onde inc é uma esfera redonda e ¢d é a aplicacdo identidade. A demonstracéo
deste resultado se encontra na segdo 1.3.

Uma hipersuperficie conformemente plana de dimensao maior ou igual a
quatro é sempre quase-umbilica. Para dimensdo igual a 2, temos que toda
superficie € conformemente plana, e a planitude conforme ndo representa
nenhuma restriggo.

Portanto, no estudo de hipersuperficies conformemente planas do JR™ com
curvatura média constante, o caso interessante é aquele onde a dimensdo é



igual a trés e os autovalores do operador de Weingarten sdo distintos dois a
dois. Denotaremos as hipersuperficies conformemente planas f : M% — R*
com os autovalores do operador de Weingarten distintos dois a dois {sem
hipSteses sobre a curvatura média) por CP3 #.

Na teoria geral das CP3 #, as distribuicdes bidimensionais ortogonais
as direcbes principais sdo integraveis (vide teorema 1.5). Fsta estrutura
geométrica serd bastante utilizada no capftulo 3.

O estudo das CP3 # com curvatura média constante sem a imposicio
de uma hipdtese adicional é bastante complexo. Por isso, colocamos uma
hipétese que julgamos ser bastante natural, a qual explicaremos abaixo.

Para o caso quase-umbilico, sempre existe uma direcdo principal onde as
curvas integrais dessa direcdo sdo geodésicas. De fato, observando a classi-
ficagdo dada pelo teorema 1.4, temos que se a hipersuperficie é de revolucéo,
a curva geratriz da hipersuperficie satisfaz a condigdo acima, enquanto que
na imersdo do cilindro S x B"1 as curvas S§' x {pto} satisfazem esta
condi¢do. Portanto, a existéncia de uma diregdo principal cujas curvas inte-
grais sdo geodésicas, é uma condi¢do bastante natural para ser imposta para
as ('P3 # com curvatura média constante, pois todas as hipersuperficies
conformemente planas com curvatura média constante de dimensdo maior do
que trés satisfazem esta propriedade. Denotaremos tais hipersuperficies por
CP > (Hipersuperficies (C)onformemente (P)lanas de curvatura média cons-
tante semelhantes aquelas de dimensdo (>) 3). Nosso objetivo na primeira
parte da tese € classificar tais hipersuperficies.

O teorema 1.6 nos d4, para as CP3 # com curvatura média constante,
condigoes que sfo equivalentes & existéncia de uma dire¢io principal cuja
curva integral é uma geodésica. Conseguimos as equivaléncias (1) < (2)
e (2) & (3) obtendo certas restrigoes sobre o operador de Weingarten de
uma CP >. Estas restri¢gbes sao obtidas utilizando as equaces de Gauss,
Codazzi e a caracterizagio tensorial das variedades conformemente planas de
dimensao trés. Os cdlculos necessdrios para a obtengdo dessas equivaléncias
ocupam a malor parte do capitulo 2 a partir da seciio 2.3.

No capitulo 3, caracterizamos as CP > como sendo um aberto do cone
sobre o toro de Clifford. Finalmente, a equivaléncia entre o item (4} do teo-
Tema 1.6 e os outros itens € obtido a posteriori, ou seja, apds a caracterizagao
acima mencionada.



Hipersuperficies compactas de cohomogenei-
dade 1

Seja f : M™ — IR**! uma hipersuperficie compacta de cohomogeneidade
1. Dizemos que f é uma imersdo padrao se as isometrias de f séo induzidas
pelas isometrias de IR"". Queremos demonstrar o teorema 4.9, que diz que
se o grupo de isometriags que age em M", n > 5, for compacto e conexo,
entao f é uma imersao padrio.

Um teorema devido a H. P. Castro e M. H. Noronha (teorema 4.8) clas-
sifica certas imersdes homogéneas de codimensdo dois e dimensio maior ou
igual a quatro. Este teorema € o suficiente para dizer, apds uma adaptacio
para ¢ nosso caso, como sao as Orbitas principais das imersées que estamos
tratando (vide proposicdo 4.11).

Quando as o6rbitas sdo isométricas a S**, f é de revolugdo, e por-
tanto f é uma imersdo padrdo (vide [1]). Se as érbitas sdo hipersuperficies
isoparamétricas de uma esfera que ndo sio difeomorfas a S! x 52 € nem
a 5% x §%3 entdo f ¢ uma imersdo padrio (vide {11]). Os casos que fal-
tam sdo aqueles cujas drbitas principais sio difeomorfas a S* x $*72 ou
a 8% x 578 sendo que o primeiro caso nio precisa ser necessariamen-
te uma hipersuperficie isoparamétrica de uma esfera. Em ambos os ca-
sos, a imersdo das Orbitas é um produto, ou seja, sdo imersdes do tipo
{inc; X inca) : (Mt x §" ) 5 (R x R*®),ondeni+n2 =n+1e
nl = 2 ou 3. Entdo, ao fixarmos uma 6rbita, aproveitamos a sua estrutura
de produto para estabelecer a decomposicio Rt = II, @ 115, onde 1T; é o
subespaco onde S*'~! imerge.

Para uma variedade compacta de cohomogeneidade um, o espago de
érbitas é difeomorfo a ST ou a [0,1]. No primeiro caso, existem somente
érbitas principais enquanto que no segundo, {0,1} representam as duas
érbitas nio principais e (0,1) representam as dérbitas principais. Da parte
principal do espago das drbitas, considere um intervalo (—e&,¢). Podemos
definir uma aplicagao 7 : (—e,&) — Gp1 que leva a érbita correspondente a
t € {(—¢,¢) no ni-plano II;. (A rigor, daquilo que foi dito neste pardgrafo,
existe um caso que exige adaptacdes. Mas por ora, vamos nos restringir a
1déia principal). Mostraremos que 7 ¢ diferencidvel (vide lemas 6.3 & 6.4)
e que 7y € “localmente constante” (vide proposicio 6.5). Estas propriedades
sao suficientes para demonstrarmos a constdncia de + na parte principal do



espaco das 6rbitas.

Finalmente, utilizando-se a constdncia de + e do centro da érbita (vide
definicio 4.12 e lema 6.1} e a equivaridncia do fluxo geodésico normal, con-
seguimos demonstrar o teorema 4.9.

Devemos ressaltar a importéncia do estudo dos operadores de Weingarten
e do comportamento do vetor normal de f ao longo de uma érbita. Estes
temas, que foram abordados no capitulo 5, sio fundamentais para a demons-
tragdo da constancia local de 7.



Parte I

Hipersuperficies
conformemente planas com
curvatura média constante



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Uma variedade riemanniana n-dimensional M™ é dita (localmente) con-
formemente plana se Vp € M", existe uma vizinhanga de p conformemente
difeomorfa a um aberto do JR*. Nos capitulos 1, 2 e 3, estudaremos imersoes
isométricas com curvatura média constante de uma variedade riemanniana
conformemente plana M™ em R""!, Antes de enunciar nossos resultados,
lembraremos de alguns fatos basicos.

Seja V a conexdo de Levi-Civita de M. Entdo

R(X,Y)Z = VyVxZ -~ VxVyZ + VixviZ (1.1)

é o tensor de curvatura de M.

Ao tensor de curvatura estd associado o operador de curvatura R : 7,M x
T,M — (T, M)* ® T,M, que ¢ definido conforme a férmula (1.1). O asterisco
repregenta o espago dual. Denotaremos tanto o tensor como o operador de
curvatura por R, sendo que a escolha ficard clara no contexto.

Fixe {z,...,2n} uma base ortonormal de T,M. Ricc : T,M — T,M
definido por

L

(Rice(X},Y) = 3 _(R(X, %)Y, 2;)

i=1

é o tensor de Ricci e -

§=3"3 (R(z:, %)z, %)

i=]1 j=1



€ a curvatura escalar.
Q tensor de Schouten vy : T,M — T,M é definido por

1 ) h
e o tensor de Weyl W : T,M x T,M — (T,M)* ® T, M ¢ dado por
W(X,Y) = ~RX,Y) = 7(X) AY — X A(¥),

onde o bivetor X1 A Xy : T M — T, M significa Xy A Xo(Y) = (X1,Y) X2 —
(X 2, V) X1

E um fato bem conhecido que toda superficie é conformemente plana,
devido a existéncia de parimetros isotermais. Se n > 3, a caraterizacdo mais
conhecida das variedades conformemente planas ¢ a seguinte:

1.1 Teorema: Uma variedade riemanniane M™, n > 3, é conformemente
plana se e somente se:

1. W=0,

2. v € um tensor de Codazzi, i.e.:

(V)YV} = (Vy1){X).

Além disso, W = 0 para qualquer veriedade riemanniane de dimensdon = 3,
e se n > 4, a condicdo (1) implica (2).

Se n > 4, temos uma bonita caraterizacao das variedades conformemente
planas devida a Kulkarni:

1.2 Teorema: Uma variedade riemanniane M™, n > 4, é conforme-
mente plana se e somente se para ceda guddruplae de vetores ortonormais
{X1,..., X4}, temos

K (X1, Xs) + K (X3, X,) = K (X1, X3) + K (X3, Xa),

onde K(X,Y) é a curvatura secional do plano gerado por X e Y.



Consideremos agora uma imersio isométrica f : M® — R**!. Se E,
é um campo (local) unitdrio normal, denotaremos por Ag, o operador de
Weingarten Ag,(X) = —VxE4, onde V ¢ a conexdo de Levi-Civita de R™H.
Ag, é um operador simétrico cujos autovalores sdo as curvaturas principais
e os autovetores sdo as direcdes principais. Seja B(X,Y) := VxY — VxY.
A geometria local da imersdo é determinada pelas equagdes de Gauss e de
Codazzi, que sio dadas respectivamente por:

(R(X,Y)Z,W) = (B(X,Z},B(Y,W))-(B(X,W),B(Y,2)),

(VxAr)Y) = (Vvdgr)X). (1.2)

Lembramos que uma hipersuperficie é quase-umbilica se o operador de
Weingarten tem um autovalor de multiplicidade maior ou igual a (n—1). Do
teorema 1.2 e de cdlculos simples, temos o seguinte resultado:

1.3 Teorema: Seja f : M™ — IR™! uma imersio isométrica. Se a imersdo
é quase-umbilica, entdo M™ & conformemente plana. Sen > 4 e M™ ¢
conformemente plana entio a imersio é quase-umbilica.

Um primeiro resultado, que decorre imediatamente do trabalho de do
Carmo e Dajezer (vide [3]), € o seguinte:

1.4 Teorema: Seja f : M™ — R™, n > 3, uma imersdo isoméirica
quase-umbilica com curvetura média constante. Entdo f(M™) € um aberto
de uma hipersuperficie de revolucto ou um aberto de um cilindro inc % id :
St x B ¢ R? x R™*, onde inc é a esfera redonda.

(Vide demonstragdo na se¢do 1.3).

Portanto, no estudo de hipersuperficies conformemente planas do R"
com curvatura média constante, o caso interessante é o tridimensional, onde
em algum ponto, o operador de Weingarten possui autovalores distintos
dois a dois. Denotaremos tais hipersuperficies por C'P3 # (Hipersuperficies
(C)onformemente {P)lanas com (3) autovalores (#) 2 a 2).

0. J. Garay pergunta em [8] se é verdade que uma hipersuperficie minima
conformemente plana de IR* é necessariamente quase-umbilica. A resposta a
essa pergunta (que foi a pergunta que motivou este trabalho) é negativa. De
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fato, ndo é dificil ver que o cone sobre o toro de Clifford é uma hipersuperficie
minima, conformemente plana, com trés curvaturas principais distintas {veja
secdo 1.2).

Para as CP3 #, ficam definidos trés campos tangentes ortonormais di-
ferencigveis {Fy, Es, F3}, que sdo os autovetores unitérios do operador de
Weingarten (vide [12]). Nesta situagdo temos o seguinte teorema, que serd
demonstrado na secao 1.4.

1.5 Teorema: Seje f: M3 — R* uma CP3 #. As distribuicbes determi-
nadas por quaisquer duas dire¢ies principais sdo inlegrdveis. Em particular
eziste um sistema de coordenadas local {1, T5, 23} tal que ExaT é paralelo a
E;i=1,23,

Chamaremos este sistema de coordenadas de sistema de coordenadas prin-
cipats. No sistema de coordenadas principais, a métrica de M é dada por

3
ds® =Y e™@da? 1 = (71,29, 23). (1.3)

i=1

O resultado principal da primeira parte do trabalho € o seguinte:

1.6 Teorema: Seja f : M* — R uma hipersuperficie conformemente
plana, com curvatura média constonte e curvaturas principais distintes duas
a duas. As condigbes abaizo sdo equivalentes:

1. Emiste uma diregdo prncipal cujas curvas integrais sdo geodésicas.

2. Uma curvatura principal € constante ao longo da superficie integral
determinada pelas direcbes principais complementares.

3. A curvatura de Gauss Kroeneker € nula.

4. Eziste um sistema de coordenadas principais {x1, 22, 23} onde a métrica
¢ dada por
ds? = e}”(a)d.r% + ehz[x)dm% + d:c%

Além disso, cada ume da condigdes acima implica que f(M?3) é um aberto
de um cone sobre um toro de Clifford.



1.7 Observagdes: Em [15], Suyama estuda duas classes de CP3 #, que
sio aquelas cujas métricas em um sistema de coordenadas principa:s satisfe-

2em:
Ty: hy=hy=hy,

Tg! h3=0

(A classe T, na realidade, jd tinka sido estudada por Lancaster em [10].)

As condicbes (3} e (4) no teorema anterior estio relacionados com as
condicies Ty e T, respectivamente. De fato, segue-se do trabalho de Lancaster
que uma CP3 # com curvatura média constante satisfazendo a condigdo T3
possui curvatura de Gauss-Kroenecker nula.

A condicdo { no teorema 1.6 pode ser enfraquecida, caracterizando-se as
métricas do tipo Ty como sendo aquelas com hy = ha{z). Isso é obtido
fazendo-se reparametrizacdes na coordenada 3.

1.8 Definicdo: Uma imersdo isométrica f : M™ — IR*'! & dita austera se
parae cada curvatura principel k # 0, —k é também curvatura principal com
¢ mesma mulliplicidade.

Os teoremas 1.4 e 1.6 tém a seguinte conseqiiéncia imediata:

1.9 Corolario: Se M™, n > 3, ¢ uma variedade conformemente plana ¢
I M® = R™? € austera, entdo n = 3 e f{M) é parte de um cone sobre
um toro de Clifford.

1.10 Observacao: Se relararmos a condigcio sobre a multiplicidade do
autovalor do operador de Weingarten na defini¢do de hipersuperficie austera,
obtemos também as hipersuperficies de revolucdo de R™ obtidas pela revolu-
0 da curva £o = 7(z,), onde T € solugdo positiva do equagdo 1+(7')? = 1.

1.11 Observagio: Sejam g : M2 — IR® uma superficie minima e f :
M?x R — R®x IR uma imersdo definida por f := gxid. Sabemos que todas
as superficies séo conformemente planas, que f é minima e que f({vto}, R)
€ tanto curve integral de uma diregio principel como uma geodésica. No en-
tanto f, que a primeira vista parece satisfazer todas as condi¢des do teorema
1.6, ndo € conformemente plana.
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1.2 O cone sobre o toro de Clifford

Seja TC := (inc; x ineg) : (§* x §Y) — (R? x R?) o mergulho cuja
imagem inc;{S') é a esfera de centro na origem e raio 1. 7'C é o foro de

Clifford.
Seja CTC : M3 - IR* o cone sobre o toro de Clifford com vértice na
origem. CT'(C pode ser parametrizado por

CTC(r,8,¢) = —-lﬁ(r. cos 8, r.sen 8, r. cos @, . sen ¢),

onde r > 0 é a distancia do ponto CTC(r, 8, ¢) & origem.
Queremos demonstrar que CTC € uma hipersuperficie minima e con-
formemente plana, com nulidade relativa 1-dimensional.

1.12 Proposigao: CTC € conformemente plana.

Demonstracdo:

Basta demonstrarmos que existe um sistema de coordenadas ortogonais
{t,6, ¢} em M tal que
L | R .
atll — |198]] " ||8s]

pois {t,8, ¢} — CTC nos daria explicitamente um difeomorfismo conforme
entre um aberto de R® e a sua imagem em CT'C.
Seja

£
(t,0,8) — V2e¥E(cos b, sen8, cos ¢, sen ?).
Nesta parametrizagdo, a distidncia do ponto (¢,8, ¢) 4 origem é ignal 8 r =
b3
2¢vi. Afirmamos que a parametrizagdo acima serve. De fato,

I
|
|

= eV ?{cos,sen#, cos ¢,sen p) = “
= V2.e¥i(—senb,cos6,0,0) =
= V2.67(0,0,—send,cos§) =

-

Lo Yo 2o
Do Flo Flo
[

NARS ARS K

0 que demonstra a proposigac.d
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1.13 Proposicao: CTC € minima e de nulidade relative 1-dimensional.

Demonsiracéo:

Basta demonstrar o que o operador de Weingarten fica

06 0 0
Ag, = (0 A 0
00 —A

para uma dada base.
Faremos o cdleulo de Ap, nos campos de vetores ortonormais

a1l s
ou
E = (cosﬂ,senf%_m,sen@’
Ey; = (—senf,cos8,0,0),

E; = {0,0,—sen ¢, cosd).

Escolheremos E, = 715(cos 6,send, - cos ¢, — sen ¢). Os elementos g;; da ma-

triz. Ag, na base {Ey, Es, E3} séo definidos por a;; = <vE‘-Ej,E4>. Fazendo
os calculos, obtemos:

Q;i; = 0: Vi 5& Js
anny = 0._,
— 1
G2 = —75
Gy = ar?

o que demonstra a proposi¢ao.0

1.3 Demonstracao do teorema 1.4

Enunciemos o teorema de M. do Carmo e M. Dajezer (vide [5]) que serd
utilizado nesta secdo.
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1.14 Teorema: Seja f : M™ — Q™ (c), n > 3, uma hipersuperficie no
forma espacial Q" (c) de curvatura c. Se as curvaturas principais Ay, ..., Ag
satisfazem A = dg = . = dpor = A F 0, Ay =—p=—p(A) e A—p #0
entdo f(M™) estd contida numa hipersuperficie de revolugdo.

Demonstragao do teorema 1.4

Uma hipersuperficie quase-umbilica tem um autovalor de multiplicidade
maior ou igual a (n — 1). Descrevamos o operador de Weingarten como

A
Ag, =
7!

Considere uma hipersuperficie de curvatura média constante igual a d.
Entdo p = d — (n — 1)) (portanto p se escreve como uma funcdo de A) e a
hipersuperficie satisfaz uma das hip6teses do teorema 1.14.

Se A # 0 e A # u para algum ponto da hipersuperficie, entéo todas
as hipéteses do teorema 1.14 estao satisfeitas localmente. Neste caso, a
hipersuperficie serd localmente uma hipersuperficie de revolugao com cur-
vatura média congtante. As hipersuperficies de revolugdo completas com
curvatura média constante ja foram classificadas em [9], e sdo obtidas via a
agao de SO(n) nas curvas de Delauney. Chamaremos estas hipersuperficies
de hipersuperficies de Delauney. Entdo, pela unicidade da extensio de uma
hipersuperficie de curvatura média constante, temos que a hipersuperficie em
questdo é um aberto de uma hipersuperficie de Delauney.

Se as condigoes A # 0 e A # u nao sdo satisfeitas simultaneamente para
nenhum ponto em f, ndo € dificil ver que A = 0 em um abertode fou A= u
em um aberto de f.

Se A = 0 em um aberto de f, entdo o operador de Weingarten ¢ da forma,

0
AE4 =

13



Se d # 0, a hipersuperficie é um aberto da aplicagdo inc x ¢d do enunciado
do teorema 1.4 (vide [4, pdg 143]). Se d = 0, a hipersuperficie é um aberto
de um hiperplano (que € uma hipersuperficie de revolucéo).

Finalmente, se A = p para um aberto de f, entao f é o aberfo de um
hiperplano ou de uma esfera redonda, e ambos sdo hipersuperficies de revo-
lucdo.O

1.4 Demonstracao do teorema 1.5

Seia f : M — R* uma CP3 #, E; um campo normal & f, e fixe {E}, E,,
FE3} uma terna de vetores ortonormais em T,M que diagonalize o operador
de Weingarten Ag,. Entdo se Ap, € da forma

A 0O
Agg, = | 0 X 0 |, AL # Ao #F Az # A,
0 0 Az
em relagdo ao campo de vetores ortonormais Fy, E; e Ej. « fica
n 0 0
¥ = 0 Y2 0 3
0 0 3
onde
1 i . . .
Y= '2")\6()\;;' + Ax) — 5)\3‘)%: tFEJEEF L (1.4)

1.15 Observagdo: Por convengdo, os indices 1,5,k € {1,2,3} serdo sem-
pre distintos dois a dots.

Demonstragio do teorema 1.5

Sejam Fy, E; e E3 campos de vetores ortonormais que diagonalizam Ag,.
Pelo teorema 1.1

(Ve;7)Ei = (VE7)Ej, (1.5)
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ou seja, v € de Codazzi. Desenvolvendo o primeiro termo da equagdo {1.5)
temos

(Ve,v)E: = Ef{v)E+% <VE_;E£1 Ej> Ei+y (VE,-Ei, Ek) Ey
~"Y; (Vr«:jEea Ej> E;— % <VE,-E1', Ek) Ex,

onde E;{~;) é a derivada de »; na diregio Ej.
Podemos obter uma equacdo andloga para (Vg,v)E;. Feito isso e substi-
tuindo as equagtes obtidas na igualdade {1.5) temos

Ei(m) = Mld—X) (Ve E; By, (1.6)
M = M) (VEE By = Mi(dj— M) (Vr.By, By). (1.7)
O operador de Weingarten também satisfaz a equacdo de Codazzi. Re-

petindo as contas de v para Ag,:

E(\) = (=X (VRE, E), (1.8)
(N — M) (VeEnE) = (i— M) (Ve E, E). (1.9)

Comparando (1.7) com (1.9) obtemos

(Ve Ej, Ee) =0, (1.10)
da onde segue-se que

{[E:, Ejl, Bx) =0, (1.11)
0 que prova a integrabilidade das distribuigdes {Ei, E,}, {E, Es} e

{Es, E1}.

Portanto, as distribuictes {E;, E;} determinam uma familia de folheacoes
¥ em M ortogonais duas a duas.

Para definirmos um sistema de coordenadas {z1,z2, x3} tal que '8'?2? seja
proporcional a E;, basta definirmos submersoes z; : M — (—¢, ) tal que z;
seja constante em 3;. De fato, grad(z;) serd proporcional a F;, pois ele é
perpendicular a X; = span{E;, E;}.0
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Capitulo 2

Certas hipersuperficies
conformemente planas com
curvatura média constante

2.1 Introducao

Seja f : M® — R' uma CP3 # com curvatura média constante que
possui uma direcdo principal cujas linhas de curvatura sdo geodésicas.

A condi¢do sobre as linhas de curvaturas € natural pois todas as hipersu-
perficies conformemente planas com curvatura média constante de dimensdo
maior do que trés possuem essa propriedade. De fato, vendo as hipersu-
perficies classificadas no teorema 1.4, temos que no caso de hipersuperficies de
revolugéo, as linhas geratrizes da hipersuperficie que sdo ortogonais as 6rbitas
gozam desta propriedade, enquanto que na inclusdo S'x B*~' — R?*x R*1,
as curvas S* x {p} verificam esta propriedade. Denotaremos as hipersu-
perficies CP3 # com curvatura média constante que verificam esta pro-
priedade por CP > (Hipersuperficies (C)onformente {P)lanas de curvatura
média constante semelhantes aquelas que tém dimensdo (>) 3). Note que
CP > estd exatamente nas condigdes do item (1) do teorema 1.6.

O objetivo deste capitulo ¢ do préximo é demonstrar o teorema 1.8,
sendo que neste capitulo, caracterizaremos o operador de Weingarten de
uma CP >. Comecaremos desenvolvendo as equacdes bdsicas da teoria dos
CP3 #.
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2.2 Valores de V. E;

Sejam f : M® — R* uma CP3 #, E; um campo de vetores unitério
normal & hipersuperficie e Ey, Fy e F3 campos de vetores ortonormais que
diagonalizam Apg,. Nesta secio, iremos obter V5, E;, 1<i<3el1 < J < 4.
Vamos as contas:

<inEia E-i) = 0: (2‘1)
pois
0 = E@ {E@, E1> = 2 <inEi1 EE> = 0
— E; (%)
(Vi EBi, By) = = o (2.2)
por
0 = E;{E;, E;) = (Vg E;, B;) + (Vr,E;, ),
e pela equacdo {1.8)
E; (X
(VB By) = Ajjf_ A)
(Ve B, By ) = (Ap B E;) = A (2.3)
_ E;(\
(Ve.B5 B = 22 (2.4)
por {1.8).
(vEeEj: Ej> =0 _ (2.5)
de modo anslogo ao caso <'Y_7p;i E;, E,-).
(VF,‘.Ej, Ek> = (2.6)
por (1.10).
(Vr,Ej, By) = (A E;, Bj) =0, (2.7)
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(V.o Ei) = — (Vi Eiy Ba) = =\ (2.8)

por {2.3).

(ViEs, Bj) = — (VB Ea) =0 (2.9)

por {2.7).

(VrBa, By) =0 (2.10)

de modeo anslogo ao caso <7@Ei, Ei?.
Com isso, estamos aptos a calcular o valor de todas as combinagdes de

VwEi

2.1 Proposicao: Sejam {i,7,k} = {1,2,3} e J € {1,2,3,4}.
Entdo

Ve E = FJ(’\:)E + Pk(f\:lE + ME4,

VrE; = %{"T’E
VrEs = ~ME;.

2.2 Observagao: Note gque a primeira equacdo da proposicdo 2.1 nos dd a
equivaléncia entre os itens (1) e (2) do teorema 1.6. De fato, se i é tal que a
curve integral de E; € uma geodésica, entdo

Vo E _E;(N) B Ex(N)

L WSy 5 e =0

As eguagdes acima sdo safisfeitas se e somente se
E;(M) = Ex(M) =0,

e estas igualdedes sdo vdlidas se e somente se ); é constante nas folhas
integrais da distribui¢do gerada por E; e B
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2.3 Equacgoes de Gauss e v-Codazzi

Nesta secdo, explicitaremos a equagio (1.6) de um modo mais conve-
niente. Além disso, apresentaremos de desenvolveremos as equagoes de Gauss

de uma CP3 #.
Tome a equagdo {1.8), substitua +; por (1.4) e (Vg E;, E;) por f}ff;i
(Proposigdo 2.1). Com isso, chegamos & equacéo

Ei(2) (A5 = M) + Ej(A} (X — Xg) + Bi{)(ds — M) = 0. (2.11)
As equagdes de Gauss sdo obtidas calculando-se explicitamente
R(E,E;)E;=0
via Proposicgo 2.1. Como resultado dos cdlculos, obtemos
sy - (2 () - (203
B (M)g_ ( Be(N)Bel(y)

M= Aj M — 2) -k — Aq)
—XA =0 (2.12)

(R(E;, B)E;, By)

i

g, (2% E;(%)-Ex(A5)

= (/\k - /\@) + (A = X = X)
Ej(’\i)-Ek(As) _

Oy =20 On =2 (2.13)

2.4 Nao existéncia de certas CP >

Nesta se¢do, iremos demonstrar que um CP > com curvatura média
constante d deve ter um autovalor constante g.
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2.3 Proposicao: Nio eristem CP > de curvature média constante d com
todas as curvaturas principais distintas de $.

Demonstracdo:

Suponha, por absurdo, que nenhum dos autovalores seja igual a g.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a direcdo & é aquela cujas
curvas integrais sdo geodésicas. Combinando Ay = d — A; — A; com (2.11),
mais o fato de que nenhum dos autovalores € igual a g—, chegaremos 3 equagio

By = CHz2itd)

3\, —d Ej(’\_‘i)' (2'14)
Note que (—X; — 2A; +d) = (A — Aj) ¢ diferente de zero.

A equacao acima é importante porque iremos utilizar constantemente
termos do tipo E;(X;} e E;();). Pela equacio (2.14), podemos substituir os
termos do tipo E;{X;) por termos do tipo E;(A;), e com isso, utilizamos so-
mente termos do tipo E;(3;) (E;(As), Ex(Ar)). Deste modo, uniformizaremos
as contas, facilitando a resolugio do problema. Note que s6 podemos obter
(2.14) devido a hipétese ; # £.

Pela primeira equacdo da proposicao 2.1 temos

Eids) o Ei(w) o
M — /\iEg + N — A_:;Ej + Aeka.

A curva integral de Ey é uma geodésica. Portanto Vg Ey = 0 e devemos ter

Ve FEr=

Eﬁ(/\k) = EJ(A];) == ().

Utilizando-se a equagéo (2.14), concluimos que E;(X;) = E;(A;) = 0 para todo
! € {1,2,3}. Portanto, as tinicas derivadas que eventualmente sio distintas
de zero sdo aquelas feitas na direcdo Ex. A equacio (2.12) fica

Ey(Mi)-Ex())
(k= As).(Ae = Ay)

Se utilizarmos (2.14) na equagao (2.15) para que fique tudo em termos de
“FEr{Ax)”, obtemos

= —Ai (2.15)

(Bx (M) = (82 — d)® e (s + A — ). (2.16)
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Se permutarmos j e k em (2.12) temos
By (’\i) Ek("‘s') ’
Ey|l—— |~ Ad—|T—=] =0 .
& (Ak 5y Ai Ak B — A 0 (2.17)

Se utilizarmos (2.14) na equagdo (2.17) para que fique tudo em termos de
“Ex(A;)” e desenvolvermos posteriormente a expressio obtida, teremos

=274 130 4 +16.)F — 3.d. ) — 15.d. )\ + 3d° 2
BxBi(w) = B — (i + 22 — d).0 — A) (B (h)
Ai(3Ax — d). g (Ax — /\i). (2.18)

M+ 22 —d

Se permutarmos i e k em (2.12), e repetirmos para esta equagao, aguilo
que foi feito para a equagéo (2.17), obteremos

, Ex(M) Ex(0)\" _
XA — B (Ak = ) =0 (2.19)
e
=202 ~ 17006 + A2 + 7.d. Xy + 5.d. )y — 2d°
EvEy( k) Bk - (Ex(A) +

(B — d).(Ai + 20 — d). (A — Ay)
A (B = )20 + X — d).(Xs + X — d)
+ .
Ap — A
Igualando os termos & direita das equagdes (2.18) e (2.20) obtemos

(2.20)

5.(2.M + X —d) (Ek(/\k))z =
= A (30 — )20 + 302 0 + 9000 +
+4.23 — 3d22 — 10dMide — 8dME + 32X + 5d M, — d°).  (2.21)

Substituindo (Ex{x))” da equacio acima por aquele dado na equagio (2.16)
e fazendo alguns cdlculos adicionais, a equagio (2.21) fica

(—d + 2X; + M) (=423 — 1622 ) — 162002 + 4dAE + 21d) ) + BdN? —
—d?); — 5d®)) = 0. (2.22)
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Se d = 0 (caso minimo), chegamos imediatamente a um absurdo, pois a
equagdo (2.22) se reduz a

(22 + Ap). (16222 — 16222 — AX3) = —4.(2X; + AP Ay = 0

o que ¢ imposivel, pois A; # (0 = %) por hipdtese e 2X; + A = X — A; # 0
porque f é uma CP3 . Portanto ndo existe CFP > minima com todos os
autovalores distintos de zero.

Para d # 0, temos a seguinte observagao:

2.4 Observagao: Para resolvermos o problema pare o caso d # 0, basta

resolvé-lo para d = 1, pois gualquer hipersuperficie com curvatura média
constante pode ser transformada numa hipersuperficie com curvatura média
1 através de homotetias e mudancas de orientacao.

Fixe atencfo na equagdo (2.22) e considere d = 1. Note que (-1 +
2 + M) = (A — Ay) € diferente de zero. Para demonstrar a proposigao 2.3,
devemos provar que nio existem A; e Ay que solucionem

—BA; — Mg+ BAT 4+ 210k + 402 — 16220 — 160 — A3 =0, (2.23)

Pondo os termos A; da equagdo (2.23) em evidéncia obtemos:

(5 — 18AR)A7 + (=54 2104 — 1622\ 4 (=X + 423 ~ 4X3) = 0. (2.24)

Note que (5 — 16Xz) # 0. De fato, se fizermos a substituicdo \x = = na
equagao acima, chegaremos facilmente a um absurdo. Portanto, ao fixarmos
um valor de Ag, teremos uma equagao do segundo grau em );. Reescrevamos
(2.24) dividindo todos os termos por {5 — 16}

M@h—1)2
=0 (2.25)

A; também deverd satisfazer a equacdo acima, pois podemos repetir todo o de-
senvolvimento até chegar na equagdo (2.25) invertendo-se ¢ com j. Portanto
A; e Aj sdo as duas rafzes de (2.25), os quais, apés algumas simplificagdes,
sa0 expressas conforme a equacdo abaixo:

A (= ki
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(TAe—5)(8)s—1)
(1— )+ ?5—16)\;,)
A= 5 . (2.26)

Para os nossos propdsitos, escolheremos A; como sendo

The—5)(3A, =1
(1= ) + /(Do)
M= 3 . (2.27)
Para chegarmos a um absurdo, combinaremos a equagdo (2.27) com a
equacao (2.14), o qual re-escrevemos abaixo:

(=X =22+ 1)
(3x—1)
Substituindo (2.27) na equagio (2.28), chegaremos, apés alguns cdiculos, &

equacao

Ei(X) = Eu(v). (2.28)

—168A2+105); —15
(5—16M)2

——my— Bl )

Elevando os dois lados de (2.28) ao quadrado e fazendo alguns cdlculos adi-
cionais, obtemos a seguinte igualdade:

(5—16Xx) _
Fre—3)(3A;—1) Ep(M) =

(2.29)

[(—168)2 + 105X, — 15)% + (—112)2 + 115X — 25)](Ew(Xi))? = 0.

O polindémio de quarto grau que multiplica (Fj(A:))? na equacio acima pode
ter no méximo quatro raizes reais. Portanto se (Ex()x)) # 0 em um ponto
da hipersuperficie, ele 0 serd em uma vizinhanca deste ponto, e nesta vi-
zinhanca, a hipersuperficie serd isoparamétrica, pois os valores de A; e A;
530 univocamente determinados em termos de Ag (vide (2.26)). Mas isso
€ um absurdo, pois ndo existem hipersuperficies isoparamétricas no espago
euclidiano com os trés autovalores do operador de Weingarten distintos dois
a dois. Portanto Ex()\z) = 0. Mas a equagdo (2.14) nos diz que Ex(X;) = 0,
1 € {1,2,3}. Portanto E,(X) =0 para [, s € {1,2,3}. Combinando este fato
com a equagao (2.12), chegamos as seguintes equagdes
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A =0,
AjAp =0,
Ai/\k - 05

o0 que implica que dois dos autovalores de Ag, se anulam. Mas isso é um
absurdo, pois os autovalores do operador de Weingarten séo distintos dois a
dois.

Portanto sempre existe um antovalor de Ag, igual a -g.l‘_'l

2.5 A condicao curvatura de Gauss-Kroene-
cker 0

No teorema 1.6, a passagem {3) = (2) é 6bvia. Demonstremos a inversa.
2.5 Proposicao: No teorema 1.6, (2} = (3).

Demonstracdo:

Suponha que a condigdo (2) é satisfeita. Neste caso, demonstramos na
se¢ao anterior que o operador de Weingarten é da forma

A+4 0 0
Ap, = 0 -x+£ 0

0 0 [

3

Entdo basta demonstrar que d = 0. Suporemos o contrario e chegaremos a
um absurdo. '

Podemos fixar d = 1 devido & observacgo 2.4, e supor, sem perda de
generalidade, que o autovalor fixo -;- do operador de Weingarten é o A;. O
operador de Weingarten fica

A+z; 00
AE4= 0 “—)\+"]§ .

0 0

W
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Afirmamos que E1(A) = E2()) = 0. De fato, se fizermos a substitui¢do
Ar = =X — A; + 1 na equagdo (2.11), obteremos

(BN — 1)-E;(N) = (=X — 2.0 + 1).E5();). {2.30)
Ei(Xs) = Es()3) = Es()a) = 0. Utilizando-se {2.30) ¢ o fato de que (—A; —

2.)‘_,'.' + 1) = (/\k - /\j) 76 0, temos que El()\l) = El()\) = —-El()\g) =0e
Ey(Ao) = Ez(A) = —E3(M) = 0. Portanto, as tnicas expressdes F;(A;) que
eventualmente sdo nio-nulos sdo E3(A;) = Es()) = —E3(Xg).
Se pusermos i = 1, j = 3 ¢ k = 2 na equacao (2.12), obtemos:
Es()) EON® 1 ( 1)
- =z Z 31
B(E)_(BON.10.Y) e
Por outro lado, se i = 3, j = 2 e k = 1, a equacio (2.12) fica:
Es()) B0\ 1 1
Eg( o ) (_X‘ *g( ,\+§) (2.32)

Comparando (2.31) com (2.32), obtemos A == 0 e a imerso ¢ umbflica, 0 que
val contra a hipdtese de termos os autovalores do operador de Weingarten
distintos dois a dois.O
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Capitulo 3

Caracterizacao das CP >

3.1 Introducao

Na secao 2.5, obtivermos a expressio

A0 0
Az, = [0 -x 0

0 0 0

A#£0

para as CP >. Neste capitulo, iremos caracterizar as C'P > como sendo um
aberto do cone sobre o toro de Clifford. Apéds essa caracterizagio, demons-
traremos a equivaléncia do item (4) do teorema 1.6 com os demais itens.

3.2 Foérmulas de conexao para as CP >

Seja f: M® — JR* uma CP >. Seu operador de Weingarten é dado por:
A 0 0
Ag, = |0 =x 0|, azo0.
0 0 0

Podemos escolher Fy de modo que A > 0. _
Vamos simplificar as equagbes da proposicio 2.1 para as CP >. Para
isso, precisaremos da proposicdo 3.1 e da equacdo (3.2).
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3.1 Proposi¢do: Fi()) = E2(X) = 0. Portanto A € constante nas su-
perficies integrais determinadas por {E., Fa}.

Demonsiragdo:

Tome j =1 e i = 2 na equagao (1.6).

1 1
A=A == M=0 1= 5)\2)t1 = —E)\Q-

By(~5X) = ~ABi(3) = 0= E;(3) =0.

Tomando j = 2 e ¢ = 1, conclufmos de modo similar que E{A) = 0, o que
demonstra a proposi¢ao.0

As superficies integrais de {E;, F,} serdo denotadas por I, onde A é o
autovalor positivo do operador de Weingarten. Devido as proposigdes 2.1 e
3.1, a curvatura gaussiana de X, € nula. Com isso, a equacdo de Gauss para
a imersdo §: Ty — IR fica

E3()) Es())
0= A2 T2V gy .
% = — = £ (3.1)
Podemos escolher o sentido de E5 como sendo aquele que

E

.#l = A (3.2)

Pelas proposi¢oes 2.1 e 3.1, e pela equagio (3.2) temos:

3.2 Proposigdo: Sejem f: M?® — R* uma CP >, E; escolhido de modo
gue A > 0 e Ey escolhido segundo a equagdo (3.2). Entdo temos as sequintes
equacgoes:

vm E]_ = )\Ea + /\E4._.

VE1 Eg = —/\El,

Ve, By = —AEL,
Vi, Ey = AE3 — AEy,
YEZ)ES = —AEQJ

Vr.;g E4 - /\EQ,
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sendo que Vg, E3 =0 nos demais casos.

3.3 Classificacao das CP >

Um teorema central para a classificacdo das CP > é o que se segue
abaixo.

3.8 Teorema: Sejo L, uma superficie conera em IR™ com o vetor cur-
vatura média paralelo no fibrado normal. Entdo M é uma das seguintes
superficies: '

(i) Superficie minima em R™.

(1) Superficie minima de uma hiperesfera de R™.

(iti) Superficie em uma 3-esfera S3(p,r) contida em um 4-espaco afim de
R™,

(tv) Superficie em um 3-espaco afim de R™.

Demonstracdo: Vide [2].0

Calculando o vetor curvatura média de §: £, — IR* obtemos
H = 2\E;.

Temos que V-H = 0. Com isso, § satisfaz a condicio do teorema 3.3.

Note que H nio pode ser nulo. Com isso, a possibilidade (i) do teorema
3.3 nunca ocorre. Outro caso que nunca ocorre é o (iv), pois {Fy, Fa, V g, F1,
Vr,E2} gera um espago de dimensio 4 e ) ndo pode estar contida em um
3-espago afim. Finalmente (ii) estd contido em (iii). Portanto X, € uma
superficie em uma hiperesfera de R’

Com esses dados em mios, demonstremos o teorema principal deste ca-
pitulo (que é a tltima parte do teorema 1.6):

3.4 Teorema: Uma hipersuperficie minima, conformemente plana em R*,
comn distribuicdo de nulidade relativa 1-dimensional € um aberto do cone sobre
um Toro de Clifford.

A demonstracgao do teorema serd subdividida em varios lemas.

3.5 Lema: X, € isoparaméirica em S3(p, 7).
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Demonstracdo:

Seja F' = cos £ E3+sen £ E, um vetor unitdrio tangente a S*(p, r} e normal
a L. Da proposigio 3.2 temos que:

1. A curvatura de Iy é nula (De fato, E; e F, sdo paralelos em Xy.).

2. O operador de Weingarten 4; da imersio g := f |g,: Ta — S%(p,7)
tem autovalores A{ := A(cos€ +senf) e A := A{cos{ — sen §).

Portanto, pela equacao de Gauss de g temos

1

-5 (3.3)

1
0=+ N{cos® & —sen®£) = cos 28 =

e j4 que X é constante em X, £ € 0s autovalores de A—g sao constantes. Isto
conclui o lema.Od

A equagdo (3.3) nos diz que

7r<£ 3r 5:rr<£ rt:s
7 <é<— ou <

pois cos 26 < 0. Em particular, E; ndo pode ser tangente 3 S3(p, 7) e X # AS.
A menos de isometrias e homotetias, as superficies isoparamétricas de S* com
autovalores do operador de Weingarten distintos sdo abertos de imersdes
by : 81 x 8 — 8% ¢ R* do tipo

(3.4)

hq(8, ¢) = (cosn.cos 8, cosn. sen f, sen . cos g, sen . sen ), n # k—;, keZ
Em particular, kz é o Toro de Clifford (vide |7, pag. 22]).

As curvas integrais de F3 sdo segmentos de reta pois Vg, F; = 0. Indi-
caremos por &(z,t) € IR*, a curva integral de Ej tal que x(x,0) = z e elas

tém as seguintes propriedades:

1. E3(A) = A* =t — A(s{g,t)) cresce com derivada estritamente positiva.
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2. Fixe { € [~4,8]. Entdo A«(g1,7)) = M«(ge, %)) se ¢z e g2 pertencem
a0 mesmo X, pois tanto A(k{g,t)) como A(k(ge,t)) sdo funcBes que
satisfazem a equagdo diferencial ordindria E3(A) = A%, com condigio
inicial A(”’(le 0)) = ’\(E(QZ: 0)) = Xy

Fixe ¢ € Zy,. Tome U; C L,, vizinhanga conexa “pequena” de g. As
curvas integrais do campo vetorial E; passam ortogonalmente a U,. Pelo
teorema da vizinhanga tubular, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal
que £ : U, x (—€,¢) = M ¢é um difeomorfismo sobre a imagem. Note que
V, 1= k(U, X (—¢€,€)) é folheado por superficies U} := {p € Vg, = (U, 1)},
com £ € (—¢,€).

O préximo passo é provar que:

3.6 Lema: As superficies U] estdo contidas em esferas com o mesmo centro
p e sdo superficies integrais de {E1, Ey}.

Demonsiragao:

A superficie U, é substancial em JR*, ou seja, ndo estd contida em ne-
nhum subespago de dimensio 3. Para comprovar isso, basta verificar que o
subespago gerado por {F1, By, Vg, Ey, Vg, Eq} tem dimensio 4, o que pode
ser feito utilizando-se a proposigéo 3.2.

Tome cinco pontos g1, .., g5 € U, em posi¢ao geral. Entao ¢f := x(g;, <),
1 < ¢ £ 9, ainda estardo em posi¢do geral para £ suficientemente pequeno.
Esses cinco pontos gf determinam uma tnica esfera S3(p, 7). Demonstrare-
mos que p = P, provando que todos os ¢f estdo a mesma distdncia de p.

Tome o tridngulo (eventualmente degenerado a um tridngulo de dngulos
0,0, ) formado por p, g; e ¢f. O lado g do tridngulo mede r independente-
mente de 5. O lado g;¢f mede ¢ independentemente de 7. O angulo formado
por esses dois lados é £ independentemente de . Portanto todos os cinco
tridngulos sdo congruentes e a disténcia entre p e ¢f € o mesmo, independen-
temente de <. Portanto, as superficies U; pertencem a esferas com centro em

P

Finalmente, para ver que U] sio superficies integrais de {E, E.}, observe
que ¢1,¢2 € U] & Ma1) = A(g2) devido 3s propriedades 1 ¢ 2 das curvas

integrais de F3.0
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Se provarmos que §{ = %, teremos provado o teorema para V, pois M=
Mcos€ +senf) = A e M = Acos€ —sen€) = — X indica que U, é um pedago
de um Toro de Clifford ¢ £ = £ indica que f |y, € o pedago de um cone sobre
um Tero de Clifford. Mas af terfamos demonstrado o teorema 3.4, pois a
extensdo de uma hipersuperficie minima é nica.

Demonstremos entao que f |y, é o pedago de um cone sobre um Toro de
Clifford.

Demonstragdo do teorema 3.4

Veja figura 3.1.

Ki{qg, t)
\I\ q E . TT‘T
®
%
"
Es =4
i)
Figura 3.1:

A figura acima representa o plano (v,M + ¢) C R*.

Defina £(t) = &(w{g,1)) = 7 — w(t), Ft) := dist(k(g, 1), p) e Alt) =
M#(g,t)). Para provar que £ = %, devemos calcular os valores de £'(0) e
7(0). Com essas derivadas calculadas e mais as equagdes E3(A) = A? e (3.3),
chegaremos ao valor desejado de £. A figura 3.2 mostra as regides onde
Ej pode ficar. Elas sao denotadas por 1,2,3 e 4 e inclui também o espago
normal vy(5%(g,7) NII,;) C II,. Faremos os cdiculos baseados na figura 3.2,
considerando E3 na regido 1 e Ey na regido II;. Nao é dificil ver que os
demais casos podem ser adaptados a este via mudanca de coordenadas.
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Figura 3.2:

Iremos fazer os cdlculos na varidvel w(f) {vide fig. 3.2) convertendo depois

para a varidvel £ através da relagio £ = 7 — w.

7{0)senw(0) — ¢

tan(w(t)) = = & s wl0)
Derivando os dois lados temos
2 ‘ i
sec’ w(t).w'(t) = ~F 0 s D) =
, cosw(0
= w'(0) = — F({]g )

Convertendo de w para £, temos que

{ g(t) = -w'(t) Z

CcOS8 E(U) = COs('n’ - w((])) = — o8 UJ(O) = E’(O) =

O célculo de 7(0) fica:
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mt) = \[(0 cos? w(0) + {F(0) senw(0) — £)2 =
= '\/""(0 — 2.7 0) senw(0).t + £2.

Derivando temos que:
#(0) = — sen w(0).
Transformando para a varidvel £ temos

(0) = — sen £(0). (3.6)

Reescrevamos as equacdes que serdo importantes para provarmos que £ =
X.
X

() = X0), (3.7)

£ _ _Cos E(O)

E(O) "“ ,F(q) 3 (38)

#0) = -—senfl(()), (3.9)
cos 2§(t) == —W. (3.10)

Ressaltamos que chegaremos as equagdes (3.7) - (3.10) independente das
combinagdes de E; e E,; que tomarmos. Por exemplo, se tomarmos Fj3 ng
regido 4 ¢ By em IIT, obteremos novamente as equagdes (3.7) - (3.10). O
mesmo vale trivialmente se tomarmos £ = £ ou £ = ¥,

A equacdo (3.10) pode ser reescrita como

Mt) = ! (3.11)
7(t)y/— cos 26 () '

Derivando (3.11) em ¢ e restringindo o resultado para ¢ = Q temos

1 = — tan 2£(0). cos £(0).1/— cos 2£(0) + sen £(0).4/— cos2£(0).  (3.12)

33



Uma condi¢do necessdria para que a equagao (3.12) tenha solucdo € que o
quadrado do termo da direita seja igual a 1. Mas o quadrado do termo da
direita de {3.12) é

sen? £(0)
sen2 £(0) — cos? £(0) (3.13)
Igualando (3.13) a 1 temos
cos€(0) = 0= £(0) = 5, %3 (3.14)

Testando os valores obtidos em (3.14) na equagédo (3.12), vemos que somente
os valores §{0) = £ + 2km, k € Z satisfazem a equagdo . Portanto Ej estd
direcionado para o centro de S3(p,r), o que demonstra o teorema 3.4.0

3.4 Item (4) do teorema 1.6

Demonstraremos a equivaléncia do item {4) do teorema 1.6 com os demais
itens.

(1) = (4)

(1) implica que f é um aberto de um cone sobre o toro de Clifford.
Entdo a métrica no sistema de coordevadas (1 = 0,22 = ¢,23 = 1) =
(r.cos#,r.sen @, r. cos ¢, r. sen ¢) é dado por r2.dz? + r2.dz3 + dz?, que é uma
métrica do tipo (4).

(4) = (2)

A demonstracio estd no Lema 4.1 de {15]. Pelo fato de [15] ser um
preprint, demonstraremos a implicagdo.

Seja {x1, T2, 3} um sistema de coordenadas principais, onde a métrica de
M & dada por ds® = eM(®) dz? 4+ eh2{e) dy2 4 dz2. Os simbolos de Christoffel
podem ser obtidos como funcdes dos termos da métrica. Caleulando-se T3,
e TZ; obtemos
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1-%3 = F§3 —_ 0

Mas pela proposicio 2.1,

8 8 8 1| Ey(hs)
=T = 8 = . :
0= I-l33 <vm 8373.J 8$1> 8551 Aa - )\1
° 8 9 8 | Ea(d)
= 2 = — . 3 .
0 F33 <V3‘2§ 61'537 3582) 33&'2 /\3 —_ )\2

Portanto A3 é constante ao longo das folhas integrais da distribuigio ge-

rada por F; e Eo.O
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Parte 11

Caracterizacao de certas
hipersuperficies no espaco
euclidiano sob a acao de grupos
compactos de isometrias de
cohomogeneidade 1
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Capitulo 4

Preliminares

4.1 Geometria Equivariante

Nesta se¢do, recordaremos alguns fatos basicos de geometria equivariante.
Seja M uma variedade riemanniana e G um subgrupo fechado do grupo de
isometrias de M. No conjunto das classes de conjugacdo dos subgrupos de
isotropia, existe um tUnico elemento minimal. As Orbitas correspondentes
4 esse elemento sdo chamadas de 4rbitas principais, e cada uma delas é
difeomorfa as outras. A unido das Orbitas principais € a parte regular M C
M. E conhecido que M ¢ aberto e denso em M.

4.1 Definicdo: Seje M uma variedade riemenniena e G um subgrupo
fechado do grupo de isometrias de M. Dizemos que G atua em M com
cohomogeneidade k se a codimensdo das drbitas principais for k. Neste caso
dizemos que M € uma variedade de cohomogeneidade k.

Estamos interessados no caso k = 1.

4.2 Defini¢do: Sejo M uma voriedade de cohomogeneidade 1. Uma geo-
désico o : (—e,2) = M parameirizeda pelo comprimento de erco € chamada
geodésica normal se o(t) € perpendicular & dérbita G{a(t)) em aft), Vt €
(""E:E)'

4.3 Observagao: Se uma geodésica o € normal ¢ uma drbita principal em
um determinado ponto, & serd normal em todaes as orbitas pelas quais passa,
¢ portanto serd umae geodésica normal.
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Uma geodésica normal o tém a seguinte propriedade:

4.4 Proposicio: Se o : (—g,e) =& M € uma geodésica normal € g € G,
entéo (g o o) também ¢é uma geodésica normal.

Vide [14, pag. 23].

Seja ¢ suficientemente pequeno. Quando a geodésica normala : (~¢,£) —
M est4 contida nas érbitas principais de M, o teorema 4.4 nos permite definir
uma. aplicagao @ : {—¢,&) — {6rbitas de f}, que é induzida pela aplicacio a.
De fato: Pelo teorema do “slice”, P estabelece um homeomorfismo local entre
o intervalo (—¢, £) e o espago das 6rbitas. Entdo (—e¢, ¢) pode ser identificado
com um pedaco do espaco das drbitas.

4.5 Teorema: Se M ¢ uma variedade compacta de cohomogeneidade 1,
entdo o seu espaco de drbitas M /G é homeomorfo a St ou a [0,1]. No
primeiro caso, s6 eristem drhitas principeis e no segundo, as drbitas princi-
pais correspondem ao conjunto (0,1).

(Vide [14, pag. 21])

4.6 Observagado: Dagui em diante, fora menc¢io em conirdrio, estaremos
sempre constderando a parte regular M da variedade.

Estabeleca um fluxo geodésico normal suave & : ®(—g,e) = T(®(—¢,¢)).
Esse fluxo pode ser definido fixando-se uma geodésica o : (—¢,£) — ®(—¢,¢)
que define o fluxo ¢’ em a{—e¢,e), e daf estende-se esse fluxo para todo
®(—¢, ) através do campo de vetores dg,(c'(t)), com t € (—¢,&), £ = aft)
e g € G. Entdo para cada z € ®(—¢, ), passa uma geodésica normal o :
(—&,8) = ®(—e¢,e) tal que of = & |a,(—ze) & 2(0) = 2.

&' denotara o campo & |[5.

As notagles acima serao utilizadas posteriormente.

4.2 Introdugao ao problema

Sejam W e Z duas variedades riemannianas, p: G x W — W a agéo por
isometrias de um grupo G e f : W — Z uma imersfo isométrica. Dizemos
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que uma isometria g € (7 é induzida por uma isometria §j de Z se fog = go f.
f é dita uma imersido padrio, se todas as isometrias de p sdo induzidas por
isometrias de Z.

Em [11], Mercuri, Podesta e Seixas demonstraram o seguinte resultado:

4.7 Teorema: Sejam M™ uma variedade riemanniana compacta, p: G X
M? — M™ a agdo por isometrias de um grupo compacto G de cohomogenei-
dade um ¢ f : M™® = R™' uma imersdo isométrica. Sen > 5 e as drbitas
principats néo forem difeomorfas a S* x 82 ou a §% x 873, entdo f serd
wma tmersdo padréo.

O teorema 4.7 utiliza o seguinte teorema devido a Castro € Noronha (vide

[6]).

4.8 Teorema: Seja b : Z" ' — R uma imersdo isométrica de uma
variedade riemanniana homogénea compacia. h e X estdo em um dos casos
abairo:

(a) T € isométrica a esfera S™™' e h € a composi¢io de uma imersdo
canénica de S*~1 em um hiperplano com uma imersio isométrica desse hiper-
planc em R™H.

(b) 3 € recoberto por S"2 x R e ho( é a composicio ¢ o {8 x id),
onde { é a aplicacdo de recobrimento, 8 € a aplicacdo canénica de 5™ ! em
um hiperplano, id a aplicagdo identidade e ¢ uma tmerséo isoméirica deste
hiperplano em R™!

(e} h(X) € uma hipersuperficie isoparamétrica compacta de uma esfera.

O objetivo da segunda parte do trabalho é demonstrar o teorema que se
segue: '

4.9 Teorema: Sejam M™ ume variedade riemanniana compacta, p : G X
M™ — M™ a acdo por isometrias de um grupo compacto e conezo G de
cohomogeneidade 1 ¢ f : M™ — R™! uma imersdo isoméirica. Sen > 5,
entdo [ € uma imersdo padréo.

Completaremos a demonstracdo do teorema 4.7 para os casos onde as
érbitas principais sdo difeomorfas a S* x 52 gu a §% x §*2.
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4.3 Orbitas principais

4.3.1 Classificacdo das drbitas

Antes de classficarmos as Orbitas, enunciemos um lema elementar:

4.10 Lema: Sejam p € R* ¢ 1 um k-plano em BR™'. O ponto g € I
que minimiza o disténcia entre p e I € dado por ¢ = (It +p) N 1L

Demonstracao:

Seja z um ponto qualquer de II. Entéo

-zl =lip—a)— - =llp~dl®* +llz - > > |lp—q|]”

onde a segunda igualdade é devido ao teorema de Pitdgoras.O

As 4rbitas de uma agdo por isometrias de um grupo em uma variedade
riemanniana sio subvariedades homogéneas da variedade. Logo, o teorema
4.8 nos fornece informac&es sobre as drbitas principais dos teoremas 4.7 € 4.9.

Conserve a notacio do teorema 4.8. Demonstremos a seguinte proposicgio,
que explicita os tipos de dérbitas que podemos ter:

4.11 Proposigdo: Seja f : M™ — R™', n > 5, wna hipersuperficie
compacta de cohomogeneidade I com o grupo de isomeirias compacto. Enido
as orbitas principais sGo:

(a} Isométricas a 5% '(p,7)

(b) Isométricas a S*(p1,m1) X S""2{Da,72)

(¢} Uma hipersuperficie isoparamétrica de S™(p, r).

Além disso, temos que f | no caso (b) é uma imersdo S' x S"2 —
R x R, comS' C R? e 572 ¢ R™' (Note que a primeira inclusio
pode ser bem “cadtica”, tendo vdrias gquto-intersegées).

Demonstracdo:

Utilizaremos id para diversas aplicagdes identidade. Isso ndo causard
confusio, pois o uso da mesma sempre ficara clara no contexto.
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Os casos (a) e (¢) sio uma repeticdo do teorema 4.8 ¢ portanto ndo
requerem demonstragoes. Vejamos o caso (b).

Mantendo a notacdo do teorema 4.8, ho{ é a composigdo ¢ o (8 x id).
(8 x id) nos d4 a inclusdo inc: [§%2 (0,r) x ] C {A"! x R], onde A™' é
isométrico a R™" 1. Em seguida, A" := [A""! x IR] é imerso isometricamente,
via ¢, em R*. O conjunto (0, R) C (A" x IR) sers chamado de eixo de
tne e serd denotado por 9.

¢ é um cilindro em R (vide [4, pdg. 143]). De modo mais pre-
ciso, existe um 2-plano IT e uma curva g : R — II tal que ¢ = [g x id] :
[IR X HJ-] - [H X Hl]. Para ¢ € T4, (R, q) C (B X HJ') ¢ uma reta to-
talmente geodésica em A"(= (IR x II1)). Este conjunto de retas gera uma
folheaciao ¥ em A™.

Afirmamos que ¥ C ¥. Em outras palavras, afirmamos que as decom-
posicdes (A" = A"l x R) e (A" = [I* x IR) coincidem. Fixe ¢ C ¥. Ao
supormos ¥ ¢ ¥, demonstraremos que k() se afastara indefinidamente de
h(¢). Isso gerard uma contradi¢gio porque £ () estd a uma distdncia finita
de h(Z) e portanto ~ () também se afastard indefinidamente de h (). Mas
isso ndo pode acomtecer, pois i (L} é compacto.

Suponha entédo ¥ ¢ ¥ e chegaremos ao absurdo mencionado acima.

Se ¢ ¢ ¥, entao ¥ se afastard indefinidamente de ¢. Se demonstrarmos
que para z € ¥, distan (T, ) = distmne (A (), h(¢)), teremos demonstra-
do o nosso argumento de contradicdo. Vejamos como € feito ¢ cdlculo de
distpn (2, ¢) € de distpae (R (), R (0)).

1. distsn (@, ¢): Lembrando que neste caso o nosso ambiente é A™, o ponto
Y, € ¢ que realiza a distdncia de r a ¢ é dado por y, = ¢N (Hl + :s)
Em particular, z e y, pertencem ao mesmo subconjunto (t, H*L) -
(R x HJ-).

2. distgm+ (h{(z),h(¢)): Noteque k(@) C (Il + z) para algum z € R+,
Afirmamos que ya(,) = (HH+2) N (I'Il +h (:c)) é 0 ponto que realiza a
distincia de 2 () a k (p). De fato, o ponto que realiza a distincia entre
h(z) e (TT+2) € ynep). Mas yup) € R{p) pois yary) e h{z) estdo em
um mesmo conjunto ¢ [(t, HJ-)]. Portanto ya(e) € o ponto que realiza
a distdncia de & {z) a k().
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Pela construgdo dos pontos que minimizam a distdncia, podemos notar
que A (yy) = Yy Note agora que se T e ¥ pertencem ao mesmo sub-

conjunto (t, Hl) C (B X IIL)1 entdo distar(T, %) = distgne: (h(T), h(F)),
pois a imersio de {¢,II1) em R™! via ¢ é totalmente geodésica. Entdo
distan (z,0) = distmes (h(z),h(¢)), 0 que gera a contradigao desejada.
Portanto ¥ C ¥ e as decomposigdes (A" = A" x R) e (A" = IIt x R)
coincidem. Isto implica em

(60 (B x id))(5*2 x ) =

((id x 0) o (8 x id))(S*2 x R) =
((ido B) x (g 0id))(S"? x R) =
(Bx 0)(S"?x R)=

B(8772) x o(iR)

deve ser compacto e portanto g ([R) deve ser compacto. Mas uma varie-
dade unidimensional compacta e sem bordo é difeomorfa a S'. Portanto
R(Z) = (o C 1) x (S""2 C HJ—), conforme querfamos demonstrar.0

4.3.2 Decomposicao da orbita

Analisemos as érbitas da Proposicdo 4.11.

Se as érbitas principais forem isométricas a uma esfera redonda (caso (a)),
[1] nos diz que a hipersuperficie é de revolucdo, e portanto é uma imersdo
padrao.

Considere o caso onde as drbitas principais de f sao hipersuperficies
isoparamétricas de alguma esfera (Caso (c}). Denote essa imersdo por & :
-1 5 §%(p,r). Seja A o operador de Weingarten de 2. B um resultado
cldssico que o nlimero de autovalores distintos g de A éiguala 1,2,3,40u 6
(vide [7].). O teorema 4.7 demonstra que para oscasos g =1, g>3eg=2
com os dois autovalores de A possuindo multiplicidade maior do que 2, f &
uma imersao padrao.

O nosso objetivo é demonstrar o teorema 4.7 para os casos que faltam.
Eles sdo:

1- Orbitas do tipo (b): Consideraremos as imersdes [h = (hy X hy)] :
(8! x §772) — (R? x JR*1), onde h1{S') C IR? nio é a esfera redonda.
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2- Orbitas do tipo {c): Sio subdivididas em trés:

2a- Orbitas do tipo (c1): Tmersdes do tipo [h = (hy X hp)] : (S* x §72) —
(IR? x IR™1) onde h;(S') C IR? é a esfera redonda.

2b- Orbitas do tipo (c2): Imersdes do tipo [h = (h; x kg)] : (S%x §7%) —
(R x R™2), com n > 5.

9¢- Orbitas do tipo (62): Imersdes do tipo [h = (A1 X hs)] : (S% x §2) —
(R® x R3).

No caso {cl), a 6rbita é uma hipersuperficie isoparamétrica da esfera,
com g = 2 ¢ multiplicidades 1 e (n — 2). Nos casos (c2) e (€2), a drbita é
uma. hipersuperficie isoparamétrica da esfera, com g = 2 e muitiplicidades
2 e (n — 3). Em todos os casos, a érbita é uma soma direta. Denotaremos
o contradominio de A; por II; e o contradominio de h, por II;. 7 serd a
dimensio de I1;, i = 1,2. m; : JR*! — II; serd a projecdo ortogonal, i = 1, 2.

Definiremos agora um sistema de coordenadas baseado nesta decom-
posicdo da 4rbita. Para isso, utilizaremos algumas defini¢Ges adicionais.

4.12 Definiggo: Sejam W uma veriedade riemanniane e F : W — R
uma imersio 1sométrica. O ponto

=Ty

€ R*t! (4.1)

serd chamado centro de F'.

Note que a definicdo de centro de F ndo depende do sistema de coorde-
nadas adotado.

4.13 Observagdo: O centro de uma aplicacdo produto € o produto dos
centros.

4.14 Observacao: ( centro de uma esfera candnica € o ceniroe propria-
mente dito.

Fixe uma érbita h(X) e seja {ey, ..., €441} Uma, base ortonormal em R"**!
tal que
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e {e1,...,€n1} gerall,
® {en1+1; - €nt1} gera Il

Esta base serd denominada base II;-candnica e o respectivo sistema de coor-
denadas {1, ..., Zn41} com origem fixada no centro de A(Z) serd denominado
sistema de coordenadas II;-candnico.

Sejam eg(z) € 1 e e5,(z) € II; vetores unitérios em y;h. Note que
vgh = span{ey(z),eq/5(z)} € que ej(z) e ef),(v) podem ser estendidos a
campos ey ¢ €5, em vI. ej,y denotard o vetor eg. cosf(z) + ey, send(z) €
vgh.

Com essas notages definidas, passemos ao préximo capitulo.
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Capitulo 5

Operadores de Weingarten

5.1 Introducao

Na secdo 5.2, analisaremos os operadores de Weingarten de A pontual-
mente, Na secio 5.4, estudaremos o comportamento da normal de f ao
longo das érbitas utilizando os operadores de Weingarten. Na segdo 5.5, ex-
pressaremos o operador de Weingarten de f em uma base adequada. Por
fim, na secido 5.6, demonstraremos que o operador de Weingarten de A é
“diferencidvel”.

5.2 Analise pontual dos operadores de Wein-
garten de h

5.2.1 O operador de Weingarten de h nos casos (c1),
(c2) e (€2)

Sejam Y"~! uma érbitade pe A : T* — R™! 3 imersio da érbita em

IR™. Por convengdio, o vetor e}, estard direcionado para o centro da esfera

Sn2=Y(p, ry) C II,. Para os casos (cl), (c2) e (€2), ey estard direcionado

para o centro da esfera $"*~1(py,71) C ;.
Sejam Aé_ o operador de Weingarten da aplicacio 4 na direcéio e; e Af;{
wi2

o operador de Weingarten da aplicacio & na direcdio e7,. Fixe uma base
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{€1, ..., en-1} de Tzh tal que Tphy = span{ei, eni—1} € Tphy = span{en, ...,

€n-1}. A representacio de AE& e AZ, nesta base fica:
w/2
= . "0 -
™
1
0 =
AZ = e AZ, =
ey e#/z
1
i 0 | "
ou
1 . - .
= 0
L 0
4 5 1
Af_]_ = 0 e AeJ_ - E
[ /2
1
] 0] ] 7o

conforme estivermos no caso (cl) ou ({c2}U(E2)).

Denote por Ag) 0 operador de Weingarten da imersdo f em z, onde £(z)
é um vetor normal da hipersuperficie. Entao £(x) = €5, para um certo 6(x).
O operador de Weingarten de £~ na dire¢io £ é dado por:

[ cos B(z). -
sen (z). 7

A?(Z) = T (51)

senf(z).% |

ou
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[ cos 6‘(&7).& ]
cos8(z)..-

A?(m) = sen 6(.'5);1;

sen (z). = |
(5.2)

5.2.2 O operador de Weingarten de i no caso (b)

Este caso é similar ao (c1}, com ?IT substitufdo pela curvatura &; da curva
hi. Note que neste caso, k; ndo é constante ao longo da érbita. Os operadores
de Weingarten ficam:

- by . 0
1
0 7
AEJ' = ’ ‘. e AeSJ_ -
o af2
L 0 i 7
e
[ cos6(x).k1
sen 9(3:).;15
Afyy = . (5.3)
I sen(z).;- |

5.3 Relacbes entre A; e A7
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5.1 Observacdo: Seja ¢ : TM — TX a projecio ortogonal. Entdo AF é
dado por
A:E = C < AE J'T'Ea

porgue se u e v sdo vetores em TX, temos por definicdo que
(47,0} = (V,0,€) = (Agu,0).

Denotaremos 0 posto de um operador por rk(.) e a nulidade por ni{.).
Podemos relacionar o posto e a nulidade de A e A} utilizando a observagdo
a.1,

5.2 Lema: Temos as seguintes relagdes entre o posto e a nulidade de A¢ e
AE

(a) | ni(Ae) — nl(AF) < 1.

(6) 0 < rk(A;) — rk(A;-’:) 2.

Demonstragéo:

A primeira desigualdade de (b} ocorre pois o posto de uma matriz A,
¢ maior ou igual ao posto de sua submatriz A?. A segunda desigualdade
de (b) é conseqiiéncia direta de (a}, pois a diferenca entre as dimensdes dos
dominios de Ag e AF é 1.

Portanto, para demonstrarmos o lema, basta demonstrarmos (a).

Afirmacdo 1: Se ni(A;) = k, entdo ni(Af) > (k -~ 1). Portanto, se
nl(A7) = k, entio ni(Ag) < (k +1).

Denote por N o ndcleo de A¢. Fazendo NP = N; NTZ, temos que
a dimensao de N é maior ou igual a (k — 1), com a igualdade ocorrendo
quando a mtersegao é transversal. Além disso, temos que Ng cC ker(Ag)
devido & observagio 5.1. Portanto nl(A7) > (k—~ 1). A segunda parte da
afirmagdo é conseqiléncia direta da primeira.

Afirmagio 2: Se nl(AF) = k, entdo ni(4;) > (k—1). Portanto, se
nl(Ae) = k, entdo nl(AF) < (k+ 1).
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nl(Af) = k. Entdo existe uma base ortonormal {éi,...,€n—1} em T2
onde A} é representado por:

0

Qr+1,k+1

Qr—1n-1 |

Tome um vetor é, tal que {éi,...,€,} seja uma base ortonormal de T M.
Entdo o operador A nessa base fica

3 0 aul,n 1

0 Qi
Ay = At 1,k+1 G 41,0

Ap—1n-~1 Op-ln
| Q1 - Qo OGpk+l - Onn—d Qpn

rk(Ag) < [n— (k—1)]. Portanto nl{As) > (k —1). A segunda parte da
afirmacdo é uma conseqiiéncia direta da primeira.

Finalmente, note que as duas afirmagdes anteriores implicam (a), o que
demonstra o lema.O

5.4 ¢ ao longo de uma dorbita

5.3 Proposicao: Seja f uma hipersuperficie compacta de cohomogeneidade
1 em R™? sob a acdo de um grupo compacto de isometrias. Se a dimenséo
da hipersuperficie for n > 5 e as drbitas forem difeomorfas a S' x 5" 2 ou a
52 x 8"2, entdo a normal £ ao longo de uma érbita ¥ serd £ = ef, com 0
fizo. Se a érbita for do tipo (b), teremos necessariamente £ = ey .
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Demonsiragao:

Casos (b), (c1), {c2)

Se ¢ = +ef ao longo da 6rbita, néo hi o que demonstrar,

Suponha que exista & € T tal que &{z) # Leg. Entdo rk(Agy) > 3 (vide
equagdes (5.1), (5.2} e (5.3)) o que implica rk(4¢) > 3 numa vizinhanca V;
de z. G(V;) é uma vizinhanga equivariante de £ com rk{4;) > 3 e portanto
G(V;) é rigida. Em particular, a agdo de G em G(V,) ¢ induzida por uma
acdo de um grupo de isometrias do ambiente. Logo o dngulo entre a normal
de f e o vetor posicdo {com a origem no centro da érbita) é constante ao
longo das 4rbitas. Entdo

£{x), 0% = _r E(x),ej‘ —r <5(3]>e¢/2>
R

= =il cosf — 2. sen 8 = cte.
x| 2]

Ja que 1, 7 € ||pZ]] sdo constantes ao longa da érbita, 8 é constante ao longo
da érbita. Portanto £ = e ao longo de uma érbita.

As érbitas em G(V,,) estdo contidas em esferas e portanto X é isoparamé-
trica na esfera que a contém. Entdo, se £(x) # *ef, ela ndo pode ser do tipo
(b). Portanio, se a drbita € do tipo (b), £(z) = ey para todo x € L.

Caso (82)

Se £ = *ef ou £ = :I:e#};2 ao longo da érbita, ndo bd o que demonstrar.

Se existe z € X tal que £(z) € {+ep,+eL ), chegamos a £(z) = 5 para
todo = € I utilizando 0 mesmo argumento do caso anterior. Portanto, em
todos os casos temos £ = ef ao longo de uma érbita.0)

5.4 Coroldrio: Se £ for diferente de ej ¢ tey, em x € %, entdo f
serd rigide numa vizinhanca equivariante de X. Nos casos (c1) € (c2), basta
£ ser diferente de tef em x € T para que f seja rigide numa vizinhanca
equiveriante de X.

5.5 Coroldrio: Se rk(A;) < 2 ao longo da Grbite, entdo & € {+eg} (casos
(b), (c1) e (c2)) ou & & {Fey, Ly} (caso (¢2)).
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5.5 Uma expressao para o operador de Wein-
garten A;

Fixe z € M. Iremos determinar uma base de T M tal que o operador de
Weingarten A, nesta base tenha uma expressao simplificada.

Seja {e;, ..., en—1 } uma base ortonormal de T, tais que span{e;, €,1-1} =
Tyhy e span{ep, ..., €51} = Tpho. O operador A nesta base é dado pelas
equagdes (5.1}, (5.2) ou (5.3). A expressdo do operador A na base ortonor-
mal {ey, ..., e}, onde e € um vetor do fluxo geodésico normal em &, é dado

por
1n
by .
A = Ae } :
Qn—1)n
Gip ' Qa—U)n Qnn
Pela definigao de a;,
Qin, = (Age»g, €n) = (Ve,-em E) . (54)

Pela proposi¢do 5.3, existe & tal que £ = cosfey -+ sen Bef;/z ao longo de %.
en € vzh, que é perpendicular a &, é dado por e, = =(— sen feg -+ cos e, )y).
Ao substituirmos as expressdes de £ ¢ ¢, em {5.4) obtemos

@in = *{Ve(—sen e_e_—.:,L + cosfez ), (cos 9:& +sen fBeg ) )
= ZFsenf.cosd (Veieﬂ-, eé-) Fsen?d (Ve; et 8#/2> + (5.5)
+cos? 6 <Ve.; = eé-) + send. cos @ (Veie;'/g, ef;/2> .

Afirmamos que a;, se anula para 1 < { < (n — 1). De fato,
eéE eg.ed)) =0,
<V3ie#/2? e#fz) = 36 ef};a: 6#;2)) =0, .
<§ el ol > _J 0, 1<i<(nl~1), pois Vg € I,
e:C0 s Eppn - 0, nl<i<{(n-1), poise; €l = Ve,'ed_‘:O;

<vese#f2: 63') = - <v8ie#f2! e ) =0,

<_V-es' Cd‘ » ed-> =

P L Ll ST

a1



sendo que a tdltima igualdade é conseqiiéncia de

0=¢ ((e{Jj_a 6#}2)) = <Veie{J)-= e;Jr_/‘2> + <—v-€ie#f23 eJ-> :

Portanto, a representacio de A¢ na base {e1,...,e,} fica:
0
b3 .
Ay = [ 4 } c (5.6)
0
0 --- 0 @Gy

5.6 Sistema de coordenadas adaptado as or-
bitas e a diferenciabilidade de A?.

5.6 Proposicio: A} ¢ diferencidvel.

Demonstracdo:

Sejam M™ uma variedade de cohomogeneidade um e p € M um ponto
numa 6rbita principal £. Tome uma vizinhanga V= 3 p, V;© ¢ X, suficien-
temente pequena. Pelo teorema do “slice”, existe uma vizinhanga V, > p em
M, um ¢ suficientemente pequeno e um difeomorfismo (—g,&) X V,” = 1,
onde {(—&,g) x {z} é uma geodésica normal.

Considere um sistema de coordenadas (z1, ..., Z,) em V, tal que

1. z,y € V, pertencem & mesma érbita < (2)n = (¥)n-

2. z,y € V, pertencem & mesma geodésica normal < (z); = (¥);, 1 < <
n—1. ‘

onde (z); indica a i-ésima coordenada de . Denominaremos tal sistema de
coordenadas de sistema de coordenadas adaptado as érbitas.

Seja
ain rr Qun-1)

Gn-1)1 " Gn-1)(n-1)
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o operador de Weingarten de & representado na base {%—, - 'ax_f'_T , onde

(%1, ..., &n) € wm sistema de coordenadas adaptado is érbitas. Iremos de-
monstrar que as fungdes a;; sdo diferencidveis. Fixe s € {1,..,n — 1} e
demonstremos que a,; € diferencidvel para 1 < j < n—1.

- 0 e 0\ _
<Va%a—m;f> = <A%:’E>‘

= a a ol g J
_<Za3kéa,5&:—j> = Zask<aa'ax—j> (5.7)

k=1 k=1
é uma funcdo diferencidvel. Reescrevendo a equacéo {5.7), obtemos o sistema
de equacdes lineares com incognitas agx.

¢
. a _ T . .8
Qg1 <3211 8‘1:1) + +  Gs;n-1) <3¢n_ 3 6::1) = Vaa_ T €
. g 9 — v 5 2
Gs1 <8m1 ’ 3:1:2> Tt Geney <8x,,_1 4 3m2> = Vg‘?— 82308
2 _8 I 8 _8 N _ /T
L Gs1 <3-‘B1 ’ 3&1—1) + T Gs(n-1) <8fan-1 ? Zp—1 > = <V3;; 8zn—1’ E>
Se a matriz dos coeficientes
4 2 g _a - d 3
6221 ! 83:1 633’ 3@1 81?7;-1 ¥ 8z
2 0 S0 . L0 8
Coef — 5z * Oxza g7 0o azn_T 1 Bza
Ee) (i (
%17 02n— 8Ty ? am,,_ 35,,_1 ? 3.1:“-.1

tiver determinante nao-nulo, as incégnitas ey serdo fungdes racionais de

<§2—;, a—‘% e <ﬁ3€? 52—;> e portanto serdo diferencidveis. Calculemos o de-
terminante de Coef.
Escolha uma base ortonormal em T,% e seja 5—2: = (Cu,--.,ck(n—n) a

representacao de 35— nesta base. Entido

8 _‘?_ 8 3 e 2. 3
dx1 7 By Bza? Bz Bzp=-1? 831
A, 8 Lo, . 0 __a
Oy ? Buq 8157 82y 8zn—1" B2 _
<_a_ _c‘?_..,> <_§_ _3_._> __3___..<9_>
8217 B2n_q Ay ! Bzp_y -1} Oxny
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11 C12 o Cp-1) c11 Ca1 s C{n—-1)1

C21 Ca2 Tt Colael) €12 €22 tt Cp—1)2
Cin—1)1 Cn-12 " C(r~1)(n-1) Cin-1) C2An-1) " CYa-1)(n-1)
2
C11 €12 T C1(n—1)
_ C21 Cog s Cn--1) £0
Cla~-1)1 C{n-1)2 " ° Cn-1)(n-1}

Portanto as fungoes a;; sdo diferencidveis.O
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Capitulo 6

Demonstracao do teorema 4.9

6.1 Introducao

Na sec¢éo 6.2, demonstraremos que todas as drbitas tém o mesmo centro.

Sejam {—e&, £} um pedago qualquer do espago das érbitas principais e G,
o espago das nl-Grassmannianas em JR™*!. Sabemos que cada 6rbita T induz
uma decomposi¢io B™ = II,(T) @ (). Na seco 6.3, demonstraremos
que a aplicagdo v : (—€,€) ~ Gn1, que leva uma érbita na parcela II; da
decomposicio de JR"*! é diferencidvel. Na secdo 6.4, demonstraremos que ~
é constante em um aberto e denso no espaco das érbitas principais. Portanto
v serd constante em todo o espaco das drbitas principais e a decomposicio
R =TI, @ T, seré a mesma para todas as rbitas.

Na se¢do 6.5, demonstraremos que nio existem hipersuperficies com-
pactas de cohomogeneidade 1 com érbitas do tipo (b). Juntando-se todas
as informagdes acima, temos que:

¢ As érbitas sdo hipersuperficies isoparamétricas da esfera.
e A decomposi¢io R™H =TI, ® II; é a mesma para todas as 6rbitas.

¢ Todas as érbitas possuem o mesmo centro.

Estes dados nos fazem concluir que todas as érbitas tém suas isometrias
induzidas pelo mesmo grupo [SO(n1) ® SO(n2) C SO(n+1)] x [, @] —
[, @ I1,] (por enquanto em cada drbita separadamente).

Finalmente, demonstraremos na se¢ac 6.6 que o grupo de isometrias da
variedade é induzido pelo grupo de isometrias do ambiente.
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6.2 O centro da orbita

Seja T : {6rbitas de f} — {centro da érbita}. Entdo £: T o ® nos dd a
evolucdo do centro das drbitas a medida que percorremos o intervalo {—¢, ).
= é diferencidvel pois

i Jpes @, 1).dZ
=(t) = ZVoi(E) ’

onde k(z,t) = ¢ (t) é a geodésica normal passando pelo ponto z. Entédo

/(g = Joez %(t)-d%
_(t)_-—%o-lTE)———.

6.1 Lema: Z ¢ constante, ou seja, todas as orbitas principais possuem o

mesmo centro p.

Demonstragdo:

Demonstraremos que o fluxo & em X mantém o centro da drbita constante
infinitesimalmente, ou seja, que =/'(¢) = 0. Vamos subdividir a demonstracao
do lema em trés casos:

1- rk(Afz) > 3 para algum z € Z.

= é constante como conseqiiéncia da demonstragio da proposigdo 5.3.

2- rk(A7) € {0,1}

Estamos necessariamente no caso (c1) ou (b) {vide (5.1)). Entdo & = Lef

@& & proporcional ao raio da esfera hy : $™~! C II,. Entéo [ & .dz =0
e Z'(t) =0.

2- rk(A7) =2.

Estamos necessariamente no caso (c2) ou (£2) (vide (5.2)).
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Entdo £ € {+ej,%er)y} e portanto &, que ¢ perpendicular a £ em v,h,
também estard no conjunto {+eg, fey,,} (vide coroldrio 5.5). Agora basta
utilizar um argumento similar ao do caso k(A7) € {0,1} para conclufrmos
que E'(f) = 0.0

6.3 As aplicacdes v e ¥

Cada érbita T induz uma decomposi¢io R™" = I (Z) @ II;(Z). Con-
forme dito na introdugéo, -y : (—¢,¢) = Gy serd a aplicagdo que relaciona
uma 6rbita ®{¢) ao nl-plano II; correspondente. Para definir v de modo
preciso, utilizaremos o seguinte teorema de Nomizu.

6.2 Teorema: Sejam D™ um aberto de um espaco Fuclidiano m;-dimen-
sionel, Sy, 0 espago das matrizes simélricas moxXma e A D™ — S, ume
aplicacdo diferencidvel. Se ) é uma funcdo continua em D tal que para cada
z € D o valor Mz) seja um autovalor de Sn,, com multiplicidade constante
mg, entdo A serd uma funcgo diferencidvel. Além disso, para cada zy € D,
existem ms aplicacdes diferencidveis X, ..., X, de uma vizinhanga U 2 xp
em IR™ tal que pare cada x € U, {X1{z),..., Xma(2)} formam uma base
ortonormal do autoespago de A(z) relativo ao autovalor A{z).

Demonstracéo:

Vide [12].0
Podemos aplicar o teorema acima as variedades, pois ele é de cardter

local.
Dividiremos a defini¢io de v em dois casos.

6.3.1 Casos (b), (c1) e (c2)

6.3 Lema: v estd bem definida e ¢ diferencidvel.

Demonstracao:
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Para cada § € R, denotaremos por & o campo de vetores em v,h que
forma um angulo § com o campo &, ou seja, se & = cos§.e5 +send.er )y, entdo
£ = cos(f + 0).ey + sen(6 + 6).e2 .

Dividiremos a demonstrag&o em dois casos:

Casos (cl) e (c2)

Fixe 2 € X e seja § € R tal que o operador de Weingarten A7 tenha dois
autovalores distintos {vide equagdes (5.1) e (5.2)).

Seja V, C M uma vizinhang¢a de z e considere o campo de operadores
AL : Vp — End(TZ:,TZ;) que associa a cada ponto de V; o operador de
Weingarten Ag correspondente. Podemos mostrar que esta aplicagao é dife-
rencidvel utilizando argumentos idénticos daqueles utilizados na proposig¢ao
5.6. Se utilizarmos sistemas de coordenadas adaptado as érbitas (vide secdo
5.6) em V, estaremos nas condicOes do teorema 8.2, onde T3, é gerado por
{8/0x1,...,8/02,1}.

Sejam A e Ay os autovalores de AZ com multiplicidades (n1~1) e (n2~1)
respectivamente. Os autoespagos T, ¢ TZ, dos autovalores A; e Ao formam
distribuigoes diferencidveis em V, (vide 6.2).

Denote por (—¢,2} um pedago do espaco das érbitas principais tal que
D(t) NV; # @ para todo t € (—¢,z). Sabemos que TT; é diferencidvel
em V; e isso implica que df(TE;) é diferencidvel também. Ocorre que
span{dfy(TZ:);2 € ®(t) N V;} = ~(t), pois este espaco vetorial contém
Sget=t C I1(®(t)) e esté claramente contido em IT;(®(¢)). Portanto, pela
construgdo acima, v estd bem definida e é diferencigvel.

Caso (b}

Fixe z € ¥ tal que a curvatura k; da curva m, o h seja diferente de zero
em 7 (z) e repita o argumento feito no caso anterior.O

6.3.2 Caso (€2)

Neste caso, II; e II, tém a mesma dimensio, e a decomposicio RS =
IT, ®I1; é dnica a menos da permutacac dos termos II; e Ils. Para contornar
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este problema, faremos o seguinte: Considere H3 = gz , onde Hj ¢ a variedade
quociente de G35 com os 3-planos ortogonais identificados. Denote por ¢ :
(G5 — Hj a aplicagdo projecdo. Seja 7: (—e,£) — Hz dada por y=¢o7.

6.4 Lema: 7 estd bem definida e € diferencidvel.

Demonstracio:

A demonstracdo segue exatamente os moldes da demonstragio do lema
6.3.00

6.4 A constancia de v e ¥

O posto de A¢ ao longo de uma drbita é uma constante maior ou igual a
2, ou varia entre 0 e 1.

Considere o conjunto {rky3) 1= {t € (—¢,&);7k(A(®(¢)}) > 3}. Este é
um conjunto aberto em (—¢,¢), pois 0 posto do operador de Weingarten é
localmente ndo decrescente. Denote o fecho de (rkvy3) por P3.

Considere o conjunto (rkvy2} = {t € (—e,5) — P3;rk(A(®(t))) = 2}.
Este também é um conjunto aberto em (—&, ¢), pois o posto do operador de
Weingarten é localmente nao decrescente. Denote o fecho de (rkvy2) por P2.

Finalmente denote por P1 o fecho do conjunto (rk+l) := (—¢,e) — P2 —
P3.
(rky1)U{rk~2)U{rk+3)} é um conjunto aberto ¢ denso em (—¢, ). Entdo,
(rkyl)U{rky2)U(rkvy3) € uma unido de subintervalos e (—¢,e) = PIUP2U
P3. Note que cada subintervalo conexo L de (rkvy1) U (rkv2) U (rkv3) estd
contido em um dos conjuntos rkvyié, ¢ = 1,2 ou 3. Se demonstrarmos que 7 é
constante nos intervalos conexos L, -y serd constante em (—¢, £} devido a sua
diferenciabilidade.

6.5 Proposicao: v e ¥ sao constantes em L. Portantoy e ¥ sdo constantes
em (—¢,¢£), ¢ conseqiientemente na parte regular do espago de drbitas.

Demonstragao:

Vamos subdividir a demonstra¢do nos diversos casos que podem ocorrer.
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6.4.1 Orbitas difeomorfas a S x 5%, n > 5
rk(Ag) 23

[ |a(ry é rigido. Portanto a agdo [SO(n1)®S0(n2)] x [T Ila] — [T BII,]
se mantém constante ao longo das drbitas € v |7, é constante.

rk(Ag) =2

Neste caso, rk(AF) < 2 (lema 5.2) e £ = +ej (coroldrio 5.5). Fixez € &
e escolha uma base IL;-canérica tal que {ei1, e, €4, €s5,...,€n} seja uma base
de T;X. A representagio de A7 e Ag na base ortonormal {ei, es, €4, €, ...,
en, 0 } fica

[ ra 1 0]
™
i
"0
A = ? (6.1)
i 01 o
0 oo oo e 00|

onde 1 # 0 e o colchete interno representa AF (vide equagio (5.6)).

A drbita é difeomorfa a 5% x 5773, Fixe um ponto p € 52 e vejamos como
o subconjunto {p} x §*~* C II, @ II; evolui ao longo das geodésicas normais.

Por {6.1), o campo geodésico normal estd contido na distribuigdo de
nulidade relativa. Entdo a geodésica normal estd contida em uma das va-
riedades integrais da distribuicdo de nulidade relativa, que é totalmente
geodésica em R™!. Portanto a geodésica normal é totalmente geodésica
em R", ou seja, é uma reta. A geodésica normal é gerada pelo vetor
ex, € como conseqliéncia estd direcionada para o centro da (n - 3)-esfera
{p} x %% C {p} ®T,. Se escolhermos o sentido da geodésica normal como
sendo aquele que aponta para fora da esfera, {p} x §"~%(q,r) ir4 evoluir se-
gundo a expressdo = {p} x §73(g,r +t) a medida que percorrermos as
geodésicas normais. Portanto p serd mantido fixo a medida que percorrermos
as Orbitas.

Retornando & érbita 52 x 8%~3(g,r) (sem fixar p € §?), sua evolucio
a0 longo das geodésicas normais se dard conforme a expressio t = S% X
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8§7=3(g,7 +t). Mas é claro que para cada ¢ fixo, & [s= S x S"~3(g,r + 1)
é invariante pela mesma agdo [SO(3) ® SO(n — 2)] x [Tl @ I1] — [II; & I1a],
independentemente de ¢. Portanto -y € constante em L.

Tk(AE) S 1

Nao pode ocorrer devido ao lema 5.2.

6.4.2 Orbitas difeomorfas a 5% x §?

Vale um argumento andlogo ao utilizado para o caso (c2).

6.4.3 Orbitas difeomorfas a S! x 5”2
rk(Ag) > 3

[ lary € rigida e 7 |7, é constante.

T‘k (A{.-) =2

Neste caso £ = ke e o} = Fel,.

Fixe z € X e escolha uma base Il;-candnica tal que {e1,€s,€4,...,€n}
seja uma base de T,Z. Por (5.6), a representacio de A7 e A; na base
{e1, €3, €45 ..., €n, &, } fica

k 0 7
0 .
A = :
0 0

|. o --- -+ 0 Gnn

A distribuigio de nulidade relativa (n — 2)-dimensional estd contido no
fibrado tangente da 6rbita. Mas isso é um absurdo, pois a érbita é compacta
e as variedades integrais da distribuicac de nulidade relativa sdo totalmente
geodésicas em ™. Portanto, quando a érbita é difeomorfa a S* x S"~2,
(rkvy2) = 0.
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rk(4¢) <1

Escolha um ponto z; € (S' = m o h(X)) onde & # 0. Isto é possivel
porque k ¢ a curvatura de 8" C II;. Escolha uma vizinhanga Vg ) D 21 de
S' onde k # 0. Entdo rk(A¢) =1 em Vigi 5,y x S%2.

rk(AF) = 1 em uma vizinhanca Vixy C M de Vigi z,) x S*2, pois Af é
diferencidvel no sentido da proposicao 5.6. Utilizando um argumento simi-
lar ao do caso rk(A;) = 2 da subse¢io 6.4.1 para V., podemos ver que as
geodésicas que partem de Vig: 5,y X S*2 sio retas direcionadas para o centro
das esferas {p} x S"~2. Entdo, a evolugdo do conjunto Vg1 5,y x S*2(g,7)
ao longo da geodésica normal «(t) é dado por ¢t — Vigiz) X S %g, 7 +
t) para t suficientemente pequeno. Utilizando agora a definicdo ~(t) =
span{dfa(TE:);z € Vig1 5,) X 8" (g, 7 + 1)} (vide Lema 6.3), podemos ver
que ¥ se mantém constante em um aberto (—e1,£2) contendo ®~1(Z). Pela
diferenciabilidade de <y, ela se mantera constante no fecho de (—e3,£,). Por-
tanto -y se mantera constante em L.

Isso conclui a proposic¢io 6.5.0

6.5 Nao existéncia de hipersuperficies com-
pactas do tipo (b)

6.6 Teorema: Ndo existem hipersuperficies compactas de cohomogenei-
dade 1 com drbitas do tipo (b).

Demonstragdo:

Denote por B o subconjunto das érbitas do tipo (b). Afirmamos que se
B # {, entdo B = {espago das érbitas principais} {Lembre-se que o espaco
das érbitas principais é homeomorfo a (0,1) ou a S%).

B ¢ um aberto no espago das érbitas, pois variedades que ndo estdo
contidas em nenhuma n-esfera continuardo com esta propriedade quando
submetidas a pequenas deformacdes. Entdo das duas uma: Ou B ¢ a unido
de intervalos abertos no espaco das drbitas principais ou B é homeomorfo
a S'. Podemos considerar que estamos no primeiro caso, pois se B fosse
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homeomorfo a S, ndo terfamos nada para demonstrar. Escolha entdo uma
componente conexa L de B.

Afirmamos que L é fechado no espago das 6rbitas principais.

Quando temos érbitas do tipo {(b), ndo podemos ter rk{4;} > 3 (vide
demonstragiao da proposicio 5.3). Pela demonstracio da proposi¢do 6.5,
rk(Ag) = 2 ndo pode acontecer. Entdo rk(A¢) < 1. Mas nesse caso, as
érbitas sdo do tipo (m o f)(Z) x §"72(0,r + £) em L, pais:

¢ II; se mantém constante ao longo de L (vide proposicdo 6.5).

o A projegio de Vigi gy x S 20,7 + ) (vide segio 6.4.3 para rever o
significado de Vigi gy x §%%(0,7 4 t)) em II; € S"~2(0,r + ). Entdo a
projecio de f(X) em Iy é $72(0, r +1¢), pois a projecio de uma 6rbita
em I, é obrigatoriamente uma (n — 2)-esfera.

o O campo geodésico normal estd contido em IT;. Portanto ela ndo possui
componentes em II; e {m o f){®(¢)) se mantém constante. Portanto

(m1 0 )){®(2)) = (m1 < F}(2(0)).

Escolha ¢ um ponto de acumulagéo em L. ®(£) é aproximado por érbitas do
tipo (m1 0 £)(T) x 87~ 2(g,r +1), e tal tipo de aproximagio nio pode resultar
numa érbita do tipo {cl). Entdo ®{f) é do tipo (b) e isso prova que L é
fechado no espago das érbitas principais. Mas L também é aberto no espaco
das drbitas principais. Portanto L € o espacgo das drbitas principais.

Acabamos de provar que todas as Orbitas principais sdo descritas por
[(m1 0 FYE) C Thh] x [8*%(q,r +t) C IIy]. Mas para que esta imersio scja
completa, é necessirio que ¢ tenda a infinito, o que fere a compacidade de
f. Portanto ndo existem hipersuperficies compactas de cohomogeneidade um
com Orbitas do tipo (b).O

6.7 Observacao: A construcdo acima gera um contraezemplo para o teo-
rema 4.9 se substituirmos a hipdtese de M compacta por M completa. Se con-
siderarmos o espago de drbitas como sendo t € [0, o), obteremos a imersdo
nao padréo f = ine; X id : §' x II; — II; x II; de cohomogeneidade 1, cujas
drbitas sdo dadas por h = incy X incy : ST x §72(0,t) — II; x II,.
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6.6 Conclusao da demonstracao do teorema
4.9

Demonstracdo do teorema 4.9

Devemos demonstrar o teorema somente para os casos (cl), (c2) e (€2)
devido ao teorema 6.6. z € ¥ denotard tanto o ponto na drbita como a
sua imagem em R™*!. Fixe um sistema de coordenadas II;-candnico. Pela
invariancia do centro da 6rbita e da decomposicao R™! = II; ®II; ao longo
do espago das érbitas, este sistema de coordenadas € [l;-canbnico ao longo
de todas as drbitas principais. Seja [z = (@1,...,Zns1)] € F(M) €

Q; = [span{(T1; ., Tn1), (Tn141s o) Tngr )} + 2]

. passa pela origem e pode ser identificado com JR? através da aplicagdo
isom : R* = Q,

("'81? sery "-Cﬂl) +b ($ﬂ1+l= ---:mﬂ+1)
lz1s ozl [{Enit1s s Tagd )|

isom (a,b) = a.

Além disso,

% — {G. (3:11 “‘?mﬂl) + b (mn1+1: '“:xn+l) a, b ~ 0}
4 lwr s Tntll [[(@r1a1y oo Tt ]

pode ser identificado com o espaco das 6rbitas principais. Seu fecho,

(9_3) = {a. (T1 .00y Tn1) +b. (Tn141s oo Tng1) a.b> 0}
4 1215 -ees Zra |] |[(Zn1t1s -2 Tagr)|

pode ser identificado com o espago das 6rbitas (incluindo as 4rbitas ndo

principais). Representaremos os pontos de & e (%1) através das coordenadas
(a,b). Citemos alguns fatos que ocorrem neste contexto:
1- v.h = §2,. Com isso, as geodésicas normais que partem de £ sempre
permanecem em =, pois o fluxo geodésico normal em z ests sempre em .
2- Dado um outro ponto z € f(M) e o respectivo espaco de Grbitas
8, os pontos Z € & e § € Ze pertencerfio a mesma 6rbita se e somente
as distancias de Z e T dos eixos coordenados forem os mesmos. De modo
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equivalente, z € %1 ez € %‘- pertencem a mesma Orbita se ¢ somente esses
pontos possuem as mesmas coordenadas (a, b).

Fixada uma érbita Z, g [y é induzido pela acdo [SO (nl) ® SO (n2)] x
[II; @ Iy} ~» [II; @ II;] do espago ambiente. Sejam z € £ e 2z = g{z), com
gE€G. Seaw:(—e1,e3) = %ﬂ‘-, com « (0) = x, é a geodésica normal passando
por z, entdo g (@) C % ¢ a geodésica normal passsando por z (vide teorema
4.4 e fato 1). A particularidade é que a representacio de & e de g{(a) no
sistema de coordenadas (a,b) ¢ idéntica, ou seja, se a(t) = (a(t),b(#))q,,
g(c(2)) = (a(t),b(t))q, (vide fato 2). Mas isso quer dizer que o elemento
g € G estd sendo induzido por um elemento § € [SO (nl) ® SO (n2)] ao
longo de todas as drbitas. Portanto a agfio plreg : G X M — M ¢ induzida
pela agdo [SO (nl) ® SO (n2)] x [I; & Ig] — [II; @ Is] do espaco ambiente.

Resta demonstrarmos que as drhitas nao principais sao invariantes por
[SO(nl) ® SO{n2)] x [T} & IIy] — [TI; @ II5]. Mas isso é verdade, pois as
drbitas ndo principais correspondem aos eixos coordenados dos planaos {1, e
estes sdo invariantes por [SO(nl) @ SO(n2)] x {II; & II,] — (11, & 11).

Com isso, concluimos a demonstragdo do teorema 4.9.0
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Conclusao Geral

Os teoremas principais demonstrados na tese representam um avanco na
teoria das hipersuperficies conformemente planas com curvatura média cons-
tante e na teoria das hipersuperficies compactas de cohomogeneidade 1. En-
tre 0s temas gue podem ser explorados futuramente podemos citar:

1- Classificacio das hipersuperficies minimas conformemente planas.

2- Generalizacao do teorema 4.9 para dimensdes 3 e 4.

Estamos quase certos que as técnicas adotadas na tese nfo funcionam

nestes casos. Para abordar estes temas, achamos que é necessirio utilizar
técnicas de equacgdes diferenciais parciais elipticas ¢ parabélicas.
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