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Resumo

O tema desta dissertagio € a teoria de algebras com identidades polinomiais. O texto introduz as
primeiras definigdes necessarias para o estudo de tal teoria, bem como alguns dos resultados
mais importantes que surgiram nas ultimas décadas.

Apresentamos identidades minimais em algebras matriciais (Teorema de Amitsur—Levitzki).
Além disso, provamos que o produto tensorial de duas PI algebras ¢ uma PI &lgebra (Teorema de
Regev), 0 Teorema da Altura com algumas aplicagdes € o Teorema de Nagata—Higman sobre a
nilpoténcia de nil algebras. Discutimos também os Problemas de Kurosh e Specht. A maioria
destes resultados s3o aplica¢tes de métodos combinatorios (nogdo de altura, representagdes do
grupo simétrico) a teoria de algebras com identidades polinomiais.

Abstract

The subject of this dissertation is the theory of algebras with polynomial identities. The text
introduces the first definitions that are needed to study this theory, as well as some of the most
important results that appeared in the last decades.

We present minimal identities of matricial algebras (Theorem of Amitsur—Levitzki).
Moreover, we prove that the tensor product of any two PI algebras is a PI algebra (Theorem of
Regev), the Theorem on Height with some of their applications, and the Theorem of Nagata—
Higman about nilpotency of nil algebras. We discuss too the Problems of Kurosh and Specht.
Most of these results are applications of combinatorial methods (notion of height, representations
of symetric groups) to the theory of algebras with polynomial identities.
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Apresentacgao

A teoria de 8lgebras com identidades polinomiais comecou a se desenvolver mais intensamente
nos tltimos cingiienta anos. Até 1945, havia poucos resultados conhecidos nesta 4rea e um
escasso mimero de artigos publicados. Entre eles, destacam-se os trabalhos de M. Dehn
(1922), W. Wagner (1936) e M. Hall (1943), motivados pela geometria. A. G. Kurosh pu-
blicou em 1941 um artigo que posteriormente estimulou as pesquisas de alguns matem4ticos.

A partir de 1945, aprofundaram-se os conhecimentos sobre as identidades polinomiais em
dlgebras, devido sobretudo aos trabalhos de Nathan Jacobson e Trving Kaplansky. Em 1950,
foi demonstrado wm importante resultado desta teoria: o Teorema de Amitsur-Levitzki.
Nos anos seguintes, surgiram vérios resultados provindos de mateméticos como Higman,
Nagata, Shirshov, Regev, Razmyslov, Procesi, Rowen, Cohn, Posner, Vaughan-Lee, Herstein,
Formanek, Kostrikin, Kemer ¢ Braun, entre outros.

Quanto ao texto, procurei deixd-lo bastante simples, pensando sempre que poderia servir
como um primeiro contato com a teoria de identidades polinomiais para aqueles que se inte-
ressassem. Reconheco que em algumas partes, sobretudo dentro de algumas demonstracoes,
cheguei a escrever o ébvio, porém sempre motivado pela idéia de deixar o texto bastante
claro. As provas de proposicSes, lemas, teoremas e coroldrios que s#o muito triviais foram
omitidas.

Gostaria de agradecer a todos aqueles que me ajudaram na realizacio deste trabalho.
Entre outros, agradeco especialmente ao Prof. Plamen Kochloukov, meu orientador, pela
dedicagdo e objetividade na condugio desta pesquisa. Fago coustar também os meus agrade-
cimentos aos amigos Edson Agustini e Fabio Jacon, pelo auxilio na formatagao do texto, e
ao Antonio Batista de Jesus, por virios favores e sugestdes referentes a tramites académicos.

Campinas, janeiro de 1999,



Capitulo 1

Estruturas algébricas

Neste primeiro capitulo definimos virias estruturas algébricas (grupos, anéis,
espagos vetoriais, dlgebras etc.) utilizadas posteriormente. O texto é bem sim-
ples, tendo como objetivo apenas deixar clarag as caracteristicas e propriedades
de cada um destes conjuntos.

1.1 Estruturas simples

Definicao 1.1.1 Um conjunto nio-vazio G, no gual estd definida umae opera¢io * de G X G
em G, é um semigrupo se para quaisquer a, b € ¢ em G a seguinte condicdo é satisfeita:
(i) (axb)xc=ax(bxc).

Definicdo 1.1.2 Um conjunio ndo-vazic G, no qual estd definida uma operagio * de G x G
em G, € um mondide se pare quaisquer a, b e c em G as sequintes condigées sio satisfeitas:
(i) (axb)xc=a=* (bxc);

(1) eziste em G um elemento denotado por € € chamado identidade tal que a*e = exg = a.

1.2 Grupos

Definicao 1.2.1 Um conjunto néo-vezio G, no qual estd definida uma operagio * de Gx G
em G, € um grupo se para quaisquer a, b e ¢ em G as sequintes condig¢bes sdo satisfeitas:
(i) (axb)xc=ax(bxc);

(i) existe em G um elemento denotado por e e chamado identidade tal que axe =exa = a;
(i) eriste um elemento denoctado por a! e chamado inverso de a tal que a™'+a = axa™! = .

Definicdo 1.2.2 Um grupe G no gqual a * b = bx a para gquaisquer a e b em G é chamado
grupo abeliano ou grupo comutativo.

Definigao 1.2.3 Um subconjunio H de um grupo G € um subgrupo de G se H é um grupo
sob a operacdo induzida de . Escrevemos H £ G.

Proposigdo 1.2.1 Se H ¢ um subgrupo de um grupo G, entio a identidade de H ¢ igual &
identidade de G.



Prova: Sejam ¢ a identidade de G e ¢’ aidentidade de H. Como ¢’ € H,entaoe'xe =€ € H
e, consegiientemente, ¢ % (e/ * e} = ¢’ * €. Escrevendo (')~ * (&' x (¢ x¢)) = () "+ (¢' * €),
podemos concluir que e * e = e. Assim, ¢ = ¢ x e = € e estd demostrado que a identidade
de H é igual 3 identidade de G. [ ]

Teorema 1.2.1 Se H é um subconjunto ndo-vazio de um grupo G, entdo as sequintes afir-
magoes sGo equivalentes:

(i) H < G;

(ii) sea ebe H entdoabe H ea™! € H;

(iti) se a e b € H entdoa™'b € H.

Prova: As demonstracoes de que (i) implica (ii) e de que (ii) implica (iil) sfo triviais. Se a
afirmacdo (iii) é verdadeira entdo a~'a = e € H para qualquer a € H. Logo, se b € H entdo
ble = b~' € H. Além disso, se o e b pertencem a H entdo a™* € Heab = (a !)"lb € H.
Portanto, H ¢ um subgrupo de G. [

Definigdo 1.2.4 Sejam G e H dois grupos. Uma aplicagdo ¢ : G — H ¢ ywm homomorfismo
de grupos se para quaisquer a ¢ b em G a seguinte condigdo € satisfeita:

w(ab) = wla)p(d).

Se ¢ € bijetora dizemos que é um isomorfismo de grupos e escrevemos G = H.

1.3 Anéis

Definigio 1.3.1 Um conjunto ndo-vezio R, no qual estdo definidas as operacdes + e -,
ambas de R X R em R e chamadas adi¢cdo e multiplicagdo respectivamente, é um anel se
para quaisquer a, b e c em R as seguintes condicdes sio salisfeitas:

(i) R &€ um grupo abeliano com relacGo & adigdo;
(ii)a-(b+c)=a-b+a-cela+b)-c=a-c+b-c

Definicao 1.3.2 Um anel R no qual (a-b)-¢c = a- (b-c) pare quaisquer a, becem R ¢é
chamado anel associativo.

Definicao 1.3.3 Um anel R no qual a-b = b-a pare quaisquer a e b em R é chamado anel
comutativo.

Definicao 1.3.4 Um anel R no gqual eziste um elemento 1 tal que 1-a = a-1 = a para
quolquer a em R é chamado anel com identidade. O elemento 1 é chamado identidade
multiphcativa de R.

Definicdo 1.3.5 Um anel com identidade R no qual para todo a em R tal que a # 0 existe
um elemento a™! tal quea ™ -a=a- -6t =1 & chamado anel com divisdo. O elemento a™*

é chamado inverso multiplicativo de a.

Definicdo 1.3.6 Um enel associativo, comutativo e com divisdo é chemado corpo.
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Definicio 1.3.7 Um subconjunto S de um anel B é um subauel de R se S é um anel sob
as operacées induzidas de K.

Teorema 1.3.1 Se S ¢é um subconjunto ndo-vazio de um anel R, entao as seguintes afir-
magdes sao equivalentes:

(i) S é um subanel de R;

(i) S é um subgrupo aditivo de R, sea ebe § entdoabe S;

(itt) sea ebe S entdoa+beS, —acSeabe S,

(iv) sea eb€ S entdo —a+be S eabe S.

Definicdo 1.3.8 Sejam R um anel e I um subgrupo aditivo de R. Se ax € I para tode
a € R exel, dizemos que I € um ideal 3 esquerda de R e escrevemos I <, R. Seza € 1
pare todoa € R e x € I, dizemos que I é um ideal 3 direita de R ¢ escrevemos I <1z E. Se
ar € I exa € I para todo a € R ez € 1, dizemos que I é um ideal {ou ideal bilateral) de
R ¢ escrevemos I < R.

Definicao 1.3.9 Sejam R e S dois anéis. Uma aplicagio ¢ : R — S é um homomorfismo
de anéis se para quaisquer a e b em R as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

wla+b) = ¢la) + ¢(b) e plab) = wla)e(b).

Se ¢ & bijetora dizemos que é um isomorfismo de anéis e escrevemos R = S.

1.4 Espacos vetoriais

Definicao 1.4.1 Sejo K um corpo. Um conjunto néo-vazio V, no qual estGo definidas uma
operacio + de V x V em V (chamada adicdo) € uma operacio de K x V em V {chamada
multiplicagio por escalar), é um espaco vetorial sobre K se pera gquaisquer u, v e w em V
ea e B em K as sequintes condicdes sdo satisfeitas:

(i) V é um grupo abeliano com relagdo ¢ adicdo;

(i) 1v = v onde 1 é a identidade multiplicativa de K;

(1ii) {(aB)v = o Bv);

(tv) v +v) = au + ov;

(v) (e + B)v = av + Pu.

Observacido 1.4.1 Se na definicdo anterior ao invés de um corpo K colocdssemos um anel
associativo e comutativo com identidade R, ento V seria chamado um médulo (& esquerda)
sobre R.

Defini¢do 1.4.2 Um subconjuntec W de um espaco vetorial V € um subespaco de V se W
¢ um espaco vetorial sob as operagdes induzidas de V.

Teorema 1.4.1 Se W é um subconjunto néo-vazio de um espaco vetorial V, entdo as
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) W é um subespago de V;

(it) W € fechado com relagdo & adigdo e & multiplicagdo por escalar.
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Prova: A demonstracio é essencialmente a mesma do Teorema 1.2.1, observando que
—1u = (—1)v para qualquer v € V. [

Definigao 1.4.3 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre um corpo K. Uma aplicagdo
¢V — W ¢ uma transformago linear se para quaisquer v ev em V e o em K as sequintes
condigbes sdo satisfeitas:

plu+v) = pu) + p(v) e plav) = ap(v).
Se ¢ ¢ bijetora dizemos gque é um isomorfismo de espagos vetoriais e escrevemos V = W.

Definicio 1.4.4 Seja V um espago vetoriel. Uma transformagdo linear ¢ : V. — V €
chamada operador linear.

1.5 Algebras

Definicao 1.5.1 Sejo K um corpo. Um espaco vetorial A sobre K, munido de uma operagcao
- de Ax A em A (chamada multiplicacio), é uma dlgebra sobre K se para quaisquer a, b e
cem A eoa em K as sequintes condigbes sao satisfertas:
(i)a-(b+e)=a-b+a-cef{at+b)-c=a-c+b-¢

(i) a(e- ) = (aa) - b = a - (ah).

Observagao 1.5.1 Se na definigdo anterior ao invés de um espago vetorial sobre um corpo
K colocdssemnos um mddulo sobre um anel associativo e comutative com identidade R, entdo
A seria uma dlgebra sobre R.

Definicao 1.5.2 Uma dlgebra A ne qual (a-b)-c = a - (b-¢) para quaisquer a, b ec em A
é chamada Algebra associativa.

Definicao 1.5.3 Ume digebra A na qual a-b=b-a para quaisquer a e b em A é chamada
dlgebra comutativa.

Definicao 1.5.4 Uma dlgebra A na qual existe um elemento 1 tal que 1.-a =a-1 = a para

qualguer a em A é chamadae dlgebra com identidade. O elemento 1 é chamado identidade
de A.

Definigao 1.5.5 Uma dlgebra com identidade A na gual pare todo a em A tal que a # 0
existe um elemento ™! tal que a™' -a = a-a~* = 1 é chamada dlgebra com divisio. O
elemento a™* € chamado inverso multiplicativo de a.

Definicdo 1.5.6 Um subconjunto B de uma Glgebra A € uma subdlgebra de A se B é uma
dlgebra sob as operagdes induzidas de A.

Teorema 1.5.1 Se B é um subcongunio ndo-vazio de uma dlgebre A, entGo as seguintes
afirmacoes sido equivalentes:

(i) B é uma subdlgebra de A;

(11) B ¢ fechado com relagio & adicdo, & multiplicacdo e & multiplicacdo por escalar.



Definigdo 1.5.7 Sejem A uma dlgebra e I um subespaco de A. Se ax € I para todoa € A
ex € I, dizemos que I € um ideal & esquerda de A e escrevemos I <1, A. Se za € I para
todo a € A ex € I, dizemos que I é um ideal & direita de A e escrevemos I <y A. Se
ax € I eza €I para todoa € A ex € I, dizemos que I € um ideal (ou ideal bilateral) de
A e escrevemos I < A.

Definicdo 1.5.8 Sejam A e B duas dlgebras sobre um corpo K. Uma aplicaggoyp: A — B é
um homomorfismo de dlgebras se pare quaisquer a eb em A e em K as sequintes condi¢des
s@o satisfeitas:

pla+b) = pla) + ¢(b), pla-b) = p(a) - ¢(b) e p(oa) = ap(a).
Se ¢ € bijetora dizemos gque é um isomorfismo de dlgebras e escrevemos A 2 B.

Defini¢do 1.5.9 Seje A uma dlgebra. Um homomorfismo ¢ : A — A é chamado um
endomorfismo da dlgebra A.

1.6 Modbdulos

Definicdo 1.6.1 Sejam G um grupo, M um espaco vetorial scbre um corpe K e - uma
operagio de G x M em M. O espego vetorial M ¢ chamado vm G-médulo (& esquerda)
sobre K se para quaisquer g eh em G, m en em M e a em K as seguintes condigées $Go
satisfeitas:

(i) e - m =m onde e ¢ a identidade de G;

(i) (gh) -m=g-(h-m);

(i) g-(m+n)=g-m+g-n;

(w) g - (om) = (g - m).

Definigdo 1.6.2 Seje G um grupo. Um subconjunto N de um G-modulo M € um submdédulo
de M se N é um G~mddulo sob as operagées induzidas de M.

Teorema 1.6.1 Seja G um grupo. Se N é um subconjunto nio-vazio de um G-mddulo M,
entao as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) N & um submddulo de M;

(ii) N ¢é fechado com relagéo & adigio, & multiplicacdo por escalar e & multiplicacao por
elementos de G.

Definigdo 1.6.3 Sejam G um grupo e M e N dois GG-mdédulos sobre um corpo K. Uma
aplicacdo ¢ : M — N é um homomarfismo de mdédulos se para quaisquer m en em M, o
em K e g em G as seguintes condigoes s@o satisfeitas:

e(m + n) = o(m) + ¢(n), glam) = ap(m) e p(g-m) = g- ¢(m).

O nicleo de ¢ é o conjunto Kerg = {m € M : ¢(m) = 0} ¢ a imagem de ¢ é o conjunto
e(M) = {¢(m) : m € M}. Se ¢ é bijetora dizemos que é um isomorfismo de mddulos e
escrevemos M = N.



Proposicio 1.6.1 SeG éum grupo e : M — N éum homomorfismo de G-mddulos, entdo
Kerg é um submddulo de M e ¢(M) é um submddulo de N. Além disso, se Kery = {0}
entdo ¢ € injetora.

Prova: As demonstracies de que Kery ¢ um submoédulo de M e de que (M) & um
submédulo de N sio triviais. Se Kery = {0} ¢ o(m) = ¢(n), com m e n em M, entao
o{m — n) =0 e, conseqilentemente, m — n = 0, ou seja, m = n. Portanto, ¢ € injetora. M

Definiciio 1.6.4 Sejam K um corpo, A uma dlgebra com identidade sobre K, M um espago
vetorial sobre K e - uma operagdo de A x M em M. O espago vetorial M é chamado um
A-médulo (3 esquerda) sobre K se para quotsquera ebem A, men em M ea em K as
seguinies condicdes sdo satisfeitas:

(i)1-m=m onde 1 € a identidade de A;

(it) {ab) -m=a- (b-m);

(iti) (a+ b -m=a-m+b-m

(w)a-(m+n)=a -m-+a-n,

(v) a{a-m) = (0a)-m = a- (am).

Definicdo 1.6.5 Sejo A uma dlgebra com identidade. Um subconjunto N de um A-mddulo
M é um submddulo de M se N é um A-mdédulo sob as operagdes induzidas de M.

Teorema 1.6.2 Seje A uma dlgebra com identidade. Se N é um subconjunto ndo-vazio de
um A-mddulo M, entdo as seguintes afirmacées sdo equivalentes:

(i) N é um submddulo de M,

(i) N € fechado com relagGo & adicdo, & multiplicagio por escalar e & multiplicagcdo por
elementos de A.

Definicdo 1.6.6 Sejamn A uma dlgebra com identidade sobre um corpo K e M e N A-
mddulos sobre K. Uma aplicagéo ¢ : M — N é um homomorfismo de médulos se para
quatsquer m en em M, o em K € a em A as sequintes condi¢ées séo satisfertas:

¢(m+n) = ¢(m) + ¢(n), plom) = ap(m) € p(a-m) = a- p(m).
O ndcleo de ¢ é o conjunto Kero = {m € M : ¢(m) = 0} e a imagem de ¢ é o conjunto

¢(M) = {e{m) : m € M}, Se ¢ é bijetora dizemos que é um isomorfismo de médulos e
escrevemos M 2 N,

Proposicao 1.6.2 Se A é uma dlgebra com identidade ¢ ¢ : M — N é um homomorfismo
de A-mddulos, entdo Kerg é um submddulo de M e (M) é um submdédulo de N. Além
disso, se Kerp = {0} entdo ¢ ¢ injetora.

Prova: Semelhante 4 demonstracao da Proposicio 1.6.1. |



Capitulo 2

Representacoes de grupos

Introduzimos os conceitos de representacoes de grupos, redutibilidade de moé-
dulos e simplicidade de dlgebras que sio utilizados no Capitulo 6. Na tdltima
secdo é provado o Teorema de Maschke.

2.1 Algebra do grupo

Definigao 2.1.1 Sejam K um corpo e G um mondide. Indicamos K(G) por o espago veto-
rial sobre K cuja base séo todos os elementos de G.

Se K ¢ um corpo e G € um mondide, entio

K@) = {Z 0gg: &g € K e oy # 0 para um nimero finito de elementos ¢},
geaq

a soma de dois elementos de K(G) é dada por

O gg) + O B,9) = ey + By)g

geG gei 9eC

e a multiplicagio por um elemento de K é dada por

(Y ceg) = D _(8erg)g,

9eG i=te)

Teorema 2.1.1 Sejam K um corpo e G um mondide. Se definirmos a multiplicagio de dots

elementos de K(G) por
X eg) - (O Bag) =D (D uBilg

geG gl 9€G ab=g

esta operacdo estd bem definida e K(G) é uma dlgebra associativa com identidade sobre K.

Prova: Trata-se de uma verificacio rotineira de propriedades, tomando como identidade
multiplicativa o elemento le. [



Definigdo 2.1.2 Sejam K um corpo ¢ G wm grupo. A digebra K (G) é chamada dlgebra do
grupo G sobre o corpo K.

Exemplo 2.1.1 Consideremos o corpo dos mimeros reais R e o grupo simétrico Sz =
{(1),(12), (13),(23), (123), (132)}. Neste caso, a digebra de S sobre R € dada por

R(Ss) = {01 (1) + a(12) + s(13) + 24(23) + 5(123) + 06(132) : 0 € R, 1 < < B}

Talvez, pela definicio dada no Teoreme 2.1.1, a multiplicagio de elementos da dlgebra do
grupo pode ndo ter parecido muito intuitive. No entanto, o que devemos fazer é apenas aplicar
a distributividade wo multiplicar dois elementos. Assim, o multiplicagio dos elementos a =
4(1) — 7(13) + 12(123) e b = 3(12) — 8(132) € dada por

a-b = (4(1) = 7(13) +12(123)) - (3(12) — 8(132)) =
= 12(12) — 32(132) — 21(123) + 56(23) + 36(13) — 96(1) =
= —96(1) + 12(12) + 36(13) + 56(23) — 21(123) — 32(132).

2.2 Alguns homomorfismos e isomorfismos

Proposigdo 2.2.1 Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corps K e L{V,W) = {p :
V — W : ¢ é uma transformagéo linear}. Entdo L(V,W) é um espaco vetorial sobre K.
Além disso, se dimg (V) = m e dimg (W) = n entdo L(V,W) e Muxn(K) sdo espacos
vetoriais 1somorfos.

Proposigao 2.2.2 Sejam V um espago vetorial sobreum corpo K e L(V)={p: V=2V g
¢ um operador linear}. Enido L{V') é uma dlgebra associativa com identidade sobre K. Além
disso, se dimy (V) = n entéo dimy (L{V)) = n® e as dlgebras L{V) e M,(K) sdo isomorfas.

Definigao 2.2.1 O grupo das matrizes inversiveis nxn sobre um corpo K € chamado grupo
linear geral e denotado por GLn{K).

Proposicao 2.2.3 Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e GL(V) = {¢: V —
V 1 ¢ é um isomorfismo}. Bnido GL(V) é um grupo. Além disso, se dimg (V) = n entéo
GL(V) e GL,(K) sdo grupos isomorfos.

Definicdo 2.2.2 Se V' é um espago vetorial sobre um corpo K entao GL(V) ={p:V =
V : ¢ é um isomorfistno} é chamado grupo linear geral de V.

Proposicio 2.2.4 Segjam G um grupo, K um corpo e ¢ : G = GL,(K) um homomorfismo

de grupos. Entdo ¢ : K(G) — M,(K) daeda por
@b(z y9) = Z ag@(g)
gEG g

¢ um homomorfismo de dlgebras.



Prova: Basta mapipular algumas equagdes:

YO g+ B,0) = OO (og+8,)9) = (o9 + B)elg) =

it g€l ge geG
= Y ogp(g) + Y Boe(e) = ¥(>_ au9) + w(>_ Byg).
geG e geqd ged

Portanto, ¥(a -+ b) = ¢(a) + () para quaisquer a e b em K{G).

YY) eg) = 9D _(eg)g) = 3 (aglelg) = XD agilg) = (D egg).

geG gel@ gEG gelG g€l

Portanto, ¥(Aa) = Mp{a) para quaisquer A em K e a em K{(G).

P> ogg- Y B,9) = (O_(D anBi)e) =D (O B

ged gz GEG hk=g geG hk=g
= > O anbip(hk) =D O anBrolh)e(k)) =
heG keG heG keG
= D _(onp(h) Y Buplk)) = (3 anp(h)) - (Y Breolh)) =
heG keG heG keG
= (Y 0p9) w3 By9).
gez e
Portanto, ¥(a - b) = ¥(a) - ¥{b) para quaisquer a ¢ b em K(G). [

Proposicao 2.2.5 Sejam G um grupo, K um corpo € ¢ : K(G) = My(K) um homomor-
fismo de dlgebras. Entdo ¥(1g) € GL.(K), para qualguer g em G, e ¢ : G — GLy(K) dada
por

w{g) = ¥(1g)

¢ um homomorfismo de grupos.

Prova: Como ¥(1g) - ¥{1g7") = ¥(le) = I, temos que (1g) € GL,(K), para qualquer g
em (. Além disso, para quaisquer g e h em G,

@(gh) = ¢¥(1gh) = ¥((19)(1h)) = ¥(1g)P(1h) = ¢lg) - ¢{h)-

Portanto, ¢ é um homomorfismo de grupos. [ |

2.3 Representacoes de grupos

Definicdo 2.3.1 Sejam G um grupo e V um espaco vetorial Uma representacdo de G em
V é um homomorfismo p do grupo G no grupo GL(V). A dimensdo de V é chamada gran
de p.



Definigao 2.3.2 Seja G um grupo. Uma representacdo matricial de G emn GLn(K) é um
homomorfismo p do grupo G no grupo GL,(K), para algum n € N e K um corpo.

Proposicao 2.3.1 Sejam G um grupo e V um espago vetorial sobre um corpo K de dimen-
sdo n. FEziste uma representag¢do de G em V' se, e somente se, eziste uma representacao
matricial de G em GLp(K).

Observacao 2.3.1 No caso de grau finito, ndo serd feita distingdo entre representacdo e
representagdo matricial.

Exemplo 2.3.1 Se¢ K & um corpo, umna representacio p do grupo simétrico Sy em GL3 (K)
de grou 3 é dada por

100 ' 010 0 0 1
p(1) = (0 10 ,p(12)=(1 00 |,p(13)={010
001 001 100
100 00 1 010
p(23) = [ 001 |,p(128)= 100} ep32)=|001]|.
(010) (010) (100)

Esta representacéo é chamada de representacao natural de grau 3 de S;; pois se 0 € S,

entdo
1 o(1)
p(a)-(2) = (0(2)).
3 (3)

Exemplo 2.3.2 Se¢ K é um corpo e existe um elemento w em K tal que w3 =1 ew # 1,
entdo p: S3 — GLy (K), dada por

= (g 9) en=(7 3 ) o00=( %)
p(23) = (3) 132),9(123)=(g’ ,u?z) 69(132)=(132 3)

¢ uma representagao de grau 2 de S; em GLy (K). Isto decorre dos seguintes fatos:
(i) 83 = ((12), (123)), mais ezplicitamente,

1 =(123)°(12)°, (13) = (123){12), (23) = (123)2(12) e (132) = (123)%;

(i) a ordem de ( Tg £2 ) no grupo GL,(K) é 3;

0 w

3 i
(’z’iz’)p((123)j(12)*)=(w 02) (Ej (1]) para 0 < i<2e0<j5<1.

Exemplo 2.3.3 Se Cy = {g) € o grupo ciclico de ordem n, entdo a aplicacdo p: Cp, — C,
dada por p(g*) = (e*™/")* para 0 < k < n— 1, é uma representacio de C, em GL,(C).
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2.4 Relacao entre representacoes e mdédulos

Proposicao 2.4.1 Se G é um grupc e V é um G-mddule sobre um corpo K, entdo as
sequintes propriedades sdo vilidas pare guaisquer v ew emV e g em G:

{f) g-0=0;

(i) se g-v=g-w entdo v =1w;

(1) se g-v =0 entdgo v = 0.

Proposicdo 2.4.2 Se A é uma dlgebra com identidade sobre um corpo K e V € um A-
mddulo sobre K, entdo a -0 = 0 para gualguer a em A.

Lema 2.4.1 Sejam G um grupe e V um espaco vetorial sobre um corpo K. Entdo:

(1) Se existe uma operacdo - de G XV em V gue determina uma estrutura de G-mddulo
em V, entdo a aplicagdo p, : V — V dada por p,(v) = g-v é um isomorfismo de espacos
vetoriais para qualquer g em G e @ aplicagio p : G — GL{V) dada por p(g) = p, € uma
representacdo de G em V;

(it) Se eriste uma representacdo p de G em V, a operacdo - de G x V em V dada por
g-v = py(v), onde p, = p(g), determina uma estruture de G-mddulo em V.

Prova: Para provar (i), seja g € G e provemos que p, é um isomorfismo. Para v e w em V
e Aem K, como

plvtw)=g-(v+w)=g-v+g- -w=p(v)+ p,(w)

pe(M) = g- (M) = Mg - v) = Ap,(v),

segue que p, ¢ um operador linear. Se v e w sio elementos de V' tais que p,(v) = p,(w),
entdo g-v =g-w e v = w; logo, p, ¢ injetora. Se v € Ventdo g™ -v eV e p (¢ -v) = v;
logo, p, é sobrejetora. Portanto, p, é um isomorfismo de espacos vetoriais.

Se g e h séo elementos de G, entdo

Par(v) = (gh)-v=g-(h-v) =g (p(v)) = p(pn(v)) = (g, © P&)(v)

para qualquer v em V. Portanto, p(gh) = p(g) o p(h) € p ¢ um homomorfismo ¢ uma
representacdo de G em V.
Para provar (ii), sejamvewem V, ge hem G e A em K. Entdo:
1) e-v = g, (v) = id(v) = v, onde e é a identidade de G;
2) g-(v+w) = p,{v+w) = p,(v) + p,(w)=g-v+g-w
3) g- (W) = py (W) = Apy(v) = Mg - v);
4) (gh) -v = P_qh('U) = (py 0 pr)(v) = p,(py(v)) =g (h-v).
Portanto, a operagéo - determina uma estrutura de G-médulo em V. | |

Lema 2.4.2 Sejam G um grupo e V um espago vetorial sobre um corpo K. Entdo:

(i) Se existe uma operagio - de K(G) XV em V que determina uma estrutura de K(G)-
mddulo em V', entéio a aplicagdo p, : V — V dada por p,(v) = (1g)-v, onde 1 ¢ a identidade
de K, é um isomorfismo de espacos vetoriais para qualquer g em G e a aplicagdo p: G —
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GL(V) dada por p(g) = p, € uma representagio de G em V;

(ii) Se existe uma representacdo p de G em V, a operacdo - de K(G) x V em V deda por
(Xoec @8} ¥ = Dogeq OoPy(v), Onde py = p(g), determina uma estrutura de K(G)-mddulo
em V.

Prova: Para provar (i), seja g € G e provemos que p, ¢ um isomorfismo. Para v e w em |74
e ) em K, como

polv+w) = (1g) - (v +w) = (lg)- v+ (1g) - w = py{v) + p, (w)

py( M) = (1g) - (W) = M{1g) - v) = Ap,(v),
segue que p, ¢ um operador linear. Se v e w séo elementos de V tais que g,(v) = py(w),
como (1g7%) - {{lg)-v) =ve (1g7") - ((1g) - w) = w, temos que v = w; logo, p, ¢ injetora.
Se v € V entao {1g7")-v € V e p,({1g7") - v} = v; logo, p, € sobrejetora. Portanto, p, é um
isomorfismo de espacos vetoriais.
Se g e h sdo elementos de G, entdo

pen(v) = (1gh) - v = ((1g){1h)) - v = (1g) - ((1R) - v) = pe(py(v)) = (g © pu) (V)

para qualquer v em V. Portanto, p{gh) = p(g) o p(h) e p é um homomorfismo e uma
representacao de G em V.

Para provar (ii), sejamvewem V, 3 ~ayg9e > ;B9 em K(G) e A em K. Entao:
1) (le) - v = 1p, (v} = lid{v) = 1lv = v, onde ¢ é a identidade de G e 1 ¢ a identidade de K

2)
3 cgg)-(v+w) = 3 agpv+w) = ep,(v) + Y agp,(w)
geG geG fil=le gEG
= (Z: Ggg) - v + (Zagg) Wi
geG gec
3)
O og9) - (M) = Y0, 00) = 2D 0, (0) = MY p9) - v)
ged gcz peG geG
e
Q- 9) - Ow) =Y a0, (M) = 30 dp, (0) = (O Aepg) -v = (AD_ 0g9))
ge geG geEG geG geG
4)
()3 8,90 v = 0 aabBe) v =3 (3 aubi)o,(v) =
12 gei 9€G ab=g gEG ab=g
= 3 O (asBrpn()) =3 (g 3 _(Brpylon(v)))) =
96G heG e hes
= 3 (0e0,O _(Bapn()) = O e0) - O Baen(v)) =
ge heG [1=te hel
= Z agg Z ﬁ h
geG geG
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($e0)+ B9 v = Olog+8)g) v= (ap+B,)psv) =

g€ ge@G 9€CG geG
= > 0, (v) + Y Bepy(v) = O ) - v+ (D Byg) - v
9€G 966G 96G PYeLe]
Portanto, a operacio - determina uma estrutura de K{G)-médulo em V. [ |

Coroldrio 2.4.1 Sejam G um grupo e V um espe¢o vetorial sobre um corpo K. Entdo:

(i} Se eziste uma operagdo - de G X V em V que determina uma estrutura de G-mddulo
em V, entdo o operacio ® de K(G) xV em V dada por (dea 0G) OV =3 cq (9 v)
determina uma estrutura de K{(G)-mddulo em V;

(1) Se eziste uma operacio © de K(G) x V em V que determing uma estruture de K(G)-
mdodulo em V, entdo a operagio - de G XV em V dada por g-v = (1g) ® v determing uma
estrutura de G-mddulo em V.

Proposicao 2.4.3 Se G é um grupo e V e W sdo espagos vetoriais sobre um corpo K, entdo
as segquintes afirmacles sao equivelentes:

(i) V e W sdo G-mddulos isomorfos;

(i1} V e W sdo K(G)-mddulos isomarjos.

2.5 Somas diretas em grupos abelianos

Definicdo 2.5.1 Um subconjunto B de um grupo abeliano (A, +) é soma dos subconjuntos
do famidia F = {B; CA:i€ I} se B={> b :b € B; eb # 0 para um numero finito
de fndices i}. Neste caso, escrevemos que B = Ezef

Definicao 2.5.2 Um subconjunto B de um grupo abeliano (A, +) é soma direta dos subcon-
Juntos da famflia F={B; C A:i€ I} se

() B= e, B

(i) qualguer elemento de B pode ser expresso de maneira dnice sob a forme de um elemento
de Eief B{. -

Neste caso, escrevemos que B = @,/ B;.

Teorema 2.5.1 Sejam (A, +) um grupo abeliano, B um subgrupo de A e F' = {B; € A
i € I} tais que B =3 ., B;. As sequintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) B = ®;¢;By;

(i) 8€ 3 ser b € Dier Bi € 2ierbi =0, entdo cada b; = 0;

(ii) para cada j € I, B; N3 ;15 Bi = {0}.

Prova: E fécil ver que (i) implica (i), pois caso contririo, o elemento neutro poderia ser
expresso de duas maneiras distintas, o que seria um absurdo de acordo com (i).

Também é fécil ver que (ii) implica (iii), pois caso contririo, o elemento neutro poderia
ser escrito como uma soma de b;'s 08 quais ndo sio todos nulos. Assim, terfamos uma
contradi¢ao com (ii).
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Suponhamos que a afirmagao (iii) seja verdadeira e que 3., a; = 3 ;c; bi sfo elementos
de Y ;c; B Seja k€ I. Logo, ax — by = Y icr-(iy b — @i € conseqlientemente, Gx — by =0,
ou seja, ax = bx. Portanto, a; = b; para qualquer i € I. Assim, temos que B = BB, N

Observagio 2.5.1 Muitas vezes consideramos semas diretas em estruturas algébricas que
sGo grupos abelianos (tais como anéis, espagos vetorias, dlgebras, mddulos etc. ).

2.6 Lema de Zorn

Defini¢do 2.6.1 Uma relagio de ordem parcial num conjunto P é uma relagio simbolizada
por < e que para quaisquer T,y e z em P satisfaz as seguintes propriedades:

(i} z < z (reflexiva);

(i1) se T < y e Y < z entdo x < z (transitiva).

(iti) sex <y ey < T entdo x = y (anti-simétrica).

Um congunto P no qual estd definida uma relacdo de ordem parcial é chamado um conjunto
parcialmente ordenado.

Definicdo 2.6.2 Dizemos que uma segiéncia (a;) num conjunto percialmente ordenado P
é uma cadeia ascendente se a1 < aq L a3 £ ...

Definicao 2.6.3 Um elemento x de um conjunto parcialmente ordenado (P, <) € chamado
maximal se sempre que T € y entdo x =Yy, pare gqualquer y em P.

Definicao 2.6.4 Seja A um subconjunto de um conjunto percialmente ordenado P. Um
elemento ¢ em P é chamado um limitante superior de A se a < z para todo a € A.

Seguem dois enunciados do chamado Lema de Zorn. E facil ver que o segundo pode ser
provado assursindo o primeiro. O Lema de Zorn é uma afirmacéo equivalente ao Axioma da
Escolha, e portanto, ndo tem uma demonstragao propriamente dita.

Lema de Zorn Se P é um conjunto parcialmente ordenado no qual toda cadeia ascendente
tem um lEmilante superior, entdo P possui um elemento mazimal.

Lema de Zorn Seja A um congunto e P uma propriedade com relagdo aos subconjuntos de
A. Suponha que se P ¢ verdadeire para uma cadeia A C As C ... de subconjuntos de A,

entdo P é verdadeira para a unido UX | A;. Entdo existe um subconjunto B de A para o qual
P ¢ verdadeira e que é mazimal.

2.7 Redutibilidade de mdédulos

Defini¢ido 2.7.1 Seja A uma dlgebra com identidade. Um A-mddulo M é dito irredutivel
se os unicos submodulos de M sdo {0} e M. Caso contrdrio, M é dito redutivel.

Definicio 2.7.2 Seja A uma dlgebra com identidade. Um A-mddulo M ¢é dito completa-
mente redutivel ou semi-simples se M é uma soma direte de alguns dos seus submddulos
irredutfveis.
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Observacio 2.7.1 A decomposicio de um mddulo completamente redutivel em soma direta
de alguns dos seus submddulos irredutiveis nio é dnica. Consideremos, por ezemplo, R?
como um espaco vetorial sobre R, R uma digebra com identidade sobre R ¢ R? um R-
mdédulo sobre R. Claramente, se S for um subespaco de R? com dimensdo 1 entdo S € um
submddulo irredutivel de R?. Além disso, podemos escrever

R’= {{z,0): 2 € R}®{(0,z) : z € R}

R?={(z,z) :z € R} ® {(z,—z) : z € R}

Lema 2.7.1 Sejam A uma dlgebra com identidede ¢ M um A-mddulo. As sequintes afir-
magoes sio equivalentes:

(i) M é uma soma de alguns dos seus submdodulos irredutiveis;

(1) M ¢é completamente redutivel;

(iii) se N é um submddulo de M entdo M = N @ N' para algum submddulo N' de M.

Prova: Seja M = 3., M;, onde cada M; é um submédulo irredutivel de M. Consideremos
J como um subconjunto maximal de I para o qual a soma M’ = " . M; é direta (a
existéncia é garantida pelo Lema de Zorn). Se: € I—J entdo M;NM' = {0} ou M;NM' = M,.
Portanto, M’ = M. Assim, M é uma soma direta de alguns dos seus submddulos irredutiveis,
ou seia, M é completamente irredutivel.

Sejam M = @®;c;M,;, onde cada M; é um submddulo irredutivel de M, e N um submddulo
de M. Consideremos J como um subconjunto maximal de [ para o qual a soma M’ =
N+ {®;c; M;) é direta (a existéncia é garantida pelo Lema de Zorn). Pelo mesmo raciocinio
do pardgrafo anterior, temos que M; C N + (®,;csM;) para todo ¢ € I. Portanto, se
considerarmos N’ = @;e s M; entdo M = N @ N'.

Se a afirmacdo (iii) é verdadeira, provemos que todo submédulo de M contém um sub-
médulo irredutivel.

Provemos que se P é um submédulo de M entdo para qualquer submédulo Q de P existe
um submodulo @' de P tal que P = Q & . Pela afirmagcio (iii), existe um submédulo B
de M tal que M = @ @ R. Asgim, tomando ¢’ = RN P, temos que ¢ é um submdédulo de
PequeP=Qag.

Se P é um submédulo de M e P # {0}, escolhemos v € P tal que v # 0. Seja @ um
submédulo maximal de P gue nio contém v {(a existéncia é garantida pelo Lema de Zorn).
Pelo que vimos no pardgrafo anterior, existe um submdédulo @' de P tal que P = Q & @',
Além disso, Q' deve ser irredutivel, pois caso contrario poderfamos escrever Q' = Q) & Q) e,
como v ¢ Q) ou v ¢ @, terfamos que ¢ ndo € maximal (pois QC QB Q1 e QC Q& Q5).
Mas isto é uma contradigao.

Seja M' a soma de todos os submdédulos irredutiveis de M. Logo, M = M’ & N para
algum submédulo N de M. Se N # {0} entdo N contém um submddulo irredutivel, o que
¢ uma contradicdo. Portanto, M é soma de alguns dos seus submédulos irredutfveis. |

Definicdo 2.7.3 Seja G um grupo. Um G-mddulo M ¢ dito irredutivel se os dnicos sub-
mddulos de M sio {0} e M. Caso contrdrio, M ¢ dito redutivel.
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Definigdo 2.7.4 Seja G um grupo. Um G-médulo M é dito completamente redutivel ou
semi-simples se M é uma soma direta de alguns dos seus submddulos irredutiveis.

Proposicio 2.7.1 Se G é um grupo e V é um espaco vetorial sobre um corpo K, entdo as
sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(i) V é redutivel (irredutivel ou semisimples) como K(G)-mddulo;

(i) V & redutivel (irreduttvel ou semisimples) como G-mddulo.

Definicio 2.7.5 Uma representacio p de um grupo G num espaco vetorial V' € irredutivel,
redutivel ou completamente redutivel {semi-simples) se V € irredutivel, redutivel ou sem:-
simples como K(G)-médulo (ou como G-mddulo) respectivamente.

2.8 Simplicidade de dlgebras

Defini¢do 2.8.1 Sejam A uma dlgebra e I um ideal & esquerde (¢ direita ou bilateral) de A.
Se ndo existe nenhum ideal @ esquerda (¢ direvta ou bilateral) de A contido em I e que seja
distinto de {0} e do propric I, entgo I é chamado ideal simples (ouv minimal) & esquerda
(4 direita ou bilateral } de A. Escrevemos I < A (I <A oul <®A).

Definigdo 2.8.2 Uma dlgebra associetiva com identidade que & uma some direta de olguns
dos seus ideais simples & esquerda € chamada dlgebra semi-simples.

Proposicio 2.8.1 Se A ¢ uma digebra assoctativa com tdentidade entio A é um A-mdédulo.

Proposicao 2.8.2 Se A ¢ uma dlgebra associativa com identidade e I é um subconjunts de
A entdo:
(1) I € um ideal @ esquerda de A se, e somente se, I é um submddulo do A-mdédulo A.

(ii) I é um ideal simples & esquerda de A se, e somente se, I é um submodulo irredutivel do
A-mddulo A.

Proposicao 2.8.3 Se A é uma dlgebra associativa com identidade entdo as sequintes afir-
magées sdo equivalentes:

(i) A é uma dlgebra semi-simples;

(i) A é um A-mddulo completamente redutivel.

Definicio 2.8.3 Sejam A uma digebra ¢ I e J ideais ¢ esquerda de A, Definimos

n
IJ“—“{Zﬁ@%tI@EI;%GJBREN}.

i=1

Definicao 2.8.4 Sejam A wma dlgebra associativa com identidade, I um ideal & esquerda
de A, M um A-mddulo e m um elemento de M. Definimos

(i) Im={cx-m:.:cel};

() IM={3" zi-m:2,€l,m;e M enecN}

(itt) AM = {30 a;-m:aq,€A meMeneN}
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Proposicio 2.8.4 Se A ¢ uma dlgebra associativa com identidade, I um ideal & esquerda
de A, M um A-médulo e m um elemento de M, entio Im, IM e AM sdo submddulos de
M.

Lema 2.8.1 Sejam A uma dlgebra semi-simples e I um ideal simples & esquerde de A. Se
M é um A-mddulo irredutivel entdo IM = {0} ou I = M (como A-mddulos).

Prova: Como M é um submddulo de M, temos que IM = {0} ou IM =M. SeIM =M,
entio Im # {0} para algum m € M. Logo, Im = M. Seja ¢ : I = M tal que ¢(x) =z - m.
Provemos que ¢ € um isomorfismo de mdédulos. Se z e y pertencem a I, A pertence a K
(onde K é o corpo sobre o qual A estd definida) e a pertence a A, entdo

a) plz+y)=(z+y)- m=z-m+y -m=opx)+ey)

b) ¢(Az) = (Az) - m = Mz - m) = dp(z);

¢) glaz) = (az) -m=a-(z-m)=a- ¢(x);

d) como [ ¢é simples temos que Kery = {0} e, portanto, ¢ & injetora,

e) claramente & sobrejetora.

Portanto, 1 =2 M (como A-modulos). |

Definigdo 2.8.5 Uma digebra semi-simples A em que todos 0s ideais simples & esquerda sdo
wsomorfos (como A-mddulos) é chamada dlgebra simples.

Teorema 2.8.1 Sejom A uma édlgebra semi-simples e {I;} uma classe de ideais simples &
esquerdo de A tal que

a) sei# j entdo I, 2 I; (como A-mddulos);

b) se I <15 A entdo I 2 I; (como A-médulos) pare algum i.

Se para cade 1, A; € a soma dos ideais stmples & esquerde de A isomorfos o I;, entdo
(i) AiA;j={ab:a€ A; ebe A;} = {0}, sei # j;

(ii) {I;} € uma classe finita, ou seja, podemos eserever {I,} = {1, ..., L,};

(i) A; € uma dlgebra associativa com identidade;

(iv) A; € um ideal bilateral de A;

(‘U?,) A= @?=1Ai°

(v) A; é uma digebra simples;

Prova: Pelo Lema 2.8.1, podemos concluir que A;4; = {0}, se i # j.

Seja 1 = }:i. e;, onde e; € A; € €; nao é nulo somente para um mimero finito de indices
i. Podemos escrever 1 = > » . ¢;, onde cada e; ndo énulose 1 < i< n Sek ¢ {1,..,n},
entdo para cada a € Ay obtemos @ = ta = (€1 + ... + €,)a = 0, ou seja, Ax = {0}. Portanto,
{I;} &€ uma classe finita e podemos escrever {I;} = {I, ..., I.}.

Através de uma verificagdo rotineira de propriedades, podemos concluir que A; é uma
dlgebra associativa. Além disso, a = la = (e)+...+e,)Ja=¢e;aea = al = a{e;+...+e,) = ae;.
Portanto A; ¢ uma 4lgebra com identidade e e; & a identidade de A;.

Claramente, AA; = A;. Por outro lado, temos que A4 = A;(370; 4;) = AA = A
Portanto, A; é um ideal bilateral de A.

Se a; + ... + a, = 0, cada q; € A;, multiplicando por e; temos que g; = 0. Portanto,
A=t A
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Claramente A; é uma dlgebra semi-simples. Vamos provar que todos os ideais simples
a esquerda de A; sdo isomorfos (como A-moédulos). Para isto basta provarmos que todos
os ideais simples 4 esquerda de A; sio isomorfos (como A-mdédulos) a I;. Suponhamos, por
absurdo, que J seja um ideal simples & esquerda de A; que néo é isomorfo (como A-mddulo)
a I;. Novamente pelo Lema 2.8.1, temos que TA4; = {0}, j4 que A; é soma direta de ideais
simples a esquerda de A; isomorfos (como A-médulos) a I;. Mas isto é um absurdo, pois
IA;=1. [ ]

Definigdo 2.8.6 Consideremos a notagdo do Teorema anterior. As dlgebras stmples A;
sdo chamadas componentes simples da digebra semi-simples A. Se I é um ideal simples &
esquerda de A e isomorfo (como A-mddulo) a I;, entdo dizemos que I est4 na componente
simples A;.

Teorema 2.8.2 (Maschke) Se G é um grupo finito e K é um corpo tais que o caracteristica
de K ndo divide a ordem de G, entdo a dlgebra K(G) é semi-simples.

Prova: Consideremos K(G) como um K (G)-médulo, sejam M um submédulo de K(G) e
M’ um subespago de K(G) tais que K(G) = M & M".
Seja 7 : K(G) = M a projegdo, isto é, 7(u + v) = u para quaisquer u € M e v € M’.
Seja 7' : K(G) = K{(G) a transformacio linear dada por

@ =1 = S (g7 ) (@),

geC

Provemos que 7' € uma projeciio sobre M. Para isto basta observar dois fatos. Primeiro,
7'(z) = z para todo z € M. Segundo, como 7(gz) € M para quaisquer g € G ¢ z € K(G),
entdo 7'(K(G)) C M.

Se provarmos que 7’ é um homomorfismo de médulos, entdo, como Kern' = M’, temos
que M’ & um submédulo de K(G). Para isto basta provar que #’(gz) = gn'(z) para quaisquer
g € G ez € K(G). Mas isto decorre do seguinte cslculo

n'(gz) = lGth Lrh)(gr) gz (07 h " xhg)(x) =

heG heG
= Z (hg)~*n(hg))(z) = g'(z).
hGG

Como M' é um submédulo de K(G), pelo Lema 2.7.1, temos que K(G) é um K{G)-
médulo completamente redutivel, ou seja, K(G) € uma &lgebra semi-simples. |
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Capitulo 3
Algebras com identidade polinomial

Definimos dlgebra livre, identidades polinomiais e PI dlgebras. Desenvolvemos
na tltima se¢do um resultado importante relacionando peolindmios multilineares
e identidades polinomiais.

3.1 Alfabeto, letra e palavra

Definicao 3.1.1 Um alfabeto £ é um conjunto ndo-vazio, cujos elementos séo chamados
letras ou simbolos. Uma palavra sobre © € wma segiiéncia finita de simbolos de T. O
conjunto de todas as palavras sobre 3. é denotado por £*, ou sejq,

Yr={ay..0n 10, € parai=1,..,n en um inteiro ndo-negativo}.

O nimero de letres de uma palavra w é denotado por [{(w) e é chamado o comprimento de
W, OU Seja, s€ W = ay...0n € uma palavre entdo o inteiro ndo-negativo n é o comprimento de
w. A palavra de comprimento zero é denotada por A e é chamada a palavra vazia.

Exemplo 3.1.1 Se considerarmos o alfabeto ¥ = {a,b,c}, entdo wi = abba, we = bec e

ws = beaca sdo algumas palavras sobre T e seus comprimentos sio l(wq) = 4, l(wy) =3 e

Definicao 3.1.2 Seja ¥ um olfabeto. Dadas duas palovras v = ¢y...0m € w = by...b, sobre
¥ definimos a opera¢do de concatenacdo de X* X L* em L* por vw = Q1.--Gmby...bn.

Observacio 3.1.1 Observemos que {(vw) = I(v) + ().

Proposicao 3.1.1 Se X é um alfabeto entdo T* é um mondide com relacdo & operacdo de
concatenagdo, cuja identidade € a palavra vazia ).

Definigdo 3.1.3 A palavre v é uma subpalavra da palavra w se exzistem palavras wy e wo
tais que w = wvwse. Dizemos que o palavre w contém o letra a ou que a é uma das letras
que complem W se o € umg subpalavra de w.

Exemplo 3.1.2 Sejo X = {a,b,c, d, e} um alfabeto. A palabra bd é uma subpalavra de chdae.
A palavra vazie ) é uma subpalavre de qualguer palavra. A letre a ocorre em abba, mas néo
ocorre em bee.
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3.2 Polinébmios

Definicdo 3.2.1 Definiremos o alfabeto X como o conjunto enumerdvel {X1,Xo, ...} onde
cada X; € chamado indeterminada.

Como X* é um mondide, sabemos, pelo Teorema 2.1.1, que K{X*}), onde K & um corpo,
é uma algebra associativa com identidade sobre K. Assim, faz sentido a préxima definigao.

Definicdo 3.2.2 Seja K um corpo. A dlgebra K{X} = K(X*) é chamada dlgebra livre
e 05 seus elementos sio chamados polinémios. Um polinémio da forme cw, onde o € K
e w € X* ¢é chamado um monémio e ¢ elemento o é chamado coeficiente de aw. O
subconjunto de K{X} formado por todos os monomios é denotado por p(X).

A partir de agora, ainde que ndo seja mencionado, K denotard sempre o corpo sobre o
qual estd definida o dlgebra dos polindmios.

Observacaoc 3.2.1 Se K é um corpo entio todo polinomio de K{X} pode ser escrito como
uma soma finite de mondémios de K{X}.

Definicdo 3.2.3 Dizemos que X; ocorre num polindmio p se pare algum dos mondmios ow
de p, com o # 0, a palavra w contém X;. Escrevemos p(X,,, ..., Xi,) para denotar que
Xiry -y Xi, G0 a8 tUnicas indeterminadas que ocorrem em p.

Definicao 3.2.4 Sejam A uma dlgebra associativa sobre um corpo K, p(Xi,,....X;,) €
K{X} € ai,...,ax elementos de A. Denotamos por p(ai,...,ax) o elemento de A obtido
pela substituicdo de X;, por a; em p{X,,, ..., X;,), para todo j, e realizadas as respectivas
operacdoes em A.

Teorema 3.2.1 Sejam A uma dlgebra associativa com identidade sobre um corpo K e
{a1, 09, ...} wn subconjunto enumerdvel de A. Entdo

(i) existe um dnico homomorfisto de élgebras o : K{X} — A tal gue ¥(X;) = a; pare todo
i€ N;

(¥i) este homomorfismo ¢ € dado por Y(p(Xy,, ..., X)) = p(as, ..., ;).

Prova: Seja ¢ : X — A4 uma aplicacdo tal que ¢{X;) = @, para todo i € N. Podemos
extender o unicamente a um homomorfismo de monéides o’ : X* — A, pondo o/{)) =1 ¢
d(Xi,.. Xy ) = 0(X,,)...0(X,,). Podemos agora extender a um homomorfismo de slgebras
a" : K{X} — A dado por 6"(D_,cx- W) = ¥, cx- 0o’ (w). Observemos que ¢” = ¢ e
portanto é um ¢ homomorfismo de 4lgebras.

Por outro lado, seja ¢ : K{X} — A um homomorfismo de 4lgebras tal que ¢(X;) = a;
para todo i € N. Logo,

X X2) = 9 Xi)oop(Xir) = 0(Xi)0(Xa) = 0 (Ko X)),

e entéio
P(D o) = Y awp(w) = Y 0yo'(w) = (Y ayw),
weX we X~ weX* weX*
provando que ¢ = . [ |
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Definicdo 3.2.5 O polindmio s,(X1,...,X) =3 co (—1)7 X o1y Xon) € chamado polinémio
“standard” de grau n.

Definigdo 3.2.6 O polinémio S(Xi,....X,) = Elgz‘m...{fkgn XXy, onde k £ n, é
chamado polindmio simétrico de grau & em n varidveis.

Definicao 3.2.7 O polinémio (X, X;] = X;X; — X;X;, com i e j em N, € chamado
polinémio comutador de X; e X;.

Observacdo 3.2.2 O polindmio standard de grau 2 € simplesmente o polindmio comutador
de X1 e X, isto €, Sg(Xi,Xg) = [Xl,Xg].

Definigdo 3.2.8 O polindmio Si{X1,..., Xn) = 2liqi ¢ <ipgn Kir—Nigs onde k < n, €
chamado polindmio simétrico de grau & em n varidvess.

Definigio 3.2.9 O polinémio Pu(Xy, ... X,) = (X1)f + ... + (X,)* é chamado soma de
poténcias de grau k£ em n varidveis. :

3.3 Algebras com identidade polinomial

Definigfio 3.3.1 Sejam A uma élgebra associative sobre um corpo K e p(X;,,..., X;)) um
polindmio néo-nulo de K{X}. Se pay,...,an) = 0 para quaisquer ay,...,a, em A, entdo p
¢ uma identidade polinomial de A, A € uma dlgebra com identidade polinomial (ou abrevi-
adamente uma PI slgebra) e A satisfaz a identidade polinomial p.

Exemplo 3.3.1 Se A é uma dlgebra associativa e comutativa, entio
so( X1, X2) = [X1, Xo] = X1 X2 — X2 X,

¢ uma identidade polinomial de A. Portanto, toda dlgebra associativa e comutative é uma
PI dlgebra.

Observagao 3.3.1 A classe das dlgebras associativas que satisfazem um polinémio standard
é na verdade uma generalizacdo da classe das dlgebras associativas ¢ comutatives.

Exemplo 3.3.2 A dlgebra das matrizes de dimensdo 2 x 2 sobre um corpo K, denotada por
M,y(K), satisfaz a identidade de Hall

p(Xl, .XQ, Xg) = [[Xl, X2]2, X3] = (X]_Xz —_ X2X1)2X3 b X3(X1X2 _ X2X1)2.

Verifica-se facilmente esta identidade observando dois fatos cuja demonstracdo é bastante
simples. O primeiro é que se A e B pertencem a Mp{K), n € N, entdo o trago de [A, B] ¢
zero; e o segundo é que se A pertence a My{K) e o trago de A € zero entio A2 = M, onde
X € K el ¢ a matriz identidade 2 x 2. Esta identidade polinomial é conhecida hé bastante
tempo, e aparece num artigo de M. Hall [8] de 1943.
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Exemplo 8.3.3 A dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n sobre um corpo K,
denotada por T,.(K), é uma PI dlgebra pois satisfaz a identidade

(X1, ooy Xog) = [ X1, Xo)[ X3, Xa].o. [ Xon—1, Xon]-

Isto decorre dos fatos de que se A e B sio elementos de T,,(K) entdo [A, B)] é um elemento de
T.{K) com a diagonal principal nula; e que o produto de n mairizes triangulares superiores
n x n com a diagonal principal nule € ¢ mairiz nula.

Definicao 3.3.2 Uma dlgebra associativa A é chamade nil élgebra se para cada a € A existe
um namero natural n tal que ¢® = 0. O menor ndmero n com esta propriedede é chamado
indice de nilpoténcia do elemento a. Uma dlgebra A é chamada nil dlgebra de Indice limitado
n se exriste wm nidmero natural firo n tal que ™ = 0, para cada a € A.

Exemplo 3.3.4 Tode nil dlgebra associativa de indice limitado n é uma FI dlgebra, pois

satisfaz a identidade
p(X1) = XT.

Definicao 3.8.3 Uma dlgebra associativa A é chamada nilpotente se existe um numero
natural fito n tal que o produto de quaisquer n elementos de A é igual a zero. O menor
nimero n com esta propriedade é chamado indice de nilpoténcia da dlgebra A.

Exemplo 3.3.5 Toda dlgebra nilpotente é uma PI digebra, pois satisfaz o ideniidade
p(Xl, ceay Xn) == X]_...Xn,
onde n € o indice de milpoténcia da dlgebra.

Ap6s virios exemplos de PI dlgebras, uma pergunta natural seria: ezistem dlgebras as-
sociativas que na@o satisfazem nenhuma identidade polinomial? A resposta para esta per-
gunta é sim. A dlgebra livre K{X}, por exemplo, ndo satisfaz nenhuma identidade poli-
nomial. Isto pode ser compreendido através de um argumento muito simples. Supon-
hamos, por absurdo, que p(X;,...,X;,} é uma identidade polinomial de K{X}. Logo,
P(Xiyy oy Xi) = p(01(Xsy), oy Pa{X5,)) = 0, onde pe(X;,) = X;, para 1 < k £ n, 0 que
é um absurdo pois p(X;,, ..., X;,) # 0.

Definicdo 3.3.4 Se A é uma PI dlgebra sobre um corpe K, entdo definimos
T(A) = {pe K{X}: p é uma identidade polinomial de A}.
Proposicdo 3.3.1 Se A é uma PI dlgebra sobre um corpo K, entgo T(A) <« K{X}.
0O préximo lema mostra que toda dlgebra de dimensao finita é uma PI dlgebra.

Lema 3.3.1 Se A é uma glgebra associative de dimens@o finita n, entdo A satisfaz a iden-
tidade

3n+1(X1,- n+1 Z ( 1 d(l) o‘(n+1)-

aTES, 41
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Prova: Da defini¢do de polindmio standard é ébvio que ele é igual a zero se dois de seus
argumentos sao iguais. Sejam {ei,...,e,} uma base do espago vetorial A e a1, ..., an4y ele-
mentos arbitrarios da dlgebra A.Podemos representar cada um dos elementos a; na forma
de uma combinacio linear dos elementos e, ..., €, com coeficientes em K. E facil ver que a
exXpresso $pqq(Qi, ..., Gny1) € uma combinacdo linear de termos da forma spq1(€:, vy €40y )5
onde cada e;, € um elemento do conjunto {ey,...,e,}. Mas entdo existem dois argumentos
na expressao Spi1(€i,, ..., €i,,, ) QUE Necessariamente coincidem, e portanto, ela deve ser igual
a zero. Logo, spi1(a1,... @ng1) = 0. |

3.4 Poliné6mios multilineares

Definigio 3.4.1 O grau do mondmio cw, onde o € K, o £ 0, e w € X*, denotado por
gr{aw), é o comprimenio da palavre w. O grau do polinémio p € K{X} ¢ definido como o
gray mdzimo de seus mondémios.

Definicéio 3.4.2 Um mondmio ow, onde o € K e w € X*, tem tipo [n, ng, ..., 0] g€ @
palavra w contém X, exatamente n; vezes, ny # 0 e n; = 0 para todo ¢ > k. Diremos que o
mimero n; € o grau do mondémio aw em X;. Mondmios que tém o mesmo tipo sGo chamados
mondmios do mesmo-tipo.

Exemplo 3.4.1 O monémio X1 X2XoX1Xs tem tipo [2,2,0,1] e gr( X1 XoXo X1 Xs) = 5. O
monémio X1X1X2X4X2 tem tzpo [2,2,0,1] PO‘FfGﬂ.tO, X1X2X2X1X4 e X1X1X2X4X2 50
do mesmo-tipo.

Observagao 3.4.1 Se m é um monémio de tipo {n, ng, ..., i} entdo gr{m) = E;‘:l n;.
Definicao 3.4.3 Um polindmio € chamado polinémio homogéneo em X; com grau n; se

todos 0s seus mondémios tém grau n; em X;. Um polindmio é chamado polindmio homogéneo
se todos 08 seus mondmios sGo do mesmo-tipo.

Exemplo 3.4.2 O poiinémio p(Xl, XQ, X4) = 3X1X1X2X4 + 7X1X4X2X1 - 5X2X1X1X4 “+
1X1 X, XX, é homogéneo, pois cada um de seus mondmios tem tipo [2,1,0,1}. O polindmio
p(X1, X2, X3) = 4X1 X1 X, —9X, X3 X, +2X, X, € homogéneo em X1 com grau 2; no entanto,
nao é homogéneo.

Definicio 3.4.4 Seja p um polindémio arbitririo. Se agruparmos os monédmios do mesmo
tipo, o polinémio p pode ser representado como uma soma de polindmios homogéneos. Estes
polindmios homogéneos siéo chamados as componentes homogéneas do polinémio p.
Exemplo 3.4.3 Consideremos o polinémio

jp(Xl, X, Xg) = 4X1X1X2 - 9X1.X2X1 -+ 2X2X1X1 -+ 7.X3X1 + 5X1X3.

Suas componentes homogéneas sdo 4X1 X1 X9 — X1 X X1 + 2X X, X1 e TX3X, + 85X X5.
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Definigio 3.4.5 Um polindmio homogéneo em X; com grau 1 é chamado polindmio kinear
em X;. Um polinémio homogéneo de tipo [N, ..., nx), onde n; = 0 ou n; = 1 pare cade 1, €
chamado polindmio multilinear.

Exemplo 3.44 0O polinémio p(.Xl,Xg,X4) = 3X1X2X4 -+ 7X1X4X2 — 5X2X1X4 é multi-
linear, pois cada um de seus mondmios tem tipo [1,1,0,1]. O polinémio p(Xy, Xs, X3) =
4X1 X5 — 9X1 XX, + 2X, X5 € linear em X, no entanto, ndo é mullilinear.

Definicdo 3.4.6 Se A = {i1,..., %} entdo S, denote o grupo simétrico formado pelas per-
mulagoes dos elementos de A.

Proposicio 3.4.1 Seja K um corpo. Sep & um polinémio multilinear de K{X} e X, ..., Xi,
s@o as unicas indeterminadas que ocorrem em p, entdo

P Xiiy - Xy ) = Z 0o X (i) X o(ix)

aESa

onde A = {i1,...,1;} e cada o, € K.

3.5 Identidades multilineares

Conforme vimos no Exemplo 3.3.4, toda nil dlgebra associativa A de fndice limitado n é
uma P1 4lgebra, pois satisfaz a identidade p{X;) = X7. No entanto, o polindémio p néo ¢
um polindmio multilinear. Na tentativa de encontrar nma identidade polinomial multilinear
para a uil dlgebra A, vamos analisar algumas nil dlgebras de indices limitados.

Se A é uma nil slgebra de indice limitado 2, afirmamos que

X1, Xo) = X1 Xo + X0 X = Z Xy Xo)
g€ 8y

¢ uma identidade polinomial de A; pois 0 = (a + 8)* = a® + ab + ba + & = ab + ba para
quaisquer elementos a e b de A.
Se A & uma nil digebra de fndice limitado 3, afirmamos que

p(X1, Xy, X3) = Z Xo1)Xo(2)Xo(3)
oSy
¢ uma identidade polinomial de A. Para obter este resultado basta observar dois fatos:
0= (z+y)® = ¥+ 2Py +ryz+ o’ +yr® Lyzy+ iz +4° = PPy +oys 4+ oy’ +yr Hyzy +yiz
para quaisquer elementos z e yde A e
0 = (a+b+c)=((e+b)+c)?
(a+b)2c+ (a+b)cla+b) + (a+b)c® + cla+b)? + cla+ bc+ c*(a+ b)
= {a% +aca + ac® + ca® + cac + c%a) + (bPc + beb + be® + cb® + che + ¢°b) +

+{abc + ach + bac + bea + cab + cha)
= abc + ach + boc + bea + cab 4 cha

It
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para quaisquer elementos a, b e ¢ de A.

Estes casos particulares podem servir como motivagdo para querer encontrar uma iden-
tidade polinomial multinilinear para uma nil dlgebra de indice limitado n, ou de forma
mais genérica, dada uma PT dlgebra A qualquer querer encontrar uma identidade polinomial
multinilinear para A. Esta secio desenvolve algumas ferramentas necessérias e conclui este
resultade no Coroldrio 3.5.1.

Inicialmente introduziremos a segninte notacdo: o sinal ~ sobrescrito a X; numa soma
Xy + ...+ X; + ... + X, denota que X; aparece na soma com coeficiente zero, ou seja,

Xid o+ Xt ot Xa= O Xi) - Xa.
k=1

Por exemplo, X; + Xz + Xz + X4+ X5 = X3 + X3 + Xs.

Defini¢do 3.5.1 Sejam p = p{X4,...,Xn) um polinémio de K{X} e 11,...,.Y3 € X —
{X1,..,Xn}. Para cadai=1,...,n definimos wm polinémio pL¥ pela formula
po(Xla seey Xi—lu -Yla reey }/;C:Xz'+1:l “':Xn) =
= P(Xl, c-ey Xi—lyyi + ...+ Y;n Xi+11 ey Xn) -

k
— ZP(X]_, ...,Xg_]_, Y]_ “+ ...+ i;; + .+ Yk, Xf:-i-l! peay Xn) +
¢=1

k
+ Z p(Xl,...,Xg‘l,YE + ..+ Y, +... ‘f'y'q-z + .. +K:Xi+1a--an) +

1€ g <gask

k
+...+ (_l)k_l ZP(X].? sy X‘i—l: }/q’ X§+13 sees Xn)

g=1

Proposicdo 3.5.1 Sejam A uma dlgebra associativa sobre um corpo K, P e @@ subgrupos
do grupo aditivo do dlgebra A. Se pare gquelquer polinémio p = p(X,,..,X5) € K{X}
e quaisquer elementos ay,...,a, em P temos que p{ai,...,an) € Q, entdo para quaisquer
A,y 1, bla caey bk, Qi1 ...y 0p €M P teremos que _‘po ((Ll, veey Gi—1, bl: veey bk: Qigiy ey an) € Q
Em particular, se p € T(A), entdo pLF € T(A).

Prova: Verificacio direta. [ ]

Assim o operador L¥ transforma uma identidade da 4lgebra A numa nova identidade da
dlgebra A. A fim de elucidar a mecinica de sua operagéo, provaremos primeiro um lema.

Lema 3.5.1 Sejam A uma dlgebra sobre um corpo K e F : A®™ = A uma aplicagio em n

varidueis que ¢ linear em cade argumento. Se k 2 n, entdo para quaisquer ay,...,ax em A,
temos que

Flay + ... + gy ooy 01 + .o+ Gx) —
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k
—ZF(a1+ +aq 4+ .t ag, .., + ...+Eq+ —1—ak) +
g=1

k
+ 3 Flar bt Ty o By o F Gy G F o gy o+ e gy o+ ak)
1<q1<aa<k

k
to.t+ (il)k_l Z F(aqu L aq) =

g=1

= ZO’ESH F(aa'(l]:- sery ao‘(n]) , S€ k= 1,
0 , 8¢ k>n.

Prova: Seja k = n. Utilizando a linearidade da funcio F, podemos remover todas as somas
de dentro dos argumentos desta funcdo. Assim o lado esquerdo da igualdade a ser provada
fica representada como uma combinacio linear de elementos da forma F{aj;,...,a;,) com
coeficientes inteiros. Se existem s indices distintos entre ji, ..., 7, & 8§ < k, entdo o coeficiente
para F(aj,,...,a4,) € ignal & soma alternante

= (7 (55 ) e (20,

que ¢ igual a zero. Observemos que s nao excede n, e que £ por hipStese ndo é menor que
n. Assim s > k ocorre apenas se s = k = n. Neste caso o coeficiente para F(a;,,...,a;,) €
claramente igual a um, e a demonstracdo do lema estd concluida. |

Proposicdo 3.5.2 Para quaisquer p ¢ ¢ em K{X} nos quais o operador L¥ estd definido,
temos que (p+q)L¥ = pLE gLy, Sep = p(Xy, ..., X,) é um mondmio de graun em X; e g =
g( Xy, s Xi1, 21y ey Zny Xirs -os X)) € um mondmio linear em Zi, ..., Zn € X—{X3, ..., X0in}
tais que p{ X, ... X)) = ¢(Xa, ., X0, Xiy o0 Xiy Xig1y oy Xom), €ntéo

PLMX 1, o Xis1, Vi, o, Vi, Xig1y voer Xim) =

— desﬂ Q(Xla [E3T) Xi—la Yo‘(l]}'“) Ya(n)a X§+17--'9Xm) » S€ k =n,
0 , se k>n.

Prova: A linearidade de L¥ ¢ 6bvia. Fixando X, ..., Xi_1, Xi41, ---» X, podemos considerar
0 mondmio g como uma fungao das n varisveis Y71,..., Y,. Aplicando o Lema 3.5.1, obtemos
a férmula para pL¥. m

Exemplo 3.5.1 Vamos calcular pL3 para 0 monémio p{Xy, X5) = X1 X1 X, X,. Consideran-
do o monémio g(Zy, 2y, Z3, X3) = Z,Z2:X223 ¢ aplicando o Proposicdo 3.5.2, temos que
pL%(Ka },2: ‘Y3: Xz) é 39’“’“2 e

Y1Yo XoYs + VY3 XoYs + YoV XoYs + YoY3 XY + YoV XoYs + YatoXoYi.

Exemplo 3.5.2 Vamos calcular pl para o monémio p{X1,Xe) = X1 X1 X2 X1 Xy, Con-
siderando 0 monémio q(Zy, Zo, Za, Z4, Xo) = Z129X9 737, ¢ aplicando a Proposigdo 3.5.2,
temos que

pL?(-Y]_, Yo, Y, X2) =0.
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Exemplo 3.5.3 Vamos caleular pL?L2 pare o monémio p(X1, Xa) = X1X1X2Xs. Con-
siderando o mondémio q(Wi, Wa, Xo) = WiWo X2 X, € aplicando ¢ Proposicdo 3.5.2, temos
que

LAY}, Vs, Xo) = V1Yo X0 Xo 4+ VoY1 X Xo.

Considerando agora os mondmios 7(Yy, Y, Wi, Wa) = VY,W Wy e s(¥3, Ys, Wi, Wa) =
YoaYi W W, temos que

(Y1Y2X2X2)L§(Y1; Yo, Z1, Zo) = V1 YoZi 2o + V1Yo Zo 24

(VoY1 Xo Xo)L5(Y1, Ya, Z1, Zo) = YoV 2129 + YaY120 2.
Portanto, pLEL3(Y1,Ys, 21, Zo) = V1Y 2125 + V1Yo Zy 7y + VoY1 71 25 + VoY1 257, .

Proposi¢do 3.5.3 Sep = p{X1,...,X,) é um polindmio homogéneo de tipo [k, ..., k,), entéo
o polindmio pL¥LE  L¥ ¢ um polinémio multilinear.

Prova: A demonstragio é bastante simples utilizando a Proposicao 3.5.2. |

Definicdo 3.5.2 Seja p = p(Xi, ..., Xn) um polindmio homogéneo de tipo [ky,....kp}. O
polinémio multilinear pLY L& Lk ¢ chamado o linearizagio completa do polinomio p.

Teorema 3.5.1 Sejam A uma dlgebra associativa sobre um corpo K e p = p(X1, .., X,) um
polinémio nédo-nulo de K{X} que se anula pela substituicdo de quaisquer elementos de um
subgrupo P do grupo aditive da dlgebra A. Entdo o linearizacdo completa de quaisquer das
suas componentes homogéneas com grau mazimal também se gnula em P.

Prova: Seja p = p; +... +p, uma decomposicdo do polindmio p numa soma de componentes
homogéneas, onde o grau de p; € maximal.

Suponhamos que alguma varidvel X; no aparece em p; mas aparece em outras compo-
nentes homogéneas. Entao o polinémio

P(X1, s Xa) = D(X1y s Xj1,0, X i1y v Xr)

também se anula em P, tem p; como componente de grau maximal, mas p’ ndo contém X;.
Por outro lado, se X; aparece em p; mas nao aparece em qualquer outra componente
homogénea do polinémio g/, entdo podemos considerar o novo polinémio

p”(Xli “':Xﬂ) = pF(Xla "y Xﬂ) - p’(Xla ey Xj‘*ls 03 Xj-l-'la "'?XN)‘

Este polindémio também se anula em P, mas X; agora aparece em todas as componentes
homogéneas do polinémio p”, e, como anteriormente, p; é uma componente de gran maximal
em p".

Assim, renurmerando as varidveis se necessdrio, podemos assumir que a componente ho-
mogénea p; do polinémio p tem tipo [ki, ..., kx|, onde ki # 0 para ¢ = 1,2,...,n, € de-
mais componentes homogéneas (p; por exemplo) tém tipo [my, ..., my), onde m; # 0 para
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i =1,2,..,7, ¢ onde a desigualdade m; < k; mantém-se para algum j. Como my; < kj,
entdo po L' L2 Lk = 0 pela Proposicdo 3.5.2. Consegiientemente,

pLPLE L = pLBLk | LE
Pela Proposigao 3.5.1, concluimos que a linearizacéo completa
pLPLE Lk
da componente p, anula-se em P. |
Deste teorema decorre um corolario que é o resultado mais importante desta secao.

Coroldrio 3.5.1 Se uma dlgebra associativa A satisfaz uma identidade polinomial de grau
n, entdo A também satisfaz uma identidade polinomial multilinear de grau n.

Exemplo 3.5.4 Se A é uma nil dlgebra de indice limitedo n, entdo

U X1, Xn) = ) Xty Xein)

gES,

¢ uma identidade polinomial de A, pois é a linearizagdo completa do polindmio p(X,) = X7,
o que estd de gcordo com 0s casos particulares do inicio desta secdo.
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Capitulo 4

Teorema de Amitsur-Levitzki

Apresentamos uma das provas do Teorema de Amitsur-Levitzki. Este teorema
afirma que ss, é uma identidade polinomial da dlgebra das matrizes de ordem n.

4.1 Identidades polinomiais na dlgebra das matrizes

Seja K um corpo e » um nimero natural. Denotamos por M, {K) o conjunto das matrizes X
n com entradas no corpo K. Na verdade, M, (K) é uma slgebra associativa com identidade
sobre K, conhecida como a &lgebra das matrizes de ordem n. Serd que M,(K) é uma PI
dlgebra? Sim, pois 8p241{X1, X2, ..., Xp241) & uma identidade polinomial de M,(K), dado
que sua dimensdo é n®. Serd que existem outras identidades polinomiais em M, {K), cujo
grau seja menor que n? + 1?7 O Teorema da Escada, cujo nome torna-se bastante natural
a0 compreendermos sua demonstragio, mostra que ndo existem identidades polinomiais de
grau menor que 2n em M,(K).

Teorema 4.1.1 (da Escada) Se K é um corpo e n é um ndmero natural, entdo a dlgebra
M, (K) ndo satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau menor gue 2n.

Prova: Suponhamos, por absurdoe, que exista uma identidade polinomial p de grau menor
que 2n. Conforme o Corolério 3.5.1, podemos deduzir a existéncia de uma identidade poli-
nomial multilinear ¢{X,, ..., X,) cujo grau g € menor que 2n. Podemos agsumir também que
entre 0s mondmios gue aparecem em ¢, temos um mondmio aX,...Xgcom o # 0. Substi-
tuamos Xy, ..., Xg POr €11, €12, €22, €23, .., €k 41 BE G = 2k & par, ou por e, €12, €22, €23, .-, Cik
se g = 2k — 1 & fmpar. E claro que o umico produto destes elementos que ndo ¢ zero é
€11€12€22€93...Ckk+] = €141 S€ g = 2k ou €11,€12,€29,€93, ..., €k = €1k 8 g = 2k — 1. LOgO,

gle1n, €12, €22, €23, vy kg 41) = €151 7 O 86 g = 2k

ou
glen, €12, €92, €23, ..., €kk) = cver # 0 se g = 2k — 1,

o que é uma contradicio. i

Podemos nos perguntar: existem identidades polinomiais em M, (K) com gran maior que
2n—1 e menor que n?+1? No caso de n = 1, isto & 6bvio, pois s3( X1, X3) = X1 Xo— X2 X e
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a multiplicacdo no corpo K & comutativa. Na verdade, este resultado pode ser generalizado
para um ntmero natural » qualquer. Em 1950, S. A. Amitsur e J. Levitzki [2] provaram que

> (1) Asqy Aotamy = 0

a'ESzn

para quaisquer matrizes Aj, Ag, ..., As, em M,(K). Apds a publicagio deste teorema, um
marco na histéria das Pl dlgebras, surgiram outras trés provas diferentes para ele, cada ver
mais simples. A primeira foi elaborada em 1958 por B. Kostant [17). Em 1963, utilizando
teoria dos grafos, R. G. Swan [36], [37] apresentou uma nova prova. Por fim, em 1976, S.
Rosset [31] publicou um artigo de apenas duas péginas com uma demonstragio envolvendo
dlgebra exterior. Neste capitulo apresentamos a prova de Swan que pode ser encontrada
em Procesi [27] e é bastante simples, mas apéia-se num teorema da teoria dos grafos que
desenvolveremos na préxima secdo. No Capitulo 7, apresentamos a prova de Rosset.

4.2 Um teorema sobre grafos

Definigdo 4.2.1 Um grafo orientado G = (V, A,&1,¢2) € ume quddruple ordenada ne qual
V' € um conjunio finito e ndo-vazio cujos elementos sie chamados vértices, A é um conjunto
finito cujos elementos sdo chamados arestas, e &, e g9 séo fungdes de A emV. Sea € A
entdo £1{a) é chamado extremo inicial de a € £9{a) é chamado extremo final de a.

Defini¢io 4.2.2 Um caminho orientado C num grafo orientedo G = (V, A,e1,e2) é uma
segiiéncia finita a1, ...,ax de arestos tais que eo(a;) = e1(apa) porea ¢ = 1,..,k— 1. Se
e1{a1) = u e ea(ax) = v, dizemos que C é um caminho orientado de u até v.

Exemplo 4.2.1 Consideremos o grafo orientado G = (V, A,&1,89) onde V = {u, v, w, z, y},
A = {a1,09,a3, 04,85, 06,07}, €1(a1) = © e £a{a;) = v, e1{a2) = u e &x{an) = 7, &1(az) =z
e e2(az) = v, e1(as) = v ¢ e3(as) = w, &1{as) = w e ea(as) = y, e1(as) = v € e2(as) = y,
elar) = ¥ e ea(ar) = = (vejd a Figura 4.1). Neste grafo orientado, temos, entre outros, o
caminho orientado C = a1,04, a5,a7 de u até x.

Definicao 4.2.3 Um caminho unicursal C num grafo orientado G é um caminho orientado
tal que cada aresta de G aparece uma e apenas ume vez em C. Se a segiéncia ay, ..., 0y de
arestas € um caminho unicursal enido eziste uma bijecio entre {1,...,k} e A; numerando
as arestas de A, podemos considerar cada caminho unicursal como ume permutacdo do con-
gunto {1,...,k}. Assim, definimos caminho unicursal par como um caminho unicursal cuja
permutacdo associada é par e caminho unicursal impar como um caminho unicursal cuje
permutacdo associade é fmpar.

Definigcdo 4.2.4 Se G é um grafo orientado e u e v sdo vértices de G, denotamos por

ni(u, v} o niémero de caminhos unicursais impares de u alé v e por na(u,v) o ndmero de
caminhos unicursais pares de u até v.
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U A3 ag 4'(15

Q2

Figura 4.1: Desenho do grafo do Exemplo 4.2.1,

Exemplo 4.2.2 Consideremos o grafo orientade G = (V, A,e1,€2) onde V = {u, v, w, 2},
A = {a1,02,03,04,05}, €1{a1) = u e £a{a1) = w, £1{a2) = w e e2(az) = v, e1{az) = u ¢
e2{az) = v, e1(as) =z e £3(a4) = u, e1{as) = v e e2(as) = = (veja a Figura 4.2). Os inicos
caminhos unicursais de u até v sdo C1 = a1, ag, as, 04,03 € Ca = a3, s, A4, A1, Go; 4GS per-
mutagdes associadas a eles sio respectivamente o1 = (35) e oo = {134)(25) = {14){(13)(25);
portanto, & tem apenas 2 caminhos unicursais de u até v, ambos impares.

w
(31 P
3
U > v
s as
xr

Figura 4.2: Desenho do grafo do Exemplo 4.2.2.

Definicdo 4.2.5 Se G = (V, A, e1,¢e2) é um grafo orientado, definimos pare um vértice v os
ndmeros

s(v) = |{a€ A:e1(a) =v},
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e(v) = |[{a€ A:exa)=1v}.
Além disso, definimos o fluxo e a ordem de um vértice como

fluzo(v) = s(v)—e(v),
ordem(v) = s{(v)+e{v).

Teorema 4.2.1 Se G = (V, A, e1,e2) é um grafo orientado tal que |A| > 2|V|, entdo
n(u, v) = na(u, v) pare quaisquer vértices u ¢ v de G.

Prova: Para provar o teorema vamos primeiro fazer algumas redugdes e entdo prosseguir
utilizando inducao finita.

Primeira reducgao: se [A| > 2{V|, seja k = |A] — 2|V|. Vamos modificar o grafo G
conectando ao vértice © uma cadeia de k novas arestas, ou seja, consideramos o novo grafo
orientado G = (V', A, &}, &5) onde V! = VU {vy, ..., v}, A" = AU{ay, ..., ar}, &i(e) = e:1{a) e
eh(a) = es(a) se a € A, ei(a;) = v; eeh{a;) = vy paral < i< k=1, &l (ag) = veeerfag) = u
(veja a Figura 4.3). No novo grafo &, |V'| = |V| + &, |A’| = |A] + k e existe uma bije¢do
entre os caminhos unicursais de 4 até v em G e de v; até v em G, preservando a paridade.
Assim ¢ suficiente provar o teorema para G'. Por sua vez, em G’ temos |A'| = 2|V’|, e esta
é a primeira redugéo.

a1 Gz Qg1

v v v3 Vk-1 " U

Figura 4.3: Desenho de nma parte do grafo G’ da primeira reducgio.

Segunda reducao: Assumamos que em G hd pelo menos um caminho unicursal a4, ..., an
de u até v. Como £2(a;) = &1{a:41) paral € i< n— 1, entdo
(i) se u = v entdo fluro(z) = 0 para todo vértice z;
(1) se v # v entdo fluzo(zx) = 0 para todo vértice T com excecdo de u e v, para os quais
fluzo{u) = 1 e fluzo{v) = —1. Neste caso, adicionamos um novo vértice w e duas novas
arestas b; e b, da seguinte maneira: consideramos o novo grafo orientado G' = (V', 4', &}, %)
onde V' = V U {w}, A" = AU {by, b}, £}(a) = &1(a) e eh{a) = e2(a) se a € A, &i(b) = v
e en{l) = w, €i(ba) = w e gh(b2) = u (veja a Figura 4.4). O grafo G' tem |A'| = |A| + 2
arestas e |V'| = {V| + 1 vértices; novamente, temos |4’} = 2{V’| ¢ existe uma bijegio entre
0s caminhos unicursais de u até v em G e de w até w em G, preservando a paridade. Além
disso, em G’ todos os vértices tém fluxo nulo, e esta ¢ a segunda redugdo.

Resumindo nossas redugdes, podemos considerar apenas grafos orientados G = (V] A, €1, £2)
tais que
) |4} = 2|V;
(ii) fluzo(x) = 0 para qualguer vértice z;
(iii) v = v (chamaremos este vértice de vértice base).

Varnos iniciar a prova sob estas hipéteses. Faremos a construgéio de novos grafos orien-
tados sempre procurando que eles satisfacam estas hipéteses. Podemos considerar 3 casos:
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Figura 4.4: Desenho de uma parte do grafo G’ da segunda reducéo.

Primeiro caso: Suponhamos qie o grafo orientado (¢ tem uma configuracio formada por
3 vértices vy, U9, U3 € POr 3 arestas @i, as, as tais que £1(a;) = v; e e2{a)) = vy, £1(02) = v2
e £5(a2) = va, €1(as) = vo € £9(as) = v3, e ordem(vy) = 4. Se vy € o vértice base entdo
qualquer caminho unicursal comeca ou termina com @y. Invertendo o papel de a; como
aresta inicial ou final, temos uma bijec2o entre os caminhos unicursais pares e impares
(j& que |A| é um mimero par). Se o vértice base ndo é v, entfo todo caminho unicursal
contém aiaqsa3. Podemos transformar as 3 arestas a;i, a2, a3 em uma eliminando o vértice
va, ou seja, consideramos o novo grafo orientado G' = (V', A',&],¢,) onde V! = V — {vs},
A" = (A~ {a1,a0,a3}) LU {b}, el(a) = e1(a) e eh{a) = e3(a) se a € A {ay,as, a3}, €1{b) =
e e5(b) = vz (veja a Figura 4.5). Um caminho unicursal no grafo orientado G' é exatamente
um caminho unicursal em G com aiasas substituidos por 6. O grafo orientado G’ tem
VY = |V]| -1 vértices e |A| = |A| — 2 arestas, logo |A'| = 2{V"|; além disso, existe uma
bijeciio entre os caminhos unicursais de G e de G' que preserva a paridade. Como G’ tem
menos vértices que G podemos aplicar inducido finita e concluir a prova para este caso.

Qg
Vo
a a3
b
/ \ U/\ ' N
G G

Figura 4.5: Desenhos de parfes dos grafos G e G' do primeiro caso.

Segundo caso: Suponhamos que o grafo orientado G tenha um vértice de grau 2. Logo,
(& tem uma configuragdo formada por 3 vértices vy, vg, vs € por k+2 arestas a,, ..., Gx, Oxi1, Cxy2
tais que &1(ar+1) = V1 e ea{apy1) = vg, €1(ara) = V2 € e9(@ks2) = U3, e2{a;) = v para
1 € i<k, ordem{vi) > 2 e ordem{vy) = 2. Para cada i = 1,..., k, construimos um novo
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grafo orientado G; = (V, A;,65,¢5) onde A; = (A — {a;, ap1}) U {b;, b}, £l (a) = ai{a) e
e5(0) = £3(a) se @ € A — {a;, a1}, €4(b:) = £1(as) e €5(b;) = va, £1(B) = v2 e 5(b) = v
(veja a Figura 4.6). O grafo orientado G satisfaz todas as hipiteses e cai no caso anterior.
Cada caminho unicursal em G gera um caminho unicursal em G; para algum 7 e vice-versa,
preservando a paridade. Assim, caimos no caso anteror.

b
\/ eans Gki2 Gt
a1 N\ Gk vy vg Vg V3
a 4
G G

Figura 4.6: Desenhos de partes dos grafos G e G; do segundo caso.

Terceiro caso: Suponhamos que nio ocorra nenhum dos dois casos anteriores. Logo,
ordem{z) > 4 para todo vértice £ de G. Como ), ordem(x) = 2{A| = 4|V entdo todo
vértice tem ordem 4. Desde que ndo temos configuragdes como a do 1° caso, o grafo orientado
G deve conter uma configuracio formada por 8 vértices w, t, v, to, 73, U4, Us, Ug € POr 7 arestas
a, 61, G2, B3, G4, G5, @ tais que e1(a) = w e &2{a) = £, e1(a) = v, e £2(0y) = w, £1(az) = v2
e e2(ag) = w, e1{az) =t e ex(as) = v3, e1{a) =t € £2(a4) = vy, €1(a5) = w e £a(as) = vs,
e1{ag) = vg e e2(ag) =t (veja a Figura 4.7).

(N U3
1 p

Ya, 4s

s w a i ds
(e - > - —eUg

4o Yo,
b [

Y Va4

Figura 4.7: Desenho do grafo G do terceiro caso.

Construimos novos grafos orientados Gy = (V, Ay, e, &l) onde A = (A—{a,a:})U{b, b, },
el(@) =e1{a) ecifa) = ez(a) sea € A—{a,m1},el(d) =teel{b) =t ei(l) =vieci(br) =t
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Figura 4.8: Desenho do grafo (1 do terceiro caso.
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Figura 4.9: Desenho do grafo G5 do terceiro caso.
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e Gy = (V, Ap,e%,e2) onde Ay = (A~ {0,3,)) U {b,ba}, £2(a) = 1(a) ¢ £}(a) = ea(a) se
a € A—{a,a2}, 5(b) =t ecy(b) =t, ei(bs) = vy € £3(b2) =1 (veja a Figuras 4.8 e a Figura
4.9). Qualquer caminho unicursal de G contendo a;¢ gera um caminho unicursal em Gy, e
um contendo aqa gera um caminho unicursal em G,; além disso, a paridade é preservada.

No entanto, ha caminhos unicursais em G e em G3 que ndo provém de caminhos unicur-
sais em G, explicitamente sd0 aqueles contendo biay on bias em Gy e aqueles contendo byas
ou byas em Goy; eles sio exatamente os caminhos unicursais nos grafos Gy = (V, 43,3, e3)
onde A3 = (A - {a,a3}) U {b,ba}, 3(a) = e1{a) e e}(a) = ez(a) se a € A — {a,a3}, e}(b) = ¢
e e3(b) =t, £3(by) = w e e3(by) = v3 & Gy = (V, Ay,et,¢3) onde Ay = (A — {a,as}) U {b, b4},
efa) = e1(a) eed(a) = s(a) sea € A—{a,a4}, e3(B) =tech(b) =¢, e1(ba) = weed(by) = v4
(veja a Figura 4.10 e a Figura 4.11). As paridades sao preservadas.

Como o teorema é verdadeiro para G,, Gz, Gz e G, pelos casos anteriores, é verdadeiro
para G. |

Observacio 4.2.1 A condigio |A| 2 2|V| é realmente necessdria para o Teorema 4.1.1.
Consideremos o grafo G = (V, A, e1,e9) ondeV = {v1, ..., }, 4= {1, .., 0201}, €1(a;) = v
€ e9(t;) = Vig1 €1 L P < n—1, 61(an) = VYn €€2(an) = Un, €1{0) = Vicnt1 € €2(0;) = Vin
sen+1<i<2n—1 (veja ¢ Figure 4.12). Hé apenas um caminho unicursal de vy até vy.

dl Qs 1

a3 Gy —
U2 e V3 Vs Un—1 3T 0,

U1 Grn

Qp41 Gpi2 Op43 Aon—1

Figura 4.12: Desenho do grafo da Observagao 4.2.1.

Exemplo 4.2.3 No Ezemplo 4.1.2, ni{u,v) =2 # 0 = na(u,v) pois |Al =5 < 8 = 2|V|
e o Teorema 4.1.1 nio pode ser aplicado.

Exemplo 4.2.4 Consideremos o grafo orientado G = (V, A, e1,65) onde V = {u,v,w},
A = {a1,09,03,04,05,06}, c1{a1} = v € £2{01) = w, £1(as) = w € e2(aa) = v, &:{a3) =
u e e9(as) = v, g1{as) = v e gx{a) = u, e1{as) = u e ex{as) = u, e1(ag) = w €
es(ag) = w (veja o Figure 4.18). Como |A] = 6 < 6 = 2|V|, 0 Teorema 4.1.1 é vdli-
do para G. Escolhendo os vértices u e v, temos que o0s dnicos caminhos unicursais de u
até v sao C)‘1 = Uy, s, A3, 4, a5, a3, C2 = O3, 44, 05, 01, G, G2, C3 = 4as,01, 06, 02,04, 03 €
Cy = a5, 03,04, 01, O, G2, G5 permutacdes associadas a eles sGo respectivamente o, = (236) =
(23)(26), op = (135624) = (14)(12)(16)(15)(13), o3 = (1542)(36) = (12)(14)(15)(36) e
o4 = (156234) = (14)(13)(12)(16)(15), portanto, G tem apenas 4 caminhos unicursais de u
até v, 2 pares e 2 tmpares.
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Figura 4.13: Desenho do grafo do Exemplo 4.2.4.

4.3 Teorema de Amitsur-Levitzki
A seguir, provamos o Teorema de Amitsur-Levitzki pela prova de Swan.

Teorema 4.3.1 (Amitsur-Levitzki) Se K é um corpo e n um nimero natural, entdo sop €
umna identidade polinomial de My{K).

Prova: Como ss, é multilinear, é suficiente mostrar que este polinémio se anula quando
calculado em elementos de uma base de M,(K). Escolhemos a base usual, formada pelas
matrizes €;;, nas quais a posi¢ao 17 é igual a 1 e as demais posi¢oes sdo nulas. Para simplificar
escreveremos (7, 7) ao invés de €;;. Tomemos 2n matrizes desta base

Ay = (i1, 1), Az = (12, J2); --r Azn = (f2n, J2n)

e calculemos $5,( Ay, ..., Ag,). Se A; = A, para i e j distintos, entdo sa,(As, ..., Aon) = 0. As-
sumimos entio que as matrizes Ay, ..., Ao, sao distintas. Construimos um grafo orientado cu-
jos vértices sdo os mimeros 1,2, ..., n e cujas arestas séo os 2n pares (ig, j1), (82, J2)y --s (320, Jon);
definimos também e1(%, j) =1 e £2(i, j) = j. Um produto A,yAz()...As2) € ndo-nulo se e
somente se representa um caminho unicursal neste grafo, e ele produz o valor (4, §) se e so-
mente se comega em ¢ € termina em j. Pelo Teorema 4.2.1, (3, j) é obtido 0 mesmo mimero
de vezes através de permutacOes pares e impares. Logo, na soma > o (—1)7Ag1y..-As(zn)
as duas contribuicGes sfo canceladas. Portanto, son(A1, ..., A2n} = 0.
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Capitulo 5

Teorema de Higman

Em 1952, G. Higman {10] publicou um artigo provando um teorema, hoje
conhecido como Teorema de Higman, que é uma ferramenta importante utilizada
no Capitulo 6. Espomos este resultado seguindo ¢ artigo original de Higman.

5.1 Propriedade da base finita

Definicao 5.1.1 Umae relacdo de quasi-ordem num conjunto P é uma relacio simbolizada
por < e que para quoisquer T,y € 2 em P satisfaz as seguintes propriedades:

(i) z £ z (reflexiva);

(i) sex € y ey < z entdo x £ z (transitiva).

Um congunio P no gual estd definida uma relagdo de quasi-ordem é chamado um conjunto
quasi-ordenado.

Definicdo 5.1.2 Ume relagéo de quast-ordem num conjunto P é chamada uma relacio de
ordem parcial se pare quaisquer & ¢y em P satisfaz a seguinte propriedade:

(iii) sex Sy ey < T entGo z = y (anti-simétrica).

Um conjunto P no qual estd definida ume relagdo de ordem parcial é chamado um conjunto
parcialmente ordenado.

Definicao 5.1.3 Uma relacdo de ordem parcial num conjunto P é chamade uma relagio de
ordem total (ou linear) se para quaisquer x ey em P satisfaz a sequinte propriedade:
{iv)z <y ovy <z (xey sio chamados compardveis).

Um conjunto P no qual estd definida uma relagio de ordem total é chamado um conjunto
totalmente ordenado (ox um conjunto linearmente ordenado).

Exemplo 5.1.1 Seja A = {a = (a4,09,...) : ¢; € N para i € N}. Pare @ = (a1,aq,...) €
b= (by,bs,...) € A, definimos umae relacdo de quasi-ordem escrevendo que a < b se existe
uma aplicagdo ¢ : N — N {tal que a; < by para cade © € N. E fécil ver que esta relagio
de quasi-ordem néo é uma relacdo de ordem parcial. Sejam a = (1,2,3,...) eb=(2,4,6,...).
Considerando as aplicagoes ¢ : N — N dade por p(n) = 2n eid : N — N @ aplicagdo
identidade, temos que b £ a ¢ a < b respectivamente. No entanto, a # b, mostrando gue nao
é uma relagdo de ordem parcial.
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Exemplo 5.1.2 Consideremos o conjunto N dos nimeros naturais e definamos m < n se
m divide n. BEsta é uma relacdo de ordem parcial, porém ndo é uma relagéo de ordem total,
porgue, por ezemplo, 4 néo divide 7 e 7 ndo divide 4.

Exemplo 5.1.3 Consideremos A como o conjunto das letras do alfabeto latino. O conjunto
P formado por todos os subconjuntos de A onde M < N se M C N ¢é parcialmente ordenado.
Porém, P néo é totalmente ordenado pois {a,b} ndo contém {c} e {c} nédo contém {a,b}.

Exemplo 5.1.4 Se tomarmos o conjunto dos ndmeros inteiros Z e x < y com 0 seu signifi-
cado habitual, teremos um conjunto totelmente ordenado.

Proposigdo 5.1.1 Todo subconjunio de um congunto quasi-ordenado também é um conjunto
quasi-ordenado.

Proposicdo 5.1.2 Todo subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado também é um
conjunto parcialmente ordenado.

Proposicdo 5.1.3 Todo subcongjuntc de um conjunto totalmente ordenaudo também é um
conjunto totalmente ordenado.

Defini¢do 5.1.4 O fecho de um subconjunto S de um conjunto quasi-ordenado P, denotado
por cl(S), é o conjunto de todos os elementos b em P tais gue para algum a em 5, a < b.

Definicdo 5.1.5 Um subconjunto de um conjunto quasi-ordenado ¢ fechado se ele é igual
ao seu fecho. Um subconjunto de um conjunio quasi-ordenado € aberio se seu complemento
é fechado.

Proposicdo 5.1.4 Em qualguer conjunto quasi-ordenado P, o conjunto vazio @ e o conjunto
todo P sio conjuntos fechados.

Prova: Para mostrar que @ é fechado, precisamos mostrar que para todo elemento ¢ em @
ndo existe um elemento b fora de 0 tal que a < b; mas desde que nio existem elementos em
0, este requisito estd automaticamente satisfeito. O conjunto P é fechado, pois se a € P,
entio todo elemento b tal que ¢ € b &€ um elemento de P. |

Coroldrio 5.1.1 Em gualquer conjunto guasi-ordenado P, o conjunto vazio @ e o conjunto
todo P sdo conjuntos abertos.

Proposicao 5.1.5 Se § é um subconjunto de um conjunio quasi-ordenado P e F & um
subconjunto fechado de P tal que S C F, entdo cl(S) C F.

Prova: Seja a € cl(S). Logo, existe b em S tal que b € a. Como b € F' e F ¢ fechado, temos
que g € F. |

Observacdo 5.1.1 Ezpressamos também o proposicio anterior dizendo gue cl(S) é o menor
conjunto fechado que contém S.
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Proposicao 5.1.6 Seja P um congunto guasi-ordenado. Entdo
(1) qualguer unido de conjunios fechados em P ¢ fechadu;
(i1} qualquer intersecio de conjuntos fechados em P € fechada.

Prova: Seja {F;} uma classe arbitrdria de conjuntos fechados em P.

Para provar (i), devemos mostrar que F = U;F; é fechado. Se {F;} é vazio, entdo F' é
vazio, e pela Proposicdc 5.1.4, F ¢ fechado. Suponhamos que {F;} ndo seja vazio. Logo,
se a € cl(F') entdo existe b € F tal que b < a. Como b € F;, para algum ¢, temos que a € F.
Logo, cl(F) C F, ou seja, F = cl(F) e F é fechado.

Para provar (i1), devemos mostrar que F' = N;F; & fechado. Se {F;} ¢ vazio, entdo
F = P, e pela Proposigdo 5.1.4, F é fechado. Suponhamos que {F;} nao seja vazio. Logo,
se a € cl(F) entdo existe b € F tal b £ a. Como b € F;, para todo 4, temos que a € F;, para
todo 4. Logo, cl(F) C F, ou seja, F = cl(F) e F ¢é fechado. [

Coroldrio 5.1.2 Seja P um conjunto quasi-ordenado. Entéo
(1) qualquer unido de conjuntos abertos em P ¢é aberta;
(i) qualquer intersecdo de conjuntos abertos em P ¢ aberta.

Proposicao 5.1.7 Sejam P um conjunto quasi-ordenado, S um subconjunto de P ¢ F um
subconjunto fechado de P. Entao F — S é um subconjunto fechado de P — S.

Prova: Sejaa € P — Stal que existe b € F— S onde b < a. Logoa € Fea ¢ S. Portanto,
a € F—S5. Assim, F — § é fechado em P — §S. [ ]

Proposicao 5.1.8 Sejam P um conjunto quesi-ordenado ¢ A ¢ B subconjuntos de P. Entdo
(i) c{ AU B) = cl(A) U cl(B);
(it) cl(A N B) C cl{A) Nel(B).

Prova: Para provar (i), consideremos a € cl(A U B). Logo, existe b € A ou b € B tal que
b < a. Assim, a € ¢l(A) ou b € cl(B). Portanto, cl{AU B) C cl(A) U cl(B). Consideremos
agora a € cl{A) U cl(B). Logo, existe b€ Aou b e B tal que b < a. Assim, ¢ € cl(AU B).
Portanto, cl{A) Ucl(B) C cl(AU B).

Para provar (ii), consideremos ¢ € ¢l(AN B). Logo, existe b€ Ae be B tal que b < a.
Assim, a € cl(A) e a € cl{B). Portanto, cl(AN B) C ¢l{A) Nel(B). |

Observacdo 5.1.2 Nio necessariamente cl{A N B) = cl(A) Ncl(B). Se considerarmos o
conjunto quasi-ordenado Z onde a £ b se a divide b, temos que cl{({2} N {3}) =cl(®) =B ¢
cl({2}) Nel({3}) = 6Z.

Definigdo 5.1.6 Um conjunto quasi-ordenado P tem ¢ propriedade da base finita se todo
subcongunto fechado de P € fecho de um conjunio fintto. Um conjunto guasi-ordenado com
a propriedede da base finita é chamado conjunto parcialmente bem ordenado.

Definicdo 5.1.7 Dizemos que um subconjunto S de um conjunto quasi-ordenado P satisfoz

o condicdo da cadeia ascendente se pare tode segiéncie infinite a; € ¢ € a3 < ... em S
existe n € N tal que 6 = Gpii = Gpya = ...
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Proposicao 5.1.9 Seja P um conjunto guasi-ordenado tal que nao exisie uma infinidade
de elementos mutuamente incomparbveis em P. Se aj,a9,... € uma segiiéncia infinita de
elementos de P ¢ {; = {j € N : a; € a; ou a; < a;} para cade i em N, entdo existe ig € N
tal que Q;, é infinito.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que para qualquer ¢ em N, £; € finito. Seja by, by, ... a
subseqiiéncia infinita definida por
by = Qm, ondemy =1e
b; = @, onde m; = maz(Qpm,_,) + 1, para iz 2.

Logo, os elementos de (b;) constituem uma infinidade de elementos mutuamente incom-
pardveis em P, o que é uma contradi¢ao. [

Proposigao 5.1.10 Seja P um conjunto quasi-ordenado tal que néo eriste uma infinidade
de elementos mutuamente incompardveis em P. Entdo toda seqiéncia infinita de elementos
de P tem uma subseqiiéncia infinita com todos os elemenios compardveis.

Prova: Sejam ay,asz, ... uma seqiiéncia infinita de elementos de P e ; = {j € N:g; € a;
ou a; < a;} para cada i em N. Seja by, by, ... a subseqliéncia definida por
by = @, onde m; = min({j € N : Q; ¢ infinito}) e
b; = G, onde m; = min{{j € Qp,;_, : ; & infinito}), para i > 2.

Pela Proposigao 5.1.9, esta subseqgtiéncia ¢ infinita. Além disso, todos os seus elementos
SA0 COmparaveis. [ |

O préximo teorema caracteriza bem os conjuntos parcialmente bem ordenados, apresen-
tando uma vérias das suas propriedades.

Teorema 5.1.1 As seguintes afirmagdes sdo egquivalenies num conjunto quasi-ordenado P:
(i) P tem a propriedade da base finita;

(it} a condicdo da cadeia ascendente é mantide para subconjuntos fechados de P;

(1ii) se S € um subconjunto qualquer de P, existe um conjunto finito S, tal que Sy € S C
CZ(SU);

(i) toda segiiéncia infinita de elementos de P tem uma subsegiiéncia infinita ascendente;
(v) se ai1,as, ... € uma segiiéncia infinita de elementos de P, ezistem inteiros positivos i € j
tats que t < j e a; £ a4,

(vi) néo eriste uma segiéncia infinita estritamente descendente em P, nem uma infinidade
de elementos mutuamente incompardveis em P.

Prova: A prova deste teorema seré feita em trés etapas. Primeiro, provaremos a equivaléncia
das trés primeiras afirmagdes; depois, provaremos a equivaléncia das trés 1iltimas afirmacgdes;
por fim, provaremos que (iii) implica (v) e que (v) implica (ii).

Se P tem a propriedade da base finita, suponhamos, por absurdo, que exista uma se-
qiiéncia infinita ) C F, C ... de subconjuntos fechados de P com a propriedade de que para
todo inteiro positivo ¢ existe um infeiro positivo 7 tal que F; estd contido propriamente em
F;. Pela Proposicado 5.1.6, F = UX Fi é fechado. Sejam G um conjunto finito tal que
F=cl(G) eneN tal que G C F,. Como F, & fechado, temos que F = c¢l(G) C F,. Logo,
F =F, = Fpy1 = ..., 0 que é uma contradigdo. Portanto, (i) implica (ii).

42



Se a condicio da cadeia ascendente é mantida para subconjuntos fechados de P, vamos
supor, por absurdo, que exista um subconjunto S de P tal que para qualquer subconjunto
finito S de S temos que § & cl(Sy). Sejam a; € S e Ay = {a,}. Logo, existe az € 5 tal
que ay ¢ cl(4); seja A = {a1,a2}. Logo, existe a; € S tal que a3 ¢ cl{Ag); seja 43 =
{a1,a2,a3}. Continuando este processo sucessivamente, teremos uma cadeia de conjuntos
fechados cl(A;) C cl{As) C ... C cl(An) C ... tal que a condigio da cadeia ascendente nio se
mantém, o que é uma contradigio. Portanto, (ii) implica (iii).

Se a afirmacdo (iil) € verdadeira e F' é um subconjunto fechado de P, entdo existe um
conjunto finito Fy tal que Fy C F C cl{Fy). Como cl{Fy) € F (Proposigao 5.1.5), temos
que F = cl(Fy) e F é fecho de um subconjunto finito. Portanto, (iii) implica (i} e fica
demonstrada a equivaléncia das trés primeiras afirmagdes.

Se a afirmacéo (iv) é verdadeira e ay, ay, ... € uma seqiiéncia infinita de elementos de P,
tomemos uma subseqiléncia infinita ascendente @;, a;,... de a1, 0, .... Logo, i < j e g, < a;.
Portanto, {iv) implica (v).

Consideremos que a afirmacdo (v) é verdadeira. Suponhamos, por absurdo, que exista
uma seqliéncia infinita estritamente descendente a;,as,... em P. Logo, existem inteiros
positivos ¢ e j tais que i < j € g; < ay; como a; € 41, teMOs que ¢; K a;45, 0 que é uma
contradicdo. Se A é um subconjunto infinito de P, entao tomando uma seqliéncia infinita
a1, dg, ... de elementos distintos em A temos que existem inteiros positivos ¢ e 7 tais que 1 < 3§
e g; < a;. Portanto, (v) implica (vi).

Consideremos que a afirmacio (vi) é verdadeira. Seja ay, ag, ... uma seqiiéncia infinita de
elementos de A. Pela Proposicdo 5.1.10, existe uma subseqiiéncia by, ba, ... de {(g;) tal que
b; < b; ou b; < b; para quaisquer ¢ e j em N. Para cada b;, seja ; = {j > i : b; < b;}. Seja
A={ieN:, ¢ finito} e consideremos os dois possiveis casos:

Primeiro caso: A é finito.

Seja my um {ndice suficientemente grande tal que i € A se i > my. Logo, §; é infinito se
t = my. Seja ey, o, ... & subseqiiéncia infinita definida por
cr =bpy, €
¢; = by, onde m; = min(Q,,_, ), parai > 2.

Como ¢; £ ¢;41 para todo ¢ 2 1, temos que (¢;) é uma subseqiténcia infinita ascendente
de {a;).

Segundo caso: A ¢ infinito.

Seja ¢y, €9, ... a subseqiiéncia infinita definida por
¢y = bm, onde my = min(4) e :
€ =by, ondem; =min({j>mi_1:j€ A—Qpp,_ 1}) para i 2 2.

Como ci41 2 ¢; para todo i 22 1, temos que (¢;) € uma subseqtiéncia infinita estritamente
descendente de (a;), 0 que & uma contradicéo.

Portanto {vi) implica (iv) e fica demonstrada a equivaléncia das trés dltimas afirmacdes.

Consideremos que a afirmaciio (iii) é verdadeira. Sejam a,, as, ... nma seqliéncia infinita
de elementos de P e B o conjunto dos elementos desta seqiiéncia. Logo, existe um conjunto
finito By tal que By C B C ¢l{(By). Como By é finito, existe um inteiro j tal que todo
elemento de By é um a; com ¢ < j; e como B C ¢l(By), para algum a; em By temos que
a; € a;. Portanto (iii) implica (v).

Consideremos que a afirmacéo (v) é verdadeira. Afirmamos que néo pode existir uma
seqiiéncia infinita propriamente ascendente Fy, Fy,... de conjuntos fechados em P. Pois
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supondo o contrario, se construirmos a seqiliéncia {a;) onde a; € F;;y — F;, teremos um
absurdo. Portanto, (v) implica (ii) e a prova esta concluida. B

Definicdo 5.1.8 Sejo ¢ : A — B uma aplicagio entre dois conjuntos quasi-ordenados A e
B tais que a relacdo de quasi-ordem de A é denotada por £ e a relagdo de quasi-ordem de
B ¢ denctada por <. Se a < b implicar ¢(a) < ¢(b) pare quaisquer a eb em A, dizemos que
¢ € um homomorfismo.

Proposicio 5.1.11 Sey : A — B é um homomorfismo entre dois conjuntos quasi-ordenados
A e B ¢ F & um subconjunto fechado de B, entdo ¢~ (F) é um subconjunto fechado de A.

Prova: Denotemos as relacdes de quasi-ordem de A e B por £ e < respectivamente. Se
a € cl{¢ 7 H(F)) entdo existe b € ¢~ {F) tal que b < a. Como ¢(b) € F e ¢{b) < ¢(a), temos
que ¢(a) € F. Logo, a € ¢~ (F) e portanto ¢ {F) ¢ um subconjunto fechado de A. |

Teorema 5.1.2 Todo subconjunto de um conjunto parcialmente bem ordenado também €
parcialmente bem ordenado. Tode imagem homomdrfica de um conjunio parcialmente bem
ordenado é também parcialmente bem ordenada.

Prova: Seja S um subconjunto de um conjunto parcialmente bem ordenado P. Pela
Proposi¢do 5.1.1, S é quasi-ordenado. Seja aq, ag, ... uma seqiiéncia infinita de elementos
de 5. Como ai,ag, ... também ¢ uma seqiiéncia infinita de elementos de P, pelo Teorema
5.1.1, temos que existemn inteiros positivos ¢ € 7 tais que 7 < j e g; £ a;. Novamente pelo
Teorema 5.1.1, temos que & tem a propriedade da base finita. Portanto, S é um conjunto
parcialmente bem ordenado.

Sejam A um conjunto parcialmente bem ordenado, B um conjunto quasi-ordenado, ¢ :
A = B um homomorfismo e Fy C F» C ... uma seqiiéncia infinita de conjuntos fechados de
¢(A). Pela Proposigdo 5.1.11, temos que ¢~ (F1), ¢~ (F2),... € uma seqiléncia infinita de
conjuntos fechados de A e, pelo Teorema 5.1.1, temos que existe n € N tal que ¢~ {(Fy,) =

¢ H{Fpy1) = ... Como ¢(pS)) = S para qualquer subconjunto S de B, temos que
Fy, = F,4; = .... Assim, novamente pelo Teorema 5.1.1, ¢(A) tem a propriedade da base
finita. Portanto, ¢(A) € um conjunto parcialmente bem ordenado. B

Defini¢do 5.1.9 O produto cartesiano de dois conjuntos quasi-ordenados P e Q é o conjunto
de pares ordenados (a,b) coma € A e b € B, munido da relagio < onde {a1,01) < (ag, bo)
se, e somente se, a1 < Qg € by < bo.

Proposicdo 5.1.12 O produto cartesiano de dois conjuntos quasi-ordenados também é um
conjunto quasi-ordenado.

Teorema 5.1.3 O produto cardinal de dois conjunios parcialmente bem ordenados também
é um conjunto parcieclmente bem ordenado.

Prova: Sejam P e @ dois conjuntos parciamente bem ordenados e (a;,5;), ¢ € N, uma se-
qiléncia infinita do produto cardinal de P e (). Pelo Teorema 5.1.1, temos que a seqgiiencia
(a;) possui uma subseqtiéncia infinita ascendente; chamemo-la («;). Tomemos a subseqiién-
cia infinita (o, b;) de (a;, ;). Novamente, pelo Teorema 5.1.1, temos que a seqiiéncia (b;)
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possui uma subseqgiiéncia infinita ascendente; chamemo-la (8;). Assim, (ax, 8;) é uma sub-
seqiiéncia infinita ascendente de (a;, b;) e, pelo Teorema 5.1.1, o produto cardinal de P e
() é um conjunto parcialmente bem ordenado. [ |

Teorema 5.1.4 Seje P(M) uma proposicdo com relagcdo ¢ um conjunio quasi-ordenado M.
A proposigio P(M) é verdadeira se P(A) é verdadeira para qualquer subconjunto aberto
préprio A de M. Se M é um conjunto parcialmente bem ordenado entdo P{M) ¢é verdadeira.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que P{M) seja falsa. Logo, P(A;) é falsa para algum
subconjunto aberto préprio de M, bem como P(A,) ¢ falsa para algum subconjunto aberto
préprio de Ay, e assim por diante. Os complementos em M de A;, As, ... formam uma cadeia
infinita propriamente ascendente de subconjuntos fechados de M. Pelo Teorema 5.1.1, M
ndo tem a propriedade da base finita, o que é uma contradigio. [ ]

Teorema 5.1.5 Se M é um conjunto quasi-ordenado tal que para todo a em M, M ~
cl(a) é um conjunto parcialmente bem ordenado, entdo M ¢ um conjunto parcialmente bem
ordenado.

Prova: Sejam F um subconjunto fechado nio-vazio de M e a um elemento de F. Pela
Proposicido 5.1.7, F — cl(a) é um subconjunto fechado de M — cl(a}. Logo, F' — ci(a) é o
fecho em M — cl(a) de um conjunto finito F;. Pela Proposicéo 5.1.8, o fecho de Fy U {a}
em M & F. Portanto, M & um conjunto parcialmente bem ordenado. |

Definicao 5.1.10 Se (M;) = (M, M, ..., My,) é uma segiiéncie de conjuntos parcialmente
bem ordenados, entGo uma segunda segiiéncia (M;) ¢ dita obtida da primeire por descendén-
cia se para algum inteiro v, 0 < r < n, temos que

(i) para i > v, M, = M;;

(ii) M, é um subconjunto aberto proprio de M,;

(i) para i <7, M, ¢ qualquer conjunto parcialmente bem ordenado.

Lema 5.1.1 Se {M;) = (M, My, ..., M,) é uma segiiéncia de conjuntos percialmente bem
ordenados, entdo nao existe nenhuma cadeia infinita de segiiéncias (M;r)), r=1,2,..., tal
que (MDY = (M;) ¢ (MIV) ¢ obtida de (M) por descendéncia para todo 7.

Prova: Provemos por inducio em n.

Para n = 0, suponhamos, por absurdo, que exista uma ca,dela. infinita de segiiéncias
( M(")), r=1,2, ..., tal que para todo r, { MO"H)) ¢ obtida de (M ) por descendéncia, ou
seja, My 1) ¢ um subconjunto aberto préprio de Mé"). Os complementos em M,gl) de (M; (T))
formam uma cadeia propriamente ascendente infinita de conjuntos fechados em Mél], 0 que
¢ uma contradicio, pois Mol) é um conjunto parcialmente bem ordenado.

Seja n > 0. Suponhamos, por absurdo, que exista uma cadela infinita de seqﬁénmas
(M, MM, = 1,2, ..., tal que para todo 7, (M) & obtida de(M ™) por de-
scendéncia. Como para cada 7, M,(,,T“) MY ou MY & um subconjunto aberto préprio
de MY ), temos que ME = MFED = . para um k suficientemente grande. Assim se
consideramos a cadeia (M§", M. {r), _1), r = k,k+1,.., temos que ela é uma cadeia
infinita tal que para todo 7, (Mér"'l) IVII(H'1 oees M, (H'l)) é obtzda de (M, MO, MD)
por descendéncia, o que é uma contradicio segundo a hipétese de indugio. [
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Teorema 5.1.6 Sejam (M;) = (Mg, My, ..., M) uma segiiéncia de conjuntos parcialmente
bem ordenados e P(M;) uma proposicio com relagio & seqiiéncia (M;). Se a proposigio
P(M;) ¢ falsa entio P(M;) é falsa para alguma segiiéncia (M;) obtida de (M) por de-
scendéncia. Entio P(M,) é verdadeira.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que P{M;) seja falsa. Logo, P(Mz-(n) é falsa para alguma
seqiiéncia (Mi(l)) obtida de (M;} por descendéncia, bem como P(M}QJ) ¢ falsa para alguma
seqiiéncia (M!-(z}) obtida de (Mé{l)) por descendéncia, e assim por diante. HEstas seqiiéncias
(M), r =1,2,..., formam uma cadeia infinita que para todo r, (M) & obtido de (M)
por descendéncia, o que é uma contradi¢do com relagdo ao Lema 5.1.1. |

5.2 Teorema de Higman

Definicao 5.2.1 Uma ilgebra abstrata (A, M) (ou simplesmente uma dlgebra) é um par
ordenado de conjuntos A e M tal que cada u em M ¢é um operador r-drio, pare algum inteiro
ndo-negativo r, que leve cade segliéncia a1, 6, ..., G, der elementos de A num tnico elemento
pular, as, ..., a.) de A. O conjunto A é chamado de conjunto de elementos ¢ o conjunto M de
conjunto de operacoes.

Notagéo 5.2.1 Numa dlgebra (A, M), denotaremos:

(i) M, como o subconjunio de M que contém todas as operagbes r-drias;
(10) pe1a2...ap = p(a1, @y, .. @r) para p€ M, ea; €A, 1 <17

(it} as primeiras letras do alfabeto, a,b, ..., como elementos de A;

() as dltimas letras do alfabeto, x,y, ..., como seqiéncias finitas (possivelmente vazias) de
elementos de A;

(v) os comprimentos das segiiéncias de elementos de A sempre fazendo sentido; por exemplo,
se u € M,, na ezpressdo uxay os comprimentos s et de x ey satisfozem s +t+1=r.

Definicdo 5.2.2 Uma subélgebra (B, M) de uma dlgebra (A, M) & uma dlgebre em que B
é um subconjunto de A.

Observacdo 5.2.1 Numa subdlgebra abstrata (B, M) de uma dlgebrae abstrata (A, M), pyx €
B para qualguer operador r-ério p de M e qualquer seqiéncia  de v elementos de B.

Definigdo 5.2.3 Uma dlgebra abstrata é chamade minimal se ndo possui nenhuma subdlge-
bra distinta dela prdprie.

Proposicao 5.2.1 Se (A, M) é uma dlgebra e F wma fomilia de subdlgebras de (A, M),
entdo (B, M) € uma subdlgebra de (A, M}, onde B = Near anerA’.

Prova: Sejam g um operador r-drio de M e a4, ..., a, uma seqiiéncia de r elementos de B.
Como os elementos a;, ..., ¢, pertencem a cada A’ em F, temos que pfai, ..., a;) pertence a

cada A’. Logo, p(as,-..,a,) € B. [ |
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Definicdo 5.2.4 Sejam (A, M) uma dlgebra, S um subconjunto de A e B = Nearper A’
onde F = {(A', M) subélgebra de (A, M) : § C A'}. A subdlgebra (B, M) é chamada
dlgebra gerada por S, e o conjunto S é chamado conjunto gerador de subdlgebra (B, M).

Proposigao 5.2.2 Sejam (A, M) uma dlgebra e Ay = {a € A: yxr = a para algum p € My
e x a seqiéncia vazia}. A dlgebra (A, M) é minimal se, e somente se, Ay é um conjunto
gerador da dlgebra (A, M — My).

Prova: Consideremos que a dlgebra {A, M) seja minimal. Suponhamos, por absurdo, que
Ay ndo é um conjunto gerador da dlgebra (A, M — My). Logo, existe a € A tal que a ¢ Ag.
Assim, a dlgebra gerada por Ay, com relagdo a M, é uma subdlgebra de (A, M). Portanto,
(A, M) ndo é minimal, o que é uma contradi¢do.

Consideremos agora que Ay € um conjunto gerador da dlgebra (4, M — My). Seja (B, M)
uma subslgebra de (A4, M). Provemos que (4, M) = (B, M), ou seja, A = B. Claramente,
Ay € B. Como Ap é um conjunto gerador da dlgebra (A, M — My), temos que (A, M) =
(B, M). Portanto, (A, M) é minimal. [

Proposigio 5.2.3 Toda dlgebra (A, M) tem uma dnica subdlgebre minimal.

Prova: Sejam Ay = {a € A: uz = a para algum g € My e x a seqiiéncia vazia} e (B, M)
a subélgebra gerada por Ag. Como (B, M) ndo contém nenhuma subdlgebra distinta dela
propria ¢ estd contida em toda subslgebra de (A4, M), ela é a tinica subdlgebra minimal de
(A, M). ||

Definicdo 5.2.5 Uma dlgebra (A, M), tal que A € uwm conjunto gquasi-ordenado, é uma
dlgebra ordenada se satisfaz a seguinte propriedade para todo u em M e para quaisquer
a, bz, y:

(i) se a < b entdo pray < paby.

Definicdo 5.2.6 Nume digebra ordenada (A, M), a relogc@o de quasi-ordem ¢ chamada or-
dem de divisibilidade se satisfaz a seguinte propriedade pare todo p em M e para quaisquer
a,x, Y-

(i) a < pray.

Uma dlgebra ordenade na qual a relagio de quosi-ordem é uma ordem de divisibilidade &
chamada uma slgebra com ordem de divisibilidade.

Definigao 5.2.7 Nume dlgebra com ordem de divisibilidade (A, M), tal que cada M, € um
conjunto quasi-ordenado, dizemos que a relagdo de quasi-ordem em A é compatfvel com as
relagdes de quasi-ordem de cada M, se satisfaz a sequinte propriedade para quaisquer u e A
em M, e pare qualgquer x:

(iti) se A < p entdo Ax < pzx.

Lema 5.2.1 Seja (A, M) uma dlgebra com ordem de divisibilidade. Se X é um subconjunto
fechado de A e (B, M) é uma subdlgebra de (A, M) entdo (BU X, M) é uma subdlgebra de
(4, M).
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Prova: Sejam u um operador r-ério em M, a1, ..., a, elementos de BU X e b = pay...a,. Se
ai, ..., Gy pertencem todos a B, entdo b pertence a B, pois (B, M) & uma subslgebra. Caso
contrario, existe um a; que pertence a X e, neste caso, b pertence a X, desde que a; < b em
qualquer ordem de divisibilidade e X é fechado. Portanto, b pertence a BU X. [ |

Teorema 5.2.1 (Higman) Suponhe que (A, M) sejo uma dlgebra abstrata minimal, e que
M., o conjunto de operagdes r-érias em M, seja um conjunto parcialmente bem ordenado
pare T = 1,2,...,n, € seja vazio pare v > n. Se (A, M) tem uma ordem de divisibilidade
compativel com as quasi-ordens de cada M, entdo A tem a propriedade do base finita.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que A ndo tem a propriedade da base finita. Vamos
deduzir a existéncia de uma glgebra abstrata (A, M') com as mesmas propriedades de (4, M)
e que a seqiiéncia (M) é obtida de (M;) por descendéncia. Assim teremos uma contradicio
com relacdo ao Lema 1.

Seja X = {a € A: A — cl{a) tem a propriedade da base finita}. Pelo Teorema 5.1.5,
X # A e X nao é fechado sob M pois (A, M) € minimal. Assim, existe um g em M, para
algum r em 0 € 7 € n, ¢ uma seqiiéncia z = ¢;...a, de elementos de X taisque pz =b ¢ X.
Vamos definir M’ como
M, =Msei#tr—1lei#nr
M;— = M, — cl(p);

M,_, é um caso um pouco mais complexo. No entanto, basta considerar r > 1. Se X é
uma operacio r-iria, ¢ um elemento de A e s € {1,...,7}, denotamos por Aa,s) & Operacao
(r — 1)-éria definida como A(q gty = Azay, onde x tem comprimento s — 1. Seja MY o
conjunto das operagdes Ao s com A € cl{u) e a € A — cl{a,), ordenado como o produto
cartesiano de cl(u) e A —cl{a;). Assim, definimos

M,_; =M, U (U, M),

sem relagbes de ordem entre termos diferentes desta unido.

Seja {A’, M’) a nica subglgebra minimal de (A4, M), conforme a Proposig¢io 5.2.3.

Provemos que (A, M’) tem as mesmas propriedades de (4, M).

Se considerarmos A’ um conjunto quasi-ordenado como um subconjunto de A, nao é diffcil
ver que (A’, M’) & uma glgebra com ordem de divisibilidade e que a relagio de quasi-ordem
de A é compativel com as relagdes de quasi-ordem de (M;).

Se ¢ # 7 — 1, néo ¢ diffcil ver que M, tem a propriedade da base finita. Provemos que
M,_, tem a propriedade da base finita. Como M,_; tem a propriedade da base finita por
hipé6tese e cada M,fa_)l tem a propriedade da base finita pelo Teorema 5.1.3, obviamente a
unido finita de conjuntos com a propriedade da base finita também tem esta propriedade.

Provemos agora que A’ ndo tem & propriedade da base finita. Podemos provar isto
mostrando que A’ contém A — ¢l(b), que por hipotese ndo tem a propriedade da base finita.
Nosso método sers provar que A'Ucl(b) = A, mostrando que {A'Ucl(b), M) € uma subdlgebra
de (A, M).

Pelo Lema 5.2.1, A'Ucl{b) é fechado sob as operacdes de M’, e entdo temos apenas que
provar que é fechado sob as operacdes de M que nio estdo em M’, as quais séo as opera¢des
de cl(p).

Suponha entdo que os elementos ¢, ..., ¢, pertencem a A' U cl(h) e que d = Acy...c, para
um A em ¢f(p). Se a; < ¢; para todo ¢, entdo b = pay...a; < Aei...c. =d e d € cl(b). Mas se
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(0 que ocorre apenas se r > 1) para algum s, ¢, € A — cl{a,), entdo d = A, T, onde T &
uma seqiiéncia de elementos de A’ U cl(b). Como e A’ U cl(b) é fechado sob M’, novamente
temos que d € A’ Ucl(b). Logo A'Ucl(b) & fechado sob M’ e (A'Ucl(b), M) & uma subdigebra
de (4, M).

Portanto, (A', M') tem as mesmas propriedades de (A, M), e a prova estd concluida. B

Em 1960, J. B. Kruskal [20] melhorou o Teorema de Higman provando que.a. condigdo
M, = 0 se r > n pode ser substitufda por M, = M, = ....

Coroldrio 5.2.1 Seja (A, M) uma dlgebra com um ndmero finito de operadores. Se (A, M)
tem uma ordem de divisibilidade e um conjunio gerador com a propriedade da base finita,
entdo A tem a propriedade da base finita.

Prova: Sejam B um conjunto gerador de (A4, M) com a propriedade da base finitae N = {y,
um operador 0-rio: u,x = a onde z ¢ a seqiiéncia vazia ¢ a € B}. Seja M' = M UN.

Pela Proposigao 5.2.2, a 4lgebra (A, M') é minimal.

Além disso, como cada M, é finito, para r > 1, se considerarmos a ordem trivial (¢ < A
somente se 4 = A), cada M, é um conjunto parcialmente bem ordenado. Como M| = MuUN,
M, é finito e N é um conjunto parcialmente bem ordenado, temos que M} ¢ um conjunto
parcialmente bem ordenado. Como M ¢ finito, temos que existe um inteiro nio-negativo n
tal que se r > n entdo M, & vazio.

Néo é diffcil ver que a quasi-ordem de A é uma ordem de divisibilidade em (A, M")
compativel com as quasi-ordens de cada M].

Portanto, A tem a propriedade da base finita. |

5.3 Algumas aplica¢Ges combinatdrias

Mostraremos a seguir algumas aplicacdes do Teorema de Higman em diversas dreas da Com-
binatoria.

Teorema 5.3.1 Se X é um conjunto de inteiros positivos com a propriedade de que em
gualquer subconjunto infinito de X ezistem elementos distintos a e b tais que a divide b,
entdo a mesma propriedade ¢ vélida para P(X), o conjunio de inteiros que podem ser eseritos
como produtos de elementos de X.

Prova: Os conjuntos X e P(X) sdo quasi-ordenados se considerarmos o < b como g divide b.
Pelo item (vi) do Teorema 5.1.1, temos que X é um conjunto parcialmente bem ordenado.
Consideremos o operador bindrio g que associa cada par de elementos de P(X) ao seu
produto. Claramente (P(X),{u}) é uma dlgebra com ordem de divisibilidade ¢ X & um
conjunto gerador para esta dlgebra. Pelo Coroldrio 5.2.1, P(X) tem a propriedade da base
finita. Novamente pelo item (vi) do Teorema 5.1.1, em qualguer subconjunto infinito de
P(X) existem elementos distintos a e b tais que a divide b. o

Definicao 5.3.1 Se A é um conjunto, definimos

S(A4) ={(ay,...,es) 1 a; € Aparai=1,..,n, e n um inteiro ndo-negativo}.
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Definicio 5.3.2 Seja A um conjunto quasi-ordenads. Para 2 = (a1, ...,0:) € ¥ = (by, ..., bg)
em S{A), definimos uma relagdo de quasi-ordem em S(A) escrevendo que T < y se eziste
uma aplicacdo f: {1,...,7} — {1,..., 5} tal que

(i) se i< j entdo f(i) < f(§), para quaisqueri e j em {1,..,7};

(i1) a; < by;) para todo i em {1,...,7}.

A relacio de ordem < em S{A) € chamada ordem natural induzida pela ordem de A.

Exemplo 5.3.1 Se A = Z com o ordem usual, temos que (1,2,4) £ (5,2,3,1,7), utilizando
a fung¢do f(1) = 2, f(2) = 3 e f(3) = 5. Por outro lado, (1,2,4) £ (6,5,1,2,3,3,3,1).

Teorema 5.3.2 Se A ¢ um conjunto parcialmente bem ordenado, entdo S{A) também & um
conjunto parcialmente bem ordenado.

Prova: Consideremos o operador bindrio g que associa cada par de elementos de 5(A)
4 sua concatenagio (justaposiciio). Claramenie (S(A),{u}) é uma dlgebra com ordem de
divisibilidade e A é um conjunto gerador para esta dlgebra. Pelo Coroldrio 5.2.1, S(A4) é
um conjunto parcialmente bem ordenado.. [ |

Coroldrio 5.3.1 Se X ¢ um conjunto qualquer de palavras sobre um alfubeto finito, € pos-
stvel encontrar um subcongunto finito Xy de X ial gue, dada uma palavra w em X, é possivel
encontrar wy em X tal que as letras de wy ocorrem em w na mesma ordem, embora ndo
necessariamente consecutiwamente.

Definicao 5.3.3 Se A é um conjunto, definimos P(A) como o conjunio dos subconjuntos
finttos de A.

Definigdo 5.3.4 Seja A um conjunto quasi-ordenado. Para R ¢ S em P(A), definimos uma
relagdo de quasi-ordem em P{A) escrevendo que R < S se episte uma aplicagdo f : R — §
tal que

(i) f ¢é injetoray

(it) a € f(a) para todo @ em R.

Exemplo 5.3.2 S¢ A=Z com o ordem usual, temos que {1,2,4} £ {2,3,5, 7}, utilizando
e fung@o f(1) =2, f(2) =3 e f(3) = 5. Por outro lado, {1,2,5} £ {1,2,3,4}.

Teorema 5.3.3 Se A ¢ um conjunto parcialmente bem ordenado, entdo P(A) também é um
conjunto parcialmente bem ordenado.

Prova: Consideremos o operador bindrio 4 que associa cada par de elementos de P(A) 4 sua
unido. Claramente {P(A), {#}) é uma dlgebra com ordem de divisibilidade e A é um conjunto
gerador para esta dlgebra. Pelo Corolédrio 5.2.1, P(A) é um conjunto parcialmente bem
ordenado. |

Teorema 5.3.4 Se X é um conjunto qualquer de palavras formadas a pertir de um alfabeto
finito, € posstvel encontrar um subconjunto finito Xy de X tol que, dada uma palavre w em
X, € posstvel encontrar wy em Xg tal que as letras de wo ocorrem em w na mesma ordem,
embora nao necessariamente consecutivamente.

Corolério 5.3.2 Se w,ws, ... € uma segiiéncia infinita de palavras formadas a partir de um
alfabeto finito, entdo eristem w; e wy, ¢ < j tais que w; é obtida @ partir de w; retirando-se
algumes das letres de w;.
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5.4 Um teorema sobre permutacgoes

Defini¢do 5.4.1 A seqiéncia de ndmeros naturais (i1, ..., i) tem altura t se pode ser par-
ticionade em t segiiéncias ascendenies consecutivas (com i tomado o menor possivel).

Exemplo 5.4.1 A segiiéncia (1,4,7,2,5,9,3,6,8,11,10) pode ser particionada em (1,4,7),
(2,5,9), (3,6,8,11), (10), e assim tem altura 4. A segiéncia {1, 2,5, 3) pode ser particionada
em (1,2,5), (3), e assim tem altura 2.

Definicdo 5.4.2 Se s ¢ uma segiiéncia de altura t cujos elementos formam o conjunto
{1,..,k}, entdo s pode ser escrita como uma matriz t x k da seguinte maneira. Parti-
cione s em t subsegiéncias ascendentes consecutivas sy, ...,5;; S€ § aparece em S;, €SCTeva
1 nae posicio ij; caso contrdrio escreva 0 na posigdo ij. Esla matriz é chamade matriz
representacio de s.
0100
1011 )

Observagido 5.4.1 Claramente ¢ matriz representacGo estd bem definida. Além disso, se
o e T sio permutagdes distintas de S, e as segiéncias (0(1),...,0(n)) e (7(1), ..., 7(n)) tém
altura t, entdo obviamenie suas matrizes representacio sdo distintas.

1
0

|l

Exemplo 5.4.2 A matriz representagdo de (1,4,2,3,5,6) ¢ (

Definicao 5.4.3 Seja Fpy = {0 € S, : a segiiéncia {o(1),...,0(n)) tem alture < t}, e sejo
Pf = Ug’ilpﬁ.

(O préximo teorema é importante, pois serd usado no Capitulo 6.

Teorema 5.4.1 Se (01,09,...) é uma segiéncia infinita de membros de P, entdo existem
0; € Sp; € 05 € Spyy coMt < §, e existe uma aplicagdo ¢ : {1,...,n} — {1,...,n;} com as
sequintes propriedades :

() se v < s entdo P(r) < ¥(s) para quaisquer v e s em {1,...,n;};

(i) 04{1)0(2)...05{n;) = wep(:(1))w1¥(0:(2))wa...wn,19(0:(n;))wn, pare palavras w, ad-
equadas.

Prova: A matriz representacio de qualquer elemento de Fp; é uma matriz { X n (se a
altura for menor que ¢, basta completar a matriz com linhas nulas), que pode ser vista
como uma seqiiéncia de n colunas, cada coluna tomada de {0,1}. Considerando a ordem
trivial (& < b somente se g = ) em {0,1}*, como {0,1}" ¢ finito, temos que {0,1}* & um
conjunto parcialmente bem ordenado. Pelo Teorema 5.3.2, temos que S({0,1}?) é um
conjunto parcialmente bem ordenado. Pelo Teorema 5.1.1, existem inteiros positivos i e
j tais que ¢ < j e a matriz representacio de o; € obtida da matriz representacdo de o;
inserindo colunas apropriadas em lugares apropriados. Assim, se 0; € S, € 0; € Sy, existe
uma aplicagio ¢+ {1,...,n,} = {1,...,n;} tal que se r < s entdo ¥(r) < ¥(s) para quaisquer
resem {1,..,n} e 0;(1)0;(2)...0;(n;) = wo(o:(1))un¥(0: (2)}wa...wn,—19{i(n;) Ywy, para
palavras w, adequadas. |
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Exemplo 5.4.3 Na demonstracac do teorema anterior, se

o = 1
AL

entdo as matrizes representacao de o; e 0; $ao respectivamente
100100 . 100010
011011 011101

A segunda é obtida a partir da primeira inserindo ( [1] ) depois da coluna 1 e ( {1] ) de-

3 4
2 3

BN
< on
[}
S’
L]
2
T
— =
o b3
-1
(OIS
o ot
-
o -~
o oo
R

pois da coluna 5. Pare obter ¢ devemos ignorar as colunas inseridas (no caso a segun-
da ¢ a sélima) e observar que ¥ envia 142356 em 153468. Assim temos que 15723468 =
$(1)3(4)729(2)%(3)4(5)%(6).
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Capitulo 6
P1 dlgebras sobre Q

Apresentamos algumas propriedades das P édlgebras sobre Q. Embora este
capitulo tenha sido baseado em Rowen [32], indicamos os artigos originais dos
resultados.

6.1 T-ideais

Definicdo 6.1.1 Sejg K um corpo. Para cade n € N, definimos V,, como o subespago de
K{X} gerado por {Xo1yXo(2)---Xon): 0 € Sn} e Vo =K.

Observacdo 6.1.1 V,, é o conjunto dos polindmios multilineares de grau n em X;,..., X,
com coeficientes em K, além disso dimg(Vy) = nl.

Definigio 6.1.2 Seja A uma dlgebra e I Q A. O ideal T € um T-ideal de A se (1) C I
pare todo endomorfismo de dlgebras ¢ de A. Escrevemos I <r A.

Apgora mostramos que o ideal de todas as identidades polinomiais de uma, dlgebra (cf.
Definicéo 3.3.4) é um T-ideal de K{X}.

Proposicdo 6.1.1 Se A é uma PI dlgebra com identidade sobre um corpo K, entgo T(A)<r
K{X}.

Prova: Sejam ¥ um endomorfismo de dlgebras de K{X} e f(X,...,X5) € T(4). Pelo
Teorema 3.2.1, podemos escrever que

?b(f(xl, ey Xn)) - f(w(Xl)a sy 1P(Xn))

Como f{ai, ..., a,) = 0 para quaisquer aj, ..., &, em A é facil ver que ¢Y(f(X3,..., X,) € T(A).
Portanto, ¥(7(4)) C T(A), ou seja, T(A} é um T-ideal de K {X}. [

Lema 6.1.1 Sejamn K um corpo e I um T-ideal de K{X}. Se p(X,,...,X;,) € I entdo
plg1, ..., q,) € I, para quaisquer qu, ..., go em K{X}.
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Prova: Pelo Teorema 3.2.1, temos que ¢ : K{X} = K{X}, dada por

y_J & ,sei=1; paraalgum k € {1,..,n}
X} = { X; , caso contririo

& um endomorfisma de K {X}. Logo, ¥(p(X,, ... Xi,)) = (a1, -n @) € I. o
Lema 6.1.2 Seja K um corpo. Se I <p K{X} entao I = T(K{X}/I).

Prova: Sejam p(X,,,..., X

i

yeTep +1,.., pp+ I elementos de K{X}/I. Logo

oo+ 1, e+ 1) = p(pr, o) + 1.

Pelo Lema 6.1.1, p(p1, ..., px) € I. Portanto, I C T(K{X}/I).
Seja p(Xi,, .- Xi,,) € T(K{X}/I}. Como

I= p(Xh +1, ‘“aXiJc + I) = p(Xs, -“aXik) +1,

temos que p(X;,, ..., X;,} € I. Portanto, T(K{X}/I) C I. [

6.2 Codimensoes

Definicio 6.2.1 Sel é um T-ideal de K{X}, definimos I, = INV, e cy{l) = dimg (Vo /1,);
ca(f) € chamadae a n-codimenséo de I.

Obviamente I, é um subespago de Vi, e ¢,(I) < nl.

Qual a importincia das codimensdes? Veremos adiante que a seqiiéncia {¢,(7)} fornece
informagdes sobre J quando ¢, () é bem menor que n!. Em 1972, A. Regev [29] provou que se
I satisfaz uma identidade polinomial de grau g, entdo ¢, (7) € {3-497%)". No mesmo ano, V.
N. Latyshev [21] melhorou este resultado provando que c,{T) < (g — 1)*". Desenvolveremos
a seguir 0 método de Latyshev, que se apéia no Teorema de Dilworth.

Definicdo 6.2.2 Para g € Sy, definimos p(¢) como ¢ maior k para o qual existem 4; <
by < ... <ig € {1,...,n} tais que o(iy) > olis) > ... > o(ix).

Exemplo 6.2.1 Se ¢ = (é g g i ?), entio plo) = 4, porque 1 <2 <3 < 5 e
o(1) > o(2) > o(3) > a(5).

Definicdo 6.2.3 Para ¢ € 5, definimos as tabelas de Amitsur Ty {(6) = (£;;) e Ta(o) = (u;;)
da seguinte maneira: i1 = 1 e uyy = o(1). Indutivamente, t,; (se existir) é o menor k tal
que t1 ;1 < k€ n eoa(k) > ua w; = o(k). Continuamos ao longo da primeira linha
até onde for posstvel e entdéo comecamos a segunda linha. Construimos a segunda linha
escolhendo o menor k que ndo eparece ne primeira linhae e definindo o1 = k e ug = o(k).
Continuamos como ne primeira linha mas ignorando todo k que jd aparece em Ty, Assim,
quando terminadas, Ty e T, tém cada uma n entradas.
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1 23 45 6 .
Exemplo 6.2.2 Seo = ( 4115326 ), entdo p(c) =3 e
136 456
Ti{o) = 24 e Th(o) = 13

5 2
Teorema 6.2.1 (Dilworth) p(c) é o ndmero de linhas em T1{0o).

Prova: Seja g o mimero de linhas em Ti{c). Se 43 < ... < ¥ e a(i1) > ... > alig),
entdo i,...,1; estdo em linhas distintas, implicando p(g) < g. Por outro lado, podemos
construir uma seqiiéncia i, ..., {; da seguinte maneira: ¢; =ty e, indutivamente, dado imi1
da linha m + 1, definimos ¢, = {n; como j maximal tal que ¢,; < %,41- Observe que
¢(tm) = Umj > (i), POIS caso conirario ao construirmos as tabelas terfamos colocado
im+1 02 linha m de T1(0). Assim, 4 < ... < iy € 0(i1) > ... > o(i,), implicando p(c) < g.
Portanto, p{c) = g. o

Teorema 6.2.2 (Latyshev) Se I é um T-ideal de K{X} tal que K{X}/I satisfaz uma
identidade polinomial p de grau g, entdo ¢,(I) < [{o € S, : plo) < g}

Prova: Sejam S = {Xyqy.. Xo(n) 1 0 € 8, e p(o) < g} e A o K-subespaco de K{X} gerado
por S. Basta provarmos que A + I, =V, pois

en(I) = dim(Viy/I) = dim((A + I}/ 1,) < dim(A) = |S].

Claramente, 4 + I, C V. Suponhamos, por absurdo, que exista algum o € 5, tal que
m = Xo(1).-Xon) ¢ A+ In; escolba o tal que m seja minimal segundo a ordem parcial
definida para mondémios. Como p(g} = g, existem i; < ... < i5 com d{iy) > ... > o{,).
Podemos escrever m = my X,y M2Xo(3y)... My X o(3,)Mg+1 escolhendo apropriadamente cada
m; € u(X). Entdo m — myp( Xy )Ma, Xa(in)M3, - Xo(i,)Mg41) € uma soma de mondmios de
ordem menor, e que portanto estio em A 4 I,. Mas, pelo Lema 6.1.1,

mlp(Xa(ﬁ)%: Xar(i:n,)r‘mﬁa seey Xﬂ'(a’g]my-i—l) erIn Vm
implicando que m € A+ I, 0 que é uma contradicao. [

Coroldrio 6.2.1 Se I é um T-ideal de K{X} tal que K{X}/I satisfez uma identidade
polinomial p de grau g, entdo c,{I) < (g — 1)

Prova: Para cada o € S, tal que p(¢) < g, podemos ver Ti(c) e Ta(o) como fungdes de
{1,..,n} em {1,...,g — 1}. Como T{o) e T2{0) determinam o, entdo

{o € Sn:plo) < g} < ((g—1)*)? = (g - 1)*™
Pelo Teorema 6.2.2, temos que ¢,(I) < (g — 1)*. ]
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6.3 Tabelas de Young

Nesta secdo, definimos as tabelas de Young e desenvolvemos algumas de suas propriedades.
Elas sio instrumentos titeis para encontrar identidades polinomiais em &lgebras sobre Q
como veremos mais adiante.

Definicao 6.3.1 Uma particio A = (A, ..., Ay) de um nimero natural n € uma segiéncia
A 2 ... 2 Ay > 0 de nidmeros naturais tal que ZLI A; = n. Escrevemos A - n.

Observacgio 6.3.1 Podemos estabelecer de forma bastante natural uma bijegcao enire as par-
ticées de n e as estruturas ciclicas de Sy.

Definicio 6.3.2 Seja A = (X,..., A,) uma particdo de n. O diagrama de Young desia
particdo consiste de u linhas de células tais que o linha i tem A; células. Uma tabela de
Young para esta particdo é um diagrama no gual estdo escritos os numeros 1,...,n, um por
célula. Dade uma tabela t, escrevemos ty; para indicar o nidmero que aparece na célula j da
linha i; os elementos t;; sdo chamados as entradas de t.

Exemplo 6.3.1 As fabelas correspondentes & partigdo (3,1,1) de 5 sao da forma

tn | f12 | f13 |
231
t31

Claramente existem 5! fabelas correspondenies a este particdo.

Definicao 6.3.3 Uma tabela ¢é “standard” se ti,5, < tinjo, SEmpre que &1 < ia € J1 < Jo.

Em outras palavras, uma tabela é standard se os niimeros nas linhas e nas colunas formam
seqliéncias crescentes.

Exemplo 6.3.2 Considerando as tabelas

112 3| 112 3]
t1=4 6 ety =154
bl 6

verificamos que t, é standard e t nio é standard.

Por inspe¢ao, vamos contar o niimero de tabelas standard para o diagrama do Exemplo
6.3.1. Obviamente ¢1; deve ser 1, e podemos colocar qualquer par de niimeros ascendentes
nas outras duas células da primeira linha, determinando uma tabela standard; assim hé
(5) = 6 tabelas standard correspondentes 4 particio (3,1,1).

Vamos desenvolver agora nma férmula para caleular o nimero de tabelas standard cor-
respondentes a uma dada partigio.
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Deﬁnigéio 6.3.4 Suponhamos que temos um diegrama de Young correspondente & partigdo
(M, -y Au) den. Para a célula na linha i e coluna j definimos o nmimero de gancho g;; como

g7 = {1, 3") 4 < u, § < < my, satisfazendo a condigio adicional (' =1 ou j' = 3]}|.

O nimero de gancho é 1gual a0 pimero de células “puxadas com um gancho” para a
direita e para baixo a partir da célula dada.

Exemplo 6.3.3 No Exemplo 6.3.1, temos os miimeros de gancho g1 = 93, 12 =2, is = 1,
991 = 2 e g3; = 1. No diagrama correspondente & particdo (3,2) de 5, temos 0s nimeros de
goncho g1n =4, g2 =3, 913 =1, gn =2 e gy =1

O préximo teorema determina exatamente o mimero de tabelas standard para uma dada
particio. Sua demonstracio envolve sobretudo métodos combinatdrios e aparece em [32]
como uma série de exercicios.
Teorema 6.3.1 (Férmula do gancho) O nimero de tabelas standard correspondentes & par-
tigdo (M, ..., Ay) den € igual @

n!
[Kogs:1<€<i<uel €5 m}
Exemplo 6.3.4 O nidmero de tabelas standard correspondentes & particio (3,1,1) é
5!
5-2-1-2-1

o que estd de acordo com o resuliado obtido anteriormente. O nimero de tabelas standard
correspondentes ¢ partigio (3,2) é

=3.2=86,

5!
4-3-1-2-1°

Defini¢ao 6.3.5 Sejam 0 € S, e t uma tabela correspondente & partigio A = {Ay, ..., Ay)
de n. Definimos o(t) como o tabela obtida de t trocando cada t;; por o(t;;). Dizemos que
o é uma permutacio de linha de t se a(t;;) € {ta,...,tin} Para quaisquer i e j, ou seja,
o permute apenas elementos deniro da mesma linha. Analogamente dizemos que o é uma
permutacio de coluna det se o(t;;) € {t1i, ta, ...} para quaisquer i e 5. Denotamos por Ly o
conjunto de todas as permutagdes de linha det e por C; o conjunto de todas as permutacdes
de coluna de t. O conjunto L, é chamado estabilizador das linhas de £ e C; é chamado
estabilizador das colunas de t.

Proposicdo 6.3.1 Set é uma tabela correspondente a particéo A = (A1, ..., Au) de n, entdo
Lt Sn, Ct S € Lt M Ot {1}

Além disso,
Ly=5;,-81,-...- 51, eCe =8¢, - Sc, .- - Sc,

onde L; é o conjunio dos elementos da linha i, C; é o conjunto dos elementos da colune j e
v = A1 & 0 ndmere de colunas de t.

Exemplo 6.3.5 Para a tabela

A]1]2]
35

temos Ry = Spi24) - Sissy € Cr = Spaay - Stusy - O

t=
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6.4 Representagoes de S,

Nesta secido, estenderemos a teoria da se¢io 6.1 quando K = Q, o corpo dos mimeros
racionais, por motivos de simplicidade. Assim, o corpo em questdo serd sempre Q e a

dlgebra livre serd Q{X}.
E possivel introduzir uma estrutura de S,-médulo no subespaco V,, de Q{X}, conforme

o préximo lema.

Lema 6.4.1 Sejamo € S, ¢ X;)...Xrn) € Vi, definimos -(Xr(1)--Xr(n)) = Xe(a())+-Xr(on)-
Entée V,, € um S,-médulo sobre Q.

Recordemos que S,(Q) é a dlgebra do grupo S, sobre o corpo dos mimeros racionais.

Lema 6.4.2 A aplicagéo ¢ : Q(S;) = V, dada por

97( Z an‘g) = Z aXcr(l}----Xa'(n]

D‘Esn oESn

é um isomorfismo de dlgebras.

Proposicao 6.4.1 Se I é um T-ideal de Q{X}, entdo I, = I NV, é um submddulo do
Sn-mddulo V,.

Prova: Se p(Xy,.... Xn) = D pcs, CoXo())--Xo(n) € Vo & T € Sy, entiio

T p(Xla ey X Z 0, X a{r{1)) a(f(n)) (X'r(l)v rey X‘r(ﬂ])*
TESL
Pelo Lema 6.1.1, ¢é ficil ver que I, é um submédulo de V. |

Teorema 6.4.1 Q(S,) ¢é uma digebra semisimples.

Prova: Aplicagdo imediata do Teorema de Maschke, pois |S,;| = n! < oc e a caracterfstica
de Q é zero. [ |

Definigao 6.4.1 Seja A uma dlgebra sobre um corpo K. Um elemento a € A é idempotente
se a® = a. Um elemento a € A é semi-idempotente se a? = aa para algum o € K ¢ o # 0.

Proposicgao 6.4.2 Sejem A uma dlgebra sobre um corpo K, a um elemento de A e o um
elemento nao-nulo de K. Bntdo a® = aa se, e somente se, o 'a é idempotente.

Definigo 6.4.2 Dada uma tabela t, definimos o elemento

Y (1) (oo

o€ L, 7eC

de Q(5,)-
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Proposicdo 6.4.3 Se A ¢ uma dlgebra ¢ a é um elemento de A, entdo Aa= {b-a:b¢€ A}
é um ideal & esquerda de A.

Os préximos teoremas descrevem quase completamente a estrutura de Q(S,) em termos
de tabelas de Young. Suas provas podem ser encotradas em Miller [24].

Teorema 6.4.2 Para qualquer tabela ¢, et é um elemento semi-idempotente de Q(S,) e
[Q(S,)]e" ¢ um ideal simples & esquerda de Q(S,). Além disso, as seguintes afirmagées séo
equivalentes:

(i) As tabelas t1 e to correspondem ao mesmo diagrama;

(i5) [Q(Sn)]e™ e [Q(S,)]e™ estdo na mesma componente simples de Q(Sy);

(i%1) €2 = 0™ et o para algum o em S,.

Teorema 6.4.3 Todo ideal simples & esquerda de Q(S,) ¢é isomorfo (como Q(S;)-mddulo)
a algum ideal & esquerda {Q(S,)]e* para alguma tabela standard t apropriada.

Teorema 6.4.4 Se t ¢ uma tabele de um diagrama d, entdo dimg([Q(S,)le!) é o numero
de tabelas stondard correspondentes a d.

Definicdo 6.4.3 Dada uma tabelo t, definimos

b= Z (_1)TX705(1)---X1'00'(71]
oeli,T€Cy

G = Z (—1)TXT(1) ---Xf(n} .
el

Observagao 6.4.1 Se considerarmos o isomorfismo ¢ : Q(S,) — V, como no Lema 6.4.2,
entdo (e') = p;.

Proposigao 6.4.4 Set é uma tabela entio

Dy = Z o{g:).

FE Ly
Prova: Manipulando algumas férmulas
Pt = Z (_1)TX1'00'[1)--—X1—00'(71] = Z (—1)TO'(X1-(1)...XT(“)) =
oeli, 76C o&Ly,TeC
= > 0> (U)X Xow) = D 0(gr)-
ol TeC, ol
concluimos o resultado. |

Proposicao 6.4.5 Seja t uma tabela correspondente & particdo A = (A1, .., A,) den e I um
T-ideal de Q{X} tal que p: € I. Se v é um endomorfismo de Q{X} tal que ¥(Xy,;) = X;
para todo 1 i< uel < j< N, entdo Y(p) € 1.
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Prova: Para todo ¢ € Ly, ¥{Xo,,)) = Xi = Y(Xy,,). Logo,

'w(pt) = w(Z((Xa(lj---Xcr(n])Qt)) = (’\11----/\u!)ﬁb(xlu-Xn)w(qt) =

= (/\1-'---)\1&!)11)((Xl---Xn)‘It) = ()‘1!---%!)1&(%)-

Como ¥(p;) € I entdo ¥(g:) € 1. [

Proposicdo 6.4.6 Sejat uma tabela. tal que a coluna j de t tem comprimento ¢;. Set tem
entradas t;; = i+ Y 0_1 q, para quaisquer i e j, entdo

Pt = 8q (Xl-: eny an )sqz (Xq1+la ) X(h-i—gz)"-;

um produto de polindémios standard.

Proposicao 6.4.7 Suponha que I seja um T-ideal de Q{X} e que pore algum diagrama d
temos p, € I para qualquer tabela t correspondente a d. Suponha também que d tem v colunas
e que a coluna j tem comprimento ¢;, 1 < j < v. Entdo

Sg { X1y iy Xy )80, (X1, ooy Xo) € 1.

Prova: Basta combinar as duas proposicdes anteriores. |

6.5 Alguns teoremas de Regev

Os préximos resultados foram publicados em 1978 por Regev {30].

Teorema 6.5.1 (Regev) Seja I um T-ideal de Q{X}. Se existe uma particdo (A1, ..., M) de
n cujo diagrama d tem mais que c,(I) tabelas standard, entdo I, contém todos 0s S,-mdédulos
irredutiveis que correspondem a d.

Prova: Seja s o mimero de tabelas standard correspondentes a d, e seja B o submddulo de
V.. correspondente a d. Entdo B é uma soma de submddulos irredutiveis, assim € suficiente
mostrar que L C I, para todo submédulo irredutivel L de V, contido em B. Por outro lado,
se LN I, = {0} entdo

dimq(Vy) 2 dimg(L) + dimq(l,) e cp{I) 2 dimg(L) = s,
contrariando a hipétese. n

Lema 6.5.1 Seja d o diagrama correspondente & particgo (X, ..., A} de n com u linhas. Seja
e a base dos logaritmos naturais. Se I é um T-ideal de Q{X} com c,{I) € o, onde
(Au)/ (A +u) 2 ea/2, entdo d tem mais que c,(I) tabelas standard.

60



Prova: Sejam g;; os nimeros de gancho de d. Entdo, desde que a média aritmética é maior
que a média geométrica, temos

u A u

QLo < Rgal/n= (0 2 (+i-1)/n=(Q_(A+X)-1)/2)/n=

=1 j=1 i=1

= (Au{u+1)+2x2-1u)/2n=(u+ A)/2

E facil ver (através de integracio por partes) que

7 n
n(log(n) — 1)+ 1= / log{z)dz < Z]og(z‘) = log(n!),
1 i=1
onde log denota o logaritmo natural, entdo (Au/e)” < nl. Por hipétese,
o < (Qufe)(2/(3+u) < (nlf [T i)™
i
e entdo, pela formula do gancho, o niimero de tabelas standard de d € maior que o™ 2 ¢,(7).1

Teorema 6.5.2 (Regev) Seja I um T-ideal de Q{X} que contém um polinémio multilinear
de grau g. Se m e u sdo niumeros naturais tais que (mu)/(m + u) = (¢ — 1)%/2, onde ¢
é a base dos logaritmos naturais, entdo I, contém o ideal bilateral de V,, correspondente ao
diagrama retangulaer de u linhas e m colunas; em particulor, (s,(X5, ..., X,))™ e I.

Prova: Pelo Coroldrio 6.1.1, podemos aplicar o Lema 6.3.3, com a = {g — 1)? ao
Teorema 6.5.1 ¢ ao Lema 6.1.2. Assim, obtemos o resultado desejado. |

Corolsrio 6.5.1 (Regev) Sejam A ume digebra assoctativa sobre Q que satisfaz uma iden-
tidade polinomial p de grou g e § = (g — 1)%e¢/2. Se m ¢ u sio nimeros naturais tais que
m > ufB/(u — B), entio (su(X1,..., Xy))™ ¢ uma identidede polinomial de A.

Prova: Como

m > Lﬁ— implica LIS 8,
u— m+u
pelo Teorema 6.5.2, temos que p € T(A), ou seja, p é uma identidade polinomial de A. W
Em 1971, Amitsur [1] provou que se A ¢ uma PI digebra sobre Q, entdo A satisfaz uma
identidade polinomial da forma (s,(Xy, ..., X,))™ para nlimeros naturais m € u apropriados.
O resultados obtido por Regev é melhor, pois nele m é explicitamente computado.

6.6 Relagoes de ordem em X*

Definicao 6.6.1 A relacio < para o conjunto das palavras sobre X € definida do seguinie
forma: escrevemos X;,..X;, < Xj,...Xj, se um dos dois casos ocorre:

(i) Xgy. Xy, = X5,0.XK5, 15t 6, k=1leiy=j poral <t < k;

(1) para algum v € {1,...,k} temos que it = jr se L <t <r—1 edp < jr.

Escrevemos Xi] ...ng < Xj1'"XjJ 3€ XIH'"X% = Xj.[...le e Xﬁ ---Xik :/: Xjr”Xj;'
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Exemplo 6.6.1 Para as palavras X1Xo, X1X3, XoX3X4, X3, temos que X1 X & X1 X5,
X1X3 g X2X3X4 [ X2X3X4 S Xg.

Observacio 6.6.1 A relacio < é uma relagio de ordem parcil no conjunto das pelavras
sobre X, mas ndo é uma relacio de ordem total. As palavras X1 X e X1 X5 X3, por exemplo,
ndo sio compardveis.

Definiciio 6.6.2 A ordem lexicografica (denotada por <) pare o conjunto das palavras sobre
X ¢ definida da seguinte forma: escrevemos X;,...X;, < Xj,...X;, se um dos trés casos ocorre:
(1) X5 Xoy, = Xj5..X;,ist0 6, k=leiz=F poral St < k;

(1) para algum v € {1, ...k} temos que iy = jy se 1 St < r—1 e 4, < Jp,

fiti) k<leiz=Ff paral <t < k.

Escrevemos X;,.. X < Xj,..X; se X4 .. X, < X;,.. X, e X, X5, # X0 X,

Observacio 6.6.2 A ordem lezicogrifica, embora diferencie-se da ordem < apenas pelo
acréscimo do caso (it1) na sua definicdo, € uma relagdo de ordem total no conjunio das
palavras sobre X. As palavras X, X e X1 X0 X3, por exemplo, sdo compardveis, X1Xy <
X1 X0Xs. E interessante observar que o ordem lezicogrdfica é o relacdo que ordena as
palavras, por ezemplo, num diciondrio, daf o nome lexicogréfica.

Consideremos um subconjunto S de p(X) tal que gr(m) = k para todo mondmio m de S.
E fécil ver que a ordem < coincide com a ordem lexicografica para as palavras que compdem
0s mondmios de S. Portanto, faz sentido a préxima definicio.

Definicio 6.6.3 Se K é um corpo e p é um polinémio multilinear de K{X}, denotamos
por L(p) o mézimo do conjunto das palavras que compdem os mondmios de p, com relacéo
¢ ordem <.

Exemplo 6.6.2 Para o polinémio p{X;, X, X3) = 14X1 XX3 4+ 8Xo X1 X3 + 5 X3 X1 X, €
R{X}, temos que L(p) = X3 X1 Xs.

6.7 Problema de Specht

Definicdo 6.7.1 Sejo S um subconjunio de uma dlgebra A. O T-ideal gerado por S (deno-
tado por (S)..} é definido como a interse¢io de todos os T-ideais de A que contém S. Se S
é um conjunto finito dizemos que o T-ideal gerado por S é uwm T-ideal finitamente gerado, ¢
denotamos (S)y = (81, -..,0,)7 3¢ 5 = {ay, ..., Gn}.

Em 1950, W. Specht [35] levantou a seguinte questao:

Probiema de Specht: Se A é uma digebra associgtiva sobre um corpo de caracteristica
zero, entdo T(A) ¢ finitamente gerado como T-ideal?

Alguns dos primeiros exemplos ndo-triviais de 7-ideais finitamente gerados foram dados
por Yu. P. Razmyslov. Entre outros resultados, em 1973 ele provou que T'(My(K)) é gerado
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por 9 identidades polinomiais, quando a caracterfstica de K ¢ zero (ver [28]). Em 1981, V.
Drensky [4] provou que T{M,(K)) é gerado por

{[[Xla X?]Za X3]J 84(X1';X23 X3} X4)}1

quando a caracteristica de K ¢ zero.

Em 1976, Latyshev [22] obteve uma resposta positiva ao Problema de Specht para 4l-
gebras associativas sobre Q que satisfazem a identidade polinomial [ X1, Xa)...[Xon—1, Xon)s
para algum mimero natural n. Provaremos nesta segio este resultado de Latyshev que se
apo6ia fortemente no Teorema de Higman.

Definicio 6.7.2 Seje w = X;,...X;, uma palavra de X*. A altura da seqiténcia (41, ..., %) €
chamada altura da palavra w.

Definicdo 6.7.3 Sejam K um corpo, p um polinémio multilinear de K{X} ¢ J = (p).
Dizemos que p é um n-polindomio se para todo T-ideal I que contém J, para cada nimero
naturel k e para todo g em I temos que ¢ € Jp + {r € I : L{r) < L{g) e L(r) tem alture
£ n}.

Proposigdo 6.7.1 O polindmio p(Xy, ..., Xop) = [ X1, Xol...[ Xon-1, Xo] € um 2n-polindémio.

Prova: Sejam J = {[X1, Xo|...[Xon-1, Xon))7, k € N e I um T-ideal que contém J. Para ¢
em I, escrevemos V(g) = Jx + {r € I : L{r) € L{p) e L(r) tem altura £ n}. Suponhamos,
por absurdo, que exista um g em I; tal que g € V(g); escolhemos g com L{g) minimal.
Podemos assumir que o coeficiente de L{g) é 1. Obviamente, L(g)} tem altura maior que 2n
entdo, escrevendo L(g) = Xsq)...Xo(x), temos que existem inteiros 1 € ¢ < ... < igp < k tais
que o(4,) > o(dy + 1) para 1 € v < 2n. Consideremos ign41 = & + 1 € vamos construir os
mondmios Yo, Y1, Y2, ..., Yor da seguinte maneira:

1) yo = Xo)--Xoi-1) (8€ 4, = 1 entho tome yo = 1);

2) yaj-1 = Xolip;_) PaT2 1 < J < m;

3) yoj = Xofizjr +l)'"X0’(='zj+1 -y Paral < j<n
Seja' gr =g- yO[yla yZ]"'[y2n—la y?ﬂ]' Pela ConSthéD dos mondémios Yo, Y1: Yo, -~ Y2n, tEIMOS
que

L{yoly1, vol - [42n—1, ¥20]) = L{g) = yoy1¥2---Yon—1Y2n;

logo, L(g") < L{g), e, por hipétese, g’ € V{g') C V(g). Pelo Lema 6.1.1 temos que

l11, 92] c[Yon—1, Yon] € J;

logo,
yﬂ[yla yZ]'"[y2n—la yﬂn] S Jk'

Assim g € V(g) + Jx = V(g), o que é uma contradigio. [ |
Para o préximo teorema precisaremos da seguinte proposicao:

Proposigao 6.7.2 Seja K um corpo de caracteristica zero. Se I <y K{X}, entdo I €
gerado como T-ideal por todos o0s seus polinémios multilineares.
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Teorema 6.7.1 Todo T-ideal de Q{X} contendo um 2n-polinémio, para algum n, é finita-
mente gerado como T-ideal.

Prova: Seia I um T-ideal de Q{X} contendo um 2n-polinémio p. Suponhamos, por ab-
surdo, que I ndo ¢ finitamente gerado. Vamos formar uma seqiiéncia infinita de polinémio
multilineares p; € I, 1 < ¢ < oc, escothidos indutivamente como mostramos a seguir. Seja
p1 = p; dados Py, ..., p; tomamos pjy; € I — (P, ..., P;)p tal que L(pjy1) ¢ minimal e tem
altura € 2n. Podemos assumir que o coeficiente de L(p;41) € 1. Aplicando o Teorema
5.4.1 as matrizes representacio de {L(p;) : 1 € ¢ < oc}, para inteiros 7 < j apropriados,
escrevendo L{p;) = Xoq)---Xoqw) € L(p;) = X1y Xrqy, onde o € Sy e T € 5y, existe alguma
aplicagdo ¢ : {1,...,k} = {1,...,{} tal que (r) < 9(s)ser < se

L{p;) = we X (e wi Xp(e@) Wa. . Wr—1 X (o (k) Wk
para palavras w, adequadas. Entdo
L(p; — wopi{ Xpywo— 1y, Xp@ Wo=12) s XpeyWo—r(x)) ) < L(D;)5
pois o0 mondmio lider foi eliminado. Por hipdtese,
P = Wopi(Xy(yWo-1(1), Xy @) Wo-1(3); s X Wo= (k) € (P1> s Pi-1)7
implicando p; € {1, ..., Bj—1)5 0 Que é uma contradicdo. [ |

Corolério 6.7.1 Todo T-ideal de Q{X} que contém o polinémio p(Xq, ..., Xon) = [X1, X2)...[Xon-1, X:
para algum n, € finitamente gerado como T-ideal.

Exemplo 6.7.1 Seja A a dlgebro das matrizes triangulares superiores nx n sobre Q. Como
(X1, s Xon) = [X3, Xo|[ X3, Xa]...[Xon—1, X2a] € T(A4)
(ver Exemplo 3.3.3), temos que T(A) é finitamente gerado.

Em 1987, A. R. Kemer provou que se A é uma 4lgebra associativa sobre um corpo de
caracteristica zero, entdo T(A) & finitamente gerado como T-ideal {ver [15] ou [16]). Dessa
forma, ele conseguiu uma resposta positiva para o Problema de Specht. O resultado de
Latyshev é um caso particular do Teorema de Kemer, ¢ foi incluido pois historicamente é o
primeiro resultado ndo-trivial nessa diregdo. Além disso, a prova do Teorema de Kemer & de
tal extensdo que nao poderia ser incluso neste trabalho.
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Capitulo 7

Produto tensorial de PI algebras

Definimos produto tensorial de espagos vetoriais e de dlgebras, € provamos
algumas de suas propriedades. Provamos que o produto tensorial de duas PIT
dlgebras ¢ uma PI 4lgebra e apresentamos a prova de Rosset para o Teorema de
Amitsur e Levitzki.

7.1 Produto tensorial de espagos vetoriais

Sejam A e B espacos vetoriais sobre um corpo K. O produto cartesiano A x B é também
um espaco vetorial sobre K, considerando a soma como

{a1,b1) + (ag,b2) = (a1 + ag, by + by)
e a multiplicacdo por escalar como
Ma, b) = (Aa, Ab).
Este espaco é chamado soma direta externa de A ¢ B.

Definigao 7.1.1 Sejam A e B espagos vetoriais sobre um corpo K. Indicamos por (Ax B)™*
o conjunto

{ Z Nas (@, b) : Ny € Z € ngp # 0 pare um numero finito de pares ordenados (a,b)}.
{e,B)EAXB

Observagéo 7.1.1 Se definirmos a some de dois elementos de (A x B)Y por

Z mab(a, b) -+ Z nab(a, b) = Z (mab + nab)(a, b)

(a,b)cAxRB (ab)cAxR {a.b)eAX B
entdo (A x B)Y* é um grupo abeliano.

Observagio 7.1.2 Cada elemento 3_ e 4y 5 Tas(a, b) pode ser escrito como 37, (a;, by).
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Definigao 7.1.2 Sejam A e B espagos vetoriais sebre um corpo K. Definimos Hxp como
o subgrupo de (A x B)* gerado por todos os elementos dos tipos:

(i) (a1 + a2,b1) — (@1, ;) — (a2, b1)

(%) ((11, b+ bg) - (al, bl] - (0,1, bg)

(23?.) (Aal, bl) - (al, Abl)

para quaisquer a1 e as em A, b1 e by em B e X em K. Definimos AQ B = (Ax B)"/Haxn
como o produto tensorial de A ¢ B. Denotamos por a ® b cada elemento (a,b) + Haxn de
A®B.

Observacgio 7.1.3 Obviamente A ® B é um grupo abeliano. Além disse, cada elemento
(X (atycaxn Nav(a,0)) + Haxp pode ser escrito como 37, a; ® b.

Definicao 7.1.3 Sejam A ¢ B espagos vetoriais sobre um corpo K e G um grupo abeliano.
Dizemos que a aplicacdo v : A x B — G € bilinear se para quaisquer a; e az em A, by e ba
em B e XA em K as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

(i) Play + ag, b)) = Plar, br) + ¥(ag, b1);

(i) Ylar, by + ba) = (s, b)) + Y(ar, bs);

(EH) 'gb()ual,bl) = ’!f)(al, )kbl)

Proposicao 7.1.1 Sejam A e B espacos vetoriais e G um grupo abeliano. Setp: AxB — G
¢ uma aplicacdo bilinear, entdo existe um unico homomorfismo de grupes ¥/ : AQ B— G
tal que ¥'{a ® b) = o(a,b) para todo a em A e b em B.

Prova: A aplicagio ¥ pode ser extendida a um homomorfismo de grupos 9 : (AXx B)t - G
definindo ¥(3, ycaxn Rar(@,0)) = Y aneaxn ¥(na(a, ). Observemos que o subgrupo
H . » estd contido no micleo de . Consideremos a aplicacdo ¢/ : A ® B = @G, dada por
¥ (z + Haxg) = ¥(z).

Vamos provar que ¢ estd bem definida. Se z + Hyyg =y + Hyxpg entio z — y € Haxp-
Logo, %(zx — y) = 0 implica ¥(z) = ¥(y), ou seja, ¢'(z + Haxg) = ¢'(y + Haxr)-

E facil ver que ¢’ ¢ um homomorfismo de grupos ¢ que %'(a ® b) = 1/(a, b) para todo a
em Aebem B.

Claramente, 3 é tinico. [

Lema 7.1.1 Sejam A, B, A’ e B’ espacos vetorigis. Se v, : A — A ey : B - B
sao transformacgoes lineares, entdo existe um idnico homomorfismo de grupos, denotado por
V@Y : AQB = A QB tal que vy, ®9,(a®b) =1,(a) ®1¥,(b) paratodoa em A eb em
B.

Prova: Vamos definir ¢ : A x B — A’ ® B’ por ¥(a,b) = 9¥,(a) ® ¢,{b). Obviamente, ¢ &
bilinear. Logo, pela Proposicao 7.1.3, existe um homomorfismo de grupos de A ® B em
A" ® B’ possuindo a propriedade estabelecida. Claramente, este homomorfismo € Gnico. W

Teorema 7.1.1 Se A e B séo espagos vetoriais sobre um corpo K, entdo AQB € um espago
vetorial sobre K, com multiplicacéo por escalar definida por A o (a; @ 8;) = 3 i ((ha:) ®
b;).
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Prova: Dado ) em K, definimos ¢/ : A = A por 9, (@) = Aa. Como 1, é uma transformagio
linear, definimos A3 i (a; ® b) = (¥, ® idp)(L iy (@ ® b;)). Logo, AD L (e ® &) =
Yo {(ha;) @ b;). Como ¢, ® idp estd bem definida, temos que o produto por escalar estd
bem definido ¢ A ® B é um espaco vetorial sobre K. |

Teorema 7.1.2 Sejam A, B, A' e B' espagos vetoriais. Sep, : A > A ey, : B - B
sdo transformagdes lineares, entdo existe uma wnica transformacio linear, denctada por
P, @Yy : A®B > A'® B, tal que (v, @ ¥y){a ®b) = ¥,(a) ® ¥,(b) para todoa em A eb
em B.

Prova: Vamos definir 9 : A x B = A' @ B por 9{a,b) = ,(a) ® ¥,(b). Obviamente,
2 & bilinear. Logo, pela Proposigio 7.1.3, existe um inico homomorfismo de grupos
W A®B - A ® B tal que ¥'{a®b) = ¥(a,b) = ¥1(a) ® Yo{b) para todo a em A e b em
B. Além disso,

T

VO @88) = ¥ (0e) 9b) = 3 v(0a) @) =

i=1 g=1

= Z P (Aa:) ® 9y (b; Z(M% ai)) ® ¥a(by) =

Y ) @ Yl = 3O (e ® 8) =

i=1 i=1
= ,\zw(mm) M’ Zm@b
i=1

Portanto, 9’ é uma transformacio linear. Definindo ¥, ® %, = ¢/ temos a transformagcéao
linear desejada. Claramente, 9, ® 1, & tinica. H

Teorema 7.1.3 Se A e B sdo espacos vetoriais sobre um corpo K, entdo

(i) se ai, ..., am SGo vetores linearmente independentes de A e b, ..., by, sd0 vetores de B tais
que Y v a; @b =0, entdo b; = 0 para todo i € {1,...,m};

(ii) se ay, ..., 0, SG0 vetores de A e by, ..., by, sGo vetores linearmente independentes de B tais
que Yo, a; ®b; =0, entdo a; = 0 para todo i € {1,...;m};

(iii) se {e1, ...,em} € uma base de A € {f1, ..., f2} é uma base de B, entdo {e:®@f;: 1 i< m
el < j< n} éuma base de A® B. Além disso, se a = Y 1", ope; e b =Y | B, f; entdo
a®b=3", E?:l a;f3;(e: ® f;).

Prova: Para provar a parte (i), consideremos A nm conjunto de vetores linearmente in-

dependentes de A tais que {@1,....0,} U A é uma base de A. Seja ¢y : AxB — Ba

aplicagdo dada por ¥ (a,b) = apb, onde oy € o coeficiente de ax, quando escrevemos a na

base {ai,...,am} U A. Claramente, 1, é bilinear. Logo, pela Proposi¢do 7.1.3, existe um

homomorfismo de grupos ¥}, : AxB — B tal que ¥, (a®b) = ¥(a,b). Como 317, a;®b; =0,

temos que by = ¥, (3 e, @i @ b;) = ¥} (0) = 0. Portanto, b; = 0 para todo i € {1,...,m}.
Analogamente provamos a parte (ii).
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Para provar a parte (iii), vamos mostrar que B={&; ® f;: 1 <i<mel < j< n} é
uma base de A ® B. Suponhamos, por absurdo, que existam coeficientes v,;, 1 < i s me
1< J<n, tais que 320 (300, vis(e ® f5)) = 0. Logo,

ZZ’Y@(&;‘ ®fi) = ZZ(“”%‘ & P}{ij-fj) = Zez‘ ® (Z’Y:‘jfj)-

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 =1

Portanto, para cada. i, temos que Y_°_, v;;f; = 0, de onde conclufmos que -y;; = 0 para
1€i€<mel €7 < n Portanto, B é linearmente independente.
Vamos provar que B gera A® B. Sejamae =) e, € Aeb= E?::l 8,f; € B. Logo,

a® h = Za@ei & Zﬁjfj = Z(aéei X Zﬁjfj) =
i=1 i=1 i=1 =1
= }:Z(aiei ® 0;f5) = Zzaiﬁj(ei ® fi)-
i=l 7=1 i=1 j=1

Assim, é facil ver que qualquer elemento > 7 a;®5; de A® B pode ser escrito como uma
combinagao linear de elementos de B. Portanto, B gera A@ Beéumabasede A B. &

Quando consideramos aplicacOes bilineares que tém como contra-dominio um espago ve-
torial (ao invés de apenas um grupo), acrescentando mais uma propriedade na condigio (iii)
da Definicdo 7.1.3, podemos obter novos resultados.

Defini¢do 7.1.4 Sejom A, B ¢ V espacos vetoriais sobre um corpo K. Dizemos que a
aplicacdo ¥ : A X B — V ¢ bilinear se para quaisquer a1 eay em A, by eby em B e X em
K as seguintes condicées sdo satisfeitas:
(1) ¥(ar + az, b1) = ¥{a1, b)) + ¥lag, b);
(i) {a1, by + bg) = ¥(an, b1) + ¥(a1, b2);
(%T) ’l,b()\al,bl) = ’(,{)({11, /\b]_) = )\’l'b(tll,bl).

Teorema 7.1.4 Sejam A, B e V espacos vetoriais sobre uma corpo K. Se¢p: Ax B>V
¢ uma aplicacdo bilinear, entio existe uma vnica transformacdo linear ' - AQ B = V tal
que ¥'(a ® b) = 1(a, b) para todo a em A e b em B.

Prova: Pela Proposigao 7.1.3, temos que existe um homomorfismo de grupos ¢’ : AQ B —
V tal que ¢'(a ® b) = ¢(a,b) paratodocem Aebem B. Se > a; @b € A®Be A€ K,
entao

n

Y)Y ai®b) = ¢'(D_ () ®b) = Z ¥((Aa) ® b)) = Y ¥(ras, bi) =

i=1 i=1 =1

Il

> Mbai b)) =AY dla,b) =AY (a®b) =
i=1 i=1 i=1
= A'@b’(i a"i ® bg).

i=1
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Portanto, ¥’ é uma transformacio linear.
Claramente, 7' é 1nica. |

Teorema 7.1.5 Se A e B sio espacos vetoriais sobre um corpo K- eT: Ax B+ AQB ¢
a aplicagio dada por T(a,b) = a ® b, entdo T € uma aplicacdo bilinear e o subespago gerado
por T(Ax B) em A® B é o préprio AQ B.

Prova: O fato de que 7 é uma aplicacio bilinear decorre facilmente de alguns cslenlos. E
fscil verificar também que o subespago gerado por 7(A X B) em A® B é o proprico AQ B

7.2 Produto tensorial de dlgebras

Sejam A e B dlgebras associativas com identidade sobre um corpo K. O produto cartesiano
A x B é também uma &lgebra associativa com identidade sobre K, considerando a soma
como

(@1,01) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + ba),

a multiplicagao como
(a1, 51) - (a2, ba) = (@10, b b)

e a multiplicagdo por escalar como
Ma, b) = (Aa, Ab).

Teorema 7.2.1 Se A e B sdo dlgebras associativas com identidade sobre um corpo K, entio
A® B ¢é uma dlgebra associativa com identidade sobre K, com multiplicacdo induzida por
((11 ® bl)(ag (0% bz) = ((11(12 & 5152).

Prova: Fixando a, e by, definimos %, e ¥, por 9, (a1) = @10z € ¥5(b1) = b1by para quaisquer
ap em A e by em B, Claramente, 9, e v, sio transformacdes lineares. Logo, ¥; ® ¥, :
A® B — A® B define multiplica¢io 4 direita por as ® bs.

Fazendo isto para todo a; em A e by em B, revertemos o procedimento, fixando = em
A ® B ¢ definindo ¢, : Ax B — A® B por ¢, (a,b) = z(a ® b) para qualquer {(a,}) em
A x B. Como v, ¢ bilinear, pela Proposigdo 7.1.1, temos que existe um homomorfismo
de grupos ¥, : AQ B — A ® B tal que ¢;,(a ® b) = ¢(a,b) paratodoaem Aebem B. A
aplicagdo 1, corresponde 4 multiplicaciio & esquerda por z.

B f4cil ver agora que A ® B é uma 4lgebra associativa com identidade. |

Teorema 7.2.2 Sejam A, B, A’ e B' glgebras associativas com identidade. Sep, : A — A’
e Y, : B —» B sdo homomorfismos de dlgebras, entdo existe um dnico homomorfismo de
dlgebras 1, ® Yy, AQB — A'Q B' tal que (¥, ® ,)(a ®b) = ¥, (a) ® ¥y(b) para todo a em
AebemB.

Prova: Vamos definir ¢ : A x B = A'® B’ por ¥(a, b) = 9, {a) ® 1,(b). Obviamente, ¢ é
bilinear. Logo, pela Proposigdo 7.1.2, existe uma tinica transformacio linear ¢’ : A® B —

A' @ B’ tal que ¢'(a ® b} = ¥(a, b) = ¥, (a) @ 1,(b) para todoa em A e bem B.
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Além disso,

P({a ®h) a2 ® b)) = (¥ ®¥2)((a1 @ b1)(az @ b)) = () ® ) (0102 @ brbo) =
= Pi(a1a2) ® By(bibe) = ¥y (a1)1{aa) ® Yalbi)ra(bs) =
= (¥1(a1) @ 1{a2)){¥g{b1) ® ¥o{b2)) =
= (¥ ®@¢a(a1 ® 1)) (¢, ® Yolag ® ba)) =
¥'(a1 ® b1)¢ (a2 ® by)).

Assim, é facil ver que ¢’ é um homomorfismo de 4lgebras. Definindo 1, ® ¥, = %' temos o
homomorfismo desejado. Claramente, ¥; ® ¢, é tdnico. [ |

7.3 Teorema do Produto Tensorial

Provaremos nesta se¢do o Teorema do Produto Tensorial, o qual afirma que o produto tenso-
rial de duas PI 4lgebras é uma PI 4lgebra. A prova deste teorema, feita em 1972 por Regev
[29], utiliza codimensdes e pode ser encontrada em Rowen [32].

Lema 7.3.1 (Regev) Se K é um corpo e I ¢ J sdo T-idenis de K {X} tais que ca(l)-co(J) <
n! pare algum n, entio (K{X}/I)® (K{X}/J) satisfaz uma identidade polinomial de grau

Tt.

Prova: Consideremos que o espago V;, /I, é gerado por {p;{X1,..., X;) : 1 €1 € en{f)} e que
o espago V,,/J, & gerado por {g;{X1,..., X,) : 1 € 5 € &u{J)}. Para cada o € Sy, podemos
encontrar elementos of ¢ 37 em K, 1 €4 < ex(f) e 1< 7 < cp(J), tais que

en(l)

(1) Xo(n Zozm;ol (X1,...,Xn) {mod I,)

en(J)
0'(1} X"(n) Z (83 q; Xl} ) (mOd Jn)-

j=1

Queremos encontrar elementos ¢, em K, o € S, tais que o polinémio f(X3,...,X,) =
Y oes, toXa()---Xa(n) seja uma identidade polinomial de {K{X}/I)® (K{X}/J). Tomemos
elementos arbitrarios a1, ..., a, de K{X}/I e by, ..., b de K{X}/J. Logo,

Cn(n

Go(1) - Bam) = P 0 pi{ay, ..., an)

=1

en(J)

ba'(l)---ba{ﬂ) = Z 5;%'(51, -y bn)
=1
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Entio

f(al ® bla ey Oy ® bn) - Z to(arx(l} & bﬂ'(l])"'(aﬂ'(ﬂ) ? bor(ﬂ)) =

ceS,
= Z ta(aa(l)-“ao'[n)) ® (bﬁ(l)“'bﬂ'(“}) =
oS,
Cn(r)
T 3 oo ) © (3 8550t -
oE8n i=1 =1
Cn(r) en(H

— Z Z Z taaqui(a’la "°:an) ® ﬁ;-’qj(bl,...,bn) =

gES, i=1 j=1
Cﬂ(n Cﬂ(J

= Z Z Z t aaﬁa )Di (a1, ooy ) ® 5 (B, 1oy by )

i=1 4j=1 gE€S8Sa

Agsim, precisamos apenas encontrar elementos t, ndo todos nulos tais que }:ae s, tollio Jé) o
Oparal €71 < en(f) el € 7 < e,(J). Observando que isto é um sistema linear e homogéneo
com ¢, (1}-¢,(J) equagdes e n! incognitas, ele tem solucdo ndo trivial pois ¢, (1) - cu(J) < nl. K

Teorema 7.3.1 {do Produto Tensorial) O produto tensorial de duas PI dlgebras é wuma PI
dlgebra.

Prova: Sejam A e B duas PI sigebras sobre um corpo K. Consideremos que A possul
uma identidade polinomial de grau g e que B possui uma identidade polinomial de grau h.
Notemos que para qualguer ¥ em N, existe n € N com n! > &". Assim pelo Corolério
6.2.1, existe n em N fal que

ealT(4)) - ea(T(B)) < (9= 1)? - (A — D))" < ml.

Pelo Lema 7.3.1, a glgebra (K{X}/T(4)) ® (K{X}/T(B)) satisfaz uma identidade
polinomial de grau n; consideremos que esta identidade polinomial seja

pXy, s Xn) = Zaa (1)
FESy

Tomemos elementos arbitrarios ai,...,a, de A; definamos a; = 0 para i > n. Pelo
Teorema 3.2.1, ¢, : K{X} = A dada por ¥,{f(X,,...., X)) = flai,...,a;) € um ho-
momorfismo de dlgebras tal que #,(X;) = a; para todo ¢ € N. Consideremos a aplicacio
@, : K{X}/T(A) — A dada por ¢, (f +T(A)) = ¢, (f). Esta aplicacio estd bem definida,
pois

F4+T(A) = g+T(A)=>f-geT(A)=29(f-9)=0=
= Y(f) = vilg) = o(f + T(A) = gi{g + T(A)).

B f4cil ver que ¢, é um homomorfismo de dlgebras.
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Tomando elementos arbitrarios by, ..., b, de B, definindo b; = 0 para ¢ > n e procedendo
de modo andlogo, temos que existe um homomorfismo de dlgebras ¢, : K{X}/T(B) - B
dado por @y(f(Xiy, -, Xiy) + T(B)) = f(birs oo bi)-

Pelo Teorema 7.2.1, existe um homomorfismo de &lgebras ¢, ® ¢, : (K{X}/T(A)) ®
(K{X}/T(B)) - A® B tal que {¢, ® ©,)(a ® b) = ¢, (a) ® ©,(b) para todo a em A e b em
B. Assim, obtemos

D@ @b, @n ®bn) = Y 00(Go(t) ® bo(r))---(Gotn) ® botm)) =

OTESK

= D olto() - Coim) ® bo(r)-bom)) =
oESy

= D (1 (Xor)-Kotn) + T(A)) ® ¢o(Xo(1)--Xomy + T(B))) =
O'ESn

= > arl{er @ @) ((Xo)-Xom) + T(A)) ® (Xo0)- Koy + T(B))))
TESn

= (1 ® ) Z o ((Xoqy Koy + T(4)) ® (Xoy---Xon) + T(B)) =

=t

(01 ® 3)(p(X1 + T(A) @ Xy + T(B), .., Xu + T(A) ® X5 + T(B))) =

(01 ® ,)(0) =0
Portanto, p ¢ uma identidade polinomial de A ® B. [

7.4 Outra prova do Teorema de Amitsur-Levitzki

Voltemos a considerar o Teorema de Amitsur-Levitzki. Utilizando o Teorema 4.2.1, cuja
demonstracdo ¢ um pouco trabalhosa, a prova de Swan torna-se simples e curta. A prova
que Rosset publicou em 1976 também ¢é interessante pela sua simplicidade, principalmente
quando comparada com a longa demonstracio original proposta por Amitsur e Levitzki em
1950. Apresentaremos a seguir a prova de Rosset, gque aparece somente neste capitulo pois
utiliza, entre outras ferramentas matemdticas, o produto tensorial. Ela pode ser encontrada
também em Pierce [26]. Para podermos desenvolvé-la necessitamos de alguns resultados
auxiliares.

Lema 7.4.1 Sejam K wum corpo, n e r dois numeros naturais e Ai,..., A, matrizes de
M,(K). Ser é par, entio o trago de s.(4y,..., A,) é zero.

Prova: Se A e B sdo matrizes de M,(K), € facil ver que o trago de AB — BA € rero.
Seja 0 € S, e consideremos a permutagio 7 = o o (123..r) € S,.. As paridades de o e
T sdo distintas, pois (123...r) é uma permutaco fmpar. Assim, se definirmos A = B
e B = Bgyy...Bs), teremos BA = Byy...Bo(yBsy = Bry.-Brir)- Logo, o trago de
(-1)° a(l)---Ba('r) + (—1)7.87(1}...37(,.) ¢ igual ao traco de (—1)?AB + (—1)"BA que é zero.
Portanto, o traco de s,(By, ..., B,) & zero. |

O préximo teorema apresenta um resultado cldssico: as Férmulas de Newton. Sua demon-
stracio nio é complicada e pode ser encontrada em Kostrikin [18].
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Teorema 7.4.1 (Férmulas de Newton) Sejam K um corpo e n e k dois nimeros naturais.
Se k < n entdo

Py — Pey 81+ PisgSo + oo+ (=1)*1PSey + (—1)FES, = 0,
e se k > n entao
Pp — Pio1S1+ PecaSo + o + (= 1) Py_pi Sncr + (1) PiySn = 0,

onde, para cada i € N, P, é a soma de poténcias de grau ¢ em n varidveis e 5; é o polinémio
simétrico de grau i em n varidveis.

Lema 7.4.2 Sejam K um corpo de caracter(stica zero ¢ E uma dlgebra associativae e comu-
tativa sobre K. Se A € M, (F) e o trago de A¥F é zero para 1 < k < n, entdo A™ = 0.

Prova: Sejam A, ..., Ap as rafzes caracterfsticas de A no fecho algébrico do corpo K. Logo,
o polinémio caracteristico p de A é dado por

p(z) = det{zl - A)=
" — Sl()\]_, ey )\n)x"“l + SQ(}\l, ey )\n)fﬁn_2 + ...+ (—1)”'1,5',;_1()\1, - )\n)&? 4+ (—-1)”8,3()\1, ey s

Seja k € {1,..,n}. Como as raizes caracteristicas de A* sio Af,.., A e o trago de AF ¢
zero, entdo p(Ai, ..., An) = 0. Pelas Formulas de Newton, j4 que a caracteristica de K é
zero, obtemos que S;{Ay, ..., Ay) = 0 para 1 € ¢ € n. Logo, p(z) = 2", e pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, temos que A" = 0. [ |

Definicdo 7.4.1 Sejam R um anel associativo com identidade, a um elemento de R, n um
ndmero natural, i e § elementos de {1,...,n}. Denotamos por [a}; a matriz de M,{R) que
tem a na posicdo (i, §) e zeros nas demais posigdes,

Proposicio 7.4.1 Sejam A uma dlgebra associativa com identidade de dimensdao n sobre
um corpo K e {ey,...,e,} uma base de A. A transformacéo linear ¢ : M,(A) = M,(K)® A4,
dada por ¢([ex)i;) = [1];; ® ex, é um isomorfismo de dlgebras.

Prova: Prova-se com alguns cdlculos que ¢ é um homomorfismo de 4lgebras. Como ¢ &
sobrejetora e

dim(M,(A)) = n?- dim(A) = dim(M,(K) @ A),
temos que ¢ é um isomorfismo de dlgebras. [ |

Outro instrumento utilizado na prova de Rosset é o conceito de 4dlgebra exterior, que
definimos a seguir.

Definicao 7.4.2 Sejam K um corpo e n um nimero natural. A 4lgebra exterior (ou slgebra
alternante ou &lgebra de Grassman} E de um espago vetorial n dimensional sobre K ¢
definida como

E = K{X}/I,

onde I € o ideal de K{X,} gerado por todos os elemenios da forma (0 X: + ... + 0, X,)?,
onde cada a; € K. Denctamos 1 =141, ¢, =X;+ 1 paral <i € n e ¢ multiplicagdo de
dois elementos a eb em E pora Ab.
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A préxima proposicao descreve uma série de propriedades das 4lgebras exteriores.

Proposicéo 7.4.2 Sejam K um corpo, n um nimero notural e E o dlgebra exterior de um
espaco vetorial V de dimensdo n sobre K. Entdo valem as seguintes propriedades:

(i) e; A e; = 0 para qualquer i em {1,...,n};

(i) e; Ae; = —e; Ae; pare quaisqueri e j em {1,...,n};

(i) B={eg A.hey :0<k<nel <4 <...<ix<n}éumabasede E (pork =0
entendemos e;, A ... Ne;, = 1);

(iv) para cada k em {0, 1, ..., n}, definimos Ey como o subespago de E gerado por {e;, A...Ae;
1€ <. €t < ﬂ} Eniao E = EQGBElEB...@En;

(v) para cada k em {0,1,...,n}, dim Ey = (;") e dim E = 27;

(vi) Eq & K (como dlgebras) e Fy &V (como espagos vetoriais);

{vii) O congunto Z(E) = {a € E:a-b=1b-a para todo b € F}, chamado ceniro de E, pode
ser escrito como Z(E) = Fg® FE, @ FEy® .. ® Ep, ondem =n (sen éparjoum=n—1
(se n é tmpar).

Demonstramos a seguir o Teorema de Amitsur e Levitzki pela prova de Rosset.

Prova de Rosset para o Teorema de Amitsur-Levitzki: Como sop &€ multilinear, é
suficiente mostrar que este polindmio se anula quando calculado em elementos de uma base
de M,(K). Se escolhermos a base usual, formada pelas matrizes e;;, nas quais a posicdo ¢j é
igual a 1 e as demais posi¢oes sao nulas, vemos que basta provar o teorema para o subcorpo
primo de K.Por sua vez, se a caracteristica de K for p entdo o subcorpo primo de K ¢é
isomorfo a Q {caso p = 0) ou a Z, (caso p seja um nimero primo). Como Z, ¢ isomorfo a
um subanel de Q, precisamos provar o teorema apenas quando o sabcorpo primo € isomorfo
a Q. Assim, podemos considerar que a caracteristica de K & zero.

Sejam Ay, ..., Ay, matrizes de M, (K) e F a dlgebra exterior de nm espago vetorial 2n
dimensional sobre K.

Se
=A®e1+ A Qex+ ..+ Ay Qg € Mp(K)QE,

a
entdo para todo k > 1,

ak == Z sk(Ai1;---;Aik)®ei1 /\.../\eik,

1€H <o ig € m

¢ em particular,
a2ﬂ = S?.‘.i’l(Alj raay Azn) ® e]_ A aas A e?_n.

Se provarmos que a®® = 0, a prova estd concluida, pois e; A ... A ez, € um elemento de
uma base de F e, pelo Teorema 7.1.3, temos que So,( A, ..., As,) = 0.

Consideremos a transformagdo linear ¢ : M,(E) — M, (K) ® E dada por ¢(fe;; A... A
€ilij) = (1] ® €, A .. Ae;, para quaisquer e jem {1,..,n}, 0k €nel €4 < ... <
ix € 2n. Pela Proposicao 7.4.1, ¢ é um isomorfismo de 4lgebras. Sejam &k € {1,...,2n} e
A € M,(E) tal que ¢(A) = a. Assim,

t’f'(Amc) = Z tT(SQk(Ah g oeay Aik))eh Ao Neg.

1€ <on<ipSin
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Mas pelo Lema 7.4.1, temos que o trago de sox (A, ..., As ) € zero para quaisquer 1 < 4; <
.. < 4 < 2n. Portanto, o traco de A% é zero.

Observando que A2 € M,(Z(E)) e que o trago de (A?)* é zero para 1 € k € n, conclui-
mos, pelo Lema 7.4.2, que A% = 0. Portanto, a** = 0. [

E interessante observarmos que toda dlgebra exterior & uma PI dlgebra.
Proposigao 7.4.3 Toda dlgebra exterior satisfaz o identidade polinomial [ X, X5}, X3).

Prova: Sejam K um corpo, n um nimero natural e I a dlgebra exterior de um espago
vetorial n dimensional sobre K. Como [[ X1, X3], X3] é multilinear, é suficiente mostrar que
este polindmio se anula quando calculado em elementos de uma base de E. Consideremos a
base B={e; A...Ne;, :0<k<nel €4 < ... <iy<n}de E. Sejam a e b elementos
de B. Se provarmos que {a,b] € Z(E), a prova estd concluida. Sejam o' e ¥ elementos de
BNZ(E) tais que @ = a'Ae, e b = b' Aey onde e, e e, pertencem a {1, ey, ...,e,}. Observemos
que [eq, e5] € Z{FE). Assim,

la,b] = anb—bra=(d Ae) A Ney) - (V' Aep) A(d Aeo) =
= d A Ne;hNey—a AV AegAe, =
a AV A(es ANey—esNey) =a AN Aleg, e,

e portanto, [a,b] € Z(E). |
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Capitulo 8

Teorema da Altura

Os primeiros resultados deste capitulo apareceram pela primeira vez em dois
artigos de A. L. Shirshov de 1957 {ver [33] e [34]). Eles também podem ser encon-
trados em [39]. O Teorema da Altura é um dos principais resultados na teoria
combinatéria das dlgebras com identidades polinomiais. Este teorema abrange
¢ generaliza vérios resultados obtidos por Jacobson, Kaplansky e Levitzki, entre
outros. O Teorema possui aplicacGes no caso de dlgebras nio-associativas (ver
[39] para mais detalhes).

8.1 Problema de Kurosh

Definicdo 8.1.1 Sejo A uma dlgebra associative sobre um corpo K. Um elemento a de A
¢ chamado algébrico se existe um nimero natural n tal que o® = Y1, wal, onde o; € K.
O menor ndmero . para 0 qual 1580 ocorre é chamado o Indice algébrico do elemento a. A
dlgebra A é chamada algébrica se todos 0s seus elementos s@o algébricos. Além disso, se 0s
indices algébricos dos elementos da dlgebra A sdo limitados, entdo o dlgebra A € chamada
uma &lgebra algébrica de fndice limitado.

Exemplo 8.1.1 Seja A uma digebra associstiva n dimenstonal sobre um corpo K. Para
cada elemento a de A existem elementos «,..., 0, Qpa1 em K tais gue Z;‘:ll a;at = 0.
Assim, é fdcil ver que A é uma dlgebra algébrica de indice limitado por n + 1.

Proposicido 8.1.1 Tode dlgebra algébrica de indice limitado é uma PI dlgebra.

Prova: Sejam A uma dlgebra algébrica de indice limitado sobre um corpo K e n o limite dos
fndices algébricos dos elementos de A. Entdo para quaisquer a ¢ b em A, o elemento {a, b]
é uma combina¢ao linear dos elementos [a*~1, b], ..., [a, b] com coeficientes em K, pois " =
Sl aud, onde o € K.Logo, os elementos [a*, 8], ..., [a,b] reduzem o polinomio standard
5n(X1, ..., X;) a zero. Conseqiientemente

Sn([X?a X!Z]: [X?_I:Xﬂ: tevy [Xla X?])

¢ uma identidade polinomial da glgebra A. [ |
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Proposicio 8.1.2 Seja A uma dlgebra. A intersegdo de uma colegdo arbitrdria de subdlge-
bras de A é uma subdlgebra de A.

Definigdo 8.1.2 Seja S um subconjunto de uma digebra A. A subslgebra gerada por § é
definida como sendo a intersecio de todas as subdlgebras de A que contém S. Se S é um
conjunto finito dizemos que a dlgebra gerada por S é uma &lgebra finitamente gerada.

Observacio 8.1.1 Toda nil dlgebra é uma élgebra algébrica. Toda nil élgebra de indice
limitado é uma dlgebra algébrice de indice Limitado.

Definicido 8.1.3 Uma dlgebra A é localmente finita se cada subdigebra fintlamente gerada
de A tem dimensdo finita.

Em 1941, A. G. Kurosh [19] formulou a seguinte pergunta:
Problema de Kurosh: Toda dlgebra algébrica é localmente finita?

Este problema contribuiu muito para o desenvolvimento da teoria das PI dlgebras. Em
1945, N. Jacobson [12] encontrou uma resposta positiva para dlgebras algébricas de indice
Imitado. Em 1946, J. Levitzki |23} provou que toda PT dlgebra finitamente gerada e que €
nil 4lgebra é nilpotente. Finalmente, em 1948 1. Kaplansky [14] ampliou o resultado obtido
por Jacobson resolvendo o Problema de Kurosh para PI glgebras.

Os métodos utilizados por Kaplansky e Levitzki sdo completamente diferentes. No en-
tanto, A. I. Shirshov [34], em 1957, abordando o Problema de Kurosh do ponto de vista
combinatério, provou o Teorema da Altura e mostrou que os teoremas de Kaplansky e Lev-
itzki sdo alguns de seus coroldrios.

Em 1964, E. 8. Golod e I. R. Shafarevich (ver [7] e [6], ou [9]) provaram que existem nil
dlgebras finitamente geradas que nio sio nilpotentes. Pelo Teorema 8.1.1, vemos que isto
& uma resposta negativa para o Problema de Kurosh.

Teorema 8.1.1 Toda nil dlgebra de dimensdo finita é nilpotente.

Prova: Observemos, em primeiro lugar, que se J; e I sdo ideais nilpotentes & esquerda de
uma dlgebra associativa, entdo (I + L)V +"~1 = {0}, onde n; é o indice de nilpoténcia de
I, 1€ig2

Seja. A uma nil dlgebra de dimensao finita n. Se a € A, é facil ver que Aa = {za : x € A}
é um ideal & esquerda de A. Além disso, para a transformacdo linear T, : A — Aa dada
por T,(z) = wxa, temos que KerT, # {0}, pois (¢*"'} - a = 0 e a*! # 0 para algum mimero
natural £ maior que 1.

Provemos o teorema por inducéo finita em n. Se n = 1, entdo KerT, = A para todo
a € A, ou seja, Aa = {0} para todo ¢ € A; logo, A é nilpotente. Se n > 1, entdo Aa # A
(pois KerT, # {0}) e, conseqiientemente, dim(Ag) < n; por hipdtese de indugio, Aa é
nilpotente para todo a € A. Basta provarmos agora que existem elementos a1, ..., a,, em A
tais que Aa C Aay + ...+ Aay, para todo a € A; pois neste caso teremos 4% C Aa; +...+ Aan,
e, além disso, como Ag; + ... + Aa,, é nilpotente, as dlgebras A? e A serfo nilpotentes.
Seja a; € A; se existe ap € A tal que Aay; € Aay, entio Aay C Aa; + Aay. Se existe
a3 € A tal que Aay ¢_ Aay + Aag, entio Aas € Aa, + Aay + Aas. Procedendo desta forma,
obteremos elementos a, ..., am €m A tais que Aa C Aay + ... + Aa,, para todo a € A, pois
dim(Aa1 -+ ...+ Aﬂi) < d]m(AG]_ =+ ...+ AG@_H). [
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8.2 Lema de Shirshov

Definicio 8.2.1 Definiremos o alfebeto X, como o subconjunto {Xi,..., X} de X, para
cada n € N.

Definicao 8.2.2 Uma palavre w sobre X,,. é chamada:

(i) Xn-indecomponivel se tem ¢ forme w = Xp.. XpX;, ... Xy, onde s 2 1 e iy # n para
t=1,...,8

(1) Xn-fatordvel se tem a formaw = w;...wn, onde cade w; € uma palavre Xp-indecomponivel;
dizemos que wy...w, € umae X,-fatoracio de w.

Exemplo 8.2.1 As palavras X3 X3 X3X1 X3, X3Xs e X3X3X, s@o X3-indecomponiveis. Por
outro lado, as palavras Xo X3 X3 X1 X9, X3 ¢ X3 X9X3 néo sao Xs-indecompontveis. A palavre
w = X3X3XoX3X, é Xs-fatordvel e (X3X3X3)(X3X,) é uma X3-fatoracio para w.

Observacado 8.2.1 Uma palavra sobre X, tem uma X,-fatoracGo se, e somente se, ela
comeca com o0 simbolo X, e termina com um stmbolo diferente de X,,. Além disse, é facil
ver que uma palovra X,-fotordvel possut uma tinica X,-fatoragao.

Definicdo 8.2.3 O conjunto das palavras sobre X, que sdo Xp-indecomponfveis.é denotado
por T,.

Observacdo 8.2.2 Se considerarmos T, como um novo alfebeto, entdo o conjunio das
palavras sobre T, é o conjunto de todas as palevras X, -fetordveis.

Na préxima defini¢io utilizaremos a relacio de ordem < da Definicio 6.6.1.

Definicao 8.2.4 Uma palavra w sobre X é k-particiondvel se w = wy...wy, onde cada w; é
uma pelavra s0bre X, e Wo(1)...Woky < W, pare cade 0 € Sy — {1}. Dizemos que w;...wy é
uma k-particao de w.

Exemplo 8.2.2 A palavra X3 X1 XoXo X1 X, X X1 X1 X, € 3-particiondvel e permite virias
3-particbes como, por exemplo,

(X3 X0) (XXX 1X1) (XX X1 X))
(X3 X1 Xo)(Xo X1 X1) (X X1 X1 X1),
(.Xa)(X1X2X2X1X1X2)(X1X1X1).

Mas a palavra X1 X X1 X3 Xo X1 X X3 Xs ndo € 2-particiondvel.

Definicdo 8.2.5 Definimos umae relacdo de ordem <1 no congunio T, como sendo:
escrevemos Xp Xy, .. Xy 9 X Xj,...X;, se um dos trés casos ocorre:

(i) XpXiy . Xy = Xo XX, isto 6, l=peiy=j para 1 T <

(i) pare algum r € {1,...,1} temos que i, = jy se 1 <t <r—1 ed, < Jp;

(iwi)p<leiy=7j paral <t < p.

Escrevemos X, X;,.. X, < XpX;,..X;, se XpX;,.. X, 9 XoX;,..X;, e XnXi.. Xy, #
KXo X,
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Verifica-se facilmente que (75, <} é totalmente ordenado.

Observacao 8.2.3 Pele definicio anterior, se wy ¢ wa sdo elementos de Tp e wy € um
segmento inicial de wy entdo we 4 wy. O caso (i) da definicdo da relacdo < € justamente
o conirdrio do caso (i) da definicio da relagio <.

Definicdo 8.2.6 Definimos uma relacio de ordem <& no conjunto das palavras sobre T
como sendo:

se v e w sio palavras sobre Ty, e v = vy...0; e w = w1 ...w, Sdo suas respectivas X,-fatoracdes,
escrevemos v <€ w se um dos trés casos ocorre:

(i) v = w;,

(ii) para algum v € {1,...,1} temos que v, = wy se 1 €t < r—1 ev, G w,;
(iti)l<pew=wparal £t <L

Escrevemos v € w se v K w € ¥ F w.

Verifica-se facilmente que (T, <€) ¢é totalmente ordenado.

Observacgio 8.2.4 A relaciaoc <€ ¢é na verdade a ordem lezicogrdfica para as palavras sobre
o alfabeto T, com o relagdo de ordem <.

Exemplo 8.2.3 Para as palavras X3X,, XaX 1 X3X1, X3X1X3Xg, X X1X3X2X1, temos
gue X3 X1 XXXy @ X3 X1 X3Xo, X3 X1 XX, <€ X3 X1 X3 Xo X, e XX & X3 X1 X3X,.

Definicao 8.2.7 Uma palavre w sobre T,, € ky-particiongvel se w = wy...wy, onde cada w;
é uma palavre sobre T,, e Wo(1)---Wo(k) € W, para cada 0 € Sk — {1}. Dizemos gque wi...wx
€ uma kr-particio de w.

Exemplo 8.2.4 A palavra w = X3 X3 Xo X3 X1 X3Xe X1 € 3p-particiondvel com a 3p-partigdo
(X3 X3X3) (X3 X1)(X3X2X1).
Além disso, w é 2r-particiondvel, permitindo duas 2p-particées:

(X3 X3 Xo) (X3 X1 X3X0.X4)

(XX XoX3X1){X3X2X1).
Mas a palavra X3 Xs X1 X3 X3X3X9 X3 XX ndo é 2p-particiondvel.
Lema 8.2.1 Se uma palavra w sobre T, € ky-particiondvel, entdo w é k-particiondvel.
Prova: Seja w = w;..wp uma kp-particicio da palavra w. Segue da defini¢io de kr-
partigao que Wy(1y...Wo(x) < W para qualquer o em Sy distinto da identidade. E facil ver que

We(1)--Wa(k) < w. Portanto, wi...wy é uma k-particdo de w. [

Lema 8.2.2 Se uma palavra w sobre T,, é (k — 1)y-particiondvel, entio a palavra wX, é
k-particiondvel.
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Prova: Do Lema 8.2.1, segue a existéncia da seguinte (k — 1)-parti¢do da palavra w:
w = ()(ﬂ)("1 ...Xj, )()(,,.1,){".2...X-j'ﬂ)...()(,_.:Jfgk_1 ‘"Xjk-—1 ),

onde j; #Fnparat=1,2,.., k-1
Vamos provar que a seguinte k-particdo € vilida para a palavra wX,:
w = (Xn) (}(,;1 ...X_ﬁ Xn)(ng...ijXn)...(Xék_‘ . ¢ Xﬂ).

Jr-1

Qualquer permutacdo de subpalavras da palavra wX, que retém o simbolo X, na primeira
posi¢ao transforma a palavra wX, numa palavra w'X,, onde w' é obtida por meio de alguma
permutacao das subpalavras da (k — 1)-particio referida anteriormente. Logo v’ < w, e
w' X, < wX,.

Se considerarmos permutacdes que retiram o sfmbolo X,, da primeira posicio, entdo as
palavras obtidas desta maneira comecardo com um mimero estritamente menor de simbolos
X, em comparag¢ao com a palavra wX,. Portanto, elas serdo estritamente menores que a
palavra wX,. [ |

O préximo lema foi provado em 1957 por Shirshov [33] e & de grande utilidade para
demonstrarmos o Teorema da Altura.

Lema 8.2.3 (Shirshov) Para guaisquer trés nimeros naturais n, s, k, pode-se encontrar um
nidmero natural N(n, s, k) tal que gualguer palavra sobre X, com comprimento N{n, s, k)
contém s subpalavras iguais consecutivas ou uma subpalavra k-particiondvel,

Prova: A prova serd feita por inducao finita em k e em 1. Se k = 1, é facil ver que o mimero
N(n, s, 1) existe para quaisquer n e 5. Suponhamos que o nimero N(n, s,k — 1) exista para
quaisquer n e 8, € vamos provar que N(n, s, k) existe.

Notemos que o numero N(1,s, k) também existe, e isto nos d4 uma base para uma
inducdo em n. Assim, supomos também que o nimero N{n —1, s, k) existe e vamos mostrar
que N(n,s, k) existe.

Consideremos uma palavra qualquer w de comprimento

[s+ N(n—1,s k)] [N(EVn-Lekrs o g 1) 41].

Se no inicio da palavra w h4 algum mimero de sfmbolos X; diferentes do simbolo X, e
esse nimero nao € menor que o nimero N(n—1, s, k), entdo a hip6tese de inducao é satisfeita
com relacao & subpalavra w' que estd no inicio da palavra w e contém apenas simbolos de
Xn-1. Logo, podemos assumir que o comprimento da palavra w' é menor que N{n—1, 5, k).

Se no final da palavra w hé uma subpalavra w” = X, X,,...X,,, podemos assumir que o
comprimento de w” € menor que s, pois caso contrério o lema estd provado,

Desconsiderando, caso existam, as palavras w’ ¢ w", obtemos uma subpalavra w, eujo
comprimento € maijor que o nimero

[s4+ N(n—1,s k) N(nNO-bekts o p 1),

Para a palavra w, existe uma X,-fatoracio wy = wi...w1m. Podemos assumir que o com-
primento de cada palavra X,-indecomponivel w,; é menor que o nimero s+ N(n — 1,5, k),
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pois caso contririo tal palavra conteria s simbolos X,, consecutivos ou uma subpalavra de
comprimento N(n — 1, s, k) que ndo contém o sfmbolo X,. Considerando esse limite para o
comprimento, & ficil ver que nio existem mais que n™ 15545 palavras X,,-indecomponfveis
diferentes. Como m > N(nVF—1sk)+s o £ — 1), temos que a palavra w;, considerada co-
mo uma palavra sobre T, tem comprimento maior que N(nN®=188+s o & — 1), e apli-
cando a hip6tese de inducao concluimos que existem s subpalavras iguais consecutivas ou
uma subpalavra v (k — 1)p-particiondvel. Se a segunda conclusdo ocorre, entio como a
palavra wq, considerada como uma palavra sobre T}, tem comprimento estritamente maior
que N{nVr-Lsk)l+s o £ 1) podemos considerar que o simbolo X,, segue a subpalavra v.
Pelo Lema 8.2.2, a subpalavra vX,, é n-particiondvel. Assim, 0 mimero

N(n,s,k) =[s+N{n—1,s k)]|[NE¥1oRFs g k1) +1]
prova o lema. |

Lema 8.2.4 Seja w uma palavra sobre X de comprimento m que ndo é representdvel na
forma v*, onde v € wma subpalavra prépria da palavra w. FEntdo paro qualquer mimero
natural k < m, a palavra w* contém uma subpalavra k-particiondvel.

Prova: E possivel obter a partir da palavra w, por meio de permutagdes ciclicas das letras,
m palavras w = wp, Wy, ..., Wm—1. Desde que a palavra w ndo é representdvel na forma de
uma poténcia de uma subpalavra, é facil ver que todas as palavras obtidas wg, wy, ..., Wy—1
sao diferentes. Vamos assumir que wi, > wi, > .. > Wi _,. E 6bvio que cada uma das
palavras w; pode ser representada na forma w; = u;v;, onde v;u; = w. Consideremos agora

a palavra

2% _
W = Vg U Vg Ui Uy Uy Uiy Uy Vg Uy Vg Uy
Vamos definir w;, = u;,v;,u;,;,,, parat = 0,1,...,k— 2, e Wi, = Uiy Vi, Ugy_,. D0tEO a
palavra w? pode ser repregentada na forma w™ = vw{ wl...w},_ . Como o inicio de cada
uma das palavras w’ coincide com a palavra w, e wy, > w;, > ... > w;__,, & facil ver que a

i
! ) ! A .
palavra wj w} ..wj & k-particiondvel. |

8.3 Teorema da Altura

Seja K um corpo. Assim como K{X} é o conjunto de todos os polinémios com coeficientes
no corpo K e indeterminadas em X, vamos definir K{X,} como o subconjunto de K{X}
formado pelos polinémios com indeterminadas apenas no conjunto X,. A fim de definir
K{X.} com mais precisio e destacar a sua estrutura de &lgebra, lembremos que X, o
conjunto das palavras sobre X,, ¢ um mondide e que pelo Teorema 2.1.1, K{X}) é uma
dlgebra assocjativa com identidade sobre K. Assim faz sentido definirmos como se segue.

Definigdo 8.3.1 Se¢ K ¢ um corpo, definimos a dlgebra associativa com identidade K{X,} =
K(X3).

Definicio 8.3.2 Sejam T um alfabeto e A um conjunto de palavras sobre T.. Seja w ume
palavra sobre X tal que w = wi'..wy*, onde cada w; € A para i € {1....,h} e w; # Wiy
para i € {1,...,h— 1}. O menor nimero h com esta propriedade é chamado a altura de w
em relacao ao conjunto A.
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Exemplo 8.3.1 Consideremos a palevra w = X3 X1 X X1 X3 X9 X1 X1 Xy sobre X. E facil
ver que w tem altura 6 em relagdo o {X1, X} e altura 1 em relagdo o { X1 X1X,}.

Definicao 8.3.3 Sejam A uma dlgebra associativa sobre um corpo K gerada por um conjun-
to finito G = {ay,...,ax} € P = {p, ...} um conjunto finito de polindmios homogéneos de
K{X}. Para cada polinémio p = p(Xu,..., Xx) de K{X}, denotamos B = pla,,...,ax). Se
existe um nimero h com o seguinte propriedade: para cada mondmio m de K{Xy} ezistem
MONOMI0S Uy, ..., Un em K{Xy} tais que

(i)m= Z?:l Ui (B1s Doy - 1)

(72) a altura de cada u; em relagéo o Xy é menor ou igual a b,

{(iti) cada u;(p1,...,p1) tem o mesmo tipo que m,

dizemos que A € uma Slgebra de altura limitada em relagao a (G, P). O menor nimero h
com esta propriedade é chamado o altura da dlgebra A em relacio a (G, P).

Recordemos que o tipo de um mondémio foi definido na Definigao 3.4.2.

Exemplo 8.3.2 Seja A uma dlgebra associativa e comutative gerada pelo conjunio G =
{@1,...,ax}. Se m & um mondmio de K{X} do tipo [%1,..., %], entdo T = aa{’...a,’}, para
olgum o em K. Portanto, o altura de qualquer monémio de K{X;} em relacio a (G,X,)
ndo excede k. Assim, toda dlgebra associativa e comulative finitamente gerade é uma dlgebra
de altura limitada.

Apresentamos a seguir o importante Teorema da Altura, que foi demonstrado em 1957
por Shirshov [34].

Teorema 8.3.1 {da Altura) Seja A uma dlgebra associativa sobre um corpo K gerade por
um conjunto finite G = {ay,...,ax} e que satisfoz uma tdentidade polinomial de grau n. Se
W € o conjunto de todas as palavras sobre X de comprimento menor quen e P é o conjunto
de todos os mondmios da forma 1w onde w € W, entdo a dlgebra A tem oltura limitada em
relacdo a (G, P).

Prova: Pelo Coroldrio 3.5.1, podemos assumir que A satisfaz uma identidade polinomial
da forma

Xl-“Xﬂ. = Z aa'Xa'{l)---Xcr(n)~
TESs
a#id

Suponhamos que exista um mimero M = M(n, k) tal que cada palavra w sobre X cuja
altura em relacio a W é maior ou igual a M contém uma subpalavra n-particiondvel. Se
isso ocorre a prova esté conclufda, conforme argumentaremos. Na dlgebra A temos que

W = E :aimiu
i

onde o; € K e w; ¢ uma palavra sobre X; tal que cada indeterminada de X; ocorre em
w e em w; 0o Mesmo nimero de vezes e, além disso, w; < w. Se alguma das palavras w;
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tern altura maior ou igual a M em relacdo a W, entdo continuamos o processo. Devido a
monotonicidade estrita, teremos por fim que

W=E o W;,
i

onde cada uma das palavras w; tem altura menor que M em relagdo a W.

De acordo com o Lema 8.2.3, existe um miimero N = N(k, 2n,n} tal que cada palavra
w sobre X, com comprimento N, que nio contém subpalavras n-particiondveis, contém uma
subpalavra da forma v?*. Além disso, ¢ possivel assumir que a palavra v ndo pode ser
representada na forma (v1)* com k > 1. Entdo pelo Lema 8.2.4, o comprimento {(v) da
palavra v é menor que n.

Vamos provar que cada palavra w sobre X; com altura maior que N + 2 em relagao a
W, e que ndo contém subpalabvras n-particiondveis, contém uma subpalavra v, da forma
v = v™', onde 0 < {(v') € I(v) < n e a palavra v' ndo é um segmento inicial da palavra
v. Se w tem altura maior que N + 2 em relacao a W, entao w tem comprimento maior que
N +2. O segmento inicial de comprimento N contém uma subpalavra u”, onde {(u) < n;
logo, w = weuw}, onde w) tem altura maior que 2. Podemos escrever w) = uFu'uf e
u = u'u” (onde u” ndo é a palavra vazia, embora ' possa sé-la), onde wj ndo comega com
um segmento inicial de u” ¢ tem altura maior que 0 (ou seja, nao é a palavra vazia). Entdo

LA

w = weuutu'w) = woutu' (v wfy = woutu'v"

u'v™wp,

onde v = u"' tem o mesmo comprimento que u € wj) ndo comeca com WM segmento inicial
de v. Tomando %' como um segmento inicial de w; de comprimento ndo-nulo ¢ menor ou
igual a I(v), teremos a palavra v; = v™¥' procurada.

Desde que o conjunto de subpalavras da forma indicada é finito, para um niimero natural
M suficientemente grande cada palavra com altura maior ou igual a M em relacdo a W, que
ndo contém subpalavras n-particiondveis, contém n subpalavras iguais da forma v; = v™v'
(nao necessariamente consecutivas). Em cada palavra podemos encontrar uma subpalavra
que € n-particiondvel procedendo da seguinte maneira:

(v uyv) (v Mo ugr?)... (vv'yy,), caso v < o,

ou

(v ™ (v ugr™ ). (0™ H'yy,), caso v < v

Conseqilentemente, cada palavra cuja altura em relacio a W é maior que M contém uma
subpalavra n-particiongvel. B

Utilizando o Teorema da Altura, podemos provar que os teoremas de Levitzki [23] e
Kaplansky [14] sdo simples coroldrios de um mesmo resultado.

Coroldrio 8.3.1 (Levitzki) Toda PI dlgebra finitamente gerada e que é nil élgebra é nilpo-
tente.
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Prova: Sejam A uma nil dlgebra associativa sobre um corpo K gerada por um conjunto
finito G = {ay,...,ax} € que satisfaz uma identidade polinomial de grau n, W o conjunto
de todas as palavras sobre X; de comprimento menor que n ¢ P o conjunto de todos os
mondmios da forma 1w onde w € W. Pelo Teorema da Altura, a dlgebra A tem altura
limitada em relacio a (G, P). Seja h esta altura.

Sejam V o conjunto de todos os produtos com menos que n geradores da dlgebra A e
m o maximo dos indices de nilpoténcia dos elementos do conjunto V. Entdo a slgebra A é
gerada como um espago vetorial por um conjunto finito formado por todos os produtos com
menos que (m — 1) - n - b geradores.

Seja M =(m—1}-n-h+1. Se ¢ éum elemento de A que é produto de M elementos

de G, entdo podemos escrever
P

a = Zaga:?"" ...a:l"i,
=1
onde cada 4 < h, cada a;; € Vecadao; € K. Como (m—1)-n-h<Mesei€ {l,..,p}
entdo M < {my, + ... + m,:;) -1, podemos concluir que existe um j em {1,..,%} tal que
my; > m— 1. Logo, @ = 0. E fdcil ver agora que todo produto de quaisquer M elementos de
A éigual a zero. Portanto, A é uma &lgebra nilpotente. |

Coroldrio 8.3.2 (Kaplansky) Toda PI dlgebra finitamente gerada e algébrica tem dimensio
finita.

Prova: Sejamm A uma &lgebra associativa e algébrica sobre um corpo K gerada por um
conjunto finito G = {ay,...,ax} ¢ que satisfaz uma identidade polinomial de grau n, W o
conjunto de todas as palavras sobre X; de comprimento menor que n ¢ P o conjunto de
todos os mondmios da forma lw onde w € W. Pelo Teorema da Altura, a slgebra A tem
altura limitada em relac¢io a (G, P). Seja h esta altura,

Sejam V' o conjunto de todos os produtos com menos que n geradores da 4lgebra A e m
o maximo dos graus algébricos dos elementos do conjunto V. Entdo a dlgebra A é gerada
como um espaco vetorial por um conjunto finito formado por todos os produtos com menos
que (m — 1) - n - h geradores. u

Definicdo 8.3.4 Uma dlgebra A é localmente nilpotente se ceda subdlgebra finitamente
gerada de A € nilpotente.

Coroldrio 8.3.3 Toda nil dlgebra de indice limitado é locamente nilpotente.

Definicio 8.3.5 Uma digebra A tem altura localmente limitada se cada subdigebra finita-
mente gerade de A tem alture limitada.

Coroléario 8.3.4 Toda PI dlgebra tem altura localmete limitada.
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Capitulo 9

Nilpoténcia de Algebras Associativas

Estudamos a questdo da nilpoténcia de nil dlgebras de indice limitado. Ap-
resentamos o Teorema de Nagata-Higman que é um dos resultados mais impor-
tantes neste estudo.

9.1 Introducao

Ao provarmos, como um dos coroldrios do Teorema da Altura, que toda nil dlgebra de indice
limitado é localmente nilpotente, surge uma pergunta: podemos conseguir um resultado
mais forte provando que toda nil dlgebra de indice limitado é nilpotente? Estudando esta
questdo, M. Nagata [25] publicou um artigo em 1952. Posteriormente, num artigo de 1956,
G. Higman |11} aprofundou os resultados obtidos por Nagata. A sintese destes dois artigos
ficou conhecida como Teorema de Nagata-Higman. Um de seus coroldrios afirma que toda
nil dlgebre de fndice limitedo n e sem elementos de ordem aditiva menor ou igual a n é
nilpotente. Assim, impondo uma condi¢io sobre o grupo aditivo destas nil dlgebras, obtemos
uma resposta positiva para a nossa pergunta inicial. Estes resultados podem ser encontrados
também em [39].

Uma curiosidade histdrica é que o resultado de Nagata e Higman foi obtido em 1943,
de forma diferente, pelos russos J. Dubnov e V. Ivanov [5]. No entanto, devido & Segunda
Guerra Mundial, o trabalho deles ficou desconhecido até por volta de 1970.

Definigdo 9.1.1 Se A € uma dlgebra sobre um corpo K e n é um nimero naoturel, definimos
os seguintes conjuntos

k
IL(A)= {Z a;(a;)" keN, ;e Keaq;€c Aparai=1,..,k}

i=1
Jo(A) = {a € A: (n)*a € I,(A) para algum inteiro néo-negativo k}.
Observagao 9.1.1 Os conjuntos I,(A) e J.(A) sdo subespagos do espaco vetorial A.

Lema 9.1.1 Se A ¢ uma dlgebra associative e n ¢ um nimero natural entdo Sp(ay,...,a,) €
I.(A) para guaisquer ay, ..., e, em A,
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Prova: Considerando o monomio m(Xy, ..., Xn) = X1...X,,, vale a lgualdade

Su(Xrr - Xa) = Y mUXo(1y, s Xom)-

oESy

Pelo Lema 3.5.1, temos que Sp{ay,-..,a,) € igual a
Mm@y + ... + Gy ey @1 + oo+ Gp) —
i

=Y " mlar+ o A Byt e F Gny @1 F B+ aa)
g=1

-+ Z {0y + oo+ lg o F gy o Fnyy 01 F e F gy o+ g o)
1 Sq25n

7
4o 4 (=) Z m{ag, ..., Gq)-
g=1

Logo,

Sn(01, 11 8n) = (@1 + . 4 ag)" Z(a1+ ATt o+ )

g=1
T kL
D D o - A S D Y (M
Iggi€msn g=1
Portanto, S,{(a4, ..., a,) € I,{A) para quaisquer a4, ..., a, em A. [ |

Lema 9.1.2 Se A é uma dlgebra associativa e n é um ndmero natural entdo (n!)?I,(A)A C
I.(A) e (n)2AL(A) C I,(4).

Prova: Se a e b sdo elementos da dlgebra A, entdo

n—1 n—1
S{ab,a, ..,a) = (n—~1)! Z a'(abya® 17 = a{n — 1)! Z a’'ba® 't = a8, (b, q, ..., a),
i=0 i=0

e, pelo Lema 9.1.1, temos que
aSy,(b,a,...,a) € I;(4).

Considerando F(Xi,...,X,) = X15.(b, X, ..., Xs)}, pelo Lema 3.5.1 e pela conclusio
anterior, temos que

Z F(a’cr(l): vary a'a'(n] Z a’a'(l b Qo(2}s +0ey ao‘{n)) S In(A)°
O'GSn O'GSn

Logo,
- ]- Z ae b @1y eeey B 1, Qg1 -ony a"n) € Iﬂ(A)'

=1
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Substituindo a1 = @ e a3 = a3 = ... = a; = b na Ultima férmula, obtemos

(n — 1)1aSp(b,b, ..., b} + (n — 1){(n — 1)1bS,(a,d, ..., b) € I,(A),

(n!)2ab” € I(A).

Analogamente provamos que para quaisquer ae bem A
(n)*"a € I,(A).
Portanto, (n!)2I,(A)A C I,(A) e (n!)2ALL(A) C I.(4). |

Lema 9.1.3 Sejam A uma dlgebra associativa, n um ndmero natural e a um elemento de A.
Se (ny..n.)a € I,(A), onder e N e 0 < n; < n para cada i em {1,...,7}, entdo a € J,(A).

Prova: Seja k um inteiro nio-negativo tal que (n!)*{(n;...n;)a] € I,(4). Logo, (nl)**a €
L.(A) ea € J,(A) |

Coroldrio 9.1.1 Se A é uma dlgebra associativa e n é um nimero natural entdo J,(A) é
um ideal da dlgebra A, e o quociente A/J,(A) ndo contém elementos ndo-nulos de ordem
aditiva menor ou igual a n.

Prova: Como j4 foi observado, I,,(A) é um subespaco do espago vetorial A. Sejam a € J,{A),
b € A e k um inteiro nio-negativo para o qual (n)*a € I,{A). Pelo Lema 9.1.2, temos
que (n))?[(n)*alb € I,(A) e (n!)2b[(n))*a] € I,(A), e conseqlientemente (nl)*+2ab € I,(A) e
(n!)*+2ba € I(A). Portanto, J,{A4) ¢ um ideal da slgebra A.

Suponhamos, por absurdo, que exista um elemento ndo-nulo a + J,(A) de 4/J,(A) cuja
ordem aditiva é um mimero natural & < n. Logo, k(a + Jn{A)) = 0+ J,(A) e ka € J,(A).
Asgim, @ € J,(A) e a + J,(A) = 0 + J,(A), 0 que é uma contradicao. Portanto, A/J,(A)
nao contém elementos ndo-nulos de ordem aditiva menor ou igual a n. [ |

9.2 Teorema de Nagata-Higman

Teorema 9.2.1 (Nagata-Higman) Se A é uma dlgebra associative entdo para qualguer ndmero
natural n
AT C T (A).

Prova: Provaremos o teorema, por inducéo finita em n. Se n = 1, entdo o resultado é ébvio;
suponhamos que o teorema seja valido para n — 1 e vamos prova-lo para n > 1. Devido ao
fato de que S,{b,q,...,a) € I,(A), para guaisquer ¢ e b em A temos que

n—1
Z a*ba™ 1t € J,(A).

i=0
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Sejam a, b, ¢ elementos arbitrarios da dlgebra A. Consideremos a soma

-1 n-1 n—1 n-—-1 n—1 n—1
ﬂz nzan—l—icbjaébn-—l—j — Zzan—l—tcbjatbﬂ— -4 _ Z Zan— -1 ij bn—l—g -
- i T
= Z(Z a*(ch’)a® 11T = Z(Za*(cbj)a“'l‘i)b“‘l‘j =
j=1 i=0 j=1 i=0
n~1
— ﬂZ( Zaz ™ 1—z . an—l(cbj))bn—l—j —
-
= k- Zan_lcbjbn_l_j =
j_l

I

E— Zan lopn—l -k — ( ) -~ lcbﬂ—l

onde k € J,(A). Por outro lado, manipulando a mesma soma obtemos

1 n-1 n—1 n—1
Zzan =i fpipn—l-j  _ Zan—l—éczbjaibn—l-j —
i=1 §=1 i i=1
n—-1
— Zan-—l i ijazbn— =i _ gipn-l ) _
n—1 n—1
_ kl . Zan—l—icaibn—l =k — Ean—l—m'caibn—l + o Llept =
i==1 i=0

= k4 kg + o™l
onde k, e ky pertencem a J,(A4). Combinando os dois resultados temos que
na” " teb™ ™t € J,(A).
Como os elementos a, b, ¢ sdo arbitrarios, segue que
nln—1{A)AL_1(A) C J,(A),

€ além disso
Ja1(AYAT._1(A) C J.(A).

~t C Ju—1{A), e consegiientemente

gn-t

Pela hipétese de indugio A
AT = AT AATTNC 1 (A)Ad(A) € Ju(A),
provando o teorema. [ |

Agora estamos em condigdes para provarmos o resultado que motivou o desenvolvimento
do presente capitulo.
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Coroldrio 9.2.1 Toda nil slgebra de tndice limitado n, e sem elementos de ordem aditiva
menor ou igual a n, é nilpotente, com fndice de nilpoténcia menor ou igual ¢ 27 — 1.

Prova: Seja A uma nil sigebra de indice limitado n. Logo, I,(4) = {0}.

Vamos provar que Jn(A) = {0}. Seja a um elemento nio-nulo de A. Se n > 2, entdo
2a¢ # 0. Se n > 3, entdo 3(2a) = (3!)a # 0. Repetindo este processo até n, obtemos que
{n!)a # 0. Por indugdo finita em k, provamos facilmente que (nl)¥a # 0 para todo inteiro
nio-negativo k. Portanto, a ¢ Jp(A). Assim, I,(A) = {0}.

Logo, A2~ C {0} e A é uma slgebra nilpotente com indice de nilpoténcia menor ou
igual a 2™ — 1. |

Coroldrio 9.2.2 Se A ¢ uma Glgebra associativa e n é um niumero natural entdo existe um
nimero natural k tel que pare qualguer a € A¥'~1, temos que

(n)fa = Z ai(as)",

pare glgumre N, ;€ K ea;, € Aondei=1,..,r.

Prova: Considerando a dlgebra K{X}, pelo Teorema de Nagata-Higman, temos que
X1 X5.. Xon_1 € JJ(K{X})

e conseqtientemente, para algum k,

(n) X1 X2 Xpny = Z o (pi)",

=1

para algum r € N, o; € K e p; € K{X} onde ¢ = 1,...,7. Assim, é facil ver que £ é o
ndmero procurado. |

Comnsideremos f : N — N a aplica¢io onde, para cada n € N, f(n) ¢ o menor ndimero
natural tal que A/ C J,{A). Pelo Teorema de Nagata-Higman, sabemos que f(n) € 2¢—1.
Serd que f(n) = 2" —17 A resposta dessa pergunta é negativa, pois um resultado de Higman
mostra que A% C J3(4). Assim 2"—1 nio é exatamente f{n), mas apenas um limite superior.
Razmyslov provou que f(n) < n? e Kuz’'min que f(n) > n(n+1)/2. Portanto, o que sabemos
sobre a aplicagdo f € que n(n+1)/2 € f(n) < n.

89



Bibliografia

[1} S. A. Amitsur, A note on Pl-rings, Istael J. Math. 10 {1971}, 210-211.

[2] S. A. Amitsur e J. Levitzki, Minimal identities for algebras, Proc. Amer. Math. Soc. 1
(1950), 449-463.

[3] M. Dehr, Uber die Grundlangen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahlsysteme,
Math. Ano. 85 (1922), 184-193.

|4] V. Drensky, A minimal basis for the identities of o second order matriz algebra over o
field of characteristic 0, 43 (1981), 188-194.

[5] J. Dubnov e V. Ivanov, Sur l'abaissement du degré des polyndmes affineurs, C. R. Acad.
Sci. URSS 41 (1943), 95-98.

[6] E. S. Golod, On nil-algebras and residually finite p-groups, Izv. Akad. Nauk SSSR Ser.
Mat. 28 (1964), 273-276 (original em russo); Amer. Math. Soc. Transl. {2) 48 (1965)
(tradugBo para o inglés)

[7) E. S. Golod e 1. R. Shafarevich, On class field towers, Izv. Akad. Nauk SSSR Ser.
Mat. 28 (1964), 261-272 (original em russo); Amer. Math. Soc. Transl. (2) 48 (1965)
(tradugio para o inglés)

[8] M. Hall, Projective planes, Trans. Amer. Math. Soc. 54 (1943), 229-277.

[9] I. N. Herstein, Noncommutative rings, The Carus Math. Monographs 15, Math. Assoc.
Amer., New York, 1968.

[10] G. Higman, Ordering by divisibility in abstract algebras, Proc. London Math. Soc. 2
{1952), 326-336.

[11] G. Higman, On ¢ conjecture of Nagata, Proc. Cambridge Philos. Soc. 52 (1956), 1-4.

[12] N. Jacobson, Structure theory for algebraic algebras of bounded degree, Ann. Math. 46
(1945), 695-707.

[13] 1. Kaplansky, On a probiem of Kurosh and Jacobson, Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946),
496-500.

[14] I. Kaplansky, Rings with o polynomial identity, Bull. Amer. Math. Soc. 54 {1948), 575-
580.

90



[15] A. R. Kemer, Finite bases for identities of associative algebras, Algebra i Logika 27
(1987), 597-641.

[16] A. R. Kemer, Ideals of identities of associative algebras, Trans. Math. Monographs 87,
Amer. Math. Soc., 1991.

[17] B. Kostant, A theorem of Frobenius, a theorem of Amitsur-Levitzki, and cohomology
theory, Indiana J. Math. and Mech. 7 (1958), 237-264.

[18] A. I. Kostrikin, Introduccion al dlgebra, Mir, Mosci, 1983.

[19] A. G. Kurosh, Ringtheorestische Probleme, die mit dem Burnsideschen Probleme tber
periodiche Gruppen in Zusammenghang stehen, Bull. Acad. Sei. URSS Ser. Math. 5
(1941), 223-240.

[20] J. B. Kruskal, Well-quasi-ordering, the tree theorem, and Vazsonyi’s conjecture, Trans.
Amer. Math. Soc. 95 (1960), 210-225.

[21] V. N. Latyshev, On Regev’s theorem on identities in a tensor product of Pl-algebras,
Ups. Mat. Nauk. 27 (1972), 213-214 {em russo).

[22] V. N. Latyshev, Partially ordered sets and nonmatriz identities of associative algebras,
Algebra i Logika 15 (1976), 34-44.

[23] J. Levitzki, On e problem of Kurosh, Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946), 1033-1035.

124] W. Miller Jr., Symetric groups and their applications, Pure and Appl. Math. 50, Aca-
demic Press, 1972.

[25] M. Nagata, On the nilpoteny of nil-algebras, J. Math. Soc. Japan 4 (1952), 296-301.
[26] R. S. Pierce, Associative algebras, GTM 88, Springer, New York, 1982.

127] C. Procesi, Rings with polynomial identities, Pure and Appl. Math. 17, Marcel Dekker,
New York, 1973.

[28] Yu. P. Razmyslov, Finite basing of the identities of a matriz algebra of second order
over a field of characteristic 0, Algebra i Logika 12 (1973), 47-63.

[29] A. Regev, Eristence of identities in A® B, Israel J. Math. 11 (1972), 131-152.

[30] A. Regev, The representations of S, and ezplicit identities for Pl-algebras, J. Algebra
51 (1978), 25-40.

[31] S. Rosset, A new proof of the Amitsur-Levitzki identity, Israel J. Math. 23 (1976), 187-
188,

[32] L. H. Rowen, Polynomial identities in Ring Theory, Pure and Appl. Math. 84, Academic
Press, 1980. :

91



[33] A. 1. Shirshov, On certein nonassociative nil rings and algebraic algebras, Mat. Sb. 41
(83) (1957), 381-394 (original em russo); Amer. Math. Soc. Transl. 119 (2) (1983),
119-132 (traducio para o inglés).

[34] A. I. Shirshov, On rings with polynomial identities, Mat. Sh. 43 (85) (1957), 277-283
(original em russo); Amer. Math. Soc. Transl. 119 (2) (1983), 133-139 (traducio para
o inglés).

[35] W. Specht, Gesetze in Ringen I, Math. Z. 52 (1950), 557-589.

|36] R. G. Swan, An application of graph theory fo algebra, Proc. Amer. Math. Soc. 14
(1963), 363-373.

[37] R. G. Swan, Correction to “An application of graph theory io algebra”, Proc. Amer.
Math. Soc. 21 (1969), 379-380.

[38] W. Wagner, Uber die Grundlangen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahlsys-
teme, Math. Ann. 113 (1936), 528-567.

[39] K. A. Zhevlakov, A. M. Slin’ko, I. P. Shestakov, A. 1. Shirshov, Rings that are nearly
associative, Pure and Appl. Math. 104, Academic Press, 1982.

92



