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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns aspectos de estimacao e diagnostico de influéncia
local (Cook, 1986) em modelos lineares, especificamente no modelo de regressao linear,
no modelo linear misto e no modelo de Grubbs sob a classe de distribuicoes assimétricas
misturas de escala skew-normal (SMSN) (Branco & Dey, 2001). Esta familia de dis-
tribuicoes tem como membros particulares as versoes simétrica e assimétrica das dis-
tribuicoes t-Student, slash e normal contaminada, todas com caudas mais pesadas que
a distribuicdo normal. A estimagio dos pardmetros serd via o algoritmo EM (Dempster
et al., 1977) e a andlise de diagndstico serd baseada na técnica de dados aumentados
que usa a esperanca condicional da funcao log-verossimilhanca dos dados aumentados
(fungio-Q) proveniente do algoritmo EM, como proposta por Zhu & Lee (2001) e Lee
& Xu (2004).

Assim, pretendemos contribuir positivamente para desenvolvimento da area dos mo-
delos lineares, estendendo alguns resultados encontrados na literatura, por exemplo,
Pinheiro et al. (2001), Arellano-Valle et al. (2005), Osorio (2006), Montenegro et al.
(2009a), Montenegro et al. (2009b), Osorio et al. (2009), Lachos et al. (2010), entre

outros.

Palavras-chave: Algoritmo EM; Assimetria; Distancia de Mahalanobis; Distribuicoes

Misturas de Escala Skew-Normal; Influéncia Local; Modelos Lineares.
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Abstract

In this work, we study some aspects of the estimation and the diagnostics based on the
local influence (Cook, 1986) in linear models under the class of scale mixtures of the
skew-normal (SMSN) distribution, as proposed by Branco & Dey (2001). Specifically,
we consider the linear regression model, the linear mixed model and the Grubbs’ mea-
surement error model. The SMSN class of distributions provides a useful generalization
of the normal and the skew-normal distributions since it covers both the asymmetric and
heavy-tailed distributions such as the skew-t, the skew-slash, the skew-contaminated
normal, among others. The local influence analysis will be based on the conditional
expectation of the complete-data log-likelihood function (function-Q) from the EM algo-
rithm (Dempster et al., 1977) ), as proposed by Zhu & Lee (2001) and Lee & Xu (2004).

We believe that the results of our work have contributed positively to the develop-
ment of this area of linear models, since we have extended some results from the works
of Pinheiro et al. (2001), Arellano-Valle et al. (2005), Osorio (2006), Montenegro et al.
(2009a), Montenegro et al. (2009b), Osorio et al. (2009), Lachos et al. (2010), among

others.

Key-words: EM Algorithm; Linear Models; Local Influence; Mahalanobis Dis-

tance; Scale Mixtures of Skew-Normal Distributions; Skewness.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Os modelos lineares sao uma das técnicas mais populares em pesquisa, pois apresentam
uma estrutura que permite aplicacoes em diversas dreas cientificas, por exemplo, agri-
cultura, biologia, ciéncias médicas, economia, entre outras. Na literatura, os estudos de
inferéncia nos modelos lineares tém sido considerados sob a distribuicao normal. Con-
tudo, em muitas situagoes, inferéncias sob normalidade sao impréprias, por exemplo,
quando os dados proveem de uma distribuicao com caudas mais ou menos pesadas que
a distribuicao normal ou ainda assimétrica. Modelos alternativos ao modelo normal
que preservam a estrutura simétrica e que permitam reduzir a influéncia dos “outliers”
tém sido sugeridos por muitos autores. Por exemplo, Lange et al. (1989) propdem o
modelo t-Student, Yamaguchi (2001) sugere usar a distribui¢ao normal contaminada e

Osorio (2006) propoe as distribuigoes misturas de escala normal. Essas distribuicoes



2 1. Introducao

sao membros particulares de uma classe mais ampla e conhecida na literatura como

distribuigoes elipticas (Fang et al., 1990).

Do ponto de vista pratico, muitos autores tém usado transformacoes de varidveis
para alcancar normalidade ou pelo menos a simetria e em muitas situacoes, seus resul-
tados sdo satisfatérios. Entretanto, Azzalini & Capitanio (1999) tém apontado alguns
problemas. Por exemplo, as varidveis transformadas sao mais dificeis de serem interpre-

tadas, especialmente quando cada variavel é transformada usando uma funcao diferente.

Embora a classe de distribuicoes elipticas represente uma boa alternativa a dis-
tribuicao normal, ela nao é adequada em situacoes nas quais a distribuicao das ob-
servacoes é assimétrica. De fato, em muitos problemas praticos a distribuicao empirica
é unimodal com um certo grau de assimetria. Por exemplo, Hill & Dixon (1982) dis-
cutem e evidenciam numericamente a presenca de assimetria em dados reais. Assim,
¢ de interesse pratico estudar distribuicoes que sejam menos sensiveis do que a dis-
tribuicao gaussiana a certos desvios das suposicoes consideradas, construindo familias
paramétricas que sejam analiticamente trataveis, que possam acomodar valores praticos
de assimetria e curtose e que contenham estritamente a distribuicao normal, como caso

especial.

Quando a distribuicao dos dados tem um comportamento assimétrico, esta pode
ser modelada através de membros da classe de distribuicdes assimétricas, também co-
nhecidas na literatura como distribuicoes skew-elipticas. Nesta classe, a distribuicao
skew-normal univariada é talvez a pioneira nesta idéia. Inicialmente, introduzida por
O’hagan & Leornard (1976) como uma distribuicao a priori em anédlise bayesiana e

posteriormente, formalmente estudada por Azzalini (1985) (do ponto de vista cldssico)
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como uma extensao natural da distribuicao normal para modelar a estrutura assimétrica
presente nos dados. Usando esta idéia, outras distribuicoes assimétricas como skew-t,
skew-cauchy, skew-slash, skew-normal contaminada e skew-exponencial poténcia foram
desenvolvidas. Extensoes para o caso multivariado podem ser encontradas em Azzalini
& Dalla-Valle (1996), Azzalini & Capitanio (1999), Branco & Dey (2001), Sahu et al.
(2003), Azzalini & Capitanio (2003), Lachos (2004), Genton (2004), Arellano-Valle &
Genton (2005), Wang & Genton (2006), entre outros. Desses resultados, Arellano-Valle
et al. (2005) consideram uma extensao multivariada da distribui¢ao skew-normal pro-
posta por Azzalini (1985) e a utilizam no contexto de modelos lineares mistos (LMM),
mostrando que é possivel obter uma forma fechada para a densidade marginal das quan-
tidades observaveis de modo que a inferéncia cldssica possa ser tratada usando técnicas
padroes de otimizagdo numérica. Lachos et al. (2007a) implementam o algoritmo EM
para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo
linear misto skew-normal (SN-LMM), sendo que o processo iterativo da etapa M tem
forma fechada para todos os parametros envolvidos no modelo, estendendo, alguns
resultados encontrados em Pinheiro & Bates (2000). Além disso, Montenegro et al.
(2009a) desenvolvem o método de influéncia local no SN-LMM usando a metodologia

proposta por Zhu & Lee (2001).

Estudos em modelos estatisticos sob a classe de distribuicoes assimétricas estao
sendo aplicados com sucesso, tanto no contexto tedrico quanto pratico. Recentemente,
Lachos et al. (2009) e Lachos et al. (2010) consideram as distribui¢oes misturas de es-
cala skew-normal no modelo de regressao multivariado com erros de medida e modelos
lineares mistos, respectivamente. No contexto de aplicacoes dos modelos tedricos de-
senvolvidos, é importante estudar a sensibilidade dos resultados obtidos no processo de

estimacao dos parametros. Surge entdao a importancia da metodologia de andlise de



4 1. Introducao

diagnostico desses modelos ajustados.

Suponha que ja assumimos um determinado modelo como correto. Dessa forma,
temos interesse em analisar os dados com o intuito de observar se alguma observacao
particular controla propriedades importantes na estimacao dos parametros. Um método
para avaliar a influéncia de determinadas observacoes, sob certo esquema de per-
turbagao, foi proposto por Cook (1986), conhecido na literatura como método de in-
fluéncia local. Esta técnica de diagnodstico tem sido aplicada com sucesso por muitos
autores em modelos lineares sob a classe de distribuigoes simétricas misturas de escala

normal, veja por exemplo, alguns resultados e referéncias recentes em Osorio (2006).

Alguns resultados sob a distribuicao skew-normal podem ser encontrados, por e-
xemplo, em Lachos et al. (2005) e Lachos et al. (2008) que aplicam a técnica de in-
fluéncia local no modelo de calibragdo comparativa e no modelo de regressao com erros
nas varidveis com intercepto nulo, respectivamente. Apesar da abrangente aplicabili-
dade do método proposto por Cook (1986) em alguns casos, resulta dificil ou as vezes
intratavel aplicd-lo diretamente sendo necessario o uso de métodos alternativos. Uma

alternativa interessante a abordagem de Cook (1986) foi proposta por Zhu & Lee (2001).

Na literatura estatistica existem poucos trabalhos aplicados sobre estimacao e analise
de diagnéstico em modelos lineares sob a classe de distribuicoes assimétricas misturas
de escala skew-normal, onde se baseia nosso objetivo. Na proxima secao, apresentamos
uma breve descricao do algoritmo EM e em seguida mostraremos alguns critérios que
serao utilizados para a selecionar distribuicoes dentro da classe misturas de escala skew-
normal (SMSN). Posteriormente, apresentamos um resumo de métodos de diagndstico

de influéncia aplicados aos modelos lineares que serao considerados, especificamente,
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modelo de regressao linear, modelo linear misto e modelo de Grubbs. Finalmente,

descrevemos os objetivos especificos assim como a organizagao do trabalho.

1.2 Algoritmo EM

Neste trabalho, a obtencdo do estimador de mdaxima verossimilhanga (EMV) de 6
(parametro de interesse) serd baseada no algoritmo EM. O algoritmo EM (Dempster
et al., 1977) é um enfoque amplamente aplicado no calculo iterativo de estimativas de

maxima verossimilhanca, sendo bastante 1til para problemas com dados incompletos.

Muitos problemas em estatistica podem ser considerados utilizando uma formulacao
de dados aumentados permitindo assim simplificar a obtencao de estimativas de maxima
verossimilhanga. Os dados aumentados, também chamados dados completos, cor-
respondem aos dados observados, referidos nesta formulacao como dados incompletos,
e dados adicionais conhecidos como dados perdidos ou nao observéveis. Neste contexto,
as funcoes de verossimilhanca, baseadas nos dados completos e observados, sdo denomi-
nadas verossimilhanca de dados completos e dados incompletos, respectivamente. E
importante salientar que a parte aumentada dos dados nao requer que eles sejam “per-
didos” no sentido estrito da palavra, pois somente representam um mecanismo técnico.
De fato, esta idéia é usada para descrever uma variedade de modelos estatisticos, tais
como misturas, efeitos aleatorios, agrupamentos, censura e dados parcialmente obser-

vados (Liu, 1999).

Considere que yqs denota os dados observados e y,,;s denota os dados nao ob-
servaveis, sendo os dados completos Y. = (Yobs, Yimis), onde Yops é acrescido de yois.

Denotamos f(y.|@) a fungao de verossimilhanga dos dados completos e £.(0|y.) =
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log(f(y¢|@)) a fungao log-verossimilhanga dos dados completos. O algoritmo EM aborda
problemas com dados incompletos indiretamente mediante a substituicao da parte nao
observavel em /.(0]y.) por suas esperancas condicionais dado y.s, usando o ajuste
atual para 6. Dessa forma, definimos Q(0|§) (fungdo-Q) como a esperanca da fungao

log-verossimilhanca dos dados completos, ou seja, Q(6]8) = E{l.(8]y.)|Yovs, 0}, 0 € ©.

Cada iteracao do algoritmo EM consiste de dois passos: esperanca (passo E) e

maximizacao (passo M). A (¢ 4 1)-ésima iteracao do algoritmo EM é definida como

Passo E: Para 0 = ?o(t), calcular Q(0|§(t)) como
() ()
Q(616"") = E{lc(0]yc)|yons: 0 " };

Passo M: Obter 8 que maximize Q(0|§(t)), tal que

~(t4+1) A (t ~(t
0@y > q018"), vece.
Deve-se alternar os passos E e M repetidamente até atingir a convergéncia. Cada
iteracao do algoritmo EM incrementa o logaritmo da funcao de verossimilhanca ob-
-~ ~(t N t+1
servada £(6|yqs) de modo que E(O( )|YObs) < E(O( )|yobs) e o algoritmo tipicamente
converge a um maximo local ou global da funcao de verossimilhanga. Como critério de

)

(141 —~
convergéncia, podemos utilizar ||0(tJr - O(t)|| < ¢, onde ||a|| indica a norma do vetor

aee> 0.

Quando o passo M do algoritmo EM é complicado, este pode ser amenizado reali-
zando o processo de maximizacao condicional a alguma funcao dos parametros que
estao sendo estimados. Este algoritmo EM generalizado proposto por Meng & Rubin

(1993) é denominado algoritmo de maximizacao condicional de esperanca (ECM). A
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idéia neste caso é substituir o passo M do algoritmo EM por uma sequéncia de passos
de maximizacao condicional (CM) computacionalmente mais simples, em que cada um
deles maximiza a funcao-Q sujeita as restricoes em 6. E importante notar que as
propriedades de simplicidade, estabilidade e convergéncia monétona do algoritmo EM
sao compartilhadas pelo algoritmo ECM, porém com taxas de convergéncia mais velozes.

Neste trabalho, denominados essa variante do algoritmo EM por algoritmo tipo-EM.

1.3 Selecao de Modelos

Apesar de nao serem testes formais, como em Zhang & Davidian (2001), verificamos a
adequacao dos modelos SMSN aos dados inspecionando alguns critérios de informacao.

Trés critérios foram selecionados: o critério de informacao de Akaike (AIC, —1(0)+P), o

critério de informacao bayesiano de Schawarz (BIC, —1(8)+0.5log (n)P) e o critério de
Hannan-Quinn (HQ, —1(8) + log (log (n))P), onde 1(8) ¢ funciio log-verossimilhanca, 0
é a estimativa de maxima verossimilhanca de 8, n é o tamanho amostral e P é o niimero
de parametros livres no modelo. Cada um desses critérios baseia-se numa penaliza¢ao
da verossimilhanca na medida em que o modelo se torna mais complexo, isto é, modelos

com um grande numero de parametros. Dessa forma, o modelo que apresente o menor

valor do critério de informacao serd o modelo selecionado.

1.4 Diagnéstico de Influéncia

Um dos principais objetivos da modelagem estatistica é avaliar a qualidade do modelo
postulado para representar o fenomeno sob estudo. Contudo, frequentemente existem
observacoes que podem alterar substancialmente a inferéncia estatistica quando sao re-

tiradas do conjunto de dados. Na literatura estatistica tem havido portanto, grande
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interesse na deteccao de tais observacoes com o intuito de avaliar o impacto das mesmas

no modelo ajustado.

Tais fatos tém motivado o desenvolvimento de duas principais linhas de pesquisa em
diagnéstico de influéncia: identificacao de observacoes influentes, mediante a eliminacao
de casos, também conhecida como técnica de influéncia global, veja Cook & Weisberg
(1982) e Chatterjee & Hadi (1988) para mais detalhes, ou a técnica de infuéncia local
(Cook, 1986) que permite avaliar a influéncia que pequenas perturbagoes podem exercer

sobre os componentes do modelo (dados) usando uma medida de influéncia apropriada.

Embora a metodologia de influéncia local proposta por Cook (1986) venha sendo
aplicada com sucesso em diferentes areas da estatistica, observamos que dependendo da
complexidade do modelo, a aplicacao dessa abordagem envolve extensas manipulacoes
algébricas e em alguns casos um intenso trabalho computacional. Uma alternativa in-
teressante a proposta de Cook (1986), e ttil nos casos em que resulta dificil aplicar dire-
tamente os métodos apresentados por Cook (1986), foi proposta por Zhu & Lee (2001)
e ¢ baseada na funcdo de verossimilhanca aumentada, resultante da implementacao do

algoritmo EM.

1.4.1 Influéncia Local

O objetivo do método de influéncia local é investigar o comportamento de alguma me-
dida de influéncia T'(w) quando pequenas perturbagoes sao introduzidas no modelo (ou
dados) por meio de um vetor de perturbacdo w € @ C RY . Neste trabalho, usamos
como medida de influéncia a fun¢ao-Q (Zhu & Lee, 2001) para estudar a influéncia nos

modelos lineares.
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A seguir apresentaremos em forma resumida a abordagem de influéncia local de
Zhu & Lee (2001) que é baseada na conhecida metodologia de influéncia local de Cook
(1986). Considere o vetor de perturba¢ao w = (wy,...,w,)" variando numa regido
aberta em Q C RY, seja £.(0,w|Y.) a funcio log-verossimilhanca dos dados completos
do modelo perturbado. Assumimos que existe um vetor de nao perturbacao w,, tal que
0.(0,w,|Y.) = £.(0]Y.) para todo 6. Denotamos @(w) como a fun¢ao que maximiza

Q(G,w|§) = E[Ec(O,w|Yc)|y,§]. O grafico de influéncia é definido como a(w) =

(W', fo(w))T, onde fo(w) ¢ a fungao Q-afastamento definida por
folw) =2|Q (618) - Q (8()8) | .

Segundo as metodologias desenvolvidas em Cook (1986), Zhu & Lee (2001) e Zhu
& Lee (2003), a curvatura normal Cf, 4 de a(w) em w, na direcdo do vetor unitario d

¢ dada por
T o . T w o~ -1
Croa=—2d"Guw,d, onde — Qu, =V, {-0(®)} Ve,

PQOP)| g _ Q0.4

T ~ T
0000 0-0 000w

em que (Jy(6) =

0=-0w)

Como em Cook (1986), a expressao —Qwo ¢ importante para detectar observacoes

localmente influentes. A avaliacdo de casos influentes é baseada na inspecao visual de

{M(O)l == Bfqul;l == 1, e ,g}

versus o indice [, onde By, +(0) = Cnyu(O)/tr[—QQwo] e 1, é um vetor de perturbacao
basica, tal que a [—ésima entrada ¢é igual a 1 e as restantes iguais a 0. Veja Zhu
& Lee (2001) para outras propriedades tedricas de By, y,, tal como a invariancia sob

reparametrizacao de 8. Até agora, nao ha uma regra geral para julgar a magnitude da
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influéncia de um caso especifico nos dados. Recentemente, Lee & Xu (2004) propuseram
usar M(0) + ¢*SM(0) como marca de referéncia (“benchmark”) para considerar as
observacdes influentes, onde M (0) e SM(0) sdo a média e o desvio padrao de {M(0);,1 =
1,...,g}, respectivamente e ¢* é uma constante positiva arbitrdria, veja Montenegro

et al. (2009a) para mais detalhes, por exemplo.

1.5 “QOutliers” e Robustez

Os termos “outliers” e robustez desempenham um papel importante nesta tese. O termo
“outlier” muitas vezes é usado informalmente e Lucas (1997) ressalta que “outliers” sao
definidos com respeito aos modelos. Dessa forma, observacoes podem ser “outliers” em

um modelo e serem perfeitamente regulares para outro modelo.

Um dos objetivos subjacentes as técnicas de estimagao e diagnéstico consideradas
nesta tese é o desenvolvimento de procedimentos sob a classe de distribui¢oes SMSN
que sejam robustos na presenca de “outliers”, ou seja, métodos estatisticos que nao
sejam afetados (ou menos afetados) por observagoes extremas, comumente chamadas
de observagoes aberrantes (“outliers”, anomalas ou atipicas). Uma das caracteristicas
dessa classe rica de modelos é que as distribuicoes SMSN podem naturalmente atribuir
pesos diferentes para cada observacao e consequentemente controlar a influéncia da ob-

servagao no processo de estimacao, por exemplo.

Para concluir a discussao com respeito aos termos “outliers” e robustez, discutire-
mos a seguir a relacao de métodos robustos na presenga de “outliers” com outros ramos
da literatura estatistica, especificamente diagnostico de influéncia. As areas de pesquisa

relacionadas com métodos robustos na presenca de “outliers” e diagnéstico (Cook &
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Weisberg, 1982) consideram o problema de “outliers” sob perspectivas diferentes. Se-
gundo Lucas (1997), talvez seja por este fato que, até recentemente, ndo exista muita

interacao entre esses campos de pesquisa.

Em diagnéstico, procedimentos sao desenvolvidos para detectar “outliers” e ob-
servacoes influentes com o intuito de avaliar o impacto das mesmas no modelo ajustado.
Definimos observacoes influentes como sendo os elementos do conjunto de dados que efe-
tivamente alteram aspectos da andlise. Por outro lado, a area de pesquisa em métodos
robustos na presenca de “outliers” considera um enfoque baseado na acomodacao de
observacoes aberrantes, possiveis observacoes influentes, através de procedimentos ro-
bustos, os quais tém sido desenvolvidos, por exemplo, modificando o método de maxima,
verossimilhanc¢a sob normalidade com o intuito de atenuar o efeito de tais observacoes
nos resultados da estimacao; veja Lucas (1997) para mais detalhes. Sob esse enfoque
também podemos considerar as distribuic¢oes assimétricas com caudas mais pesadas do
que as distribuicoes simétricas misturas de escala normal. Uma escolha interessante

neste sentido corresponde a classe de distribuicoes SMSN.

Dessa forma, neste trabalho, consideramos uma interacao entre os campos de pesquisa
baseados em métodos robustos na presenca de “outliers” e diagnostico de influéncia,

propondo extensoes dos modelos lineares classicos sob a classe de distribuicoes SMSN.

1.6 Definicao dos Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é apresentar um estudo de estimagao e diagnéstico
de influéncia nos modelos lineares sob a classe de distribuicoes assimétricas SMSN. A

estimacao dos parametros serda via o algoritmo EM, a andlise de influéncia local serd
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baseada na metodologia proposta por Zhu & Lee (2001) e os seguintes modelos lineares

serao considerados:

e Modelo de Regressao Linear.

e Modelo Linear Misto.

e Modelo de Grubbs.

Podemos entao relacionar os seguintes objetivos especificos:

1 Descrever a classe de distribuicoes assimétricas misturas de escala skew-normal,
conforme discutida em Branco & Dey (2001), Lachos & Vilca (2007), Kim (2008)
e Lachos et al. (2010), por exemplo. Em seguida, desenvolver um algoritmo
para estimacdo dos parametros e imputacao de valores em modelos SMSN para
dados parcialmente observados (“missing values”), considerando as propriedades
introduzidas para a classe SMSN. Esta linha de pesquisa esta relacionada com os

resultados encontrados em Lin et al. (2009a), por exemplo.

2 Discutir algumas extensoes unificadas da classe de distribui¢oes assimétricas mis-
turas de escala skew-normal, generalizando as distribui¢oes assimétricas introduzi-
das por Sahu et al. (2003) e Arellano-Valle et al. (2007), por exemplo, amplamente

aplicadas em andlises bayesianas.

3 Realizar um estudo de estimacao e diagnostico no modelo de regressao linear
quando as observacoes seguem uma distribuicao na classe SMSN, generalizando
alguns resultados encontrados em Galea-Rojas et al. (2003) e Osorio et al. (2007),

por exemplo.
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4 Apresentar estudos de analise de diagnostico no modelo linear misto sob a classe
de distribui¢oes SMSN, fornecendo um suplemento necessario para o trabalho de

Lachos et al. (2010).

5 Desenvolver um estudo de estimacao e diagnéstico no modelo de Grubbs sob a
classe de distribuicoes SMSN, generalizando alguns resultados recentes encontra-

dos em Osorio et al. (2009) e Montenegro et al. (2009h), por exemplo.

1.7 Apresentacao dos Capitulos

No Capitulo 2, apresentamos a classe de distribuicoes misturas de escala skew-normal,
originalmente introduzida por Branco & Dey (2001) e posteriormente estudada por La-
chos & Vilca (2007) e Kim (2008), por exemplo, com a finalidade de descrever suas
propriedades, tais como representacao estocdstica, momentos, formas quadréticas, en-
tre outras. Adicionalmente, generalizamos alguns resultados encontrados em Lin &
Lee (2008), uteis em aplicacoes com dados ausentes com estrutura SMSN. Em seguida,
desenvolvemos um algoritmo simples para estimacao dos parametros e imputacao de
valores em modelos SMSN quando os dados nao sao completamente observados, con-
siderando as propriedades introduzidas para a classe de distribuicoes SMSN. Neste
contexto, um estudo de simulagao serd considerado. Além disso, alguns resultados adi-
cionais das distribuicoes SMSN sao desenvolvidos com o intuito de introduzir uma nova

distribui¢ao que pode ser utilizada em finangas (Barndorff-Nielsen, 1997).

No Capitulo 3, propomos extensoes unificadas da classe de distribuicoes SMSN e
também desenvolvemos algumas propriedades, tais como momentos, transformacoes li-
neares, distribuicao marginal, entre outras. Inicialmente, consideramos uma extensao

da distribui¢ao skew-normal proposta por Arellano-Valle et al. (2007) que faz da in-
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feréncia bayesiana uma alternativa vidvel para tratar os modelos lineares, estendendo
em certo sentido alguns resultados desenvolvidos por Sahu et al. (2003), Arellano-Valle
& Genton (2005) e Arellano-Valle et al. (2007). Um conjunto de dados reais sera uti-
lizado para ilustrar a utilidade dessa extensao proposta na modelagem de dados no
contexto bayesiano. Posteriormente, realizamos um estudo inicial com a finalidade de
introduzir algumas gene-ralizacoes das distribuicoes SMSN quando a varidvel de mis-
tura U segue uma distribuicao multivariada, estendendo alguns resultados encontrados

em Lyu & Simoncelli (2008) e utilizados na modelagem de imagens.

No Capitulo 4, apresentamos o modelo de regressao linear sob a classe de dis-
tribuigoes misturas de escala skew-normal (SMSN-RM), incluindo o algoritmo EM para
estimacao por maxima verossimilhanca e a matriz informacao observada, 1til no calculo
dos desvios padroes das estimativas dos parametros do modelo. A seguir desenvolvemos
a metodologia de influéncia local pertinente ao SMSN-RM, sendo que quatro esquemas
de perturbacao sao considerados. Exemplos numéricos considerando dados reais e simu-

lados sao apresentados para ilustrar a metodologia proposta.

No Capitulo 5, o modelo linear misto sob a classe de distribui¢oes misturas de escala
skew-normal (SMSN-LMM) é definido e um algoritmo EM para estimagao por méxima
verossimilhanca é discutido, conforme descrito em Lachos et al. (2010). Posteriormente,
desenvolvemos a metodologia de influéncia local pertinente ao SMSN-LMM, sendo que
quatro esquemas de perturbacao sao considerados. A metodologia é ilustrada usando
o conjunto de dados “Framingham Cholesterol”, analisado inicialmente por Zhang &

Davidian (2001).

No Capitulo 6, discutimos a formulagao do modelo de Grubbs sob a classe de dis-
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tribuicoes SMSN, denotado por modelo SMSN-G, bem como alguns aspectos inferen-
ciais, incluindo o algoritmo tipo-EM e o calculo da matriz informacao observada. A
metodologia de influéncia local para o modelo SMSN-G, considerando trés esquemas de
perturbacao, é apresentada. Os resultados desenvolvidos sao ilustrados usando o famoso
conjunto de dados de Barnett (1969). O modelo de Grubbs pode ser entendido como
um caso particular do modelo linear com efeitos mistos, contudo este modelo também
pode ser considerado um caso particular do modelo de Barnett (1969). Salientamos que

tal modelo nao é um caso particular do modelo linear misto usual.

O Capitulo 7 finaliza esta tese com conclusoes e diretrizes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Distribuicoes Misturas de Escala

Skew-Normal

A distribuicao normal é uma suposicao rotineira na analise de dados, inclusive no
contexto de dados parcialmente observados, mas tal condicao pode ser irreal espe-
cialmente, para dados com forte assimetria e/ou caudas pesadas. Na pratica, hd um
grande nimero de dados com assimetria e/ou caudas pesadas, por exemplo, dados de
renda familiar, dados de contagem de CD4 provenientes de estudos associados a AIDS,
dentre outros (Hill & Dixon, 1982). Dessa forma, este capitulo é motivado por uma
consideravel pesquisa que tem sido feita para introduzir familias paramétricas flexiveis
que acomodem desvios da suposicao de normalidade e assim, amenizem a necessidade
de transformacoes dos dados. Nessa linha de pesquisa, desenvolvemos alguns resul-
tados adicionais para a classe de distribuicoes misturas de escala skew-normal. Além

disso, propomos um algoritmo simples para a estimacao dos parametros e imputagao

17
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de valores em modelos SMSN quando valo-res ausentes (“missing values”) ocorrem nos
dados, estendendo em certo sentido alguns resultados recentes desenvolvidos por Lin
et al. (2009a) e Lin & Lin (2009) para as distribui¢oes skew-normal propostas por Sahu
et al. (2003) e Arellano-Valle et al. (2007), respectivamente.

2.1 Introducao

Modelagem estatistica com dados parcialmente observados em andlise multivariada
(Beale & Little, 1975) é um problema importante que muitos pesquisadores encon-
tram na pratica. Métodos de estimacao para o modelo normal multivariado a partir de
dados parcialmente observados (Liu, 1999) estao amplamente desenvolvidos e estudados
na literatura, uma vez que a distribuicao normal desempenha um papel proeminente
na andlise estatistica multivariada. Varios programas estatisticos como o SAS contém
procedimentos disponiveis para a imputacao de valores ausentes a partir do modelo

normal e outras abordagens recentes também estao disponiveis.

A classe de distribuicoes misturas de escala normal (SMN) (Andrews & Mallows,
1974) tem sido usada em diversas aplicacoes estatisticas para inferéncia robusta, inclu-
sive no contexto de dados parcialmente observados; veja, por exemplo, Little & Rubin
(1987), Liu (1999), Lin et al. (2006) e Lin et al. (2009b). Esta classe compreende as dis-
tribuicées normal, t-Student, normal contaminada, slash, entre outras. Apesar de em
muitas situagoes a suposi¢ao de normalidade ou simetria ser considerada com sucesso,
tal suposigdo pode ser irreal especialmente, para dados com forte assimetria e/ou cau-

das pesadas.

Branco & Dey (2001) generalizam a classe de distribuicoes SMN combinando as-
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simetria com caudas pesadas e denotam esta classe por misturas de escala skew-normal
(SMSN); veja também Lachos & Vilca (2007) e Kim (2008). Esta extensao resulta
uma classe flexivel de distribui¢oes para modelos multivariados, uma vez que tem como
casos especiais a distribui¢ao skew-normal (SN) (Azzalini & Dalla-Valle, 1996) e as dis-
tribuigoes simétricas definidas por Andrews & Mallows (1974). Além disso, esta classe
contém as distribuicoes skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada, por exemplo,
todas com caudas mais pesadas que a distribuicao skew-normal (e normal) e dessa

forma, podem ser usadas para inferéncia robusta em muitos tipos de modelos.

De uma forma geral, neste capitulo, descrevemos as distribui¢oes misturas de escala
skew-normal multivariadas, destacamos algumas de suas propriedades discutidas em
Branco & Dey (2001), Lachos & Vilca (2007), Kim (2008), Lachos et al. (2009) e La-
chos et al. (2010), por exemplo e generalizamos alguns resultados encontrados em Lin &
Lee (2008), titeis em aplica¢oes com dados ausentes com estrutura SMSN. Além disso,
alguns resultados adicionais das distribuicoes SMSN foram propostos com o objetivo
de introduzir uma nova distribuicao. Distribuicao atraente, pois pode ser utilizada no

contexto de finangas; veja, por exemplo, Barndorff-Nielsen (1997).

Este capitulo estd organizado como segue. Na préxima secao, definimos as dis-
tribui¢coes misturas de escala skew-normal e destacamos algumas propriedades, tais
como momentos e representacao estocastica. Além disso, apresentamos o algoritmo
EM para estimacao dos parametros do modelo SMSN, como discutido em Lachos &
Vilca (2007). Na Secao 2.3, definimos o modelo SMSN no contexto de dados parcial-
mente observados e propomos um algoritmo para estimacdo dos parametros e para a
imputacao de valores ausentes. Na Secao 2.4, um estudo de simulagao é considerado.

Em seguida, na Secao 2.5, apresentamos alguns resultados adicionais para a classe de
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distribuicoes misturas de escala skew-normal. Finalmente, algumas observacoes finais
sao dadas na Secao 2.6. Provas técnicas dos resultados desenvolvidos neste capitulo

estao no Apéndice A.

2.2 Distribuicoes Misturas de Escala Skew-Normal

Nesta secao, definimos as distribuicoes SMSN e destacamos algumas propriedades interes-
santes que sao compartilhadas por todos os elementos dessa classe. Como discutido
por Arellano-Valle & Genton (2005), existem diversas defini¢oes de distribuicao skew-
normal. Dessa forma, inicialmente, definiremos a distribui¢ao skew-normal (SN) que

serd conside-rada na construcao da classe de distribuicoes SMSN.

Um vetor aleatorio p-dimensional W segue uma distribui¢ao skew-normal com vetor
de locacao p € RP, matriz de dispersao X (definida positiva p X p) e vetor de assimetria

A € R se sua fungao densidade de probabilidade (pdf) é dada por

f(w) = 2¢y(w|p, Z)2(A), (2.1)

onde A = X' V3w — ), ¢,(.|u,X) é a pdf da normal p-variada com vetor de
médias p e matriz de covariancias X (N,(p, X)) e ©(.) representa a fungao distribuicao
acumulada (cdf) da normal padrao, tal que 125712 = 7' Neste caso, deno-
tamos por W ~ SN,(u, X, A) quando W tem pdf dada em (2.1). Exceto por uma
simples diferenca na parametrizacao considerada em (2.1), este modelo corresponde
ao introduzido por Azzalini & Dalla-Valle (1996), cujas propriedades estdo extensiva-

mente estudadas em Azzalini & Capitanio (1999) e em Arellano-Valle & Genton (2005).

Considere Z = W —p e como aZ ~ SN,(0,a*3X, A), para todo a > 0, a classe de dis-
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tribuigoes misturas de escala skew-normal pode ser definida como segue. Considerando
a construcao da classe de distribui¢oes normal /independente introduzida por Lange &
Sinsheimer (1993), temos que um vetor aleatério p-dimensional com distribui¢ao SMSN
é construido a partir da mistura escala de uma variavel aleatoéria skew-normal e uma

variavel aleatoria positiva, i.e.,
Y = p+ s3(U)Z, (2.2)

onde p é um vetor locagao, Z ~ SN,(0,%,A), x(.) é uma funcao de pesos e U é a
varidvel aleatéria de mistura positiva com cdf H (u;v) e pdf h(u;v), independente de
Z, cuja distribuicao esta indexada por um vetor de parametros ou escalar v conhecido
(Lucas, 1997) ou desconhecido que controla as caudas das distribuigoes. Neste trabalho,
usamos as seguintes notagoes equivalentes H(u;v), H(u) ou H para nos referir a cdf

da variavel aleatdria de mistura U.

De (2.2), temos que dado U = u, Y segue uma distribuicdo SN,(u, x(u)X, ).

Assim, integrando em u, a pdf de Y é dada por

fy) = 2 / T a3l () D)B(x P (WA)H (uiv), y R (23)

Para uma vetor aleatdrio com pdf como em (2.3), denotaremos por Y ~ SMSN,(u, 2, X\; H).
Note que quando k(u) = 1/u, a distribuicao de Y pertence a classe de distribuigoes
skew-normal /independente discutida em Lachos & Vilca (2007) e Lachos et al. (2010),
por exemplo. Por sua vez, quando A = 0, a distribuicdo SMSN,(u, X, A; H) cor-
responde a classe simétrica de distribuicoes misturas de escala normal, denotada por
SMN,(p,%; H); veja Andrews & Mallows (1974) para mais detalhes no contexto uni-
variado. Além disso, se k(u) = 1/u, a distribuicao de Y pertence a classe de dis-

tribui¢oes normal/independente discutida em Lange & Sinsheimer (1993).
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Figura 2.1: Dados simulados. Densidade da skew-normal univariada padrao para diferentes

assimetrias.

Note que a densidade dada em (2.3) se reduz para a densidade da skew-normal,
definida em (2.1), quando assumimos x(U) = 1. Sem perda de generalidade, exemplos
da densidade da skew-normal univariada padrao (u = 0 e ¥ = 0 = 1), denotada por
SNi(A) ou SN(A), para A = 0,1,3 e 5 sao dados na Figura 2.1. Quando A = 0, a
densidade da skew-normal padrao coincide com a densidade da normal padrao. Como
pode ser visto, valores positivos de A introduzem assimetria positiva na densidade. De

modo analogo, valores negativos de A\ introduzem assimetria negativa na densidade.

Algumas propriedades das distribuicoes SMSN sao:
e Permite combinar assimetria com caudas pesadas;

e Admite uma representacao estocdstica que permite uma facil implementacao do
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algoritmo EM e estudos de suas propriedades;

e Devido as propriedades interessantes que tem a classe de distribui¢oes SMSN, esta
familia de distribuigoes permite a acomodacao de observacoes aberrantes e con-
sequentemente a obtencao de procedimentos estatisticos robustos, considerando

tanto assimetria e caudas mais ou menos pesadas que a distribuicao skew-normal;

e Contém como casos particulares as distribuicos skew-normal, skew-t, skew-slash,
skew-normal contaminada, skew-exponencial poténcia e outras que podem ser

geradas mudando a distribuicao da varidvel aleatéria positiva;

e Permite estender os modelos desenvolvidos sob normalidade considerando dis-

tribuicoes simétricas ou assimétricas com caudas mais pesadas do que a normal.

De acordo com Lachos & Vilca (2007), um vetor aleatério p-dimensional com pdf

dada em (2.3) possui representacao estocastica dada por
A

Y L p+ & 2(U)SY2S| Ty + (I, — 66 T)/°Ty), com d=—20 ) (24)
V1+ATA
onde “ £ 7 significa “equivaléncia em distribuicao”, |To| denota o valor absoluto de

To, U ~ H(;;v), Ty ~ Ny(0,1) e Ty ~ N,(0,I,) sao todas varidveis independentes. A
representacao em (2.4) além de facilitar a implementagao do algoritmo EM pode ser
usada também para derivar muitas propriedades da distribuicao de Y, por exemplo,
da forma quadrética distincia de Mahalanobis dy = (Y — u) "2 (Y — p), 1til para

verificar o ajuste e detectar “outliers” (Pinheiro et al., 2001).

Além disso, segundo Lachos et al. (2010), apresentamos alguns resultados relaciona-
dos aos momentos condicionais de funcoes de U dado y, denotados por u, e .. Re-
sultados que serao essenciais para a implementacao do algoritmo EM e encontram-se

resumidos a seguir.
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Proposicao 2.2.1 Considere que Y ~ SMSN,(p, 2, X\;H) e U ~ H € a varidvel de

mistura. Entao,

u = B (0)ly] = ij‘;;y)') i (Uy) (5™ (Uy) A)].
= Bl We(xV2(U) A)y] = Q}C‘g;y))EWﬂ(Uy)qﬁl(n1/2(Uy>A>1,

onde fo € a pdf de Yo ~ SMN,(p,3; H), Uy LUYy=y, Wolz) = ¢1(2)/®(z), z € R
e A=XTZ 2y — ).

Prova A prova deste resultado segue diretamente do Lema A.1.1 dado no Apéndice A,

considerando g(u) = k™" (u) e g(u) = £™/2(u) W (k™2 (u)A), respectivamente.

Segundo Lachos & Vilca (2007), temos que o vetor aleatério SMSN é invariante sob
transformacoes lineares o que implica que a distribuicao marginal de Y ainda pertence

a classe de distribuicoes SMSN.

Proposicao 2.2.2 Considere que Y ~ SMSN,(u,X,A; H). Entao, para quaisquer

vetor firo b € R™ e matriz B € R™*? de posto completo,
V=b+BY ~ SMSN,,(b+Bu,BEB", \*; H),

onde X* = §* /(1 — 6*T8%)/2, com 8" = (BEBT) '/2BXY28. Além disso, se m = p a

matriz B € ndao singular, entio X* = X

Prova A prova segue da Proposi¢ao 5.4 em Branco & Dey (2001). Quando B é uma

matriz nao singular, é facil ver que 8" = 4.

Corolario 2.2.3 Considere que Y ~ SMSN,(pu, X, X; H) e que Y estd particionado

comoY = (Y], YJ)" com dimensdes p1 e py (p1+p2 = p), respectivamente. Considere
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by by
5 _ 1 212 = (. p)" e A= (A, sendo as correspondentes
221 222

parti¢oes de X, p e X. Entao, a densidade marginal de' Y, é SMSNy, (py, 211, 2}{25; H),

IR THED Yoo YIYT
comv = ! 71272 s onde 222.1 = 222—2212;11212 eV = 2_1/2A = (’UlT, ’U;)T.
\/1 + U;—EQQ_]_UQ

Prova A prova segue da Proposi¢ao 2.2.2, considerando B = [I,,,, 0,,] ¢ b=0.

De acordo com Lachos et al. (2010), o préximo resultado pode ser itil em aplicagoes
com modelos lineares. Por exemplo, quando o modelo linear depende de um vetor
nao-observavel de efeitos aleatérios e de um vetor de erros aleatorios, onde os efeitos
aleatorios seguem distribuicdo SMSN e os erros seguem distribui¢aio SMN (modelo linear

misto).

Proposicao 2.2.4 Sob a notacao definida no Coroldario 2.2.3, considerando ¥y, =
391 =0 e Ay = 0 seque que dado U = u, Y1 e Yo sao independentes. Além disso, se

o =0 entao Y, e Y, sao nao correlacionados.

Prova Dado U = u, temos que Y ~ SN, (p, k(u)X, A) e segue da Proposi¢do 6 em Az-
zalini & Capitanio (1999) que Y; e Y, sao independentes. O caso em que p, = 0 segue
da Proposigao 2.2.2, tal que Yy ~ SMSN,, (py, 211, A1; H) e Yo ~ SMN,,(0,X99; H).
Dessa forma, Cov[Y1, Yy = E[Y Y, | = E[E[Y,Y, |U]] = E[E[Y.|U]JE[Y5|U]] =00

que conclui a prova.

Considerando os momentos condicionais de Yy dado Y; = y; desenvolvidos por
Lin & Lee (2008) para a distribuicao skew-normal proposta por Azzalini & Dalla-Valle

(1996), propomos uma extensao desses resultados no contexto das distribui¢oes SMSN.
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Proposicao 2.2.5 Considere a notagao do Coroldrio 2.2.3. Se’Y ~ SMSN,(u, X, X; H)

entao,
(a) O primeiro momento de Yo condicionado a Y1 =1y, e U =u é dado por
E[Yaly1,ul = po, + 6 (@)Wa (s ()0 (y1 — 1)) G,

22921V

= = e Ws como na
V14 v] o009

onde po = Py + 22121_11(}’1 - ), G

Proposicao 2.2.1.
(b) O segqundo momento de Yo condicionado a Y1 =y, e U =u € dado por

ElY>Y, |y, u]l = poips, +6(w)Sa,

+ Hl/Z(U)W<I>(’€71/2(U)7~)T(Y1 — M) {N2.1 G'+ Gusy, — GGT} .

Prova Veja Apéndice A.2.

O resultado a seguir pode ser util em aplicacoes com dados que nao sao completa-
mente observados, por exemplo, especificando Yo, = Y e Y; = Y? onde Y" e Y?
denotam as partes nao observadas e observadas de Y, respectivamente. Pelo Corolario

2.2.6, um preditor para a parte nao observada é dado por (2.5).

Coroldrio 2.2.6 Se Y ~ SMSN,(p,X,\;H) entao, o primeiro momento de Yo
condicionado a Y, =y € dado por

3029.1V2

+ n-1, (25)
\/1 + U;ZQQ.IUQ

E[Y2|y1] = M2

com n_y definido na Proposi¢io 2.2.1.

Prova A prova segue diretamente da Proposicio 2.2.5 e do fato que E[Ys|y:]| =

Ey[E[Ys|y1, Ully]-
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Na proposicao seguinte, apresentamos o vetor de médias e a matriz de covariancias
de um vetor aleatério SMSN, conforme descritos em Lachos & Vilca (2007). Adicional-
mente, desenvolvemos o coeficiente de curtose multidimensional para o vetor aleatério
SMSN, representando uma extensao do coeficiente de curtose proposto por Azzalini &

Capitanio (1999).

Proposigao 2.2.7 Suponha que Y ~ SMSN,(p, 2, X\; H). Entdo,
2
a) Se E[x'*(U)] < oo, temos que E[Y] = p+ \/iE[ﬁl/Z(U)]A;
s
2
b) Se E[k(U)] < oo, temos que Var[Y] =%, = E[x(U)]X — ZF*[x'2(U)]AAT;
T
c) Se E[x*(U)] < oo, temos que o coeficiente de curtose multidimensional é

Ex*(U)] E[s*2(U)]

= B~ RO

agy + asy — p(p +2),

2
—1 -1 -1
onde a1y = p(p+2)+2(p+2)py T, p,+3(y T, )%, azy = (p + W> py Ty gt
2 T ElxU)] Ty-1 Ty-1 -1
<1+ Fwe@)] ~ 2 Bira)] ) M T #)” € as = 20t 2)my By a3, B, ),

2
com p, = E[Y — p] = \/;E[H1/2(U)]A e A =X2§.

Prova A prova de a) e b) segue de (2.2). Para obter a expressao em c), usamos a
defini¢do do coeficiente de curtose multivariado introduzido por Mardia (1970). Sem
perda de generalidade, consideramos que p = 0, assim p,, = E[Y] = \/gE[/flﬂ(U)]A.
Inicialmente, note que a curtose é definida por v, (Y) = E[{(Y — py)TE;Y — ) ¥l

Considerando a representagao estocastica de Y dada em (2.2), temos que

4

(Y —p,)"S,'Y —p,) = w(U)Z7S,'Z - 26278, 'y + 1) 2, ' 1y,

onde Z ~ SN,(0,3, A). De acordo com a definicao de 7»(Y) e apds algumas manipu-

lacoes algébricas, a prova segue usando os dois primeiros momentos da forma quadratica
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(Genton et al., 2001) e o Lema A.1.2 dado no Apéndice A. Note que sob a distribuicao
skew-normal, i.e., quando x(U) = 1, o coeficiente de curtose multidimensional reduz
para 1»(Y) = 2(7 — 3)(u;2;1uy)2, justamente o coeficiente de curtose para um vetor

aleatério skew-normal; veja, por exemplo, Azzalini & Capitanio (1999).

A seguir apresentamos alguns casos especiais das distribuicoes SMSN e para cada
um desses elementos, destacamos os momentos definidos nas Proposicoes 2.2.1 e 2.2.7,

conforme descritos em Lachos et al. (2009) e Lachos et al. (2010).

e Distribuicao Skew-t Multivariada

A distribuigdo skew-t multivariada (Azzalini & Capitanio, 2003) com v graus de
liberdade, ST,(p, X, A; v), pode ser obtida de (2.3) considerando x(u) = 1/u, com
U~ Gamma(v/2,v/2), u >0, v > 0. A pdf de Y é dada por

p+v
d,\+1/

f(y) = 2tp<y|u,2;u>T( A +p> yew,

onde t,(-|p, 3;v) e T(-; ) especificam, respectivamente, a pdf da distribuigao t-
Student p-variada e a cdf da distribuicdo t-Student padrao univariada. Um caso
particular da distribuicao skew-t é a distribuicao skew-cauchy quando v = 1.
Além disso, quando v 1 0o, obtemos a distribuicao skew-normal como caso limite.
Neste caso, da Proposicao 2.2.7, o vetor de médias e a matriz de covariancias sao

dadas por, respectivamente,

UF(V;)
ElY] = p+ /o2 lA v>1 e
m I'(3)
2
B v v (I'(%7) T
VarlY] = 1/—22_;<T(%) ) AA', v>2.

Além disso, segue da Proposicao 2.2.1 que Yy ~ t,(p, X;v), ie. Yo|U = u ~

Ny(p,u'E) e U ~ Gamma(v/2,v/2). Dessa forma, considerando o fato bem
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conhecido que Uy L UlYy =y ~ Gamma((v + p)/2, (v + dy)/2), apés algumas

manipulacoes algébricas, temos que

_ Joly) 27T (HEE) (v + dy) 7 \/m . )
RERIt) I (42) T< s vt e
C foly) 2UURD (ALY (p 4 dy ) @)
T Ty 1/QF(TP) (v + dy + A%)tptn)/2]

onde I'(.) é a funcao gama. Aplicagoes da distribui¢ao skew-t em procedimentos
de estimagao robustos também podem ser encontradas em Lin & Lee (2008), Zhou

& He (2008) e Azzalini & Genton (2008).

e Distribuicao Skew-Slash Multivariada

Outra distribuicado SMSN é a distribuicao skew-slash, denotada por SSL,(u, X, A; v),
quando k(u) = 1/u e a distribui¢do de U é Beta(v,1), 0 <u < 1ewv > 0. De
(2.3), a pdf de Y é dada por

1
fly) = 21// u ey (ylp,u T SR (u!FA)du, y € R
0

A distribuicao skew-slash reduz para a distribuicao skew-normal quando v 1 oo.

Neste caso, da Proposicao 2.2.7, temos que

2 2
ElY| = il A 1/2
[Y] “+\/:2u—1 V> 1/2 e

v 2 QU 2
Y ) AAT 1.
VarlY] = 7= 7r<21/—1> e

Os momentos condicionais u” e i7" para a distribuicao skew-slash sao dados a

seguir. A prova segue considerando que Uy ~ Gamma((2v +p+2r)/2,dx/2)L o,
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na Proposicao 2.2.1 e I4 denota a funcao indicadora do conjunto A. Assim,

<21/-|—p-|—27° d,\>
PP
E{D(SY2A)} e

fo(y) 2F(2u+g+27") <2> 9 3 9
Uy = ” —
fo) rgn) \d/) o, (p+2v d
! 2 2
P W +p+r dy+A?
S 1+% Pt G ) N G R RN
' fly)  T(22)rl/2  (dy+ A?)@tein)/2 p <p+2v d)\> ’
1 ' o
2 2

onde P,(a,b) denota a cdf da distribuicao Gamma(a,b) avaliada em z e S ~
Gamma((2v + p + 2r)/2,dy/2)L(0,1). Note que E{®(S2A)} pode ser calculada

via integracao de Monte Carlo, gerando observacoes independentes Si,...,S

L
de S e aproximando o valor esperado pela média %Z@(S;/QA). Observagoes
provenientes da distribuicao gama truncada podem Zs:elr geradas, por exemplo,
usando o programa estatistico R (library Runuran) através da fungao urgamma.
Aplicacoes da distribuicao skew-slash podem ser encontradas em Wang & Genton

(2006).

Distribuicao Skew-Normal Contaminada Multivariada

Esta distribuicao serd denotada por SCN,(p, 3, A;v,7y), onde 0 < v < 1,0 <
v < 1. Considerando x(u) = 1/u e U uma varidvel aleatéria discreta assumindo
dois estados, tal que sua fungao densidade de probabilidade dado v = (v,7)" é

denotada por
h(u;v) = vlyeyy + (1 = v)Luery, 0<v<1,0<y <1
Segue de (2.3) que

Fy) =2{vep(ylp, 7' )B(y 2 A) + (1 = 1), (v, T)B(A)}, y € R,



2.2. Distribuicoes Misturas de Escala Skew-Normal 31

A distribuicdo skew-normal contaminada reduz para a distribuicao skew-normal
quando v = 1. Assim, da Proposi¢ao 2.2.7, o vetor de médias e matriz de co-

variancias sao dados por, respectivamente,

2( v
E[Y] = [L—F\/;(m—Fl—V)A e
v 2 2 T
VarlY] = |- 4+1—-v ]| X - = 12-{—1 AA .
gl T\

Neste caso, considerando que Uy, ¢ uma varidvel aleatoéria discreta com funcao de pro-

babilidade condicional ho(uly) = (1/ fo(y){vdp(y; s, 7 ) L+ (1) ¢y (y; g, )L }-
Da Proposigao 2.2.1, temos que

o= %{W%(ylumlﬁ)@(v”%) (1= v)gp(y|p, T)Q(A)} e
n = % {0720, (y 10,77 )61 (7/28) + (1 = 1)y |1 2)61 (A)

Na Figura 2.2, mostramos as densidades da SN;(3), da ST1(3;2), da SSL,(3;1) e
da SCNy(3;0.5,0.5) padroes univariadas, i.e., g = 0, ¥ = 02 = 1 e p = 1. Alteramos
a escala das densidades para que tivessem mesmo valor na origem. Note que as quatro
distribuicoes sao assimétricas positivas, sendo que as distribuicoes skew-slash e skew-t

tem caudas mais pesadas que a distribuicao skew-normal.

Em seguida, descrevemos algumas propriedades da forma quadratica distancia de
Mahalanobis dy = (Y — ) "7 (Y — ). Mais detalhes sobre propriedades das formas
quadréticas podem ser encontradas em Lange & Sinsheimer (1993), Lachos & Vilca

(2007) e Kim (2008), por exemplo.
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0.8
I

Density

Figura 2.2: Dados simulados. Densidades da skew-normal (SN), da skew-t (ST), da skew-

slash (SSL) e da skew-normal contaminada (SCN) padroes univariadas.

Proposicao 2.2.8 Considere que Y ~ SMSN,(pu,X,A; H). Desse modo, a forma
quadrdtica dy = (Y — p)'S YY — p) tem a mesma distribuicio de d = (Y, —
p) 'S (Yo — ), onde Yo ~ SMN,(u,; H). Além disso, para qualquer m > 0

9T (m + p/2)

B = =073

Els™(U)]-

Prova A prova segue da Proposigiao 5.2 em Branco & Dey (2001) junto com os resul-

tados encontrados na Se¢ao 2 em Lange & Sinsheimer (1993).

Dessa forma, a Proposicao 2.2.8 afirma que d) ~ XIQJ para o caso skew-normal, dy ~
2"T(v +p/2) )
—— =P <
’l)”F(p/Q) r(XQu—l—p = U)
para a skew-slash e Pr(dy < v) = vPr(x2 < yv)+ (1 — v)Pr(x; < v) para a skew-

pF(p,v) para o caso skew-t, Pr(dy < v) = Pr(x; <wv) —

normal contaminada. Este resultado é interessante, pois permite avaliar os modelos
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estatisticos na pratica. Substituindo as estimativas de maxima verossimilhanca de p
e X na distancia de Mahalanobis dy, podemos avaliar os ajustes dos modelos através
da construgao de envelopes (Montenegro et al., 2009b). Além disso, através de graficos
da distancia de Mahalanobis e considerando como marca de referéncia o quantil v da
distribuigao da forma quadritica dy, podemos identificar “outliers” (Pinheiro et al.,
2001). Por exemplo, para o caso skew-normal, temos que v = Xg(g), onde 0 < £ < 1.

Nos proximos capitulos, iremos considerar por simplicidade dy = d.

Na proxima secao, apresentamos o algoritmo EM para obter as estimativas de
maxima verossimilhanca dos parametros do modelo SMSN, conforme descrito em La-
chos & Vilca (2007). Este algoritmo serd desenvolvido em conjunto com as propriedades
dadas acima, em particular a representaciao estocdstica do modelo SMSN definida em

(2.4) e os momentos condicionais apresentados na Proposi¢ao 2.2.1.

2.2.1 Algoritmo EM

Suponha que temos n observacoes independentes, Y1,...,Y,, onde
Y, ~ SMSN,(p, 2, X H),i=1,...,n. (2.6)
O vetor de parametros é dado por @ = (u',a",AT)T, onde o denota o conjunto

minimal de parametros, tal que a matriz X esteja bem definida. Como ja mencionado,
a cdf H esta indexada por v e neste trabalho, assumimos v conhecido, como discutido
em Lange & Sinsheimer (1993) e Lucas (1997). Os parametros do modelo SMSN serao
estimados via algoritmo EM e para explora-lo, usamos os resultados desenvolvidos na

Secao 2.2. Dessa forma, de (2.4), o modelo SMSN pode ser reescrito hierarquicamente
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CcOomo
YT, = t:, Uy = w;, = N,(u+ A, k(u;)T), (2.7)
TUi =w = HNy(0,k(w)), (2.8)
U, % H), (2.9)

i = 1,...,n, todos independentes, onde A = £¥26 T = X — AAT e HN,(0,0?)
denota a distribui¢ao half-N (0, 0?) (Johnson et al., 1994).

Neste processo de estimagao, considere y = (y{,...,y,)", o vetor de respostas
observaveis para n unidades amostrais, u = (uy,...,u,)" et = (t,...,t,) . Entdo,
sob a representagao hierdrquica (2.7)-(2.9), segue que a fungao log-verossimilhanga

completa associada comy, = (y",u’,t")" é

- n 1 -1 Tp-1
((Blye) = c— Slog [Pl = 5 > w7 (u)(yi — = AL) T (yi — o — Aty),

=1

~(k
onde ¢ é uma constante que independe do vetor de parametros 6. Considere 0( -

~ ~ (k)T . . ;. . -
(u(k)T, a(k)T, )\( ) )T a estimativa de @ na k-ésima iteracao.

Apoés manipulacoes algébricas, a esperanca condicional da funcao log-verossimilhanca

completa é dada por Q(0|§(k)) =y, Q¢(0|§(k)), onde
NON n 1 « (k) Tl ~ (k) Tp-1
Q:(0187) = ¢ Q%W|QZ;%@zu)F(w M+Z?m(w w'T A

1 o= —(k
-3 ZthE 'ATT A,

=1

com ; = B[~ (U:)[8", yi), at; = Blx ' (U)T18" vi] e ut2 = Blx~'(U)126" . y,).

Usando propriedades conhecidas da esperanga condicional, as quantidades @;, ut; e ut?



2.2. Distribui¢coes Misturas de Escala Skew-Normal 35

podem ser facilmente obtidas dos resultados apresentados na Proposicao 2.2.1. Veja
mais detalhes em Lachos & Vilca (2007). Portanto, temos o seguinte algoritmo EM:

~(k ~ (k) —~
Passo E: Dado 0 = 0( ), calcule thE ), uti(k) eq;®. i=1,...,n.

~(k ~(k
Passo M: Atualize 8 maximizando Q(0|0( )) sobre 6, o que leva as seguintes

expressoes fechadas:

n ~ — (k)
k= S (@ My —ut; AW

~(k+1) 1 (k ~ (k)
I = 3 i - u ) - )T - A - )T
=1
P (g — pIAT® 2 ADABT]

Ak Xiyul (vi—p®)

DE+Y  — f‘(k+1)+3(k+1)3"|'(k+1)

~(k+1 k+1 ~ T (k+1
)‘(+) (k+1) (k+1)

— DE-12AMY R (’““))1/2_

f)(k+1)713

Note que quando A = 0 (ou A = 0) as equacoes do passo M se reduzem as equagoes

obtidas quando assumimos as distribuicoes SMN.

2.2.2 Matriz Informacao Observada
A funcao de log-verossimilhanca para @ = (u', ', )\T)T € R? dada a amostra obser-
vaday = (y{,....,y, )", tal que Y; esta definido em (2.6), é dada por £(0) = >3, £;(0),
1
onde /;(0) =log2 — glog27r ~ 3 log | 2| + log K;, com
o0 1
K; = K;(0) = / kP2 () exp{—ilfl(ui)di}@(ﬁflﬂ(ui)Ai)dH(ui; v),
0

di=(yi —p) "= y; — p) e Ay = A'Z 7 (y; — p). Usando a seguinte notacio

IF(w) = [° k7% (u;) exp{—%m1(u,~)di}F(m1/2(ui)Ai)dH(ui; v), onde F(.) é a funcao

¢ 0
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®(.) ou ¢(.) = é1(.), tal que ¢(.) denota a pdf da normal padrao, podemos escrever
K;(0) = If’(g), i =1,...,n. Dessa forma, a matriz de segundas derivadas com respeito
a 0 é dada por
"L 0%(;(6) nd?log|E| = 1 0K;0K; <~ 1 0°K;
=2 Ge06™ = 2 ooo0” 2K 90 00" * 2 K, 060"

i=1

onde
0K, ¢p+1 0A; 1 <I>p+2 od,;
00 I 2 )80 21(2 )80
e
00007 4 2 T0090T 27 2 90067
2" 2 00 aOT 00 aOT ¢ 2 ? 00 80T
I (—)—=.
i 2 )8080T

Para os casos particulares skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada, as inte-

grais acima podem ser obtidas.

o Skew-t.
20V 2T (w + v /2) A,
& _ i .
I’ (w) = T/ (v + )/ 1 ((dz n U)l/Z\/Qw + v; 2w + u) e
v+ 2w
Qw2 1 9 v+ 2w
I¢ = r .
i (w) V2rT(v/2) (di + A7 + V) ( 2 )

2w+ur dz
I} (w) = - dwgr11,,}+y)P1(w+V,§)E[CI>(SZ.1/2AZ~)] e
2T (w + v) d; + A?
17 Pi(w+ v, S50,
A e T T

onde S; ~ Gamma(w + v, 57:)]1(0’1).
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e Skew-Normal Contaminada.

IFw) = \/ﬂ{ww‘”%l(\/@m,%)@(7”2141)+(1—v)¢1(\/67¢|0,1)<1>(14¢)} e
Ow) = vyvT2p, , 2 1 — )y , 2).
I (w) YT ( dz+A,|0,7)+(1 )i (y/ di + A7)

As derivadas de log X, d; e A; envolvem algumas manipulacoes algébricas e podem
ser encontradas em Lachos & Vilca (2007). Dessa forma, J = —L denota a matriz de
informagao observada para a log-verossimilhanca marginal £(8). Na pratica, J é usual-
mente desconhecida e a substituimos por J que é a matriz J avaliada na estimativa de

méaxima verossimilhanca de 6.

Na préxima secao, propomos estudar os modelos SMSN no contexto de dados
ausentes, considerando um algoritmo para estimagao dos parametros e para a imputacao

de valores ausentes a partir do modelo SMSN serd discutido.

2.3 Dados Ausentes com Estrutura Misturas de Es-

cala Skew-Normal

Inferéncia estatistica com dados ausentes é um importante problema aplicado uma vez
que valores parcialmente observados (planejados ou nao planejados) sao comumente en-
contrados na pratica. Os recentes avancos computacionais e tedricos fazem desse tépico
uma area de pesquisa estatistica ativa. Nesta secao, consideramos dados ausentes com

estrutura misturas de escala skew-normal.

Suponha que Y = (YlT, e ,YZ)T é um vetor aleatorio np x 1, tal que n > p e

Y, ~ SMSN,(p, 2, A; H). Desejamos desenvolver ferramentas estatisticas para ana-
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lisar os modelos SMSN no contexto de dados ausentes, no sentido que observacoes de

cada Y; podem nao ser completamente observadas.

De acordo com a notacao definida em Lin et al. (2009a), considere que Y; pode ser
particionado como (Y7, Y?"), onde Y{(p? x 1) e Y{" ((p — p?) x 1) denotam as por¢oes
observadas e nao observadas de Y, respectivamente. Para tal especificacao, temos
que os resultados discutidos nas Secoes 2.2, 2.2.1 e 2.2.2 sdo vdlidos e em particu-
lar, o Corolario 2.2.6 sera 1til em aplicagoes com dados que nao sao completamente

observados.

2.3.1 Aspectos Computacionais: Algoritmo

Note que do Corolario 2.2.6, sob mecanismos de dados ausentes ao acaso (MAR: “miss-
ing at random” ), podemos formular um algoritmo simples para o célculo das estimativas
de maxima verossimilhanca dos parametros e realizar imputacoes para valores ausentes
com estrutura SMSN. Dessa forma, considerando que Y, = Y™ é o componente nao
observado de Y, um algoritmo baseado no método de estimacao proposto na Secao

2.2.1 e no Corolario 2.2.6 é formulado a seguir.

Considere ?o('“) = (ﬁ(k)T, a®T XUC)T)T a estimativa de @ na k-ésima iteracdo para
k=0,1,2,....Com k = 0, para um conjunto de dados parcialmente observado, simples-
mente preenchemos os dados ausentes pela E[Y™|y°], definida em (2.5), das varidveis
correspondentes. Entao,

: G P (e
Passo 1: Com os dados preenchidos e 8 = 0( ), obtemos uma nova estimativa 0( :

através do algoritmo EM para dados completamente observados; veja Secao 2.2.1 e

~(k+1 . s
Passo 2: Com 8 ), os valores ausentes podem ser preditos através E[Y™|y°].
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Os passos sao repetidos até que uma regra de convergeéncia seja satisfeita, por e-
~(k+1) ~(k) C L. .
xemplo, [[@ "/6 " — 1||. Valores iniciais sao necessarios para implementar este pro-

cedimento e os momentos amostrais podem ser considerados.

Este algoritmo permite a realizacao de inferéncias para dados ausentes com estrutura
misturas de escala skew-normal e considera as incertezas dos parametros causadas pelos
dados parcialmente observados. Por outro lado, uma critica frequente é que as incertezas
associadas as imputacgoes de valores ausentes nao sao fornecidas na analise. Contor-
nando este problema, os desvios padroes das predicoes dos valores ausentes podem ser
derivados dos resultados desenvolvidos na Proposicao 2.2.5. De acordo com Nielsen
(1997), a normalidade assintética ainda é vélida quando os valores ausentes ocorrem
ao acaso (MAR). Dessa forma, os desvios padroes das estimativas dos parametros po-
dem ser obtidos invertendo a matriz informacao observada, definida na Segao 2.2.2,

considerando os dados ausentes preenchidos pela ultima iteracao do algoritmo.

2.4 Estudos de Simulacao

Com o intuito de examinar o desempenho dos métodos propostos, apresentamos alguns
estudos de simulagao. Os dados simulados sao obtidos facilmente usando a repre-
sentagao estocastica dada em (2.4) com k(U) = 1/U e U ~ H, sendo H especificada

conforme o interesse; veja Secao 2.2 para mais detalhes.

2.4.1 Estudo I: Algoritmo EM

Nesta secao, para avaliar o desempenho do algoritmo EM apresentado na Secao 2.2.1,

conduzimos um estudo de simulacao. Neste caso, consideramos apenas o modelo ST,
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tal que Y; ~ STy(p, T, A;v), com g = (u1,2)" = (=1,2)7, () = Iy, onde
a = (a,ay,a3)" = (1,0,1)T, A= (A, A2)T = (10,30) " e v = 3. Tamanhos amostrais
foram fixados em n = 20, 100, 500, 1000 e 5000. Para cada combinacao de parametros e
tamanho amostral, 300 amostras do modelo ST foram geradas artificialmente e entao,

calculamos o erro quadratico médio amostral (mse). Para juq, por exemplo, esta medida
300

1
¢ calculada como mse; = — (ﬂl(’“)
300 p

amostra k. Defini¢oes para os outros parametros podem ser obtidas por analogia.

— p11)?, onde ;Zl(k) ¢ a estimativa de pq em cada

A Tabela 2.1 apresenta os resultados das simulagoes. Como sugerido por Lange
et al. (1989), a funcao log-verossimilhanga perfilada foi usada na obtenc¢ao do valor
de v. Observe o padrao de convergéncia para zero. Dessa forma, os estimadores de

maxima verossimilhanca derivados do algoritmo EM sao consistentes.

Tabela 2.1: Dados simulados. Erros quadraticos médios amostrais.

Tamanho Amostral

Medida  Parametro 20 100 500 1000 5000
mse w1 1.7090e-01 2.9500e-02 5.2000e-03 2.1000e-03  1.8760e-04
2 2.0300e-02 3.4000e-03 6.0000e-04  2.1000e-04  2.1000e-05
aj 4.1940e-01 4.3000e-02 1.0100e-02 4.3000e-03  6.3300e-04
az 1.5880e-01 2.4800e-02 4.5000e-03 1.7000e-03  1.8540e-04
as 7.3800e-02 1.3400e-02 2.2000e-03 8.0000e-04  7.4200e-05
A1 0.7278e+4-02 0.1159e402  0.1806e+01  5.8910e-01  4.1700e-02
A2 0.7495e+-02 0.2911e402  0.2620e+01  6.5260e-01  1.2600e-02

v 0.19159e+01 6.5900e-01 9.9600e-02 4.4300e-02  9.2000e-03
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2.4.2 Estudo II: Algoritmo Proposto

Nesta secao, inicialmente, avaliamos o desempenho do algoritmo proposto na Secao
2.3.1 no contexto de estimacao dos parametros dos modelos SMSN para dados parcial-
mente observados. Dessa forma, conduzimos um estudo de simulacao sob dois cenarios.
Para cada cendrio, simulamos 1000 conjuntos de dados provenientes dos modelos bivari-

ados normal (cendrio 1) e skew-normal (cendrio 2) com tamanhos amostrais n = 100,

2 -1
p= (10,2007, B(a) = e A = (—2,4)T para o caso skew-normal. Para
-1 5

conduzir este estudo de simulacao no contexto de dados parcialmente observados, valo-
res ausentes artificiais foram considerados (Zio et al., 2007). Assumimos uma taxa de

valores ausentes de 4%.

A Tabela 2.2 apresenta os resultados numéricos para as estimativas dos parametros
quando normalidade e distribuicao skew-normal sao consideradas. Note que o algoritmo
proposto é eficiente para estimacao dos parametros tanto no contexto simétrico (A = 0)

quanto assimétrico, quando valores ausentes estao presentes nos dados.

Imputacoes de Valores Ausentes

Posteriormente, para avaliar o desempenho do algoritmo proposto na Secao 2.3.1, no
contexto de imputacao de valores ausentes com estrutura SMSN, conduzimos outro
estudo de simulacao. Neste caso, simulamos 1000 conjuntos de dados provenientes

do modelo bivariado skew-normal com tamanhos amostrais n = 100, g = (10,20)7,
2 -1

Y(a) = , A= (=2,4)T e 4% de valores ausentes. Para cada conjunto de
-1 5

dados, ajustamos os modelos skew-normal e normal. As Figuras 2.3 e 2.4 apresentam

os resultados numéricos relacionados com as imputacoes dos valores ausentes para nor-
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Tabela 2.2: Dados simulados. Resultados Monte Carlo (MC) baseados em 1000 conjuntos
de dados e 4% de valores ausentes. Média MC é a média das estimativas obtidas via o
algoritmo proposto. Os verdadeiros valores estao entre parénteses. SE MC é o desvio padrao

das estimativas.

Cenadrios

Normal Skew-Normal

Parametro Média MC SE MC Média MC SE MC

p1 (10) 9.9993 0.0893 9.8931 0.4212
2 (20) 19.9962  0.1985  20.2173  0.3801
a1 (2) 1.9706 0.2813 1.9915 0.5206
asz (-1) -0.9919 0.3340 -0.5935 0.6267
az (5) 4.8017 0.8575 4.3425 0.9941
A (-2) - - -1.4099 0.8863
A2 (4) - - 2.8790 0.8141

malidade e distribuicao skew-normal. Dessa forma, as Figuras 2.3 e 2.4 apresentam
graficos de caixa para o viés das predicoes sobre os valores ausentes nos casos normal e
skew-normal, respectivamente. O viés esta definido como bias = (y;; — ¥;;), onde y;; é o
valor atual e ;; é o respectivo valor predito. Note que o algoritmo proposto é eficiente

para predizer valores ausentes no contexto assimétrico; veja Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Dados simulados. Resultados Monte Carlo (MC) baseados em 1000 conjuntos
de dados e 4% de valores ausentes. Média MC é a média do viés das predicoes obtidas via o

algoritmo proposto. SE MC é o desvio padrao do viés das predicgoes.

Normal Skew-Normal

Observagdo Média MC SE MC  Média MC SE MC

1 -1.3151 1.6170 -0.0001 1.4334
2 -1.3504 1.7049 -0.0124 1.5669
3 -1.3999 1.8263 -0.1008 1.6236
4 -1.3247 1.6362 0.0061 1.5181
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Figura 2.3: Dados simulados. Gréficos de caixa para o viés das predigoes sobre os valores

ausentes no caso normal.
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Figura 2.4: Dados simulados. Gréficos de caixa para o viés das predigoes sobre os valores

ausentes no caso skew-normal.

Como outra ilustracao, de acordo com Lin & Lin (2009), a precisao das predigoes

sobre os valores ausentes sera avaliada através do erro absoluto médio (MAE) e do erro
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relativo absoluto médio (MARE). Estas medidas sdo dadas por

1 n 2 e 1 & 2 "_/l\
MAE =—3 > |y~ Uil MARE = EZZWT%"

i=1 j=1 i=1 j=1

onde m denota o nimero de observacoes ausentes. Comparacoes de resultados para os
casos normal e skew-normal, considerando as medidas MAE e MARE, estao listadas
na Tabela 2.4 para diversas taxas de dados ausentes. Na Tabela 2.4, a porcentagem
de melhora relativa (RIP) é definida como o decréscimo em porcentagem do erro de
predicao relativo quando comparamos os preditores nos casos normal e skew-normal.
Por exemplo, considerando a medida MAE, temos RIP = {{MAE(normal)-MAE(skew-
normal)]/MAE(normal)}*100. Neste estudo, observamos que ambos os modelos (nor-
mal e skew-normal) apresentam um bom desempenho preditivo, mas o preditor baseado
no modelo skew-normal exibe uma consideravel precisao das predicoes quando compara-

mos diversas taxas de valores ausentes.

Tabela 2.4: Dados simulados. Comparacao das medidas MAE e MARE variando as taxas

de valores ausentes para os casos normal e skew-normal.

Taxa (%) MAE MARE
Normal  Skew-Normal RIP Normal Skew-Normal RIP
10 0.1800 0.1207 32.9444  0.0080 0.0056 30.0000
20 0.1001 0.0606 39.4605  0.0045 0.0028 37.7778
30 0.0728 0.0405 44.3681  0.0033 0.0019 42.4242
40 0.0710 0.0304 57.1831  0.0032 0.0014 56.2500

Dessa forma, os estudos de simulacao, desenvolvidos nesta secao, confirmam a ne-
cessidade do desenvolvimento de procedimentos para realizar inferéncia no contexto de
dados ausentes com estrutura assimétrica. E importante ressaltar que estudos de simu-

lacao sob diferentes cenarios podem ser considerados e seria uma linha interessante de
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pesquisa.

A seguir apresentamos alguns resultados adicionais para a classe de distribuigoes

misturas de escala skew-normal.

2.5 Resultados Adicionais das Distribuicoes Mis-

turas de Escala Skew-Normal

Nesta secao, propomos uma nova distribuicao pertencente a classe SMSN, onde a

variavel de mistura segue uma distribuicao gaussiana inversa generalizada (GIG).

Antes de discutirmos nossa proposta metodolégica, apresentamos as distribuicoes
GIG (Jorgensen, 1982) e a gaussiana inversa normal (NIG) (Barndorff-Nielsen, 1997).
Para a distribuicao NIG, descrevemos propriedades, tais como momentos, transformacoes
line-ares, densidades marginais e condicionais, formas quadraticas e casos particulares
(normal, t-Student, slash, normal contaminada e laplace, por exemplo) que serdo tteis

para a obtencao de resultados para a nova distribuicao SMSN.

Ressaltamos que alguns dos resultados descritos para a NIG encontram-se na litera-
tura apenas para o caso univariado. Neste trabalho, descrevemos a distribuicao NIG no
contexto multivariado como um membro da classe SMN. Esta distribuicao sera descrita
em termos de uma normal multivariada e uma varidvel aleatdria positiva (variavel de

mistura) com distribuigdo gaussiana inversa generalizada.
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2.5.1 Distribuicao Gaussiana Inversa Generalizada

A funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria com distribuicao gaus-
siana inversa generalizada é definida por
2

o At 1.6 )
h(u; As, 65, 74) = <E> me«/ﬂp(—§(z + 7)), u>0, (2.10)

onde K, (z) denota a fungao de Bessel modificada do terceiro tipo de indice A, avaliada
em x. Assim, consideramos GIG(\, d,, 7«) para indicar que U tem densidade dada em
(2.10). Nesta distribuigao, os espagos paramétricos para d., v« € A, sao especificados

como segue:
i) 0, >0, 7. > 0se A, > 0;
i) 6. >0, 7 > 0se A, <0;
iii) 0, >0, 7 > 0se A\, =0.

Dessa forma, a familia de distribui¢des GIG (A, 0., 7,) contém varias distribuicoes
como casos particulares. Por exemplo, as distribui¢oes gamma, gamma inversa, gaus-

siana inversa (IG), entre outras. A seguir descrevemos alguns elementos:

i) Quando §, = 0, v, > 0, A\, > 0, obtemos a distribuigao Gamma(\,,~v2/2) com

funcao densidade dada por

72 Ax a1 1,

ii) Quando 6, > 0, 7. = 0 e A\, < 0, obtemos a distribuigao IT'(\,,~2/2) (Gamma

Inversa) com densidade dada por

2 A Ax—1 )
h(u; A, 6,) = <§> Y exp(—ﬁ), u > 0;
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iii) Quando A, = —1/2, obtemos a distribui¢do IG(d.,7.) (Gaussiana Inversa) com
densidade dada por

9N\ 1/2
h(u; 0y, 74) = (6—> u=Peap(—(v2/2u) (u — (8./7.))%), u > 0.

27
Os momentos centrais de ordem m de uma variavel aleatoria U com distribuicao
GIG(\, b4, 7s) sao dados por

5_*) " K/\*+m(6*’7*)
Vx K)\* (5*7*) ’

Note que os momentos de ordem m dependem da funcao K, (.). Assim, na sequéncia

E[U™] = ( 0.7 >0, m € Z. (2.11)

apresentamos alguns resultados sobre a funcao de Bessel modificada do terceiro tipo:
i) A fungao Bessel K, (u) é uma funcdo positiva e continua de A, > 0 e u > 0;

ii) Para qualquer A\, > 0 fixo, a funcao K, (u) é positiva e decrescente em u no

intervalo (0, 0c);

iii) Para qualquer u > 0 fixado, a funcdo K, (u) é positiva e crescente em u no

intervalo (0, oco);

iv) Para qualquer A\, > 0 e u > 0 fixos, a funcao K, (u) satisfaz as relages K (u) =

2,
K_y (u), Ky 41(u) = ” Ky, (u) + Ky, 1(u) e Ky, 1(u) + Ky, 41(u) = —2K3 (u);

v) Para um inteiro nao-negativo r K, 1/s(u) = 4/ %e*“ > o % Em par-

ticular, K /o(u) = 216*“.
u

Veja Jorgensen (1982) para mais detalhes da distribuigao gaussiana inversa genera-
lizada. Além disso, a distribuicao gaussiana inversa generalizada tem sido de grande

aplicabilidade em pesquisas de diversas areas; veja, por exemplo, Embrechts (1983) e

Thabane & Haq (1999).
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2.5.2 Distribuicao Gaussiana Inversa Normal

Nesta se¢ao, definimos a distribui¢ao gaussiana inversa normal (NIG) multivariada como

um membro da classe SMN e desenvolvemos algumas propriedades.

Considerando que Z ~ N,(0,X) e U ~ GIG(\, 04, 7:) sdo independentes, propomos
estudar a distribuicdo da nova varidvel aleatéria Y = p + UY/2Z. De acordo com esta
representacao pode-se ver facilmente que a distribuicao condicional de X dado U = u

é N,(p,uX), til para obter pdf do vetor Y que é apresentado a seguir.

Proposicao 2.5.1 Seja Z ~ N,(0,X) e U ~ GIG(\,, 0., 7.) independentes, tal que Y
é definida por Y = u+U'?Z, onde u € R? ¢ 3 € uma matriz simétrica p x p. Entdo,
Y tem pdf dada por

F(y) = a@. )[BTV (V02 + dy) PN K (V02 + dy) 1), (2.12)

onde
1

Vx
a(v,) = (—)mm

o e dy=(y—p) =y — ),

com vy = (A, 05, 75) |

Prova A prova decorre do fato que Y|U = u ~ N,(p, u3).

Note que a densidade dada em (2.12) depende da distancia de Mahalanobis d =
dy, = (y — p) "= (y — 1) e do vetor de parametros v, = (A, d,,7,) " associado com a

distribuicao GIG.

Para um vetor aleatério p-dimensional Y = (Y7, ...,Y,)" com pdf dada em (2.12),

dizemos que Y tem distribuicao gaussiana inversa normal e usamos a seguinte notacao
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Y ~ NIG,(p, Z; A\, 0s,7«). Neste caso, p € RP representa o parametro de locacao e X
representa a matriz de escala (definida positiva p x p). Por sua vez, se uy =0e X =1,

obtemos a distribuicao NIG padrao.

Note que a fun¢ao densidade dada em (2.12) é justamente a densidade de um ve-
tor com distribuigio eliptica, tal que g(u) = (/02 + u) /2K, 5, (102 + u)ys).
Neste caso, denotamos por EC,(u,X;g); veja Fang et al. (1990) para mais detalhes
sobre as distribuicoes elipticas. Dessa forma, o vetor aleatério Y com distribuicao

NIG,(p, 25 Ay, 0x, %) pode ser representado por
Y < pw+ RATul),

em que u® é um vetor aleatério uniformemente distribuido na esfera unitdria R?, R é
uma variavel aleatéria ndo negativa independente de u®, cuja funcio densidade serd

definida posteriormente e A é uma matriz quadrada p x p, tal que ATA = .

Na préxima proposi¢ao, apresentamos a fungio geradora de momentos (mgf) e a
funcao caracteristica de um vetor aleatério com distribuicao NIG. Resultados similares

para a distribuicao gaussiana inversa normal univariada podem ser encontrados em

Barndorff-Nielsen (1997) e Anderson (2001), por exemplo.

Proposigao 2.5.2 Considere que Y ~ NIG,(w, 3; A, 0., V«). Entdo,

a) A fungao caracteritica de Y € dada por

A*
. . Ky (6,/tT 5t + 2
oy (t) = et P ( ik > . ) c RP

VETSt + A2 K. (6:7+) ’
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b) A mgf de Y é dada por

A*

. Ky (6y/72 —tT5t

My (t) = et ¥ 7 - OV ), t'St <2, teR.
’)’3 — tTZ*t K)\* (5*’)/*) *

Prova: Da Preposicao 2.5.1, temos que Y|U = u ~ N,(p,uX). Assim, E[et Y|U =

u] = et (/2T Xt g propriedades de esperanca condicional, temos que

pv(t) = EylEle Y |U]] = / et P TR ), 6, ) du
0

e da definicao da funcao de Bessel modificada do terceiro tipo K, (.), concluimos a

prova do resultado a). A prova de b) é similar ao item a).

Os resultados desenvolvidos na Proposicao 2.5.2 podem ser usados para obter os
momentos de Y e para derivar a distribuicao de fun¢oes de Y. Além disso, note que a

mgf de Y pode ser escrita como
My (t) = et P Mg a(tTSt/2), t e R,

onde

, 23<73, seR,

)\*
. Vx K)\* (6* \V/ 73 - 28)
MGIG(S) =
\/’YZ — 23 K/\* (6*7*)

é a mgt de U ~ GIG(\,, s, 74)-

Na préxima preposicao, obtemos o vetor de médias e a matriz de covariancias de
um vetor aleatério com distribuicao NIG. A prova segue dos resultados da Proposicao

2.5.1 e do fato de U e Z serem independentes.
Proposigao 2.5.3 Suponha que Y ~ NIG,(p, X; A, 0x, 7). Entao,
a) Se E[U'Y?] < oo, temos que E[Y] existe e

E[Y] = p.
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b) Se E[U] < oo, temos que o sequndo momento de Y existe e

Var[Y] = E[UX.

De acordo com resultados desenvolvidos em Wang et al. (2004), a seguir derivamos

a distribuicao de uma funcao de um vetor aleatorio com distribuicao NIG.

Proposicao 2.5.4 Seja g : RP — RY uma funcao mensuravel. Suponha que X ~
Ny(p, X) e denote a pdf de W1 = g(X) por ¢9(w1|p, 2). Entdo, se Y ~ NIG,(p, 35 N, 0sy 74,
temos que a pdf de W = ¢(Y) € dada por

fW(W)Z/U O3 (W, uX)h(u; A, by, v.)du.

Prova A prova segue da Proposicao 2.5.2 e de resultados desenvolvidos neste contexto

em Wang et al. (2004).

Como um subproduto da Proposicao 2.5.4, temos os préximos coroldrios. Resul-
tados equivalentes para a distribuicao gaussiana inversa normal univariada podem ser

encontrados em Salberg et al. (2001).

Coroldrio 2.5.5 Considere que Y ~ NIG,(p, 3; A\, 0x,7:). Entao, a pdf da forma
quadrdtica R = (Y — u) "2 (Y — p) ¢ dada por

2 A
Falr) = rp/21 Y " VOZ 7T\ Koy (70 + 1)
R 220 (p/2) \ /3 + r . K. (0.74) '

Este resultado é interessante porque nos permite na pratica verificar o ajuste do
modelo. Por outro lado, o Coroldrio 2.5.5 juntamente com o resultado desenvolvido na
Secao 2 em Lange & Sinsheimer (1993) nos permite obter os momentos de ordem m de

R (distancia de Mahalanobis, denotada neste trabalho por d).
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Corolério 2.5.6 Considere que Y ~ NIG,(p,X; A\, 04,7). Entao, para qualquer

m >0
le—‘(m + p/2) (6_*)mK/\*+m(6*’7*)

L(p/2) v Ky (0.7)

E[R™] =

De acordo com os resultados encontrados em Anderson (2001) para o caso univariado
e usando o Coroldrio 2.5.6, obtemos os coeficientes de assimetria e curtose (Mardia,

1970), respectivamente, dados por

Ky 42(0:7:) K, (6:7)
K 41(0:75) Kn41(0074)

71(Y) =0 e 7(Y)=pp+2) —pp+2).

Em seguida, mostramos que o vetor aleatorio NIG ¢ invariante sob transformagoes
lineares e consequentemente a distribuicao marginal ainda tem distribuicao NIG, gene-

ralizando alguns resultados encontrados em Anderson (2001), por exemplo.

Proposicao 2.5.7 Considere que Y ~ NIG,(w,X; Ay, 0, V). Entdo, para quaisquer

vetor b € R™ e matriz A € R™*P de posto completo, temos que
X =b+AY ~ NIG,,(b+ Ap, ASAT:\,,6,, 7).

Prova A prova deste resultado segue diretamente da Proposicao 2.5.2, ja que ¢pay (t) =

e Py (ATt).

Inspirados por Fotopoulos et al. (2007) e Cambanis et al. (2000), obtemos a densi-
dade condicional de Y; dado Yy = y» e momentos condicionais de fungoes de U (por

exemplo, g(U)) dado Y. Estes resultados encontram-se resumidos a seguir.

Proposigao 2.5.8 Considere que Y ~ NIG,(p, ;A\, 6, Vs), tal que

Y 3 3
Y — 1 = Hq oSl — 11 12 ,
YQ Ho 221 222
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onde Y1 :m x1, uy :m x1, 3y :m xm, com0<m<p. Entao,
Y1|Y2 =Yy2~ NIGm(/J’l.Qa 211_2; )\1a 62}2’7*)’

onde pyy = py + 12255 (Y2 — W), Tii2 =211 — TeE0) Bo, = A — (p—m)/2 e
Oy = /02 +q(ya), com q(y2) = (y2 — H2) T35 (Y2 — po) e sua pdf é dada por

f(YI|yQ) = a()‘la 5y2: 7) |211.2|71/2( \/ 6332 + dylz)im/2+)\lK*m/2+)\1 (7* V 5?32 + dy12)7
onde dy,, = (y1 — Il1.2)T21_11.2(YI — M)

Proposigao 2.5.9 Seja g(.) uma funcao mensurdvel nao negativa e Y L p+U?Z ~

NIG,(p, 25\, 0s, 7). Entdo, UY =y ~ GIG(—p/2+ A\, /02 + dy, ) €
Elg(U)IY =y] = Ec1clg(Uy)],

onde Uy ~ GIG(—p/2+ My /02 + dy, Vi), com dy, = (y — ) 'S (y — ). Em particu-

lar, se g(u) = u™, temos que

VEZ+dy\ " K pjin (/02 + dy)
e K_pjaia. (Vs V 07 + dy)

EWﬂYzﬂ=<

Exemplos

Nesta secao, obtemos alguns casos especias da distribuicao NIG. A maioria dos e-
xemplos serao obtidos como caso limite da distribuicao NIG,(p, X; A, 0., 7«) quando
v, = (A, 04, 7%) T = Voo, para algum Vo, = (Ao, 0oos Yoo) |- Para deriva-los, usaremos
algumas propriedades assintéticas da funcao Bessel K, que podem ser encontradas em

Abramowitz & Stegun (1972).
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e Distribuicao t-Student Multivariada

Denotada por t,(u, X;v), esta distribuicao ¢ obtida considerando A < 0 fixo,

q(y) = /62 +d, e v, — 0. Entdo, de (2.12), temos que

wooo qly) P (a(y) ~ S0 T@R/2 = A)
S E (0o | ODT(N,) e e 5PN
Note que

L(p/2—\) 1 (y-—u)'S 'y - u))A*_p/z
(md2)P/20 (=) 02 '

Assim, a densidade da distribuicao t-Student com v graus de liberdade é obtida

lima, o fy (y) = |27/

considerando v = §? = —2),. Para A\, = —1/2, i.e., quando U tem distribui¢ao
gaussiana inversa (IG), obtemos a distribuicao cauchy multivariada, cuja pdf é

dada por

F —p
lim o fy (y) = |2|‘1/2% (1+(y—n) =y —p) "2

E bem conhecido que a distribuicao t-Student reduz para a distribuicao normal
quando v T oo. Por outro lado, podemos obter a distribuicao normal através da
NIG,(p, 2; A, 04,7+). Considere v, — oo e §, — oo, tal que d,/7. — 1. Sob

estas condicoes, temos que

ﬂ'e*’Y*q(y) 7'(676*7* (6*7*)1/2

Kopjon. (440) ~ s B (0] ~ s im0 <G =1
0 /e —1
e consequentemente
Fi(y) ~ 12172 exp(d.. 213
v (y O exp (0.7 — %4(y))- (2.13)
Usando aproximagao em série de Taylor, temos que /1+¢y2 = 14 y?/2 +

1
o(y?). Quando y — 0, o0 exponente na expressao (2.13) converge para —i(y -

) 'y — p) e concluimos que

1 1
. _ —1/2 v — )T
i s.oe fr(y) = BT g mm (=5l =) 2 — p).

Ou [yx—1
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e Distribuicao Normal Contaminada Multivariada

Denotada por CN,(p, 3;7,1),0 < v < 1,0 < n < 1. Para obter esta distribuicao,
consideramos a mistura de NIG,(p, (1/17)3; A, 0s, 7)) € NIG,(p, 5 As, 0ucy Vs
com pdf dadas por f; e f5, respectivamente. Dessa forma, considere a pdf dada

por

b
fly) = Vfl(ym,;;h,é*,%)w“(l—V)f2(y|u,2;A*,6*,%)-

Fazendo v, — oo e 0, — oo, tal que d,/7. — 1 (como no caso normal), obtemos

a distribuicao normal contaminada multivariada, cuja pdf é dada por
. b))
LM, ) (00,00 f(¥) = vdp(ylp, 5) + (1 = v)gp(ylp, X).

e Distribuicao Laplace Multivariada

Denotada por L,(p, 3;v), fixando A, > 0 e 4, — 0, obtemos

Ax
. ,)/* r)/* — — *
lims. 0 (y) = (5" G g B A d) N K ppan (/) )

que corresponde a pdf da distribuicao variance-gamma multivariada; veja Madan
et al. (1998) para mais detalhes. Por outro lado, considerando A, = 1, obtemos a

pdf

. Vx _ -
lzma*—me(}’) = (ﬁ)p/27*|2| 1/2(\/ dy) p/2+1K—p/2+1((\/ dy)’Y*)

que corresponde a funcao densidade da distribuicao laplace multivariada. No caso
especial de p = 1, a densidade acima reduz para a densidade da laplace univariada

dada por lims, o fy (y) = (7. /0)e” /D=1,

e Distribuicao Slash Multivariada

Denotada por SL,(pu, 2;v). Neste caso, ndo derivamos a distribuicao slash mul-

tivariada diretamente da pdf dada em (2.12), mas através do vetor aleatério Y =
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p+kY2(U)Z, onde k(U) = e ¥ e U ~ GIG(1,0,7,), i.e., U ~ Gamma(1,72/2) =
exp(y?/2). Note que

1
lims, o fy(y) = f(y) = (73/2)/0 w2 (v, eV E ) du

Dessa forma, obtemos a distribuigao SL,(u,X;v), onde v = ~2/2. Como ja
mencionado, a distribuicao slash multivariada reduz para a distribuicao normal

multivariada quando v 1 oc.

Em geral, a distribui¢do gaussiana inversa normal (NIG) é usada para modelar da-
dos simétricos e com caudas mais pesadas que a distribuicao normal. Particularmente é
atraente porque tem uma representacao que permite o estudo de muitas propriedades.
Barndorff-Nielsen (1997), Anderson (2001) e Fotopoulos et al. (2007), por exemplo, pro-
puseram esta distribuicao em aplicacoes financeiras. De fato, os log-retornos de ativos
do mercado financeiro medidos em intervalos de tempo curtos, por exemplo, didrio
e semanal sao caracterizados pela sua nao normalidade. A distribuicao empirica dos
log-retornos tém caudas mais pesadas do que uma distribuicao normal o que implica
que existem grandes variacoes nos log-retornos com maior frequéncia do que numa dis-
tribuicao normal. Uma das ditribuicoes muito utilizada na literatura para modelar os
log-retornos é a ja conhecida distribui¢ao hiperbdlica generalizada (Teixeira, 2006) da

qual se destaca a NIG devido as suas caracteristicas teodricas.

Dessa forma, na proxima secao, vamos discutir uma nova distribuicao SMSN denomi-
nada de gaussiana inversa skew-normal (SNIG). Especificamente, vamos considerar um
vetor aleatério Y com representacio Y = p + U'/?Z, onde a varidvel aleatéria U segue
uma distribuicao gaussiana inversa generalizada independente de Z que segue uma dis-

tribuicao skew-normal proposta por Azzalini & Capitanio (1999).
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2.5.3 Distribuicao Gaussiana Inversa Skew-Normal

Nesta secao, definimos e estudamos algumas propriedades da distribuicao gaussiana

inversa skew-normal que representa uma generalizacao da distribuicao NIG.

Considere Z ~ SN,(0,X,A) e U ~ GIG(\,, 0x,7.) independentes. Para simplificar
a notacgao, seja v, = (A, d,,7%) " e assim, a pdf do vetor aleatério Y = p + U'?Z ¢

dada por

f(y) = 2 / T (1 )@, (" IATE 2y — ) (o) (2.14)

= ()[BT (a(y) MK e (@) 1) BRO(VEATET (y — p))l,

onde ¢(y) = /02 +d,, a(v.) é como em (2.12), V. ~ GIG(—p/2 + A, q(y), V) e
dy=(y—p)" =7 (y — n).

Dizemos que um vetor aleatério p-dimensional Y com pdf dada em (2.14) tem dis-
tribuicao gaussiana inversa skew-normal e neste caso, denotamos por' Y ~ SNIG,(u, 2, A;v,),
onde pu € RP representa o parametro de locacao e X representa a matriz de escala
(definida positiva p x p). Se p = 0 e ¥ = I,, diremos que Y segue uma distribuigao
SNIG padrao e usaremos a seguinte notacdo Y ~ SNIG,(A,v..).

Note que quandoA = 0, obtemos a distribui¢ao gaussiana inversa normal discutida
na Se¢io 2.5.2. Essanova distribuigio também depende de d = d, = (y—p) ' 2 ' (y—p)
que tem a mesma distribuigdo que d no contexto da NIG (veja a Proposi¢ao 2.2.8
e o Corolario 2.5.5). O préximo resultado apresenta a representa¢io estocastica da

distribuicao SNIG.
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Proposicao 2.5.10 Se Y ~ SNIG,(u, 3, \;v,). Entao, temos que
a)
Y £ g+ UV2SY2{8|Y, + (I, — 667)/%Y ), (2.15)
onde § = /\/\/I—i—T U, Yo ~ N1(0,1) e Y; ~ N,(0,I,) sdo independentes.
b)
Y Ly + V28| W] + (I, — 667)/*W ),
onde Wy ~ NIG(0, 1;v,) e Wy ~ NIG,(0,L,; v,).

A representacao estocdstica dada em (2.15) é 1til para gerar nimeros aleatdrios,
obtencao de propriedades e pode ser usada para obter o estimador de maxima verossi-
milhanca dos parametros da distribuicao SNIG via o algoritmo EM; veja, por exemplo,

Karlis (2002) e Chang et al. (2005) no contexto da distribui¢ao NIG.

Proposicao 2.5.11 Considere que Y ~ SNIG,(p, X, X\;v.). Entio, a mgf de Y €
dada por

A
T Vx K)\ 5 *\/ ’)/* - tTE —
My(t) = et M ( - —tT2t> o 5 ER®(V'IEATE 2 (y — )],

onde V ~ GIG(\, 6,,72 —t"3t), comt 'St <2, teRP .

Da equacgao acima, temos que se A = 0, My (t) reduz para a mgf da distribuicao NIG
dada na Proposicao 2.5.2. Além disso, da Proposicao 2.5.11, obtemos o vetor de médias

e matriz de covariancias do vetor com distribuicao SNIG dados por, respectivamente,

E[Y]=p+ \ﬁzl/?éE[Ul/Z] e Var[Y] = E[U|Z — ’E Ut E2e8 TR
™ ™
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onde E[U'?] e E[U] sdo como em (2.11).

O vetor aleatério SNIG também é invariante sob transformacoes lineares e isso pode

ser demonstrado a partir da mgf definida na Proposicao 2.5.11.

Proposicao 2.5.12 Considere que Y ~ SNIG,(p,3; X\;v,). Entao, para quaisquer

vetor b € R™ e matriz A(m x p) de posto completo, temos que

X =b+AY ~ SNIG,,(b+Au,ASA;v,).

2.6 Observacoes Finais

Neste capitulo, desenvolvemos propriedades relevantes para a classe de distribuic¢oes
SMSN. Estas distribuicoes proporcionam flexibilidade de modelagem na préatica para
dados parcialmente observados que contém assimetria e caudas pesadas simultanea-
mente. Neste contexto, propomos um algoritmo simples, comparado aos procedimentos
propostos por Lin et al. (2009a) e Lin & Lin (2009), para estimagao dos parametros
e imputacao de dados ausentes com estrutura SMSN, pois consideramos diretamente
o algoritmo EM desenvolvido no contexto de dados completamente observados. E im-
portante ressaltar que a familia de distribui¢oes SMSN, considerada nesta tese, difere
das distribuicoes utilizadas por Ferreira (2008) no contexto de inferéncia e digndstico
em modelos assimétricos. Em particular, a classe SMSN considerada neste trabalho
é computacionalmente mais atrativa. Além disso, Ferreira (2008) considerou apenas

analises univariadas.



Capitulo 3

Extensoes das Distribuicoes

Misturas de Escala Skew-Normal

A construcao de familias paramétricas de distribuicoes assimétricas que sejam ana-
liticamente trataveis e que possam acomodar valores praticos de assimetria e curtose,
incluindo a distribui¢ao normal como caso particular, pode ser ttil para a modelagem
de dados, andlises estatisticas e estudos de métodos robustos. Branco & Dey (2001) dis-
cutem a classe de distribuicoes assimétricas misturas de escala skew-normal, mostrando
que tal familia de distribuicoes inclui a skew-normal e a normal como casos particulares
e podem ser usadas para modelagem de dados. Nesta linha de pesquisa, propomos
estudar extensoes das distribuicoes SMSN e examinar propriedades de tais modelos.
Inicialmente, consideramos uma extensao da distribuicao skew-normal proposta por
Arellano-Valle et al. (2007) que faz da inferéncia bayesiana uma alternativa viavel para

tratar os modelos lineares, estendendo alguns resultados desenvolvidos por Sahu et al.

61
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(2003), Arellano-Valle & Genton (2005) e Arellano-Valle et al. (2007). Um conjunto
de dados reais serd utilizado para ilustrar a utilidade dessa extensao proposta para
modelagem de dados no contexto bayesiano. Posteriormente, introduzimos algumas
generalizacoes das distribuicoes SMSN quando a varidvel de mistura U segue uma dis-
tribuicao multivariada, estendendo os resultados desenvolvidos por Lyu & Simoncelli

(2008), 1teis na modelagem de imagens.

3.1 Introducao

Durante a tultima década, ha um interesse crescente em encontrar modelos flexiveis que
representem as caracteristicas dos dados de forma mais adequada possivel e que re-
duzam suposicoes irreais. A motivagao originou-se a partir de conjuntos de dados que

muitas vezes nao satisfazem algum padrao pressuposto como a normalidade.

Uma possivel abordagem para a modelagem de dados consiste na construcao de
classes paramétricas flexiveis de distribuicoes multivariadas que exibam curtose dife-
rente da distribuicao normal. Embora os modelos elipticos fornecam alternativas para
o modelo normal, estes s6 podem ser aplicados em situacoes praticas onde a simetria
pareca razoavel. Portanto, a construcao de familias paramétricas de distribuicoes as-
simétricas que sejam analiticamente trataveis e que possam acomodar valores préaticos
de assimetria e curtose, incluindo a distribuicao normal como caso particular, pode ser

util para a modelagem de dados, andlises estatisticas e estudos de métodos robustos.

H& uma considerével linha de pesquisa nessa direcao, por exemplo, Sahu et al. (2003)
introduziram uma classe de distribuicoes assimétricas com caudas pesadas e Arellano-

Valle & Genton (2005) propuseram a classe fundamental de distribuigoes assimétricas,
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ambas 1teis para implementar analises bayesianas. A analise bayesiana sob distribuicoes
com caudas pesadas tem recebido consideravel atencao na literatura estatistica; veja,
por exemplo, Sahu et al. (2003), Rosa et al. (2003), Rosa et al. (2004), Arellano-Valle
et al. (2007), De La Cruz (2008), entre outros. Um trabalho pioneiro nesta area é Zell-

ner (1976) que considerou um estudo bayesiano na distribui¢ao t-Student multivariada.

Seguindo estas idéias, neste capitulo, introduzimos algumas generalizagoes das dis-
tribuicoes SMSN, por exemplo, extensoes quando a variavel de mistura U segue uma
distribuicao multivariada. Adicionalmente, propomos uma extensao da distribuicao
skew-normal proposta por Arellano-Valle et al. (2007) e também analisamos algumas

propriedades de tais extensdes.

Este capitulo esta organizado como segue. Na Secao 3.2, propomos uma classe al-
ternativa de distribuicoes SMSN, denominada classe de distribui¢oes misturas de escala
skew-normal estendidas (SSMSN) que sera 1til para inferéncia bayesiana. Na Se¢ao
3.3, introduzimos o modelo de regressao sob a classe de distribuicoes SSMSN. Em
seguida, na Secao 3.4, apresentamos um exemplo indicando a utilidade da metodologia
proposta no contexto bayesiano. Posteriormente, na Secao 3.5, introduzimos algumas
genera-lizacoes das distribuicoes SMSN. Finalmente, algumas observacoes finais sao
dadas na Secao 3.6 e provas técnicas dos resultados desenvolvidos neste capitulo estao

no Apeéndice B.
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3.2 Classe Alternativa de Distribuicoes Misturas de

Escala Skew-Normal

Nesta secao, propomos uma classe alternativa de distribui¢coes SMSN e que faz da in-
feréncia bayesiana uma alternativa viavel para tratar os modelos lineares. Esta classe

alternativa de distribuicées foi motivada pela Definicao 1 de Arellano-Valle et al. (2007).

Antes de discutirmos nossa proposta metodoldgica, apresentamos uma breve in-
troducdo da distribui¢do skew-normal definida por Arellano-Valle et al. (2007), deno-
tada por SSN. Como considerado em Arellano-Valle et al. (2007), um vetor aleatério Y
segue uma distribuicao SSN p-variada com vetor de locacao pu € RP, matriz de dispersao

3 (definida positiva p X p) e matriz de assimetria (p x k) A se sua pdf é

) =256, (y |, Q)0 (ATQ 7 (y — p)|A), yeR, (3.1)

onde @ = T +AAT, A = (I + ATZ'A) ! = I, — ATQ A (I é uma matriz
identidade k x k), ¢,(.|p, X) e ©,(.|X) denota a pdf da N,(p,X) e cdf da N,(0,X),
respectivamente. Assim, consideramos SSN, x(p, 2, A) para indicar que Y tem densi-
dade dada em (3.1) e SSN,(p, 2, A) quando p = k. Note que para A = 0, a densidade
(3.1) reduz para a usual densidade da N,(u,X). Esta distribuicdo SSN multivariada
generaliza a distribuicao skew-normal de Sahu et al. (2003). De fato, para k = p e
A = diag{)\;,...,)\,}, a densidade (3.1) reduz para a densidade da skew-normal de
Sahu et al. (2003) discutida, por exemplo, em De La Cruz (2008), Jara et al. (2008) e
Lin (2009). Neste caso, diag{.} denota a matriz diagonal obtida por extrair os elemen-
tos da diagonal principal de uma matriz quadrada ou da diagonalizacao de um dado
vetor. Além disso, observe que o modelo definido em (3.1) é um caso especial da dis-

tribuicao skew-normal fundamental introduzida na Definicao 2.1 em Arellano-Valle &
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Genton (2005). Quando g = 0 e Q = I,,, temos a distribuicao skew-normal fundamental

canonica introduzida na Defini¢cao 2.2 em Arellano-Valle & Genton (2005). Por sua vez,

A
sepup=0=l,eA=0=————=
’ VI+ATA

(2.1). Neste contexto, propomos um estudo unificado da classe de distribui¢oes SMSN.

, temos a distribuicao skew-normal definida em

Pela Proposicao 1 de Arellano-Valle et al. (2007), a distribui¢do SSN (3.1) apresenta

a seguinte representacao estocastica
Y = p+ AT, | + =21, (3.2)

onde Ty ~ Ni(0,1;) é independente de Ty ~ N,(0,I,), tal que 7 = |T;| segue uma
distribui¢do half-normal padrao k-dimensional, denotada por HNi(0,I;). Note que a
expressao (3.2) é uma ferramenta til para gerar nimeros aleatdrios e para propésitos
tedricos. De acordo com Arellano-Valle et al. (2007), o vetor de médias e a matriz de

covariancias de Y ~ SSN, (u, X, A) sdo dados por

2 2
ElY]=pn+ \/i)\ e Var[Y] =X + (1 - Z)AAT, (3.3)

T T
onde A = (\,...,)\,)" denota os elementos da diagonal principal de A. Note que se
A = diag{)\,...,\,}, a inclusdo de assimetria em um modelo ndo afeta a estrutura

de correlagao do modelo original simétrico, i.e., alteracoes ocorrem nos valores das cor-
relacoes, mas a estrutura permanece a mesma. Entretanto, isso nao é verdade para as
distribuigoes assimétricas de Azzalini & Capitanio (2003), uma vez que a introdugao de

assimetria altera a estrutura de correlacao do modelo original.

A seguir propomos a generalizacao da distribuicao skew-normal considerada em
Arellano-Valle et al. (2007), denominamos por distribui¢oes misturas de escala skew-

normal estendidas (SSMSN). Um vetor aleatério p-dimensional com distribuigao SSMSN
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é construido a partir da mistura escala de uma varidvel aleatdria skew-normal (SSN) e

uma variavel aleatéria positiva, i.e.,
Y = p+x"*U)Z, (3.4)

onde Z ~ SSN, (0,3, A), k(.) é uma funcao de pesos, U ¢é varidvel aleatéria de mistura
positiva com cdf H(u;v) e pdf h(u;v), independente de Z, onde v é um vetor ou um
escalar relacionado a distribuicao de U. Do lema B.1.1 dado no Apéndice B, temos que
Y|U = u ~ SSN, (s, k(w)E, 612 (u)A). Assim, as fungdes densidade e geradora de

momentos (mgf) de Y sao, respectivamente, dadas por

fly) = 2* /OOO (¥ |, (W) Q) Pr (k2 ()ATQ (y — p)|A)dH (w;v),  (3.5)

My(s) = 2F /000 exp <ST/J, + %STH(U)QS> Oy (k2 (u)ATs)dH (u; v), (3.6)

onde s,y € R” e ®,(.) denota a cdf da normal multivariada padrao. Neste caso, de-
notamos por Y ~ SSMSN,(pn, 2, A; H) quando Y tem pdf dada em (3.5). Note
que quando A = 0, a classe de distribuicoes SSMSN reduz para classe SMN, um caso

particular das distribuicoes SMSN definidas na Secao 2.2.

Em seguida, obtemos o vetor de médias e matriz de covariancias para o vetor

aleatério SSMSN. A prova é simples e decorre de (3.3) e (3.4).

Proposicao 3.2.1 Suponha que Y ~ SSMSN, x(p, X, A; H). Entao,
2

a) Se E[x'/?(U)] < oo, temos que E[Y] = p + \/iE[nl/Q(U)])\;
T

b) Se E[k(U)] < oo, temos que Var[Y| = E[k(U)] <Q + ;(A)\T - AAT)> —%EQ[/{UQ(U)])\)\T.
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A classe de distribuicoes SSMSN tem como membros particulares as distribuicoes
skew-t (SST), skew-slash (SSL) e skew-normal contaminada (SSCN). Essas distribui¢oes
tém caudas mais pesadas que a distribui¢ao skew-normal (SSN) e dessa forma, podem
ser consideradas para a obtencao de procedimentos robustos. Note que diferentemente
da distribuicao SSN, os componentes da classe SSMSN sao em geral correlacionados
quando a assimetria estd presente e até mesmo se €2 é uma matriz diagonal. Este
fato tem uma explicacao informal, uma vez que todos os componentes da classe de

distribuicoes SSMSN compartilham do mesmo fator de mistura x'/2(U).

Portanto, a seguir descrevemos algumas distribuicoes que pertencem a classe SSMSN
e para cada elemento desta classe, calculamos o vetor de médias e a matriz de co-

varidncias. Para todos os casos, considere A = ATQ ' (y — p).

e Distribuicao SST Multivariada

A distribuicao skew-t estendida multivariada com v graus de liberdade, deno-
tada por SST,x(p, X, A;v), é obtida de (3.5) considerando k(u) = 1/u e U ~
Gamma(v/2,v/2), v > 0. Segue do Lema B.1.2 dado no Apéndice B que a pdf

deY é
1) = 2 0T (Al ) ye R,

onde t,(-|p, E;v) e T,(-|2;v) denotam, respectivamente, as pdf e cdf da dis-
tribuicio t-Student p-variada e d = (y — p) Q7' (y — p) é a distancia de Ma-
halanobis. Um caso particular da distribuicao skew-¢ estendida é a distribuicao
skew-cauchy estendida quando v = 1. Além disso, quando v T oo, obtemos a

distribuicao SSN como caso limite. Aplicacoes da distribuicao SST com p = k e
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A = diag{\,..., A\, } podem ser encontradas em De La Cruz (2008). Dos resul-
tados da Proposicao 3.2.1, temos que o vetor de médias e matriz de covariancias

de Y sao, respectivamente,

ElY]=p+ \/grlsg)

Var[Y] = —2 5 (Q + %(AAT - AAT)> Y (F(UT)>2>\>\T, > 2.

vV —

A v>1 e

Distribuicao SSL Multivariada

A distribuigao skew-slash estendida multivariada, denotada por SSL, (. X, A; v),
foi obtida considerando k(u) = 1/u e U ~ Beta(v, 1), v > 0. Segue de (3.5) que
a pdf de Y é dada por

1
fly) = 2ku/ u”_1¢p(y|p,, u_lﬂ)@k(u1/2A|A)du, y € RP.
0

A distribuicao skew-slash estendida reduz para a distribuicao SSN quando v 1 oc.

Da Proposicao 3.2.1, obtemos

2 2v
ElY]| = — 1/2
[Y] u+\/;2y_1>\, v>1/2 e

2 2/ 2w \’
Var[Y] = ”1<n+ ()\)\T—AAT)>——< Y ))\)\T,I/>1.

v — T T \2v—1
Distribuicao SSCN Multivariada

A distribui¢do skew-normal contaminada estendida é obtida quando U é uma
variavel aleatéria discreta assumindo dois estados, onde sua pdf dado o vetor de

parametros v = (v1,15)" é dada por

h(u;v) = ilg=p,) + (1 — 1)z, 0<1y <1,0<1, <1, (3.7)
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Dessa forma, de (3.5), temos que

1) = 2 {noy (vl v D@4 AIA) + (1= m) by |, ), (AlA) ]

e neste caso, especificamos por SSCN, (1, X, As v, 15), 0 <1y < 1,0 < 1y < 1.
O parametro v, pode ser interpretado como a proporcao de outliers enquanto que
vy pode ser visto como o fator de escala. A distribuicao skew-normal contaminada

estendida reduz para a distribuicao SSN quando v, = 1. Assim, da Proposicao

E[Y]:u-l—\/g(%—kl—l/l))\e

2 2 ?
Var[Y] = <ﬂ +1- U1> (Q + T - AAT)> _ = (i +1- U1> AN

3.2.1, temos que

Vo

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.1: Contornos de alguns elementos da classe SSMSN bivarida padrao. (a) SSNa1(A)
(b) SST51(A;2) (¢) SSCNy1(A;0.5,0.5) (d) SSLa1(A;1), onde A= (3,1)7.
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A Figura 3.1 mostra os contornos das densidades associadas com algumas dis-
tribuicoes SSMSN bivariadas padrao (u = 0, X = I,), por exemplo, SSNy 1 (A), SST51(A;2),
SSLy1(A;1) e SSCNy1(A;0.5,0.5), com A = (3,1). Note que estes contornos nio sao

elipticos e eles podem ser bastante assimétricos dependendo da escolha do parametro A.

Em seguida, caracterizamos a distribuicao de uma transformacao linear arbitraria
b + BY através de sua mgf e da pdf quando B é uma matriz nao singular. A prova
segue diretamente de (3.6), tal que My4py(s) = exp (s"b) My (B's) e de (3.5), tal que
foiBy (V) = |det(B)| 'y (B (v — b)).

Proposicao 3.2.2 Considere que Y ~ SSMSN, ;(p, 3, A; H). Entao, para quaisquer

vetor firo b € R™ e matriz B € R™*? de posto completo, temos que
V=b+BY ~ SSMSN,,x(b+Bu,BEB', BA; H).
Além disso, a matriz B é nao singular quando m = p e entao,

formy(v) = 25|det(B)|"! / Bo(B~ (v = b) . (w)2)
x Op(k 2(w)ATQ Y B (v —b) — u)|A)dH (u; v),v € RP.

Da Proposicao 3.2.2 com b = 0, temos as seguintes propriedades adicionais das

distribui¢des SSMSN.

Corolério 3.2.3 Considere que Y ~ SSMSN, ;(p, 2, A; H). Assim,
(i) =Y ~ SSMSN, ,(—p, S, —A; H);
(ii) @'Y ~ SSMSN, x(a"p,a"Xa, a" A; H) para qualquer vetor unitdrio a € RP ;

(iii) BY ~ SSMSN, (Bu, BEB'", BA; H) para qualquer matriz ortogonal B k x k.
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Na Proposicao 3.2.2, mostramos que o vetor aleatorio SSMSN é invariante sob trans-

formacoes lineares o que implica que a distribuicao marginal de Y é ainda SSMSN.

Proposicao 3.2.4 Considere que Y ~ SSMSN,;(p,2,A;H) e que Y estd parti-

cionado como Y = (Y| ,Y35)" com dimensdes py e py (p1+ p2 = p), respectivamente.

¥ X
Adicionalmente, considere ¥ = Heooe o= (u,pmy)" e A = (A],A))T
Yo o

sendo as correspondentes particoes de X, pu e A. Dessa forma, a densidade marginal

de Y1 é SSMSNpl,k(IJq, EllaAl; H)

Prova A prova é baseada na Proposicao 3.2.2, considerando B = [L,,,,0,,] e b = 0.

A seguir denote por A a matriz (\jj;i = 1,...,p,7 = 1,...,k) e por A =
(Nity -y Aik), 2 = 1,...,p, as linhas da matriz A. Além disso, considere o vetor p x 1

com 1 na j-ésima posicio, j = 1,...,k, definido por e; = (0,...,0,1,0,...,0)".

Proposicao 3.2.5 Considere queY = (Yi,...,Y,)T ~ SSMSN, (u, =, A; H). Entdo,
Yi ~ SSMSNL]C(/LZ‘,O'Z'Z', AZT, H),’L = ]_, ., P.

Prova Note primeiro que e]Y = Y;, e/p = i, ¢/ A = A/ e e/ Te; = 0, onde
llei]] =1 e oy s@o os elementos da diagonal principal de X,i =1, ..., p. Pela parte (ii)

do Corolario 3.2.3 segue a prova desta proposicao.

Proposicao 3.2.6 Sob a notagdo definida na Proposicao 3.2.4, considerando 215 =
2y = 0, temos que os vetores aleatorios Y, e Yy sao independentes dado U = u, sob

as sequintes condi¢oes na matriz A:

(i) A2 = Ay = 0. Neste caso, dado U = u, Y; ~ SSNp, k. (1, k£ (1w) S, 612 (u) Ayy),

1=1,2; ou
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(i) A1y = Agy = 0. Nesta caso, dado U = u, Y1 ~ SSNy, x, (g1, £(w) 11, 6172 (1) Aa)
€ Y2 ~ SSsz,kl ([J,Q, K(U)EQQ, H1/2(U)A21).

Além disso, se py = 0, temos que Y1 e Yo sao nao correlacionados.

Prova Dado U = u, Y ~ SSN, (1, k(u)Z, s/ (u)A) e segue da Proposi¢io 2.7 em
Arellano-Valle & Genton (2005) que Y; e Yo sao independentes. Se p, = 0, da
Proposi¢ao 3.2.4, temos que Yy ~ SSMSN,, (1, 211, A1; H) e Yo ~ SSMN,, (0, X9o, Ag; H).
Dessa forma, Cou[Y,,Ys] = E[Y Y]] = E|E[Y,Y]|U]] = E|E[Y,\|U]E[Y]|U]] = o,

concluindo a prova.

Um importante resultado que serd util na implementacao do algoritmo EM para
a classe SSMSN é dado a seguir. Lin (2009) propoe o algoritmo EM para estimar os
parametros do modelo skew-t introduzido por Sahu et al. (2003), i.e., especificando

k=peA=diag{\,...,\,}.

Proposicao 3.2.7 Considere que Y ~ SSMSN, . (p, X, A\; H) e U ~ H é a varidvel

de mistura. Assim,

2" fo(y)
f(y)

7 = Er U)Wy, (k V2(U)A)ly] =

ke = Elx"(U)ly] = k(572 (Uy) AL,
2" fo(y)
f(y)
onde fo € a pdf of Yo ~ SMN, (i, % H), Uy £ U[Yo =y, Wa, (2) = d4(2)/®s(x),

Elx™" (Uy)®

Els" (Uy) i (™2 (U )AL,

x € R, tal que ¢(.) e Px(.) denotam as pdf e cdf da normal multivariada padrao,
respectivamente e A, = ATYV2PATQTHY — p).

Prova A prova deste resultado é similar a prova da Proposicao 2.2.1, com g(u) = k=" (u)

e g(u) = k72 (u)Ws, (k7 Y2(u)A,), respectivamente.
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H4 algumas outras variantes das distribuigoes assimétricas disponiveis na literatura.
As distribuicoes desenvolvidas nesta secao, entretanto, sao mais faceis, no sentido
algébrico, para trabalhar com andlise bayesiana do que outras. A andlise bayesiana
em problemas de regressao sob distribui¢coes com caudas pesadas tem recebido con-
sideravel atencao na literatura estatistica recente. Na proxima se¢ao, propomos o mo-

delo de regressao sob a classe de distribuicoes misturas de escala skew-normal estendidas

(SSMSN).

3.3 Modelo de Regressao com Assimetria

Nesta secao, propomos o modelo de regressao, onde a varidvel resposta segue uma
distribuicao SSMSN (SSMSN-RM), considerando um caso especial com p = ke A =
diag{A}, mas ndo ¥ diagonal, condi¢ao implicitamente suposta por Sahu et al. (2003).
Neste caso, especificamos AA" = A? e segue que para A = 0, temos a distribuicio nor-
mal. Além disso, para valores positivos de A, temos distribuicao assimétrica a direita e

para valores negativos, obtemos distribuicao assimétrica a esquerda.

De acordo com Sahu et al. (2003), o modelo de regressao sob a classe de distribuicoes
SSMSN sera definido como segue. Suponha que temos n observacoes independentes,

Y. ..., Y, onde
Y,L:Xzﬂ—'—ﬁz, izl,...,n,

em que Y; = (Yj,...,Y;,)" é um vetor p x 1 de respostas continuas observadas para
o0 i-ésimo individuo, X; de dimensao nxp é a matriz de planejamento conhecida, 3 é

um vetor p x 1 dos coeficientes de regressao desconhecidos e €; é o vetor p x 1 de erros
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independentes, tal que
Y, ~ SSMSN,(X;8,%,A;H),i=1,...,n.

A matriz ¥ (p x p) definida positiva pode ser estruturada ou nao. Neste caso, assu-
mimos uma matriz nao estruturada 3 = X(+), onde 4 denota os elementos da matriz

triangular superior de 3.

Uma caracteristica importante deste modelo é que ele pode ser formulado através
de uma representacao hierarquica, permitindo uma implementacao facil de aplicagoes
estatisticas em programas bayesianos como WinBUGS. De (3.4) e da representacao
estocastica do vetor aleatério SSN dada em (3.2), temos que o SSMSN-RM pode ser

escrito hierarquicamente como

ind

Y T =t,U=u, ~ Ny(X;B+ At;, x(u;)X),
Ti|Ui =u; = HN,(0, ri(ui)L,),

U, X Hv),

)" como sendo a amostra

i=1,...,n, todos independentes. Definindoy = (y/,...,y,
observada, u = (uy,...,u,)" et = (t1,...,t,)" segue que a funcao verossimilhanga

dos dados completos (y",u’,t")" (verossimilhan¢a aumentada) ¢ dada por

LOly,u,t) oo [ [l6p(vilXiB + Ati, r(w:)E)p (4]0, 5 (1) 1) L, >0y o (us; v)],(3.8)

i=1

onde I4 é a funcao indicadora do conjunto A.

Assim, para a especificacao bayesiana completa do modelo, precisamos assumir dis-

tribuicoes prioris para o vetor de parametros desconhecido 8 = (,BT, ~T AT, v’
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3.3.1 Distribuicoes Prioris e Posteriores Conjuntas

Nesta secao, descrevemos a escolha de prioris para os parametros do SSMSN-RM. As-
sumindo os elementos do vetor de parametros independentes, consideramos que a dis-

tribuicao conjunta a priori para os parametros desconhecidos tem densidade dada por
m(0) = m(B)m(Z)T(A)7(v).

Com o intuito de garantir posteriores préprias, adotamos prioris proprias. Além
disso, assim como Sahu et al. (2003) (veja pagina 11), consideramos uma distribui¢ao
priori normal multivariada para 3 com hiperparametros conhecidos 3, e S B A dis-
tribuicao Wishart inversa (IW),(r, T)) foi usada como priori para a matriz de dispersao
3 veja Sahu et al. (2003), pagina 10, para mais detalhes sobre a distribuigio Wishart
inversa. A priori para A é a distribuicao normal multivariada com hiperparametros co-
nhecidos Ag e Sy. Finalmente, a distribuicao priori de v com densidade 7(v) depende
de uma particular distribuicao SSMSN escolhida. Considerando a funcao de veros-
similhanga (3.8) e as prioris especificadas acima, temos que a distribui¢do posteriori

aumentada de 0 é

W(,@,E,A,V,u,tb’) X H[¢P(yz|xlﬁ+AtZaK(uz)2)

1=1

%0y (610, K(u) L) sy h(wis w)|n(6).  (3.9)

Entretanto, é bastante complicado obter analiticamente as distribuicoes posteriores
marginais das quantidades de interesse envolvidas na equagdo (3.9). Desse modo,
para conduzir uma andlise bayesiana, vamos considerar métodos MCMC, tal como o

amostrador de Gibbs, pois as distribui¢oes posteriores condicionais podem ser inferidas.
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3.3.2 Esquema MCMC

Métodos MCMC sao facilitados usando a distribuicao posteriori aumentada proveniente

do modelo. Dessa forma, a especificacao completa do modelo é como segue

Yilti, ui, B, 2, ~ N,(X,;8+ At;, k(u;) %)

T1|U1 ~ HNP(O, H(UZ)IP)

w
—_
—_

.:
—_
[\

Ulv ~ H(u;v)

(

(

(
B ~ Nu(BoSgp) (3.

(

(

(

oo
[a—y
N

Y ~ IW,(r,T)

.:
—_
ot

A~ Ny Sy)T s

w
—_
w
~— N~ N~ N~ N~ N~ N

v ~ 7(v).

Note que a representacao (3.10)-(3.16) é importante, pois permite escrever facil-
mente o cédigo BUGS. Além disso, a partir desta representacao, as distribui¢oes pos-
teriores condicionais aumentadas requeridas para implementar o amostrador de Gibbs

sao simples de serem obtidas.

Observe que dado U = u, as distribui¢oes condicionais posteriores aumentadas tém
a mesma forma para qualquer elemento da classe SSMSN. Portanto, sob o modelo au-
mentado descrito em (3.10)—(3.16), as distribuig0es posteriores condicionais aumentadas

sao dadas por
Blu,... ~ N,(Agz'as, A,
onde Ay = S;"+370 | £ u) X B X eas = S5 B+ k7 () XX (vi — Aty);

S, ... ~ IW,(r+n, (T '+ Z kN (w)(yi — XaB — At) (yi — XiB — At) ) Y);

i=1
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Alu,... ~ N,(B'b,B™)

onde B = SS\1+Z?:1 k1 (ug)diag{t;} = diag{t;} eb = S;\l Xo+d 0k Hu;)diag{t; } 27
(v — XiB);

Ti|u= cee Np(At_latw ’%(ui)At_l)I{ti>0}7

onde Ay = ATSA+T,ea, = A" Yy, —X;8),i=1,...,n. Para completar a especi-
ficacao do modelo, precisamos das distribuicoes posteriores condicionais aumentadas de

U e do parametro v. Para cada U;, temos que

m(u;]0,y,t) o K P(u;)h(u;v)

1
X exp {—5/‘61(“1)(}% — X8 — At) =7 (y; — XiB — Aty)
1
—ilﬁl_l(ui)t;rti:[{ti>0}} s 1= 1, o, (317)

e para o parametro v, temos que

n

(w01, y,u,t) o w(v) [ [ hluilv), (3.18)

i=1
onde 8, = (B",4",A")T. As distribuicdes obtidas em (3.17) e (3.18) dependem da dis-
tribuicao especifica SSMSN adotada e, para cada caso SSMSN, da distribuicao priori
escolhida para v; veja Apéndice B.2 para mais detalhes. Na préoxima secao, apresenta-

mos um exemplo pratico dos resultados teéricos desenvolvidos para SSMSN-RM.

3.4 Aplicacao: “Stack-Loss”

A seguir analisamos o conjunto de dados “Stack-Loss” apresentado por Brownlee (1960)
no contexto gaussiano. Estes dados tém sido utilizados em ilustragoes nimericas por

um grande numero de programas estatisticos e autores, por exemplo, no programa
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bayesiano WinBUGS (exemplos volume 1).

Os dados referem-se a n = 21 dias de observagdo de um processo quimico, no qual
a varidvel de interesse y = “stack-loss” estd relacionada com outras trés varidveis
quimicas, denominadas z; = “air flow”, x5 = “water temperature” e x3 = “acid

concentration”, como descritos em detalhes em Dodge (1996).

oo
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Figura 3.2: Histograma e grafico Q-Q normal dos dados “stack-loss”.

Com o intuito de verificar a existéncia de assimetria nos dados, a Figura 3.2 apre-
senta o histograma dos dados e mostra que ha um padrao nao normal, i.e., assimetria
a direita. Além disso, o grafico Q-Q normal claramente sugere o uso de distribuigoes

com caudas pesadas.

De acordo com as observacoes acima, consideramos o modelo de regressao linear
definido na Se¢ao 3.3 com a variavel explicativa x; = (1,:1:12~,:1:22~,x3i)T e a variavel

resposta seguindo as distribui¢coes SSN, SST, SSL. ou SSCN provenientes da classe
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SSMSN, apenas para comparagoes, i.e., y; ~ SSMSN;(x;B8,0%, \;H),i = 1,...,21,
com 16 = (ﬁﬂaﬁlaﬂ?aﬁ:ﬂ)—r'

Os modelos foram ajustados considerando as estratégias descritas na Segao 3.3.2,
usando o programa WinBUGS e as seguintes especificagoes relativas as prioris (Sahu
et al., 2003) B; ~ N(0,100), 5 = 0,...,3, A ~ N(0,100)I{x50}, tal que o truncamento
da densidade considera que a distribuicao dos dados é assimétrica a direita (positiva),
0% ~ IT(0.1,0.1), pois a especificagdo univariada da distribuigao Wishart inversa ¢ a
distribuicao gamma inversa (I/I'), v ~ £(0.5)I;,~1y (distribuicao exponencial truncada)
para a skew-t, vy ~ Beta(2,2) e vy ~ U(0,1) (distribui¢do uniforme) para a skew-
normal contaminada e v ~ Gamma(0.01,0.001)I,~1; para a skew-slash. Note que
as prioris acima sao todas nao informativas, no sentido que os hiperparametros foram
escolhidos com a finalidade de considerarmos prioris com variancias grandes. Assim,

esperamos que os resultados sejam robustos com respeito as prioris especificadas.

Consideramos 50000 iteragoes, descartamos as primeiras 20000 (“burn-in”) e com
as iteragoes restantes realizamos inferéncia. Além disso, para evitar problemas de cor-
relagao nas cadeias geradas, o valor do “lag” considerado foi igual a 5. Os resultados
dos ajustes sao dados nas Tabelas 3.1 e 3.2. A Tabela 3.2 mostra o intervalo de credi-
bilidade de 95% para os parametros dos modelos ajustados. Note que nenhum dos
intervalos de credibilidade para A dos modelos ajustados inclui o valor zero. Pode-
mos concluir que hé evidéncias de assimetria para todos os casos e entao, a analise do

conjunto de dados “Stack-Loss” no contexto das distribui¢oes assimétricas é apropriada.

Com o intuito de comparar os modelos, calculamos o BIC e o critério de informacao

do desvio (DIC) como apresentado por Spiegelhalter et al. (2002). Os autores afirmam
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que o valor do DIC como implementado no WinBUGS pode ser usado para comparar

modelos complexos. Dessa forma, usando os valores BIC e DIC, obtemos que o modelo

skew-t (SST) ¢é o que melhor se ajusta aos dados. Em todos os modelos observamos

convergeéncia, porém por brevidade, apresentaremos apenas os historicos das cadeias de

Markov geradas para todos os parametros sob o melhor modelo segundo os critérios de

comparacao; veja Figura 3.3.

Tabela 3.1: Dados “Stack-Loss”.

os quatro modelos ajustados.

Média e desvio padrao (entre parénteses) posteriores para

Dist. Bo B1 Bo Ba pe) p\ v o DIC BIC
SSN  -16.1000  0.7216  1.2050  -0.4447  9.2260  3.8400 - - 401.2000  -67.8897
(8.9550)  (0.1684)  (0.4242)  (0.1459)  (6.8600)  (2.419) . .
SST  -18.5100  0.7371  1.0160  -0.3758  6.1970  2.8820  4.4600 - 119.9800  -56.2716
(8.9480)  (0.1877)  (0.4722)  (0.1567)  (5.0860)  (2.0750)  (2.1680) .
SSL  -16.6300  0.7148  1.2100  -0.4347  6.5350  3.4090  6.7250 - 129.7610  -67.0987
(8.5730)  (0.1674)  (0.4425)  (0.1422)  (5.6050)  (2.173)  (6.922) -
SSCN  -16.6700  0.7195  1.1880  -0.4326  6.3780  3.3140 04779  0.5460  121.6420 -61.4074
(8.4810)  (0.1677)  (0.4299)  (0.1462) (5.4710) (2.1210) (0.2907)  (0.2142)

Tabela 3.2: Dados “Stack-Loss”.

modelos ajustados.

Intervalo de credibilidade de 95% para os parametros dos

SSN SST SSL SSCN
Parametro 2.5% 97.5% 2.5% 97.5% 2.5% 97.5% 2.5% 97.5%
Bo -32.7500  2.5360  -35.0400 -0.3624  -31.9700 2.0090 -32.4000 0.3179
B 0.4045 1.0800 0.3656 1.0990 0.4077 1.0430 0.3968 1.0560
B2 0.3234 2.009 0.1477 1.9650 0.3486 2.0730 0.3586 2.0400
B3 -0.7509  -0.1695  -0.6902 -0.08591 -0.7184 -0.1613 -0.7290 -0.1411
a? 0.2953 25.580 0.2855 19.0400 0.2058 20.9700 0.2368 20.7900
A 0.1557 8.7090 0.1082 7.7990 0.1409 7.6250 0.1497 7.6560
v - - 2.1740 10.0100 1.0980 27.760 0.1497 7.6560
ol - - - - - - 0.1397 0.9244
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Figura 3.3: Dados “Stack-Loss”. Histérico das cadeias de Markov geradas sob o modelo SST

para todos os parametros.
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Motivados por uma consideravel pesquisa que tem sido feita para introduzir novas
distribuicoes, a seguir apresentamos um estudo inicial com a finalidade de introduzir
algumas generalizacoes das distribuicoes SMSN que podem ser 1iteis na modelagem de

imagens, por exemplo.

3.5 Algumas Generalizacoes

Nesta secao, propomos algumas versoes generalizadas das distribuicoes SMSN intro-
duzidas no Capitulo 2 e destacamos algumas propriedades dessas extensoes. Tais pro-
priedades podem ser obtidas através de procedimentos similares aos utilizados para as
distribuicoes SMSN. Além disso, algumas dessas propriedades sao compartilhadas por

diversas classes de distribuicoes multivariadas.

3.5.1 Extensoes quando U tem Distribuicao Multivariada

Considere que um vetor aleatério Y é dito ser decomposto independentemente se
Y £ vo W, tal que V e W sao independentes. V ® W especifica o produto
Hadamard (Styan, 1973), i.e., VO W = (ViWy,...,V,W,)" quando V e W sio ve-
tores p-dimensionais e VOW = (VW,,..,VW,) = VW se V é um escalar, onde W}’s
sao os componentes de W. Este conceito tem sido aplicado em procedimentos de testes
nao-paramétricos (Zhu & Neuhaus, 2000) e é uma propriedade compartilhada por di-

versas classes de distribuigoes multivariadas, por exemplo, as distribuicoes elipticas.

Além disso, este conceito sera a base para a construcao das generalizagoes das dis-
tribuicoes SMSN desenvolvidas nesta secao. Por exemplo, quando V = Iil/Q(U) é um

escalare W = Z ~ SN,,(0, X, A), temos que Y ~ SMSN,(0,%, A\; H). A generalizagao
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deste caso é dada por

Y = p+£Y2(U) 0 Z, (3.19)

onde Z ~ SN,(0,3,A) e U é um vetor aleatério p-dimensional de varidveis de mis-
turas positivas com cdf conjunta Hy(.;v) e pdf conjunta h(.;v), tal que x(U) =
(k(U1), ..., £(Up)) " é um vetor de fungoes pesos, independente de Z, onde v é um escalar
ou um vetor de parametros indexando a distribuicao de U. Considerando que o vetor
k/2(U) denota k'/2(U) = (k'/2(U), ..., s*(U,))", temos que dado U = u, Y|U =
u ~ SN,(i, =y, A), onde g é o vetor de locagio, T, = diag"?{x(u)} Zdiag"?{k(u)} é
a matriz de dispersao e A é o vetor de assimetria. Assim, a pdf de Y é dada por
f6)=2 | dpyli B)BATS,(y —p)dHy(w), (3.20)
+
onde ¢,(.|p, Xy) especifica a pdf N,(p, 3,) e ®(.) representa a cdf da distribuicao nor-
mal padrdo univariada. Neste caso, usamos a notacdo Y ~ GSMSN,(u, 3, X; H,)
quando Y tem a pdf dada em (3.20). Um caso particular dessa distribuigao é a dis-
tribuicao skew-normal quando H, é degenerada e x(u) = 1,. Se A =0, p = 0 e
KY2(U) = (U, ...,Uy")T = UY2, temos que a distribuicio GSMSN reduz para a
distribuigao proposta por Lyu & Simoncelli (2008) utilizada em aplicacoes de imagens
fotogréficas. Eles propuseram um modelo denominado “Fields of Gaussian Scale Miz-
tures” (FoGSM) e a distribui¢ao proposta em (3.20) representa uma extensao deste
modelo. Por exemplo, se Y ~ GSMSN,(0, %, X; H,) e (U) = U, temos que a densi-

dade de Y condicionada a U = u é dada por

flylu) = 26,(y|0,%,)2ATZ,%y)

2|3|~1/2 1 _ _
e o (7 ey 2=y e

onde ¥, = diag{y/u}Xdiag{\/u}. Para A = 0, a densidade condicional dada em

(3.21) reduz para a densidade condicional obtida por Lyu & Simoncelli (2008), onde
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eles conside-ram que U tem pdf dada por

|12 1
h(u) = cu¥exp <—§(logu)T\Il1(logu)>,
i=1 Ui

uma extensao natural da distribuicao log-normal univariada; veja Lyu & Simoncelli
(2008), pagina 3, para mais detalhes desta distribui¢cdo. Neste caso, logu denota o
vetor logu = (loguy, ..., logu,)".

Uma versao particular da distribuicao GSMSN é obtida quando a dimensao de U é
menor que p. Por exemplo, considere U = (U;,U;)" e Z ~ SN,(0, X, \), onde Z estd
particionado como Z = (Z],Z,)" de dimensdes p; e py (p1 + p2 = p), respectivamente.
Similarmente a (3.19), definimos
k'2(U)Z,

KY2(Uy) Zy
Neste caso, usamos a notacao Y ~ GSMSN,(p, X, X\; Hy), onde Hj é a cdf de U.

Y=p+r"2U)0Z=p+

Além disso, considere que x(U) é uma fungao escalar do vetor aleatério U. Dessa
forma, de (3.19), temos que Y|U = u ~ SN, (u, x(u)X, A). Esta abordagem pode ser
util para obter modelos mais flexiveis que as distribuicoes normal e skew-normal. Por

exemplo,

a) Quando x(U) = 1/(U1U,), Uy ~ U(0,1), Uy ~ Gamma(v/2,v/2), v > 0e Z ~
SN,(0,%,0), i.e., Z ~ N,(0,X) todos independentes. Entao,

YL pururPus Pz (3.22)

tem a distribuigao slash-Student p-variada definida em Tan & Peng (2005). A prova

segue diretamente do fato que

T=U,""Z ~t,(, Z:v).
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b) Se Z ~ SN,(0,%, ), temos que Y em (3.22) tem uma distribuicdo skew-slash-
Student multivariada, como mostrado em Tan & Peng (2005). Obviamente, muitas

outras distribuicoes podem ser construidas através da escolha apropriada de pdf para

U1 [§] UQ.

A seguir apresentamos o vetor de médias e a matriz de covariancias para o ve-
tor aleatério GSMSN. A prova decorre de (3.19), do vetor de médias e da matriz de

covariancias do vetor aleatorio SMSN, momentos descritos na Proposicao 2.2.7.

Proposicao 3.5.1 Considere que Y ~ GSMSN,(p, X, X; H,), E;1(U) = E[HI/Q(U)]
e B, »(U) = E[sY?(U)[£Y2(U)]"]. Entdo,

a) Se E,,1(U) < oo, temos que

ElY]|=p+ \/g (Eﬁ,l(U) ® (21/25)) .
b) Se E,5(U) < oo, temos que
Varl¥] = 2, = (Bo(U) © %) - - ([Eea (V) By (U) ] © [AAT)),

onde A = $1/?%§.

Sob a distribuicao GSMSN quando #(U) é uma fungao escalar do vetor aleatério U,
o resultado desenvolvido na Proposicao 2.2.2 relacionado com transformacoes lineares
¢ ainda valido, consequentemente a distribuicao marginal de Y ainda pertence a classe
de distribuigoes GSMSN. Para o caso em que x(U) é um vetor, esta propriedade nao é

satisfeita.
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E importante ressaltar que outras possiveis extensoes e propriedades dessas ex-
tensoes podem ser derivadas. Além disso, alguns aspectos inferenciais podem ser dis-
cutidos, incluindo o algoritmo EM para obtencao dos estimadores de méxima verossi-

milhanca dos parametros de interesse. Trata-se de uma linha interessante de pesquisa.

3.6 Observacoes Finais

Os resultados obtidos neste capitulo estendem muitas propriedades das distribuicoes
assimétricas. As extensoes das distribui¢oes misturas de escala skew-normal propostas
neste capitulo sao muito gerais, bastante flexiveis e amplamente aplicaveis. Neste sen-
tido, propomos um estudo unificado da classe de distribuicoes SMSN. Essas distribuicoes
em geral, podem ser usadas para a modelagem de fenomenos aleatérios assimétricos e
com caudas mais pesadas que a distribuicao normal. Por exemplo, essas distribuicoes
podem ser titeis em problemas de regressao e calibracao no contexto de assimetria.
Nesta tese, estudamos os modelos lineares sob a classe de distribuicoes SMSN, especi-
ficamente o modelo de regressao linear, o modelo linear misto e o modelo de Grubbs,
considerando as distribuicoes skew-normal, skew-t, skew-slash e skew-normal contami-

nada.



Capitulo 4

Modelo de Regressao Linear

Misturas de Escala Skew-Normal

Um procedimento de estimacao robusto e técnicas de diagnéstico de influéncia para
o modelo de regressao linear sob a classe de distribui¢oes misturas de escala skew-
normal multivariada (SMSN) serdo desenvolvidos neste capitulo. A maior virtude em
considerar o modelo de regressao linear sob a classe de distribuicbes SMSN é que ele
apresenta uma representacao hierarquica, ttil para estudos de inferéncia. Inspirados
pelo algoritmo EM, desenvolvemos a andlise de influéncia local no modelo de regressao
linear misturas de escala skew-normal segundo a metodologia de Zhu & Lee (2001), a
qual é invariante sob reparametrizacoes. Alguns esquemas de perturbacao tuteis serao
discutidos. Com a finalidade de examinar a sensibilidade dessa classe de distribuicoes
com respeito as observagoes aberrantes e/ou influentes, alguns estudos de simulagao

serao apresentados. Finalmente, um conjunto de dados reais sera analisado, ilustrando

87



88 4. Modelo de Regressao Linear Misturas de Escala Skew-Normal

a utilidade da metodologia proposta.

4.1 Introducao

A suposicao de normalidade sempre foi muito atrativa para o modelo de regressao li-
near com resposta continua e, mesmo quando nao era alcancada, procurava-se alguma
transformacao na resposta no sentido de obter-se pelo menos a simetria. Contudo, com
o passar do tempo, verificou-se que as estimativas obtidas para os coeficientes dos mo-
delos normais mostraram-se sensiveis as observagoes extremas, comumente chamadas
de observacoes aberrantes, incentivando o desenvolvimento de metodologias robustas

contra tais observacoes.

Alternativas a suposicao de normalidade tém sido propostas na literatura. Lange
et al. (1989) propdem o modelo t-Student, Lange & Sinsheimer (1993) propdem a classe
de distribuigoes normal /independente e suas aplicagdes em modelos de regressao, Yam-
aguchi (2001) sugere usar a distribui¢ao normal contaminada, Galea-Rojas et al. (2003)
e Osorio et al. (2007) desenvolvem o modelo de regressdo linear sob a classe de dis-
tribuicoes elipticas e mostram que ele apresenta um bom desempenho na presenca de
“outliers”. Baseados nos trabalhos de Azzalini (1985) e Azzalini & Capitanio (1999),
muitos autores tem considerado a distribuicao skew-normal em diversas areas, tais
como economia, engenharia, biologia, entre outras. Nessa linha de pesquisa, Lachos
et al. (2007a) propoem o modelo de regressao skew-normal multivariado e Azzalini &
Genton (2008) desenvolvem o modelo de regressao skew-t multivariado. Neste capitulo,
propomos uma classe flexivel de modelos de regressao linear com as distribuicoes mis-
turas de escala skew-normal (SMSN-RM). Esta classe rica de modelos pode natural-

mente atribuir pesos diferentes para cada observacao e consequentemente controlar a
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influéncia da observacao nas estimativas dos parametros.

A avaliacao dos aspectos de robustez das estimativas dos parametros em modelos
estatisticos tem sido uma importante preocupacao de varios pesquisadores nas décadas
recentes. A metodologia de delecao, que consiste em estudar o impacto sobre as esti-
mativas dos parametros apos a exclusao de uma observacao individual, é provavelmente
a técnica mais utilizada para detectar observagoes influentes (Cook & Weisberg, 1982).
No entanto, a investigacao da influéncia de pequenas perturbagoes no modelo ou nos
dados sobre as estimativas dos parametros tem recebido crescente atencao nos ultimos
anos. Isto pode ser estudado realizando a anédlise de influéncia local (Cook, 1986),
uma técnica estatistica geral usada para avaliar a estabilidade dos resultados de es-
timacao com respeito as suposicoes do modelo. Considerando o trabalho pioneiro de
Cook (1986), vérios autores desenvolveram trabalhos nessa area de pesquisa; veja, por
exemplo, Lesaffre & Verbeke (1998), Galea-Rojas et al. (2005) e Osorio et al. (2007).
Motivada por estes trabalhos, neste capitulo também discutimos andlise de influéncia
local no modelo de regressao linear sob a classe de distribui¢oes misturas de escala skew-
normal. Entretanto, uma vez que a funcao log-verossimilhanca observada do SMSN-RM
envolve integrais, a aplicagao direta da metodologia de influéncia local de Cook (1986)
pode ser dificil, pois esta abordagem envolve derivadas parciais de primeira e segunda
ordem dessa funcao. Ao invés disso, discutimos andlise de influéncia local no SMSN-RM
baseada na metodologia de Zhu & Lee (2001). Portanto, neste capitulo, consideramos
um estudo de estimacao robusta e discutimos analise de influéncia local no modelo de
regressao linear sob a classe de distribuicoes SMSN. Esta proposta estende alguns re-
sultados provenientes dos trabalhos de Galea-Rojas et al. (2003) e Osorio et al. (2007),

onde substituimos a suposicao de simetria por uma classe flexivel de distribuicoes.
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O capitulo esta organizado como segue. Na Secao 4.2, apresentamos o SMSN-RM,
incluindo o algoritmo EM para estimacao por maxima verossimilhanca e a matriz in-
formacao observada, util no cdlculo dos desvios padroes dessas estimativas. Na Secao
4.3, desenvolvemos a metodologia de influéncia local pertinente ao SMSN-RM, sendo
que quatro esquemas de perturbacao foram considerados. Nas Secoes 4.4 e 4.5, exem-
plos numéricos considerando dados reais e simulados sao apresentados para ilustrar a

metodologia proposta. Finalmente, algumas observacoes finais sao dadas na Se¢ao 4.6.

4.2 O Modelo Proposto

Nesta secao, consideramos o modelo de regressao linear, onde as observacoes seguem
distribui¢oes misturas de escala skew-normal (SMSN-RM). Em geral, o modelo de

regressao linear normal (N-RM) é definido como
YZZXZ,B-FGZ, Z:1,,’I’L, (41)

onde Y; = (Yi1,...,Y;,)" é um vetor p x 1 de respostas continuas observadas para o
1-ésimo individuo, X; de dimensao nxp é a matriz de planejamento conhecida, 8 é um
vetor p x 1 dos coeficientes de regressao desconhecidos e €; é o vetor p x 1 de erros
independentes, com €; ~ N,(0,X). A matriz ¥ de dimensdo p x p é positiva definida
e pode ser nao estruturada ou estruturada, por exemplo, ¥ = X(a), onde a denota
os elementos da matriz triangular superior de ¥, no caso nao estruturado. De acordo
com Sahu et al. (2003) e Lachos et al. (2007a), estendemos o N-RM definido acima
considerando a relacao linear em (4.1) com a seguinte suposicao:

Y; % SMSN,(X:8,Z,A\ H), i=1,...,n.

O modelo de regressao linear multivariado sob a classe de distribui¢coes misturas de

escala skew-normal (SMSN-RM) definido acima pode ser escrito de forma similar ao
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modelo definido em (4.1), mas neste caso ¢; b SMSN,(0,X,X\;H),i=1,...,n. Além
disso, note que o modelo definido nesta secao é diferente do modelo especificado na
Secao 3.3, pois consideramos parametrizacoes diferentes. Por exemplo, se consideramos
a seguinte parametrizacao para a matriz de assimetria A da distribuicao SSN, definida

em (3.1), dada por A = = A
V1+ATA

(2.1) e utilizada na construcgao da classe das distribui¢oes SMSN.

, temos a distribuicao skew-normal definida em

4.2.1 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Nesta secao, apresentamos um algoritmo EM para estimacao por maxima verossimi-
lhanca dos parametros do modelo de regressao linear sob a classe de distribui¢oes mis-
turas de escala skew-normal multivariada (SMSN-RM). Para explorar o algoritmo EM,
apresentamos SMSN-RM no contexto de dados incompletos, usando os resultados de-
senvolvidos na Se¢ao 2.2. Dessa forma, de (2.4), o modelo definido acima (Se¢ao 4.2)

pode ser reescrito hierarquicamente como

ind

Yi|Ti =6, Ui = us, ~ Np(XiB + Aty k(u;)T), (4.2)
Ui =w = HNy(0,k(w)), (4.3)
U, % H(v), (4.4)

i = 1,...,n, todos independentes, onde A = $¥2§, T' = ¥ — AAT e HN;(0,0?)
denota a distribuicao half-N (0, 02) (Johnson et al., 1994). Com o intuito de evitar as
dificuldades de estimar o parametro v da varidvel de mistura (Lucas, 1997), fixamos v
previamente, como recomendado por Lange et al. (1989), Berkane et al. (1994) e Osorio
et al. (2007). Considere y = (y/,...,y,)", o vetor de respostas observéveis para as n
unidades amostrais, u = (uy,...,u,)" et = (t,,...,t,) . Entdo, sob a representacao

hierdrquica (4.2)—(4.4), segue que a funcao log-verossimilhan¢a completa associada com
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ye=(yl,ul,t")" ¢

1 n
0.(Bly.) =c— glog IT| — 5 Z k7 w) (yi — XaB — AL) T (y; — X8 — Aty),
i=1

~(k
onde ¢ é uma constante que independe do vetor de parametros 6. Considere 0( -
SET )T RET\ T . . . . . - .
(B, A" )" aestimativa de @ na k-ésima iteragao, onde 4 denota o conjunto

minimal de parametros, tal que T' estd bem definida. Entretanto, note que 3 é o nosso

parametro de interesse principal.

Apds manipulagoes algébricas, a esperanca condicional da funcao log-verossimilhanca

completa é dada por Q(0|§(k)) =3, Q¢(0|§(k)), onde

~(k), n 1 < ~(k) _Tr—1 (k) Tp-1
Q010 ) = c— 510g|I‘| — il_zluz T ei+;uti e, T A
1= — (k) -
—§Zut2i AT A, (4.5)
i=1
~ -1 A(k) -~ -1 A(k)

com € =y; — Xi, u; = E[x7(U;)|0 ", yi], ut; = B[~ (Us) T3]0, yil,
—~ ~(k
ut? = E[m_l(Ui)TfW( ), y;] e usando propriedades conhecidas da esperanga condicional,

obtemos (veja Apéndice C.1 para detalhes)

— (k) ~(k) ~(k (k) ~k
A(k) (k) ~2(k —~5(k k) ~(k k

onde M2 = 1/(1 + ATf_lﬁ) e i, = ]/\/[\%BTf_l(yi - X;0),i=1,...,n, com todas
essas quantidades avaliadas em 6 = @““). Uma vez que %F = /\Tzflﬂ(}’i - X:0),
as esperancas condicionais dadas em (4.6) - (4.7), especiﬁcaﬁnente U; = Uy; e ny, po-
dem ser facilmente obtidas dos resultados apresentados na Secao 2.2 (veja Proposigao

2.2.1). Deste modo, pelo menos para as distribui¢oes skew-t e skew-normal contami-

nada pertencentes a classe SMSN, temos expressoes fechadas para as quantidades u; e
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M. Ja para a distribuicao skew-slash, a integragao de Monte Carlo pode ser empregada
e denominamos o algoritmo de MC-EM; veja Wei & Tanner (1990). Portanto, temos o

seguinte algoritmo EM:

(k ~ (k) —~
Passo E: Dado 60 = 0( ), calcule thE ), uti(k) ed;®. i=1,... n, usando (4.6)-(4.7).

~(k+1 ~(k
Passo M: Atualize 0( +) maximizando Q(0|0( )) sobre @, o que leva as seguintes
expressoes fechadas (veja Apéndice C.1 para detalhes):

B = (IO S Xy, A

=1

~(k+1) 1 e [ )
= 0 [0 - Xy - X8 )T - Ay, - X8
—aty (i — X:8M) A +ut2( UNCINCH :
A _ Yo u o )( — X,;8%)
k
DT
D+ — f‘(k+1)+3(k+1)3T(k+1)

X(k-l—l) _ f)(k+1) 1/2A(

k+1) ~ T(k+1)

/(1-A

f)(k+1)—13(k+1))1/2
As iteragoes sao repetidas até que uma regra de convergéncia adequada seja satis-
feita. Valores iniciais sao necessarios para implementar este algoritmo. Eles sao obtidos

.~ . . (0
sob a suposi¢ao de normalidade e considerando )\g )

= 3sign(p;), onde p; é o coeficiente
de assimetria amostral para a variavel j, j = 1,...,p. Entretanto, com a finalidade
de verificar que a estimativa de maxima verossimilhanca foi encontrada, recomenda-se
rodar o algoritmo EM usando uma amplitude de diferentes valores iniciais. Note que
quando A = 0 (ou A = 0), as equagoes do passo M se reduzem as equagoes obtidas

quando assumimos as distribui¢oes SMN. Por outro lado, este algoritmo claramente

generaliza os resultados encontrados em Lachos et al. (2007a) na Se¢ao 2, considerando

k(U;)=1,i=1,...,n
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4.2.2 Matriz Informacao Observada

Suponha que temos observacoes de n individuos independentes, Yq,...,Y,, onde

Y, ~ SMSN,(p;(B),2(ex),X\;H), i = 1,...,n. Entao, a fungao log-verossimilhanca
para @ = (BT, a’,AT)T € R?, dada a amostra observada y = (y/,...,y,})7, ¢ dada
por £(0) =" £:(0), onde (;(0) = log2 — glog%r — %log |X| + log K;, com

K; =K;0) = /000 /{p/Q(ui) exp{—%/ﬁl(ui)di}é( 1/2( A dH (u;; v),

d; = ( ; — ui)TZ’l( — ;) e Ay = ATZ (y; — u;). Usando a seguinte notacio

1
= [0k (u exp{—iﬁ Yug)d; }F (572 (us) A;)dH (ug; v), onde F(.) é a funcio
() ou ¢(.), podemos escrever K;(0) = I;I)(g), i=1,...,n. Dessa forma, a matriz de
segundas derivadas com respeito a @ é dada por
0%(;(0 log|B| <~ 1 0K; 0K;  ~~ 1 0°K;
Z T:_Q&J_Z_Q T+Z_ T
0000 2 0606 — K 00 00 — K; 0000
onde
0K; (p—i-l)aA 1[ (p+2)8d
6 — 2 o0 27 2 Yo
e

PK; 1, (p+4)8d od; 1 q)(p+2) 0%d;
00007 — 47V 2 700007 27 2 90007
__[ . A,
K ( 2 )(8969T+8080T) i 2 )’aeaeT
p+1) 0?A;
2 '0000"

I

)

Para os casos particulares skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada, as inte-
grais I?(.) e I?(.) podem ser obtidas considerando os resultados apresentados na Secao
2.2.2 e as definigoes de d; e A; descritas nesta secao. As derivadas de log |X|, d; e A; sao

dadas no Apéndice C.2. Dessa forma, J = —L denota a matriz de informacao observada,
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para a log-verossimilhanga marginal ¢(0). Entdo, intervalos de confianga assintdticos e
testes de hipdteses para o parametro @ € R? podem ser obtidos, assumindo que o esti-
mador de maxima verossimilhanga tem aproximadamente distribui¢do N,(0,J!). Na
pratica, J é usualmente desconhecida e a substituimos por J que é a matriz J avaliada

na estimativa de maxima verossimilhanca de 6.

4.3 Influéncia Local

Nesta se¢ao, discutimos dignéstico de influéncia com énfase na metodologia de influéncia
local proposta por Zhu & Lee (2001). A seguir vamos obter a curvatura normal para o

SMSN-RM proposto, considerando a formulagao hierdrquica dada em (4.2)—(4.4). Os
2Q(010) _ 2Q(6.w}o)

5090 e da matriz V = 90007

para os esquemas de perturbacao propostos, sao dados nas préximas subsecoes. A

detalhes do célculo da hessiana Qy(8) =

metodologia de diferenciacao foi baseada na técnica de diferenciagao matricial proposta

por Magnus & Neudecker (1988).

4.3.1 Matriz Hessiana

Com intuito de obter as medidas de diagnéstico de influéncia local para um particular
esquema de perturbacio, é necessario obter Qy(8), onde 8 = (87,47, AT)T é o vetor

de parametros. Assim, a matriz hessiana tem elementos dados por

52Q(0/0) o Ly 0PQ010) ¢ -
——~ = —@eoX)'I, e HX, =L =—(utoX)'(1,0T 1),
58" @oX)"( X oAt — @toX)T( )
aQQ(0|§) -~ T - " T -

~0B0, —(uoX) (I,eT)e+ (ute X) (1, ® (T, A)),

9*Qi(616) Ee 0PQ10) L T "
m —]_n'u,t ]_-‘ , 8T8%. = _]-‘T‘ <('U,t ® Ip)e — 1nut A) s
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% = gtr(Am)—%[(ﬁGG)T(IneaBrs)e—2(&2®e)T(1n®(BMA))

+1, ut?ATB,,A],

onde I', =T7'T'(r)I'™!, A,, = T [I() D7D (s) = D(r,s)] e B,y = T (1) (s) +
()00 (r) =D(r, s)[T7Y, com L(r) = T/, T(r,s) = 0°T /0,07, s = 1,...,p*
e p* = dim(y). Além disso, X = (X{ .. X)), @ = (Gy, ..., Tn) ", ut = (ty,..., ut,) ",
ut? = (qjtal,...,l:ﬁn)T e I, é a matriz identidade n x n. Considere também que ®
denota o produto Kronecker, ® ¢é o produto Hadamard (Styan, 1973) e € denota € =
(e] T

€ ,...,€

., €,) ", com € como em (4.5), i = 1,...,n. Note que quando p = m e X; = I,

i =1,...,n, a matriz hessiana (avaliada em 6 = 5) ¢ bloco diagonal com blocos
Do Ui Yy tu

QH(B, 3) == - — @I " e Q22(’/77) = Qv(b\);
Do tui Yo ut

onde QV(E) é a matriz de derivadas de segunda ordem de Q(9|§) com respeito a .

4.3.2 Esquemas de Perturbacao

Nesta secao, apresentamos a matriz V,, sob os seguintes esquemas de perturbagao para
o SMSN-RM: pondera¢ao de casos para detectar observacoes com notavel contribuicao
na funcao log-verossimilhanca e que podem exercer alta influéncia no processo de es-
timacao, perturbacdao na varidvel resposta para detectar observacoes com alta influéncia
sobre seus proprios valores previstos, perturbacdao na escala realizada na matriz ¥ para
revelar individuos que sao mais influentes na modelagem da estrutura de escala assim
como indicar aqueles individuos influentes na estimacao dos parametro a e finalmente
perturbacao na varidvel explicativa para detectar possiveis maus condicionamentos en-

tre algumas colunas da matriz de planejamento X. Para cada esquema de perturbacao,
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temos a seguinte forma particionada

Vw, = (Vg, VA, V,—Yr)—r,

9%Q(6,w|0 9Q(6,w|0
onde Vs = %bo ER™Y, Va = %bo ER eV, = (V... V),
) ~
com V., = WWO e R™, r=1,...,p" e g, p, m sendo as dimensodes do
0w

vetor de perturbacao w, da varidvel resposta Y; e do parametro de regressao 3, res-

pectivamente.

Ponderacao de Casos

Primeiramente, considere atribuir uma ponderacao arbitraria para o valor esperado da
fungao log-verossimilhanca dos dados completos (fungao-Q perturbada), a qual captura

violacoes em direcoes gerais, representada por
Q(0,w|0) = E[l(8,wly.)] = > wE[L(8ly.)] = Y wiQi(6]6),
i=1 i=1

com Q;(0|6) definida em (4.5), w = (wy,...,w,)” ¢ um vetor de dimensdo n x 1,
0<w; <lparai=1,...,new,=(1,...,1)". Note que para w; =0 e w; = 1, # 1,
a i-ésima unidade experimental é excluida da funcao log-verossimilhanca dos dados
completos. Além disso, é possivel mostrar que a técnica de influéncia local para este
esquema de perturbacao é equivalente a uma medida de influéncia por eliminacao de

casos (Osorio, 2006). Para esse esquema de perturba¢ao, encontramos
Vs = @oX) I,oT YD) — (ut® X) (I, ® (T 'A)),
o~ —T
Va = (ut 9T HD(e) - (ut’ © (T 'A)),
1 . 1. . . — .
v, = —itr{I"lI‘(r)}II + 5[(u ©€e) (I,®T,)D(e) —2(ut®e) (I, ® (T,A))

tuf? ATEA) = .
u AN, r=1,..0p"
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Perturbacao na Matriz Escala

Para estudar os efeitos de violacoes nas suposicoes da matriz escala 3 dos efeitos
- . ~ —1/2 _
aleatorios, consideramos a perturbacao A(w;) = w; PA e ['(w;) = w;'T, o que cor-

responde considerar que a distribuicao dos efeitos aleatorios é heterocedastica, isto é,

Sob este esquema de perturbacao, o modelo postulado (nao perturbado) é obtido quando
w, = (1,...,1)7. Além disso, a funcao-Q perturbada é como em (4.5) substituindo
A(w;) e T'(w;) com A e T, respectivamente. Note que, quando A = 0, a perturbacao
acima se reduz a proposta por Osorio et al. (2007). A matriz V,, tem elementos dados

por
Vs = @0X) (I, T )D(e) — (@t X) (I, (T 'A)),
Va = %@T & T-1)D(e),

1, : 1, ~ .
VvV, = §(u®e)T(In®I‘T)D(e)— §(ut®e)T(In®(I‘rA)), r=1,...,p"

Perturbagao na Variavel Resposta

T

A perturbacio nas respostas (y;,...,y, )"

¢ introduzida substituindo y; por y;w =
yi +w;S,, onde S, = Diag(V), com V a matriz de covariancias amostrais de y. Neste
caso, Diag(.) denota o vetor formado pelos elementos da diagonal principal de uma
matriz quadrada. A fungao-Q perturbada é como em (4.5) substituindo y;, com y;.

Sob este esquema de perturbacao, o vetor w, é dado por w, = 0 € R" e os elementos

de V, sao
Vs = (@oX) (I,®(T7'S,)),
—~T 1
Va = ut @((I7S,),

v, = @0 (I,e[s,) - @ S]T,A), r=1...p
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onde X e € sao definidos em (4.5).

Perturbacao na Variavel Explicativa

Sob este esquema de perturbacao, consideramos a influéncia que a perturbacao nas
variaveis explicativas podem produzir nas estimativas dos parametros. Considere X, =
X, + W,S,, onde W, = (w,(;])) ¢ uma matriz de perturbacoes de dimensao p x m,
i=1,...,ne S8, = diag{s,...,sn}, onde s;, 7 = 1,...,m, denotam os fatores de
escala para as diferentes unidades de medicoes associadas com as colunas de X. Neste

T T)T

caso, consideramos w = (w/,...,w, ot

, onde w; = (wgn, o We,,) € um vetor de
dimensao pm x 1 e w(;); € a j-ésima coluna da matriz W;. Dessa forma, a funcao
log-verossimilhanca completa perturbada é dada por /.(0|w), alterando X, com X,
na log-verossimilhanca completa do modelo postulado e neste caso, w, = 0. Sob este
esquema de perturbacao, segue que a matriz (p + m + p*) x mnp V,, é dada por

Vwo = (V;—woﬂ Vlwoa V:l;’wo)—r7 onde VTwo = (Vl'T; ceey VnT)a T = 167 Aa’)’a com

~ AT
Vz’ﬁ = Sn X (a161 — utiA)Tl‘_l — az(ﬂ Sn ® X;I—F_l),
Via = —ut[S,®T 'A+8'S, @I,

Vz'fyk = —:/S\'n,@ (029 I‘T(ﬂ,e, — ’(/L\tZA),Z = 1, ey N

Quando estamos interessados em perturbar uma variavel explicativa especifica, conside-
ramos a seguinte matriz explicativa perturbada X = (X;1, - - -, Xis(ws), - - -, Xim ), onde
Xis(wi) = Xis +wily, s =1,...,m, x;5 é a s-ésima coluna da matriz X; e 1, é um vetor
p x 1 de uns. Assim, este caso pode cobrir situacoes onde x é medida com erro. Note

que os elementos de V, sao

Vo = @ 0[ALe1)d-4a o[X (I,e (') —ut o[1] e (ATA)],
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—T
Va = —Bfut o1, @),

v, = 6la’ 0@ Lo @) -uoll e T,A)], r=1,...p".

onde A; = (0,,...,1,,...,0,) é uma matriz p x m, com 1, na s-ésima coluna da matriz

Ay, s=1,....,m.

Nas préximas secoes, um exemplo real e estudos de simulagao sao apresentados com

o intuito de ilustrar o desempenho da metodologia desenvolvida neste capitulo.

4.4 Estudos de Simulacao

Com o intuito de examinar o desempenho dos métodos propostos, apresentamos al-
guns estudos de simulacao. O primeiro estudo considera a andlise de influéncia de um
unico outlier no método de estimacao de 8, procedimento discutido em Pinheiro et al.
(2001) no contexto dos modelos lineares mistos sob a distribui¢ao t-Student. O segundo
estudo mostra a capacidade da metodologia desenvolvida em detectar dados atipicos
e a sensibilidade das estimativas de méaxima verossimihanca as observagoes extremas
sob distribuicoes alternativas a skew-normal, considerando os esquemas ponderacao de
casos, perturbacao na variavel resposta e perturbacao na variavel explicativa. Os da-
dos simulados sao obtidos facilmente usando a representagao estocastica dada em (2.4)
com k(U) = 1/U. Por exemplo, a distribui¢do skew-t multivariada é obtida de (2.4)

considerando U ~ Gamma(v/2,v/2), v > 0.

4.4.1 Estudo I: Influéncia de um Unico Outlier

A flexibilidade dos modelos SMSN pode ser estudada considerando a influéncia de

uma tnica observacao aberrante na estimativa de maxima verossimilhanca de 8. Sem
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perda de generalidade, simulamos um conjunto de dados proveniente do ST-RM, com
tamanho amostral n = 100, X; = Iy, i = 1,...,100, 8= (B, /1) = (15,20)7, T = I,
A = (6,—4)" e v = 3. Para esta amostra, ajustamos o SN-RM, o ST-RM, o SCN-
RM e o SSL-RM. Para simplificar, estudamos a influéncia da variacao de & unidades
em uma unica observacao y;; na estimativa de méaxima verossimilhanca de 6, isto é,
substituimos a observagao y;, pelo valor contaminado y;x () = yix + . Neste exemplo,
contaminamos a segunda observacao da unidade experimental 43 variando & entre —4
e 4. Na Figura 4.1, apresentamos os resultados das mudangas relativas das estimativas
de By e (1, para diferentes contaminagoes de &, sob o SN-RM, o ST-RM, o SCN-RM
e o SSL-RM. Como esperado, as estimativas sob os modelos assimétricos com caudas
pesadas (ST, SCN e SSL) sao menos afetadas pelas variacoes de ¥ em relagao ao SN-

RM.

4.4.2 Estudo II: Esquemas de Perturbacao

Com o intuito de avaliar a capacidade da metodologia para detectar dados atipicos e
a sensibilidade das estimativas de maxima verossimilhanca as observagoes aberrantes
sob distribuicoes alternativas a skew-normal, conduzimos um pequeno estudo de simu-

lagdo. A seguir vamos simular quatro conjunto de dados provenientes de SMSN-RM,

1 Z;
onde Y; ~ SMSN,(X;8, I, \; H),i = 1,...,200, com 8 = (-1,2)T, X, = al
1 D)

zi; ~ U0,1), j=1,2, A = (2,10)" e & = (€1,€:2)", tal que v = 3 para a skew-t,
v = 2 para a skew-slash e v = (0.3,01) T para a distribui¢ao skew-normal contaminada.

Note que geramos dados provenientes de modelos assimétricos e com caudas pesadas.

Como sugerido por Ortega et al. (2003), apds gerar x;;, ¢ = 1,...,200 e j = 1,2,

erturbamos o valor maximo da amostra, considerando T,z < Tmaz + /(X' X), onde
) )
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Figura 4.1: Dados simulados. Mudangas relativas nas estimativas de 3y e 31 sob o SN-RM,
o ST-RM, o SCN-RM e o SSL-RM para diferentes contaminacoes de & na observacao 43.

%change= 100 x ((5(%) - 9)/5), onde 6 denota a estimativa original e 5(%) a estimativa

para os dados contaminados.

X = (21,...,%900) " € x; = (w31, 7). Este ponto atipico corresponde a unidade experi-
mental 180. Para este tipo de perturbacao nos dados, no contexto de influéncia local,
consideramos ponderacao de casos e perturbacao na variavel explicativa. Além disso,
perturbamos a variavel resposta da observacao 180, tal que y;o < y;2 + \/W , onde
Y= (Y12, -,Y2002) " - Segundo a metodologia descrita na Se¢ao 4.3.2, as Figuras 4.2
e 4.3 mostram os gréficos de M(0) para as perturbacoes nas varidveis resposta e ex-
plicativa, respectivamente, considerando a marca de referéncia obtida segundo Lee &
Xu (2004) com ¢* = 3. Para estes esquemas de perturbagao, observamos nas Figuras
4.2a e 4.3a, a influéncia da observacao 180, justamente a unidade experimental pertur-
bada. Isso confirma a alta sensibilidade das estimativas de maxima verossimilhanca dos

parametros na presenca de dados atipicos quando o modelo skew-normal é considerado.
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As Figuras 4.2-4.3 também mostram que as estimativas de maxima verossimilhanca sao
mais flexiveis (menos sensiveis) na presenca de dados atipicos quando distribuicoes como
skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada sao usadas, uma vez que a observacao
perturbada nao foi detectada. Para a perturbacao ponderacao de casos, notamos os

mesmos resultados e entao, nao serao mostrados aqui por brevidade.

Na proxima secao, reanalisaremos o conjunto de dados “Stack—Loss”, previamente
analisado por Brownlee (1960) no contexto gaussiano. A técnica de influéncia local serd
considerada para avaliar a sensibilidade das estimativas de maxima verossimilhanca dos
parametros do modelo de regressao sob as distribuicoes skew-normal, skew-t, skew-slash

e skew-normal contaminada, sob diversos esquemas de perturbacao.

4.5 Aplicacao: Conjunto de Dados “Stack-Loss”

Consideremos novamente o conjunto de dados “Stack-Loss”, introduzido no Capitulo
3 para ilustrar uma andlise bayesiana no modelo de regressao sob a classe alternativa
de distribui¢oes misturas de escala skew-normal (SSMSN). Nesta aplicacdo, reanali-
samos este conjunto de dados, do ponto de vista classico e no contexto de estimacao
e diagnéstico, considerando o modelo de regressao linear sob a classe de distribuicoes
SMSN. Como ja mencionado, o modelo de regressao linear que serd considerado nesta
aplicacao difere do modelo especificado no Capitulo 3 e como esperado, os resultados

serao diferentes.

E importante ressaltar que o conjunto de dados “Stack-Loss” apresentado por Brown-
lee (1960) representa uma referéncia cldssica no contexto de regressao linear miltipla,

de procedimentos robustos, de presenca de “outliers” e de questoes relacionadas. Dessa
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Figura 4.2: Dados simulados. Graficos de M (0) para a perturbagao na varidvel resposta: (a)
skew-normal; (b) skew-t; (c) skew-slash e (d) skew-normal contaminada. A linha horizontal

delimita a marca de referéncia de Lee & Xu (2004) para M(0) com cx = 3.

forma, esses dados tém sido utilizados em ilustragoes nimericas por um grande nimero
de programas estatisticos e autores, por exemplo, no programa bayesiano WinBUGS
(exemplos volume 1), as observacoes 1, 3, 4 e 21 sao detectadas como influentes, con-
siderando regressao ridge e distribuigoes simétricas com caudas pesadas, tais como

t-Student e exponencial poténcia.
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Figura 4.3: Dados simulados. Graficos de M (0) para perturbagao na varidvel explicativa: (a)

skew-normal; (b) skew-t; (c) skew-slash e (d) skew-normal contaminada. A linha horizontal

delimita a marca de referéncia de Lee & Xu (2004) para M(0) com cx = 3.

Conforme descrito no Capitulo 3, com propositos exploratorios, o histograma e o

grafico Q-Q normal dos dados foram construidos. A Figura 3.2 sugere um padrao as-

simétrico e o uso de distribui¢coes com caudas pesadas. Assim, nesta se¢ao, revisitamos

o conjunto de dados “Stack-Loss” com o objetivo de fornecer inferéncias adicionais,

usando as distribuicoes SMSN. Consideramos o modelo de regressao definido na Secao

4.2 com as varidveis explicativas x; = (1, xy;, Ta;, :1:32~)T, sendo x; =“air flow”, o = “wa-
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ter temperature, 3 = “acid concentration” e a varidvel resposta “stack-loss” seguindo
as distribuicoes SN, ST, SSL ou SCN, provenientes da classe SMSN, apenas para com-
paracoes, i.e., y; ~ SMSN,(x] B,0%, \; H),i=1,...,21, com B = (B, B1, B2, 33) "

A Tabela 4.1 contém as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros
dos quatro modelos, i.e., SN-RM, ST-RM, SCN-RM e SSL-RM, acompanhadas dos seus
respectivos desvios padroes obtidos via matriz informacgao observada. Como sugerido
por Lange et al. (1989), a fungao log-verossimilhanga perfilada foi usada na escolha do
valor de v. Encontramos que v = 1.14, v = 1.12 e v = (0.33,0.03) " sao apropriados
para a ST, a SSL e a SCN, respectivamente. Pela Tabela 4.1, notamos que ha poucas
evidéncias de assimetria, entretanto Azzalini & Genton (2008) analisaram o mesmo
conjunto de dados considerando um ST-RM. Além disso, os valores do AIC indicam
que as distribui¢oes SMSN com caudas pesadas (em particular, as distribui¢oes ST e

SCN) apresentam um ajuste melhor do que o modelo SN.

Tabela 4.1: Dados “Stack-Loss”. Estimativas de maxima verossimilhanca para os quatro mo-
delos SMSN selecionados. Os valores SE, entre parénteses, sao os desvios padroes assintoticos

estimados.

Dist. Bo B Bs Bs o2 b\ 2(8) AIC

SN -39.9533  0.7156 1.2953  -0.1521  8.5168  0.0144  -52.2878  58.2878
(22.7490)  (0.1213)  (0.3311)  (0.1406)  (0.4434)  (8.6271)

ST  -38.0525  0.8584  0.4760  -0.0794  0.9800  0.2835  -49.4816 56.4816
(3.7302)  (0.0578)  (0.1451)  (0.0548)  (0.2237)  (0.6463)

SCN  -36.4958  0.8375  0.4881  -0.0870  0.8141  0.3167  -47.3065 55.3065
(3.8325)  (0.0558)  (0.1400)  (0.0514) (0.1575)  (0.5580)

SSIL  -39.6103  0.8160  0.7439  -0.1032  2.0932  0.5584  -51.2626 58.2626
(6.7244)  (0.1149)  (0.2664)  (0.0901)  (0.3450)  (0.9855)

De acordo com os resultados obtidos na Proposicao 2.2.8, identificamos as ob-
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Figura 4.4: Dados “Stack-Loss”. Gréficos da distancia de Mahalanobis para os quatro mo-

delos ajustados, considerando & = 0.95.

servagoes atipicas considerando a distancia de Mahalanobis d; = (y; — x;8)?/0?, i =
1,...,21; veja Osorio et al. (2007). A Figura 4.4 mostra tal distancia para os quatro
modelos ajustados. Nota-se que as observacgoes 4 e 21 aparecem como “outliers” para
os modelos SN, SSL. e SCN. Entretanto, sob o ST-RM, essas duas observacoes aparecem

de forma menos evidente.

Proveniente do algoritmo EM, os pesos estimados (u;,i = 1,...,21) das observacoes
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Figura 4.5: Dados “Stack-Loss”. Valores de u; estimados para os modelos ST, SSL e SCN.

4 e 21 sao os menores para todos os modelos ajustados com distribuicoes de caudas
pesadas (veja Figura 4.5), confirmando a flexibilidade das estimativas de maxima ve-
rossimilhanca dos modelos SMSN com caudas pesadas contra observagoes atipicas. Para
0s casos normal e skew-normal u; = 1 Vi e estao representados por uma linha tracejada
na Figura 4.5. Note que para as distribui¢oes ST, SSL e SCN, o peso u; é inversamente
proporcional a distancia de Mahalanobis. Dessa forma, o processo de estimacao de 6

tende a atribuir menor peso para as observagoes anomalas no sentido da distancia de

Mahalanobis.

A seguir identificaremos as observacoes influentes provenientes do conjunto de dados
“Stack-Loss” utilizando a quantidade M (0), calculada através da curvatura conformal
B, u; obtida considerando ponderagao de casos e os esquemas de perturbagao na escala
e varidvel resposta. As Figuras 4.6, 4.7 e 4.8 apresentam os graficos de M(0) para os

quatro modelos selecionados.

Observando essas figuras, a observacao 21 parece ser a mais influente para as estima-



4.5. Aplicacao: Conjunto de Dados “Stack-Loss” 109

0.7

06
I
06
I

0.5

0.2

0.1

0.0
I
0.0
I

Figura 4.6: Dados “Stack-Loss”. Gréficos de M(0) sob ponderagao de casos para os quatro
modelos ajustados. A linha horizontal delimita a marca de referéncia de Lee & Xu (2004)

para M(0) com cx = 3.

tivas de maxima verossimilhanca do modelo SN sob ponderacao de casos e o esquema
de perturbacao na escala. A mesma observacao também parece ser a mais influente em
0 quando consideramos o modelo SSL e a perturbacao ponderagao de casos, enquanto
que para os demais esquemas de perturbac¢ao nenhuma influéncia foi observada, como

mostrado nas Figuras 4.7c e 4.8c. Além disso, note que as estimativas de maxima

verossimilhanca sao bastante estaveis quando consideramos a perturbacao na variavel
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Figura 4.7: Dados “Stack-Loss”. Graficos de M(0) sob a perturbagao na escala para os
quatro modelos ajustados. A linha horizontal delimita a marca de referéncia de Lee & Xu

(2004) para M(0) com cx = 3.

resposta nos quatros modelos ajustados, como pode ser visto na Figura 4.8.

Como sugerido por Lee et al. (2006), usamos as quantidades TRC e MRC para

revelar o impacto da observacao influente detectada na estimativa de maxima verossi-



4.5. Aplicacao: Conjunto de Dados “Stack-Loss” 111

Figura 4.8: Dados “Stack-Loss”. Gréficos de M (0) sob perturbac¢ao na variivel resposta. A

linha horizontal delimita a marca de referéncia de Lee & Xu (2004) para M(0) com cx = 3.

milhanca de 6. Elas sao definidas como

0,—6

TRC = Z| J| e MRC = max |21 (4.8)

.] 1a ’np 0‘7

onde n, é a dimensao de 6 e o subscrito [7] indica que a estimativa de maxima verossimi-
lhanca de 0 foi obtida excluindo i-ésima observacao, ;. Na tabela 4.2, as comparacoes
dessas medidas sao dadas, considerando diferentes modelos, quando excluimos a ob-

servacao 21. Note que a maior mudanca ocorreu sob a distribuicao skew-normal. Como
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esperado, os resultados indicam que as estimativas de maxima verossimilhanca sao
menos sensiveis a presenca de dados atipicos quando usamos distribuicoes com caudas
mais pesadas que a SN, por exemplo, a distribuicao ST, fato também observado nos

trés esquemas de perturbacao desenvolvidos nesta ilustracao.

Tabela 4.2: Dados “Stack-Loss”. Comparacao das mudancas relativas nas estimativas de
maxima verossimilhanca em termos das quantidades TRC e MRC para os quatro modelos

SMSN selecionados.

TRC MRC
SN 6.2714 x10*  6.2712 x104
ST 2.4853 2.1442
SSL 3.9003 3.3005
SCN 2.2664 2.0840

A flexibilidade do modelo ST as observacoes atipicas pode ser estudada considerando
a influéncia de uma unica observacao anomala na estimativa de maxima verossimilhanca
de 6. Nesta aplicacao, propomos estudar a influéncia que a alteracao de ¥ unidades em
uma observaciao acarreta em 0 e em seu respectivo desvio padrao. Substituimos uma

observacao yy pelo valor contaminado y, () = y, + 3. Neste exemplo, contaminamos

a observacao 21 e variamos < entre -10 e 10.

Na Figura 4.9, apresentamos os resultados das estimativas (primeira linha) e desvios
padroes (segunda linha) de Bl, BQ e Bg para diferentes contaminacgoes de &, sob os mo-
delos de regressao SN e ST. Como esperado, as estimativas de maxima verossimilhanca
do modelo ST sao menos afetadas por variacoes de S do que as estimativas do modelo

SN. Assim, sob o modelo SN, a observacao atipica parece ter mais impacto no processo
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Figura 4.9: Dados “Stack-Loss”. Mudancas relativas nas estimativas de maxima verossimi-
lhanga (primeira linha) e desvios padroes (segunda linha) de 0 para os modelos SN (linha

continua) e ST (linha tracejada), considerando diferentes contaminagoes de ¥ na observacao

21.

de estimagao e também no tamanho do intervalo de confianca.

4.6 Observacoes Finais

Neste capitulo, desenvolvemos uma nova classe de modelos de regressao usando as dis-
tribuicoes misturas de escala skew-normal, sendo a classe de distribui¢oes misturas de
escala normal um caso especial. Essa classe de modelos possui parametros adicionais

que podem ser usados, simultaneamente, para controlar a assimetria e as caudas pe-
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sadas das distribui¢cbes. Além disso, com um moderado trabalho computacional, os
modelos de regressao SMSN com caudas pesadas podem fornecer procedimentos mais
robustos as observacoes aberrantes, possiveis observacoes influentes, do que os obtidos
quando usamos a distribui¢ao skew-normal (normal). Expressoes com formas fechadas
foram obtidas para a hessiana Q e a matriz V w, sob quatro esquemas de perturbacao.
Através do estudo de diagnostico de influéncia, notamos que os modelos SMSN com
caudas mais pesadas que a distribuicao skew-normal acomodam melhor as observacoes
aberrantes e/ou influentes. Dessa forma, acreditamos que a metodologia desenvolvida
para o SMSN-RM possa apre-sentar resultados satisfatorios em outros modelos multi-

variados, por exemplo, modelos lineares mistos.



Capitulo 5

Modelo Linear Misto Misturas de

Escala Skew-Normal

Extensoes de alguns procedimentos de diagnoéstico para o modelo linear misto mis-
turas de escala skew-normal serao discutidas. Esta classe fornece uma generalizacao
util do modelo linear misto normal (e skew-normal) uma vez que assume que os efeitos
aleatérios e os erros aleatdrios seguem conjuntamente uma distribuicaio SMSN multi-
variada. Inspirados pelo algoritmo EM, uma anélise de influéncia local para os modelos
lineares mistos, segundo a metodologia de Zhu & Lee (2001), sera desenvolvida. Quatro
modelos especificos de esquemas de perturbacao serao discutidos. Finalmente, um con-
junto de dados reais serd analisado com o intuito de ilustrar a utilidade da metodologia

proposta.

115
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5.1 Introducao

Os modelos lineares mistos tornaram-se importantes ferramentas em andlises estatisticas.
Eles sao comumente utilizados em anédlises de dados continuos com medidas repetidas,
sendo de grande aplicabilidade em pesquisas de diversas areas como agricultura, bi-
ologia, economia, ciéncias sociais, entre outras. Apesar de sua ampla aplicabilidade
estatistica, um pressuposto possivelmente, uma suposicao restritiva nos modelos line-
ares mistos é que os efeitos aleatérios e os erros aleatérios seguem conjuntamente uma
distribuicdo normal multivariada. Assim, consideravel atencao tem sido dada para re-
laxar a suposicao de normalidade e consequentemente estimar os efeitos aleatdrios e

parametros do modelo.

H&4 uma consideravel linha de pesquisa em modelos lineares mistos nessa direcao.
Verbeke & Lesaffre (1996) introduziram o modelo linear misto (LMM) heterogéneo,
cujas distribuicoes dos efeitos aleatorios foram relaxadas para a mistura finita de nor-
mais. Pinheiro et al. (2001) propuseram o modelo linear misto t-Student multivariado
e mostram que este novo modelo apresenta um bom desempenho na presenca de “out-
liers”. Zhang & Davidian (2001) propuseram um modelo linear misto, onde os efeitos
aleatérios seguem uma distribui¢do semi-paramétrica (SNP). Rosa et al. (2003) ado-
taram uma abordagem bayesiana para realizar analises posteriores do LMM, usando a
classe de distribuigoes normal/independente (NI) (Lange & Sinsheimer, 1993). Deste
modo, o NI-LMM foi definido. Ghidey et al. (2004) desenvolveram um LMM com den-
sidade suave para os efeitos aleatdérios. Arellano-Valle et al. (2005) e Lin & Lee (2008)
propuseram o modelo linear misto skew-normal (SN-LMM), baseados na distribui¢ao
skew-normal de Azzalini & Dalla-Valle (1996). Zhou & He (2008) propuseram o mo-

delo linear misto skew-t (ST-LMM), onde um procedimento de estimacao com 3 pas-
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sos é proposto para obter os estimadores de méaxima verossimilhanca. Recentemente,
Lachos et al. (2010) introduziram o modelo linear misto skew-normal/independente
(SNI-LMM), onde os efeitos aleatdrios e os erros aleatérios seguem conjuntamente
uma distribui¢ao skew-normal/independente multivariada (Lachos & Vilca, 2007). Eles
também desenvolveram um algoritmo tipo-EM para estimar por maxima verossimi-
lhanca os parametros do modelo. Neste capitulo, considerando que a funcao de pesos
positiva k(U), definida em (2.2), é uma fungdo monétona, descrevemos o modelo li-
near misto sob a classe de distribuigoes misturas de escala skew-normal (SMSN-LMM),
conforme discutido em Lachos et al. (2010). Esta classe de modelos é interessante,
uma vez que o NI-LMM, o SN-LMM e o ST-LMM sao casos particulares dessa classe.
Dessa forma, a analise de influéncia local, desenvolvida neste capitulo, serd baseada no

algoritmo tipo-EM apresentado por Lachos et al. (2010).

Por outro lado, uma investigacao de influéncia é um passo importante na andlise
de dados apés a estimacao dos parametros. Isso pode ser realizado através da analise
de influéncia local, uma técnica estatistica utilizada para avaliar a estabilidade dos
resultados do processo de estimagao com respeito as suposi¢oes do modelos (como hete-
rocedasticidade ou covaridveis medidas com erros). Considerando o pioneiro trabalho
de Cook (1986), esta area de pesquisa tem recebido consideravel aten¢ao na literatura
estatistica; veja, por exemplo, Lesaffre & Verbeke (1998), Zhu & Lee (2001), Fung et al.
(2002), Lee & Xu (2004), Osorio et al. (2007), entre outros. Entretanto, como a fungao
de log-verossimilhanc¢a observada do SMSN-LMM envolve integrais, a aplicacao direta
da abordagem de Cook (1986) para este modelo nao é atrativa. Inspirados por Mon-
tenegro et al. (2009a) que estudou influéncia local no contexto SN-LMM, aplicamos a
abordagem de influéncia local de Zhu & Lee (2001) para os SMSN-LMMs. Acreditamos

que os resultados que serao desenvolvidos neste capitulo sao um suplemento necessario
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para o trabalho de Lachos et al. (2010).

O capitulo estd organizado como segue. Na Secao 5.2, o SMSN-LMM é definido e
um algoritmo tipo-EM para obter as estimativas de maxima verossimilhanca é descrito,
como discutidos em Lachos et al. (2010). Na Se¢do 5.3, desenvolvemos a metodologia de
influéncia local pertinente ao SMSN-LMM, sendo que quatro esquemas de perturbacao
foram considerados. A metodologia serd ilustrada na Secao 5.4, considerando o conjunto
de dados “Framingham Cholesterol”. Finalmente, algumas observacdes finais sao dadas

na Secao 5.5.

5.2 Descricao do Modelo

Nesta se¢ao, consideramos o modelo linear misto sob a classe de distribuicoes misturas
de escala skew-normal (SMSN-LMM). Detalhes dessa segdo podem ser obtidos em La-

chos et al. (2010). Em geral, o modelo linear misto normal (N-LMM) é definido como
Yl:Xl,8+Zlb1—|—€Z, izl,...,n,

onde Y; é um vetor n; x 1 de respostas continuas observadas para a i-ésima unidade
amostral, X; é a matriz n; X p de desenho dos efeitos fixos, 3 é um vetor p x 1 de efeitos
fixos, Z; é a matriz n; X ¢ de desenho dos efeitos aleatérios b; (vetor de dimensao g x 1)
e € ¢ o vetor n; x 1 de erros aleatdrios. Assume-se que os efeitos aleatdrios b; e os
ertos aleatérios €; sio independentes com b; o Ny(0,D) e ¢ S N, (0,%;). A matriz
de covariancias (¢ x ¢) D pode ser estruturada ou nao. As matrizes de covariancias
3; = X;(y) sdo tipicamente definidas para depender de i através de suas dimensodes

n; X ng, ©t=1,...,n, sendo parametrizadas por um conjunto paramétrico v fixo geral-

mente pequeno como, por exemplo, uma estrutura de covariancia AR(1). Neste contexto
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de modelos mistos, uma situagao especial (e comum) é considerar ¥; = 02R;, onde R;

2

e

¢ uma matriz conhecida de dimensa n; X n; e neste caso, v = o

De acordo com Lachos et al. (2010), o SMSN-LMM é definido considerando que
iid ind

b; ~ SMSN,(0,D,X\;H) e € ~ SMN,,(0,0R;;H), i =1,...,n.

De (2.4), podemos escrever o SMSN-LMM como segue

Yilbi, Ui =u; X N, (X8 + Ziby, 6(u;)o’Ry,), (5.1)
bilT, =t Uy =u; ~ Ny(Aty, r(u)T), (5.2)
TUi=w = HNy(0,k(u)) (5.3)

U % H(v), (5.4)

i=1,...,n, todos independentes, A = D'/2§ e T = D—AA", com § = )\/m,
D!/2 é a raiz quadrada de D contendo ¢(q + 1)/2 elementos distintos, digamos a e
HN;(0,0%) é a distribui¢ao half-N;(0,0?). Quando U; = 1 (: = 1...,n), o SMSN-
LMM reduz para o SN-LMM, como definido em Arellano-Valle et al. (2005) e Lin &
Lee (2008). Além disso, se A = 0, o SMSN-LMM reduz para o usual SMN-LMM,
amplamente discutido na literatura; veja Pinheiro et al. (2001), Rosa et al. (2003) e

Osorio et al. (2007).

E importante notar que o SMSN-LMM assume que os erros aleatérios €; sao sime-
tricamente distribuidos, o parametro de assimetria A incorpora a assimetria nos efeitos
aleatérios b; e consequentemente em Y;. Assim, a densidade marginal de Y;, na qual

a inferéncia ¢ tipicamente baseada, é dada por

F10) =2 [ 00 X8 () 0 (2 ) ATy = X)) B ()
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ie, Y, & SMSN, (X;8,%;, X\;H), i =1,...,n, onde ¥; = o’R; + Z;DZ], A; =
. ’72,D¢
V1+C¢TAL

verossimilhanca para 6 baseada nos dados observados y = (y/,...,y,)" é dada por

0(8ly) = S log (f(y:]0)),onde 8 = (87,02, a”,AT)T € R", com h = p+q(g+1)/2+

020> D +Z/R'Z) e A = , com ¢ = D72\, Assim, a funcdo log-

1+¢q. Como a funcao log-verossimilhanca observada envolve expressoes complexas, nao
é atrativo trabalhar diretamente com ¢(8]y) tanto no processo de estimagdo como na
analise de influéncia local. Para o SMSN-LMM, um algoritmo tipo-EM foi desenvolvido
por Lachos et al. (2010) para obter o estimador de mdxima verossimilhanca de 6.
Neste processo de estimacao, b, u e t sao considerados hipoteticamente como dados
faltantes e o vetor de dados completos é dado por y, = (y',b",u’,t")7, onde y =
(yi,o.o,y)", b =(b/,...;b)T et = (t,...,t,) . Assim, sob a representacao
hierdrquica (5.1)—(5.4), o algoritmo tipo-EM ¢ aplicado na fun¢ao log-verossimilhanga

dos dados completos £.(Bly.) =D ., li(0]y.), dada por

" 1 k! U; _
L(Oly.) = Z [—5 log [o?R| — 2(52 )(YZ —XiB - Zb;) 'R (yi — X;8 — Z;by)
i=1 e
1 1
—5 log|r| - = ) (b, — Ar) T (b, — A+ e

onde ¢ é uma constante que independe do vetor de parametros 6. Para o valor atual de
6, o passo E do algoritmo tipo-EM requer a avaliacio de Q(8|6) = E[(,(0]y.)|y, 8] =
S Qi(0|§), onde o valor esperado é considerado com respeito a distribuicao condi-

cional conjunta de b, ue t dado y e 0. Dessa forma, temos que

Qi(6]6) = Q1i(8,52(6) + Qui(ax, A[B),
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onde
Qu(B,0%(0) = —% log |07 R;| — 2%3 (yi = XiB) 'R; '(yi — Xif3)
+ai§(Yi — Xi,B)TR;1ZiIIBi — %tr <R;1Ziu/b\2¢ZiT) , (5.5)
QuleAB) = —log|T| — i (D 'ub2,) + AT ui,
—zjfiATF‘lA, (5.6)
com ;, El;i, Eb\zi, ITtT)Z e 1115\21 i=1,...,n, todas definidas em Lachos et al. (2010) para

os casos skew-normal, skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada. Neste trabalho,
supomos que o parametro associado com a distribuicao da varidvel de mistura U é
conhecido; veja, por exemplo, Lange et al. (1989); Berkane et al. (1994) e Osorio et al.
(2007). Neste caso, a fungao log-verossimilhanga perfilada e o critério de informacao de

Schwarz podem ser usados para determinar o valor étimo de v.

O passo M requer a maximizacao de Q(0|§) com respeito a 8. A motivacao para
considerar o algoritmo tipo-EM, no processo de estimacao dos parametros de interesse,
é que ele pode ser utilizado eficientemente para obter expressoes com forma fechada
nos passos CM. Neste capitulo, como nosso interesse nao é o método de estimacao,
sugerimos ao leitor interessado ver Lachos et al. (2010) para mais detalhes do algoritmo

tipo-EM.

Lachos et al. (2010) também desenvolveu um estimador de Bayes empirico para os

efeitos aleatorios b; que pode ser expresso como
-1
V1+¢ AL

1 1
onde p, = DZ](o’R; + Z/DZ;) (y; - X;B) = (D' + ;Z;Rflzi)flgszfl

€ e

bi(0) = my, + Ai¢,
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“2(U;)Ay)
_X.8) n = B 2 D) i icio 2.2.1 =
(v iB), - {/1 (UZ)(I)(K}_l/2(Ui)Ayi) ly; ¢ (veja Proposicao 2.2.1) e Ay,

5\:\111_1/2(% — X;3), com A; e ¢ definidos em (5.5). Como em Pinheiro et al. (2001),

substituindo @ e b; por suas respectivas estimativas, obtemos a seguinte decomposicao
da distancia de Mahalanobis d;(0) = d; = (y; — X;8) ¥, ' (y;, — X;3) para a classe de
distribui¢oes SMSN:

~

di(0) = (y;,—XiB) (0?R; + Z[DZ;) }(y, — XiP)

]_ R 1 Y /\71/\ — —
= T2eiTRZ~ "8+, D [y, = do, + b, (5.7)
g

e
onde & =y, — X;8 — Z;1,, sdo os residuos estimados. Eq. (5.7) fornece uma forma
simples de calcular a distancia de Mahalanobis. As distancias estimadas d;, dp, € de, s20
ferramentas de diagndstico uteis para identificar observagoes atipicas, como discutido
em Pinheiro et al. (2001). Dessa forma, a decomposicao de d; apresentada em (5.7) para
a classe de distribui¢coes SMSN representa uma extensao de alguns resultados propostos

por Pinheiro et al. (2001) para o caso t-Student.

5.3 Influéncia Local

Nesta secao, discutimos dignoéstico de influéncia com énfase na metodologia de influéncia
local proposta por Zhu & Lee (2001). A seguir vamos obter a curvatura normal para

o SMSN-LMM considerando a formulagao hierdrquica dada em (5.1)—(5.4). Os deta-
; 2Q(0]0 2Q(0, |0
lhes do calculo da hessiana Qy(6) = % e da matriz Vi, = % para

diferentes esquemas de perturbacao sao dados abaixo.
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5.3.1 Matriz Hessiana

Seja 8 = (B7,02,a",AT)T o vetor de parametros de interesse. A reparametrizacio
D = F? foi considerada para facilitar a obtencio das derivadas tedricas, onde F é a raiz

quadrada de D. Assim, a matriz hessiana é dada por Qy(8) = S, Qi(0) com

) 02Q;(69) Qi(B,0?) 0
@:(6) 5000 0 Ooi(t, \)

onde as matrizes

_32Q1i(ﬂ702|5)

). 2 — (BT 2T
Qui(B, ;) e OrT comT=(83",0.) e
: 0°Qoi(cr, A[6) B
Qai(a, A) = R e comm=(a ,A"),

tém seus elementos apresentados no Apéndice D.

5.3.2 Esquemas de Perturbacao

Nesta secao, apresentamos a matriz V, considerando os esquemas de perturbacao
abordados para o modelo de regressao linear no capitulo anterior. Para cada esquema

de perturbacao, temos a forma particionada

Vwo = (V;—JVT Vl_a VI)Ta

2
az?

FQO.w6) - _
87'8wl Wos

e R v, =

para V4 = (VIT,...,V;T)T, T = B,0>aoue Vi =
9*Q(6,w|0) 0*Q(6,w|0)
7 Rpxg e ’
oBowT (we E R Vo = T e
*Q(6,w|0)

0o, Ow "

1,...,9, onde Vg =

(VOtU ) Vap*); COIIl VOér =

*Q(6,w|0)
com V)\k = W

do vetor de perturbagao w.

|wo ERIXg, T:L...,p*eV}\:(V)\l,...,V)\q),

lw, ERY k=1,...,q, p* = dim(a) e g sendo a dimensio
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Ponderacao de Casos

Considere a inclusao de pesos no valor esperado da funcao log-verossimilhanca dos dados

completos (fungao-Q perturbada) como

Q(8,w|0) sz i(0ye)] = > wiQui(B,0210) + > wiQui(cx, A[B), (5.8)
i=1 i=1

T é um vetor de dimensdo n x 1 com 0 < w; < 1 para i =

onde w = (wy,...,wy)
L. we=(1,...,1)7, Qu(B,020) e Qui(c, A|B) sdo como apresentadas em (5.5)
e (5.6), respectivamente. Além disso, note que esta perturbacdo geral definida em
(5.8) pode ser decomposta em duas sub-perturbacdes definidas por (i) Q(8,w|6) =
S wiQui(B,0%0)+ X1, Qai(er, A[6) and (i) Q(0,w|0) = X1, Qui(B, 02(0)+ 3 i, wiQai(exr, A[6).

Para este esquema de perturbacao, encontramos

I Th
Vi = ;X R, (@(y: — Xi) — Ziub;)
1 .
Vi”? - 202 204 (RZ 1M1') )
_ 1 -1 1 —17 —1ng.
Via, = —5tr (r F(ar)> + 5tr (r I'(a,)T Nl)
+6 "F(r)T " (utb; — ut:;A),
o1 —17 1 —17 —1ny.
Vi, = —5tr (r I‘()\k)) + 5t (F I'(\)T N1>
+6(k)FT " (uth; — ut?;A),
: : : : . U OF .
onde I'(a,) = F(r)F+FF(r)—F(r)d6d F—Fédd F(r), F(r) = 9 = L,...,dim(e),
T T
(W) = —FGIF, G(k) = 22 (k) = 22k =1,...,0, M, = Tuly: — XiB) (v,
O e

X.8)" —2Z;ub,(yi— X:8)" + Zub%Z], N; = ub?—uth;A — Autb, +u?AA" 1,
denota a matriz identidade n; x n;, i = 1,...,n. De Osorio (2006), temos a equivaléncia
entre uma medida de influéncia obtida por eliminacao de casos e a técnica de influéncia

local para este esquema de perturbacao.
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Perturbacao na Matriz Escala dos Efeitos Aleatdrios

Este esquema de perturbacao é introduzido considerando que o efeito aleatorio

D
b; ~ SMSN,(0, =, X\ H),i=1,....n.
w.

7

Sob este esquema de perturbagao, o modelo postulado é obtido quando w, = (1,...,1)" €

R™. Além disso, a funcao-Q perturbada é dada por
QO.wB) = Y Qu(B.020)+ > Quila. A wilf),
i=1 i=1

onde Qs;(ax, X, w;|0) é como em (5.6) alterando A (w;) = w[l/ZA e T'(w;) = w; 'T' com

A e T, respectivamente. A matriz V, tem elementos dados por

Vig = 0, V=0,
. 1 —17 -1 . 1 T 1 )
Via, §tr I''I'(a,)IC;) + 56 F(r)I " utb,,
1 . 1. —
Vi, = ir (r*lr(Ak)rflci) + 58(k)FTutb,

ondeC’izub?—Eﬁ)iAT,i:1,...,n,r:1,...,dim(a)ekzl,...,q.

Perturbagao na Variavel Explicativa

Podemos investigar o mau condicionamento entre algumas colunas da matriz de plane-
jamento X;, por exemplo, perturbando uma particular variavel explicativa. Sob esta
condigao, temos a seguinte matriz de desenho perturbada X;(w) = (X1, .- ., Xiu(w;),
oy Xip), onde Xy, (w;) = Xy +wily,, u=1,...,p, X4 é a u-ésima coluna da matriz X;
e 1,. é um vetor n; X 1 de uns. Assim, a fungao-Q perturbada é como em (5.5) e (5.6)

substituindo X;, com X; e o modelo postulado é obtido com w, = 0 € R*. Sob este
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esquema de perturbacao V,, tem os seguintes elementos

u; U 1 —
O'e 0’8 06
]. —_—
Vi = ——B'BJR;" (aiyi - Xi8) - Zaub;)
g

Viozr = 0: Vi)\k:()a

= (0,,,...,0,,,1,,0,,...,0,,) denota uma matriz n; x p, i =

Perturbacao na Variavel Resposta

Considere uma perturbacio aditiva para o vetor de respostas observadas (y|,...,y,} )",
isto é, adicionamos uma pequena perturbacao as respostas de cada unidade experimen-
tal, obtendo y;(w) = y; + w;1,,, onde 1,, é um vetor n; x 1 de uns, : = 1,...,n. A
fungao-Q perturbada é como em (5.5) e (5.6) alterando y;(w) com y;. Sob este esquema

de perturbacao o vetor w, é dado por w, =0 € R* e V, tem os seguintes elementos

u; _

T
Viep = — (az(yz - XiB) - Zisz'> R, '1,,
Vz'ozT - 07 V’i)\k = 0:

r=1,....dim(a), k=1,...,qgei=1,...,n.

Na préxima secao, um exemplo real serd apresentado com o intuito de ilustrar a

metodologia desenvolvida.
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5.4 Aplicagao: Conjunto de Dados “Framingham
Cholesterol”

Para propésitos ilustrativos, aplicamos as técnicas apresentadas para o conjunto de da-
dos “Framingham Cholesterol”. Estes dados foram originalmente relatados por Zhang
& Davidian (2001) e ja foram analisados por Arellano-Valle et al. (2005), Lachos et al.
(2007a) e Lin & Lee (2008) sob a distribui¢ao skew-normal. Lachos et al. (2010) também
consideraram o conjunto de dados “Framingham Cholesterol” e notaram que as dis-
tribuicoes SMSN com caudas pesadas sao mais adequadas aos dados do que a dis-
tribuicao skew-normal. Dessa forma, revisitamos este conjunto de dados com o intuito
de aplicar a metodologia de influéncia local de Zhu & Lee (2001). O conjunto de dados
inclui os niveis de colesterol no tempo, idade e género de n = 200 individuos seleciona-
dos aleatoriamente. Como em Zhang & Davidian (2001), assumimos o modelo linear
misto

Yij = B, + Bisex; + [Boage; + Bstij + bo; + bistiy + €55, (5.9)

onde Y;; é o nivel de colesterol (mg/DL), dividido por 100, no j-ésimo tempo para o
individuo i, #;; é (tempo—5)/10, com o tempo medido em anos desde o inicio do estudo,
age; ¢ a idade ao inicio do estudo e sex; é o indicador do género (0 = feminino, 1 =
masculino). O nimero de repeticoes j de cada individuo varia de 1 a 6, ou seja, trata-se

de um conjunto de dados desbalanceado.

O exemplo ilustrativo estd organizado como segue. Primeiro, ajustamos o SMSN-
LMM para o conjunto de dados “Framingham Cholesterol”. Apesar de nao serem testes
formais, como em Zhang & Davidian (2001), comparamos o SMSN-LMM e o SMN-
LMM (especificamente, os modelos normal, t-Student, slash e normal contaminada)

inspecionando alguns critérios de informacao. Em seguida, identificamos as observacoes
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influentes deste conjunto de dados considerando a quantidade M (0), obtida através da
curvatura conformal By, ., e os esquemas de perturbagao descritos na Segao 5.3.2. A
Tabela 5.1 mostra as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros dos
quatro modelos (SN-LMM, ST-LMM, SCN-LMM e SSL-LMM), acompanhadas de seus
respectivos desvios padroes assintéticos estimados, calculados via a matriz informacao
observada. Como nosso interesse nao é o processo de estimacao dos parametros do

modelo linear misto, sugerimos ao leitor interessado Lachos et al. (2010).

Tabela 5.1: Dados “Framingham Cholesterol”. Estimativas de méxima verossimilhanga para
os quatro modelos SMSN selecionados. (dy1,d12,d22) sdo os elementos distintos da matriz

D'/2. Os valores SE sao os desvios padrées assintéticos estimados.

SN-LMM ST-LMM SCN-LMM SSL-LMM
Parametro  Estimativa SE Estimativa SE Estimativa SE Estimativa SE

Bo 1.3520 0.1502 1.3888 0.1311 1.4045 0.1396 1.4089 0.1433
B -0.0488 0.0509 -0.0548 0.0447 -0.0461 0.0468 -0.0430 0.0482
B2 0.0152 0.0033 0.0149 0.0029 0.0144 0.0030 0.0140 0.0031
B3 0.3562 0.0667 0.3641 0.0611 0.4006 0.0630 0.3998 0.0638
o2 0.0430 0.0017 0.0325 0.0025 0.0264 0.0028 0.0228 0.0025
di1 0.5261 0.0474 0.4417 0.0477 0.4079 0.0541 0.3918 0.0472
di» 0.0018 0.0302 -0.0030 0.0305 -0.0246 0.0290 -0.0232 0.0277
da2 0.2166 0.0330 0.2035 0.0370 0.2099 0.0386 0.1953 0.0353
A1 13.8050 4.2423 13.7822 4.4242 13.4875 4.6855 14.1171 4.7110
A2 -6.3654 4.3984 -8.0691 3.9867 -8.7607 4.0621 -8.4215 4.2099
v - - 8.1799 - 0.2981 - 2.0898 -

¥ - - - - 0.3345 - - -

De acordo com Lange et al. (1989), obtemos o valor de v maximizando a funcao
verossimilhanca perfilada como segue. Suponha 8 = (6, ,8,)", onde 8, é o parametro
de interesse e 85 é o parametro nuisance, entao a log-verossimilhanca perfilada de 6,

¢ 1,(61) = mazg 1(0:,0:). Usando este procedimento, encontramos v = 8.1799 para a
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ST, temos v = 2.0898 para a SSL e obtemos v = 0.2981 e v = 0.3345 para a SCN.

A Tabela 5.2 mostra o intervalo de confianca de 95% baseado na aproximacao nor-
mal do estimador de méxima verossimilhanca (CI: \; + 1.96 SE, i = 1,2). Note que
apenas o intervalo de confianca de Ay do SN-LMM ajustado inclui o valor zero. En-
tretanto, nossa experiéncia em estimar a variancia assintética do estimador de maxima
verossimilhanga de A = (A, X2) " indica que ele é tipicamente superestimado; veja Mon-

tenegro et al. (2009b) para uma discussao detalhada sobre este assunto.

Tabela 5.2: Dados “Framingham Cholesterol”. Intervalo de confianca de 95% (CI, baseado

na aproximacao normal do estimador de méxima verossimilhanca).

Modelos CI
A1 A2
SN-LMM  [5.4901; 22.1199]  [-14.9863; 2.2555]
ST-LMM  [5.1108; 22.4536]  [-15.8824; -0.2558]
SCN-LMM  [4.3039; 22.6711]  [-16.7224; -0.7990]
SCN-LMM  [4.8835; 23.3507]  [-16.6729; -0.1701]

De acordo com Montenegro et al. (2009b), acreditamos que um intervalo de confianga
mais preciso para A\, pode ser obtido usando a estatistica da razao de verossimilhancas
(LR) e a verossimilhanca perfilada. Um intervalo de confianca de aproximadamente
95% (PCI) para Ag, por exemplo, pode ser construido considerando 2 {l(@) - lp()\g)} <
X.95.1> onde 1,(Az) € a funcdo log-verossimilhanca perfilada. Dessa forma, o PCI de A,
para o SN-LMM ¢é [-11;-5], veja a Figura 5.1. Note que o PCI para o parametro A,
proporciona fortes evidéncias de que ele é menor do que zero, diferente das evidéncias
fornecidas pelo intervalo de confianga simétrico CI (Tabela 5.2). Estes resultados favore-

cem a evidencia de que os modelos assimétricos sao mais apropriados para o conjunto
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de dados “Framingham Cholesterol”.
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Figura 5.1: Dados “Framingham Cholesterol”. Razao de verossimilhancas (LR) baseada na

verossimilhanca perfilada. A linha no grafico é a linha limite de 95% (X%.95,1)-

Em seguida, comparamos o SMSN-LMM e o SMN-LMM inspecionando os critérios
de informacao descritos na Secao 1.3. Comparando os modelos simétricos e assimétricos
através dos valores dos critérios de informacao dados na Tabela 5.3, notamos que os
modelos assimétricos SMSN-LMM apresentam um melhor ajuste do que os modelos
simétricos SMN-LMM. Além disso, as distribuicoes ST, SCN e SSL apresentam um
melhor ajuste do que o SN-LMM.

Ademais, assim como Montenegro et al. (2009b), usamos a estatistica da razao de
verossimilhancas para testar a hipdétese nula Hy : A = 0, i.e., para testar se o modelo
simétrico é suficiente. A implementacao desta estatistica é computacionalmente simples,
apesar de requerer as estimativas de maxima verossimilhanca de 8 sob a hipdtese nula
(modelo simétrico) e sob o modelo irrestrito (modelo assimétrico). Note que quando
A = 0, as equagoes dos passos CM, provenientes do algoritmo tipo-EM, se reduzem

as equagoes quando assumimos as distribuigoes SMN; veja Lachos et al. (2010). Este
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Tabela 5.3: Dados “Framingham Cholesterol”. Alguns critérios de informagao.

Modelos 1() AIC BIC HQ
Normal -236.9451 2449451  258.1384  250.2842
t-Student -206.2968  215.2968  230.1392  221.3033
Slash -207.2307  216.2307 231.0731  222.2372
Normal Contaminada — -201.7945 211.7945 228.2861  218.4684
SN -152.0090  162.0090  178.5006  168.6829
ST -127.4155  138.4155  156.5562  145.7568
SSL -130.2786  141.2786  159.4193  148.6199
SCN -125.9170  137.9170  157.7069  145.9257

procedimento de testes é importante, pois uma vez que ha suspeita de que A seja muito
proximo de zero, a matriz informacao observada J pode ser singular, fato provado ape-
nas para modelos mais simples; veja, por exemplo, DiCiccio & Monti (2004). Podemos
observar na Tabela 5.4 que ha evidéncias suficientes nos dados para rejeitar Hy para

todos os casos e por isso as distribuicoes SMSN sao mais apropriadas para este exemplo.

Tabela 5.4: Dados “Framingham Cholesterol”. Resultados da estatistica da razdo de veros-

similhancgas para testar a hipdtese de interesse, Hy.

Modelos Valor P-valor
Normal/SN-LMM 169.8722  0.0000
t-Student/ST-LMM 157.7626  0.0000
Slash/SSL-LMM 153.9042  0.0000

Normal Contaminada/SCN-LMM  151.7550  0.0000

Para exemplificar nossa proposta metodolégica no contexto de SMSN-LMM, con-
duzimos a seguir andlise de diagnéstico de influéncia. Neste estudo, assumimos apenas
os modelos skew-normal, skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada para propdsitos
comparativos. Com o intuito de detectar observacoes atipicas, primeiro usamos a
distancia de Mahalanobis d; = (y; — Xi,@)T\Ifl(yi - Xl,/B\), i = 1,...,200; veja,
por exemplo, Pinheiro et al. (2001) e Osorio et al. (2007). Como trata-se de um
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conjunto de dados desbalanceado, a Figura 5.2 mostra tal distancia para os qua-
tro modelos ajustados, mas sem apresentar uma marca de referéncia que facilita a
identificagao de “outliers” (veja Proposicao 2.2.8). Pode-se notar que as observagoes

8,26,69,74,90,111,122,138, 146,160, 162,174,175 e 187 destacam-se como “outliers”.
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Figura 5.2: Dados “Framingham Cholesterol”. Gréficos da distincia de Mahalanobis para

os quatro modelos ajustados.

As distancias estimadas de, (Error) e dy,, (Random Effect-R.E.), obtidas considerando
(5.7), sao estatisticas de diagndstico tteis para identificar observagdes anomalas. A
Figura 5.3 apresenta tais distancias para o SN-LMM. As observacoes 69, 90,138,145 e
175 possuem valores grandes de de,, sugerindo que sao e-“outliers”. Além disso, as ob-

servagoes 8,26 e 160 apresentam valores grandes de dy,, sugerindo que sao b-“outliers”.
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Figura 5.3: Dados “Framingham Cholesterol”. Decomposi¢ao da distdncia de Mahalanobis:

de; (error) e dp, (R.E.) estimadas pelo ajuste SN.

O grafico de dp, também fornece evidencias de que as observacoes 2,131 e 172 sao b-

“outliers”, fato que nao pode ser concluido pela Figura 5.2. Para as distribui¢oes SMSN

com caudas pesadas, observamos os mesmos resultados e portanto nao serao mostrados

aqui por brevidade.
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Figura 5.4: Dados “Framingham Cholesterol”. Valores estimados de u; para os modelos ST,

SSL e SCN.

Quando usamos as distribui¢oes com caudas mais pesadas que a skew-normal, o
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algoritmo EM permite acomodar as observacoes discrepantes atribuindo menor peso no
processo de estimagao. Os pesos para a distribui¢ao skew-normal (u; = 1,7 =1,...,200)
estao indicados na Figura 5.4 como uma linha continua. Note por esta figura que nas dis-
tribuicoes ST, SSL e SCN, u; é inversamente proporcional a distancia de Mahalanobis.
Assim, esta rica classe de distribui¢oes pode naturalmente atribuir pesos diferentes para
cada observacao e consequentemente controla a influéncia da observacao nas estima-
tivas dos parametros. Estes resultados concordam com as consideracoes apresentadas

por Osorio et al. (2007), no contexto simétrico.

Em seguida, conduzimos um estudo de influéncia local baseado na quantidade A/ (0)
com interesse em 6. Em andlises preliminares, consideramos ¢* = 3 para obter as marcas
de referéncia. Entretanto, muitas observagoes foram identificadas como sendo influentes
para esta escolha de ¢*. Dessa forma, aqui nés apresentamos a anélise de influéncia local

considerando ¢* = 5 para calcular a marca de referéncia.

Perturbacao ponderagao de casos: Na Figura 5.5 nota-se que sob os quatro modelos
ajustados, a observacao 39 é identificada como influente. Como esperado, a influéncia
de tal observagao é reduzida quando consideramos distribui¢coes com caudas mais pe-

sadas que a skew-normal.

Perturbagao na matriz escala D: Na Figura 5.6 nota-se que sob o SN-LMM, o ST-
LMM e o SSL-LMM, as observagoes 2,8,26,131 e 172 (detectadas como b-“outliers”
na Figura 5.3) sao identificadas como influentes. Além disso, a observagio 167 é iden-

tificada como influente sob o SCN-LMM.

Perturbacao na varidvel explicativa: As estimativas de maxima verossimilhanca sao
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Figura 5.5: Dados “Framingham Cholesterol”. Gréficos de M(0) sob a perturbagdo pon-
deragdo de casos para os quatro modelos ajustados. A linha horizontal delimita a marca de

referéncia de Lee & Xu (2004) para M(0) com cx = 5.

estaveis sob a perturbacao na variavel explicativa para os quatro modelos considerados,

como pode ser visto na Figura 5.7.

Perturbagao na varidvel resposta: Da Figura 5.8 nota-se que apenas sob o modelo
skew-normal, a observagao 90 (detectada como “outlier” na Figura 5.2) ¢é identificada
como influente.

E importante notar que como esperado, a influéncia das observacgoes ¢ reduzida

quando consideramos ditribuicoes com caudas mais pesadas que a skew-normal. Para
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Figura 5.6: Dados “Framingham Cholesterol”. Graficos de M(0) sob a perturba¢ao na matriz
escala D para os quatro modelos ajustados. A linha horizontal delimita a marca de referéncia

de Lee & Xu (2004) para M(0) com cx = 5.

este conjunto de dados, a distribuicao skew-normal contaminada acomoda ligeiramente

melhor as observacoes influentes.

Como sugerido por Lee et al. (2006), usamos as quantidades TRC e MRC para
demonstrar o impacto das observacoes influentes detectadas na estimativa de méaxima

verossimilhanca de 3, por exemplo. Elas sao definidas por

~

TRC = Z | w | e MRC = marj—i, .n, | Ai
j=1 'Bj

onde n, ¢ a dimensao de B3 e o subscrito [i] indica a estimativa de méxima verossimi-
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SN ST

index index

Figura 5.7: Dados “Framingham Cholesterol”. Gréficos de M(0) sob a perturbagio nas
varidveis explicativas para os quatro modelos ajustados. A linha horizontal delimita a marca

de referéncia de Lee & Xu (2004) para M(0) com cx = 5.

lhanca de B com a i-ésima observacao, y;, excluida. A comparacao dessas medidas,
calculadas para os diferentes modelos quando a observacao 90 é excluida, esta apresen-
tada na Tabela 5.5.

E interessante notar que as maiores modificagoes ocorrem sob a distribuicao skew-
normal. Como esperado, os resultados mostram que as estimativas de maxima veros-
similhanga sdo menos sensiveis & presenca de dados atipicos e/ou influentes quando
distribuicoes com caudas mais pesadas que a skew-normal sao usadas, fato também

observado nos quatro esquemas de perturbacao considerados nesta ilustracao.
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Figura 5.8: Dados “Framingham Cholesterol”. Graficos de M(0) sob a perturbac¢do na
varidvel resposta para os quatro modelos ajustados. A linha horizontal delimita a marca

de referéncia de Lee & Xu (2004) para M(0) com cx = 5.

Tabela 5.5: Dados “Framingham Cholesterol”. Comparacao das mudancas relativas nas
estimativas de méxima verossimilhanca em termos de TRC e MRC para os quatro modelos

SMSN selecionados.

Observacao  Distribuicao TRC MRC

90 SN 5.0506  4.0769
ST 1.3903  1.2667
SSL 2.0862  1.2126

SCN 1.7453  0.6908
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A flexibilidade dos modelos ST e SCN as observacoes atipicas pode ser estudada
através da influéncia de um unico “outlier” sobre as estimativas de maxima verossi-
milhanga de 6, como discutido em Pinheiro et al. (2001). Por simplicidade, vamos
avaliar quanto as estimativas de 8 sao influenciadas pela modificacao de & unidades
na observagao ;. Dessa forma, substituimos a observagao vy, por ¥ix(S) = v + S
e anotamos a mudanca relativa nas estimativas considerando ((5(%) - A)/é), onde §
denota a estimativa original e @\(%) a estimativa para os dados contaminados. Neste
exemplo, contaminamos a quinta observacao do individuo 26 e variamos & entre —1
e 1 por incrementos de 0.1. Na Figura 5.9, apresentamos os resultados das mudancas
relativas na estimativa de B = (83, 1, 52, 33) |, para diferentes contaminacdes de S,

sob o SN-LMM, o ST-LMM e o SCN-LMM. Como esperado, os modelos ST e SCN sao

menos afetados pelas variacoes de & do que o modelo SN.

5.5 Observacoes Finais

Neste capitulo, apresentamos estratégias para avaliar diagnéstico de influéncia em mo-
delos lineares mistos sob a classe de distribuicoes SMSN. Diferentes esquemas de per-
turbacao foram investigados para este propdsito. Expressoes explicitas foram obtidas
para a hessiana Q e para a matriz V w, sob quatro esquemas de perturbagao apropri-
ados. Os resultados obtidos generalizam os encontrados por Lesaffre & Verbeke (1998)
e Montenegro et al. (2009a) para uma ampla classe de modelos lineares mistos com
estrutura longitudinal que inclui assimetria e caudas pesadas. Dessa forma, acredita-
mos que a metodologia desenvolvida possa apresentar resultados satisfatorios em outros
modelos multivariados, por exemplo, no modelo de Grubbs. Tal modelo pode ser visto

como um caso particular do modelo linear com efeitos mistos proposto por Verbeke &
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Figura 5.9: Dados “Framingham Cholesterol”. Mudangas relativas nas estimativas de
méxima verossimilhanca de (y, 51,02 e B3 dos ajustes SN-LMM, ST-LMM e SCN-LMM
para diferentes contaminacgoes de & na quinta observacao do individuo 26. %change=

100 x ((/9\(%) — 5) / 5), onde @ denota a estimativa original e @\(S) a estimativa para os dados

contaminados.

Molenberghs (2001) (veja pagina 118) e é definido como
Yij = p+ o + €,

em que p representa a média geral, o; sao os efeitos aleatdrios e €;; sao os erros de
medicao, onde «; e €;; sao independentes e seguem distribui¢ao normal com média zero
e variancias constantes o2 e o2, respectivamente. Contudo, desenvolvemos estimagao
e diagnédstico de influéncia para o modelo de Grubbs considerando-o como um caso

particular do modelo de Barnett (1969). Os resultados estao resumidos no Capitulo 6.



Capitulo 6

Modelo de Grubbs Misturas de

Escala Skew-Normal

Grubbs (1983) propos um modelo, denominado modelo de Grubbs, para comparar
diversos instrumentos de medicao e usualmente, é comum assumir que os termos aleatorios
seguem distribui¢ao normal (ou simétrica). Neste capitulo, discutimos a extensao deste
modelo sob a classe de distribuicoes misturas de escala skew-normal, onde as dis-
tribui¢oes skew-normal, skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada sao membros
particulares dessa familia. Portanto, essas distribui¢oes fornecem uma generalizacao
do modelo de Grubbs simétrico introduzido por Osorio et al. (2009) e do modelo as-
simétrico skew-normal discutido por Montenegro et al. (2009b) e Montenegro et al.
(2009¢). Nesta classe flexivel de modelos, discutimos um algoritmo tipo-EM para es-
timagao dos parametros e o método de influéncia local (Zhu & Lee, 2001) para avaliar

a sensibilidade das estimativas dos parametros sob esquemas de perturbacoes usuais.

141
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Os resultados e métodos desenvolvidos neste capitulo serao ilustrados através de um

exemplo numérico.

6.1 Introducao

O modelo de Grubbs é tipicamente usado para comparar a qualidade de varios instru-
mentos de medi¢ao, utilizados para medir a mesma quantidade de interesse desconhecida
em um grupo comum de unidades experimentais. O problema da comparacao de instru-
mentos de medicao cujas caracteristicas diferem em custo, velocidade e outros fatores,
tais como eficiéncia, tem recebido uma crescente atencao em areas como engenharia,
medici-na, agricultura, entre outras; veja por exemplo, Barnett (1969), Grubbs (1983)
e Fuller (1987). Zeller (2006) propoe o modelo de Grubbs em grupos e Lachos et al.
(2007b) estuda o modelo de Grubbs, ambos sob a suposi¢ao de normalidade, eviden-
ciando o fato bem conhecido da falta de robustez das estimativas de minimos quadrados
contra observacoes extremas. Para superar esta deficiéncia, recentemente, Osorio et al.
(2009) propuseram o modelo de Grubbs sob as distribui¢oes misturas de escala normal
(modelo SMN-G). Nessa linha de pesquisa, veja Andrews & Mallows (1974), Lange &
Sinsheimer (1993) e Osorio (2006).

No contexto assimétrico, Montenegro et al. (2009b) propuseram o modelo de Grubbs
skew-normal (modelo SN-G) e mostraram as vantagens de utilizar distribuicoes as-
simétricas nesta subclasse dos modelos com erros nas variaveis. Através do modelo
SN-G, observamos uma grande flexibilidade de introduzir assimetria, porém também
notamos que a sua flexibilidade contra observacoes extremas pode ser seriamente afe-
tada por observacoes na cauda da distribuicao. Neste capitulo, estendemos os modelos

SMN-G e SN-G assumindo que a observacoes seguem uma distribuicao na classe SMSN.
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Esta extensao resulta em uma classe flexivel de modelos com erros nas variaveis e foi
motivada pelo fato de que muitos conjuntos de dados considerados na literatura a-

presentam um significante comportamento nao normal, tais como assimetria e caudas
pesadas. Este é o caso do conjunto de dados estudado por Barnett (1969) que con-
siderou uma transformacao nos dados com o intuito de obter uma melhor aproximagao

da distribuigao normal (ou, pelo menos, uma distribui¢ao simétrica).

Estudos de influéncia local nos modelos com erros nas varidveis sob normalidade
foram considerados por Zeller (2006), Lachos et al. (2007b) e De Castro et al. (2007),
por exemplo. Osorio et al. (2009) desenvolveram andlise de influéncia local, baseada
na abordagem de Zhu & Lee (2001), para o modelo SMN-G. Além disso, estudos en-
volvendo a distribuicao assimétrica skew-normal foram apresentados, por exemplo, por
Lachos et al. (2008), Montenegro et al. (2009a), Montenegro et al. (2009b) e Montene-
gro et al. (2009¢). Dessa forma, inspirados por Montenegro et al. (2009b) que estudou
analise de influéncia local no contexto do modelo SN-G, neste capitulo, aplicamos a

abordagem de influéncia local de Zhu & Lee (2001) no modelo SMSN-G.

O capitulo estd organizado como segue. Na Secao 6.2, discutimos a formulacao
do modelo bem como alguns aspectos inferenciais, incluindo o algoritmo tipo-EM e o
calculo da matriz informacao observada. Na Secao 6.3, a metodologia de influéncia local
para o modelo SMSN-G, considerando trés esquemas de perturbacao, é apresentada.
Os resultados desenvolvidos serao ilustrados na Secao 6.4 usando o famoso conjunto de
dados de Barnett (1969). Finalmente, algumas observagoes finais sdo dadas na Segao

6.5.
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6.2 O Modelo Proposto

Suponha que temos a nossa disposicao p > 2 instrumentos para medir uma carac-
teristica de interesse x em um grupo de n unidades experimentais. Considere x; o
valor da covaridvel nao observado (verdadeiro) para i-ésima unidade experimental e

Y;; a resposta obtida com o instrumento j na unidade 4, 1 = 1,...,nej = 1,...,p.

Relacionando estas varidveis, temos o seguinte modelo proposto por Grubbs (1983):
Yi =a-+ lpZL’i + €;, (61)

i=1,...,n,onde a = (0,a")” = (0,a9,...,0)" e 1, = (1,...,1)T sdo vetores de
dimensao p x 1, sendo que «; representa o vicio aditivo do instrumento 7. Neste caso,
supomos que o primeiro instrumento é a referéncia (a; = 0) e este serd comparado
com os restantes p — 1 instrumentos. Além disso, considere que Y; = (Vi1,...,Y;,)" e
€ = (€i1,...,€p)" (0 vetor de erros) sao vetores aleatérios independentes de dimensao
p x 1, onde a suposicao classica é que ¢€; ~ N,(0,D(¢)) e z; ~ Ni (g, ¢z), tal que
D(¢) = diag{¢} denota a matriz diagonal com ¢ = (¢1,...,¢,) . Neste capitulo,

fornecemos uma generalizacao do modelo de Grubbs, assumindo que

Ti\ i K Aa
r, = X SMSN, 1 , D(¢s, ¢), H | (6.2)
€; 0 0

i=1,...,n, onde D(¢s, ) = diag{¢s, d1,...,¢,}. O modelo definido em (6.1)-(6.2)

serd chamado de modelo SMSN-G estrutural. De (2.4), esta formulagao implica que

ind s Az

rz|Uz =U; ~ 5’A]V10+1 ) K/(UZ)D(sza ¢)7 ) (63)
0 0

UN Hw),i=1,...,n (6.4)

Além disso, de Ghosh et al. (2009), segue que

iid iid

€~ SMN,(0,D(¢);H) e x; ~ SMSN(py, ¢, A\ H).
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Uma vez que para cada i =1,...,n, € e z; sao indexados pelo mesmo fator de mistura
de escala U;, eles nao sao independentes. A independéncia corresponde ao caso que
H é degenerada, com k(U;) = 1,Vi entdo, o modelo SMSN-G reduz ao modelo SN-
G definido em Montenegro et al. (2009b). Entretanto, como afirmado em (6.3)-(6.4),
condicionado a U;, €; e x; sao independentes para cada : = 1,...,n, o que implica que

€; e r; sdo nao correlacionados, uma vez que Cov(€;x;) = Ele;x;|U;] = 0.

Note que os erros €; correspondem aos erros de medicao entao, espera-se que sejam
simetricamente distribuidos. O parametro de assimetria )\, incorpora a assimetria na
variavel latente x; e consequentemente nas quantidades Y;, as quais tém marginalmente
distribuicao SMSN multivariada. Se A\, = 0 entao, o modelo assimétrico reduz para o
modelo SMN-G definido por Osorio et al. (2009). Como em Lange et al. (1989), Berkane
et al. (1994) e Osorio et al. (2009), assumimos que v é conhecido. Assim, para o modelo
SMSN-G proposto, o vetor de parametros é dado por 8 = (aT,(bT,um%,)\I)T =
(6,0,)", onde 8, = (a”,¢")" e 0 = (j1z, b2, \s) . Ressaltamos que na prética, o
parametro 8¢ é, em geral, nosso interesse principal, uma vez que esta associado ao vicio
aditivo e a precisao dos instrumentos de medicao. Inferéncia classica para o vetor de

parametros neste modelo é baseada na distribuicao marginal de Y; que estd apresentada

na proposicao seguinte.
Proposigao 6.2.1 Sob o modelo SMSN-G estrutural definido em (6.1)-(6.2), a dis-
tribuicao marginal de Y; é dada por
> - $Teo
f(yil0) = 2/ Gp(yilt, £ (ui) D)@ (k2 (u) X\, B2 (y; — p))dH (uzv),  (6.5)
0

onde
—1/2
_ e,
Vor + A0,

p=a+1lypu, X = d);,;lplg,r +D(p) e A,

com Ny = ¢p/c e c =1+ ¢,1] D7 (9)1,.
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Prova: Veja Proposi¢ao 1 em Montenegro et al. (2009b) e substitua a matriz escala X

por k(u)X.

De (6.5), ¢ simples observar que Y; sao independentes e marginalmente distribuidos
6,2,

Y.+ 2R,

> ! sendo ¥ positiva definida. Entretanto, note que o calculo da raiz quadrada pode

comY; S SMSN,(p, 2, Ay; H), onde X e X712 ¢ a raiz quadrada de
ser facilmente realizado usando o Matlab e nao é necessario desenvolver uma metodolo-

gia neste trabalho.

Neste capitulo, para obter a estimativa de maxima verossimilhanca de @, consi-
deramos o algoritmo tipo-EM e adicionalmente, derivamos a matriz de covariancias
assintética dessas estimativas através da matriz informacao observada. Os resultados

sao dados a seguir.

6.2.1 Algoritmo EM

Nesta secao, demonstraremos como utilizar o algoritmo tipo-EM para obter os esti-
madores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo SMSN-G. Uma carac-
teristica importante deste modelo é que ele pode ser formulado através de uma repre-
sentacao hierdrquica, util para derivagoes tedricas e para a implementagao do algoritmo

EM. De (2.4) segue que

o
=

Yz’ | Z;, Ul = Uy ifIiSi Np(a+ lpZL’i, H(UZ)D((b)),

ind
~Y

S
~J

x; | T; :tZ,Ul = U, N(/La:'i_TxtiaH(ui)V%)a

T|Ui =w; = HN(0,r(u)),

o
o0

U, % H(v),

=]
Ne]

o~ o~ o~ o~
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i=1,...,n, todos independentes, onde HN (0, 0?) denota a distribui¢ao half-N (0, o%),
V2 = o1 — 02) e 7p = 3/ %6y, com 6y = Ay/ (1 + A2)V/2,

x

Neste processo de estimagao, y = (y,,...,y, )" é o vetor de respostas observiveis

para n unidades amostrais, x = (z1,...,2,)", 0 = (up,...,u,) ", t = (t1,...,tn)"
~(k ()T (k)T ~(k
e 8" = (0§) ,0;) )T denota a estimativa de @ na k-ésima iteracdo, onde 0§) =
~ (k)T ~(k k)
(&(k)T,¢( : )T e 0;) = (%, 6% AT De (6.6)-(6.9), temos que a funcio log-

verossimilhanca completa associada com y. = (y, x,t,u) é dada por

éc(0|}’c) - __log |D Zﬁ_l uz - 1pxi)TD_1(d))(Yi —a-— lpxz’)
n 1 —
~Dlog(v2) = 55 >k )i - g — )+
T =1

onde ¢ é uma constante que independe do vetor de parametros 8. Dada a estimativa

atual é(“, o passo E calcula Q(0|§(k)) = E[fc(0|yc)|§(k),y] = >, Qi(0|§(k)), onde
~(k) ~(k) ~(k)

Qi(0]10 ) = Q1i(01]10 ) + Q2(60:]6 ), com

Qu(0.8") = S 1oa(ID(@))) — 5 [1(v: — a) D (9 (3 )
—25 ) (y: — a) D @)1, + ua?y 1D N@)L,]  (6.10)
Qu(68") = —F100) - 5 w4zl 4z
—2ux( iy — 2ut:1:(k)7'm + QMITIUtEk)] (6.11)

~( ~ ~(k
e requer o cdlculo das seguintes expressoes 4\") = E[x~1(U;) |0 ,yi], utgk) = E[lfl(Ui)ti|0( ), vil,

— (k) ~(k - ~ —(k ~
a2 = B @)218" v, i3 = Bl )20, yil, w = Bl (U228, yi]

)

e uta:l(. ) = E[ffl(Ui)tixiw( ), vi], as quais podem ser avaliadas por

~ (k) B ) k) ~2(k k
W= TP, ) T+ T T,
iz = a3 @ = a1 5 ol

— —2(k . ek
W= TR s G e
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K Y2(UN g . ~(k)
onde 7t = E[wﬂ(Ui)w%) 6, yi], com We(v) = ¢(7)/2(7), v € R,

— —~2
2 A~ ~ _/\2/\/\_/\ ~ A A~ g o
Mz = é&/c, iur, = ?ai, T, =v,/)a, 1 =l +T,a;, S =7,/ ec0 =1+
_ . . ~(k)
ugl;,rD '(¢)1,, todas essas quantidades avaliadas em @ = @ . Em cada passo, as
esperancas condicionais u; = uy; e 7;; podem ser facilmente calculadas através dos re-

sultados desenvolvidos na Se¢ao 2.2 (veja Proposicao 2.2.1).

~(k
Os passos CM condicionalmente maximizam Q(0|0( )) com respeito a 8, obtendo

. . (k1) - . .
uma nova estimativa 6 e estao descritos abaixo.

Passo CM-1: Atualizar a**" como

Passo CM-2: Fixar a**Y e atualizar $§k+1) como
FED = Gl+)2 (k) G+ )
= = y” TN — 2w (v — ) +ux?, .

Passo CM-3: Atualizar ?gﬁ’”” €cOmo

(k) (k) k)
Ak+1) Z?:l(Utxi - xuk)Uti )]
i (ut?, " =1, ut; )
Passo CM-4: Fixar 7oV e atualizar ﬁg(ﬁkH) como
Akt =z _7/_;(16+1)E1(Lk).

Passo CM-5: Fixar /T}EkH) e ﬁ;’““), atualizar ﬁi(kH) como

/\2 (k+1) § :Rkk-l-l
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Passo CM-6: Fixar 7057 e ﬁi(kﬂ), atualizar A\*™ como

-~

A&+ ?£k+1)/ﬁék+1)_

x

Passo CM-7: Fixar 77V e 7/\2(“1), atualizar $;k+1) €como

$(k+1) — 72(k+1) 4 p2(k+1)

onde
n ~(k n —(k n (k)
=(k) _ Do U )Zi . NT =(k) _ dica USUE : (k) _ Doi1 Ul
z,’ = n ~(k) yZi = (2/227 . '7y1p) y Ly~ = n  ~(k) :tu - n  ~k)’
> i U > i U > i U
RO = s [l 4 ]
T R ey G R Gl I T W

As iteracoes do algoritmo tipo-EM devem ser repetidas até que uma regra de con-
vergéncia seja satisfeita. Uma critica muitas vezes expressa é que o procedimento
do algoritmo tipo-EM tende a ficar preso em modas locais. Uma forma conveniente
para contornar tais limitacoes é trabalhar com as iteragoes do tipo-EM com uma am-
pla variedade de valores iniciais que sejam representativos do espaco paramétrico. Se
existem varias modas, podemos encontrar a moda global comparando os valores da
log-verossimilhanga. Note que quando x(U;) = 1,4 = 1,...,n (uma varidvel aleatéria
degenerada), as equacoes dos passos CM reduzem as equagoes obtidas por Montenegro
et al. (2009b) sob a distribui¢ao skew-normal. Além disso, quando A\, = 0 (ou 7, = 0),

as equacoes dos passos CM sao reduzidas para as equacoes obtidas por Osorio et al.

(2009).
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6.2.2 Matriz Informacao Observada

Da Proposicao 6.2.1, segue que a funcao log-verossimilhanca para @ dada a amostra

observada y = (y/,...,y,)" é dada por
= 1:(0), (6.12)
i=1

1
onde £;(0) =log2 — glogQW —5 log || + log K;, com
o 1
K; = K;(0) = / kP2 (u) exp{—iﬁ_l(u)di}@(m_l/Q(u)Ai)dH(u; v),
0

onde d; = (y; — )" '(yi — p) e 4; = 5\;2—1/2(% —p) = Aga;, com A, =
)\IAI

NZIED YTV

com respeito a @ é dada por

= (yi—p) D '(¢)1,. Dessa forma, a matriz de segundas derivadas

Z 0) _ nPlog[E| g~ LOKOK: | §n 1 0K
aeaeT 2 9000" = K} 00 00" “— K,;0000"
onde
0K; I(p+1)8A 1.g (p+2)8d
90 V2 e 27\ 2 'Be
e
K1, (p+4)8d od; 1 ¢(p+2) 0%d,
00007 4P 2 ‘90907 270 2 ‘90007
1 4 p+3, ,0A; dd;  3d; DA, o p+3,  OA; 04,
- oI — _ I A,
) e 507 Taa a0 T H T3 9 bet
+ IP(—)——,

00 1
com I](w) = [7 K" (u) exp{—iﬁfl(u)di}F(ﬁ’l/Q(u)Ai)dH(u), w > 0 onde F(.) é a
fungao @(.) ou ¢(.). Note que podemos escrever K; = I*(5). Expressoes explicitas

de I?(w) e I?(w) para as distribuicoes skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada
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podem ser obtidas na Secao 2.2.2, considerando as defini¢oes de d; e A; descritas nesta
secao. As derivadas de log3, d; e A; envolvem algumas manipulagoes algébricas e po-
dem ser encontradas em Montenegro et al. (2009b). Dessa forma, J = —L denota a
matriz de informacao observada para a log-verossimilhanga marginal /(6). Na pratica,
J ¢é usualmente desconhecida e a substituimos por J que é a matriz J avaliada na esti-

mativa de maxima verossimilhanca de 6.

6.2.3 Estimacao da Variavel Latente

Nesta secao, consideramos técnicas bayesianas para obter as estimativas das quan-
tidades z;, denominadas de estimativas de Bayes empiricas de z;. Uma vez que as
varidveis latentes no modelo (6.1)-(6.2) sdo assumidas como aleatérias, é natural es-
timé-las usando técnicas bayesianas; veja por exemplo, Verbeke & Molenberghs (2001).
Na pratica, muitas vezes construimos histogramas e o grafico Q-Q normal para as es-
timativas de Bayes empiricas de x; com propdsitos exploratérios, tais como verificar

desvios da suposi¢ao de normalidade e assimetria (positiva ou negativa) presente nos

dados.

Assim, a distribui¢ao condicional de z; dado (Y;, U;) = (y;, u;) pertence a familia de
distribui¢oes skew-nomal estendida (EST) proposta por Azzalini & Capitanio (1999) e

sua pdf é dada por
1
(k12 (ug) Ay)

onde a; e A; sdo dados em (6.12), A\, e A, estao definidos na Proposi¢ao 6.2.1. Assim,

f(«’fi|Yz', Us, 9) = ¢($¢|Mz + Ayai, /ﬁ(ui)/\z)‘b("flﬂ(Ui)¢;1/2)\x(«’fi - Mz)):

segue do Lema 2 em Lachos et al. (2010) que

E[J,'1|YZ =Y. Uz = Uyq, 0] = Ug + Axai + H1/2(U1’)W<I>(H_1/2(U1')A1')Ax.
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O estimador de z; que minimiza o erro quadratico médio (MSE), obtido através da

média condicional z; dado Y; = y;, pode ser expresso como

7(0) = E[x|Y; =y, 0] =E[E[x;|U;,Y; =y,;,0]|Y;=y,0],

onde n_y; = B["2(U)Ws(k™"/2(U;)A;)|yi]. Expressoes explicitas de 7_,; para as
distribuicoes skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada podem ser obtidas da
Proposicao 2.2.1. Na prética, o estimativa de Bayes empirica de z;, T;, pode ser obtida,

avaliando (6.13) em 6.

O modelo SMSN-G dado em (6.1)-(6.2) considera duas fontes de variacao que podem
gerar “outliers” na componente do erro (e-“outliers”) bem como na componente da
varidvel latente (z-“outliers”); veja, por exemplo, Pinheiro et al. (2001) e Osorio et al.
(2009). Entao, substituindo @ em x;(0) por suas estimativas atuais, estendemos os
resultados desenvolvidos por Pinheiro et al. (2001) e Osorio et al. (2009) para os casos

t-Student e normal, respectivamente através da seguinte decomposicao da distancia de

-~

Mahalanobis d;(6) = (y; — ﬁ)Tffl(yi — ) dada por

N R . 1 . ~
di(0) = eiTD_l(¢)ei + A—Mii = de; + dy;, (6.14)

xT

onde &, =y, — i — 1,y é o residuo estimado, com fi,; = A,a;.

Uma investigacao de influéncia é um passo importante na andalise de dados apés
a estimacao das quantidades de interesse. Dessa forma, um estudo para avaliar a
sensibilidade dos resultados obtidos pode ser realizado através da andlise de influéncia

local.
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6.3 Influéncia Local

Nesta secao, derivamos a curvatura normal para o modelo de Grubbs misturas de escala
skew-normal. Analogamente ao desenvolvimento apresentado na Secao 1.4.1, obtemos
a curvatura normal usando a funcao-Q (Zhu & Lee, 2001) como medida de influéncia.

S 9%Q(0]6) 3%Q(0,w|0)

Os detalhes do calculos da hessiana Q(0) = 000" ° da matriz V, = 09T

sao dados abaixo.

6.3.1 Matriz Hessiana

Seja @ = (0 ,0,)" o vetor de parametros de interesse, onde 0; = (a',¢')" ¢ 8, =
(fzy b2, Az) . Para o modelo definido em (6.1)-(6.2), temos que a matriz hessiana é

dada por Qp(8) = .7, Q:(8) com

_82@'7(9@ _ Ql,i(el) 0

2i(0) = = )
Qi(0) 00007 0 Q2.(65)

)

onde Ql,i(el) = —82Q12(01|§)/801801T [§] Qg,i(eg) = —82Q21(02|§)/80280; tém os
seguintes elementos (Magnus & Neudecker, 1988)

02Q1:(01, w,|0)

~ - T
—Uillp)D 1(¢)H(p)7

Jdada”
0°Q14(01, wo|§) ~ —~ _
dbdaT (—u;D(y; — a) + ux;1,) D 2(¢)]I2;)),
2 y 0 —_—
TLAT ) [3D(6) ~ B0y, ) + 20Dy, — ) = WL D7)
0?Q2:(02,w,|0) iﬂ

Opta Ot S
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82Q2i(02,w0|§) B Az (1 _|_)\i)1/2 T (1 +)\2)

= ———p —ul; == B,
D204 202
32Q2i(92,wo|§) o 2X (1+2)7) i
Odde b @Pa4a)z
PQu(Orwl6) _ 1 3+ (14N
06,00, 262 w2
02Qyi (03, w,|0 1422 Ao
@2i(82, wo|6) = 352 :) By + — Bsi,
0*Qai(02,w,0)  (1—23) Lo = AB+2Y)
N0y T+ 2)2Z g PTG ey
onde I, = [0,,1,], tal que 0, = (0,...,0)" é um vetor de dimensdo ¢ x 1 e I, é matriz
(p) g q q

identidade q X q, By = Tty — UZi, By = ut;jiy — utz; e By = ua?; + U2 — 20T ;[

6.3.2 Esquemas de Perturbacao

Para cada um dos esquemas de perturbagao, obtemos a matriz V. Antes de obtermos
as matrizes para avaliar influéncia local para os esquemas de perturbacao prospostos,
notamos que a matriz Q(;(a) é bloco diagonal com blocos Ql(al) =0 ey (32) = Q».

Assim, temos que para qualquer vetor unitario d

Cloa = Clo.a(01) + Cro.a(8s),

onde Cjpa(61) = 24"V, (1) "Aiw,d e Cppa(8s) = 2d7V, (—Q2)  Asw,d,
com Vi, e Vo, definidas abaixo para cada esquema de perturbagao. Nesta se¢ao,
obtemos resultados similares aos encontrados em Lachos et al. (2007h), mas neste caso
0, = (aT,ch)T. Os esquemas de perturbacao propostos para o modelo SMSN-G
também foram considerados por Lachos et al. (2007b) e Osorio et al. (2009)
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Ponderacao de Casos

Considere a inclusao de pesos para cada unidade experimental no valor esperado da

fungao log-verossimilhanga dos dados completos (fun¢ao-Q perturbada) como
Q(.w6) Zwl i(0lye)] = > Quil01,wil0) + > Qui(0:,wil6),
i=1 i=1

onde w = (wy,...,w,) é um vetor de dimensio n x 1, w, = 1,, Q1;(01,w;]8) =
w;Q1:(01 |§) e (Q2;(62, wz|§) = wiQQi(02|§), tal que (Q1;(6, |§) e QQ,‘(02|§) estao definidas
m (6.10) e (6.11), respectivamente. Alternativamente, podemos pensar em duas ou-
tras sub-perturbacoes definidas por i) Q(8, w|6) = Sor Q6 w;|6) +> Q2:(6]9)
e i) Q(8,w|0) = Yo Q1:(6,]0) + i (02:(82, wi|6) que serdo avaliadas baseadas em
CfQ’d(/él) e Cnyd(b\g), respectivamente. Sob este esquema de perturbacao, as matrizes
Viw, ¢ Vaw, sdo dadas por Viw, = (Viw,, - Viw,) ' € Vaw, = (Vaw,, -, Vow, )T,
respectivamente, onde os elementos de V¢, = 8%Q1;(0, w,|6)/060,0w; e

Vow, = 82Q2i(92,w0|§)/3928wi sao

82Q1:(01, w,|0)

daduw; = WlyD H(¢)(y; —a) —uz D H(P)1,,
82Q i 0 y Wo b\ 1 ~ T ) -
18(¢5w~ u B [ — D(¢) +u:;D*(y; — a) — 2uz; D(y; — a) + uaL,| D% (¢)1,,
200..(0 9 o~
9 Qz/& 28’:°| ) = 2(%/% ux; + ut;Ty),
82 7 0 sy Wo g 1 )\ 1 )\2 1/2 ]- )\2
Q?( 2, W | ) - _ + ( + ) 2 + - m-B3la
Db, 20, 263/ 203
20y 0 — 2)7
0°Q2i(04,w,|0) _ Ao ﬁBgi — Agut?; — (L+2);) 2i5
0N, O 1+22) ¢, L1+ 232
onde ]I(P) = [Oq: Iq]a tal que Oq = (0: R O)T ¢ um vetor de dimensao ax e Iq ¢ matriz

identidade ¢ X q, By; = Uifty — UZi, Boi = utijiy — utz; e By = @l + Uit — 2UT ;-
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Perturbacao das Observacoes

Consideramos perturbacoes aditivas nas medicoes obtidas através dos instrumentos
usados no estudo. A perturbacio das observagoes (y{,...,y, )" é introduzida substi-
tuindo y; por y;(w), onde w é o vetor de perturbacao. Abordamos os seguintes casos

de interesse:

(1) Perturbacao simultanea das medigoes fornecidas pelos p instrumentos: y;(w) =

T T

y; + w;, onde w = (w],...,w, )T é um vetor de perturbacio np x 1 e

(2) Perturbagao das medicoes fornecidas por um instrumento particular: y;(w) =
y; + wiCpm, onde ¢, denota o vetor p x 1 de zeros com 1 na m-ésima posicao e

w = (wy,...,w,)" é um vetor de perturbagio n x 1.

Em ambos os casos, w, = 0 e a funcao-Q perturbada é dada por
Q(0, w|§) = Z i (01, wz|§) + Z QZi(92|§)a
i=1 i=1

onde Q1;(6, wl|§) estd definida em (6.10) alterando y;(w) com y;. Sob este esquema de
perturbacao, o procedimento de influéncia local é baseado na C’fQ,d(/O\l), onde Vi, =

(Viw,s - Viw,) ', com Vi = 0%Q1;(01, w0|§)/8018wiT, cujos elementos sao

82Q¢ 0 , Wy b\ —~ -
101,96l0) oy D (e)p,.,

808(.0,‘_1—
PQui(01,w,l0) o
onde I,y = [04, 1], tal que 0, = (0,...,0)" é um vetor ¢ x 1 e I, é a matriz identidade

qXxq, p,, = 1 sob o esquema de perturbacao dado no item (1) e p,, = ¢, sob 0 esquema

de perturbacao dado no item (2).
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Perturbacao Vicio Multiplicativo

Considere o modelo perturbado y; = a+b,z; +¢€;, i =1,...,n, onde b, = (1,w")T,

com w € RP™' e 0 modelo postulado ¢ obtido considerando w, = 1, ;. Note que sob
a distribuicdo normal este modelo foi originalmente proposto em Barnett (1969) e b,
esta associado com o vicio multiplicativo dos instrumentos de medicao. A funcao-Q

perturbada ¢ dada por

QO.wlB) = D Qu0wl0)+) Qu(6:]0),
=1 =1

onde Qui(61,[8) = —1 oa(ID(@))) — 5[0y — ) D (B)y: — a) — 2y -
2) D ()b +

k
b D'(¢)b,]. Sob este esquema de perturbacio, temos V¢, =
S 0%Qu(0y, wo|§)/8018wT, cujos elementos sao

82Q1i (91, Wy |§)

— - T
_U.xl]:[(p)D ! (q,))]:[(p),

dadw T
°Q1i(61,w,|6) _ — N\
b = <—uxiD(yi —a) +ux2z-1p) D ()],
onde I(,) = [0,,1,], tal que 0, = (0,...,0)" é um vetor ¢ x 1 e I, é a matriz identidade

qgxq.

Em seguida, com o intuito de ilustrar a metodologia desenvolvida, apresentamos

uma aplicacao em um conjunto de dados reais.

6.4 Aplicacao: Conjunto de Dados Barnett

Nesta aplicacao, consideramos o conjunto de dados apresentado por Barnett (1969) em
que ¢é avaliada a qualidade de dois métodos, um de tipo padrao e outro novo, utilizados

por operadores experientes e nao experientes para medir a capacidade vital pulmonar
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num grupo de n = 72 pacientes. Dessa forma, como em Montenegro et al. (2009¢), as

seguintes combina¢oes método/operador serao avaliadas (j = 1,...,4):
e Método padrao e operador experiente.
e Método padrao e operador nao experiente.
e Método novo e operador experiente.
e Método novo e operador nao experiente.

Nesta aplica¢ao, o termo instrumento refere-se as combinagoes método/operador. Este
conjunto de dados ja foi analisado sob o modelo N-G por Lachos et al. (2007b) e sob o
modelo SN-G por Montenegro et al. (2009b) e Montenegro et al. (2009¢), nos contex-
tos de estimagao e influéncia local. Conforme descrito em Montenegro et al. (2009¢),

consideramos as medicoes divididas por 100 para melhorar a estabilidade numérica.

0.06
|

0.05
1

0.04
1
\

Density
0.02 0.03 X
| |
25 30
| |

0.01
1
15

0.00
L
10
1
o

10 15 20 25 30 35 40 45 -2 0 1 2

Empirical Bayes estimates of the latent variable Quantiles of Normal

Figura 6.1: Dados Barnett: Histograma e o grafico Q-Q normal das estimativas de Bayes

empiricas de x; sob normalidade.
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Com o intuito de verificar a existéncia de assimetria e caudas pesadas na resposta
latente (x;), consideramos, inicialmente, um modelo N-G para os dados e calculamos
as estimativas de Bayes empiricas de x;. Com propoésitos exploratérios, a Figura 6.1
mostra o histograma e o grafico Q-Q normal para as estimativas de Bayes empiricas
de z;. Observa-se que a distribuicao da variavel latente apresenta assimetria positiva e
assim, o modelo gaussiano pode nao fornecer um bom ajuste. Além disso, o histograma,
das medic¢oes observadas para o instrumento de referéncia, nao mostrado aqui por brevi-
dade, claramente suporta o uso de distribuicoes assimétricas com caudas pesadas; veja
Montenegro et al. (2009b). Dessa forma, o ajuste do modelo SMSN-G para esses dados

parece adequado.

De acordo com as observacoes acima, consideramos uma distribuicao SMSN para x;
e uma distribuicdo SMN para €;, conforme o modelo definido em (6.1) e (6.2). Nesta
aplicacao, consideramos as distribuigoes skew-normal (SN), skew-t (ST), skew-normal
contaminada (SCN) e skew-slash (SSL) pertencentes a classe SMSN para propdésitos

comparativos.

A Tabela 6.1 apresenta as estimativas de méaxima verossimilhanca e seus respec-
tivos desvios padroes assintoticos estimados, calculados através da matriz informacao
observada, para os modelos N-G e SMSN-G. Entretanto, nossa experiéncia em estimar
a variancia assintética do estimador de maxima verossimilhanca de A indica que ele
é tipicamente superestimado; veja Montenegro et al. (2009b), por exemplo, para uma
discussao detalhada sobre este assunto. Além disso, de acordo com Lange et al. (1989),
escolhemos o valor de ¥ maximizando a funcao verossimilhanca perfilada. Usando este
procedimento, encontramos v = 9.6560 para a ST, temos v = 2.4915 para a SSL e

obtemos v = 0.6260 e v = 0.2992 para a SCN.



160

6. Modelo de Grubbs Misturas de Escala Skew-Normal

Em seguida, comparamos os modelos N-G e SMSN-G, inspecionando o critério de

informacao AIC, por exemplo. Este indica que os modelos assimétricos com caudas

pesadas apresentam um melhor ajuste, sugerindo dessa forma, a violagao da suposicao

de simetria dos dados. Adicionalmente, substituindo as estimativas de maxima, veros-

similhanca de @ na distancia de Mahalanobis d;, construimos os envelopes simulados,

apresentados na Figura 6.2; veja Montenegro et al. (2009b) para mais detalhes. Pela

Figura 6.2, temos fortes evidéncias de que as distribuicoes assimétricas com caudas pe-

sadas sao mais apropriadas para este conjunto de dados do que as distribui¢oes normal

e skew-normal. Por brevidade, o envelope do modelo SSL-G ajustado é similar ao do

modelo ST-G e nao serd mostrado aqui.

Tabela 6.1: Dados Barnett. Estimativas de maxima verossimilhanca para os modelos ajus-

tados. Os valores SE, entre parénteses, sao os desvios padroes assintéticos estimados.

Parametro

Normal

Estimativa (SE

SN
Estimativa (SE)

ST
Estimativa (SE)

SSL
Estimativa (SE)

SCN
Estimativa (SE)

-0.9750 (0.3610
-1.4389 (0.3657
4.9979 (0.9947)
1.4129 (0.5698)
(
(

)
-0.7042 (0.2984)
)
)

4.3831 (0.9742)
4.6330 (1.0321)
22.4611 (0.9711)
62.9065 (10.6442)

-0.7042 (0.2961)
-0.9750 (0.3649)
-1.4389 (0.3693)
5.0612 (0.9888)
1.2515 (0.5641)
4.5266 (0.9997)
4.7578 (1.0646)
12.1534 (1.3941)

168.9810 (39.9995)

5.6843 (3.8465)

-0.6735 (0.2690)
-1.0365 (0.3484)
-1.3660 (0.3549)
3.7388 (0.8320)
0.8924 (0.4565)
3.7256 (0.8868)
4.0136 (0.9739)
12.2555 (1.5584)

141.9690 (39.7241)

5.2148 (3.9439)

-0.6992 (0.2758)
-1.0801 (0.3547)
-1.4435 (0.3620)
2.8879 (0.6497)
0.6800 (0.3542)
2.8951 (0.6731)
3.1342 (0.7423)
12.2459 (1.5601)

108.1170 (29.3612)

5.3509 (4.0655)

-0.6231 (0.2651)
-0.8835 (0.3366)
-1.1897 (0.3382)
1.9789 (0.4097)
0.4919 (0.2323)
1.7813 (0.4339)
1.8736 (0.4594)

12.2579 (1.6967)
73.3300 (22.3333)
5.0883 (4.1955)

-747.7896
1513.6000

-742.8945
1505.8000

-740.2310
1502.5000

-741.4170
1504.8000

-738.6340
1501.3000
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Theoretical quantiles Theoretical quantiles

Figura 6.2: Dados Barnett. Envelopes simulados.

Com a finalidade de identificar as observacoes aberrantes, a distancia de Maha-
lanobis foi considerada; veja os resultados descritos na Proposicao 2.2.8 para mais
detalhes. A Figura 6.3 ilustra tal distancia para os modelos ajustados, sendo que o
grafico da distancia de Mahalanobis para o modelo SSL-G ¢é similar ao do modelo ST-
G. Podemos observar pelos graficos que as observacoes 4,25,54 e 67 sao detectadas
como “outliers” para os modelos ST, SCN e SSL. Adicionalmente, as observagoes 1 e
72 aparecem como “outliers” para o caso SN e as observacgoes 1,23 e 62 para o caso
normal. Proveniente do algoritmo tipo-EM, os pesos estimados (@;,i = 1,...,72) para
essas observacoes sao menores quando consideramos os modelos SMSN-G com caudas
pesadas (veja a Figura 6.4), confirmando a flexibilidade das estimativas de méxima

verossimilhanca desses modelos contra observacoes atipicas. Para os modelos normal e
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skew-normal u; = 1 Vi e estao mostrados como uma linha tracejada na Figura 6.4.

Figura 6.3: Dados Barnett.
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ajustados, considerando ¢ = 0.95.
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Gréficos da distancia de Mahalanobis para quatro modelos

As distancias estimadas de; (Error) e d,; (Latent), definidas em (6.14), estdo a-

presentadas na Figura 6.5 para o modelo SN-G. As observacoes 4,25 e 67 apresentam

apenas valores grandes da distancia de;, sugerindo que sao e-“outliers”. Além disso,

as observacoes 1,23 e 54 possuem valores grandes da distancia d,;, sugerindo que sao

x-“outliers”. O grafico da distancia d,; destaca também as observacoes 3, 14,30 e 58

como z-“outliers”. Note que esta conclusao nao é possivel a partir da Figura 6.3. Para

os modelos N-G, ST-G, SSL-G e SCN-QG, observa-se os mesmos resultados.
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(Latent) estimadas pelo ajuste SN.
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A seguir identificaremos as observacoes influentes do conjunto de dados de Barnett
utilizando a quantidade M (0), calculada através da curvatura conformal By, ., obtida
considerando ponderacao de casos e os esquemas de perturbacao nas observacoes e vicio
multiplicativo. As Figuras 6.6, 6.7 e 6.8 apresentam os gréficos de M (0) para os quatro
modelos selecionados. Na Figura 6.6, nota-se que sob o modelo SN-G, as observagoes 4 e
67 (detectadas como “outliers” na Figura 6.3) sdo identificadas como influentes. Como
esperado, sob a perturbacao ponderacao de casos, a influéncia de tais observacoes é re-
duzida quando consideramos distribui¢oes com caudas mais pesadas que a skew-normal,

em particular as distribuicoes skew-t e skew-slash.

Na Figura 6.7, sob a perturbacao simultanea das observagoes fornecidas pelos ins-
trumentos, alguma influéncia é apreciada sob o modelo SN-G quando as medicoes do
item 14 sao perturbadas. Diferentemente, o item 18 é detectado como influente sob os
modelos ST-G e SSL-G. Note que sob este esquema de perturbacao, o modelo SCN-G

parece acomodar melhor as observagoes influentes.

Na Figura 6.8, apresentamos os graficos de influéncia local para a perturbacao vicio
multiplicativo. Uma vez que os valores de M (0) sdo bastante diferentes, podemos con-
cluir que a suposicao de igualdade dos vicios multiplicativos nao ¢é plausivel e parece
mais apropriado modificar o modelo incorporando o vicio multiplicativo dos instrumen-
tos. Dessa forma, um modelo de calibragao (Barnett, 1969) pode ser mais apropriado
para modelar este conjunto de dados; veja Lachos et al. (2009) para mais detalhes sobre
o modelo de calibracao sob a classe de distribuicoes SMSN. Esta conclusao concorda

com os resultados dos testes de hipéteses, considerados em Montenegro et al. (2009b).
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Figura 6.6: Dados Barnett. Gréficos de M(0) sob ponderacido de casos para os quatro
modelos ajustados. A linha horizontal delimita a marca de referéncia de Lee & Xu (2004)

para M(0) com cx = 3.

Como sugerido por Lee et al. (2006), usamos as quantidades TRC e MRC, definidas
em (4.8), para revelar o impacto das observagoes influentes detectadas nas estimativas
de maxima verossimilhanca de 8. A Tabela 6.2 apresenta estas medidas, considerando
diferentes modelos, quando excluimos as observacoes 4 e 67. Note que a maior mudanca
ocorreu sob a distribuicao skew-normal. Como esperado, os resultados indicam que
as estimativas de méaxima verossimilhanca sao menos sensiveis & presenca de dados
atipicos quando usamos distribuicoes com caudas mais pesadas que a SN, fato também

observado nos trés esquemas de perturbagao desenvolvidos nesta ilustracao.
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Figura 6.7: Dados Barnett. Gréficos de M(0) sob a perturbacdo simultinea das medicoes
fornecidas pelos instrumentos para os quatro modelos ajustados. A linha horizontal delimita

a marca de referéncia de Lee & Xu (2004) para M(0) com cx = 3.

Tabela 6.2: Dados Barnett. Comparacao das mudangcas relativas nas estimativas de méxima

verossimilhanca em termos de TRC e MRC para os quatro modelos SMSN selecionados.

Observacao Distribuicico TRC  MRC

4e67 SN 1.1860 0.2396
ST 0.9130 0.1519
SSL 0.9765 0.1578

SCN 1.1314 0.2241
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Figura 6.8: Dados Barnett. Graficos de M(0) sob a perturbacao vicio multiplicativo para os

quatro modelos ajustados.
6.5 Observacoes Finais

Neste capitulo, propomos uma metodologia robusta para os modelos SMSN-G que con-
sidera assimetria e/ou caudas pesadas, permitindo analisar dados em uma ampla var-
iedade de situacoes. Para esta classe de modelos flexiveis, apresentamos um algoritmo
tipo-EM para estimacao por maxima verossimilhanca e um estudo de influéncia local
para avaliar a sensibilidade dos resultados no processo de estimacao dos parametros.
Expressoes explicitas para a matriz V foram obtidas sob diversos esquemas de per-
turbacao. Ressaltamos, entretanto, que outras esquemas de perturbacao podem ser

desenvolvidos de forma andloga. Os resultados obtidos neste capitulo concordam com



168 6. Modelo de Grubbs Misturas de Escala Skew-Normal

os apresentados por Montenegro et al. (2009¢) e Osorio et al. (2009).



Capitulo 7

Consideracoes Finais

7.1 Conclusoes

Em resumo, nesta tese discutimos varios aspectos envolvendo modelos lineares sob a
classe de distribuicoes misturas de escala skew-normal. Um dos aspectos abordados
foi o desenvolvimento de técnicas de estimacao nos modelos lineares SMSN, especifica-
mente no modelo de regressao linear, no modelo linear misto e no modelo de Grubbs.
Para estimacao via maxima verossimilhanca, a densidade marginal das quantidades en-
volvidas foi obtida de modo que os estimadores podem ser obtidos diretamente através
de alguma técnica de maximizagao, usando programas estatisticos, tais como R e o
Matlab, por exemplo. Alternativamente, o algoritmo EM foi proposto, explorando
as propriedades estatisticas discutidas para a classe de distribui¢oes misturas de es-
cala skew-normal. Uma das caracteristicas dessa classe rica de modelos é que as dis-

tribuicoes SMSN podem naturalmente atribuir pesos diferentes para cada observacao e

169
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consequentemente controlar a influéncia da observacao no processo de estimacao, por
exemplo. Dessa forma, um procedimento de estimacao robusto as observacoes aber-
rantes e/ou influentes foi considerado neste trabalho. Adicionalmente, mostramos que
critérios de informacao usuais, tais como, AIC, BIC e HQ podem ser usados para detec-
tar afastamentos da normalidade e selecionar a distribuicao dentro da classe SMSN que
melhor se ajuste aos dados. Com o intuito de desenvolver procedimentos bayesianos
de estimacao, desenvolvemos uma classe alternativa de distribuicoes SMSN que genera-
liza as distribuigoes assimétricas introduzidas por Sahu et al. (2003) e Arellano-Valle
et al. (2007), por exemplo, amplamente aplicadas em andlises bayesianas. Neste sen-
tido, propomos algumas extensoes unificadas da classe de distribuicoes SMSN e que
fazem da inferéncia bayesiana uma alternativa viavel para tratar os modelos lineares.
Em particular, propomos o modelo de regressao sob a classe alternativa de distribuicoes
SMSN e desenvolvemos um procedimento bayesiano de estimacao para tratar tal mo-
delo. De uma forma geral, propusemos estratégias inferenciais necessarias para abordar
analises de possiveis dados com caracteristicas assimétricas, inclusive no contexto de
dados parcialmente observados (“missing values”). Neste contexto, propomos um al-
goritmo simples para estimacao dos parametros e imputacao de dados ausentes com
estrutura SMSN, pois consideramos diretamente o algoritmo EM desenvolvido para da-

dos completamente observados.

Outro aspecto abordado foi o desenvolvimento de métodos de diagnostico nos mo-
delos lineares SMSN, especificamente no modelo de regressao linear, no modelo linear
misto e no modelo de Grubbs. De acordo com Pinheiro et al. (2001) e Osorio et al.
(2007), a distancia de Mahalanobis foi considerada para identificar possiveis observagoes
atipicas que podem prejudicar o ajuste dos modelos bem como as inferéncias estatisticas.

Neste contexto, estendemos alguns resultados propostos por Pinheiro et al. (2001) para
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o caso t-Student, desenvolvendo para o modelo linear misto e para o modelo de Grubbs
no contexto assimétrico a decomposicao da distancia de Mahalanobis em duas partes,
uma relacionada com o componente erro e a outra com o componente aleatério do
modelo. Decomposicao que fornece uma forma simples de calcular a distancia de Ma-
halanobis bem como estatisticas de diagnéstico tteis na identificacao de observacoes
extremas para o componente erro e/ou componente aleatério do modelo, fato que nao
pode ser concluido simplesmente através da distancia de Mahalanobis. Além disso, a
metodologia de influéncia local proposta por Zhu & Lee (2001) pertinente aos modelos
lineares SMSN foi desenvolvida, considerando alguns esquemas de perturbacao de in-
teresse. Temos notado que, para algumas aplicacoes, os modelos lineares SMSN com
caudas mais pesadas que a distribui¢ao skew-normal (normal) tendem a acomodar me-

lhor as observagoes aberrantes e/ou influentes.

Os resultados obtidos foram aplicados em conjuntos de dados reais ou simulados.
Foram utilizados os programas estatisticos R, Matlab e WinBUGS para as programacoes
dos procedimentos de estimacao e diagnéstico dos modelos estudados. Disponibi-
lizamos alguns cdodigos em que as analises descritas neste trabalho podem ser reali-
zadas. Informacoes rela-tivas a tais cédigos estao disponiveis no seguinte endereco

http:// www.ime.unicamp.br/~hlachos/ListaPub.html.

Para o leitor interessado em aplicar a metodologia desenvolvida nesta tese com o ob-
jetivo de analisar um conjunto de dados, recomendamos como passo inicial uma analise
exploratéria dos dados. Na pratica, muitas vezes usamos histogramas e gréaficos Q-Q
normal dos dados (por exemplo, no modelo de regressao linear) ou das estimativas de
Bayes empiricas dos efeitos aleatdrios sob normalidade (por exemplo, no modelo linear

misto) com propdésitos exploratérios, tais como verificar desvios da suposi¢ao de nor-
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malidade e assimetria (positiva ou negativa) presente nos dados. De acordo com as
observacoes acima, ajustamos um modelo para o conjunto de dados, tais que as estima-
tivas de maxima verossimilhanca dos parametros de interesse sao obtidas via algoritmo
EM e seus respectivos desvios padroes assintoticos estimados sao calculados através
da matriz informagao observada. Para avaliar o ajuste do modelo proposto, sugerimos
a construcao de envelopes simulados e a inspecao de alguns critérios de informacao,
tais como AIC, BIC e HQ, por exemplo. Supondo que ja assumimos um determinado
modelo como correto, uma investigacao de influéncia é um passo importante na analise
de dados apds a estimacao dos parametros. Isso pode ser realizado através da andlise

de diagnéstico de influéncia.

Concluindo, esta tese é um esforco inicial para apresentar alguns topicos nesta area

de pesquisa e divulgar a utilidade da mesma.

7.2 Perspectivas Futuras

Vérias linhas de pesquisa podem ser ainda consideradas, tais como:

e Estudar as distribuicoes gaussiana inversa skew-normal com a finalidade de in-
troduzir mais propriedades e discutir alguns aspectos inferenciais, incluindo o
algoritmo EM para a obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanca dos

parametros de interesse, bem como a questao de identificabilidade.

e Propor residuos para os modelos estatisticos lineares sob a classe de distribuicoes

SMSN.

e Outras medidas de diagnéstico para os modelos lineares SMSN podem ser derivadas

da metodologia proposta por Zhu & Lee (2001), tais como distancia de Cook, afas-
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tamento pela verossimilhanca e leverage generalizado, todas baseadas na funcao

de verossimilhanca completa.

e Estender os resultados de estimacao e diagndstico encontrados para os modelos

nao-lineares sob a classe de distribui¢oes misturas de escala skew-normal.



Apéndice A

Resultados Adicionais do Capitulo 2

A.1 Lemas da Secao 2.2

Lema A.1.1 Considere que Y ~ SMSN,(p, X, X\;H), U ~ H ¢ a varidvel de mistura

eg:R — R é uma funcao mensurdvel. Entdo,
Elg(U)|Y =y] = (2fo(3>’)/f(y))/0 g(u) @ (k"2 (u) A)ho (uyo)du,

onde A = X'yo, com yo = 2_1/2(y — ), fo € a pdf de Yo ~ SMN,(p,3;H) e
Uy 2UIY, = y.

Prova Para o caso em que U é (absolutamente) continua, considere h(u;v) sendo a pdf
de U, h(uly) = f(y|u)h(u;v)/ f(y) sendo a pdf condicional de U dado Y =y e ho(u|yo)
sendo a pdf condicional de U dado Y, =y, onde Yo|U = u ~ N,(p, k(u)X). Desde
que h(uly) = f(ylu)h(u;v)/f(y) e ho(uly) = &p(y; p. (W) E)h(u;v)/ foly), onde fo é
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a pdf de Yo, para qualquer funcio integrével g(u), temos que
Ela(O)IY =] = (/50 [ o) (slhlus )
— U)oyl ) )b )8 ) A)d
= /) [ oyl ) B ) A)du
= ROIIED [ ool W A ha(uly)du

A prova quando U ¢ discreta é andloga se substituimos [ por ).

Lema A.1.2 Se Y ~ SN,(A), para quaisquer vetor fizo p-dimensional b e matriz B
(p X p), temos que

E[Y'BYb'Y]= —\/g[(éTBé +tr(B))b'é + 26 'Bb,

onde § = A/V 1+ AT,

Prova A prova segue usando a representacao estocastica do vetor aleatério skew-normal
dada em (2.4) e os momentos E[|Xg|] e E[|X,]?], onde X, ~ N(0,1) (Arellano-Valle
et al., 2005).

A.2 Esboco da Prova da Proposicao 2.2.5

Considere que Y|U = u ~ SN,(p, 6(u) X, X), Y1 |U = u ~ SN, (py, 6(u) X1, E}{Qﬁ) e
que a densidade f(y2|y1,u) = f(y|u)/f(yi|u) pode ser escrita como
e (W (y — m))

Ok 2(w)o" (y1 — py))
A prova segue diretamente da funcao geradora de momentos baseada na densidade

f(ya2ly1, u) = dpp)(Yaltoq, £(u)Eoz1)

condicional acima. Os detalhes dos cdlculos sao similares aos dados em Lin & Lee

(2008).



Apéendice B

Resultados Adicionais do Capitulo 3

B.1 Lemas da Secao 3.2

Lema B.1.1 Se Z ~ SSN,x(A,), para quaisquer vetor fito b € R™ e matriz B €

R™*P de posto completo, temos que

1
MBZ+b(3) = 2k exp <Sb + §8TBBTS) (I)k(A*TBTS), s € RP.

Prova A prova segue diretamente da Proposicao 2.4 em Arellano-Valle & Genton

(2005), com b = p, B=xs2(U)QY2, Q=S+ AAT e A, = Q7/2A.

O lema seguite é uma extensao dos resultados obtidos por Azzalini & Capitanio

(2003) no contexto univariado, 1til para avaliar a pdf da distribui¢ao SST.
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Lema B.1.2 Se U ~ Gamma(a, (), para quaisquer vetor B € RP e matriz definida

positiva (p X p) X, temos que

B(8,(BVTI®)} = T,(, [BIE:20),
onde T,(:|3;v) especifica a cdf de uma distribuicao t-Student p-variada.

Prova Considere que V ~ N, (0,X). Entao, temos que

E{®,(BVU|Z)} = Ey{P(V <BVulU=u)}
A

= EU{P(W < \/gBW =u)}

— P(T< \/gB),

onde claramente, T = tem uma distribuicao t-Student multivariada, o que

vV
(UB/a)/?

conclui a prova.

B.2 Distribuicoes Posteriores Condicionais para os

Casos SMSN

e Distribuicao Skew-t

Considere que v é um parametro escalar e que quando v = 1, obtemos a distribuicao

skew-cauchy. Neste caso, adotamos a distribuicao priori exponencial truncada para v,

denotada por E(g)]I@,oo). A distribuigao posteriori condicional definida em (3.17) é

Uil0,t,y ~ Gamma(p +v/2;v/2 4+ C;/2),
onde

Ci=(yi — XiB— Aty) T3 (yi — XiB — Aty) + ] t 15,50y (B.1)
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A distribuicao posteriori condicional completa de v é
T(v]61,u,t,y) o (27T (v/2)) 7™ x

exp (—g [ (u; —logu;) + o

i=1

3

)]I(Q,oo). (B.2)

n

1

Note que m(v|01,u,t,y) < 7 (V) X Gamma(% +1, 5 Z(uZ — logu;) + 0)I(2,0), onde
i=1

m(v) = (22T (v/2)) ™ e 8, = (B",4",AT)". Observe que a distribui¢io dada em

(B.2) nao tem forma fechada, mas o método Metropolis-Hastings pode ser utilizado.

o Distribuicao Skew-Slash

Considere que v é um parametro escalar. A distribui¢do Gamma(a, b)I{,~q) com
valores positivos e pequenos para a e b (b < a) pode ser adotada como distribui¢ao
priori para v. Isso é conveniente para trabalharmos com familias conjugadas. Neste

caso, a distribuicao posteriori condicional completa para cada U; é
Uz|07 t7 y ~ Gamma(p + l//2a Ci/Q)]I{U<ui<1}7

em que C; estd definido em (B.1).

Adicionalmente, a distribui¢do posteriori condicional completa de v é

n+a—1

m(v|0,u,t,y) o« v X

exp (—1/ [b — i log uZ] ) Iips13s (B.3)

i=1

isto ¢, |0, u,t,y ~ Gamma(n +a,b—>"_ logu;)I;,~1}, onde 6, = BTy, AT,
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e Distribuicao Skew-Normal Contaminada

Os dois possiveis estados para os pesos u; sa0 vy ou 1, com v = (vy,15)". A dis-
tribuigao U(0, 1) é usada como priori para v, e uma distribuigdo Beta(a,b) é adotada
como priori para vy com o intuito de trabalharmos com familias conjugadas. A dis-

tribuicao posteriori condicional completa para cada U; é proporcional a

p 1 : _
vivy exp{—35nCi}, if u; =1

(B.4)
(1 — V1) eXp{—%Ci}, if U; = 1,

em que C; estd definido em (B.1) e a distribui¢ao posteriori condicional completa de v,
é

@+ ”_127:1” —1) i ui— e
71-(V1|027u7t7y) X 2 X (1—1/1) 1—1/2 7

isto é,

i=
]_—1/2 + ].—1/2

11|02,u,t,y ~ Beta (a +

n-— Z?:1 Us b ZTL_1 U; — m/2>
onde 8, = (B, 7", A", )",

A distribuicao posteriori condicional completa de v é

(n - Z?:l “1) (2?21 U; — TWQ)

T‘-(V2|037uat7y) X 1_1/2 X (]‘_l/l) 1_V2 ’

onde 05 = (BT,’yT, AT, v1)". Um interessante método Metropolis—Hastings para vy é

descrito em Rosa et al. (2003).



Apéndice C

Resultados Adicionais do Capitulo 4

C.1 Etapas do Algoritmo EM

Esta secao descreve alguns detalhes dos passos E e M do algoritmo EM, utilizado
para estimar os parametros do modelo de regressao linear sob a classe de distribuicoes

misturas de escala skew-normal (SMSN-RM).

e Passo E:

A notacao usada é a mesma da Se¢ao 4.2.1. De (4.2)-(4.4), temos que

f(yisti,uil@) = f(yilti, ui, 0) f(ti]wi, 0) f (ui|0)
= f(yil0)f(uilyi, 0) f (tilui, yi, )

e considerando sucessivamente o Lema 3 em Arellano-Valle et al. (2005), podemos ver
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que
TU; = u, Yi =y,0 ~ Ni(u)” i, M2)L0,00(:),
Y0 ~ SMSN,(X;3,X,\;H), i=1,...,n
e da Segao 2.2, os valores esperados condicionais de U;|Y; = y;, @ sdo conhecidos para

as distribuicoes particulares da classe SMSN consideradas. Entao, todos os valores

esperados condicionais necessarios podem ser obtidos percebendo que

B{UIT! Y, 0} = B{UIBAT; U, i} Y5, 0}, i = 1,....m.

e Passo M:

Para estimar o parametro 3, temos

~(k) n n
0Q:(0|6 ) 1 () Ton-1(k) (k+1) (B, o1 (R) 2 (B)
— B —5;% (2XDE V- XBT Y (-XDE AT =0,

Para estimar o parametro A, temos

0Q:(0/8" SR k) Lm0, (k) 1(k)
Q( | Z“t x,3")F l(k)l"(k)—EZth( \QAMFT WM _

2
i=1
Estimamos a matriz I' através de sua inversa I'"', lembrando que a solucio deve

ser simeétrica,

(k) n
0Q:(010 ) 1 n 1 (k)
—FaT = ——log|| — =) tr(I' A,
e pr | sl =5 AT
~ ~ 1 < ~ ~
_ _g [—2I‘(k+1)+dmg(r(k+l))} -5 [(Az(k) +A1(k) ) — diag(A)] = o,

1=

— =

~ (k) (k) ~ (K)T

—~ (k) ~ ~
eWAYT VAR
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C.2 Matriz Informacao Observada

Nesta secao, apresentamos os elementos necessarios para a obtencao da matriz in-
formacao observada, ttil para calcular os desvios padroes das estimativas de maxima
verossimilhanca dos parametros do modelo de regressao linear SMSN. Sem perda de
generalidade, reparametrizamos ¥ = D?(a), onde e = Vech(D), para facilitar a
obtencao da matriz informacao observada e as derivadas de primeira e segunda or-

dem de log|D|, A4; e d; sdo obtidas. A notac¢ao usada é a mesma da Se¢ao 4.2.2 e para

o vetor p-dimensional p = (p;...,p,)"T, usaremos a notacio Y, = dY(p)/dp,, com
r=1,2...,p. Dessa forma,
eD
0*log |D| : :
—— = —tr(D'D,D'D
ooy 0, x k)
® Az
0A; 0A; : 0A;
' — _X'D ' L= - A"D'D,D \(y; — u, =D Yy —
8,3 i ) aOék k (y uz)v OX (y uz)7
2. 2 A. . 2A.
LAzT = 0, 04 _ ~X/D'D,D '), 0 AZT = -X/D7,
0Bo3 0By OBOA
O2A. . : . :
. = A'DYD,D'D, +D;D'D,)D ! (y; — i,
darde, ( k + D D7 (yi — i),
0% A, T : D*A;
o . D—lD D_l, LR 0
DordN| SE T aaoT
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o dz
od; - od; e N
= 2X/D(yi— i), ~—=—(yi—p) D (DD ' +D 'Dy)D Hy; — ),
8,3 80ék
dd; d%d; d%d; - :
P= 0, ——_ =2X/D2X,, — =2X; D7/(DyD™" + D™'Dy)D ™ (yi — ),
X a[@aﬂ; i 8/880[k i ( k k) (y l‘l’z)
?d; 0 d%d; 0 9%d, _ o
BOA"T T BapdAT T aaoAT
2 - . . . . . . . .
88 gz = (yi—p)'D'(D,D'D;D'+D;D 'D,D '+ DD ’D;+D,D °Dy
Q00

D 'D,D'D, + D 'D;D'D,)D }(y; — ;).



Apeéendice D

Resultados Adicionais do Capitulo 5

Neste apeéendice, descrevemos os elementos da matriz hessiana Qg(ﬁ), usando a
metodologia de diferenciacdo matricial descrita em Magnus & Neudecker (1988). A
matriz hessiana é 1til para obter as medidas de diagnéstico de influéncia local para o
modelo linear misto misturas de escala skew-normal (SMSN-LMM). A seguir, os ele-

mentos de Qg(a) sao dados por

82Q1i(:87 U§|/9\)

Ui Tp-1

opoT o
82Q i ,@, O'g /é 1 B R o
9%Q14(3,710) n; 1 )
02007 = o1 oo (MR,
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2 . 0 ] .
PAEAD) L (0O T, - T N)

ttr (T (F@)GRF + FEHRF()) (1, ~T'N,))

1 17 R -1
—itr(l" I'(,) T T (\)T Ni>
—6(k)FT 'T'(a,)T ' (uth; — ut2;A)
+ <5(k)F(r)I‘*1 - 5TF(r)r*1r(Ak)r*1) (uth; — ul%A)
—ut?, 8 TR TR (k)T
PQoi(a, NO) 1 e .
e 5tr<l" I'(c,) I~ (a,)(I, — T Ni))
_%tr (0 (B0 + Fs)F(M) @1, - T'N))

1 o i iy
St (F I'(a,)T~'I(a,)T N,)
"y (f‘(as)F_lf‘(ar) + F(T)F_lf‘(as)) I (uth; — w?A)
—ut?,8 TF (r)T T (a8,
82Q2i(cx,)\|§) 1 —17 —17 —1
o = 3" (r TO)T O (I, - T NZ-)>
+%tr (r—ch";(z, k)F (I, — F‘1N¢)>
1 . .
—Str (I"II‘(Al)I"II‘()\k)I"lNi>
—§()FT'T (\,)T " (uth; — ut%;A)

+ (G(z, k)F — S(k)r—lr(z)) T (uth; — w%,A) — ut2:8(k)T'5(1),

onde M1 = ﬂz(yz — Xlﬁ) (y1 — XZ,B)T — 2Z21]\bz(yz — Xl,B)T + ZZIT}L)\21Z2—, Ni = IT}Z)\Z2 —
uth; AT - Autb, +u2AAT, T(\) = —FG(K)F, I(a,) = F(r)F+FF(r)—F(r)66 F—

: : JF . 06 268" - 9%66"
FO§'F(r), F(r) = — = =27 _ 999
00 F(r), F(r) o o(k) v G(k) IV G(L, k) NN
matriz identidade ¢ x ¢, i =1,...,n, r,s =1,...,dim(a) e [,k =1,...,q.

e I, denota a
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