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Resumo

Este trabalho estd dividido em duas partes principais. Na primeira desenvolvemos a
teoria basica das conexdes em fibrados principais procurando fazer uma ponte entre
a formulagéo local, tipica dos fisicos no estudo das teorias de calibre, e a formulagao
global, mais comum aos matemadticos, a partir de formas diferenciais sobre o fibrado
que assumem valores numa 4lgebra de Lie. Na segunda parte, lidamos com o pro-
blema de encontrar solugdes para as equacgoes de campo de Yang-Mills formuladas
sobre o espago de Minkowski. Elas sao equacoes diferenciais parciais nao lineares
de dificil solugdo. Estudamos e formalizamos matematicamente uma possibilidade
de simplificagdo desse problema, proposta em um artigo por B. M. Schechter. Esta
alternativa consiste de procurar solugoes que sejam invariantes por transformagoes
conformes do espago de Minkowski. Para encontra-las, projetamos o espago de
Minkowski sobre um hipertoro §* x S', onde as transformagdes conformes que nos
interessam reduzem-se a transformagoes ortogonais. Nesse novo ambiente, formu-
lamos a teoria de Yang-Mills, deduzimos as equagGes de campo por um principio
variacional e, impondo s solugdes a restri¢do de invariancia por um grupo de trans-
formagoes ortogonais, reduzimos as equacgoes de Yang-Mills a uma equacio diferen-
cial ordindria de resolucao bem mais simples.

il



Abstract

This work is divided in two main parts. In the first one we develop the basic theory
of connections on principal fiber bundles, trying to make clear the link between the
local approach, usual to the physicists in the study of gauge theories, and the global
approach, due to the mathematicians, and using Lie algebra-valued differential forms
over the bundle. In the second part, we deal with the problem of finding solutions
to the Yang-Mills field equations over the Minkowski space. Those are non-linear
partial differential equations very hard to solve. We study and detail mathemati-
caly a way, proposed in a paper by B. M. Schechter, to simplify this problem. This
is done by looking for solutions that have conformal invariance. In order to find
them, we project the Minkowski space onto a hipertorus S3 x S* where conformal
transformations turns into orthogonal ones. In this new environment, once we have
formulated the Yang-Mills theory, we deduce the field equations by means of a vari-
ational principle and, constraining the solutions to have some orthogonal invariance,
we reduce the Yang-Mills equations to a single ordinary differential equation much

easier to solve.

il
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Capitulo 1

Fibrados Principais: Conexoes e
Curvatura

“|O universo] nao pode ser lido até que tenhamos aprendido a
linguagem e nos familiarizado cam os caracteres em que ele é
escrito. Fle é escrito em linguagem matemética e as letras sio
triangulos, circulos e outras figuras geométricas, sem as quais
¢ humanamente impossivel compreender uma tunica palavra.”
Galileo Galilei (1564 - 1642),

1.1 Introducao

Neste capitulo, descreveremos a teoria basica das conexdes em fibrados principais.
Definiremos o conceito de curvatura de uma conexdo partindo de dois pontos de
vista diferentes e mostraremos sua equivaléncia.

Na literatura especializada hd pelo menos duas abordagens para o tratamento
das conexdes que tiveram origens distintas. Da parte dos fisicos, no estudo das teo-
rias de calibre, surgiu a necessidade de se acrescentar aos sistemas em estudo, graus
de liberdade extras, devidos as simetrias dos objetos considerados. Relacionados
a essas simetrias sempre héd grupos continuos de transformagoes que chamamos de
grupos de Lie. Os matemadticos por sua vez, no estudo da geometria diferencial,
desenvolveram a estrutura matemadtica dos fibrados principais, que acopla a cada
ponto de uma variedade diferencidvel uma cépia de um grupo de Lie, denominada fi-
bra, de forma que o fibrado principal localmente se parece com o produto cartesiano
da variedade pelo grupo. Essa estrutura mostrou-se totalmente apropriada a forma-



lizagao das teorias que os fisicos vinham desenvolvendo e permitiu uma compreensao

mais aprofundada dos aspectos geométricos envolvidos em tais teorias.

1.2 Fibrados Principais

Para definir um fibrado principal, precisamos de uma variedade diferencidvel M
que chamamos de espago base e que, no caso da nossa aplicacao as teorias de
calibre, corresponde ao espago-tempo, onde os fendmenos fisicos ocorrem e sdo ob-
servados. A cada ponto z € M, associamos uma fibra G, difeomorfa a um grupo
de Lie G, denominado grupo estrutural e que, no nosso caso, ¢ escolhido de
acordo com as simetrias (propriedades de invaridncia em relagdo a certas trans-
formacdes) dos objetos fisicos que desejamos estudar (e.g. campos de interagdes e
de particulas). Unindo todas as fibras sobre M, construimos o espago total P de
forma que dim P = dim M + dim G com uma projecao 7 : P — M, sobrejetiva e
diferenciavel, que identifica os pontos de P pertencentes a uma mesma fibra, i.e.,
7 '({z}) = G,;,Vz € M. Precisamos ainda de uma agao a direita, livre e diferen-
cidvel do grupo G sobre o espago P, a: P x G — P, com «(p, g) denotada por pg.
Por acdo livre, queremos dizer que pg = p = g = ¢ (o elemento neutro). Assim,
para cada g € G existe um difeomorfismo R, : P — P, R,(p) = pg e para cada
p € P, a fibra que passa por p é exatamente a 6rbita de p pela agédo do grupo, i. e.,
Gnip) = {pg | g € G}.

Agora podemos construir o fibrado principal, escolhendo como identificar cada
fibra G; C P com o grupo G '. Isso pode ser feito definindo funcoes chamadas
trivializagoes locais de maneira que, para cada z € M exista um aberto U C M
com z € U e um difeomorfismo T}, : #~(U) =» U x G, T, (p) = (n(p), s,(p)), onde
sy : 7~ Y(U) — G satisfaz s, (pg) = s,(p)g, Vg € G, p € =~} (U). Cada aplicacdo
T, é uma trivializagdo local e na linguagem dos fisicos corresponde a uma escolha
local de calibre. Decorre daique o fibrado principal é localmente difeomorfo a U x G
e, no caso em que U = M, dizemos que T, € uma trivializacao global e o fibrado

1H4 varias escolhas possiveis, 0 que equivale a dizer que, em geral, com um mesmo par de
espago base e grupo estrutural podemos construir fibrados principais topologicamente diferentes
(ndo homeomorfos) entre si.



principal que a admite é dito trivial.

Suponhamos que dois abertos U, V C M de trivializacoes locais T,, e T,, possuam
interseccdo nao vazia. Entdo, para um p € P tal que w(p) € UNV, é possivel que
T,(p) # T, (p), ou seja, s, (p) # s, (p). Para esses casos, definimos uma fungao de
transigdo de 7, para T, por g,, :UNV =G, g,,(z) =s,(p)s, (p)~", parape€
7~*({z}), o que ndo é ambiguo, uma vez que s, (pg)s, (pg)~" = s, (p)9(s, (p)g)~" =
sy (P)g9™ s, (p)™" = s, (p)sy,(p)™". Assim, s,(p) = gy (z)sy(p) com gy(z) =
eVz €U, gyu(@) = gpu(@) ' VZ € UNV e g,,(2)gyw(z) = gyu(z) Vz €
Unvnw.

Uma maneira equivalente de identificar cada fibra com o grupo estrutural é
através da defini¢do de segoes locais do fibrado principal. Dado um aberto U C M,
uma secdo local é uma fungdo diferencidvel o, : U — P tal que ro0, = 1, (a
funcdo identidade em U). Assim, dada uma segdo local, podemos construir a par-
tir dela a trivializagdo local T, : 7~ (U) — U x G tal que T,(0,(z)g) = (z,9)
(com isso levamos o ponto o,(z) da fibra sobre x em e € G). Por outro lado,
a partir de uma Trivializagdo local 7}, : #~(U) = U x G obtemos uma se¢do
local 0, : U = P por g,(x) = T, (z,e). Isso estabelece uma correspondéncia
natural entre trivializacGes locais e segdes locais (correspondendo as trivializagoes
globais temos as segbes globais, quando U = M, ie., 0 : M — P). E na-
tural agora (e serd de utilidade mais adiante) investigarmos o efeito das funcoes
de transicdo sobre as secoes locais. Portanto, sejam o, e o, duas segdes locais,
correspondendo as trivializagdes locais 7, e T, tais que UNV # 0. J4 vimos
que T,(p) = (n(p),s,(p)) e que T,(o,(z)g) = (z,9). Para um ponto p com
n(p) = z € UNYV, temos T,(0,(z)s,(p)) = (z,s,(p)) = T,(p). Entdo, como
T, é injetiva, p = 0,(z)s,(p), e pelas mesmas razdes p = o,(z)s,(p). Logo

oy (z) = 0, (z)8, (P)sy (p) ™ = 0, (2)gyy (2)-

1.3 Conexoes

Para nés, portanto, os fibrados principais vao servir para englobar numa sé varie-

dade os graus de liberdade “externos”, devidos ao espago-tempo (correspondendo



ao espago base M), e os graus de liberdade “internos”, devidos as propriedades de
simetria dos objetos estudados (correspondendo ao grupo de Lie G). Estas idéias
ficardo mais claras quando apresentarmos a aplicacdo delas a situagoes especificas,
mas uma ilustragdo sugerida pelo professor Marcio pode ser muito esclarecedora
também: imagine que estejamos descrevendo o movimento de um ldpis no espaco.
Entao precisamos de trés coordenadas para descrever a posi¢ao do centro de massa
do l4pis no espago e mais duas coordenadas para descrever a atitude do lapis em
relacdo ao centro de massa, pois fixado o centro de massa, a ponta do ldpis tem liber-
dade para mover-se sobre uma superficie esférica. Se usassemos um fibrado principal
para descrever esse movimento, as trés primeiras coordenadas mencionadas estariam
associadas ao espago base, enquanto que as outras duas estariam ligadas ao grupo
de rotacoes do IR3, SO(3), que como variedade diferencidvel é difeomorfo a S2.

Como estamos interessados em definir campos de vetores e de formas diferencis-
veis sobre nossa variedade P, temos que falar de espagos tangentes. Chamaremos de
T.M ao espago vetorial tangente & variedade M no ponto z e analogamente temos
T,P, pe P e T,G, g € G. Sera, entdo muito apropriado decompormos, para cada
ponto p € P, o espago vetorial T,P como soma direta de um subespago tangente
em p a fibra Gr(p) (que chamaremos de subespago vertical, V,, de T,P) e um
subespago isomorfo a Ty(; M (que chamaremos de subespago horizontal, H,, de
EP).

Utilizando a diferencial da projecao m, : T,P — Ty, M, o subespago vertical
fica definido por V, = ker(n.). Entretanto, o subespaco horizontal ndo é unicamente
determinado e justamente para determinarmos H, de maneira conveniente é que
precisaremos das conexoes.

Uma conexao em um fibrado Principal é uma decomposi¢do do espaco tangente
T,P, em cada ponto p € P, tal que

(i) TP =H, @V,

(i) O subespago H, depende diferenciavelmente? de p e

?Em outras palavras, todo campo vetorial diferencidvel X sobre P decompée-se em campos
diferencidveis X# € {H,,p€ P} e XV € {V,,p€ P} com X = X¥ + xV.



(1i) Ryu(Hp) = Hp,.

E interessante observar que a condicdo (7ii) vincula os subespagos horizontais
em pontos de uma mesma fibra, relacionando-os pelo diferencial da agdo a direita do
grupo. Assim, estabelecendo o subespago horizontal de T,P para um ponto p € P,
automaticamente fixamos o subespaco horizontal para todos os outros pontos da
fibra, {pg, g € G}.

Esta definicdo de conexdo é conveniente para apreendermos seu significado geo-
métrico e sua natureza intrinseca, mas é de pouca utilidade pratica. Para separarmos
T,P em V, e Hy, de uma maneira sistemadtica, vamos utilizar uma 1-forma sobre P
que assume valores na dlgebra de Lie G. Por esse motivo, sera util fazer uma pequena
pausa aqui para revisarmos alguns conceitos relativos a grupos de Lie e dlgebras de
Lie (para um estudo mais detalhado veja [17], [16] ou mesmo [13], §5.6).

Seja G um grupo de Lie. Definimos agoes (que sao também difeomorfismos) de
G em si mesmo, a esquerda Ly(h) = gh e a direita Ry(h) = hg, para g,h€ G. L,
induz uma transformagao linear Lg, : ThG — TgpG 3.

Dizemos que um campo vetorial X sobre G é invariante & esquerdase L, X; =
Xgn, Vg, h € G. O espago dos campos vetoriais invariantes a esquerda sobre G, mu-
nido da operacdo colchete [ , | 4, forma a 4lgebra de Lie G, que identificamos com
T.G, identificando cada campo vetorial com o vetor desse campo que é tangente a
G no elemento neutro (X — X, € T.G) e tomando [X,,Y.] = [X, Y], ®. Definimos
ainda a acdo adjunta ad : G — G por adgh = ghg™!. Chamamos a diferencial
da agdo adjunta de transformagao adjunta Ady : T,G — TG com Ady(X) =

3Geralmente, o grupo de Lie G é um grupo de matrizes, ou pode ser representado como tal.
Nesse caso, a agao de um elemento do grupo nao passa da multiplicagdo por uma matriz, ou seja,
é uma transformacao linear. Como a derivada de uma transformacéo linear € ela prépria, é muito
comum nao se fazer distingdo entre as agoes e suas derivadas, escrevendo por exemplo X g no lugar
de Ry X ou gXg~' para Ady(X). No presente trabalho, preferimos nao identificar a derivada
da agdo de um elemento do grupo com o préprio elemento, que, apesar de ser o mesmo objeto
algébrico, possui um significado geométrico diferente.

4Dados dois campos vetoriais X e ¥V sobre uma variedade diferencidvel N, o campo vetorial
[X,¥] é definido por [X,Y],[f] = X,[Y[f]] = Yp[X[f]], para toda funcdo f € C°°(N), onde X|[f]
denota a derivada direcional de [ na direcdo do vetor X.

De fato, um campo vetorial invariante  esquerda sobre um grupo de Lie G fica completamente
determinado por seu valor em e € G, pois dado X, € T.G temos X, = X,. = L,. X.. Na verdade,
nossa identificacido é um isomorfismo.



adg, X. Em particular, quando restrita a 7,G ~ G, Temos Ad, : ¢ — G, tal que
A~ gAg~!, A € G. Além disso, nos serd itil a idéia de curva contida no grupo
G, para calcularmos vetores tangentes a G. Em particular, dado um vetor A € G
utilizaremos a transformacéo exponencial exp : 7.G — G para construirmos a curva
g(t) = exp(tA) em G, que tem g(0) =e e ¢'(0) = A.

Um outro conceito que vamos utilizar mais de uma vez no que se segue, € o de
formas diferenciais a valores em um espago vetorial (ndo simplesmente em
IR, como de costume). Dada uma variedade diferencidvel N e um espago vetorial
V, definimos o espago das k-formas sobre N (na verdade sio campos de k-formas)
assumindo valores em V por Q*(N,V) = Q¥(N, R) ® V, ou seja, cada k-forma a
valores em V' pode ser vista como um vetor de k-formas reais. Dada a € QF(N,V) e
uma base {ej,...,e,} de V, podemos escrever a(X}, ..., X;) = o*(X1,..., Xi)e 8,
onde of € Q¥(N,R), i = 1,...,n. Definimos o operador de derivagdo exterior
d: Q¥N,V) = QF1L(N, V) por da = (da')e;, utilizando a derivada exterior usual
para formas reais.

Agora estamos prontos para voltar ao assunto das conexdes no nosso fibrado
principal. Dado um vetor A € G, definimos o campo vetorial A sobre P, por

d
A} = < (pexp(tA)) limo

Com isso, levamos a curva g(t) = exp(tA) de G para a curva ¥(t) = pg(t) em P
sobre a fibra G(;) e calculamos o vetor A} = +/(0), tangente a y(t) em p = 7(0). O
campo A* é chamado de campo vetorial fundamental gerado por A e a aplicacio
§:G2Vp A A%, é um isomorfismo. Temos, portanto, uma maneira pratica de
construir o subespago vertical V,, 7.

Para estabelecer o subespaco horizontal H, definiremos as 1-formas de conexao,
que fardo a projecao dos vetores de T,P em 1}, ~ G. Assim, uma 1-forma de
conexao é uma 1-forma w € Q' (P,G) que satisfaz

%Estamos usando a convencao de Einstein para somatérios, i.e., se um indice aparece duas vezes
em um produto, entao fica subentendida uma soma com o indice mencionado percorrendo todos
os valores que ele pode assumir (Ex.: a'b; = 31 a'b;).

"Convém observar que na constru¢iao do campo fundamental AY, as vinicas caracteristicas que
utilizamos da curva g(t) = exp(tA) foram os fatos de que g(0) = e e g'(0) = A. Portanto, qualquer
curva em GG com estas caracteristicas pode ser utilizada.

7



(i) w(A)=A VAEG e
(1.1)

(ii) Riw= Adgw®.

Dada uma 1-forma de conexdo w, definimos o subespago horizontal de 7, P por
H, = ker(w) = {X € T,P | w(X) = 0}. Para que este subespaco H, esteja de acordo
com nossa definicdo de conexao, ele deve satisfazer, como jé vimos, Rg.(H,) = Hp,.
E de fato, tomando X € H, C T,P, temos Ry X € TpoP e w(RpX) = g7 'w(X)g =
0, pois w(X) = 0. Logo RgX € Hyy € entdo Ry.(Hp) C Hp. Tomando Y € Hy,,
por raciocinio andlogo vemos que R,-1.(Y) € H, e como a transformada inversa
de R, € justamente Ry-1,, temos Y € Ry, (H,) e assim H,, C Ry (H,), o que nos
leva a concluir que R,.(H,) = H,,, exatamente como se requer de uma conexao.
Por outro lado, convém observar que dada uma conexao, podemos obter de maneira
Gnica sua 1-forma de conexao, fazendo w(X) = w(X* + XV) = §~(X"), onde { é
o isomorfismo ja definido entre G e V.

1.3.1 Forma Local das Conexoes

Agora que definimos as 1-formas de conexao, vamos ver como elas se manifestam
no espago base M. Para isso, dada uma secdo local o, : U = P, U C M aberto,
consideremos uma 1-forma w, € Q!(U,G) definida por w, = o w. Assim, dadas
secoes locais vindo de uma colegao de abertos que cobre M, teremos 1-formas locais
de conexao definidas sobre cada ponto de M. Seria muito interessante se pudéssemos
fazer o caminho inverso, i.e., partindo de 1-formas de conexdo definidas em aber-
tos que formam uma cobertura da base, recuperar uma tnica 1-forma de conexio,
definida globalmente no espago total P e cujo pull-back via se¢des locais dé exa-
tamente as 1-formas nos abertos da base, de onde partimos. Veremos que isso é
possivel, desde que definamos as 1-formas nos abertos de M satisfazendo certas
condicoes, e entdo teremos uma completa equivaléncia entre as duas definigoes de
1-forma de conexao (global, em P ou local, em M).

¥1sto significa que Rywpy(X) = wpg(Rge X) = L) Rguwp(X),VX € T, P.




Primeiro, observemos nossa situacdo anterior, em que temos uma l-forma de
conexdao em P e construimos as 1-formas sobre abertos de M. Suponhamos que
duas segoes locaiso, : U - P e o, : V=5 P com UNV # 0 nos levem as
1-formas locais w, = ojw e w, = o,w. Vejamos que relagao existe entre elas,
relacionando o}, e o}, nos pontos de UN V.

Quando definimos se¢oes locais, mostramos que o, (z) = o,(z)g,, (z) e para
chegar a uma relagdo entre os pull-backs, precisamos das diferenciais dessas segoes.
Tomemos uma curva v : JR - M com ¥(0) =z e 7/(0) =Y € T; M. Entao,

0¥ = 20, (0)) et = 210 (18000 (7O

= Sou (@)om (1O)limo + 5100 ()00 (2Nimo

= Edg[cw(:c)yw(m)-lgw('r(t))]:=o + %[Rguv(,](gu('y(t)))]t=o,

onde trocamos o,(z) por o, (z)g,, ()~ para obtermos um vetor fundamental
tangente a P em o, (z) (considerando o ponto ¢, (z) € P e a curva em G dada por

9oe (Z)guv (7(2)) = Ly, (., 9y (7(2)) ). Segue-se que
avty o [Lg_ut(z]*gUV*}qiv (z) ia Rﬂuv€=l*av'y‘ (1'2)
Portanto, usando as propriedades da conexdo w, temos®
W (V) = 0w =0(0,¥) = L3t ugons¥ + Ady iy (Y).  (L3)

Resumindo, se temos uma 1-forma de conexdo definida globalmente no espacgo
total P, podemos “puxé-la” para abertos da base via pull-back por secdes locais e as
1-formas que obtemos nos abertos da base, se relacionam pela eq. (1.3), para pontos
na interseccao de dois abertos.

Para fazer o caminho inverso (obter uma 1-forma w em P a partir de 1-formas
dadas sobre abertos que cobrem a base M), o minimo que devemos exigir das 1-
formas locais, é que satisfacam a eq. (1.3) nos pontos de intersec¢do entre entre

9Notemos que se G é um grupo de matrizes,a lei de mudanca de calibre (1.3) pode ser reescrita
como w, = g;f,dgvv '+ g;:-uugvv .



os abertos. Na verdade esta exigéncia é suficiente para construirmos uma 1-forma
global w sobre P. A construgdo pode ser feita da seguinte maneira: para cada
1-forma local de conexdo w, e secdo local o, : U — P, definimos uma 1-forma
w? € QY (x~Y(U),G), tal queparaz € U, Y € T:M, p=o0,(z) e A€ G tenha-
mos wY(0,.Y + Af,) = wY(0,.Y) + u.JU(Af,) = w,(Y) + A. Isso define w?
apenas em o, (U), mas como desejamos fazer de w¥ uma 1-forma de conexao impo-
mos as condigdes (1.1) de modo que para um vetor X,, € T, P, podemos escrever
WY (Xpg) = w¥(RyeRplXpg) = Ryw¥(R; Xpg) = Adg-1.w¥(R;} Xpg). Repetindo
esta construgdo para os outros abertos da cobertura de M (com suas respectivas 1-
formas de conexao e se¢oes locais), obteremos 1-formas de conexdo em 7, P para cada
p € P. O tltimo passo para mostrar que assim construimos uma 1-forma global de
conexao, é mostrar que se UNV # @ temos w? = wV sobre 7~ (UNV'). Para A € G,
temos naturalmente w?(A}) = wY(A}) = A. Para Y € T M, tomando o vetor
o,.Y € T,P, temos por um lado w¥(0,.Y) = w, (Y) e por outro lado w?(o,.Y) =
wY( [L;;:(:}ﬂgl."b” E;V(:} + Ry, :x0yeY ) = L;u{,(x)cguwy + Ady, @0y (Y) =
w,, (Y), onde utilizamos (1.2) na primeira igualdade e (1.3) na tltima. Dai é direta
a conclusdo de que w? = wV sobre 7~ (U N V).

Resumindo novamente, vemos que tanto podemos definir a conexéo via 1-forma
globalmente definida em P quanto por 1-formas locais definidas sobre abertos de
M.

1.4 Derivada Covariante e Curvatura

Na se¢do anterior fizemos a decomposigao do espago tangente ao espago total P nos
subespacgos horizontal e vertical, de maneira que um vetor X € 7,P, decompée-se
como X = X¥ 4+ XV. Vamos agora definir um operador de derivagdo que nos per-
mita medir a taxa de variagao de campos de formas sobre o fibrado, em diregoes
horizontais (em Hp). Isso desperta interesse porque, como ja vimos o subespaco ver-
tical estd associado aos graus de liberdade internos (de transformagtes no grupo de
simetria), enquanto que o subespago horizontal estd associado aos graus de liberdade
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do espago base.

Uma ilustragdo que pode clarear o significado geométrico e é inspirada na teoria
da relatividade geral de Einstein, ¢ a de que a presenca de um potencial (representado
pela conexdo) deforma o espago base, sendo que sua versao “deformada” apresenta-
se mergulhada no espago total P e tem H, como espago tangente em cada ponto
P

E necessario aqui um certo cuidado, pois apesar de esta ilustragao ser itil, ela
pode tornar-se perigosa se a levarmos a sério demais. De fato, por um ponto p € P
podemos passar caminhos horizontais (curvas cujo vetor tangente em cada ponto esta
em H,), entretanto, em geral ndo existe uma hipersuperficie horizontal contendo p
e difeomorfa a um aberto de M que contém 7(p). Em outras palavras, o conjunto
dos hiperplanos horizontais {H, | p € P} em geral ndo ¢ integravel, em qualquer
vizinhanca de um ponto p.

Assim, nossa “versao deformada de M” pode nao corresponder a uma variedade
diferencidvel difeomorfa a M, mesmo localmente. Na verdade isso s6 serd possivel
para conexoes planas, que definiremos posteriormente.

Para derivar em diregdes horizontais no fibrado P é que vamos definir uma
regra de derivacdo covariante, que depende da conexdo, uma vez que esta é quem
determina quem é o subespago horizontal.

A expressao “derivar em diregoes horizontais” leva-nos a duas abordagens para
a definicdo da derivada covariante. Uma delas usa a idéia de derivada direcional
(tomamos um caminho horizontal e derivamos ao longo do caminho) e o fato de que
localmente temos um difeomorfismo T, : 7~ (U) — U x G. A outra abordagem,
utilizando o cdlculo diferencial exterior estd associada a idéia de calcularmos o com-
ponente horizontal da derivada de uma k-forma. Desenvolveremos aqui as duas
abordagens independentemente e depois mostraremos como estao relacionadas.

1.4.1 Levantamento Horizontal e Transporte Paralelo

A primeira abordagem lida principalmente com o fato de que a conexdo impéGe
uma “alteracdo” nos sistemas locais de coordenadas e, uma vez que a derivada
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covariante é tratada como uma derivada direcional em P, ela pode ser identificada
com um campo vetorial, cuja direcdo em T, P depende da conexdo. Apds definirmos
0 que seja o levantamento horizontal de vetores tangentes a M, poderemos definir a
derivada covariante como o levantamento horizontal de uma derivada direcional em
M.

Dada uma curva v no espago base M, serd interessante definirmos o que seja
o transporte paralelo de objetos do fibrado P ao longo de . Quando transportar-
mos paralelamente uma fibra de P ou um vetor, por exemplo, desejaremos que seu
componente vertical permaneca constante. Para isso, serd necessdrio percorrer uma
curva de P cuja projecdo sobre M seja v e cuja derivada tenha componente vertical
nula. Fisicamente esta idéia equivale a fazer um movimento no campo de calibre
sem gastar energia com mudanca de posicdo (ou orientagdo) em relacdo & simetria
interna.

Quando estabelecemos, para cada ponto p € P, o subespaco horizontal H, C
T,P, criamos a possibilidade de definir campos de vetores horizontais sobre P (Y é
um campo horizontal se e somente se Y, € Hp, Vp € P). Além disso, a derivada da
projecao 7 : P — M, restrita a H), nos fornece um isomorfismo m, : H, — Trpn M.
Entao, dado um campo vetorial X sobre M, podemos definir o levantamento
horizontal de X como sendo o campo X sobre P tal que X, € H, e m.(X,) =
Xrp), VP € P. Do isomorfismo mencionado acima, entre H, e Ty, M, concluimos
que X existe e é tnico.

Dada uma curva diferencidvel y : [0,1] = M e um ponto p € 7 ({¥(0)}),
dizemos que o levantamento horizontal de  por p é a curva 7 : [0,1] — P
tal que oy =17, 5(0) =p e ¥(t) € Hyy Vt € [0,1]. Aqui é importante notar
que dado um campo vetorial X sobre M, os levantamentos horizontais das curvas
integrais de X sdo as curvas integrais de X, uma vez que 7(5(t)) = 7(t) implica
em 7Y (t) = 7'(t). Entdo a existéncia e unicidade do levantamento horizontal de
campos de vetores garante a existencia e unicidade do levantamento horizontal de
curvas. Isso decorre também do teorema de existéncia e unicidade para equacoes
diferenciais ordindrias (EDQO), pois dada a curva +, seu levantamento 4 pode ser
obtido de uma EDO, como mostramos a seguir.
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Tomemos uma seg¢do local o, tal que 4(0) € U e o,(7(0)) = p. Entado podemos

escrever
() = oy (v(t))g(t) (1.4)

para alguma curva diferencidvel g : [0,1] - G com g(0) = e, pois 7(¥(t)) =
7(o, (v(t))) = ¥(t). Fazendo a(t) = o, (7(t)) e derivando a expressdo acima, calcu-

lamos

(1) = —lale)g(s)l = S(@(gO)es + 31000

- fgleﬂ)a(s)lm * 3la(t)gtt)g(t)‘lg<sns=t

= Rg(t}ﬂ’(t) + [L g(:].g (t)]u{t}g{t )
onde reescrevemos a segunda parcela de modo a obter um vetor fundamental em
T P. Como queremos que ¥'(t) seja horizontal, devemos ter w(¥'(t)) = 0, o que
significa, em termos da expressdo acima,

Ryyw(a'(t)) + Lyg.g'(t) = 0,
e por (1.1) equivale a escrever
Adgw(a'(t)) + Ly,9'(t) = Ly, Rywew(d(t)) + Lyg.9'(t) = 0.
Aplicamos L. e isolamos ¢/(t), chegando a
9'(t) = —Ryp.w(d/(t)) = —Ryppewloy.(7(t))]
= —Ryuuo,w(7(t)) = =Ry, (7' (1))

Sabemos que w, € (U, G) e portanto podemos escrever w, = A,dz*, A, € G. Se
¥(t) = (2, (1), -, 2 [(8)) @Y = [Eppunyy) = :i:,,-ai’l;, no caso em que G é um grupo de
matrizes, a equagao acima torna-se

g'(t) = —Aud,g(?),
que é uma equagao diferencial linear para g(t) (com condicdo inicial dada por
9(0) = e), cuja solucdo substituida em (1.4) nos dd o levantamento horizontal

de 7(2).
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Observemos que ao transportarmos um ponto p € P horizontalmente sobre uma
curva y C M, na verdade transportamos paralelamente toda a fibra que contém p,
pois na definicdo de conexdo vimos que Hyp, = R, H,. Ou seja, cada ponto pg da
fibra por p é transportado ao longo de uma curva horizontal 4(t)g = Rg(¥(t)), com
vetor tangente Ry, (t) € Hspy,-

1.4.2 A Derivada Covariante e o Tensor de Curvatura

Seja 0, : U — P uma sec¢do local e w a 1-forma de conexao. Como vimos, em
cada ponto z € U temos w, = o,w = A,dz#, A, € G e como as 1-formas dz* sdo
duais aos vetores 8, = &?: € .M, i. e, dr#(zX) = &4, entdo w,(8,) = A,. Por
outro lado, w, (8,) = [0}w](8,) = w(0,.8,). Ou seja, w(0,.8,) = A, = w(A) =
w(0y.0, — AL) = 0. Portanto 0,8, — A, € H,() € é o levantamento horizontal
de 8, pelo ponto p = o(z). Por esse motivo escreveremos 8|, = 0,.8, — Al
Além disso, j4 vimos que a projecao induz um isomorfismo 7, : Hy, — T, M e
como 7,8, = 8, € T:M, o fato de os vetores d, formarem uma base para T, M
implica que os 5,, formam uma base para H,. Entao qualquer vetor horizontal e
consequentemente qualquer derivagao em dire¢ao horizontal, pode ser escrita como
combinagio linear dos vetores 8,|, = 0,.0, — AL

Agora recordemo-nos de que a se¢do o, estd associada uma trivializacdo local
T,:7  (U) = U x G tal que T, (0, (z)) = (z,€), ¥z € U. Como T, é um difeomor-
fismo, para um ponto p = o, (z),z € U, o diferencial T,. é um isomorfismo entre
T,P e T,M & G, o que nos permite identificar ¢,.9, — A}, com 8, — A,. Como
A, € G, podemos escrever A, = Aj7,, onde 7, sdo geradores de G que formam uma
base ortonormal. Assim, T},.(0,.0, — AL) =8, — A, =8, — Al1, e LM &G.

Portanto, dado um fibrado principal, uma se¢do local g, : U — P e uma conexao
em 7~ (U) representada por A,, para cada diregdo em M determinada pelos vetores
0y, definimos a derivada covariante por

Dy = 8~ Ay = Tul0,.8: —4L) . (1.5)

Esta é a linguagem usual dos fisicos para a definicao de derivada covariante e
surgiu antes da utilizacdo do formalismo de fibrados principais. Com a introducao
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desse formalismo, o simbolo 8, — A, tornou-se praticamente apenas uma notagao
diferente para 0,.8, — A, que é quem realmente mora em T,P.

Outra observacao interessante é a de que localmente (em um aberto U C M),
definir uma conexao no fibrado, i.e., escolher quem é o subespago horizontal em cada
ponto equivale a fornecer os coeficientes A, : M — G da 1-forma local de conexao
Wy E muito comum, principalmente entre os fisicos, a identificacao da conexao com
esses A,, denominados potenciais de calibre.

Néao podemos perder de vista que esta formulagdo para a derivada covariante
que desenvolvemos até aqui é dependente da segao local g,. Logo, se passarmos
para outros pontos da fibra, dados por g, (z)g(z) = o, (z), pela mesma construcao
que ja fizemos, teremos D, = 0, — B,, sendo B, os componentes da 1-forma w,, e
por (1.3), temos

By=uw;(0,) = L;,la,,g + Adg-1 Ay (1.6)
e se G for um grupo de matrizes significa 0 mesmo que
B, =g '89+9 Aug (1.7)

Diante disso, é importante percebermos que se tivermos uma conexao e uma
secao local o, tais que os coeficientes A, sejam identicamente nulos em U, ao pas-
sarmos para outra secdo o, (z) = o,(z)g(z), teremos w, = B,dz*, com B, =

;(lz), 0u9(z). Além disso, o levantamento horizontal de 8, fica reduzido a o,.8,. As
conexdes da forma L'8,g, onde g : M — G é uma funcdo diferencidvel, chamaremos
“conexdes planas”, nome que ganhard mais significado ao definirmos o que é a cur-
vatura de uma conexao. No caso da conexao nula temos [Dy, D,| = [0,.0,, 0,.0,] =
0y«l0u, 8y) = 0 e € facil verificar que o comutador das derivadas covariantes é nulo
para qualquer conexdo plana. Entretanto, para outras conexdes em geral temos

[Py, D] = —8,A, + 8,4, — [A, A (1.8)

resultado que mostraremos posteriormente, quando tivermos apresentado outros ele-
mentos que possibilitardo uma demonstracao mais direta. Esta tltima equacgdo su-
gere a definicdo de um tensor

Fo=0,A,—0,A, +[A, A, (1.9)
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denominado tensor de curvatura porque num certo sentido, avalia a curvatura da
conexdo, ou seja, a curvatura imposta ao subespago horizontal pela conexao. Note-
mos que Fj,, é uma matriz de elementos de G e contém informacao sobre o quanto
as derivadas covariantes em diferentes diregoes (e consequentemente os transportes

paralelos) falham em comutar.

1.4.3 A Derivada Exterior Covariante e a Curvatura

Nossa outra abordagem para a derivagdo covariante possui a vantagem de ser global
e lidar com formas diferenciais globais sobre P e ndo apenas com campos de vetores
em sistemas locais de coordenadas.

Como as formas que vamos utilizar assumem valores na dlgebra de Lie G pre-
cisamos rever rapidamente alguns conceitos que nos serao necessarios. Omitiremos
as demonstracgdes mais diretas e mais detalhes podem ser encontrados em [3].

Jé definimos o operador de derivagdo exterior para formas a valores em um
espago vetorial, que em particular pode ser G. Dada uma variedade diferencidvel N
e duas formas ¢ € (P(N, G), e ¢ € (N, G), definimos 0 comutador

[‘Pa d’](-xn"'sxpﬂ) = E%Z(_I)a[Qs(Xa(l}:°°°rxa{}i))r w(xowlir'"rxowﬂ)]:

’ (1.10)
onde o percorre todas as permutagoes de {1,2,...,p+ ¢}'% (—1)? é o sinal da per-
mutagado (se ela é par ou impar) e no segundo membro utilizamos o comutador de
g.

Se {7,,7,y...,Tn} € uma base de G, j4 vimos que podemos escrever ¢ = ¢'7; e
Y =T (4,5 = 1,2,..,n), ¢ € P(N,R), ¥ € QN,R). Com isso a expressao
(1.10) leva-nos a

[, 9] = X (¢ A)[m, 73] (1.11)

L)

e com o auxilio das constantes de estrutura cf; (definidas por [r;, 7;] = cf;7k) resulta

19Fsta ¢ a maneira natural de tornar o resultado antissimétrico, como devem ser as (p+g)-formas
diferenciais.
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em

[p, 9] = 3 cli(¢" A7 (1.12)

ik
Em particular, se G é uma dlgebra de matrizes (e nesse caso [A, B] = AB — BA),
temos
[er¥] = eAY — (-1)99Ag. (1.13)
E agora, fixada uma conexao, podemos definir a derivada exterior covariante

por
D: QKP,G) — QFI(PG)
¢ = D¢ = (dg)*

onde ¥ (Xy,...,Xx) = (X, ,..., X} ), Vo € Q*(P,G), k= 1,2,...,dim(P).
Definimos entdo a curvatura da conexdo (ou a 2-forma de curvatura) como a
derivada exterior covariante da 1-forma de conexao, denotada por

Q = Dw € (P, G).

Para calcularmos curvatura diretamente a partir da 1-forma de conexio, mos-
traremos que vale a equacao estrutural de Cartan

Q:dw-!—%[w,w]. (1.14)
Dados X,Y € T,P, temos por (1.10) que
[w, w](X,Y) = [w(X), w(Y)] = [w(Y), w(X)] = 2[w(X),w(Y)]
& et prvar (1.14), eiuivale & provar gite
Q(X,Y) = dw(X, ¥) + [w(X), w(Y)],

VX,Y € T,P. Ja sabemos que podemos decompor X = X* + XV, Y =Y* +YV
e que todos os termos da equagdo estrutural sdo bilineares e antissimétricos. Entao
basta mostrar que ela vale para trés casos particulares: X e Y horizontais; X
horizontal e Y vertical; X e Y verticais.
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Para isso, precisaremos de dois resultados auxiliares. Um deles é o fato de que
se a € QF(P), da pode ser definida como a (k + 1)-forma tal que para quaisquer
campos vetoriais X1, Xy, ..., Xp41 € T(TP) V', temos

k+1 _ 4
dQ(Xls veey Xk+1) — Z(“l)‘+1Xi[a(Xl1 S Xk+1)]
=1

% Z (_1)'+ja([XhXj]:X1:"':Xz'l "'1Xja---|Xk+l) ) (115)

1<i<j<k+1
onde os termos sob acento circunflexo sao omitidos na sequéncia. A demonstracao
desta expressao pode ser encontrada em [11] ou [20] e para [8] ela € a prépria definigao
de derivacdo exterior. O outro resultado de que vamos precisar é que se X é um
campo vetorial horizontal sobre P e Y é um campo vetorial vertical, entao, [X, Y] é
um vetor horizontal. De fato, se a curva integral de Y pelo ponto p é pg(t), temos?

Y "
XY}, = —[\,X], = lim (?(X,)-— Rg(i)s‘x?g(f:')

e como ji vimos, a transformacéo R, = R(l.), leva Hy, em H, Portanto a
diferenca de vetores que aparece no limite acima estd sempre em H, e, por isso,
[X,Y] € H,.

Voltando a equagao estrutural, se X e Y sao horizontais, entdao X = X# Y =
Y# e w(X) = w(Y) = 0. Logo a equagdo estrutural de Cartan fica reduzida a
prépria defini¢do da curvatura, i. e., QX,Y) = dw(X”?,Y”) = Dw.

Se X for horizontal e Y vertical, Y¥ =0 = QX,Y) =0e w(X) =0 =
[w(X),w(Y)] = 0. Temos que mostrar, entdo, que dw(X,Y) = 0. Podemos supor
que Y = A;, onde A* é um campo fundamental e a equagdo (1.15) no caso da
1-forma w reduz-se a

dw(X, A%) = Xw(4") — A'w(X) — w([X, 4)).

UT(TP) aqui denota o conjunto de todos 0s campos vetoriais sobre P, i.e., todas as se¢es do
fibrado tangente a P.

12 Aqui estamos utilizando o fato de que [X,Y] = LxY, a derivada de Lie do campo vetorial Y
ao longo do fluxo do campo X (veja, por exemplo, [11] ou [13]).
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J4 vimos que [X, A’] é necessariamente horizontal e X € H,. Logo w([X,Y]) =0 =
w(X). Como w(A*) = A € G é uma fung¢do constante sobre P, Xw(A") = 0 e entdo
dw(X, A*) = 0, como queriamos mostrar.

Se X e Y forem verticais, podemos extender ambos por campos fundamentais
de forma que X = A} e Y = B}. Como ambos sdo verticais, (X,Y) = 0. Resta
entdo mostrar que dw(X,Y) + [w(X),w(Y)] = 0, com dw(A*, B') = Alw(B*) —
B'w(B*) — w([A%, BY]) = —w([A*, BY]). Além disso, como a transformagao § € um
isomorfismo, [A, B]! = [A%, B*] e w([A%, B*]) = w([A, B)*) = [A, B] = [w(4%), w(B")].
Segue-se que o lado direito da equagédo estrutural de Cartan também se anula, e é o
que queriamos.

Da definicdo do comutador para formas em (1.10), fica evidente que o pull-
back do comutador (por qualquer transformacao linear) é igual ao comutador dos
pull-backs das formas (F*[¢, %] = [F*¢, F*¢]). Entdo podemos utilizar a equacgao
estrutural e (1.1) para escrever

L - 1 * 1 E -
RQ = Rj(dw + 5lw,u]) = d(Rpw) + 5[Rsw, Ryw]

= d(Adg-w) + %[Adgnw, Adg-w] = Adg-r(dw + %[w,w])
= Ad,Q, Vg €G. (1.16)

Outra caracteristica relevante da 2-forma de curvatura {2 é o fato de sua derivada
exterior covariante ser nula: pela equagdo estrutural de Cartan, dQ = d*w+3d[w, w).
Se {r,,7,,...,Tn} é uma base de G, escrevemos w = w'r;, 2 = Q'r; e por (1.11) e
(1.12), temos

[w,w] = Z(w‘;\w-’)[r,-,rj] Z (WA W),

1,3,k
Logo . i
= Ec‘};d(w‘ Awl) = Ecg(dw‘ A + Wt A do)
e como 0s componentes w® de w anulam-se em vetores horizontais,
DOMX.Y, Z) = 40" (X", Y*,Z"*) = 0 VX, Y, ZeT,P,

ou seja, D) = 0, que é conhecida como identidade de Bianchi.
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1.4.4 Expressao Local da Curvatura

Vimos na secdo 1.3.1 que o pull-back da 1-forma de conexao w por uma secao local
o, dé origem a uma 1-forma de conexdo w,, definida num aberto U da base M.
Analogamente, o pull-back da 2-forma de curvatura 2 pela mesma segao local origina
uma 2-forma Q, em U, tal que Q, = F,,da* A dz" e F,, é exatamente o tensor de

curvatura definido em (1.9).
De fato, usando a equagdo estrutural de Cartan e observando que o), dw = doj w

e 0} [w,w] = [0} w, 0} w] , podemos escrever
= = 1 - 1 - = I
Q, =0, Q =0y (dw+ §[w,w]) = dojw + §[o‘vw, o, w| = dw, + E[wv,wu].

Se w, = A,dz*, analogamente & equagdo (1.11) podemos escrever [w,,w,] =
2[A,, A,)dz* A dz* e como dw, = 8, A, — 0,A,, obtemos

Q, = (8,A, — B, A, + [Ay, A))dz* Adz” = F,dz* Ada”

conforme (1.9).

Como essas expressdes locais sio dependentes da secdao local utilizada, pre-
cisamos determinar como elas comportam-se quando passamos a outra se¢do lo-
cal, o,,, por exemplo. Suponhamos que no aberto U NV € M tenhamos o, (z) =
o, (z)g(z). De (1.2) temos a relagao

oyY =[L310.Y], o)+ Re0,Y

oy(z
e pela definicdo da 2-forma 2 sabemos que Q(Z, W) = 0, se Z ou W é vertical.
Portanto, para quaisquer X,Y € T, M
Q,(X,Y) = Q0,4X,0,.Y) = Q(Rgu0ye X, Rge0,Y) = Adg-1Q,(X,Y)

Neste ponto ja& reunimos condi¢bes para a demonstracdo de (1.8). Primeiro,
vamos mostrar que se X e Y sdo vetores horizontais Q(X,Y) = —w([X,Y]). Em
seguida, aplicando isso aos vetores do tipo ¢,.0, — Af,, que dao origem as derivadas
covariantes, obtemos a referida equagao.
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Dados X,Y € H,, como w(X) = w(Y) = 0 a equacdo estrutural de Cartan
nos fornece Q(X,Y) = dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) — w([X,Y]) = —w([X,Y]).
Consequentemente (0,8, — A%, 0,0, — AL) = V0,48, 0.0,) — 0,40, AL) —
Q(AL, 0,40,) + (AL, AL) = (0,0, 0,.0,) , pois Q(X,Y) =0 se qualquer dos ve-
tores for vertical. Mas (0,404, 0y40,) = 0,20y, 0,) = Q,(0y,9,). Considerando
que w, = A,dz* e entdo Q, = (9,4, — 0,4, + [A,, A))dz Adz¥ = F, dz# Adz¥,
temos

(0,40, — AL, 0,.0, — AL) = Fgrdz® A dz"(8,,8,) = Fpu.
Logo,

w([ogs0y — A, 0540, — A}]) =

Por outro lado, 7.[0,.0, — AL, 0.0, — A}] = [w.(ag.a,‘ —AL), me(0y40,— Ab)] =
(04, 0,] = 0 implica que [0,,.0, — A, 0.0, — Al] é um vetor vertical. Portanto,

[Uv*a# - av* Ay] = (- Fuv)

e, finalmente, lembrando que 7}, é a trivializacdo local associada  se¢do o,,, podemos
escrever para as derivadas covariantes

[Dw DV] = [3# - Ay, Bﬂ = Aﬂ-] = [TU*(JWB# e AE;)! Tyu(0ya00 — A!-)]

= TU*[a-U‘ A O-Utalf AE!] '( Fﬂy)
= _va = —B“A., + ayAp = [Am Av] .

como queriamos demonstrar.
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Capitulo 2
A Teoria de Yang-Mills Classica

A Matemética ndo s é real, mas é a Unica realidade. De fato,
o universo todo é feito de matéria, obviamente. F a matéria
é feita de particulas. F feita de eletrons, neutrans e protons.
Fntao, o universo todo efeito de particulas. Agora, do que
as particulas sao constituidas? Flas ndo sdo constituidas de
coisa alguma. A (nica coisa que se pode dizer sobre a realidade
de um elétron é citar suas propriedades mateméticas. T.ogo,
existe um sentido em que a matéria se dissolve completamente
e 0 que resta é apenas uma estrutura matemdtica.
Martin Gardner

2.1 Introducao e Histoérico

Procederemos aqui um breve resumo histérico que nos ajudard a compreender o
interesse e a motivagao que hd por tras de certos aspectos das teorias de Yang-Mills
(em particular, a busca por solugoes cléssicas e a escolha da métrica do espago-tempo
entre a euclidiana e a de Minkowski). Uma étima referéncia para mais detalhes e
fonte de outras referéncias é [1].

Em 1954, C. N. Yang e R. L. Mills propuseram a idéia de teorias de calibre nao
abelianas (com grupo estrutural ndo comutativo), ainda sem saber se havia alguma
interacdo na natureza que pudesse ser descrita por uma teoria desse tipo. Naquele
tempo, essas teorias foram bastante exploradas, ao nivel quéantico, por sua elegancia.

Por volta da década de 60, depois de terem explorado as caracteristicas e técnicas
de quantizacdo e renormalizacio das teorias de Yang-Mills, os fisicos fizeram vérias
tentativas de usé-las para descrever fendmenos fisicos. Por fim, S. Weinberg e
A. Salam (Prémio Nobel em 1968) conseguiram chegar a uma teoria de campo
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com grupo estrutural SU(2) x U(1), englobando a descrigdo do eletromagnetismo
e da interacdo nuclear fraca. Posteriormente, o sucesso da teoria que decompds o0s
hadrons em quarks levou & necessidade de se descrever as interagoes entre quarks.
Como uma possibilidade nesse sentido surgiu a cromodindmica quantica (QCD),
envolvendo apenas quarks e um campo de calibre com simetria SU(3).

Modelos como o de Weinberg-Salam ou o QCD podem ser formulados em ter-
mos das chamadas integrais de Feynman, que sao integrais funcionais sobre todas as
configuragoes de campo possiveis, ao nivel cldssico. Assim, quanto mais informacoes
tivermos sobre os campos cldssicos, poderemos alcancar mais compreensao da teoria
quantica. Essa é uma das principais motivacoes para se investigar as teorias de
Yang-Mills cléssicas, além da riqueza de sua estrutura matemadtica, é claro. Hoje
em dia um entendimento mais aprofundado das teorias de calibre tornou-se prati-
camente indispensavel para quem deseja lidar com as idéias mais recentes da fisica
matematica.

No que diz respeito a teoria de Yang-Mills com grupo estrutural SU(2), al-
guns desafios ainda nao foram superados completamente. As equagdes de Euler-
Lagrange que resultam do principio variacional aplicado & teoria de Yang-Mills, sdo
as chamadas equacgoes de Yang-Mills. Elas sdo equacoes diferenciais parciais nio
lineares de segunda ordem e, portanto, sio dificeis de se resolver. A primeira dessas
solugoes foi encontrada em 1962 e nao despertou tanto interesse, pois era ligada a teo-
ria abeliana do eletromagnetismo (com grupo estrutural U(1)), mergulhada na teoria
de Yang-Mills. No final da década de 60 e inicio da de 70 foram encontradas genuinas
solugoes nao abelianas, algumas associadas a monopolos magnéticos e a particulas
elementares. Talvez a descoberta que despertou mais interesse nessa 4rea tenha
sido a das solugbes chamadas de “instantons” por A. A. Belavin, A. M. Polyakov,
A. S. Schwartz e Yu. S. Tyupkin em 1975.

Polyakov [15] observou que certos tipos de campos, os auto-duais, satisfazem
automaticamente as equacoes de Euler-Lagrange. A vantagem é que para encontrar
potenciais que levem a campos auto-duais, precisamos apenas resolver equagoes
de primeira ordem, o que simplifica consideravelmente o nosso problema quando
trabalhamos com variedades com métrica euclidiana. Quando passamos ao espacgo de
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Minkowski, infelizmente surge outra inconveniéncia: as equagoes de auto-dualidade,
para campos no espa¢o de Minkowski possuem apenas solugées complexas que nos
forcam a admtir um grupo de calibre ndo compacto. Mas em geral, os grupos de
simetria dos problemas fisicos envolvidos sdo compactos e considerar grupos nao
compactos leva a uma acdo que ndo ¢é finita.

Nosso principal objetivo neste capitulo é apresentar e formalizar matematica-
mente uma alternativa, proposta por B. M. Schechter em [18], que permite obter
solucgoes das equagoes de Yang-Mills no espago de Minkowski, sem requerer que elas
sejam auto-duais. Mais precisamente, forcaremos a propriedade de invarancia das
solucdes por transformacdes conformes para simplificar as equacoes de Yang- Mills.
Essa invariancia por transformagoes conformes ser convertida em uma invarincia por
transformaes ortogonais ao projetarmos o espao de Minkowski sobre um hipertoro
83 x 8!, de maneira semelhante projeo estereogrfica de um espao euclidiano sobre

uma esfera.

2.2 A Formulacgao da Teoria de Yang-Mills

Baseados na estrutura matemadtica dos fibrados principais, desenvolvida no Capitulo
1, construiremos aqui a formulagdo tipica das teorias de calibre, que consiste em de-
terminar as conexdes (ou escolhas de calibre) que tornem minimo (ou simplesmente
estaciondrio) um funcional denominado “a¢do”. As contas serdo feitas com mais
detalhes quando lidarmos com um caso especifico na secdo 2.3.2.

Daqui em diante, sempre que nos referirmos a teoria de Yang-Mills, estaremos
considerando uma teoria de calibre com grupo de simetria SU(2). Neste trabalho
nos restringimos ao estudo na teoria de Yang-Mills pura (sem fontes como cargas ou
monopolos, o campo ndo interage com particulas) e é neste contexto que falamos de
dualidade e auto-dualidade. O desenvolvimento desta secdo servird para esclarecer
o significado desses termos.

Consideremos a teoria de calibre com grupo SU(2) e tendo como espaco base
uma variedade 4-dimensional M. Para formular essa teoria no contexto de fibrados
principais, conforme o que desenvolvemos no Capitulo 1, representamos uma conexao

24



localmente por
Wy =A== Aﬁ(x)'radx“,

onde 7,, a € {1,2,3}, é uma base da algebra de Lie su(2). A curvatura, é dada por
1
Qy = F = Fj, (@)rada* Ads” = dA+ 5[4, 4. (2.1)

Aqui Fjj, = %;—‘:‘5- - %E‘- + Cj A} AS | sendo Cf, as constantes de estrutura da dlgebra
de Lie, referentes a base {r,,7,,7,}. Dai vemos claramente que a curvatura depende
da conexdo ou, interpretando fisicamente, a intensidade de campo (dada pelos F,,)
nos pontos da variedade depende da configuragao do potencial (dada pelos A,(z)).

A medida de curvatura estabelecida no Capitulo 1 é dada por uma 2-forma ou
equivalentemente, um 2-tensor e nos permite medir o quanto transportes paralelos
em duas diregoes dadas falham em comutar. Entretanto, se calcularmos uma espécie
de “norma” do tensor de curvatura, teremos um valor numérico que permite avaliar,
num certo sentido, a curvatura da conexdao num dado ponto. Integrando essa norma
da conexao sobre toda a variedade, teremos uma idéia da curvatura "acumulada”
em toda a variedade. Essas idéias ganham mais significado se as interpretarmos
fisicamente, embora essa interpretagdo ndo seja linica e haja controvérsias. Da
maneira como alguns interpretam, essa nossa “norma da curvatura” corresponde a
uma espécie de energia associada a deformacdo que o potencial impde & variedade,
a0 integrarmos essa energia sobre todo o espago, obtemos a energia “armazenada”
no campo.

No caso da teoria de Yang-Mills que estamos considerando, essa norma da cur-
vatura é calculada por’

|FI = Ste(Fu P2y = te(F A" F)

e d4 origem a lagrangiana ,
L= _Ttr(F,wF“").

1Aqui *F ¢é a 2-forma dual de F pelo operador estrela de Hodge e v é a forma volume da
variedade M.
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Integrando essa lagrangiana sobre M, temos a agdo
] % N
S_Lx?uupp)u_ A}dFAPm

que por (2.1) depende da conexdao A. O objetivo central nas Teorias de calibre
¢ determinar conexdes que sejam “pontos criticos” da acdo, ou seja, fazendo uma
variagao na conexao A, procuramos aquelas que tornem estaciondrio o funcional
S = S(A). Para isso, consideramos uma variacao de A em uma dire¢ao arbitraria
A + tB e procuramos conexdes que satisfagam

d
HES(A +1B)|t=0 = 0.

Desse modo obtemos as equagoes de Euler-Lagrange
D*F =0,

nesse caso conhecidas como equacgoes de Yang-Mills, a serem resolvidas para a
conexao A. Entretanto, as equacoes de Yang-Mills acima constituem um sistema de
equacoes diferenciais parciais ndo lineares acopladas e com termos de ordem 2 e 3
em A, o que torna dificil encontrar solugées. Em [15], Polyakov sugeriu a busca de
solugoes em que o campo e seu dual fossem miiltiplos um do outro, ou seja

*F = )F. (2.2)

Com isso, como F = DA implica em DF = 0 (identidade de Bianchi), as equagGes
de Yang-Mills sdo automaticamente satisfeitas (D*F = DAF = ADF = 0) e ficamos
com a tarefa bem mais simples de encontrar solugdes para (2.2). Para isso, podemos

aplicar novamente o operador * obtendo
“*F = )F.

Num espago com métrica euclidiana o operador * composto com ele mesmo é
igual & identidade e, portanto A2 = 1 = A = %1, o que significa que devemos procu-
rar por campos que satisfacam *F = F (autoduais) ou *F = —F (anti-autoduais).
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As solucdes desse tipo, baseadas em IR* sdo os chamados instantons e j4 foram quase
que exaustivamente explorados (vide [19]).

Entretanto, se quisermos utilizar esse artificio para resolver as equagoes de Yang-
Mills com base no espago de Minkowski, devemos levar em conta que o quadrado
do operador * na métrica de Minkowski é —1 o que nos leva a A = =+¢ implicando
em *F = +iF. Assim, o operador * leva matrizes hermitianas em anti-hermitianas
e vice-versa (se considerarmos seu efeito sobre os coeficientes de F') tornando im-
possivel qualquer solugio (exceto com conexdes planas, é claro) com G = SU(2) que
satisfaga (2.2), pois para todo F,, € su(2) ndo nulo, temos que iF,, & su(2). Para
contornar esse problema, alguns artificios tém sido tentados, como complexificar o
grupo ou, equivalentemente, formular a teoria utilizando um grupo cuja dlgebra de
Lie possa ser descrita sobre um corpo complexo. Mas em suma podemos afirmar
que solugdes da teoria de Yang-Mills (com grupo de simetria SU(2)) com base no
espaco de Minkowski e satisfazendo (2.2) ndo existem.

Na busca por solugdes, outras maneiras de simplificar as equagoes de Yang-Mills
foram propostas. Exploraremos aqui uma que impde a condi¢do de que a solucdo
seja invariante por transformagoes conformes (fato que havia sido verificado para as
solugdes do caso euclidiano), além da invaridncia natural por mudanga de calibre
(mudanca de escolha da segdo local do fibrado principal).

2.3 A Teoria de Yang-Mills no Hipertoro

E fato bem conhecido que ao fazermos a projecio estereografica da esfera de Rie-
mann sobre o plano complexo, cada rotagdo da esfera (rotagio em IR®) induz uma
transformagdo de Mobius do plano complexo (isso pode ser visto em [16]). Na ver-
dade existe um isomorfismo entre o grupo SO(3,1) e o grupo das transformagdes
conformes do plano complexo (que passaremos a chamar simplesmente de grupo con-
forme do plano complexo), que quando restrito ao subgrupo SO(3) C SO(3,1) leva
rotagdes da esfera em transformagoes de Mobius do plano (um subconjunto delas).
De modo semelhante, existe um isomorfismo entre o grupo conforme do espaco de
Minkowski e o grupo SO(4, 2) das pseudo-rotagdes num espago 6-dimensional com
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métrica diag(1,1,1,-1,1, —1), conforme [12].

Em [10] foram estudadas as propriedades de invaridncia dos instantons de Yang-
Mills por transformagoes conformes. Aquele trabalho mostra que essa solugao das
equacdes de Yang-Mills (o instanton) é invariante por um subgrupo isomorfo a O(5)
do grupo de transformagdes conformes do espago euclidiano R* (que é isomorfo a
S0O(5,1)). Para tornar essa invariancia explicita, foi desenvolvido um formalismo
(que tornou-se padrao na literatura especializada) que consiste de projetar o espago
IR* sobre a esfera S* C IR5 via projecdo estereografica (inversa). Desse modo, as
equacdes de Yang-Mills, invariantes por transformacdes conformes no IR*, quando
transportadas para a esfera S* passam a ser invariantes pelo grupo O(5) de trans-
formacoes ortogonais da esfera (rotagoes e reflexdes).

No caso da teoria de Yang-Mills com base no espago de Minkowski, De Alfaro,
Fubini e Furlan encontraram uma solugdo interessante [6], que eles mostraram ser
invariante sob o grupo O(4) x O(2) que é o maior subgrupo compacto de SO(4,2), o
grupo conforme do espago de Minkowski. Esse fato sugere fortemente uma constru-
¢do andloga a do caso euclidiano. Do mesmo modo que a esfera S* era a variedade
natural a ser usada para formularmos equagGes invariantes por O(5), a invaridncia
por O(4) x O(2) deve tornar-se explicita num hipertoro S3 x S'.

2.3.1 O Hipertoro e o Espago de Minkowski

J4 mencionamos que o grupo conforme do espago de Minkowski é isomorfo a SO(4, 2),
que pode ser visto como um grupo de transformagoes pseudo-ortogonais num espago
6-dimensional com métrica diag(1,1,1,—1,1, —1). Essas transformacoes podem ser
vistas como agindo sobre vetores do cone de luz

EP4Er+E2-€2+€2-€2=0,
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que projetamos sobre o espago de Minkowski fazendo®

Eu
= ' ’ 2.3
T +E (23)

Como queremos nos restringir a um subgrupo O(4) x O(2) de SO(4, 2), trabalhare-

mos com um subconjunto do cone de luz acima tal que
2 2 2 2
€ & Tl g =1 (2.4)

gi4El=1. (2.5)

Isso equivale a restringir o vetor £ A superficie de um hipertoro (S* x S') contido
no cone de luz. Serd 1til entdo definir dois vetores r = (r,,7,,7,,7,) e R = (R,, R,)
como sendo coordenadas dos pontos em S° C R* e S C IR?, respectivamente. Esses
vetores ficam definidos em termos das coordenadas £, por

roz‘fu 7'1=E.|, r3=§2! Ts=£a: Ro=§5! R1=£4'

Assim, podemos usar o produto escalar em R* e JR? para reescrever as equacoes
(2.4) e (2.5) como
rr=1 e RR=1 (2.6)

Além disso, as coordenadas no espago de Minkowski podem ser reescritas a partir

de (2.3) como
T; = k. & = e
tm”n"'ch . ru'*’Ro,

com o que obtemos uma fungdo do hipertoro sobre o espago de Minkowski. é inte-

(2.7)

ressante observar que essa fungéo leva os pontos (r,R) e (—r, —R) no mesmo ponto
do espago de Minkowski, o que ja era de se esperar devido & caracteristica de espaco
projetivo imposta pelas equagdes (2.3). Além disso, para r, + R, > 0 podemos
achar uma funcéo inversa do espago de Minkowski no hipertoro da seguinte forma:

2 Adotamos aqui a seguinte conyengéo para os conjuntos de indices: indices representados por
letras gregas do final do alfabeto (p,v, etc.) assumem valores no conjunto {0, 1, 2, 3}; letras
maitsculas do alfabeto latino (A, B, C, etc.) assumem valores em {1, 2, ..., 6}; letras minusculas
do alfabeto latino (2, j, k, etc.) variam em {1, 2, 3}.
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primeiro elevamos cada uma das equagoes (2.7) ao quadrado e usamos (2.6) para

obtermos
(ro+R)z2=1-R} e (r,+R)}E>=1-r12 (2.8)

onde 7 = (z,,z,,z,). Subtraindo a segunda equagdo da primeira chegamos a
(ro+ R,)*(zl = |&*) = r2 = R} = (r, + R,)(r, — Ry). (2.9)

Aqui é conveniente introduzirmos as variaveis

—

t.=z,+|Z e t.=z,—|E,

que os fisicos costumam chamar de “tempo avangado” e “tempo retardado”. Como
t,t_ =z2—|&* t,+t_ =2z, e lembrando que estamos supondo r, + R, > 0,
(2.9) leva-nos a

(ro+R)t,t_=1,— R, = r,(t,t_.—-1)+R,(,t_+1)=0 =
R, =% (l;t"'_t;) . (2.10)

1+1¢,t_
Substituindo R, na primeira equagédo de (2.8) obtemos

2 2
r? l+it—‘- z2=1—-1r2 Eﬁi
¢ 1412 f ° S \14+t,t

2 2
2 1—-1t.¢
2 2 2 + -
: e T ————— =1 =
. (1+t+t—) o 7o (1+t+t-)

2[4z +1-288 +¢22) . 58
’ (142,28 )
2 (1+1t,2 ) N (14,8 ) -
° ()2 +1-20 +t22 124134208 +1-2 8 +13t2
1+t,t
= g . 2.11
"o = [ E2) L + O .
Seguindo um raciocinio andlogo, invertemos (2.10) para
1+t
r, =R, (#) ; (2.12)
e 1—t,t_
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e substituimos em (2.8), obtendo no final das contas

1-t,1.
[(A+tHA+23)2T

R, = (2.13)

Agora, com (2.12) e (2.13) calculamos r, + R, e substituimos em (2.7), donde

T =3i(ro+Rn) e R, =xu(rn+Rn) =
2.‘.'6,' 2.170
Ty = e R, = .
[(1+22)(1+2£2))/2 (1 +22)(1+22)]72
E com isso completamos a formula para obter as coordenadas no hipertoro a partir
das coordenadas no espaco de Minkowski, através de (2.11), (2.13) e (2.14).
Obtida a transformacgdo acima, nosso proximo passo € obter uma transformacao

(2.14)

entre os espagos tangentes ao hipertoro e ao espago de Minkowski.

Antes de mais nada, vamos alistar alguns objetos que serao liteis na formalizacdo
dos nossos procedimentos. Chamemos de N o espago 6-dimensional dos vetores &,
de H o hipertoro definido por (2.4), contido em N® Denotemos por X € #H o
subconjunto do hipertoro tal que § + &, > 0, 1. e, 7, + B, > 0. Seja M o espaco
de Minkowski e T: K — M a transformagio definida por (2.7), ou seja

1

T(RusRMro!rnrﬂra) = r +R
0 0

(ernra?rs)z (:I:U,I,,IR,IS). (2'15)

Na verdade essa transformacao estende-se a todo o espaco N por (2.3) e no que
se segue, usaremos o simbolo T para denotar essa transformacao tanto globalmente
quanto sua restri¢ao ao espago K, o que ficard claro em cada contexto. Entretanto,
denotaremos por dT a diferencial de T agindo no espago tangente a A'® e por T,
a restricao de dT ao espago tangente a K. O motivo de destacarmos essa restricao
de T & subvariedade K é a possibilidade de obtermos uma transformacédo inversa,
T™' : M — K, definida por (2.11), (2.13), e (2.14).

Para trabalharmos com os espacos tangentes, vamos escolher uma base conve-
niente para os vetores em NS, Assim, em termos das coordenadas ¢ 4 Sejam os
vetores

e, =(0,0,0,0,1,0), ie, § =1 e §, =0 8e A#5
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&= (0 1,..;0) coth =1 ¢ §, =0 se A¢Es (€, =6,)
E, = (0,0,0,0,0,1) = §£,=4,,
E, =(0,0,0,1,0,0) = §,=4,,.
Eles formam uma base para N®, pois apenas renomeamos os vetores da base canénica.
Nesta base, os vetores que dao as coordenadas no hipertoro podem ser escritos como

r=re, € R=RE,. (2.16)

Dado um ponto P sobre o hipertoro H, os vetores e; ou E, acima em geral nao
pertencem a 7,7, entretanto se subtrairmos seus componentes normais ao hiper-
toro, obteremos vetores tangentes a . Os vetores normais a 4 num ponto P de
coordenadas (r,R) sdo gerados pelos vetores r e R, uma vez que estes sio miltiplos
dos vetores gradiente para (2.4) e (2.5). E mais ainda, r ¢ R formam uma base
ortonormal para o espago normal ao hipertoro em cada ponto. Sendo assim, pode-
mos construir vetores tangentes ao hipertoro num ponto P, como por exemplo

éo == (e,,,r)r = (eol R)R
e de (2.16) vem
€ =¢,— (em rpen)(rvev) = (eot RuEa> (RbEb);

ou seja,

é, =e, —r,(re,).

Analogamente, para cada ponto P € H calculamos a projecdo, em T, H, dos vetores
e, e E,, da base de V%, obtendo os vetores

-

E, = E, — R,(R,Ey).

Esses vetores obviamente geram o espago 7, H e nos permitem definir derivagoes em

diregGes tangentes ao hipertoro por
b=y ) @
= or, ¥\ Vor,
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~ a o
Ky = - Ry— | . 2.17
Consideremos agora uma fungao diferencidvel g : M — IR e a transformacéo

T: N — M definida por (2.15). Pela regra da cadeia, podemos escrever
d(goT) _ 8g dzy

or,  0Oz,or,’
de onde extraimos a seguinte relacdo entre as derivacdes em N6 e M:
a2 =58 (2.18)
ory dry 0z,

Outra maneira de enxergar esse fato é através da matriz da transformagédo dT,
derivada de (2.15) e dada por t,, = %’f. Se {&,,¢&,,8&,,&,} é a base canénica do
espaco de Minkowski, M, temos

que nos leva & mesma relacao anterior para as derivadas parciais (€ claro que vale o
mesmo para os vetores E, e as derivadas 5—%). Por isso, a partir de (2.15) calculamos

oz, 0z, _ —R,
or, OR, ~ (r,* R
3_3_.-_ _ Or; -7y
ar, OR, (ro+R,)? ’
o5, _ 0 _
ar; OR, '
or, 1 oz; i

6R, r,+R,’ Or r,+R,
e entdo, de (2.18) temos, por exemplo
a 0%y 0 dzr, 0 oz; 0
2] = 2% s Oy o% 9
: (31' ) or, 0z, Or,Dz. " or,ba
-R o) -7y b} -1 ( i} a )

(r.+R,)20z, ' (r,+ R, )20z, r.+R \"°3z, ' %3z,
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Do mesmo modo, podemos calcular a imagem por dT das outras derivacdes em N¢

e aqui podemos abreviar a notacao, fazendo V = ( aﬁ A 3;—, 7z, -2.), para obtermos

ad aJ =1 0 .

dT(B_rO)_dT(aR)Hr TR (I°3Iu+x V),
b5 1 0

dT(an) (ro+R) : (a&)

- r,+ R, 0z,
Agora, de (2.17) escrevemos

De onde calculamos, por exemplo

-~ 2 ailf © i @y _
om0y = 4t (g7 ) - eton (5 e (37) -

-r), 8 _ (-1,
_ro+Rﬂx°6:ra_r+R,, -V = 1r2-V,

logo

dT(8,) = — [(1 —r2)z aa + (1+r,R)E-9] . (2.19)
Analogamente obtemos 0 °

dT(8) = rﬂj 3 [r,- (romaa% - Ruf-v) % —a%; , (2.20)

dT(A,) = +1Rn [(1+rR )z, aa + (1-R§)5.v] e (2.21)

dT(A,) = rﬂj 7 [R, (razog‘z—o - RDE-V) + -52—0] . (2.22)

Com isso podemos transportar qualquer vetor tangente a H para o espago tan-
gente a M. Para fazer o transporte de T, M para T,H, onde p=T(z), basta inver-
termos as transformacdes acima, isolando cada derivada parcial de M e aplicando
T, o que resulta
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T (5%) = fr, S B4 & nih, B o (2.23)
T (%) = o+ R)A, + R(A,-5,). (2.24)

2.3.2 As Equacoes de Yang-Mills no Hipertoro

Desenvolvidas as ferramentas, voltamos nosso interesse agora para a formulagao da
teoria de Yang-Mills sobre o hipertoro (#), de tal maneira que as solugdes obtidas
possam ser transformadas em solugées no espago de Minkowski (M), levando em
conta a relagdo entre as coordenadas de #H e de M.

Como ja vimos, resolver a teoria de Yang-Mills significa encontrar, a partir de
um método variacional, conexdes que tornem minimo um funcional “agdo”, que pode
ser visto como uma espécie de energia armazenada no campo definido pela conexao.

Essas conexdes podem ser expressas localmente em termos dos coeficientes A,
da 1-forma local de conexdo, que permitem expressar as derivadas covariantes como
0, — A, (sec. 1.4.2). Quando transferidas ao hipertoro, onde decompomos os vetores
tangentes em termos dos 9, e A, essas derivadas covariantes devem transformar-se
em 3, — a, e A, — A,, onde @, e A, sio funcdes diferencidveis de H em su(2).
Estendendo a transformagdo 7, que aparece em (2.19) a (2.22), podemos definir um
isomorfismo T, : T,H @ su(2) — TxM @ su(2), de forma que, por (2.23) e (2.24),
obtenhamos

T:1 (ai:r‘ = A:) = (Tn 8 Ra)(éz = ﬁi) 3 ri[('&u - Ao) - (50 e ﬁ'o)] €

T:’ ('ai_o'_Ao) = (1'0+Ro)([3, _’a:) * &[(Ac_’&o)_ (30_60)] 2

E pela linearidade de 7., chegamos & relaciio entre as conexdes nos dois espagos:
T (A4) = (ro+Ry)a + ri(A,—g,) e (225)

T:](Ao) = (To +Rc|)’zi1 ¥ R'n(‘&o —&n) . (226)
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Precisamos agora transportar para o hipertoro a nogao de curvatura da conexao.
J4 vimos na se¢do 1.4.2 que essa curvatura pode ser medida pelos comutadores das
derivadas covariantes, com os quais construimos um tensor F,, e definimos o que
era uma conexao plana (a que tinha curvatura nula). No caso do hipertoro, pode-
mos proceder de modo andlogo, mas devemos o cuidado de observar que para uma
conexao nula o comutador de duas derivadas covariantes fica reduzido ao comutador
de duas derivadas parciais o que nem sempre é nulo. Mais precisamente, a partir
das equagoes (2.17) temos

[‘sm Ab] ==y
[Ae,8,) =0 e
[0,,8,] = 1,8, — 7,8, . (2.27)

Portanto, para definirmos um tensor de curvatura das conexdes sobre o hipertoro

que seja nulo para conexdes planas, consideraremos os seguintes componentes:
E, =—-[A,— A0, - &) = Aja, — 6,4, + [Ag,a,) , (2.28)
f{;«w == —{[éu — @y, év = ﬁ,,] — rﬂ(év —a,) + rv(‘éu = &n)}
= 8,8, — 8,8, — 1,8, + T8, + [6,,8,)] . (2.29)

Com isso, podemos construir um tensor de curvatura da conexdo para o hiper-
toro, fazendo

[0 0 ‘?ou ~“01 o2 I:jua 1
q q Ew -@11 ‘?12 =48
) o "E:oo _1?10 p o1 {Im I_‘Ius
_I::m _E:n }?10 AO H, Igaa
_E_'nﬂ Ty e Ea AO 23
L _an _Els H:sa Ha1 HS‘Z 0 |

Agora podemos construir a lagrangiana da teoria de Yang-Mills do modo usual,
ou seja, tomando a norma de F. Aqui é importante lembrar que da forma como
estdo organizadas as entradas na matriz acima, estamos supondo que as coordenadas
no hipertoro estejam ordenadas como (R,, R,,7,,7,,7,,T,), correspondendo respec-
tivamente as coordenadas (&,,&,,&,,&,,&,,&,) de N®. Por causa desta reordenacio
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das coordenadas, a métrica fica dada pela matriz n = diag(—1,—1,1,1,1,1). Além
disso, cada entrada do tensor F' é um elemento de su(2), portanto a norma, que nos
servird de lagrangiana, é dada por

”ﬁ'” = Tr(ffnvﬁﬂu = 2EanEap) .
Integrando a lagrangiana sobre o hipertoro, obtemos a agao

[H Te(Hy By, — 2B4,E0,)dS . (2.30)

Variando este funcional em relacdo a a, e A, e procurando por pontos estaciondrios,
obtemos as equacgdes de Euler-Lagrange, que no nosso caso sio as equagoes de Yang-
Mills no hipertoro.

Mais precisamente, vamos considerar uma variagdo da conexdo em uma diregao
arbitrdria substituindo, na lagrangiana acima, as conexdes por a, +tb, e A, +1B,.
Com isso, a partir de (2.28) e (2.29) temos os campos sujeitos & variagao

H, = 8,(a,+1tb,)—8,(8, +1tb,) — 7,(8, +1b,) +7,(8, +tb,) + [8, + tb,, &, +tb,]
= H, + t(8ub, — 8,b, — ruby +1.by + [@,,b,] + [bu, 6.]) + 22[b,. 0] e
E, = Au(t, +1b,) — 0,(A, +1B,) + [Ag + tBa, 8, + th,)]
= Euy +t(Asby — 8,By + [As, by) + [Ba, 8,)) + t2[Ba, by) -
SeSéa acao sujeita a variacao acima, teremos

d - d 5 i 3
=8l0 = '&E[ fu Te(Hp Hyy — 2B, Fay)dS

t=0
» ]R Tr{28 ., (8,0, — B, — 1uby + 10by + [, by) + By, @)

onde utilizamos o fato de que Tr(AB) =Tr(BA). Agora, integrando por partes os
termos do tipo I?,,,,é,,b., e lembrando que H é uma variedade compacta e sem bordo,
transferimos as derivagoes para os campos ffﬂ., e Eap obtendo

[u Te{2(—8, H by + 8, Hyuby — 1, Hyby + ruHyby + Huloy, b)) + Hyulby, @)
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e 4(—A3E¢#b# =} épEapBa -+ Ea,u[-’&m b#] 5 EGF[B“’ a#])}ds‘

Aqui hd termos envolvendo b, e outros com b, por exemplo. Mas como os indices y
e v sao mudos na soma que estamos fazendo, podemos intercambia-los, observando
antissimetria dos tensores envolvidos (H,, = —H,,). Além disso, a propriedade
j4 mencionada do trago transforma-se em uma propriedade ciclica quando temos o
produto de mais que duas matrizes (Tr(ABC) =Tr(CAB)). Tudo isso nos permite

escrever a integral acima como

-~

fu Te{2(~28,H,, — 2By — iy, Hul)by — A=A Ey — [Ag, Ea))b,

— 4(8,E,, + [a,, E.u))Bo}dS .

Como as variagoes b, e B, sao arbitrarias, a Unica maneira de a integral acima ser

nula independentemente dessas variagoes é se

8, + lau, Hy) — (ABo +[Au Bn]) = 0 e (2.31)
8uE 0y + [y, Bop] = 0 (2.32)

e estas sao as esperadas equagoes de Yang-Mills no hipertoro.

2.3.3 As Solucoes

Lembrando agora nossa discussdo inicial sobre a correspondéncia entre transforma-
¢oes conformes no espago de Minkowski e rotacdes no hipertoro, vamos procurar solu-
cOes para as equacoes (2.31) e (2.32) que sejam invariantes por O(4), o que implicard
em invariancia por certas transformacoes conformes quando as transportarmos para
o espago de Minkowski.

Utilizaremos como base da dlgebra de Lie su(2), as matrizes anti-hermitianas

__[o i o -1 i 0
1 Slg gl BT 6] * W0 =]
que satisfazem as relagoes

LT =Tk =—TiT, Ti=-1 e T'=—m=1 ,



onde 77 denota o conjugado hermitiano de 7;. Acrescentando a estas a matriz
identidade 7, = I, podemos descrever os elementos do grupo SU(2) por
o0 = = = | 2l e |

para qualquer vetor z € S3 Para verificar isso, basta observar que det g(z) =
|lz]| = 1 e que transpondo e conjugando g(z), obtemos h(z) = z,7, — zxTx que
multiplicado por g(z) resulta na matriz identidade. Ora, os elementos de SU(2) sao
caracterizados justamente por ter o inverso igual ao conjugado hermitiano e terem
determinante igual a 1.

Uma vez que as coordenadas de qualquer ponto do hipertoro satisfazem (2.6),
podemos fazer R, = cosf e R, = sinf. Baseado na forma das solugoes discutidas
em [10], B. M. Schechter (ver [18]) sugere a procura por solugdes da forma®

a, = f(0)9(x) Bug(r) e A, = f(8)g(r) Aug(r) = 0, (2.33)

onde g(r) = r,7, é o difeomorfismo natural de S® em SU(3). De fato, isso nos
leva a uma grande simplificacao das equagoes de Yang-Mills sobre o hipertoro, como
veremos a seguir. Chamemos de ¢, s fungdes g(r)” d,g(r) do hipertoro na algebra
de Lie su(2). Alternativamente, podemos escrever

bu = 9_15139 = g_T(Bpg—r,,T,,a,,g)

= 1

=g (Tu—rumymy) = g (Tu—7149) (2.34)
e entdo a, = f(0)¢, = f(6)(g” 7, — r,7,). Substituindo em (2.28) obtemos
E, =Ak,=A.f6)¢, . (2.35)
Para (2.29), temos

H, = f(6) [c'},, (9"13.,9) -0, (g_'é,.g) — 7.9 B,9+ rugdé,.g]

30 ansatz proposto em [18] parece diferente do aqui apresentado, pois utiliza matrizes hermi-
tianas (as matrizes de Pauli) e é formulado de uma maneira diferente, entretanto é facil verificar
que as duas formulagdes sdo totalmente equivalentes, a menos de um fator —1/2.
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+£7(6) |97 8u9. 9™ b9]
= f(ﬂ) (éﬂg_1évg o g_1épévg = 399_13p9 = g_‘éuan,ug = Tpg_1évg == ?pg_lé“g)
+12(0) (67 9,99 B9 — 9" Bugg” Bug) -
Lembrando que as derivacoes 5‘;‘ sdo em diregdes tangentes ao hipertoro e que sobre
o hipertoro temos ¢~ ¢ = I, podemos derivar esse produto obtendo ép(g_1 g) =
3,_,_9"19 + g_‘é,,g =0. Logog d,.9= —3p9_1g. Além disso, podemos utilizar (2.27)
para escrever

-1

gdéuévg -9 6,,3,,‘_(} = 5'_1 [éﬂléb‘]g
=g (rubo—mby)g = 1.9 Bg—10g b9 .
Portanto, voltando & expressdo para H,,, temos

ﬂ',,,, = (f - f2) (épg"‘é,,g - é,,g”léﬁg) : (2.36)

Obtidas as expressdes para E‘m e I;I“,, podemos leva-las as equacoes de Yang-Mills
(2.31) e (2.32). Para a primeira parcela em (2.31) temos

3,H, = (f - fz) [ép (3,,9_‘3,9) -8, (5,9_‘5,.9)]
= (1) (Bubus ™' Bua+ Bu5™ 80— 8,05 B0 — Bug 0,00 -
Entao calculamos
épévg = éy- (m — f'vg) = "ap (r.g9) + rﬂrﬂaﬂ (rv9)

= —0upg — ToTu + 2Tprv§ ’ (237)

onde —d,, € o delta de Kronecker e de modo andlogo, podemos obter
5,‘3.,_9_1 = — Im,_t;!_i - r,,a,,g_1 + 21',,,?',,3_:,!"1 3 (2.38)

A partir dai, e lembrando que a repetigdo do indice ¢ num mesmo termo implica
numa soma com g indo de 0 a 3, podemos obter

~ e

8.0.9=-3g e 8,6,07 =-3g (2.39)
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Além disso, temos
A 1A oA -1 =3
Oug9 00,9 = (3#9 —Tug ) (“614”9 — Ty + 27u70,9)

o) - i
= —0y9 9—A4ryT, +2r,T,0u9 ' g+ TuTy +Tug 'r;,'r,u — 2Ty TuluT,

S vg_‘g == 2?91'0 = _évg_1g S8 3TPT[]
e, analogamente,
- -1 -1 -1
0u0,9 0.9 = — (O}..,g —1,0,9 +2r,T09 )(Tp— .9)

-1 2

ayg B 37.”1-0 .

I

-—g"@,,g— 2r,7, = —g

Com isso obtemos

(2.40)

(2.41)

0uHu = (f— 1) (-39 8,9- 8,9 937, +9 ' Bug+ 31,7, + 30,9 g)

= (1- 1) (~40785) = 4(£~ ).
Para a Segunda parcela de (2.31), temos
[&m ﬁpv] = (f) (.f = fz) M’m (épgﬂévg - évghlépg)]
= (f2 - fa) (g_‘énganng_‘évg = 9“13;1.96;9”13;:9

nd épgﬁéygg_'épg Tk éug_‘éu.gg—‘éng)

= (2= 7*) (97 8,90.9" ' Bug — 2™ 6,090,949 + 00" ' Bug9”'b,9) -

Nao é dificil verificar que
0,90,9" = (8,9 —1u9) (Bug™ —1ug” ) = 37,

e que

Tug Tu=—29,

com o que calculamos
-124 A =1a -1 =s =4}
9 0ug0ug Oug = g (0ug—ru9) (avg —Tg ) (Oug — 7u9)
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= (g-lﬁ, ~ ru'rn) (ng_IT# — g Tu—Oug Tug+Tg rpg)
= 9708 T8 T8 Tu—0 TuTudeg 9+g TuTuTg g
= Vg-‘rpr o '.r,,_t;r_‘ir",lrpl + rprpaygﬂg - rprpr,,g_fg
— —29_16‘,9 + 2,7, — 3,,9—1g + 7T,
= -2 09 -09 9=-%.
Voltando a (2.43) podemos, entdo, escrever

& 5 -1 a -1z A =1

[a#’HﬂV] = (f2 - fa) (39 3&!9 e o 29 avg - 36:.-9 9)
= (P -£°) (8¢7du9) = 8(F°-1°) 9. - (2.46)

Para a terceira parcela em (2.31), a partir de (2.35) temos

AiEw = AJAuf(O)]6, = {A[AF(8)] + A[A £(8)]}e. -

Escrevendo 6 = arctg (%) temos W =-R e % = R, , com o que calculamos
A _ 918 ) 35(6)

= —R, f'(6) —Ra[—RgR,f'(ﬂJ+R,Rof’(9)] = —R, f'(6)
e analogamente
A, f(6) = Rf'(6) .
Logo
ABa = {A[-R f'6)] + A RS (6)]}4s

= [R,R, + R}f"(6) — R.R, + R f"(8)l6» = f"(6)¢s - (2.47)

A segunda equagao de Yang-Mills (2.32) é automaticamente satisfeita para
conexdes da forma (2.33). De fato, para a primeira parcela temos

8uBey = Auf(0)0u0y = Auf(6) (Bug 049 + 9" Budug) = 0,

por (2.39) e (2.44). Na Segunda parcela aparece um comutador [¢,, ¢,] que obvia-

mente é nulo.
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Reunindo as parcelas (2.42), (2.46) e (2.47), as equagdes de Yang-Mills ficam

reduzidas a

(—4f +12f*-8f° - f")p, = 0,

o que significa que basta resolver a equacao

48P -1 44 =0, (2.48)

ou seja,
7+ (f-5) -1 =o0.

Aqui é natural percebermos as solugoes constantes, para f = 0, —;— ou 1. Entretanto a
primeira corresponde & conexao nula e a dltima a uma conexao plana a, = g“’épg,
restando entdo @, = %g_'épg como solugdo nao trivial (i. e.,com curvatura nao
nula).

Para encontrar as solugdes nao constantes, podemos multiplicar a equagao (2.48)
por f'(f), com o que obtemos

FI 4 8 — 12ff + 4ff =0
- l(f’)2 + 2f* — 4f% + 2f2J =0
dé (2

;U + 2 -1) = C.

Esta equacgdo nao linear de primeira ordem é equivalente & que surge do es-
tudo do movimento de uma particula de massa unitdria num pogo de potencial da
forma 2f%(f — 1)2.Aqui a varidvel # corresponde ao tempo, a funcdo f 4 posicdo da
particula, 3(f')? € a energia cinética e a constante de integracdo C corresponde &
energia mecdnica da particula.

Para uma andlise qualitativa das solugoes, é suficiente observarmos o grafico
desse potencial, conforme aparece na figura 1. Ali podemos perceber, além das
solucoes constantes que ja encontramos, que para C < 1/8 temos duas possibilidades
de solucoes periédicas com oscilagoes em tornode f =0 ou de f = 1. Para C = 1/8,
dependendo das condigbes iniciais, podemos ter a solucdo constante f = 1/2, ja
mencionada e duas solugées ndo periédicas com f aproximando-se assintoticamente
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de f = 1/2. Para C > 1/8, voltamos a ter solugoes periédicas, com oscilagoes mais
amplas, percorrendo os dois “vales” em f=0 e f=1.

i
T
10

Para obter explicitamente as solucgoes dessa equagao, basta observarmos que ela
é do tipo eliptico, o que fica mais evidente se escrevermos

(f)? = C - 4f(f-1)

e substituindo a constante C por 1/C?

f'= g\ I-RCIG 1P

As solugoes de equagoes desse tipo podem ser dadas em termos de fungdes elipticas
como as de Jacobi, por exemplo.
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