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Resumo

Nesta tese estudamos os geradores minimos da 4lgebra de Rees simbdélica de ideais gerados
por mondnios livres de quadrados, dedicando especial atencao ao caso ¢m que o ideal € o
ideal de arestas de um grafo simples.

Entre varios outros resultados destacamos a determinagao de quais tipos de estruturas
contribuem para & determinagio e crescimento do tipo de geracdo da dlgebra de Rees
simbélica, a construcdo de varios exemplos de estruturas(grafos) que aparecem como gera-
dores genuinos do ideal de aresta, e a obtencéo da melhor quota inferior e superior para o
grau de geradores minimos do moédulo simbdlice nao trivial.

Abstract

We study minimal generators of simbolic Rees algebra to monomial radical ideal, with
special atention to the case of edge-ideals of simple graphs. The main results are the
determination of which kind of structures contribute to increase the generation type of the
simbolic Rees algebra, the construction of several examples of these structures and finally
the best range to degrees of minimal generators(fresh generators) of simbolic powers of an
edge-ideal.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A noc¢éo de poténcia simbdlica de um ideal foi introduzida por W. Krull, nos anos 30.
Trata-se de wm objeto extremamente natural em A_lgebra Comutativa, cujo primeiro
significado geométrico foi dado por O. Zariski em sua célebre memoéria sobre fungdes
holomorfas (“Main Lemma”). Foi ainda Zariski quem aplicou a teoria das poténcias
simbdlicas para deduzir, de forma elegante, resultados de estrutura em Algebra Co-
mutativa (cf. [19]). Cerca de 15-20 anos depois, M. Hochster ([8]) chamou a atengéo
para o comportamento peculiar dessas poténcias no caso de certos ideias primos.
Em particular, observou que se o ideal era gerado pelos elementos de uma sequéncia
regular, entdo as poténcias simbdlicas coincidiam com as poténcias ordinarias. Para-
lelamente, vdrios autores deram partida ao estudo abstrato das filtracdes simbélicas,
introduzindo formalmente a algebra de Rees simbdlica, culminando com o problema
da finitude desta dlgebra no caso de curvas monomiais em A3 A bibliografia de
poténcias simbdlicas enriqueceu-se aceleradamente nas duas ultimas décadas, com a
descoberta de varios teoremas de estrutura e aplica¢bes a outros problemas.

Por outro lado, com a intensificacao dos métodos da funcao de Hilbert tornou-se
acentuado o interesse por ideais monomiais - assim chamados os ideais de um anel
de polindmios sobre um corpo cujos geradores sao mondmios. A interpretacao de um
tal ideal como fibra especial de uma familia, do lado geoméirico, sé fez aumentar o
interesse por suas propriedades. Finalmente, a contribuicdo espetacular advinda da
Combinatéria, devida a R. Stanley e vérios outros {cf. Apéndice C), entronaram os
ideals monomiais como parada obrigatéria da Algebra Comutativa recente.

No final da década anterior,Villareal ([17])e posteriormente, Simis, Vasconcelos
¢ Villarreal ([16]) introduziram sistematicamente o estudo de ideais de arestas de
grafos (vide Apéndice A). A motivagio vinha, parcialmente, dos vérios experimentos
de Villarreal em sua tese de doutorado de Rutgers University, sob orientagdo de

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Vasconcelos. Neste trabalho, os autores deram uma condi¢éo necessdria e suficiente
em termos da teoria dos grafos, a fim de que o ideal de arestas de um grafo fosse
normalmente livre de torcio. A condicio era, exatamente, que o gralo fosse bipartido.

Abria-se, assim, um horizonte natural para o estudo do comportamento das potén-
cias simbdlicas de um ideal de arestas admitindo ciclos impares. Numa sequéncia
natural, a monografia {14], pontuou vérias dessas questdes, deixando claro que a
grafologia correspondente nio era de forma alguma trivial. Algumas delas, em fase
preliminar, diziam respeito a natureza dos mondmios geradores das poténcias simabdli-
cas de um ideal monomial radical {isto é, gerado por mondmios livres de quadrados) e,
mals particularmente, de um ideal de arestas. A experimentac¢ao desta fase convergiu
para duas questdes bésicas, de simples enunciado:

Questao 1.1 Fixado um corpo k, dado um ideal I C R = k[X] gerado por mondmios
livres de quadrados, entdo os geradores minimos do mddulo

[(m)/(j Jm=1) 4 @ gm=-2) L I(m—l)_;r)’
s30 monémios livres de quadrados (possivelmente {0}).

(N.B. I} denota a poténcia simbélica de ordem r do ideal I. Em particular, para
m = 2. perguntava-se quais os geradores da segunda poténcia simbélica que ndo eram
produtos de mondmios de 1)

Questao 1.2 Seja G um grafo. Se f € o ideal de arestas de G, entdo os ciclos impares
sem cordas que sejam arestas de G e os cliques de &G sao os geradores minimos livres
de quadrados dos moédulos em 1.1, para os varios m > 2.

Uma terceira pergunta subjacente, de cardter técnico, dizia respeito & possibili-
dade de reduzir o problema ao estudo de geradores cujo suporte contivesse todas as
variaveis. Mals precisamente, seria preciso verificar a validade da seguinte formulacéo.

Questao 1.3 Seja I C R = k[X] um ideal gerado por mondmios livres de quadrados.
Dado X® € I, colocammos S = k[Supp (X%)], e J = INS. Entéo,

X2e DN\ (X017 & X2 e JT\ (Supp (X2)) 7

Nesta tese, estudamos as questdes acima, bem como outros aspectos da teoria
para ideais monomiais radicais. No caso de idealis de arestas, mais manejdvels, este
estudo revelou problemas de complexidade inesperada. As respostas &s duas primeiras
questdes sdo negativas em geral. A terceira questdo tem, esperadamente, resposta

afirmativa.



A seguir, comentamos nossos resultados, secdo por secao, de maneira sucinta.
O capitulo 2 é introdutdrio, revendo algumas técnicas para o computo efetivo das
poténcias simbdlicas de ideais monomiais radicais.

O capitulo 3, ainda de natureza geral, introduz as nocdes de mddulo simbdélico,
algebra de Rees simbolica, tipo de geracao e geradores genuinos. Aqui indicamos a
relagdo entre ag duas primeiras nogoes.

No capitulo 3, olhamos um contexto mais especial, em que og anéis sao graduados.
Na segdo 3.2 observamos relagées entre poténcias simbdlicas e médulos conormais
numa extensac de algebras graduadas. Esta secao podera ter interesse para o estudo
dos sistemas lineares de hipersuperficies que se anulam até uma determinada ordem
ao longo de variedades projetivas.

Os dois capitulos seguintes contém o nicleo desta tese.

O capitulo 4 estuda a natureza dos geradores do médulo simbdlico de um ideal
I ¢ R (denotado F(I)), no caso de ideais de ndo faces de um complexo simplicial,
introduzindo as ferramentas bdsicas necessarias & abordagem feita nos capitulos sub-
seqentes. Introduz-se, aqui, a fun¢ao de ordem simbdlica, explicitando-se seu exato
valor para cada mondmio e estabelecendo-se a relacao entre a ordem de um mondmio e
a altura do ideal do subcomplexo gerado pelo seu suporte. O Teorema 4.14 determina
a ordem simbolica dos geradores de F(7).

No capitulo 5 consideramos os geradores de F(I), no caso em que J é um ideal de
arestas de um grafo simples. A complexidade familiar de questoes da teoria dos grafos
se reflete aqui de modo natural. As estruturas tipicas em que geradores simbdélicos
sdo, por assim dizer, incubados, sdo os grafos completos e os ciclos impares. Um
estudo mais cuidadoso mostrard que estas estruturas sao bésicas mas estruturas mais
complexas, montadas sobre estas, introduzem fendmenos imprevistos. Talvez o mais
inquietante, neste contexto, seja a existéncia de geradores genuinos minimos nao livres
de quadrados. Isto nos levou a estudar com detalhe outras classes de grafos, tais como
cones, suspensoes e alguns de seus s6fopes, que convencionamos chamar de pseudo-
ciclos e pseudo-cones. Descrevemos, completamente, os geradores minimos da dlgebra
de Rees simbdlica nos cascs do cone e da suspensio de um grafo G, em funcéo dos
geradores da dlgebra de Rees simbdlica de . No caso particular da suspensdo de
G, mostra-se que a algebra de Rees simbdlica tem os mesmos geradores minimos da
dlgebra de Rees simbélica do grafo G.

Em 5.3 introduzimos uma versao da familiar polarizacdo, adaptada ao presente
contexto de ideias de arestas. Polarizando o ideal dado, reduzimos o estudo dos
geradores genuinos minimos ao dos geradores genuinos minimos que sao livres de
quadrados. Como conseqliéncia, obtemos a melhor cota superior para ¢ grau dos
geradores minimos da poténcia simbdlica de um ideal de arestas.



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

A subsecdc 5.4 discorre brevemente sobre questtes em aberto, relativas a cotas
superiores para o tipo de geragao da Rees simbdlica.



Capitulo 2

Poténcias simbolicas

Defini¢ao 2.1 Seja R um anel noetheriano. Dado um ideal 7 C R, e um inteiro
r > 0, a r-ésima poténcia simbolica de I, é o ideal

I™ .= {f e R|3s€ R\ U F, comsfel}.
PeAss (R/I)

O seguinte resultado geral mostra que, em principio, a determinacdo de uma
poténcia simbélica reduz-se ao caso de ideais primadrios.

Proposigao 2.2 Seja R um anel noetheriano e seja J C R um ideal sem primos
associados imersos. Se J = MQ; € a decomposicdo primdria de J, entao

Jr = min—(’"), para todo r > 0.

Demonstracao. Cf, e.g., [13, Apéndice]. !

Para outras consideracGes e para questoes de efetividade de célculo, utilizaremos
dois resultados relevantes, a saber:

o O teorema de Zariski-Nagata.

e O método de A. Simis para o cdlculo efetivo de poténcias simbdlicas de ideais
polinomiais (em caracteristica 0).

Passamos a uma revisdo das idéias principais envolvidas.

b



6 CAPITULO 2. POTENCIAS SIMBOLICAS

2.1 Operadores diferenciais e o teorema de Zariski-Nagata

E conveniente introduzir a seguinte nogao.

Defini¢ao 2.3 Seja R = k[X;...X,]. Dado r > 0, ¢ um ideal /] C R, a r-ésima
poténcia mfinitesimal de I é o ideal

o«f
LT = T4 . < _1 .
I {f€R|aia€LVQ,'0![_?" }

Esta nocio goza de propriedades bastante semelhantes as da poténcia simbdlica.
A seguir assinalamos algumas delas.

Proposicao 2.4 Seje R = k[X1...X,] e I C R um ideal.
(i) Para todo v > 0, o anulador do R-mddulo I<7> /I<""1> contém [

(i) Se I ndo tem primos associados imersos entdo R/I e R/I<"” tém os mesmos
Primos associados

(i) A sequéncia {I<"},>0 € uma filtragao (descendente) multiplicativa.

Nao faremos a demonstragdo, remetendo o leitor a um resultado mais geral em
[9, Proposition 6]. O ingrediente crucial é o carater recursivo da nogdo, que isolamos
para eventual referéncia.

Lema 2.5 Seja R=k[X:...Xy,), 7 >0, e I C R, um ideal. Enido

I<T>:{fER|%€I<"1>?V1§z‘§n}.

Demonstragao. Basta observar que todo operador -6‘% ¢ composto de derivagdes
ordinarias. ([

A semelhanca entre I<™> e I nio & casual.

Teorema 2.6 (Zariski-Nagata) (char k = 0.) Se k € algebricamente fechado ¢ P ¢
um ideal primo, entdo P = P<"™>, ¥r > 0.

Demonstragio. Cf. [5, Theorem 3.14].
Coroldrio 2.7 {char k =0.) Se I é um ideal radical, entdo I'") = I<™> para r > 0.

Demonstracdao. Trata-se de uma conseqiiéncia imediata da Proposicao 2.2 e do
Teorema 2.6, observando-se que a poténcia infinitesimal comuta com intersecdes. O



2.2. COMPUTO .DE POTENCIAS SIMBOLICAS VIA MATRIZES JACOBIANAS 7

2.2 Computo de poténcias simbolicas via matrizes jacobianas

Dado um ideal de dimenséo pura J C R = k[X], consideramos a segunda sequéncia
fundamental do mdédulo das diferenciais de Kéhler

J/J? = (R/ )" = Q(R/J) — 0,

Escolhendo um sistema de geradores f .= {f1,...,fm} C R de J, a aplicagao a
esquerda ¢ induzida pelo homomorfismo de R/J-médulos livres definido pela matriz
jacobiana transposta de f. O nucleo desta aplicagio é o submédulo de torgao 7 /J?
do conormal J/J?. Por definigdo, vemos que J* C J'® C 7. Resulta uma sequéncia
exata de quatro termos

0—7/J® = J/J® 5 (R/)™ - QW(R/J) — 0.

Em geral, 7 # J@ (uma excegao familiar é quando J é radical e k é perfeito). A
observagdo crucial em [15], aparentemente despercebida antes, é que, para obter-se
um conjunto de geradores de J?, a sequéncia dos tres primeiros termos (a partir da
direita} é suficiente uma vez que a tor¢ao serd anulada pela agio da matriz jacobiana
transposta. A vantagem do método € que se aplica a ideais puros quaisquer e usa
apenas relagbes de matrizes com elementos no anel R/J.

Dado um conjunte de polinémios £ ;= {f1,..., fm} C R, designamos por O(f)
a transposta da matriz jacobiana de f. Para cada inteiro r > 0, U{)(f) denotard
um “levantamento” (lifting) para R, da matriz de relagdes de O(f) sobre o anel quo-
ciente R/{£)™}, enquanto que I;({f) - T(f)) denotari o ideal gerado pelos elementos

do produto de matrizes [f1,..., fm] - T(£).

Proposigao 2.8 ([15, Proposition 1.3]) Seja R = k[X]| um anel de polinémios sobre
um corpo de caracteristica zero e I C R, um ideal. Dador > 0, sejaf :={f1,..., fm}
um conjunto de geradores de I<"7. Entdo

I<r+1> — Il((f) . ﬁl(f)) 47 I<r>'

Demonstragdo. Cf. [loc. cit.].

A proposicao fornece um método para obter, recursivamente, as poténcias simbdli-
cas de um ideal I ¢ R = k[X] tal que I = I<"> para todo r > 0. Pelo resultado de
Zariski-Nagata, este é o caso se [ é radical e char k& = 0 (ou se char k é suficientemente
alta). E uma questio aberta, em geral, decidir quando se dé a igualdade das duas
nogbes quando uma dessas condigdes falha.

O método presta-se bem ao cédlculo efetivo, permitindo a construcao de algo-
ritmos razoavelmente rapidos. Existe uma implementacao na forma de “script”
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para Macaulay ({1]), feita por D. Eisenbud (os scripts sdo “next-symbolic-power”e
“symbolic-power”). A implementacio para Mecauley? ([7]) estd no Apéndice D.1.



Capitulo 3

Algebras e médulos simbdélicos

Definicao 3.1 Seja R um anel (sempre comutativo com identidade). Dado um ideal
I C R, introduzimos o ideal

r—1
Sl =Y 10,
=1

O médulo 7(I} = P, ., EIZ% é chamado o mddule simbdlico (ou mddule genuino) de
I

Observemos que, como I C I~V para r > 1, resulta que F(I) é um R/I-médulo.
Fixado o ideal I na discussdo, usaremos X, em lugar de X,.(/) e, analogamente,

FoAl) =&

= -
! T

Os elementos de F,.(I) \ X, serdo chamados de geradores simbdlicos genuinos de
ordem v, ou simplesmente de genuinos de ordem r, enquanto que 3, serd chamado
de submddulo trivial de I'™). Observemos que

P, C Y1 C---C Xo.

Se (R, m} é local ou graduado e se I C m, entdo £, C mi. Por conveniéncia, poremos
El = mf
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3.1 Algebra de Rees simbdlica

Dada uma filtragao multiplicativa de ideais F = {I, }ren, a dlgebra de Rees associada
a F é o subanel R(R, F) C Rlt] dado por:

R(R,F) =P Lt
rel

Existem trés versoes que sao relevantes em dlgebra comutativa e geometria algébrica,
séo elas:

o A dlgebra de Rees (ordindria) de um ideal I C R, associada a filtracao /-ddica,
{I"}ren.
o A ilgebra de Rees simbdlica, associada & filtragao {/ (“)}n@;.

o A glgebra de Rees associada a filtracao dos fechos inteiros das poténcias de um
ideal 1.

Derivado de cada uma das estruturas acima temos ¢ anel graduado associado, dado
por

I
G(R,F) =P +—,

I r+1

en T

e uma das principais preocupacdes é saber quais as propriedades da algebra de Rees
que sao herdadas pelo anel graduado associado e vice-versa. I imediato que se
a dlgebra de Rees é noetheriana, entdo o graduado associado também o é. Cu-
riosamente, no caso da Algebra simbélica de certos ideais radicais, estabelecemos a
reciproca (cf. Proposi¢do 3.5).

3.1.1 Tipo de geragio (posto simbdlico)

Se I = (f1,..., fm) C R, entéo é imediato que B, x I"t" = R[f1t,..., fmt] = R[I%].
Em particular, a adlgebra de Rees associada & filtragéo I-adica {I"},en ¢ finitamente
gerada sobre R.

Definigao 3.2 Seja {I.},en uma filtragio do anel R, e R a dlgebra de Rees associada.
O tipo de geragdo de R é o numero natural

tg = tg(R) := min{s|R = R[I1t, Lt*, ... Lt°]}.

H i

Caso tg nao exista, diremos que o tipo de geracéo € infinito. Neste caso, a algebra de
Rees associada nfo € uma K-algebra finitamente gerada.
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Se R = RY} ¢ a 4lgebra de Rees simbélica do ideal I, entio o tipo de geracdo de

R coincide com o posto simbdlico s(I) de I, onde s(I) := min{r|I™ = 5,, ¥m > r}.

Exemplo 3.3 Se I é o ideal de arestas de um ciclo pure com 2k — 1 (h > 2) vértices,
sem cordas, entdo o tipo de geracio de R é igual a altura de I. Mas precisamente:

RU) = R[It, (Xl s Xgh._l)fh].

Isto serd uma consequéncia da Proposicao 5.8, e do fato que i = ht 7.

3.1.2 Condicdes de finitude
Teorema 3.4 Seja I C R um ideal, B noetheriano. Sdo equivalentes :
(1) RY¢ uma R-dlgebra finitamente gerada.

(2) F(I) € um £-mddulo noetheriano.

(3) I® =%, s » 0.

Demonstragao.
(2 & 3) E imediato.
(1 = 3) Sabemos que RY) é N-graduado com ideal homogéneo ??,Ef) =3, o 1.

Neste caso, ’Rf) é finitamente gerado por elementos homogéneos: Fi, Fs, ..., F, res-
pectivamente, de graus dy,dz, - - -, dm €, cada parte homogénea de RY) de grau n e
dada por : Ry = ARY, +-- + F,RY

Se f* € W = R, entdo f € Y., FRY, . Tomando s > max{dy,...,dn)}
teremos ) = T,.
(3 = 1) Seja ¢ = max{s;T® # T}, I = (f1,..., fu), € sejam, respectivamente,
{Fa,.. ., Fiu, },{Gi1,- .., Gim,} geradores de F,(I) ¢ %,, i = 2,...,q. Considere o
anel k(X,Z,T.Y],onde 2 = Z1,...,2,,T = Toy,..., Tgn,,. ¥ = Yo1,..., ¥y, € 0
homomorfismo de R-dlgebras, dado por:

g k[is Z: I._: _K] i R(I)

£ —  fil

1y — it

}/;.c = G%Ctz
Afirmamos que 6 é sobrejetiva. De fato, suponha s < g e seja ft* € I)¢°. Sabemos
que como R-médulo temos I =< Fy, ..., Fo.,Ga,...,Gsm, > . Logo para todo

clemento g € RY) de grau menor ou igual a g, existe um polinémio p, € k[X, Z,T,Y]
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tal que #(p,) = g. Suponha s = g+ 1, como I®) = 5, Vft* ¢ I*}¢* podemos escrever
J= 23;1 frifos—i com fy; € I8 e for_; € 19, Sejam py; € pas—; 05 polindmios para
0s quais 8(py;) = fiit’ e #(pae_i) = fas_it® . Desta forma, o polinémio 3 p1;pos—s
satisfaz 8(> prpse—;) = ft°. Portanto se ft° € I®¥# s > g, obtemos apés um
niimero finitc de substituigdes um polinémio cuja imagem via 8 é ft°. Concluimos
que @ é sobrejetor sobre as partes homogéneas de RY } e conseqiientemente, sobre
todo RY. O

De um modo geral a condicio (3) equivale a dizer que a filtracdo {I™},cz, é uma
e.n.f. (“essentially power filtration™) na terminologia de [12, Theorem 2.7],

Proposicio 3.5 Seja R um anel noetheriano e I C R, um ideal. Se [9+) C 5,
para ¢ 3> 0, entdo sdo equivalentes:

(a) RY), 6 uma R-4lgebra finitamente gerada.

(b) G é uma R/I-dlgebra finitamente gerada.

Demonstracio. (2) = (b) Obvio.

(b) = (a) Queremos mostrar que IV = T_(I) para todo r > 0. Como GV é R/I-
graduada, podemos escolher um conjunto de geradores homogéneos. Sejam, entfo,
{G; € I\ I+ |1 < 5 < m} tais que os respectivos residuos geram G como
R/I-8lgebra. Ponhamos d := max{s; |1 < j < m}.

A afirmagio é que 1™ = X, (J) para r > max{qo,d}, onde gy é tal que /Y
T, Vg > g . Ora, dado f € IO\ IO temos f = S0, H,;G; + F, onde o
residuo de H; em GY ¢ homogéneo de grau r — s; <rekF e I+ Resulta que
fex JO=s3) Jloi) 4 JU+D) B 4 JO+D = 55 onde foi usado que I+ < X, pois
T 2 0. O

Observacao 3.6 veremos adiante que o ideal de arestas de um grafo satisfaz as
condicoes da Proposicao 3.5.

Um resultado de Lyubeznik [10] nos diz que se I é ideal geradoc por mondémios
entdo a dlgebra de Rees simbdlica é finitamente gerada. A titulo de ilustragdo, damos
a demonstracio deste resultado, com pequenas modificagdes, para o caso em que [ é
radical (isto é, gerado por monémios livres de quadrados).

Dado um ideal monomial radical I C k[X},...,X,], sejam P,..., P € Ass(J) os
primos minimos de I, e vp, para ¢ = 1,...,¢ a ordem simbdlica associada a filtragao
{P7};51. Observe que dado X%, temos v{X%*) = Min ,=1__{vp (X?)}.
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Considere o conjunto ZTQ parcialmente ordenado pela ordem induzida pela ordem
> em cada componente Z, i,é,

(21, s Znag) 2 (21 2 © 2,22, Y3€{l,...,n+q}

Sabe-se que todo subconjunto ndo vazio de Z7 admite um conjunto finito de elementos
minimais para a ordem induzida. Definimos

Z(I) = {(aa,. .., an,vp () —vi(a),...,vp (a} = vi(a)), X*€ I}.
Um elemento tipico de Z{]) serd denotado por z(X=).

Teorema 3.7 Se I C k[X,...,Xxs] € um ideal monomial radical, entdo R ¢ fini-
tamente gerada.

Demonstragao. De acordo com 3.4, basta mostrar que existe m >> 0 tal que
IV = %, para r > m. Sejam M, ..., M; € I mondmios tais que z(M1),...,2{M;}
s&o os elementos minimais de Z(7) e m := Max{y;(M1),...,vr(M)}.

Consideremos X € I® r > m. Por hipétese, z(X%) > z(M,,), para algum
% € {1,...,t}. Como a restricio da ordem parcial de Z}"% a Z? corresponde a
divisibilidade de monémios em k[X], temos X% = XM, , para algum 6 € Z. Para
1=1,..., g obtemos

vp (X8 = vp(X%) —vp(M,,) (3.1)
> v(X5) ~ v(M,,) (3.2)
> r—vi(M,,)

onde a primeira desigualdade resulta de que z(X%) > 2z(M,,) inclui a condigdo
vp (X®) - vr(X%) > vp(M,,) — vi(M,,) para todo P
Logo, v;(iﬁ) > r — vr(M,,), e conseqiientemente,

_E-'!E — M}oiﬂ = I(VI(MJO))I(T_"”J(MJO)) g 21‘-

Exemplo 3.8 Seja I = (XY, XZ. YZ).
Os seus primos associados sdo: P, = (X, Y), P, = (X,Z) e P; = (Y, Z). Neste

caso, temos:
) a+b
) a+c
vp(a,b,c) = b+c
) = min{a+b,a+c¢b+c}

I
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Segue que
Z(I) = {{a,b,c,a+ b —vila,b,clya+ c—va bc),b+c—vila,b,c))| XY Z¢ ¢ I
Além disto para cada X%Y?®Z¢ € I temos apenas quatro possibilidades:

(1) a=0eb,c> 1 eisto implica b+ ¢ — v;{a,b,¢c) > 1. Logo,

z{a,b,c) > (0,1,1,0,0,1).

(2) b=0¢ea,c>1eistoimplica a + ¢ — v;{a, b, c} > 1. Logo,

z{a,b,¢) > (1,0,1,0,1,0).

(3) e=0eaqa,b>1eisto implica ¢ + b — vs(a,b,c) > 1. Logo,

z(a,b,c) > (1,1,0,1,0,0).

(4) e finalmente, a,b,c > 1 e isto implica

z{a,b,¢) > (1,1,1,0,0,0).

Segue que os elementos minimos de Z(J) sio:
{(03 1? 1? O'.l D? 1)3 (11 0) 1?0? 1:‘ O)l (11 1] 0? 11 01 0)’ (l'.l 17 1, 07 0? O)}

Lemos os mondmios correspondentes nas trés primeiras coordenadas. Obtemos,
assim, que a dlgebra simbdlica é gerada, como k{X]-subdlgebra de kX, ¢], pelos ele-
mentos X1.Xof, X; Xot, XoX5t, X1X2X3t2.

Engenhoso e essencialmente algoritmico, o método se presta pouco a conclusdes
tedricas gerais. No capitule 4 veremos outra forma de estudar os geradores da dlgebra
simbdlica.

3.2 Sub-algebras graduadas e poténcias simbdlicas

Seja B um anel N-graduado. Poremos A := By. Seja J € B um ideal homogéneo e
I'=Jy=JNA

Lema 3.9 J"NA=I"param > 1.



3.2. SUB-ALGEBRAS GRADUADAS E POTENCIAS SIMBOLICAS 15

Proof. Para qualquer d > 0, tem-se

(‘]m)d = Z Jil s Jim-

b4 i =d

Em particular, para d = 0, obtem-se (J™)g = Jy--- Jy (m vezes), o que é I™ por
defini¢ao. O

Proposicao 3.10 Sejam A,B,I ¢ J como acima. Entgo:

(i) As inclusdes naturais I™ C J™, m > 0, induzem um homomorfismo injetivo de
A/ I-dlgebras graduadas
gr I(A) — BT J(B)

(i) Se J € um ideal radical e B/J é uma A/I-dlgebra lwre de tor¢do, entdo J
normalmente livre de tor¢do = I normalmente livre de torc¢do.

(iii) Seje A = klX] = k[X1,...,X,] (k um corpo de caracteristica zero) e B =
AlY] = A[Ys,... .Y, (com @ graduagdo candnica onde Bo = A). Se J € um
ideal radical, entdo existem injecdes naturais

gr (r)(A) — @zgofu)/l’(”” —gr (J)(B) — GBJZ{!J(”/J(HI):

de A/I-glgebras, e
@0l /S(I) - Srz0d Y /5T,

de A/I-mddulos.
Demonstragao. (i) As aplicacoes induzidas
II/II+1 - J-I/J£+1

sdo aplicagbes de A/I-mdédulos {via a inje¢io A/T — B/J). Isto claramente induz
uma aplicagio de A/I-dlgebras gr ;[(A) — gr ;(B) Esta aplicagio ¢ injetiva pois I' N
JH+1 = 11 para todo ! o que, por sua vez, segue imediatamente do Lema 3.9

(ii) Isto é imediato e vale em uma forma mais geral: Se C' C D sfo anéis tais que
D € uma C-algebra livre de torgao, entao gualquer D-médulo que seja livre de torgao
sobre D, é também livre de torcdo sobre C.

(iil) Usando o Teorema 2.6, é facil ver que as igualdades AN J1) = JU+1) yalem
para todo [. Estas igualdades, por sua vez, implicam as igualdades IVn ji+1) = jli+1)
para todo [.
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Conseqlientemente, a aplicagdo natural de A/I-médulos gr (A} — grn(B) é
injetiva. Para mostrar o andlogo para os médulos simbélicos, é suficiente verificar
as igualdades A N JOJE8 = 1O (a5 quais implicam, de forma imediata, as
igualdades desejadas, que sdo: T N J® JUE=1) = [ [E1) Mas isto é novamente é
imediato pois JU™ é um ideal homogéneo na graduacaoc de B = A[Y]. Em particular,
tem-se A (1 JOJEH = (JOJE=0 = (JO)(JU-h)4 e 0 termo da direita é igual a
IO 70-% pelos calculos anteriores. O

Observagao 3.11 Seria de algum interesse saber se o item (iii) da Proposicéo 3.10
se estende a um contexto mais geral.



Capitulo 4

Geradores do mddulo simbdlico

4.1 Ideais gerados por monémios livres de quadrados

Seja A um complexo simplicial nas varidveis X, ..., Xp. I = I o ideal gerado pelos
monomios que correspondem as nao faces de A. Dado um monomio X=, escrevere-
mos A(x) para denotar o subcomplexo induzido pelo suporte de X2, enquanto que
In = I 0 k[Supp (X%)] serd o ideal das nao faces do subcomplexo induzido. Nosso
objetivo é estudar os geradores minimos de €, f‘i% e determinar de que maneira
eles contribuem para o tipo de geracao da é.lgebrzx de Rees simbdlica. Para isto vamos
determinar o exato valor da fun¢do de ordem associada a filtracdo simbdlica. Em
particular, estabeleceremos uma relacao entre a ordem do monémio X;--- X, e a

altura do ideal monomial 1.

4.1.1 O Polinémio condutor de um mondmio

A titulo de notagio, dada uma face G = {X,,,..., X;.} € A, designaremos ¢ produto
X, - Xi, por X,. Por definigdo de A e de I, para qualquer face G € A, tem-se

Os ideais condutores da forma (J : X,) detectam uma boa parte da estrutura
das vizinhangas dos vértices em A e tém sido usados com sucesso na descri¢ido de
construgdes algébricas associadas a I (vide, por exemplo, [4]). E imediato que se F é
uma faceta que ndo contém X,, entdo, por maximalidade, X € (I : X,). Em geral,
X 7 nao é um gerador minimo do condutor {7 : X,) uma vez que as faces G € A tais
que GU{X.} & A tém a prioridade.

Mais geralmente, poderiamos considerar uma face G € A e averiguar a estrutura
do condutor (I : X). Usando mondmios associados a facetas convenientemente

17
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posicionadas relativamente a G, podemos obter certos polindémios regulares médulo
I. Precisamente, temos:

Proposicao 4.1 O polindmio

pa(G)=Xg+ Y Xp
FN@E#G

¢ reqular em k{A] = k[X]/1 com (I = IA).

Demonstragdo. Suponhamos que p,(G) fosse divisor de zero médulo 7. Seja P um
primo associado de k[X]/I contendo p,(G). Ora, P é gerado pelo complementar de
uma faceta F' € A (vide Apéndice C). Entdo cada um dos mondmios constituintes
de p,(G) também pertence a P. Em particular, X, € P o que implica em dizer que
GNF # G. Logo F' é uma das facetas que contribuem um mondmic X de p,{G),
portanto Xz € P. Isto é absurdo pois, por hipétese, P é gerado pelo complementar
de F'. O
Observacao 4.2 Por maximalidade das facetas, temos X~ X € I para toda face-

ta F' tal que FNG # G. Assim, designando p.(G) = ZFHG#G Xp, vemos que
P.(G) Xp eI Como Xy € 1, p(G) é divisor de zero médulo 1.

Isto sugere a terminologia seguinte.

Definicao 4.3 Seja G € A. O polindmio p,(G) (resp. p.(G)} é o polinémio adjacente
(resp. o polinémio condutor) de G.
A pergunta surge se é possivel estender a nogéo de polindémio condutor & um con-

junto C C {X3,...,X,} arbitrério de tal forma a se prestar como teste de pertinéncia
X;---X, € I. Uma forma natural de generalizar a expressio acima de p.(G) seria

através de
p(C) = Z Xp.
CgF
Por razdes que se esclarecerdo mais adiante, é conveniente ter uma expressao
que atenda ac caso de um multiconjunto de varidveis, que seria o adequado para lidar
com monoémios arbitrdrios (ndo necessariamente livres de quadrados). Por esta razao,
definiremos:

Definicao 4.4 O polindmio condutor de um mondmio X< € k[X] é o polindmio
plx=) = ([ pel)™) - x2~ 37,
I

onde Y, designa a soma dos mondmios de (J] p.[X.]*) — X2 que pertencem a [.
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Proposicao 4.5 Seja X* € k[X]. Entdo:
(i) X= e (I:p[X?])

(1) p.[X9% € regular em k[A] se, e somente se, X2 € Ix.

Demonstracao. (i) Em geral, se um mondémio X2 é tal que Supp(X#) é uma faceta,
entdao, por maximalidade, X ;X Bel VX Supp(X~). Resulta, assim, pela definicao
de p.[X%, que seus mondmios constituintes sdo da forma

o 23 _
Xt X - X plelmlentrtan),

onde Supp( Xy, --- X)) € F, e F é uma faceta de A. Segue que X< ¢ (I - P X2]).
(ii) Uma implicacéo resulta imediatamente do item (i). Reciprocamente, se p.[X¢]

nio é regular em k{A] e X® € I, entdo existe uma faceta F para a qual p.[X%] € Pr.

Segue que p,[X®] + X% € Pr e isto implica em que [[p,[X,|* € Pr. Assim, existiria

um indice z tal que p,[X,] € Pr. Isto contradiz a Proposicdo 4.1. O
Um exemplo simples podera ser itil para ilustrar esta ordem de idéias.

Exemplo 4.6 Seja Ia = (Xo Xy, Xo X5, X5 X5, X1 X0 X3, X3 X X5).

A3

A drea hachuriada é uma faceta.

Consideremos o monémio X% = X, X3X,. Obtemos p.(X;X3X,) = X2XZ +
X2X2 4+ X2X? 4+ X2X?2 pela Definicio 4.4 (enquanto que, pela nocio que estenderia
naturalmente a Defini¢iio 4.3, obterfamos p (X1 X3X,) = X1 X5 + Xo X3 + X1 X5 +
X4X5). Vemos que, por exemplo, X, X5 € (I : p(X; Xz X )\ 1.
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4.1.2 A funcao de ordem simbdlica

Dado um polinémio f € k[X], escreva f = 3 fy, onde f; é a sua parte homogénea
de grau d, na graduagéo candnica de £[X].

Defini¢ao 4.7 Dado um polindmio ndo nulo f = 3" f3 € k[X], e um ideal homogéneo

I ¢ k[X], definimos

indeg(f) := min{d|f; # 0}
indeg(/) := min{indeg(g)|g € I\ {0}}.

Proposigdo 4.8 Seja B = k[X] um anel de polinémios sobre um corpo de carac-
teristica zero, e I C R um ideal radical. Sejo

vi: R\ {0} — NU
vi(f) =Max{r; f € I}

a funcdo de ordem associada & filtracdo {I™},5p. Entdo:
(1) Se I é homogéneo, entdo vi(f) < indeg(f) — indeg(]) + 1 para todo f € R\ {0};

(2) Escreva [ = ®gepnCoXT, onde X # X8, sempre que Cartp 7 0. Se I € mono-
mial, entao

vi(f) = min{v;(X%)|c, # 0}.

Demonstragao. (1) Basta utilizar o critério de Zariski-Nagata Teorema 2.6: se
f e I”) entdao 8P f/0X° € I para todo b € N™ tal que |b| < r — 1. Por outro lado

temos:
(1) indeg(8*l f/6X°) = indeg(f) — |8
(2) B f/aX" € I = indeg(8®f/0X") > indeg(])

Segue, portanto, que indeg(f) > indeg() + |bf, V|| < r — 1. Em particular, » <
indeg( f) — indeg(/} + 1, como esperdvamos.

(2) Segue imediatamente do fato que, neste caso, para todo operador diferencial

-——dgg, de ordem menor ou igual a v(f)—1, tem-se dail = GBaezncg%é € [ se, e somente
se, g%; € I, sempre que ¢, # 0. Esta ltima afirmacdo decorre da aditividade do

operador e do fato de I ser monomial. O

Quando f = X%, escreveremos por simplicidade v;(e) em lugar de v {X%).
No que segue, denotaremos por F{(A) o conjunto das facetas do complexo simplicial
A

Dado ¢ € N, introduzimos as seguintes notagoes:
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(i) Bla) = {8 € N*: XE[X2, Supp (X&) € F(A())}
(i) bla) := Max{|8]; X2 € B(a)}
(i) j() = max{r: 3F € F(Ala)), I8 € B(g) tais que Xp-XZe I}
No item (iii) o, = &, — 1¥X, € Supp (X?%). Com esta notagao, temos:

Proposicao 4.9 Seja I C k[{X] = k[X1,..., X,] um wdeal monomial radical e X* €
I. Entio
Xee (Ilgl—b(g) - e[ X)),

Demonstracdo. Sabemos que as parcelas de p.[X?| sdo da forma X0 X:;f“ .
X lel={en +teum) onde Supp (X -+ Xaw™) é uma faceta de A(), contida na faceta,
F & A. Desta forma @y + - -+, < b(a). Ao olharmos uma das parcelas do pro-
duto de X2 por p /X9, dlgamos Xe. Xt Xpmme X lel=legttewn) ohservamos
que sdo possiveis |a| — (q,, +- + oy, ) produtos de nao—faces de A. Por outro lado,
como Supp (X - - Xoe™ ) é uma face de A(a), temos que |a| — (a, + - + e, ) >

| — blg)- m
Proposigio 4.10 Para todo monémio X2, tem-se vi{X2%) = |a| — bla).

Demonstragdo. Se X2 ¢ I, temos v(X%) = |a| — b(a) = 0.
Suponhamos que X2 € 1. Pela Proposi¢ao 4.9 e pela Proposicdo 4.5, (ii), resulta

que |a| — bla) € v(X*?). Imaginemos, por redugéo a0 absurdo que la| - b{a) <
vi(X2). Seja X € B(a) tal que |3| = b(a). Defina X¢ , € considere a diferencial
d—f(-g. Temos |8] = |¢] — bla) < vi(X%) — 1. Pela caractenzagao das poténcias
simbdlicas, via cperadores diferenciais, temos % = ¢X2 € I, o que contradiz a
escolha de X2. Logo v1{X%) = |a| — b{a). - 0

Coroldrio 4.11 Se X&, € livre de quadrados, entio |a] — b{a) = ht (1,).

Demonstracio. Neste caso os elementos de B{a) séo as faces de A(a), e portanto,
b(X%) é o0 maximo das cardinalidades das faces de A{a), o que é obtido exatamente
para as facetas maximais de A(a). Por outro lado, sabe-se que tal cardinalidade ¢ a
dimensio de k[A(a)] = &[Supp (X2)]/1,, que por sua vez é igual a [af —ht(I,). O

O que a Proposicdo 4.10 diz é que o produto das varidveis associadas aos vértices
de um complexo simplicial, pertence a poténcia simbolica de ordem igual a altura h
do ideal das néo faces, mas ndao a uma poténcia simbélica de ordem superior a A.
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Proposicao 4.12 Seja A um complero simplicial, I = In e X* € I. Tem-se
b{e) — s < b{o) < bla) — s+ j(a)

onde s = dimA(a) + 1, Supp (X%) = {X1,..., Xm} e X= = X&/(X1--- Xn). Se,
em particular, b(c) = bla) — s, entdo X2 ¢ Jhtie) Jlal-blaj-htfa)

Demonstragio. Como X% ¢ [t Ua)) jlel=bla)) regylta
m — s+ |g| = blg) = ht ([a) + |g] - blg) < |a] —b(e)

Logo, bla) — s < |a| = m — (Jg| — b(g)) = b(o). Isto prova a primeira desigualdade
do enunciado.

. . . . . & . 39 6.3
Para verificar a segunda desigualdade, consideremos a diferencial 357 = g XL axd
onde iz ¢ uma, faceta maximal de A(g), e % € B(g), com |8] = |g| — b(g).

Como ﬁg ¢ JU@HD) existe diferencial, da_iﬁ tal que |p| = j(a), e %(ﬁ%) g1
Conseqiientemente, a diferencial D = %%, satisfaz D(X*) & I. Portanto, [D| =
Iv] + 7(@) > |g| — bl(a). Como [8] = m — s, obtemos:

m—s—+|c|—blag)+jla) > |of—bla)
la| = b(o) —s+jl@) > |al—bla)
b(a) —s+j(a} > blo)

Em particular se b{o) = b(a) — s, entdo:

lg| —blg) = la} —m ~b{c) = |a] — b(a} — (m —s)

Corolario 4.13 Se A(a) € puro, ¢ |a} — b(a) > ht (1,), entdo
X2 ¢ jieia) fllal-ble)-htla)

Demonstracdo. Como A(g) é puro, podemos escrever X2 = X; --- X,, - X% com

X% € I pois caso contrario, bastaria escolher F = (X,,,..., X, ,) € F(Ala)),

. . . ht (e )
contendo Supp (X9), e considerar a diferencial N ol
270 X0 Koy ooy

. de modo a obter a con-

. oht (o) o
tradicdo s————=—
§ AXay Xy, (Za)

ralmente para uma faceta de Aa) , e isto é suficiente para garantir que b(o) =
b(a) — (dim A(a) + 1). O

¢ I. Por outro lado, toda faceta de A{c), estende-se natu-
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Teorema 4.14 Dado um complexo simplicial A, com ideal I = I5, ponhamos ¢ =
Max{|8]: XE € I\ (X)I}. Se X2 € F.(I) é um elemento ndo nulo, entdo :

(L} rzvila)—c+1>htl, —ec+1.
(2) Se X2 € gerador minimo de F.(I), entdo v = vi{a).

(3) Sec=2,1i.¢ Ia € gerado por mondmios de grau dots, livres de quadrados, entdo
r =vr(a).

Demonstragao. No item (1), como vr(a} > htf,, basta mostrar a primeira de-
sigualdade.

Suponhamos, por reducio ao absurdo, que r < vi{a) — ¢ Seja X, --- X, € I,
um gerador mmimo de I, dividindo X%. Neste caso £ < ¢, e entdo considerando a
diferencial ch—X_ e a definicdo de poténcias simbodlicas via operadores diferenciais,

obtemos

o

X, ..

1

< Jlal=ble)-t) ¢ Jllsl-ble)—e) ¢ plurle)=e) c 1)

Desta forma, X% = X, --- X,, - Xligx € IT"™Y o que é uma contradicio. Logo,

r>vila)—c 1.é, r > vi{a)—c+ 1.

Para o {tem (2), basta observar que se X é gerador minimo entdo X ¢ (X)I),
portanto X ¢ IU+D | e conseqilentemente vr{a) = 7.

Para o item (3), se r < vi(a) entdo, tomando uma nfo face (arestal) X, X,

dividindo X%, teremos o e 1) Por outro lado, v{e) — 2 > 7 — 1, e portanto
Jlr@=2) ¢ plr=1) Consequentemente X% e JI0-1 contradizendo o fato de que a
classe de X® é néo nula em F.(J). ad
Proposicao 4.15 Seja A um complexo simplicial nos vértices {X1,..., X} A =

ht/{A)=n—s. Dado X&=X2.X,--- X, €I, tem-se |a| — b{a) > h se, e somente
se, Supp (iﬁ) Z F para qualquer faceta maximal F € A.

Demonstracao.

(=) Seja F = {X,,,...,X..}, uma faceta maximal. Defina X2 = H De acordo
com a defini¢do de poténcia simbdlica via operadores diferenciais, teremos d—;(‘%: €l
pois, [8] = n — s < |a| — b(a). Por outro lado, £ W = ¢X8- X, ---X,. . logo

Supp (X£) Z F.
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Reciprocamente, para cada faceta ¥ = {X,,,...,X,,}, escreva {X,,. .., X, } =
Supp (X2)NF, e b(F) = D et} O = Pgeteramy 81 F 1< D). Logo

o] =b(F)=n+[8l-bF)=n—t+ (16— > B)

J‘E{Elf--v,zm}

Se F ¢ uma faceta maximal, entdo t = s e [B] = > ..,

faceta maximal, entdo n—t > n—s. Portanto em qualquer caso, {a|—b(F) > ht /4 1.
Como |a| — b{a) = Min{|a| — b(F)[F € A}, concluimos :

__}1,m}J8j > 0- Se F nao é umma

lo| —b(a) 2 htI+1
0

Corolario 4.16 Seja A pure e X* € I tal que Supp (X%) = V(A) = {X1, ..., Xa}.
Se |a} — b(a) > ht I, entdo X2 € JHeD fllal-bla)-ht])

Demonstragao. Neste caso X2 € I e Min{|a| —~ b(F)|F € A} = n — s + Min{|3] —
2 jetun,.amy Oit: 1560 &, |8l = b(F) = || - ba) ~ (n —s). O



Capitulo 5

Grau dos geradores simbdlicos minimos

Nesta secao consideramos ideais de arestas. O objetivo é responder a questao 1.1, além
de estabelecer uma condicio sobre o grau de um mondémio X<, para que ele possa ser
um gerador genuinoc minime. Vamos mostrar também que os genuines minimos de um
grafo dividem-se, a grosso modo, em duas familias: a dos que se “comportam”como
os ciclos impares e a dos que se “comportam” como cones.

5.1 Grafos e complexos simpliciais

Dado um grafo G, com vértices V(G) = {z1,...,2,} e ideal de arestas I(G), asso-
ciaremos o complexo simplicial grafal, A(G), cujo ideal das nio faces é I(G), i.é, as
faces de A(G) sdo complementares de coberturas de I{G), e consegiientemente suas
facetas sao os complementares de coberturas minimas.

Estudaremos trés classes de grafos. Além de fornecer contra-exemplos para certas
questoes, eles indicam o caminho para aprofundar a teoria.

Exemplo 5.1 Grafos completos.Neste caso, o complexo simplicial associado é tri-
vial, 1.é, um conjunto de pontos isolados. Vale:

Proposigao 5.2 Seja I C R o ideal das ndo faces do complexo simplicial A. Se
dim A = 0, entao:
(i} Os geradores de F.{I) sdo os mondmios, livres de quadrados, de grau r + 1.
(i) B,ss % é um espago vetorial de dimensdo 3_r"y (7)) = 2" — [("}") + 1]

(ii) O tipo de geracdo de RY) ¢ n — 1.

25
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Demonstragao. Neste caso o complexo trivial é associado a um grafo completo.

(i) E uma conseqiiéncia do coroldrio 4.13, visto que todo subcomplexo de um
complexc simplicial trivial € puro e seu correspondente ideal das nac faces tem altura
igual ao nGmero de vértices menos 1. De fato, dado X € @—}% entao 7 = ht ({,)
e portanto Xo = Il xeump xay Xi € I,

(ii) E uma conseqiiéncia direta do primeiro, pois se Fr(I) # 0, entao (X) =
AnnF,.(I), e existem paracadar € {2,...,n—1}, exatamente (TL) genuinos minimos.

(iii) Segue diretamente do fato de que se n = #V(G), entdo F.(I} =0 Vr > n,
enquanto que F, 1{I) =< Xy--- X, >, isto é, F,_;(I} é um k-espaco vetorial de
dimensdo 1, gerado pela classe de X -+ X,,. Logo

R = R, 1@, 102 X XY
0

Exemplo 5.3 Complexo simplicial ndo grafal. Este exemple mostra que um
complexo simplicial pode ser tal que seu ideal admita geradores genuinos nio livres
de quadrados. Isto dd uma resposta negativa a questdo 1.1, em sua forma geral
Considere

I = (X1 Xo X3, X1 X0 Xy, X1 X3 Xy) = (X1) N{ Xy, X3) N (KXo, Xg) N (X3, Xy).

Este complexo simplicial é o 1-esqueleto de um tetraedro, incluindo uma das faces de
dimensdo 2. Uma verificagdo direta mostra que X7X,X3X, pertence a I® mas nao
a (XI,XQ?XS, X4) . I(Q} + IQ.

Usando Macaulay, obtemos I® = (X2X,X3X,) + I°.

A seguir damos um exemplo de um ideal de arestas que possui gerador genuino
nao livre de quadrados, fornecendo uma resposta negativa para a questao 1.1 no caso
de ideais de arestas.

Exemplo 5.4 O ideal
I= (YXls YXQ: YX3: YX47 YX\".H XIXQ: X2X3? X3X4s X4X51 XSXI)

é 0 ideal de arestas de um cone sobre um ciclo simples com 5 vértices.

Uma verificacio direta mostra que Y2X1 Xo X3X, X5 € L,_\:_)J;Ei_;:ﬁ;

Usando Macaulay2, obtivemos que o tipo de geragio da dlgebra de Rees simbdlica
neste caso é 5 (cf. também Teorema 5.28 para uma demonstragao indireta) e que R

¢ dada por
R[It, Y X1 Xot?, .. Y X4 X582, Y Xs X1t?, Xy -+ Xot®, Y X1 - Xsth, YV2X, - XstP).

Em resumo, neste exemplo, temos:
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(1) Os geradores de F,(I} séo:

{YX1X2, YXQX‘B? YX3X4, YX4X5, YX5X1} 3er = 2,’

{X1X2X3X4X5} Be T = 3;
{YX1X2X3X4X5} €T = 4
{Y2X1X2X3X4X5} e r = 5,

{0} ser > 6.

(2) B,-, EI(—E}I) é um ﬂ}Z‘-;-l-mc’)dulo de dimensdo zero. Como k-espaco vetorial, sua

dimensdo é 8.

Para verificar o item (2), observe que Anngp = (Y, X3, Xo, X3, X4, X;), sempre que
!
F (1) #0.

G S— g
Ty
& %, ; *
- N
K Y
; . f
. “ : "
; *,
4 AN :
A .
s Y
X 4 X1
AR Y : i
* e, P
N, -, B L <
- L /
*, BN AT S
e ’> . i
S, o ", i
Cate R
| e e, P
b T
M5 mm Y

Cone

Para dirimir expectativas otimistas estimuladas pelos exemplos anteriores, em que
I nao é de dimensao pura, fornecemos o seguinte exemplo.

Exemplo 5.5 A suspens&o do grafo do exemplo anterior é um grafo pure e, uma vez

: 2 1(8(6))®) - 5
mais, tem-se Y X1 X3 X3 X4 X5 € NN Mais do que pura, a SUSpensao

é Cohen-Macaulay, o que mostra que mesmo hipéteses algébricas razoavelmente fortes,
falham em assegurar a auséncia de geradores minimos nao livres de quadrados em

F).

Exemplo 5.6 Um caso regular.
O grafo abaixo contém dois cones sobre um pentdgono e, portanto, dois geradores
minimos que ngo livres de quadrados na poténcia simbdlica de ordem 5. Isto mostra
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que também hipdteses fortes em teoria de grafos falham em assegurar a auséncia de
geradores minimos néo livres de quadrados em F(I).

Grafo 5-regular de dimensao trés.

5.2 Generalizacao de ciclos e cones

5.2.1 Ciclos e pseudo-ciclos

A caracterizagao cldssica de grafos bipartidos diz que um grafo ndo orientado é bi-
partido se, e somente se, ele ndo contém ciclos impares (cf. Apéndice A).
A seguinte caracterizagdo foi estabelecida em {16, Theorem 5.9).

Teorema 5.7 Seja G um grafo conexo e I seu ideal de arestas. FEntdo G € bipartido
se e 56 se ITY =T | para todo v > 0.

Demonstracao. Cf. [loc. cit.]

Proposicao 5.8 Seja G um grafo pure, de vértices V(G) = {X1,..., X}, tol que
XX, € @IL{(%-E Sdo equivalentes:

(1) G € um ciclo de ordem impar sem subciclos préprios.

(2) I =%, ¥r #£ ht (I)

(3) IN=%,,2<r<ht(])

Demonstracao. De acordo com a Proposigac 4.10, temos r = ht 7.
((1) = (2)) Para cada X, € V(G), G — X, é um grafo bipartido. Dado X% € 1™,
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segue imediatamente do Teorema 5.7, que se #Supp (X2) < n — 1 entdo X ¢ Ju(@),
Por outro lado, como G é puro, segue do coroldrio 4.13 que se #Supp (X%) = n, tem-
se X% € %,,(a) sempre que vr{a) > ht (). Portanto se m > ht ], entdo X% € &,
Agora se m < ht] entidc como X;---X, € II""D X% € ¥ Logo VYm # ht] e
VX2 e I™ temse X2 € 5, Isto é, I™M =%,

((2) = (3)) imediato.

((3) = (1)) Como G néo é bipartido, G tem um ciclo impar, digamos G, ne-
cessariamente sem subciclos, pois caso contrario este ciclo se subdividiria em ciclos
menores € para algum m < ht I terfamos 7™ # %,., uma contradicéo.

Como G é um subgrafo de G, temos ht J{G"} < ht ] e, necessariamente, ht I{G') =
ht I, pois ciclos impares sem subciclos sdo sempre genuinos. Como G nio tem vértices
supérfluos, 1.6, X € ﬁ%ﬁ’ temos G = G, |
Observagao 5.9 Muito embora tenhamos exigido a hipétese de (G ser puro, na
proposicac acima, acreditamos que a mesma nac seja uma hipbtese essencial, e
que, portanto, a mesma fornece uma caracterizagdo dos ciclos fmpares sem subci-
clos préprios entre todos os grafos.

Observemos que, em geral, um ciclo sem subciclos proprios nao é de dimensdo
pura, como é o caso de Cy.

Proposicao 5.10 Seja I C k[Xa,...,X,] o ideal de arestas de um grafo G. Sao
equivalentes:

(a) Xy--- X, € genuino minimo.
(b) Para quelquer particio {X1,..., X} =MUN, com MO N =@, tem-se :

k[N| . kM| ,
TAEN + dim Tr kAT > dim k[G] + 1.

dim
Demonstragao. Seja [y = I N k[M], respectivamente Iy = I N k[N], 1.6, Iy, resp.
Iy é o subgrafo de G gerado pelos elementos de M, resp. N. Sejam X, ¢ Xy o0s
monémios dados pelos produtos dos elementos de M, ¢ N.
De acordo com a Proposicao 4.11, temos v, (X .} = ht Iar, resp. v;(Xy) = ht Iy.
Consequentemente,
k[M]

B R

= #M — ht Iy
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resp.
, k[N]

i N SRS\ ,

dim TRV #1 ht I

Além disto, vy (X ) + vi(X ) < vp(X; -+ Xy). Portanto, pondo :

k[N
dl ‘= dim m
k[M]
dy = dim ————
2= dim e

temos:

di +dy < dimk[G]+1 o #M-htly+#N-htlx<n—-htlI+1
e htlyy+htiy>htl-1
— vi{Xy) +ui(Xp) > v(X - X)) ~ 1
= (X)) v Xy) = (X X).

Suponhamos que X; - -- X, & (X)) + 5., Pelo Teorema 4.14, r = v (X -+ X)) =
ht I. Portanto, as desigualdades acima demonstram a proposi¢io, excete quando
vi(X,,) = 0. Neste caso M € um conjunto de vértices isolados e conseqlientemente:

vr(X o) + VI(X_N) = VI(X1 . 'X'n,) & XX, € (Q(_)I("I(Xf"xf‘))

O

Corolario 5.11 Dado r > 2. Seja Cory um ciclo impar sem subciclos préprios, de
vértices { Xy, ..., Xor 1}, entdo X1 - Xo,_1 € um genuino minimo.
Demonstracdo. Seja I = I{Cs—1). Temos ht I = r, e dim k[Ca,—.;] = r — 1. De fato,
para qualquer X,, o subgrafo induzido pele suporte de E%’:i é um produto de r—1
arestas e, portanto, Xi - -~ Xor—1 € I, Por outro lado, se indexarmos os vértices de
forma que {X1Xo, ..., Xor0Xoro1, Xor1X1} sejam as arestas de Cs,_1, 0 operador
diferencial 8¢ de ordem r, dado por 8% = m—;%rj{;—_;, satisfaz X1 -+ Xor_1 € L.
Logo, ht ] = (X -+ Xao,1) = 1.

Suponha X; -+ Xor_1 = X2XE, com la| fmpar. Como o subgrafo induzido G(«)
é hipartido, temos

2dim k[G(a)] > jof + 1.
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Por outro lado, como |3| € necessariamente par e o subgrafo induzido pelo seu suporte

¢ também bipartido, temos
2dim k[G{(8)] = |3

Portanto,

2(dim k[G{a)] + dim k[G(B)]) > |a| + 81 +1 = 2r
= 2{dimk[Cor_1] + 1)

Observacao 5.12 A Proposigao 5.10 é, evidentemente, vdlida para complexos sim-
pliciais em geral.

Definicao 5.13 Dado um vértice X de um grafo G, definimos sua vizinhanga :
F(X) = {XQ]Xl € Annk[G](X)}‘

Do ponto de vista de Teoria dos Grafos, ['(Y') € o conjunto dos vértices de G que séo
adjacentes ao vértice Y {cf. Apéndice A). Aqui, como antes, abusamos da identificagdo
entre os vértices de GG e as variaveis de k[X].

Proposicao 5.14 Seja G' um grafo nos vértices {X1,..., Xn, Y}, G=G -Y, ']
o0s respectivos ideais de arestas. Se I'(Y) ndo € subconjunto de nenhuma cobertura
minimal de G, entdo:

() ht (Y =ht (1) +1
(2) Se X; -+ X, é genufno minimo, entdo Y X, - -- X, é genuino minimo.

Demonstragao. Seja P’ um primo minimo de I’. O primo P = P' N k{X] é uma
cobertura de & e portanto contém um primo minimo de I. Logo bt (P') > ht (P) >
ht (I). Se Y € P/, entdo ht (P') — 1 > ht (P) e, portanto, ht (P') > ht (I) + 1. Por
outro lado se Y ¢ P', entdo I'(Y) € P’ e P’ = P. Por hipdtese P’ nio é primo
minimal de I, e portanto ht (P’) > ht (I} + 1.

Resta mostrar que I’ tem um primo minimo de altura ht () + 1. Este fato é
imediato pois se P é um primo minimal de /, entfo (P, Y) é um primo minimo de [.
Isto demonstra o item (1).

Para o item (2), seja h = ht {I). Suponha por absurdo que X; ... X, é genuino
minimo, € Y X, --- X, ndo o seja. Obrigatoriamente, apés uma re-indexac¢io, temos
VX Xy =YX X Xppy - Xn,emque YX; - X, €I e X0y --- X, €
If(h-i-l-—r):,r < h.
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(a) Ser =1, entdo Xpy1- - X € '™ e portanto, X+ X, € (Xq,...,X;) - I®),
contradizendo o fato de X -- - X}, ser genuino minimo.

(b) Se r > 1, entdo Hly—x’ € I'-1, e portanto X;--- X, e ['r=1 . plh={r-1))
contradizendo o fato de X - - - X,, ser genuino.

Em ambos os casos (a) e (b) estamos usando implicitamente a injetividade /") — ("),
descrita na Proposi¢io 3.10. m|

Observacgao 5.15 Ao adicionar-se um novo vértice a um grafo G, a altura do ideal
de arestas pode aumentar no maximo de uma unidade. Este aumento acontecers se,
e somente se, a vizinhanca do novo vértice ndo estiver contida em nenhum primo
minimal do ideal de aresta do grafo original. Esta afirma¢do é um coroldrio imediato
da Proposigao 4.15 e, portanto, o item (1) é um caso particular da mesma.

A reciproca do item (2) da proposi¢ao anterior nao é valida. De fato, qualquer
ciclo de ordem impar contraria a reciproca, uma vez que retirando-se qualquer um dos
vértices, obtemos um grafo bipartido e, portanto, o produto dos vértices restantes nao
pode ser genuino. Curiosamente, estes ndo sdo os tnicos exemplos que a contrariam,
conforme pode ser verificado nos exemplos a seguir.
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Exemplo 5.16 No grafo abaixo, o produtc dos vértices é genuino minimo de ordem
5. Retirando-se qualquer um dos vértices, obtemos um subgrafo cujo ideal tem altura
4 e cujo produto dos vértices nao é um elemento genuino.

Em geral, dado um ciclo de ordem 2r — 1, sem subciclos préprios, Cor_1, ¢ seu
complemento em relacdo ac grafo completo com 2r — 1 vértices, Ko, 1, para r > 3,
é um grafo cujo produto dos vértices € minimalmente genuino, isto é, ao retirar-se
qualquer um dos seus vértices, obtemos um elemento nao genuino de ordem igual a
altura do subgrafo induzido.

KA\ CTr

Grafo nao planar 4-regular de dimensao 2.

Proposigao 5.17 Dado n = 2r — 1 > 5. Seja [K \ C),, 0 complemento, em K, de
um ciclo de ordem n, sem subciclos prdprios. Seja V(IK \ Cl.) = {X1,.... Xa},
e I C k[X] seu ideal de arestas, entio X1--- X, é genuino minimo e f—lﬁﬂ c
ho(n-1{I) V1. Em particular, estes sdo os Unicos grafos de dimensdo 2 com tal pro-
priedade.

Demonstragio. Usando o critério dado em 5.10, vemos que [K/C], é genuino
minimo pois, qualquer que seja a particio, V([K \ Cl,) = M U N, teremos ao menos
dois independentes em um dos conjuntos, isto é,

. k[M] . k[N]
dlmm +d1mm~] > 3.
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Apdés uma re-indexacao, se necessario, podemos supor que o ciclo retirado, tem arestas
{X:, X,51}. Eliminando-se um dos vértices, digamos X, considere a particdo, onde
M é dado pelos vértices de indice impar, e V é dado pelos vértices de indice par. Os
subgrafos gerado pelos elementos de N, e M — {X\}, so grafos completos com -"5—1
elementos. [sto mostra que

Xl ne 'Xn.
X3

Para um outro vértice qualquer, basta fazer uma translag¢io nos indices dos vértices
e repetir o raciocinio.

Para demonstrar que estes sao os tnicos grafos de dimensao 2, tais que o produto
dos vértices é um genuino minimo, basta observar que o complemento de um tal grafo
é, necessariamente, um ciclo sem subciclo préprio. ]

e ICTY . JT) ¢ e (11}

Observagao 5.18 Se G = [K \ Clgr, entdo X, - -- Xor néo é genuino. De fato, seu
ideal de arestas tem altura 2r — 2, enquanto que o conjunto dos vértices de indice par,
e 0 conjunto dos vértices de indice impar geram ambos, subgrafos completos com r
vértices e portanto de altura r — 1.

Definicao 5.19 Seja G um grafo nos vértices {Xq,...,X,}, e A=htI(G). G éum
pseudo-ciclo se é um tridngulo ou se o produto de seus vértices satisfaz as condicGes:

(a) X,--- X, é genuino minimo, isto é, X --- Xy, & (X) - I'"W + Ty;
(b) ke €55 4, Vo

Os ciclos de ordem {mpar sdo exemplos de pseudo-ciclos, assim como os grafos
[K \ C],, descritos acima, e os quatro exemplos a seguir.

Pseudo-ciclos de dimensao 3

X3

s
Planar Nig Flapar

Nio Planar
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Triangulacdo do plano projetivo P?(R)(abaixo)

Ct. [6]

Seja C, um ciclo sem cordas de vértices V = {X1,..., X,}, enumerados de forma
que I{Cp,) = (X1 X0, X2 Xa,. .., Xno1X,, XnX1) seja seu ideal de arestas. Dado um
natural 1 > n, a notagao X, é usada para o vértice Xmod(m)'

Proposigae 5.20 Dado m > 1, seja G' = Cyy, um cielo sem cordas cujos vértices
foram enumerados como acima. Seja I’ seu ideal de arestas e h, = ht (I'). O algoritmo
a sequir gera um pseudo-ciclo cujo ideal de arestas tem altura h = h. + 1.

Algoritmo

Input : L=I(G)

Set variable j=1

While j<4mdo =1+ (X,X,n,)

Set variable 1 =7+ 2

end do

Set I(G) := I + (XoXosn,)
Qutput : I(G)
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Demonstragao. Seja G o grafo de vértices {Xi,... X4}, cujo ideal de arestas é
dado por I=I(G). Em primeiro lugar mostraremos que 2 = hi () = h,+ 1. Uma vez
que G’ € um ciclo sem cordas, é facil ver que h. = 2m. Como { X1, X3,..., Xgn-1, X2}
é uma cobertura minima com 2m + 1 elementos, temos que h < h. + 1. Para
mostrar a igualdade, basta mostrar que X --- X4, € %+ ou, equivalentemente,
que Kim ¢ [0

Definamos
{1+l se:2=0 (mod?2)
7=\ ¢4, caso contrario
Desta forma, o subgrafo gerado pelos vértices {X;, X,12,..., X,4n.41}, onde os

fndices devem ser tomados médulo 4m, é um ciclo sem cordas com 2m + 1 vértices
e portanto um elemento de ™+ = J(5+1)_ Por outro lado o subgrafo gerado pelos
demais vértices, excluindo-se o X,, € um produto de %ﬂ —1=m — 1 arestas, i.e, um
elemento de T~ Logo 517)-@& g Jtm=1jlm+1) C 1@m) — 1t De acordo com a
Proposicao 4.8 temos A = vy (X7 -+ - X4yn) = he + 1 e, portanto, ht (J) = h, + 1.

Vamos agora mostrar que o produto X - -+ X, € um elemento genuino de ordem
ke + 1. Mostremos, primeiramente, que X - - - Xy, & 110

Seja X, X, uma aresta. Se 2,7 sdo ambos impares, o ideal primo

(Xl's X3; ey X4m—-11 XE) N k[&\ {Xu XJ}}
é uma cobertura do subgrafo induzido e tem altura he — 1, logo £fem o Jlhe),
Se i = 2,5 =2+ h, o operador diferencial ;2=, em que
X* = X3 X5 Xovng1Xown2Xowhets - Xdm,

tem ordem h, — 1 e satisfaz
% Xl ne 'X4m
dXZ Xy Xon,

Suponha 2 < 3, com 2 impar e 3 par. Considere os conjuntos:

Vi - {XJ: Xj+21 LR Xz-l—h.;—-l}

g1

Vp = {Xz+hcs Kathet2s - - - =X1.+2hc}-
Temos V] = Vo—1 = %ﬁ = m e, consequentemente, o conjunto M = ViUV {X,, X}
tem cardinalidade 2. — 1 €
X1 Xym
X Xy Koomoa Xoeh, - X,

¢ 1
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Com isto concluimos que Xi--- Xy, ¢ 1% Para mostrar que X;--- X4m &
Y41, basta observar que o grafo G' ndo possui subciclos impares de ordem menor
que i, + 1 e, portanto, todo subgrafo de G cujo ideal de aresta tem altura menor ou
igual a % é bipartido. Em outras palavras, todo mondmio livre de quadrado em 1,
com 1 <r< %, é um produto de arestas, i.é, estd em I7.

Suponha X; - - Xy, € JO A=) com 1 < r < %ﬁ, entdoour < %‘s ouwh41-7r<
%. Neste caso, X{ - Xum € J7the). contradiGao.

Concluimos portanto que X - - - Xy, é genuine. Como G € conexo e todo vértice
tem grau de incidéncia no minimo 2, temos que X - -+ Xgm & (X)I*+Y, logo é um
genuino minimo. O argumento utilizado para mostrar a altura do ideal de arestas de
(¢ também mostra que &X—)f‘*ﬂ € Jim-Dtmtl) © 3, V4. Portanto, G é um pseudo-
ciclo. 0

Um pseudo-cone de ordem 1 é um grafo G tal que para algum vértice X;, G — X
¢ um pseudo-ciclo e ht (I(G)) = ht ({/(G — X;)) + 1. Um pseudo-cone de ordem ¢ é
um grafo tal que para algum vértice X;, G — X; é um pseudo-cone de ordem g — 1
e bt ({(G)) = ht (I(G — X;)) + 1. Observemos que grafos completos K, sao pseudo-
cones de ordem n ~ 3, e que o grafo do Exemplo 5.6 é um pseudo-cone de ordem
2,

Teorema 5.21 Os mondmios livres de quadrados cujos suportes sdo pseudo-cones,
8G0 sempre genuinos minimaos.

Demonstragao. Por indu¢io sobre a ordem do pseudo-cone. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que o pseudo-cone é todo o grafo. Para pseudo-cones de ordem
1, o teorema segue do fato mais geral dado pela Proposigao 5.14.

Suponhamos vélido para pseudo-cones de ordem ¢ e seja G' um pseudo-cone de
ordem g + 1. com V(G') = {X1,..., X, }. Pela defini¢do, existe um vértice, digamos
X, tal que X;--- X, é um pseudo-cone de ordem ¢. Por hipdtese de inducgao,
o subgrafo G induzido por {Xi,...,X,_1} € genuino minimo. Por outro lado, se
{X,,.... X, } é primo minimal do ideal de arestas do subgrafo G, entdo I'(X,) &
{X,,...., X, }, pois caso contrario {X,,, ..., X,, } seria um primo minimal do grafo &,
o que nos daria ht (I{G")) = ht (/{G - X)), contradizendo a definigio de pseudo-cone.
Aplicando a Proposigao 5.14 a G ¢ & temos que X - - - X, € genuino minimo.

Proposicao 5.22 O subgrafo induzide pelo suporte de um elemento genuino
minimo, livre de quadrados, é 2-conezo.

Demonstragio., Em geral se G' e G sao duas componentes conexas disjuntas, de
um grafo G, isto &, V(G') x V(G") N A(G) =0 e V(G) = V(G) U V(G"), entdo os



38 CAPITULO 5. GRAU DOS GERADORES SIMBOLICOS MINIMOS

primos minimos do ideal de arestas I{G) séo todos da forma P’ + P”, onde P’ e P”
sa0, respectivamente, primos minimos de G’ e G”.

Suponhamos que V(G) = Xi,..., X, Y, eque X;--- X, - Y é genuino minimo e
que Y é um vértice desconector com M = {Xi,..., Xi}, e N = {Xs4q,...,. X5} 08
vértices das componentes conexas resultantes da retirada de Y. Sejam 'y = T'(Y) N
M, e Ty = I(Y}N N as vizinhancas de Y nos subgrafos induzidos por M e N,
respectivamente. Temos ht /{G) — 1 = ht Ips + ht Iy. Afirmamos que

ht Insupyy = ht pr + 1, ou ht Iyygyy =ht Iy + 1.

De fato, ht Insupyy = ht I, e ht Jyygyy = ht Iy, se, e somente se existem, respecti-
vamente, P’ C k[M] e P” C k[N} primos minimais de Ips e Iy tais que I'yy € P’ e
Iy C P". Segue-se que P’ + P C k[X1,...,X,] é um primo minimal de G — {Y} e
conseqilentemente de G. Isto significa que bt I{G) = ht Iy, Isto é, Xq--- X, - Y €
(Y) - I{G) (&) | contradizendo o fato de ser genuino minimo. Outrossim, temos, di-
gamos, bt [nsugyy = ht Iyr + 1 e portanto, X+ X, - Y € J®thetD) . J08In) C 5 pioy,
contradizendo o fato de ser genuino. Concluimos, portanto, que se o produto dos
vértices ¢ um genuino minimo, o subgrafo induzide néo pode ter vértices desconec-
tores, 1.€, tem necessariamente gue ser 2-conexo. 0

Teorema 5.23 Seja G um grafo simples, I o seu ideal de arestas. Sao equivalentes:

(a) Para todo gerador minimo livre de quadrados X* € F,(I), tem-se % € D1, Vi
se, e somente se, o subgrafo gerado pelo suporte de X* € um ciclo tmpar sem
cordas.

(b) Os geradores genuinos, minimos, livres de quadrados sdo ciclos impares sem
subciclos, ¢ pseudo-cones sobre ciclos impares sem subciclos.

Demonstracao. ((a) = (b)). Por indugéo sobre ht 1. Para ht (I) = 2, }4 sabemos
que os genuinos séo tridngulos e, portanto, ciclos impares sem subciclos proprios.
Suponhamos vélido para grafos cujos ideais de arestas tém altura ¢ e seja G um
grafo cujo ideal de arestas tem altura ¢ + 1. Dado um genuino livre de quadrados, se
o ideal de arestas do subgrafo gerado pelo seu suporte tem altura menor ou igual a
g, usamos a hipétese de indugédo. Podemos, portanto supor que X --- X, é genuino
minimo e o ideal de arestas do subgrafo gerado pelo seu suporte tem altura g+ 1. Se
existe X; tal que 51)—(:&"- ¢ genuino entéo o subgrafo gerado pelo suporte de -}-(—15(?}5& é um
ciclo impar sem subciclos, ou um pseudo-cone. Em qualquer dos casos GG € um pseudo-
cone (grafo completo, se G — X, for completo). Se por outro lado ﬁl)TX“ € Ypo1, Y7,

entao por hipétese temos que G é um ciclo impar sem subciclos.
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A reciproca segue. imediatamente, da definicdo de pseudo-cone. Isto é, se X< é
um gerador genuino minimo de 7™ tal que o subgrafo gerado pelo seu suporte nio
é um ciclo, entao existe X, € Supp (X2) tal que %?? é genuino. O

5.2.2 Cones e suspensoes

Dado um grafo G nos vértices V(G) = {Xi,..., X}, a suspensio S(G) de G é o
grafo obtido de G por inclusdo de n novos vértices {¥7,...,Y,} e n novas arestas
{ViXy,..., Y, X,}. Observemos que, por definigdo , os novos vértices introduzidos
tém grau de incidéncia igual a 1.

O Cone sobre G é o grafo C(G) tal que V(C(G)) = VIGYU {Y} e A(C(G)) =
AV U{X)Y | X; e V(G)}.

O objetivo € estabelecer uma relacio entre o médulo nao-trivial de um grafo e os
mddulos ndo-triviais de S{(G) e de C(G).

Faremos uso do seguinte resultado.

Lema 5.24 Seja J o ideal de arestas de um grafo G. Dado 22 € J, seja G(a) o
subgrafo induzido pelo suporte de Z%. Entdo:

(1) Se G(a) contém um elemento de grau de incidéncia zero, digamos Z,, entdo
2% ¢ (Z,) - Jwite),

(2) Se G(a) contém um vértice terminal, digamos Z,, entéo Z% e J - Jes(®-1)
Neste caso Z2 € %y, 2<r <pj{a).

Demonstracio. (1) Neste caso, considerando o complexo simplicial associado ao
subgrafo G(a), vemos que Z, é um elemento de todas as suas facetas, e de acordo
com a Definicao 4.8 e pela Proposicic 4.10 é facil ver que %%: € Jwile),

(2) Seja Z,, o elemento de V(G(a)) que é adjacente a Z,. Pondo Z%- = %, temos

7% ¢ Jwila-1) = juile) e consegiientemente Z% € J - J#(®~1) De fato, para cada
primo minimo do ideal de arestas do subgrafo induzido pelo suporte de Z2-, digamos
P, tem-se, excludentemente, Z,, € F ou Z, € P. segue-se que b(') = b(a) — 1, e

portanto,
vs(d) = la] =2 - (b{c)) = la| - ble) - 1.

A segunda afirmacao segue do fato que &, € X1, Vm > 2. O

Proposicao 5.25 Dado um grafo G, se I(G)™ = J+%,, em que J € o ideal gerado
pelos geradores genuinos de I, entdo I(S(G))W = J - kX, Y] + =, (1(5(0)).
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Demonstragdo. Ponhamos [ = I(G), I' = I(S(G)), & = $IZ P -2,

Seja D ={X* € k[X}; X* ¢ (X)- IV 45}, e H={Y2. XP e k[Y, X]; YE- X0 ¢
(Y,X)- I} + X' }. Pela Proposigao 3.10, tem-se (D) = (H) N &{X]. Para concluir,
basta mostrar que todo mondmio da forma Y2 X% é um elemento de (Y. X)-I “r) +3.
mas isto resulta do Lema 5.24. 0

Corolario 5.26 Se [ = I{G) € o ideal de arestas de um grafo G, os mondémios
pertencentes a I\ 12U (X)I® sdo da forma X; X, Xy, onde { Xy, Xiy, Xiy } € um
ciclo de G.

Demonstracdo. Seja X € F5(7) um gerador minimo. Pelo Lema 5.24, todo vértice
de G{a) tem grau de incidéncia > 2. Resulta d := #Supp (X<) > 3.

Suponhamos que fosse d > 4. Dado X, € Supp (X%), sejam X,, X; € Supp (X?)
a,djaceIg:)?g a X,. De acordo com a caracterizacio de I® via operadores diferenciais,

temos “£— € I. Duas possibilidades podem ocorrer. A primeira seria X, X; € I, e

neste caso X2 € (X)-7@ . A segunda seria que um quarto vértice, digamos X, fosse
adjacente a X, ou a X;. Neste caso X* € [ 2. Ambas possibilidades levam a uma
contradico, e portanto d = 3. Forcosamente, G(c) é um tridngulo. i

Em seguida, coletamos algumas propriedades do cone C{G) que, certamente,
fazem parte do folclore elementar.

Lema 5.27 Seja I = I{G) = M FP; a decomposi¢io primdria do ideal de aresta de G.
Entao:

(1) 1(C(G)) = X)n (Y, ).

(ii) C(G) ¢ puro se, e somente se, G € um grafo completo K, {em cujo caso, C(G)
€ um Kn—i—l)-

(iii) Para todo m > 0, tem-se I{C{G))™ = ()™ N (My(Y, P)™).

Demonstracdo. (i) Isto segue diretamente da defini¢do, pois primos minimos cor-
respondem a coberturas minimas.
(i1} Se G é completo. claramente C(G))também o é. Reciprocamente, se C(G))
é puro entdo ht (Y, P;) = n para todo [. Segue-se que ht P, = n — 1 para todo I,
portanto G deve ser completo.
(ili) Segue diretamente do Corolario 2.2, e do fato que, em nosso caso. cada um
dos ideais primérios da decomposicio € um primo gerado por uma seqiiéncia regular.
O
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Teorema 5.28 Dado um grafo G de vértices {X1,..Xn}, seja G’ o cone sobre G, e
I C k[X], J C k[X,Y] os respectivos ideais de arestas. Entdo:

(1) X2c 1D Y. X2 jrr+D),
(2) Y X2 (Y, X)JW O 4 5 n(J) & X2 e (X) - I¥ + 3T, ).

(3) Dado ¢ > 0, Y?- X% ¢ genuino minimo se, e somente se, X% é genuino minimo
e ¢ < bla).

Demonstragao. Pela Proposigao 3.10, I = J™ N k[X].

(1) Considerando os complexos simpliciais A(a) e A, associados respectivamente
aos subgrafos gerados pelos suportes de X< ¢ Y X2 vemos que as facetas de A sdo
dadas pelas facetas de Ala) e {Y'}. Logo, de acordo com a Definicio 4.8, temos
b{Y X2) = b(a) e, portanto aplicando a Proposicdo 4.10 temos v, (Y X%) = |o| + 1~
b(a) = vi(a) + 1. Conseqiientemente, pela defini¢do de v,

X% € JARIPEN vile) >re v (Y X >r+leYX2e Jir+n),

(2) Se YX2 € (X,Y) - JU+D, temos duas possibilidades: YX2 =YX, --- X, - X8,
com X2 € JU*D, o que implica X4 € I0*V C ¥, ou YX2 =X, --- X, - YX& com
Y X8 € J0+1 Neste caso, pelo item (1), X2 € I ¢, portanto, X2 ¢ (X) - I,

Podemos, portanto, supor

VX =YX? Xl comYXPe JM e X2 JO 1<i<r

Ser+1—£ =1, entdo r = £ e portanto X* € (Supp (g{ﬁ)) - I Por outro lado,
ser+1—/{>2 entdo £ < r — 1 e pela parte (1), X2 € I"9, 0 que nos fornece
X&e X,

Reciprocamente. X% = X, --- X,, - X8 com XB ¢ I entdo YX, --X,€eJ
e conseqilentemente YX% € J - J™). Por outro lado, se X¢ = X8 . X% com X&
e X2 respectivamente em 7% e I entio YXE € Jr—%1 ¢ portanto Y X& ¢
J(r+1—£) . J(E)

(3)(«) Indugao sobre q . Pelo ftem (2) acima, afirmacéo € valida para ¢ = 1.
Suponha que seja vidlida para ¢ > 1, e que ¢ + 1 < b(a). Queremos mostrar que
YTt X2 é genuino. Suponha por absurdo que ndo, 1,6 :

yq+1£g — yq’gﬁi, yq”_)ig’i

Com ’ i i £
uj(yswrlig) = vy (Y9 XS + v,(YY X2,
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Como ¢+ 1 < b(a), temos
b(Y*" X*) = b(Y?X*) = b(a),

e de acordo com 4.10, v;(YIX2) = v, (Y1 X?) — 1. Portanto ac derivar em relacdo
a Y, obtemos :

vixe — yq’—lig’_ . yq”z‘_&_”
= yq’ia_’ . yq”—lig.’i
em que,
v, (yq’~1£2’.) + (ania—”) = v (YeX2)
ou
vy (Y9 X9) +,(YTIXEY = p(YIX9)

conseqiientemente Y9.X* nio é genuino, e isto contradiz a hipétese de inducéo. Logo
Y91 X2 & genuino.

(3)(=) Se ¢ > b(a), entdo para todo X, € Supp (X<), b(Yq_l-%) = g—1. Portanto:

Yol xe
(=) = @-1tlal-1-(g-1)
= (g+lel-g -1
= UJ(YQXQ) -1
logo
vixe = VX . yeixe J . Jwsyixe)-1)
= i Xz

nos leva a uma contradicao, e isto prova g < b(a).
Se X2 = X, - X& com v;(8) = vi{a), entdo : b(8) = bla) -1 > g — 1, donde
b(Y4 X2 = b(a) — 1. Segue-se que
vi(YT' X8 = ¢—1+48] - (bla) - 1)
= g—1+]al-1-(b(a)-1)
= g¢+|a|—bla) -1
= p(YIX% -1

Desta forma Y X, - Y971 . 3% € J . JW¥ XN nog leva a uma nova contradicio.
Isto mostra que X2 & (X},



5.2. GENERALIZACAO DE CICLOS E CONES 43

Finalmente, suponha X% = X% X8, com v(X9) +v1(XE) = v;(X%). Neste caso,
b(a) = b{8) + b{r). Uma vez que ¢ < b{a}, podemos escrever ¢ = ¢ + ¢” com
7 < b(8), e ¢" < b{o). Conseqlientemente,

(Y9 XE) = ¢ + vy (XE)
v(Y? - X%) = ¢ + v (X2,
Logo
vy (Y9 - XB +vs(Y? - X%) = ¢ +ui(XE) +¢" + v (X9)

= g+ (X
= vy(YIX9)

e isto significa que :

vexe ¢ J@viX8) | s (YIXE) (g +ur(XE))

Contradizendo o fato de Y9.X< ser genuino.
Concluimos, portanto que X% ¢ (X) . J((e) 4 (e O

O Teorema 5.28 acima mostra que os cones sobre os subgrafos cujos produtos de
vértices sao elementos genuinos também sfo genuinos e por 1sso estes novos elementos
contribuem para o incremento do tipc de geragio de G. Em particular, para um
ciclo puro de ordem impar, C,, o tipo de geracio da ilgebra de Rees simbélica do
cone, C(C,), é exatamente n. Mais precisamente, se I = I(C(C,)), pondo h =
ht I{C), V(Ch) = { X1, ..., Xu}, e V(C(C)) = {Y, X1, ..., X5}, Tem-se

R = R[It, 1P Xy - Xnt" Y X1 - XM YP7IX - X7
De um modo geral se a dlgebra de Rees simbélica de um grafo G é dada por:
RIt, Myt M) p gt Me)],

entao a algebra de Rees simbdlica do cone sobre & é dada por:

R{It, T2 Myt [y PMO g Ml Mt M) Y PO A M)

Aqui, [Mplrv(M,) + b(M,) denota o grau de M,. A necessidade de considerar
os termos de T3¢? justifica-se pela existéncia de novos tridngulos cujas bases sio as
arestas de G e que obviamente ndo podem ser obtidos como combinacéo dos outros
termos de R
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5.3 Graus dos geradores de F,(]).

Polarizacao
Seja I = I(() o ideal de arestas de um grafo G nos vértices X;,..., X,. Dado
um mondmio X* € I, com a = (ap,...,qy), considere o anel de polindmios a ||
variaveis:
k[g] =k[Y,...,Y,], onde Y, =Y, ..., Y., € um bloco com a,varidveis.

Sem perda de generalidade, podemos supor que Supp (X*) = Xj,...,Xn, e con-
seqiientemente [, = I. Considere o ideal J C k[ﬁ] cujos geradores sio os elementos

{YuYulX.X, € I},

e 0 homomorfismo de anéis

92:: k[xl}zn] - k[i]
}/;Jr. — Xz ]z:]-a"':az‘

O ideal J descrito acima, é o ideal do grafo G, obtido adicionando-se, para
cada vértice X,, a, — 1 novos vértices de mesma vizinhanga que X,. Defina V=

I
Proposigao 5.29 (char k = 0) Com a notagdo acima, temos:

(i) Oa(J) = I

(ii) ht (J} = vr(e} e, para todo § € N* x .- x N* w(gﬁ) = UI(GJE(LE));

iy

i=1l.....m
2 =1....a;

*
(iii) X é genuino se, e somente se, Y= H:fi,,.,,n «, & genuino.

Demonstragdo. (i) Claramente temos ©,(J) = I, e I C ©,(J) V7.

Para mostrar a inclusdo contraria, procederemos por indugéo sobre r. Supondo
valida para r > 1, seja Y& € J0+1). De acordo com a caracterizacio das poténcias
simbdlicas via operadores diferenciais, temos que:

yE
vie gl o € J0), VY, € Supp (YE).

= 2
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Usando a hipdtese de inducao temos:

0,5 - Gl
Y. X ’

e novamente pela definigdo de poténcia simbdlica, temos @g(gﬁ) e JirHl),

(i1) E imediato que 92(};) = X% Além disto, jd sabemos que

*

vi(Y) = ht{J).

Isto por sua vez, siginifica que }f’&' JOIHD Pelo item (i), X2 ¢ I+ Por outro
lado, X& € IM7) e portanto , pela defini¢io de vz, temos ht (J) = v;(a). O mesmo
argumento demonstra ¢ caso geral.

(iii) Basta observar que para cada monémio dividindo X%, existe um mondmio

de k[Y,...,Y,] livre de quadrado, na sua pré imagem pela ©,. Os itens (i) e (ii),
juntamente com a Proposicdo 5.10, completam a demonstragdo. De fato, Se }j' €
nao genuino, digamos Y= gﬁgl, com VJ(%E) + vy(¥*®) = htJ, entdo v J(gﬁ) +
v;(¥Y%) = vr(a). Por outro lado, X* = @Q(}’Tﬁ)@g(;g), e pelo ftem (i) VI(G)Q(LE)) +
v(04(Y%)) = vi(a). Portanto X € nao genuino.

Reciprocamente, se X% = X%XI1 com v;{w) + vi(n) = vi(a), defina Ye =
H{«;X:eslupp () Y:,. Temos gg(gﬁ) = X*. Por outro lado, uma vez que Y;:Y;Q €

J & X, X, € I, vemos que a dimensao do subgrafo de G, gerado pelo suporte de ;ﬁ
é igual a b(w), e portanto

ke I(G(Y2) = wi(¥5)

= |B] - b(w)
|w| = b{w)
= vr(w).

, temos Og4(¥Y%) = X7I, e novamente pelo mesmo argumento

ht [{(G(Y?) = v;(¥YZ) = v;(n). Concluimos, portanto, que :

Defina Y% = %
b Y
ht J = vy(a) = v(8) + vs(o),

isto é,
v=YEye e jesto) jlbr-vs(8))
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[

A polarizacdo permite implementar com um “custo computacional” baixo, a ordem
simbolica vy, descrita em 4.8. De fato ela permite calcular em Macaulay2 ([7]), o valor
de v; para mondmios cujos suportes tem cardinalidade razoavelmente grande, e desta
forma possibilita a procura de novos exemplos de elementos genuinos. Além disto, a
polarizacio permite transportar as propriedades e limita¢es dos genuinos livres de
quadrado para os nao livres de quadrados.

A funcio de ordem associada a filtracao simbdlica, ajuda a estabelecer a posicéo
exata em que um mondmio ocorre cormo elemento genuino (se ele for genuino em
alguma ordem). O teorema a seguir nos fornece cotas inferiores e superiores para o
grau dos elementos genuinos em um grafo. Estas cotas ndo podem ser melhoradas,
visto que elas sdo alcancadas respectivamente pelos grafos completos e pelos ciclos de
ordem {mpar.

Lema 5.30 Seja G um grafo simples, com n vértices e I = I(G) C k[X], seu ideal
de arestas. Se dimk[G] 2 Z entio X, -+ X, € Tp + (X)I™, onde b = ht (I).

Demonstracao. Se G nio é conexo, digamos G = DU H, com V(D) x V(H) N
A(G) = 0, entdo bt I(G) = htI{D) + ht I(H), e consegilentemente X7--- X, €
Je (D) (e IH))  Podemos portanto supor que G é conexo.

Ponhamos s := dim k[G] = n — h. Para cada conjunto maximal $’ de vértices
independentes, seja ¢(S’) o maximo das cardinalidades de subconjuntos de arestas
independentes ( emparelhamento } Mg C A(G), possuindo a seguinte propriedade:

XX, eMg =X, €5 0uX, el

Defina ¢ = max{g(S")| S’ € conjunto maximal de independentes }. Seja .S o conjunto
maximal de independentes para o qual g = ¢(5). Rotulemos os vértices de G de forma
que:

e S={Yi,.. . Y} eV(G)\S={Xy..., Xn}
o Mg = {(XI:YI)a(XQ}YQ)u“' %(anyqj}

Se ¢ = h, oresultado segue de imediato. Suponhamos portanto que g < A < 3. Co-
mo G é conexo, podemos sem perda de generalidade, supor que X € ['(Yy41,...,Y:) =
Ugr1cies T(Y3), digamos X € T(Yy41). Consideremos a seguinte recursio:

Ny = {(Xl,yl)};
NQ = i?\-rl J {(Xz,KH(X;,E) e MS e Xﬂ - F(YI)},
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Ny = N, U{(X )X, Y.) € Mg e X, € T(Y,) para algum Y tal que (X3, Y:) €
N,_1}
Como V(G) é finito, a seqiiéncia
NiCN, C CNC--
estabiliza, fornecendo um subconjunte N C Mg tal que .
(X, Y. ¢ N=> X, ¢T(Yh) V(X5 Y3) e N.

Se t := #N, podemos re-indexar os vértices presentes nas arestas de Mg, de forma
que :

(P1)S={N,....Y.} e V(G\S={X1,..., Xn}

( P2 ) Ms = {(Xlayl)a (XQ:YQ)s s (Xq,Y,;,)}

(P3) N={(X1,11),(X2,Y2),...,(Xs, Y3)}

( P4) Se (X,,Y,) € N, entdo existe um caminho da forma.:
Xl:YhX%u Byt :Xﬁa:KaJXt:Y;
inteiramente contido no subgrafo gerado por IV

(P5){V:,... Y NT( Xy, ..., X0) =0,

A propriedade P4 segue imediatamente da defini¢do de N. Para provar que N possui
P5 , suponhamos que para algum ¢ > ¢ + 1, tenha-se X, € I'(Y)), com (X,,Y;) € N.
Pela maximalidade de N, devemos ter necessariamente ¢ > g. Aplicando P4 , e a
escolha de X, obtemos um caminho :

1/:2'+1:X1)}/1!X?-1)}/‘&11 - -JXsa;KuﬂXJ:Y};Xn-

Deﬁna Q = {(Xl}yi)n (X‘lls Y;J)?‘ vy (X?-ﬂ! Y;R), (Xu K)} g N - iMS' O empare-
lhamento dado por :

{(X]_, }/q-f-l)v (XEUY'I)J (th Y';l)’ B (X.?:Y;a): (Xh };)} U MS \ Q

tem cardinalidade ¢ + 1, contradizendo a maximalidade de g. Logo P5 ¢ verdadeira.

Considere os subgrafos G; e G2 induzidos, respectivamente, por N e por V(G) \
V(G1). Como S\ {Y},...,Y;} C V(Gs), temos dim k[G] > s — t. Por outro lado, se
fosse estritamente maior que s — ¢, como I'(V{(Gg)) N {Y1,..., Y} = 0, obteriamos
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em G um conjunto com § + 1 vértices independentes, contrariando o fato de que
s = dim k|G]. Sendo assim, dim k[G>] = s—t, e portanto ht ((Gs)) = n—2t—(s—¢) =
n—s—t=h—1t

Por outro lado, como Gy possui um produto de ¢ arestas, ht (/(G;)} > ¢. Entretan-
to como ht (I{G,))+ht (I{G2)) < h, temos obrigatoriamente ht (/(G;)) = ¢. Portanto
X1. X, € IO[0-1), O

Teorema 5.31 Seje G um grafo, I = I(G) seu ideal de arestas. Se X € genuino
minimo (isto é, se X% € IM\ T, U (X)I®)), entdo

r+l1< |l <2r-1.

Demonstracao. A primeira desigualdade é imediata. Pelo Teorema 4.14, temos
r = v{a). Considere G o grafo associado a « pela Polarizacdo. De acordo com
5.29 ht [ (G ) =via) e Y e genuino minimo. Aplicando o lema anterior, vemos que

b{ea) = dim k[éaj < ht I(G } — 1. Conseqiientemente:

la| = v{a) + bla) < v(a) + ht I(Ca) — 1 = 20(a) — 1.
O

Proposigao 5.32 Seja I o ideal de arestas de um grafo G. Se X% € I, com |a| =
r+ 1, entdo X2 € livre de quadrados e G(a) € um grafo completo. A reciproca vele
ser = v(w).

Demonstragao. Dado Se r = 1, entdo G{a) é uma aresta. Suponhamos, portanto,
que 7 > 2. Seja {X,,X,} C V(G(«)). Defina X2 = X_é}:(_ e considere o operador
diferencial dado por %. Temos |8] = |a| — 2 < r—1, e portanto —3- =cX, X, €1,

X! dxXE
com ¢ # 0. Segue que G(a) é completo.
Para mostrar que X< é livre de quadrado, suponhamos que «, > 1, para algum 1,
e escolha X; = X, na definigao de %, para obter X? € I. Um absurdo. Logo X< &

livre de quadrado. A segunda parte é imediata. O

Coroldrio 5.33 Seya G um grafo simples, I = I{() seu ideal de arestas. Se X% €
IS, U(X)I™ e q, > 1, para algum 1, entdo

742 < |l £2r -1

Demonstracao. Imediata.
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Coroldrio 5.34 Dado v > 1, seja I C k[X] o ideal de arestas de um grafo G. Se
XEc IO\ (X)) entdo |a) < 2r. Em particular,

r+1 < indeg(7™) < 2r, ¥Vr > 1.

Demonstragao. Se » = 1 o resultado € imediato.
,1. . 141 -
Suponhamos vélido para r < t1 e seja X< € (51,%)-, nao nulo. Como I

(X)IU+D) temos vr{a) =+ 1.
Se X% é genuino, o resultado segue do Teorema 5.31. Se por outro lado X2 =
XEXE € %1, com vi(6) + v;(B) = vi(a), entio, obrigatoriamente, temos X% ¢

(7 () (v7(6)) » . . ~
C)gﬁ{;}m, e XL e {7?)7-{"@’ nao nulos. Portanto, usando a hipdtese de indugao,

t+2)

obtém-se

lof = {6f + |8] 2(vr(6) + v1(8))
21/{(03)
2(t+ 1)

A 1A A

5.4 Qutras questoes

Dado um complexo simplicial A, diremos que o ideal das nfo faces, I = Ja é sensivel
ao suporte se para todo par de monémios (X% X5) de mesmo suporte com X&|X&
e v;(8) = vi{a) + 1, tem-se:

X% €Ty = X2 € T

Observe que os complexos associados aos ciclos puros e aos grafos completos séo
sensiveis ao suporte.

Teorema 5.35 Seja { = [a ideal das ndo faces de um complezo simplicial senstvel
ao suporte. Sejam X<, XE € I, de mesmo suporte. Se X% X2 e X® € Luy(a), €NLEO
iﬁ € EVI(.S)'

Demonstracio. (inducao scbre v1(3) — vr{a))
Se v;(B)—vy(er) = 0, entio X2 = X&. X7 = X&. X% X7 Com X% X2 € 5,00
Suponhamos que a proposi¢io seja. vilida sempre que () — vy(@) < g e sgjam
X% XZ ¢ I, de mesmo suporte, com v;(8) — vi{a) = g+ 1, e X* € T, (o). Existem
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X_

X, oy X, € Supp (X&) tais que 3, o,, + 1 com X? = Xy c J®B)-1)

>
satisfazendo v;(6) = v;(8) — 1, e Supp (X%) = Supp (X2). Isto é imediato pois caso
contrario terfamos v,(f) = v/(a).

Temos X%/X2 ambos de mesmo suporte e v;(f) — vi(a) = g. Por hipétese de
inducdo X¢ ¢ Y9, Por outro lado iﬂiﬁ; e vi(B) — v(0) = como A tem a
propriedade de base, X2 € 2 (8)- 0

Dado X2 € I, X, designard o (dnico) mondmio livre de quadrados de mesmo
suporte que X%

Corolario 5.36 Sejo I = I(G) o ideal de arestas de um grafo G, satisfazendo d
conclusdo do Teorema 5.35. Se X* € I € genutno e minimo, entdo X4 € genuino e
mINImo,

Demonstragao. O Teorema 5.35 garante que X, é genuino. Suponhamos, por via
de reducio ao absurdo, que X, = X,, --- X,, - X% com v;(8) = ht (I,). Os vértices
Xy, .-, X, sa0 necessariamente independentes. Afirmamos que eles sao vértices iso-
lados do subgrafo gerado pelo suporte de X<. De fato se existisse X, € Supp (X%),
adjacente sobre algum elemento de X, ,..., X,,, entdo X, € I- T (Fad=1) yma con-

tradigio. Portanto X,,,..., X, faz parte de todo conjunto maximal de indepen-
dentes e, conseqilentemente, X% € (X,,...,X,,) - %) Uma contradigio, logo
Xo & (X) . Jbt(fa)) O

Observemos que, em verdade, o Teorema 5.35 diz que todos os mondmios de
mesmo suporte que um genuino nao livre de quadrado, e que o dividem, também sio

genuinos.
Parece, entao, natural propor a seguinte

Conjectura 5.37
e Todos os ideais de arestas sao sensiveis ao suporte.

e Os pseudo-ciclos tém posto simbélico igual a sua altura.

Um coroléric imediato da validade destas conjecturas € que o tipo de geragdo da
algebra de Rees simbdlica € menor ou igual ac nimero de vértices do grafo.



Apéndice A

Nocoes de grafos

A referéncia bésica é [2]. Todos os grafos nesta tese serao finitos e simples (isto
é, desprovidos de orientacdo ou lacetes). Um grafo G serd também indicado por
{V = V(G), A = A(G)} para enfatisar seus elementos de defini¢ao (vértices e arestas,
respectivamente).

Vértices vy, v € V sao ditos adjacentes se (v1,v;) € A(G). Dois vértices vy, vy €
V(G) de um grafo G sdo ditos independentes se (vy,v2) ¢ A(G). Um subconjunto
S C VY é dito um conjunto de vértices independentes se vy, vy 880 independentes para
todos vy, 19 € &, com vy # vs.

Um grafo é completo se seus vértices sdo adjacentes, dois a dois.

Se G.H sao grafos, dizemos que H é subgrafo de G, e escrevemos H C (&, se
V(H) CV(G) e A(H) C A(G). Se, além disto, A(H) = A(G)N (V(H) x V(H)), H
dito um subgrafe induzido de G, e, neste caso, denotamos por G C H.

Observe que dado um grafo &G = (V, A(G)}, e um subconjunte V/ C V, existe
um dnico subgrafo induzido de G, cujos vértices sao os elementos de V’. O subgrafo
induzido é denominado subgrafo gerade por V.

Um caminho, de comprimento r, escrito g,, é um grafo cujos vértices e arestas
$80, respectivamente, a menocs de notacac,

V={0,1,...,rt e A={{0,1},{1,2},.... {r—1,7}}

Caminhos que sao subgrafos de um grafo G sao ditos caminhos em G.
Dado r € N(r > 2}, um ciclo, de ordem r, escrito C,, é um grafo cujos vértices e
arestas sao $a0, respectivamente, a menos de notacio,

V={l,. . .,ryeA={{1,2},....{r—1,7}{r,1}}

Ciclos que sao subgrafos de um grafo GG sao ditos eiclos de G.
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Dado um ciclo C em G, as arestas do subgrafo induzide por C, complementares
as do subgrafo C sdo chamadas sugestivamente cordas de ¢ . Se C € G coincidir
com o subgrafo induzido correspondente, diremos que o subgrafo induzido é um ciclo
simples (ou um ciclo sem cordas). :

Um grafo G é dito conezxo se para todo par de vértices de ¢ existe um caminho
em (G ligando estes vértices. Um grafo r-conezo (r € N ) se para todo subconjunto
V' € V(G), de cardinalidade menor ou igual a r— 1, o subgrafo induzido G(V(G)\ V")
€ conexo.

Um grafo & é uma drvore se € conexe e todos os seus subgrafos conexos sao
caminhos.

Seja G um grafo. Dado v € V(G), o grau de incidéncia de v em G, escrito dg(v)
é a cardinalidade do conjunto de vértices de & que sdo adjacentes a v. Os vértices de
grau de incidéncia zero em (G sdo chamados de vértices isolados.

Se G é r-conexo, ento dg{v) > r para todo vértice.

Um dos invariantes basicos de um grafo é o maximo das cardinalidades de con-
juntos de vértices independentes. Este invariante desempenhou um importante papel
no desenvolvimento deste trabalho.

Seja G um grafo de vértices V(G) = {v1,...,v,}. Uma cobertura de G é um
subconjunto P C V(G) tal que para toda aresta {v,,v,} tem-se v, € P ou v, €
P. Uma cobertura é ser minime se nenhum de seus subconjuntos préprios é uma
cobertura de G, e serd dita minimal se ndo existe cobertura de cardinalidade menor.
A cardinalidade de uma cobertura minimal de G, escrita ,(G), é também designada
como o nimero de cobertura de G, enguanto 3,(G) = #V(G) — 0a,{G) é dito ser a
dimensao de G.

Da definigdo segue que o complementar de uma cobertura é um conjunto de
vértices independentes em (G, e vice-versa. Portanto, o complementar de cobertu-
ra minima (resp. minimal) corresponde a um conjunto méximo (resp., maximal)
de vértices independentes em G. Também se ve que se V' C V(G) € o conjunto de
vértices de um subgrafo G' C G, e P é uma cobertura de G, entdo P’ = PNV’ é uma
cobertura do grafo G’. Reciprocamente, toda cobertura de G’ pode ser completada
de forma a tornar-se uma cobertura de G.

Um grafo G é dito bipartido se admite uma cobertura composta por vértices
independentes. Se G é bipartido, entao G admite uma cobertura minimal composta
por vértices isolados.

Teorema A.1 Um grafo ndo trivial, G, € bipartido se, e somente se, ndo contém
ciclos de ordem {mpar.

Demonstracao. Cf, eg., [2].



Apéndice B

(Generalidades sobre ideais monomiais

Estruturas combinatdrias, tais como grafos e complexos, podem ser codificadas em
termos de certas dlgebras graduadas cujo ideal de defini¢do é um ideal monomial. A
decomposicao priméria deste ideal determina completamente a natureza combinatéria
do grafo ou do complexo simplicial em questao.

B.1 Decomposi¢ao primaria de ideais monomiais.

Nesta segio reveremos brevemente as principais propriedades de ideias monomiais
usadas nesta tese séo. Seja R = k[Xa,..., X,] um anel de polinémios e I C R, um

ideal gerado por mondmios.

(@) Se f =35 A M, €I, entdo M, € I, para todo A, # 0.

(b) Dados monémios X2, XBeR. Se MDC({ X%, Kﬁ) =1, entao:
(XeX2. 1) = (X5 )N (XE.1).

(¢} Os primos associados de I sao gerados por subconjuntos de varidveis.

(d) I é gerado por mondémios livres de quadrados se e so se [ € ideal menomial radical.

B.2 Ideal de arestas de um grafo

Esta ordem de idéias foi originalmente introduzida por A. Simis, W. Vasconcelos e R.
Villarreal {cf. [16], [14]).
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Definicao B.1 Dado um grafo Grafo G de vértices V(G) = {x1,..., 2.}, seja R =
k[Xy,...,X,) e ¢ como acima. O ideal das arestas de G € o ideal gerado pelos
mondmios X, X, € R, tais que {¢(X,),%(X,)} é uma aresta de G. Escrevemos,

I(G) = (X1X3|3:15EJ € A(G)).

O anel do grafo (denominado Anel de Peiersen em [14]) é 0 anel de classes k[G] :=

k[ X)/1(G).

O teorema abaixo relaciona os primos minimos do ideal de arestas de um grafo &
com as suas coberturas, e a dimensdo de G com a dimensdo do anel de Petersen de
G.

Teorema B.2 Dado um grafo simples G, com n vértices, seja I = I{G) C k[X]
sey ideal de arestas. Os comjuntos de geradores (minimos) dos primos minimos de
I{G) correspondem a coberturas de G. Em particular, ht I{G} = a,(G), e dim k(G) =
Bo(G) = dim G.

Demonstragido. Uma vez que I é gerado por monomios livres de quadrados, I é
ideal radical, e seus primos minimos séo gerados por variaveis.

Dado um primo minimo P = (X,,,..., X,,) de I, onde {X,,,..., X,,} é um con-
junto minimo de geradores de P, seja Cp = {z,,,. .., %, }. Afirmamos que Cp é uma
cobertura minima de G.

De fato, dado uma aresta .z, € A(G), temos X, X, € I C P, e portanto, X, € P
ou X, € P, o que implica z, € Cp ou z, € Cp. Segue que Cp é uma cobertura de G.
Para mostrar que Cp é uma cobertura minima, basta observar que se P’ C P € gerado
por subconjunto préprio de {X,,,..., X, }, entdo [ € P'. Como P’ é monomial, existe
aresta X,, X,, € [ tal que X,,, X, € P’. Logo, .,,x,, ¢ Cp C Cp.

Reciprocamente, dado uma cobertura minima C = {z,,,...,%,} de G, o primo
P=(X,, .., X,) contém I, e nenhum primo P’ C P contém I, pois neste caso, P’
deveria confer um subconjunto de variaveis propriamente contida em P e portanto
pela primeira parte acima, Cpr C C e € nao seria uma cobertura minima.

Para concluir a demonstra¢ao do teorema, observamos que coberturas minimais
correspondem a primos minimais e vice-versa, logo ht (I} é igual a cardinalidade da
menor cobertura possivel, i.é, ht (I) = a,(G). Em particular,

dimE[G] = n — ht (I) = #V(G) — 0,(G) = 4,(G) = dim G.
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B.3 Anéis de Stanley-Reisner

B.3.1 Complexos simpliciais

Como de hébito, dado um conjunto V, escreveremos 2Y para denotar o conjunto de
todos os subconjuntos de V.

Seja V = {v1,..., v} um conjunto finito. Um complezo simplicial (finito) A sobre
Y, é uma colecio finita de subconjuntos de ¥V, A(V) C 2V, tal que:

{v,} e Awvie{l,...,n}
FeA=GeA VGCF

Os elementos F' € A sdo chamados de faces, e sua dimensac, dim F, é #F — 1. A
dimensao do complexo simplicial é o maximo das dimensoes de suas faces. Uma face
que nio é subconjunto de nenhuma outra face, é dito ser uma faceta. As faces de
dimenséo 1, sdo chamadas de arestas, enquanto que as de dimenséo zero sio chamados
de vértices. Denotaremos por F(A) o conjunto de todas as facetas de A.

As nogdes de subcomplexo e subcomplexo induzido séo paralelas aquelas dadas
para grafos. Ainda como 14, dado um complexo simplicial A de vértices V, para
cada subconjunto V' C V), existe um dnico subcomplexo induzido de A, cujo conjunto
de vértices é dado por V. Observe que wmn complexo simplicial fica perfeitamente
determinado quando identificamos suas facetas, e é deste fato que resulta a unicidade
de um subcomplexo gerado (isto €, induzido) por V.

Dado um grafo G em um conjunto finito de vértices V, o subconjunto A(G) C 2V
cujos elementos sio conjuntos de vértices independentes em &, formam um complexo
simplicial. De fato, todo subconjunto de um conjunto de vértices independentes , é no-
vamente um conjunto de vértices independentes, inclusive os subconjuntos unitdrios.

Por comodidade, um complexo simplicial cujas faces sfo conjuntos de vértices
independentes de um grafo ¢ serd dito grafal

A exemplo do que foi feito para grafos, os complexos simpliciais também admitem
uma formulacao algébrica que permite a aplicacdo de ferramentas de Algebra Comu-
tativa para resolver problemas puramente combinatérios, veja [3).

Definicao B.3 Seja A um complexo Simplicial de vértices V(A) = {z1,...,2,}, ¢ &k
um corpo de caracteristica zero. O Anel de Stanley-Reisner ou Anel das foces, de A,

é a k-algebra
k[X]_, B X‘n]

Ia
onde fa, chamado idea! das ndo-faces, é o ideal gerado por todos os mondmios cujo
suporte nao € uma face de A,

KA =
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Pela definigio de /Ao vemos que ele é um ideal monomial gerade por mondmios
livres de quadrados. De fato, se X* € I, tem suporte {z,,,..., 2z, },
entao X, --- X,, € Ia.

A cada faceta F € F(A) corresponde um primo Pr C k[X], cujos geradores
minimos sdo as varidveis cujo suporte nao estd em F, ié, Pr = (X, tal que z, ¢ F).
O teorema a seguir mostra que estes 830 os primos minimos do ideal 7a. E um exercicio
simples verificar que Ja = Npepia)Pr € a decomposigao primaria reduzida de I - em
particular, dim k[A] = dim A + 1.

Sendo vejamos. Se X% € I, entdo para toda faceta F € A, Supp(X%) € F, e
portanto X* € Pr. Logo I C Necra)Pr.

Reciprocamente, suponha X% € Ngepa)Pr. Temos Supp (X#) ¢ H,VH € A,
logo Supp (X%) ¢ A, e X% € I. Isto mostra que Npcpa)Pr € uma decomposicéo
primaria de I. Por outro lado, dados duas facetas distintas, F, F' € A, tem-se, obri-
gatoriamente, Pr € Prr. Isto demonstra que a decomposi¢io € reduzida e, portanto,
que os primos FPr acima séao 0s primos minimos de 7.

Para cada faceta F € A, tem-se

dimF =#F ~-1=n-htPr — 1.
Em particular se F' é uma faceta maximal, entdo Pr € um primo minimal. Segue que

dim A = dim k[A] — 1.
O



Apéndice C

Aspectos Computacionais

Nesta secio descreveremos os algoritmos usados nesta tese, apoiados em Macaulay?2,
versao 0.8.46. O formato utilizado para descrever cada rotina serd:

e Utilizagao;
o Codigo — deve ser digitado exatamente como estd escrito.

¢ Comentarios sobre o output da rotina.

C.1 Calculo das poténcias simbdlicas

nextsymbolicpower = method();
nextsymbolicpower (Ideal):= I - > (n:= numgens ring I ;
nc:= numgens I ;
jac:= map(jacobian I,Degree = >-1);
iden:= map((ring I)\"{}n,(ring D\ {}n )} ;
Im := gens I ;
tt:= iden *»* Im ;
RI:= syz (concat(jac,tt));
FI:= submatrix(RI,{0..nc-1}, J;
ideal (mingens ideal (Im * FI )));

l

symbolicpower = method() ;
symbolicpower (Ideal,ZZ}:= (I,r)->( II:= I;clearAll;
if r==1 then (I)
else (nextsymbolicpower(symbolicpower(I,x-1))));

57
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A primeira rotina recebe como input a poténcia simbdlica de ordem 7 de um
ideal monomial radical, € tem como output a poténcia simbdlica de ordem r + 1.
A segunda rotina (symbolicpower)tem como input um ideal monomial radical e um
inteiro positivo r. O seu output é sua poténcia simbdlica de ordem r,

C.2 Calculo dos médulos F,.(1).

sigma =method();
sigma(Ildeal,ZZ):= (I,r)-> ( S:= 0xI; a:=0;
d = u-> u+i;
if r <=1 then (a =-2;(ring I)/I )
else (while member(d{a),l..(r+1)//2) do
(8=S+(symbolicpower(I,r - d(a)) * symbolicpower(I,d(a)));
a = d(a));
trim 8 ) ) ;

freshmodule=method () ;
freshmodule (Ideal,ZZ) :=(I,r)->
(trim image( gens (symbolicpower(I,r)) % gens(sigma(I,r})));

A primeira rotina{sigma} Tem como input um ideal monomial radical / e um
inteiro 7. Sigma calcula o submddulo trivial de ordem r, que é dado por L.(I) =
Y oicier  TWITY . A segunda rotina tem o mesmo input gue sigma, e calcula o
submodulo nao trivial F(I), tendo como output um ideal, cujos geradores minimos
sao os geradores de F,.(I).

C.3 Caélculo de grau de incidéncia, suporte e subgrafos

grau=method () ;
grau(RingElement, Ideal) :=(f,I)->(
numgens ideal compress diff(f,gens I));

Calcula o grau de incidéncia de um vértice f no grafo cujo ideal de arestas é I. O
grau também pode ser obtido calculando-se a altura do ideal quociente (1 : f).

support=method () ;

support (RingElement) :=(F)->( N:=ideal (vars ring F);
n:= numgens N; r:=0; B := {};
if F==0 then (B={0_(ring F)};r=n;);
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while r<=n-1 do { if FYN_r ==
then ( B = append{ B ,N_r) ; r=r+1) else r=r+1 );
B );

support{Matrix) :=(M)->( N:= ideal vars ring M; B:={}; r:=0;
n:= numgens N;
if M==0 then (B={0_(ring M)}; r=n;);
while r<=n-1 do ( if (M)N_r} !'= M
then ( B = append( B ,N_r); r=r+1)
else r=r+l );
B);

support(Ideal):= I->(support gens I);
support(Module):=  M->(support gens M);

A rotina de cdlculo “support”tem como input um mendmio, uma matrix cujos el-
ementos sac monomios, ou um ideal monomial. O output é um conjunto de varidveis
que define o menor anel de polindmios contendo ¢ mondmio, as entradas da matriz,

ou o ideal.

subgraph=method () ;
subgraph(RingElement,Ideal) :=(L,I)->( quote M;
quote N; quote B; B:={0_(ring I)}; quote r; r:=0;
M:=substitute(power(ideal support(ideal L),2), ring I);
N:= numgens I;
if L==0 then(B={0_(ring L)}; r=N;);
while r<=N-1 do (if I_r%M==0
then (B=append(B,I_x);r=r+l;) else r=r+1);
ideal mingens ideal B };

subgraph(List,Ideal) :=(L,I)->(quote M; quote N; quote B;
quote 1; B:={0_(ring I)}; r:=0; N:= numgens I;
if L=={} then r= N ;
M:=power(ideal support(ideal L),2);
while r<=N-1 do (
if I_r%M==0 then (B=append(B,I_r);r=r+1;)
else r=r+1);
ideal mingens ideal B );
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A rotina subgraph tem como input um mondmio ou uma lista de varidveis e um
ideal de arestas. O output ¢é o ideal de arestas do subgrafo gerade pelo suporte do

mondmio ou pela lista de varidveis.

sqffresh=method();
sqffresh(RingElement,Ideal) :=(f,I)->( quote LT1;
quote LT2;quote result;
quote hl; quote h2;quote r; quote B; quote t;
quote q; quote h; quote L; quote controle;
h:= codim subgraph(f,I); LTi:= 0; LT2:=0;
h1:=0; h2:=0; r:=1; q:=0;
result:={true}; controle:={};L:={};
B:=support f; t:=(#B/2)+1;
if £4I==0 and (degree f)=={2}
then (result={true} ; r=t+2:);
if f4I!=0 then (result= {"Produto de vertices isolados"};
r=t+2:);
while r<= t do ( L=subsets(B,r);q=0; N=%#L;
while g<= N-1 do ( LTl=gubgraph(L_q,I);
LT2=subgraph( support(matrix{B}%ideal(L_q)),I);
hl= codim LT1; h2= codim LT2;
if hi+h2==h then(controle=false;
result={{Msupport (ideall_qg)},
{Msupport (matrix{B}}ideal(L_q))}}:
;q=N+1;)
else (controle=true; q=q+l;}; );
if controle then r=r+1 else r=t+l; );
result )

Dados um ideal de arestas [ e um mondmioc f, livre de quadrados, esta rotina
basela-se no resultado da Proposicdo 5.10 para decidir se f é um elemento genuino
minimo em alguma poténcia simbdlica de I. Seu output é “true’se f é genuino ou,
caso contrario, é um par de monémios que descreve f como elemento do submédulo
trivial na ordem dada pela ordem simbélica de f, ou como multiplo de um genuino,
se for o caso.

Msupport=method() ;
Msupport(List):= (L)->( N:=#L; r:=0; ps:=1;
while r<=N-1 do ( ps=ps*L_xr ; r=r+i;);
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ps J;

Msupport (Matrix):= M->(Msupport{support{¥)));
Msupport (Ideal) : =I->(Msupport (support(I}));
Msupport (Module) : =M->{Msupport (support (M)));
Msupport (RingElement) := f->(Msupport(support(f)));

A rotina Msupport calcula o mondmio livre de quadrados, cujo suporte é o con-
junto de varidveis que determina o menor anel de polindmio contendo a lista L de
varidveis, o ideal monomial 7, o médulo mondmial M, ou as entradas da matriz
monomial M.

multsupport=method () ;
multsupport (RingElement) ;= f->( quote h; quote If;
quote L; quote Ra; quote pare;
pare:=false; ff:=0;
L:=support {(f); h:=Msupport(support(f));
while fi=h do ( ff=substitute(f/h, ring f );
L=join(L, support(ff));
h=Msupport(L); ) ;
L)

A rotina multsupport tem como input um monomio f e calcula o suporte de f,
com as multiplicidades de cada variavel. Seu output ¢é uma lista das varidgveis que
dividem f, onde cada uma delas aparece um niumero de vezes igual ao seu grau em f.

Lgraph=methed() ;
Lgraph(RingElement,Ideal):=(f,I)->(quote B; quote n;

quote S;quote L; i:=0; j:=0;

B:=multsupport{(f); n:=#B ;

S:= coefficientRing(ring I)[s_1..s nl; L:={0_S};

while i<= n-1 do (j=0;

while j<=n-1 do (if (B_i*B_j)iI ==
then (L=append(L, S_i*S_j););
J=3+15);
i=i+1;);
ideal mingens ideal L);

Lgraph tem como input um monémic f = X* e um ideal de aresta de um grafo
(. A rotina Lgraph calcula o ideal de arestas do grafo obtido do subgrafo de G,
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gerado pelo suporte de f adicionando para cada vértice X, tal que X,|f. a, novos
vértices de mesma vizinhanga que X,.

symbeolicvalue=method();
symbolicvalue (RingElement,Ideal):= (£,I)->( quote B;
quote 1m; quote S; quote L; 1:=0; j:=0;
B:=multsupport(f); n:=#B ;
S:= coefficientRing(ring I} [s_1..s_nl;
L:={0_8};
while i<= n-1 do (j=0;
while j<=n-1 do (
if (B_i*B_j)%I ==0 then (L=append(L, S_i*S_j};):
3=j+1;);
i=i+1;);
codim ideal L):

A rotina symbolicvalue calcula a ordem simbélica de um monémio f em relagéo
ao ideal de arestas . Esta rotina baseia-se no resultado da Proposicao 5.29.

isfresh=method () ;
isfresh(RingElement,Ideal) :=(f,I)->(
quote result; quote B; quote FM;
quote L; quote q; quote retormo;
quote i; quote j; quote m; quote S; quote h;
result:={true}; L:={}; FM:=Msupport (subgraph(f,I));
pule:=false; h:=subgraph(f,I); B:=multsupport f;
retorno:=matrix{B}; n=#B ;
S:=coefficientRing(ring I)[s_1..s_nl; L={0_S};
if (Msupport(f)i= FM )then
(q:=substitute(Msupport(f)/FM, ring I);
result={q,substitute(f/q, ring I)};
pule=true);
if £f%I!=0 then ( result={"Produto de vertices isolados"};
pule=true;);
if (Msupport f )== f then(result=sqffresh(f,I); pule=true;);
if pule == false then ( i:=0; j:=0;
while i<= n-1 do (j=0;
while j<=n-1 do (if (B_i*B_j)%I ==0
then (L=append(L, S_i*S_j););
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j=3j+1;);
i=i+l; ),
result=sqffresh(Msupport ideal L,ideal L);
if #result =1 then
( result=transpose substitute(matrix(result),
retorno);););
result );

Esta rotina baseia-se nas Proposicoes 5.29 e 5.10 para decidir se © mondmio f, no
necessariamente livre de quadrados, é genuino minimo em alguma poténcia simbdlica
do ideal de arestas I. O mondémio f e o ideal de arestas I sdo o input desta rotina. A
saida é “true”se f é genuino ou, caso contrario, € um par de mondmios que descrevem
f como elemento do submédulo trivial de ordem igual a ordem simbdlica de f. ou
como multiplo de um genuino, se for o caso.

isfreshbasico=method (] ;
isfreshbasico(RingElement,Ideal) :=(f,I)->( guote j;
quote result; quote pule; quote n; n:=numgens ideal support(f);
j:=0; quote L; L:=support(f);
if (£41)==0_(ring I)then pule = false else pule= true ;
while j<=n-1 and pule==false do (
if member(true,isfresh(diff(L_j,f),I))
then (result={diff(L_j,f},"is fresh." };j=n;)
else (result=true, j=j+1 ););
result );

Tendo como input um mondémio f, que é um elemento genuine minimo para o
ideal de arestas /, esta rotina decide se f é um pseudo-ciclo ou um Pseudo-cone. O
output é “true”se for pseudo-ciclo ou um monémio 3% que é genuino na ordem igual
a ordem simbdlica de f menos 1.



Conclusao GGeral

Os geradores minimos das poténcias simbélicas de um ideal monomial radical, que nao
podem ser obtidos como combinagio de produtos de elementos em poténcias de ordem
menor, os chamados, elementos genuinos, ndo sio, todos, mondmios livres de quadrado.
Este resultado é verdadeiro mesmo no caso especial de ideais de arestas de um grafo simples.

No caso particular, em gue o ideal é o ideal de arestas de um grafo, simples, os ciclos
de ordem impar e os subgrafos completos contribuem de forma decisiva para que o ideal
ndo seja normalmente livre de tor¢éo, entretanto, estas nao sdo as dnicas estrufuras que
aparecem como geradores minimos da algebra de Rees simbdlica e que contribuem para a
determinacio do tipo de geragio da mesma.

O estudo dos geradores minimos das poténcias simbdlicas de um ideal de arestas, reduz-
se, via polarizagdo, ao estudo dos geradores minimos que sao livres de quadrado.

Ainda no caso de ideais de arestas, concluimos que em geral o grau dos geradores
minimos, genuinos, de uma poténcia simbélica de ordem r, encontra-se limitado inferi-
ormente pelo valor r + 1, e superiormente pelo valor 2r — 1. Além distc estes dois valores
sao 0s melhores limitantes possiveis.
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