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INTRODUÇÃO 

Na prJmeira metade do .século XIX, George Boole, ao tentar 

formalizar a lógica proposicional; introduziu o conceito de Álge-

bra de Boole. Já no final do século, enquanto estudavam as axio­

máticas das álgebras booleanas, Charles Pierce e Ernest SchrÜder 

introduziram o conceito de reticulado. Independeu temente, Richard 

Dedekind, investigando ideais de números algébricos, chegou ao 

mesmo conceito e também introduziu o de modularidade, que e uma 

forma mais fraca de distributividade. 

Foi, entretanto, o trabalho de Garrett Birkhoff que in i-

ciou o desenvolvimento da teoria dos reticulados. Dentro desta 

teoria, um capítulo extenso e o da teoria dos reticulado.s distri-

butivos, que tem propiciado a motivação necessária para muitos r~ 

sultados na teoria geral (muitas condições sobre reticuladosr ele 

mentes e ideais de reticulados são formas mais fracas de distribu 

tividade). 

- -As conexoes da topologia com a teoria dos reticulados sao 

variadas. Stone, em 1937, desenvo-lveu uma teoria da representa-

ção para reticulados distributivos, generalizando o que já havia 

sido feito para Âlgebras de Boole [11 J • Isto foi conseguido pe·-

la introdução, no conjunto X dos ideais primos de um reticulado 

distributivo A, co~ primeiro elemento, da topologia que tem por 

base (p ; a E A} 
a 

mos que nao contém 

onde Pa denota o conjunto dos ideais pri-

a. Stone mostrou que a aplicação a -> e 

um isomorfismo e representou A como o reticulado de todos os sub 
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conjuntos abertos e compactos do espaço topológico X • 

Priestley, em 1970, mostrou que esta caracterização torna­

se muito mais simples em termos de espaços topológicos ordenados 

que foram introduzidos por L.Nachbin [ 8 1. A partir dos traba­

lhos de Priestley, certos resultados novos foram obtidos e o teo­

rema da representação e muito da teoria da dualidade tornaram-se 

naturais. 

Em linguagem de categoriasr ternos que a categoria dos retl 

culados distributivos é equivalente à dual da categoria dos espa­

ços topológicos ordenados, compactos, totalmente desconexos na or 

dem. 

Em 1975, Cornish [ 3 J mostrou que a categoria dos espaços 

espectrais e funções fortemente contínuas e isomorfa à categoria 

dos espaços ordenados e compactos 1 totalmente desconexos na ordem 

e derivou o teor~mà de Priestley da dualidade clássica de Stone. 

Nosso trabalho se baseia nestes fatos e reune o estudo das 

técnicas de Priestley pará- :tBidcula:dos distributivos da quál se 

derivam a representação c·Iá:-ssi.c::a de Birkhoff para reticulados dis 

tributivos finitos 1 a de Stone, para êügebras de Boole; o traba­

lho de Cornish e Fowler (19/1) para as álgebras de De Morgan; a 

caracterização das álgebras de Heyting por meio de espaços topol~ 

gicos ordenados, que segundo o nosso conhecimento ainda não havia 

sido feito; a caracterização das congruências definidas nestas ál 

gebras, por meio da representação de Priestley [ 9 1, bem como o 

trabalho de Cornish [ 3 ] • 
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Chamaremos de capítulo O o capítulo introdutório, onde se­

rao relacionados os conceitos básicos que serão utilizados no de 

senvolvimento de nosso trabalho. 

No primeiro capítulo apresentamos a teoria da representa­

çao para reticulados distributivos por meio de espaços topológi­

cos compactos e ordenados, totalmente desconexos na ordem, desen 

volvida por Priestley ( [ 9 ] e [ 10]) , bem como a caracterização 

do espaço de Priesltey para as álgebras de Boole, as de Heyting, 

de De Morgan e de Kleene. 

O segundo capítulo é dedicado à caracterização das cong~~ 

cias definidas nestas álgebras por meio da teoria de Priestley e 

também a algumas aplicações do método de Priestley na demonstra­

ção de alguns resultados conhecidos, como, por exemplo, a caract~ 

rização das álgebras subdiretamente irredutíveis em algumas clas­

ses de álgebras. Destacamos, todavia, que o método utilizado nas 

demonstrações não é o mesmo utilizado por P_riestley [10] . 

No terceiro capítulo mostramos a equivalência entre as re-· 

presentaçÕes de Priestley e Stone. Destacamos que esta equivalê~ 

cia não invalida o trabalho de Priestley, uma vez que as condi­

çoes com que trabalhou são mais naturais, no sentido de que estão 

mais próximas da teoria da dualidade para álgebras de Boole, que 

foi a geradora de toda essa teoria. Além disso, a simplicidade 

da teoria de Priestley permitiu que se obtivesse resultados sign~ 

ficativos nas teorias cujo reduto e um r·eticulado distributivo 

Vide por exemplo [ 2 1 e [ 4 1 . 



CAPÍTULO O 

Destacaremos neste capitulo os conceitos básicos que serao 

utilizados durante todo o desenvolvimento de nosso trabalho, com 

o objetivo de fixar a nomenclatura e as not~ções. 

Os conceitos e notações concernentes à teoria das catego-

rias, bem como os de álgebra universal estarão de acordo com os 

dados no livro de Balbes e Dwinger. [ 1 J 

Destacaremos, entretanto, alguns destes conceitos e nota-

çoes: 

Ül. Uma álgebra 

onde n. 
l 

E JN, l 

na o vazio e F e 

1 < i < m, 

n. 

universal de tipo de similaridade o = (n
1

, ... ,nm) , 

' i < m, e um par (A,}") onde A e um conjunto -

uma m-upla (fl, •.. ,f I tal que para cada i, 
" m 

e uma operaçao n. -ária definida em A , 
l 

isto e ' 

f. :A l -+ A. Destacamos que wna operaçao f e zero-ária se fixa 
l 

uma constante. 

02. Dizemos que B c A e uma sub-álgebra de (A,F) se B e fe 

chado para toda operação de F; isto e, (B,F), onde as operaçoes 

de F são restritas a B, e uma álgebra de mesmo tipo de sJmilari 

dade que A • 

03. Seja A uina álgebra de tipo de similaridade cr Uma relação 

de congruência em A é uma relação de equivalência e definida em 

A que satisfaz a seguinte propriedade: "Para cada i E {l, ... ,ô(o)}, 

se então (f. (a
1

, .•. ,a ),f. CaJ., •.. ,a' ))Eo". 
l ni l ni 
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04. o conjunto C(A) das relações de congruências definidas em 

A é parcialmente ordenado (pela inclusão de conjuntos) e tem pr~ 

meiro e último elementos,. a saber: 6A "" {(x,x} : x E A} e A xA , 

respectivamente. /JA é chamada relação trivial de congruência em 

A. Observamos, também, que a intersecção cte relações de congrue~ 

cia é uma relação de congruência. 

OS. Dada uma relação de congruência e definida em wna álgebra 

(A,F), de tipo de similaridade o, chamaremos de Õlgeh1~a quocien-te 

a álgebra (A;e ,F), onde A;e == {:x/= : x E A} ; 

junto {a E A: (x,a) E G}), tal que para cada 

(x/=:: denota o con 

1 < i ..::_ o {o) tem 

-se: =f. (a
1

, ... ,a )
1

_, onde 
l n. = 

1 

n. 
{a

1
, ... ,a ) E A 1 

ni 

06. sejam A e B álgebras de mesmo tipo de similaridade o. Uma 

função h :A -+- B e Uli\ homornor>f,:smo se para cada l<i.::_o(a) 1 

f. lhla11, ... ,h la I I 
l ni 

= hlf. (a1 , ... ,a li, 
l ni 

onde 
n. 

I a
1 1 ••• 1 a ) E A l 

n. 
1 

07. Para wn homomorfismo h :A ->- B, definimos "nÚcleo de h" (ker h) 

como a relação definida em A por "(a,a 1
) E ker h se, e somente 

se, h(a) = h(a') ". Esta relação e uma relação de 

(vide, por exemplo, Balbes e Dwinger [ 1 J pag. 9) 

congruência 

o 8. (Teorema do homomorfismo) : Se h 'A + B e um homomorfismo 

de A em B e 8 e uma relação de congruência em A tal que 8 ~ker h, 

então existe um Único homomorfismo sobrejetor g 'A/G 
., B tal 

que g o \)8 = h I v
8 

e o homomorfismo natural v :A-+A/S' X+ x 1 ~1. 8 
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Se, ainda, 8 = ker f ent-ao g e um isomorfismo. 

09. Um reticulado distributivo com primeiro e último elementos é 

uma álgebra de tipo de similaridade (2,2,0,0), a saber (A,v,II,O,l) 

tal que, para quaisquer a ,b, c E 1\, tem-se: 

i) ava ~a aAa ~a 

i i) avb = bva a Ab = b 11 a 

iii) (avb)vc= a v (b v c) (aAb)AC ~ a A (b A c) 

i v) a A (a vb} ~a ou a v (a A b) -- a 

v) a v (b A c) ~ (a vb) 11{avc) e a A (b v c) ~ (a Ab) v(aAc) 

vi) a 1,1 ~ a avl ~ l 

vi i) a AO - o avO -- a. 

10. Um subreticulado de um reticulado (A,v,A,O,l) é um subconjun­

to B C A fechado para as operaçoes (v,A,O,l}, isto e, B C A e 

um subreticulado se (B,v,A,O,l) é um reticulado. 

11. Um homomorfismo de reticulados h: A+ B é, então, uma função 

tal que para todo a,b E A tem-se 

i) h(aAb) ~h(a)Ah(b) 

ii) h(avb) h(a)vh(b) 

iii) h(O) ~O 

iv) h(l) ~ l. 

12. Observamos que um reticulado é um conjunto parcialmente orde­

nado com a ordem definida por (a<b) *'* (a v b = b) ~ ou, dualrnente 
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por (a<b) ~ (a 11 b = a). 

13. Dado um reticulado distributivo A com primeiro e último ele-

mentos, respectivamente O e 1, dizemos que F C A 

i) F ;i )I 

i i) (Vb E A), (V a E F) : a< b =:- b E F 

iii) (Va,b E F) ~ (a A b) EF. 

e um filtro se: 

Observemos que ii) implica em 1 E F. A é sempre um filtro. F 

se diz próprio se F j A. 

14. Um filtro F de um reticulado distributivo A e primo se 

i) F t A 

ii) (Vx,y E A) se X v y E F então X E F ou y E F. 

Observemos que por i), todo filtro primo é próprio. 

15. As definições duais de iJ e 14 sao as de ideal e de ideal pr~ 

mo. Observamos, também, que se P Éi um filtro primo, então pc e 

um ideal primo. 

16. (Teorema de Birkhoff-Stone): Sejam A um reticulado distribu 

tivo com primeiro e Último elementos, F um filtro e I um ideal 

de A tais que F n I = 0. Então, existe um fi! tro primo de A cem 

FCP e rnP=.Qf. (A demonstração deste fato encontra-se, por 

exemplo, em [ 1 ] pag. 70, e [ 6 ] pag. 74.) 
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17. Seja L' wn sub-reticulado de L e P' wn filtro pr.i.mo de L. 

Então existe P, filtro primo de L, tal que P' = p n L' . 

De fato: Seja P' filtro primo de L'. Consideremos F o 

filtro de L gerado por P' e J o ideal gerado por L 1
\ p' e mos 

tremas que F n J = Ç5. 

Se existisse xEFilJ, existiriam a E P' e 

b E L'\ P ' com a < x e x < b Mas , então, a < x < b e a E L'\ p' ~ 

Assim, existe P, filtro primo de L, com F C P e 

Agora, P llL' = P' 

xEV\p'CJ 

' pois se 8xEPnL' "' P' X ,._ então 

18. O conjunto dos filtros primos de A pode ser identificado mm 

o conjunto dos O ,1-homomorfismos definidos de A em {O 1 1} . 

De fato: 

Seja A um objeto da categoria n0 , 
1

. 

Consideremos X(A) = {h: A --t {0,1}, 0,1-homomorfismosJ e 

F(l-\..) = {F CA : F é filtro primo de A}. Definimos 

E F(A) --t X(A) por 

s (F) e a função caracteristica de F . 

i) c está bem definida. 

De fato, se P = Q, Vx C:: A tem-se h {x) = 1 {=? x E P ~ 
p 

-<==> X E Q *"*" hQ {x) = l. 

),lém disso, a função característica de um filtro primo F 

é um homomorfismo de reticulados: de fato, se x,y E A podemooo_E 

rer: 
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a) xEF ' yEF daí hlxAyl = l = h(x) Ah(y) e h(xvy) = l = h(x) vh(y) 

b) xli'F e yEF daí h(xAy) =O= h(x) Ah(y) e h(xvy) = l = h(x) vh(y) 

c) xli'F e yi"F daí h(xAy) --O= h(x) Ah(y) e h(xvy) =O= h(x) vh(y). 

x E P 

que h 

Vx E u 

= h (ui 

ii) e: é 1-l. 

Suponhamos h 
p 

Então Vx E A 

se, e somente se x E Q. 

p = Q 

iii) ' e sobre, isto e, dado h E X(A) ' 
3 p E F(A) tal 

Consideremos h E X(A) 
-1 

= h e u = h I f ll I . Assim 
p ' 

h (x) = l . 
Nos tremas que U e um filtro primo, pois u e tal que 

a) Sejam u,v EU. Então h ( u) = h(v) = l. Assim h(UIIV) 

A h (v) = l. Portanto (u 11 v) E U _ 

b) 1 E u ' pois h e 0,1-homomorfismo. 

c) Suponhamos xvy E U. Então h(x v y) = 1. Mas h(x v y) = 

= h(x) vh(y) = l se e somente se h(x) = l ou h(y) = l ou se 

ja X E U ou y E U , 

Daí, temos U E F (A) e e: (U) = h . 

Assim, uma vez que os dois conjuntos podem ser identifica-

dos,durante o desenvolvimento de nosso trabalho usaremos ora um 

ora outro, i~distintamente. 
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19. uma categoria A e uma classe Ob 4 -cujos membros sao denomi 

nados objetos de A , junto com: 

i) Uma classe de conjuntos disjuntos [A,B]A, onde A,B E Ob A, 

cujos membros são denominados morfismos de A • 

i i) Uma função que associa a cada terna (A, B, C) ';:; Ob A. uma 

função de 

iii) Se f E [A,B]A e g E [B, C] A então o valor da fun-

çao em (ii) no ponto ( g' f) ser a denotado por g o f e chamado 

composição de f e g 

i v) Se A,B,C 1 D E ObA , f E [A,B] A' g E [B,C] A e h E [C,D] A 

então h o (g o f) = {h o g) o f • 

vi Para cada A E ObA existe um morfismo 

ch,amado morfismo identidade de A que satisfaz, 

f E [B ,A) A e g E [A,C]A as condições: lA o f = f 

20. Uma categoria B e uma subcategoria de A se 

i) Ob B C ObA 

[A,B)B ': [A,B)A i i) para todo A,B E Ob-B 

-

lA E IA ,A) A 

para cada 

e golA = g. 

iii) Os morfismos identidade em B sao os mesmos que em A 

iv) Composição de morfismos em B e a mesma que em A . 

Se ainda, B satisfaz a condição: 

v) = para todo A,B E ObB então e 

denominada uma subcategoria plena de A 

21. Se A e wna categoria, a categoria dual de A , denotada por 
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A* e a categoria cuja classe de objetos é a mesma classe de obj~ 

tos de ;1 e tal que para 1\,B E Ob 11 ' !A, Bl 11 * [B,Ai 
;1 

. Se 

f : A -· B e g : B -. -c sao morfismos em "* cn t~io a composição 

g o f em 11 * e definida como a 
-composiçao f o g em A . 

-22. Se A e íi sao categorias, 1..1rn funtor contravariante p 11 __ , h' 

e uma função que associa a cada l~ E Ob 11 um objeto P (A) de n 

e a cada morfismo f: A -+ B de 11 wn morfismo F(f) 

de B tal que : 

i) para todo A E Ob /~ I Fll I 
A 

P(B) -• F(A) 

ii) Se f <I g está definida em ;1, então P(fog) = ?(g) oF{f}. 

f.!ll nosso trabalho denom.ir.clremos fun to r ao fun to r contrava-

riante. 

23. Um funtor F: /l -~ lJ e cham,--ldo cqu'l~va!êncicr se 

i) para cada objeto B de n exi.ste WlL objeto A de ,~ tal 

que /IA) c B sao tsomorfos. 

ii) Para A,B objetos de 11 a função de em 

[F(A),/'(B)] induzida por F é 1--1 e sobre. 

24. Du<ts categorL~s !t e n sao ('.{uivalentes se existe uma equiva-

lência ? : ,1 -+ i! . 

.. 
25. As categorias .4 e ll sao n,,.; 'Y'a[mente ~quivalentct~ se existem 

f untares fi' i l :> 11 e c; : n -• tais que P o C = Id 
!! 
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funtor identidade de B ) Id : F! -~ íJ é tul que para cada objeto 
B 

B de r-1 IdB (B) = B e para toào morfismo f 

26. Usaremos u0 1 para denotar a categoria cujos objetos sao re 
' 

ticulados distributivos com priueiro e Último elementos, e os mor 

fismos sao 0,1-homomorfismos de reticulados, isto é, h:L--+L' 

e um 0,1-homomorfismo de reticülados se h(O) =O' e h(l) 1' 

(O, 1 e O' ,1' denotam, respecti va:nen te, os primei r os e Últimos ele 

men tos de L e L' ) . 



CAPÍTULO I 

DUALIDADE DE PRIESTLEY 

1. Como expusemos na introdução apresentaremos neste capi­

tulo a representação para reticJlados distributivos desenvolvida 

por Priestley [ 9 I e [lO], bem c;:)mo a caracterização do espaço de 

Priestley correspondente a vál-ias subcategorias dos reticulados 

distributivos: as álgebras de Bcole, de Heyting e as cadeias. Tum­

bém estudaremos a caracterização do espaço de Priestley para álg~ 

bras de De Morgan e de Kleene. 

Começaremos por algwnas cefinições: 

l .l. Se é um con~ 1 unto parcialm~nte ordenado, 

subconlunto F. de X e e}'e.<õ,:·cntc se dados x E E e 

x < y então y E E • 

um 

com 

1.2. Analogamente, um su;-;conjunto E c X e decrescente se 

dados x E E e y E X com y x , então y E E . 

1.3. Para wn conjunto paL·~·ialmente ordenado (X,<) e l\ c X, 

definimos (A] = {X E: X X a, para algum a E A} e 

[A) ~ (X E " 'LiaEA com a x} 

1.4. Se é um con '.::.nto parcialmente ordenado e 

A C X então t2:,r:.rJs, trivialment: que: 

l i) A e somente se A = (A] 

:;_ii) I\ e '.':('{_')! 
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1.5. Sejam X e Y conjuntos parcialmente ordenados e 

!f! : X -~ Y uma função. Dizemos que ;p e crescent-e se dados x e y 

emXcomx<y, então cp (x) < cp (y) • 

1. 6. Dizemos que uma função (~ : X -~ Y , onde X e Y sao 

conjuntos parcialmente ordenado:3, e um isomorfismo na ordem se 

(x _::. y em X) <==:> I j I x) ' j I y) em Y) • Observamos que ~· e, neces-

sariamente, injetora, mas não sobre. 

1. 7. Chamaremos de cspaç-,, topo lógico ordenado uma terna 

(X 1 T ,_::.) onde X e um conjunto, 1 e uma -topologia definida em X 

e < é uma relação de ordem parcial em X . 

1.8. Dizemos que um espaço topológico ordenado é 1-otalmcn-

·te desconexo na opdem, se dados x, y E X com x i_ y então exis 

tem U subconjunto aberto, fechado e crescente e v subconjunto 

aberto, fechado e decrescente com U n V "" fJ e x E U y E V 

Chamaremos espaço de Pr>ies-tley qc1.alquer espaço topológico compac-

to, ordenado e totalmente descon2xo na ordem (X I TI:::_) 

1. 9. Façamos, agora, alg' ·:1as observações a respeito de um 

espaço de Priestley (x, T, :5_) qt' üquer: 

1.9 .1. É imediato que X de Jlausdorff. 

1.9,2. Se X é finito, e-i:,ão a topologia de X e a topolo-

gia dincreta. 

De f a to, como X e um es·-;_;co de Hausdorff 
' 

(xJ e fechado 
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para todo x E X. Mas, X e finito, entao {X } 
n 

é aberto e fechado, de onde segLe-se que todo conjunto unitário é 

aberto e fechado, ou seja, a topologia de X & a topologia discre 

ta. 

Assim, a noçao de espaço i=opológico compacto, ordenado, to 

talmente desconexo na ordem e fj_:üto, se reduz à de conjunto fini 

to, parcialmente ordenado. 

1.9.3. Se "I or'ciem d,-_: X X _::_ y 

se, e somente se, X -· y 

to é, as Únicas componentes con;,:·:as são os pontos [vide, por cxem 

plo, 5 pag. 1111 

De fato, se Y e um subcc ··1junto de X e se y E Y com 

x '1- y , en úío existe um subcon j ~~ .. :-1 to U de X , aberto, fechado e 

crescente, com x E U e y ~ U Ma<.S e 

(u n Y) ' (Uc ~ Y) o " d d Y - d ·' l" e on e S<' ·,:ue-se que e esconexo, 

l. 9 .4. , . . . 

[(l}'c!il ,(<'1'1n.1m U!.'l!i 

Vejamos, seja C C X , C 

to. 

Sejum X E G c y E Gc 

ocor1 

l) X I :1cste caso existe U 

tal xEu c. y<jZU 
y y 

de X 

0; G t- X, um subconjunto aber 

Então x -1- y. PorLanto, podem 

aberto, fechéldo e crescente 

\) IJ 
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2) y L x e então existe V aberto, fechado G crescente tal que 
y 

xí'V e yEV 
y y 

Consideremos [y E c 
I G ' X / y) e J ~ {y E Gc Y L xl. 

Dai, Gc c u uc u 
yEI y 

pacto, logo existem 

n k 
Gc c u uc u u v 

i=l yi i==l Yl 

u v 
yEJ y 

yll • • • I y n 

Se 

Mas, Gc 

E I e 

I 

·e fechado e 

' ' yl, ... ,yk E J 

n 
n u ) c e v 

Í"'l yi 

-então Gc c uc u v 
X X 

(Observe que UX e Vx sao abertos, 

e crescentes.) Como x E U 
yi 

X í' v ' yi 

ou seja G 

Vi=l, ... ,k, 

u 
xEG 

logo 

"}i 

" 5l v X 

l, ... ,n, 

Assim, 

X E U 
X 

x E U 
X 

1.9.5. Podemos verificar_. também, gue se (X,T,:5._) 

X com 

tais quo 

k 
u v 

X i=l y~ l 

fechados 

Também, 

C G 

. 
e wn e.sp'?:_ 

ço de PPiPst[ey ,;r: cubconjunto[: ahcrtocJ fcchaJus e crer:~cntcs de 

X formam uma base para o.:; abeL'"i,_,;; creHcentei;. 

De fato, seja G C X WT' ~ubconjunto aberto e crescente 

(Se G = X ou G = ~ verificc: _;e trivialmente). 

Se G e crescente e X E:: • ' y E Gc entao X I y . Daí o 

conjunto ,) da demonstração an·:~ .ior e vazio, de onde segue-se 

n 
Gc c u uc ~ uc ou seja X u c G . 

' io::l Y· l 

l.lü. um exemplo de um c::;,)aço de Priestley é o seguinte: 

Seja um conjunto qualquer e 

com a topologic, discreta. 

a cadeia com dois elerrentos fü,l} 

I 2 =;;: {f : I -:- 2} é um espaço de 
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Hausdorff compacto, com a topologia produto, uma vez que cada co~ 

ponente do produto é compacta ('!:'eorema de 'J:icflonov) Com a ordem 

natural (isto ~. f < g see fla) g(a) Va E I) e um espaço 

topológico ordenado. 

Mostremos, então que 2
1 

e totalmente desconexo na ordem. 

Seja f !._ g . Então e xis :·c a E I com f(il) = 1 e g(a) =O. 

Seja U = (h E 2I : h (a) - 1) . u e o_ber l:o e f e chudo, pois 

e pa: 2 1 ., 2 e "-· projeção, portanto contínua e 

{1} e aberto e fechado. Além C:isso, se h EU, 

h ' k 

f E U 

então h(a) < k(a) -+ k(Cl) ""1, ou seja k CU, 

g E Uc e U é aberto, fechado e crescente. 

com 

Assim 

1.11. Vejamos, agora, que o. rodo l'et-[.,_:ul!ulo rh:r:~J·iJ.,ut·ivo A 

poderr:,'J.3 ns.3oc•iur• wn cnpoço de T'.-·/cr;t/ey que deno/;(rr•emor; rJL:c· Pr•(A). 

Seja i--,1• (A) o conjunto dos O, 1.-t!OITIOmorfisrnos de A em 2 
' 

com a 

topologia e a ordem induzidas d~ i' r (A) e fechado em 
A 

2 • 

De fato, seja f ?' Pr (A) Então, pode ocorrer 

a} f (a} - 1 c) f (a v b) f f (ai v f (b) 

bl f (1 I o d} f(a 11 b) 'f f(a) 11 f:(b) 

Vejamos que, em qualqueL dos casos acima, existe aberto de 

que contém f e está contic1u em 
c Pr(A) 

a)f(a)=1 ~ f E 

b)f(1)=0 ~ f E 
-1 p
1 

({O)) C 

c) f(a v b) ,' f(a) v f(b) temos: 

c ,, (AI I 

(i'r(A))c 
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[f (a v b) ~ l e f (a) v f (b) ~ O] ou [f(avb) ~O e fiai vf(b) ~li . 

Mas f (a v b) ~ 1 

= 

(f(a) v f{b) ""O) =:­

-1 
[f E pa ([0)) e 

I f l I I e 

(f(a) ~ f(b) ~O) = 
-1 

fEp ((O))). 
b 

Portanto, temos f C p- 1 l ((1}) n p- 1 ([0}) n p-b 1 ({0}) Ago-
a v ) a 

-1 -l -1 
ra, se g E p 

1 
((l}) n p ({O)) n pb (fOI) tem-se g(avb) ~ 1 

a v ) a 

e g(a) ~ c;(b) ~O, ou seja g ~ Pr(A) . 

d) Anulogamente se demonstra se f(a v b) =O e f{a) v f(b) -- l 

e pal-a f(a 11 b) I f(a) A. f{b) 

Desta fon1a temos que /'t' (A) e fechado. 

MJ.s, um subconjunto fechado de um espaço compacto é compa.s:_ 

to, logo, como A -2 c compacto e P1' {A) é fechado, Pl'(l\) e com-

pacto. 

Ainda mais, i'F' {A) é totalmente desconexo na ordem. Se 

hl !.. h2 ' hl,h2 E I'•• (A) ' j-}1 I h2 em 2A • Lo~ro existe u aber 

to, fechado e crescente de 2A tal que hl E u e h2 E uc . Co 

mo u () Z'-r' {A) -e aberto, fechado e crescente em i)!' (A) e 

c 
c h

2 
E (U n ?I' (A)) , temos a total desconexão 

na ordem de t'J•{A) . 

-1.1.2. A categoria cujos objetos sao espaços de Pricstley e 

os morfismos são funções continuas crescentes será denotada por 

'Pode. 
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1.13. Vimos que a todo reticulado distributivo com primei-

ro e último elementos está associado um espaço de Priestley. Tam 

bém, dado um 0spaço de Priestley (X,c,~), o conjunto de todos 

os subconjuntos abertos, fechacJ,_·:s e crescentes de X, com as ope-

rações de união e intersecção de conjuntos, forma um reticulado 

distributivo que tem por primei~.) e Ultimo elementos os conjuntos 

vazio e X , respectivamente. Cr!amarcmos este reticulado de l'ct-i-

cu!aâo :ltw! de X e denotaremos por D (X) . 

Podemos observar que; 

i I -f,' X c cun e:n!Jurtto f~in-~:to~ D(X) ; o rctiuulado do~ cnnju~ 

finito, a topologia e a topolo-

gia discreta (vide 1.9.2) 

cn La o !! I X I -P o r•;tir·u!Jdo don 

'-riJ,•,•t,-):_l .._: fer:~tado,';_. pois to(\'.) subconjunto trivialmente 

crescente. 

Vejamos, agora, a teoria Ja dualidade de Priestlcy [ 9 I. 

!.14. PROPOSIÇÃO' ('p (A) 

;,.r f,' À O(i'r•(l\))." 
<'' 

DEMONSTRAÇÃO' Seja l1 : ,.__ --+ !J (h• (A)) definida por 

(h E X(A) h (a) ~ !l ~'CF(A):oEP} 

como vimos em 0.18 há um.· equivalência entre o conj un l:o 

doó:' :F:~ltros primos e dos 0,1-hcr.umorfismos defini.dos cln 71 em 

{0,1}. Faremos a demonstração' tilizando os filtros primos e des 
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tacamos que a vantagem da mesma e que dá uma idéia de como se po-

deria definir a topologia no conjunto dos fj_ltros primos, sem re 

correr ao teorema de Tichonov. 

De acordo com 1. lO, o (a) c aberto, fechado e crescente 

em TY'(A) Logo o(A) C (-'"IA:J 

Ainda, a e um isomorfisE·:o de reticulados: 

i) " 
-,, 

I, ' ' " ···- . .', <' !'! () d,, 0
0,1 

a) [P E d (a A b) l = I la Ab) E p] = [c.. c= p c b E p] = [P E (c (a) n o {bl) J . 

b) [P E ,, (a v b)] = I (a vb) E P) = [c, ,-_:: p ou b E P] - [P E (o (a) u 0 (b))]. 

c) li (0) -- {P E Pro (A) O E Pl - p 

d),,(l) (P E i'c-(A) lf:P}=X. 

i i) (J 

Se c:(a) "-'- o(b)-<==> fp E; (a)""'"""" P E u(b))= [a E P = b E P, 

para todo P c !'r• {A) l Se a 'I >. , cn tão a i_ b ou b I a Lo-

go (oi n ~~ = p ou [a) n (bj -- p donde segue-se a 9' )b) 

ou b 7' [a) Portanto, pelo tcra·erna de Stonc-I3irkhoff (vide cap_i 

tulo [J.l6) r existe P E i'l'(A) com a ?': P e [b) c p ou b 5t p 

e !a) C P ~ ~ ~ Loqo a = b . 

.~ej3 U E D{PI·(A)). Que~emos encontrar a E A tal que 

o{a) ·· ,__; 

u = u 
i E L 

Como U é aberto e i'lO'chado, 

onde I é finito. Seja 

u c compacto, dai 

a = ' entao 
i C:: I 
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u o (a) . 

Temos, então que A e isomorfo a !J(!-'r,(A)) . 

Com esta proposição estabelecemos uma correspondência 1-1 

entre reticulados distributivos quaisquer e os reticulados duais 

de seus espaços de PriestJ.ey. 

Vejamos, agora, a correspondência que há entre objetos X 

da categoria Tode e os espaços de Priestley de seus rcspcctj_vos 

reticulados duais. 

1.15. PROPOSIÇÃO: 11Sc,Ju-''i {X,T,::.._) um c",c;paço de í'x•ie.c_;Lley e 

D(X) Beu r>et/culaâo dual. i•:ntó.-o X e PP(D(X)) r; a o 

eomo eDpuçoc; topolórricor: c 1:.•:otn:._Jt'fon C'Omo eonjunuJs 

ordenado.c;. 

De f' a to 

Seja X --:>- Pr• (D (X)) definida por 

Fx = {U E !J{X) x E U} • 

Mostremos que F e um filtro primo de 
X 

i) X E F 
X 

i i) Se U, V E F 
X 

temos que X E u e 

X E u n v ' de onde segue-se que unv E F 
X 

8 (X) = F 
X 

!J {X) • 

X E v. 

iii) Se (U UV) E F 
X 

temus X E (U UV) Logo 

U E P ou V E F 
X X 

x E V . Portanto 

h o me ,~1m c T' f' o::; 

onde 

Logo 

X E U ou 

Vejamos, sucessivamente, que ó e contínua, sobre e isomor 
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fismo de ordem. 

a) ó P çondmw. 

--Os abertos sub-básicos de L'r,(D(X)) sao da forma o{U) e 

c 
o ( u) , onde o ( U J = (P E f'p([J(X)) : ll E P] Consideremos um po~ 

to arbitrário x de 
-1 

O (o (U)) • Então, ó (x) E a (U} . Portanto, 

<S(x) =F F o(U) = {p E FP(D(X)): U E P} e E'C{uivalente a uE 1l(x), 
X 

ou seja, x EU. Mostremos, agora, que U c ó- 1 {u(U)) Seja 

y E U • Então O(y) =F onde 
y 

U E F pois 
y 

y E U . Assim, 

ó (y) E ll (U), ou seja, y E ó-l (l' (U)) Portem to ó c contínua. 

b) <~ ::r' i' I'<' J <' / il (',i , 

Sejd P C llr• (/l (X)) Queremos mostrar que existe x E X 

com ',1 (x) = P • 

Seja Q = pc. Então -
Q c um ideal primo. Consideremos 

F = V c silo abertos, fcc!Jados e decrescentes, logo , 

F = U V} c é fechado e decrescente. 
\'E Q 

Vejamos que F n ( n U ) 1- Jõ 
UEP 

e compacto, bastará mostrar que F = 

nhamos u. E 
l 

p 
' i=l, ... ,neFn 

n 

Para tanto, como o espaço 

[F} u p tem a P.I.F. Sup~ 

n 
n u. ~ 0 . Como u. E p 

' 
i=l 1 l 

u = n u. E p 
l 

e se F nU = fã segue-se que U c F c C U V 
Í""-1 

Como U e compu c to 1 existem V 
1

, ... , Vk em Q tais que 

Mas u E p I logo 
k 
u vi E P 

i=l 
c como Q e ideal 

k 
u 

i=- J 

que e nma contradição ! ~ Portanto F n ( n U) t- 0 . 
uEp 

VEQ 
k 

u c u vi. 
i=l 

V c Q i - I 
o 
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Suponhamos que S(x) ;;z!P 
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n UJ 
uEP 

Afirmamos que 6 I x) 

Como, para todo U pertencente 

p 

a p 

tem-se x EU, então PC ó (x) . Seja, então, V E à (x) , com 

v !l p Mas, se V~ P tem-se que V E pc = Q Mas x E F e 

entao X E í1 c v ou seja X !l V (11 V E Q) o que e uma con-
VEQ 

tradição! 

Logo cí (x) P • 

c) aP:.lcm. 

Seja 6 (x) (U E D (X) ' x E U) 

i) Sejam x,y E X com x ~ y Dai, VU E D(X) se X EU, 

então y E U , ou seju, se U E ·\ (x) então U E c'i (y) • Portanto 

6(x) '6(y). 

ii) Suponhamos G (x) ~ ,~ (y) e x I y Logo, 8 U E [! (X) 

com x EU e y 5l U, de onde segue-se U E O(x) e U!l.\(y) 

(Contradição ::) 

Aqora, como 6 é isomorfj smo de ordem, em particular é :Ln-

jetora e como X e J-'y>(O(X)) sao compactos e Hausdorff, reGulta 

que 1\ c homeomorfismo. [Vide Duqundji r 51 : "uma função contí-

nua e bijetora entre espaços compactos e !Iausdorff é wn homeomor-

fismo" .j 

Completamos, assim, a clemonstração da proposiçao. 

Em termos de cateqorias, o que vimos até aqui é o sequin-

i',, ( 1\} 

I}O,l-' '.ri!;(c · nJ !'r!l'!','f:,IJONri,-::nr·-/u !Ot! v/.u'i'/.0 

. , /,I ' 'rtr' o/ J, · f, o X 
, 

(i(' 'l'orf.~ , .. I r· 
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oorre~l/JO!Id,-:;ne ia íJ'.'I ol!Jclo f) (X) ,zc n
0 1 

· 
' 

Desta forma, temos correspondências entre objetos das cat~ 

gorias '/\' ,·,· e n
0 1

. Com o objetivo de definirmos funtores entre 
' 

estas categorias vamos definir as correspondências entre os mor-

fismos das mesmas. 

Se f : A
1 

_,' A
2 

~ Pr(A
1

J definido por 

e um morfismo de n 
0

, 
1

, seja /'J' (f) : Pr• (A
2

) -> 

-1 
Pr(f) (P) ~f (P) . r•Jui 

tas vezes notarePJos 

1.16. LEMA' ' 

i) i ;; C .''!'L; ,'! (_; ; : ·' r!J, • r , • , '- I'!' (f) 

'''""' l'' ,,., . 

DEMONSTRAÇÃO' Para mostrarmos que Pr' (f) é contínua, bas 

tem-se que pois 

isto implica que a imagem inversa ele todo aberto sub-b5sico de 

e um sub-básico de Pr> {2\
2

l . 

De fato, 

p E q~;l{D(al)) <=> !jlf(P) C o(a
1

J => f-l(P} E cJ{a
1

J <~=-

<==> a
1 

E f-l(P) = f(a
1

) E P <=> P E o(f(a
1

Jl 

Agora, se P 2. Q , 

Assim, ,j, f e crescente . 

-Continuundo, vejamos que f e sobre se e somente se c 
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isomorfismo na ordem. Pura tanto, consideremos as sequintes afir 

-maçoes equivalentes: 

1) {pf e isomorfismo na ordem. 

2) Se X / y 

3) v a2 E A2 

4) f ' A1 -' A2 

De f a to 

I 1 ~ 2) 

a a1 E A1 x E <1Jf{o (a
1
)) 

3 a1 CC A 
J 

c sobre. 

Como f e isomorfismo na ordem, se 
f 

x i._ y , com 

e totalmente 

desconexo na ordem, loyo existe U C O (/.'r' (l'I.J)) Lal que ,;, f (x) E U 

I 2 = 3) Consideremos 
-1 

L:.:_ 1,<1,f (U}: U C: /J(fJr>(A
1

JJ} L e 

um reticulado e 

Corno '1: 

L c n (f I'(!\__,)) . ~1ostremos que 
L 

,, (O) ~ ,,-] (n (O)) e h• (A
2

1 c• 

/J(/',·(A
2

1 C: L. 

-1 ,, I lI ~ •lf I,. I 11 I 

para provarmos a j_nclusfío deve:ceF\OS ver que se v E /J(!'i·(A21 I 

X E V e y 0 V Então :{ L y e por 2) 

X E Logo 

para a c 11.
1 1 

8. a E l\ 
y 1 

v c u 
yEV 

Seja 

lal que 

c 

pela compacidaJ.e de V resulta que existem y 1 , ... ,yn F V com 

v c 

a 
X 

e 

-1 
"t· In ia I I ' y. 

l 

õl v ..• v /\inda, 
y1 

X te ·P (t1(il )) 
[ y 

para y F V. 

onde 

poi_s y v 

LO C] O v = n 
xEV 

-1 ·f· (n(a )) 
f X 

Como 
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Assim podemos afirmar qu12 

:~a LA · 1 1 . 

I 3 * 4) Suponhumos que extsta a2 E À tal todo 2 CjUC pura 

~ 

a1 E 
Àl' a f ia 1 I Daí, seque-se que, para todo G A2, te1n 2 T "l 

-se 0.2 I f I a 1 I ou fi<> li I d2 

Se a2 l fia
1
1 ' ex.i.stc: p c I'P(A) 

2 ' a2 E p e f (a
1

1 !i' p ou se-

ja, I a 
2 

E p e al li' f-l (P) I = IP E a (a
2

) e f-l (P) !i' a I a 1 I I ·= 
= [P E o (a

2
) e e 

p " 

Logo, se I 1 I . Aindu, se 

f(a
1

) i_ a
2 

[f(a
1

1 E P 

8 P C: l'r> {A
2

J 

a) !i' P I = [P E 

f(a)CCP 
l 

e P 7' clo 2 JI 

ou SC]a, 

-1 
·~f (o (u

1
)) 'I (J {a

2
}. (2) 

I 1 I e I 21 contrariam a hipótese pois, 11 a2 E À C! " E A, 2 ' "l 

o { a
1

} = .;.;1 h (a2) I 

Finalmente, vejamos I 4 = 1). 

Como •' e crescente bu.~~lu ver que (:) :: { l' ) c ,j, f (Q) irnplJ:. 'f • 
ca que P C Q . 

suponhamos que ~·r(P) ~ ,:,f(Q) e Pi':Q. Então existe <1
2 

em A 2 
com 

para algum 

a
1 

E C 1 (P) 

'JO p C Q , 

al 

= 

a2 E 

Eé i'\ l 

(~f(P) 

p e a2 

Daí, 

e a 
l 

I" (! . 

f ( Cll. :~ E 

I' f 
-] 

(Q) 

Como f e sobre, 

P e f(a ) 'f Q I . ou seJa, 

-·· (~f (Q) (Contradição ~ ~} Lo 

Para fin.:1lizar, mostremo c; que ·i\ f e .sobre se e sornenb~ se 



- 24 -

f e 1-l. 

( ~ ) Se f{a) = f{b) para a e b elementos de !1.
1

, en-

tão para todo f{a) E P = f(b) E P , ou ainda 

a E f-l(P) ~ se e somente se b E f-l (P) = q) f (P) e como 

-e sobre, todos o,s :F:il tros primos de l\l sao da forma 

nara P E Pr(A
2
), logo a= b. 

( ~) Demonstraremos I agora I que dado p l filtro rrimo de 

A1 , existe P 2 , filtro primo de A
2 

tais que cj!f(P
2

l = P
1

. 

Por hipótese, f : A
1 

-+ A
2 

é injetora. 

Seja P
1 

um filtro de A
1 

-reticulado de A 2 

De fato: 

e sub 

Sej(lm u' ,b' E f(l\
1

) J·:ntão 8 a,b E A tclis que a' =f(a}, 
l 

AFIRM.II.ÇÃO: f (P l) e um filtro primo de f (Al) . 
Sejam a' E f ( p l) e b' E f (Al) Entâo 3 ' . a F pl c 

b E Al com a' - f(a) e b' ~ f(b) . Mas a' v b' f(a v b) 

Sendo pl filtro primo de 1\1 ' a v b E pl logo a' v b' E f(Pl) 

Portanto f(P
1

) e filtro de f(Al) 

Ainda, sejam a', b' e] ementas de tais gue 

a' v b' E f(P
1

) . Então a' ~ f(a) 
' b' ~ f(b) para a,b E 1\l . ' 

a' v b' ~ f (a v b) E f (Pl) ~[(avb) E plj =[a E pl ou b Eplj = 

= [a' E f(P
1

) o•· " b' E f IP 
1

) I 

Temos, também, {conforme O .17), que f 'L l t r o primo de 

A
2 1 tal que Então, 
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Até aoui vimos a correspondência existente entre os obje-

tos das categorias iJ
0 1 e J'oâ 

' 
vejamos a correspondência que 

existe entre os morftsmos: Dad{/_ um([ funç:,ão eon!:1:nua e c:Peseentc 

SP 

D(~) : D(Y) ~> D(X) 
-I 

~ •P (UI cn r ao tr:-

mos: 

1.17. LEMA: Nestas condições D(~) 
-e um mor'[1:smo da eate 

Como 1J é contínua e crescente c claro que D ( ~) t:ru.nsfor 

ma D(X) em D{Y} . Além disso, como a imagem inversa preserva 

-as op.orJ.çoes triviais de conjuntos, 

i) 

Observemos agora que: 

D (id I 
X 

. ' lO i,> (X) 

e um morfismo de n 0 , 1 . 

ii) Se cp o p está definida em '·''de, então TJ ( q, u p) D(!.(>) o D(n). 

i) Seja X um objeto da ,~dtegoria Tode c id : X --->- X 
X 

função identidade. Então, ll(i~.) : !J(X) -+ !J(X) .. é tal que para 

todo U E D(X) t-em-se !J(id ) h': ""id-l{U) 
X X 

U OU SCJa D(id ) 
X 

i i) Suponhamos que q, : X -->- Y e r : Y --)- Z sao morfismos 

de rode. Então, /J(p n (,~) = !J(XI ---+ rJ(Z) e dada por: 
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D(cp) (/J(p) (U)) "" 1!(4c) o il(p) (U) 

D ( P o tjJ) 

Ainda, para Pr• DO,l ----~ Torie temos: 

i) Se A e wn objeto de 
"O ,1 e 

fismo identidade, então 

V P E /'1' (A) , DJ' (idA) (P) 

Pl'(id I :1-'T·(A) 
A 

== id~l (11) "" p . 

->- Pr• (f\) 

Logo 

e o homomor 

é definido por, 

!'r(id,.) == id I I. 
n Pr• A 

i i) Se g 'A - B e f ;-, ,, -) c sao morfismos de o o 1' cn 
' 

tão te:nos FP {f o g) : PP (C) _, i)' i_ A) e tal que se p E 2' r• (C) en-

tão F'l:' (f o g) (P) 
-1 

(g 
-1 f- 1 1 ]'p ( g) o }_Jp (f) IPI. o (fog) (P) o (P I -

Podemos, portanto, resum~_c o gue foi exposto de 1.14. em 

diante na seguinte proposição: 

l .18. PROPOSIÇÃO: LJ c 

e 

.tYlais precisamente, podemt -~afirmar qu8: 

1 .19 . TEOREMA DA DUAI,IDA[ L:: DE PRIESTLEY [ 9 J : 11 s c: a i: ego~ 

o 
'""o, 1 

DEMONSTRAÇÃO: Queremos n:ostrar que Pr' o D e D o l-'r· 
-sao 

naturahaente equivalentes às identidades e res 

pecti vaw--cnte. 
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De fato: 

Pr> o D : 'l'o)t>* Toei>* us.:-i-)cia a cada objeto X de 'l'oilc * 

o objeto de Tode*, Vp(/J(X)) q:_; .. :, por 1.15. são homeomorfos como 

espaços topolÓgicos e isomorfos como conjuntos parcialmente oràe-

nados, o isomorfismo sendo dado por ú : X 
X 

> Pp(D(X)) e 

ay 'Y Pr(D(Y)) funções con't~Ínuas crescentes tais que se 1P e 

um morfismo de To de* , então temos que o diagrama 

Dr!D (X)) 
Pr (D ( ci.·)) 
'-'---'-"'-' --~ !'r ( !J (Y) ) 

e comutativo. 

Temos, também, que D D PY' -> 

jeto A de D
0 1 

ao objeto D({'r(A)) 
' 

DO,l 

de U 0 , 1 

são isomorfos, com o isomorfisntc dado por 

associa um ob-

que por 1.14. 

GA :A -+ D(Pr(A)), 

a (a) ~ (P E X (A) 

A 

a E P} Alé,,-_ disso, se h A -+ B e um mor-

fismo de v
0 1 ' 

temos que o diaç;,:arna 

A 
h __ __,_._ -> B 

I 
D(Pr(A)) lJ 0 Pt>(lU D(Ci'(B)) 

e comutativo. 
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Do I'r' e naturalmen-~-_.-_:: equj_valente a 

Pro D e naturalmen:.:-.:; equivalente a 

r 
~Do, 1 

I 
'I' ode* 

2. Consideraremos, agora, a representação de Prlestley pa-

r a algumas subcategorias de n0 . :._ 

2.1. Vejamos, primeiramei .:e, a subcutegoria dos reticula-

dos distributivos finitos. 

Seja A um reticulado di -·~.ributivo. Diremos que a E A e 

um elemcnr.o pr•Lmo de A se a = :v y impltcar que a= x ou a= y. 

(Vários autores usam a denom.inar<o de irredutível em 1 ugar de pr~ 

mo.) 

se A é um reticulado fiL_to, então todo filtro e princi-

pal e um filtro principal e pri:·· .:J se e somente se o seu gerador é 

primo. Ainda, -p e q sao prim·;: ; e [pl c [q) se e somente se 

q .:2 p . Logo 1-'r• (A) pode ser -,entificado, como conjunto or:den~ 

do, com o dual na ordem do conJ r, to dos elementos primos de A . 

Além disso 1 conforme vim, __ , em 1. 9. 2. 1 a topologia de Pr (A) 

é a topologia discreta, se onde ---,egue-se (conforme 1.13. i) que 

D ( Pr (A) I 6 o reticulado dos SZI:- onjuntos cpcacelltev de Pr(A) . 

Destas observações decorj_-': o clássico teorema de Birkhoff 

(1933) 

ordenado de seus cluucnto::, pr1:rr.:(;:. f..'n-tâo A é isomorfo ao r•et{cu­

lado 2X formado pcL)3 c~ubeon;)u.: r-.o.s crcscen-/;es de X 11
, 
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2.2. Vejamos agora, oca·· • das ãlgebras de Boole . 

Um objeto B de . ue rura todo ()_ E B existe um ele 

menta a E B tal que a 11 a = 0 e a v a = l ser a chamado álge-

Notemos que a ca~~goria das álgebras de Boolc e 

uma subcategoria plena de o0 ,l 

mos. 

isto e, os morfismos sao os mes 

2.2.1. OBSERVAÇÃO' No ter ~Js que se considerarmos a opera-

-çao que a cada elemento a E B ·.ssocia o complemento booleano a 

temos que uma álgebra de Boole :n,v, 11 ,-,0,l) é urna álgebra de 

tipo de similaridade ( 2 f 2 f 1 1 o 1 (} , que satisfaz as seguintes con-

dições: 

a) (B 1 V 1
11 1 Ü,l) e wn r, __ iculado distributivo com primei-

ro e último elementos. 

L) Para todo a E B , ex_ ,te a E B tal que a A a o e 

ava=l. 

Desta forma como os tipo- de similaridade das ~ls-ebras de 

Boole e dos Reticulados distrib' '"ivos são diferentes, temos que 

as álgebras de Boole formam uma ·~;ubcategoria de /) l 
o ' 

mas -na o 

uma subvariedade da variedade de reticulados distributivos. 

Isto posto, observemos qr;. __ se B e uma --r ' :J 
(J I.']COl'Cl !.c C i!oole ~ 

e rl or- m t1'ivial. Para tanto, sejam 

P c Q elementos de Pl" (B) CO'· p < Q . Suponhamos que 3: x E Q 

tal que x ~ P Então, como x x ~ 1 E P X E P . [)aÍ, segu::_ 

-se qm2 x E Q e entuo x 1\ x = (i 2 um elemento de Q , ou cqui_Vil-

Q = A. 
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P < Q se, e ,omente se, Q = p 

Mais ainda, se a ordem de P:t> (A) e a ordem trivial, já vi 

mos que Pr(A) e tun espaço to te:_ ~mente desconexo. Notemos, tarrbérn, 

que os espaços de Priestley com ordem trivial, Usto é, X :2_ y 

see x = y) sao chamados de Es~--- ços Booleanos. Ou seja, a res-

trição do funtor P1~ à subcate; ~ria n de n 
'"'o, 1 

coincide com o 

funtor clássico de Stone (1936) recuperamos assim o teorema clás 

sico deste autor: ''a ea-teqDr"ia .jos objetos sào as á.lqebr·ar; de 

Boole e. :n> sáo ltomomo noole ' e naful'ulmente 

_; ~af·'•j•r•ia •a·;n .• CJ '-'-'·/L·:-- '-- c,v.~ • 
' sao espaços 

leano;-; c~ u.·-; "'"'J•f·/ ···no•· "· '-' " •" - - ', -a-· o' f '' (' ' " ~c r!ej'{wLdar: e .•; 

tcn cr:p:2ços 11
, 

2.3. Faremos, a seguir, caracterização de Priestley para 

as álgebras de Hcyting. 

Lembremos (ver, por exemp___ Balbes c Dwinger ll 1 J quo se 

L e um objeto da categoria DO. e a,b são elementos de L ' 

se existir um maior elemento x .al que a A x _:::__ b , es·te elemento 

sera chamado pseudocomplemento _e rz em relação a h e será deno 

tado por ' ( [ ...,. f' Uma álgebra a, Heyting seró, enúío, wn objeto 

L de D para o qual existe o f 1 
a -~ b para todo a,b E L 

Observemos, no entanto, 1 ,e um homomorfismo de reticulados 

não preserva, necessariamente, implicaç5o. 

Vamos considerar também, ~ma álgebra de !leyting como umu 

álgebra (h,v,A,-,,0,1) de tipo r:;e similaridade (2,2,2,0,0) sa~ 

tisfazcndo os seguintes axiomas: 
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i) (L,/\ ,v,O,l) e um reLculado distributivo com prlmelro 

e Último elementos. 

ii) para todo a,b E L, 3. a -) b e e o maior dos elemen-

tos x E L tais que a A x < b 

Observemos que assim tem s a mesma observação que fizemos 

para as álgebras de Boole, istc ~. as álgebras de I:leyting formam 

-uma subcategoria, mas na o uma s, J:.>variedade dos reticulados dis tri 

butivos. 

2. 3 .1. Denominaremos T,'.·_:r, ·o d,-- i/ey Li na a todo espaço de 

Priestley X tal que para todo ,V E !l(X) é aberto. 

Observemos que (FJ e L .:hado para todo F subconjunto f::_ 

chado do espaço de Priestley. __ , fato, se x 7= (Fl temos, x !__ y, 

para todo y E F . Como X e um --'spaço de Priestley, para cada 

y E F ' 

Mas F 

n 
F c u 

i=l 

que a 

que f 

a E uc 
yk 

~ u 
y 

E DI XI tal que X u 
y 

e fechado e X compacto, '_ogo 

uc Seja, agora a E ,·F] . 
yi 

n 
< f . Como f E F e F u 

i=l 

E uc Mas u E D(X) .:ara 
yk y 

I F l 

Oco.rTe f também, que X E ~I 
y 

e y E uc Daí, FC u uc 
y 

yEF 
y 

Cl yl' ... 'y n E F tais que 

Por definição, 8 f E F tal 

llc a k " { 1 f •• . , n} tal 
yi 

todo y e a < f logo 

para todo y E F , logo 
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n 
x E n u c (F] c , ou seja L 

i=l yi 
e fechado. 

(Analogamente, podemos m-- ..: trar que [!'I é fechado.) 

Assim, (u n vele - b f h d e a e_ ;.:o, e c a o e crescente num espa-

c c E ço de Heyting X, isto é, (U n v D {X) . 

Se X é um espaço de Hey·, ·,_ng e D (X) seu reticulado duul te-

mos que U _.,_ V (U n Vc] c de _ne em U(X) wna álgebra de Iley-

ting. De fato, sendo X um espc ___ o de Heyting, X e um espaço de 

Priestley e Ll(X) é um objeto ·-: categoria iJO,l 

U ->- V está bem definido: 

Mostremos que 

i) temos que u n vc c Logo 

Dai, u n (U n Vele cu n (Uc ~ i) = 9 u {U n V) = u n v c v. 

ii) se U n W C V , com ' E 1J (X) tem-se que unwnvc = 0. 

O - u n ve c we a1, segue-se que que e aberto fechado e decrescen 

te, portanto (U n vc] c wc o seja w c (U n vele= u -• v. 

Reciprocamente, se A c 

e um espaço de Heyting e o :A 
a 

-1a álgebra de Hcyting então P.r:AJ 

D(PP(A) I é um isomor 
(P E Pr(A) a E P} 

fismo de álgebra de Heyting. Cc w vimos para reticulados distri-

butivos o e um isomorfismo de _,ticulados distributivos. Resta-

nCJs mostrar que o (a-} b) =: o (a) o (b) . 

Vejamos, a A(a-+b) < b ;ar a todo a, b E A . Então 

ou seJ~ o(a) n o(a >b) n o(b)c = g 

Portanto temos: 
c c 

o (a) n n (b) C -~(a-'- b) que e aberto, fechado e 

~~crescente. Dai, (o(a) nu(b) ~ o(a->b)c, ou equivalentemente, 

o(a->-b) C (iJ{a) rlu(b)cjc. Restcl.·-,_Jsttostrarque (o(a) rlo{b)c]cCo(a->b). 
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E c 
Então, -,1efinição Seja p o(a-).b) . pela de o temos a + b 5' P, 

de onde segue-se que b 5' p 
' f C :i s b ' a + b Se a E p en-

tão p E a (a) n a lb I c c (o (ai (l 
c 

; I b I I . Se a 5' p 
' seja F o 

filtro gerado por p e a . F c próprio, pois b 5' F (se b E F, 

teríamos b > a A c com c E p Então, (c A a) + b ~ l ou egul 

valentemente, c + (a-)- b) ~ l cU seja, c ' a-)- b Como c E p ' ' 

a ·:>-b E p '' Logo, existe Q fi __ :_r o primo tal que F c Q e b 5' Q. 

Mas, se aEQ e b'J-Q temos .:ue QE,r(a) rlo(b)c. Como, tum 

bérn, P C Q (observe que F C \ 

Logo o(a--<-b)c C (o(a) n o(b)c] 

tem-se P E (o (a) n o (b) c] 

Assim, para todo a,b E . o(a-+b) '= o(a) >-u(t) 

Verifiquemos o que ocorr com os morfismos entre espaços 

de Heyting. 

Seja tP : X -r Y , onde X, -sao espaços de Heyting e 

função contínua crescente. Ver. -lquemos que para todo U,V ED(X) 

temos 

Então 

j((U n V
0 lcl ~ (j(U) 

9 -l 1 P 1 E ( u n V0 I c , 

n j .. ')
0

]
0

• D f t · e a ·o, seJa 

Como rp é contínua e crescente, P I ~ (Q) , V Q E U n Vc , ou se~ 

V ~ (Q) E rp (U) n (V) c . Assim, P ~ (<V (U) n ri,> (V) c], 

·ortunto para que (p seja um mor~ 

fismo na categoria dos espaços l,·c· 1-leyting basta que (1~ (U) rl!jl (V) c] c C 

~ ( 1J (U n Vcj c) para todo U, V , D{X) , uma vez que sempre temos 

c c c c 1 (U n v I ~ I,, IUI n <I• (VI I . 

-Podemos resumir as obser·· açoes antertores da seguinte for~ 

ma: c a tc:uuL'i{I e!cJos ob;i'-~ Lou á:luehpas de flctjl-·i-nrr e o.s mor 
oJ ' ~ -
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a catJgoria cujos objetos -sao r -,:-,açoo de fleyting e os mol'fÚ3mos -sao 

funçÓ-e3 continuaD crescentes rp~ taú que (~(U) n ~(V)cjc ~ ~(U n vc]c, 

para todo U,V E D(X) '' 

2.4. Notemos que a categ. ·cia das álgebras de Boole é sub-

categoria também da categoria !I cujos objetos são álgebras de 

Heyting e os morfismos 0,1-homm_-Jrfismos de álgebras de I-Jeyting. 

2 .5. Verifiquemos o que l ~orre com os reticulados distribu 

tivos pseudocomplementaclos. Le; -.-ramos, aqui, que (vide, por exe~ 

plo, Balbes e D"'{inger [ 1]) um .:ticulado distributivo .L com pr..!:_ 

meiro e último elementos e p<.eu 'complementado se para todo a E L, 

3a* E L, onde definilros a* corro se _-io o nBior elemento x c: L Lal que 

at~X=Ü Notemos que toda álg, _.ra de I-leyting e um reticulado 

distributivo pseudocomplementad,_ onde a* = a O 

Argumentos similares aos lsados para as álgebras de Heyting 

nos permite enunciar o seguinte j_esultado de Priestley [ 10]: "L 

é um rct-icu1-ado â-itõtributivo pc âocm11ptcmentado :;c~ e somente se~ 

Pr> (L) tem a pr>opr'Údaâe de (a (a; ser aberto para todo a E L 1'. 

2.6. Finalmente, observa,,.-)S que A é wna cadeia se, e so~ 

mente se, o seu espaço dual é b-_, Calmente ordenado. 

De fato: 

Suponhamos que A é uma cadeia e que existam P,QEPr,(A) 

co;:-r, P !!____ Q Q i_ P • Então, cc_Y~:o PY' (A) e totalmente desconexo 

na ordem, ~ ,v E D(Pp(A) I tu~ _3 que P E U e Q E uc Q E V 
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e p E v c Daí, como u,v E D(c 

u ~ a (a) e v - (1 ( b) De onde 

Q E a (b) e p li' o ( b) Mas, en--_ 

Por outro lado, suponham.-.) 

P,Q E Pr(A) Se existem a,b E 

equivalente a dizer que a (a) )Z 

" p 
E a (a) com p li' a(b) e a 

ja a P,Q com a E p 
' a )Z Q, 

se p )Z Q c Q )Z p 

Vimos assim, que "o ecpu( 

são r:.Dpaçoo topol()y,:ee~-; ,:umprrc;(, 

3. ÁLGEBRAS DE MORGAN E 

'(AI I ' existem a,b E A com 

·;egue-se p E cr (a) Q li' a (a) , 

--,o o (a) )Z Cl (b) nem () {b) )Z a (a)::! 

p ' Q ou Q c p para todo 

com a z! b e b !_ a isto e 

(b I e o (b) !' a (a I Daí 

! E o(b) com Q '1' o (a) ou se-

b , p ' b E Q de onde segue-

'/:o tal-

! KLEENE 

Lembremos (Jue uma &lgebr. de De Morg.:tn e uma álgebra 

(A,v,A,v,O,l) de tipo de sirüL idu.de (2,2,1,0,0) tal que: 

1. {A,v,A,ü,l) e um reticulado :istributivo com I=Jrimeiro e Últi-

mo elementos. 

2. 'J(Xvy) =VXAVY e V(XAy) vx v vy, V x,y E A. 

3.v(vx) x, VxEA. 

A partir desta definição -,_:.odemos fazer as se9uintes obser-

vaçoes: 

1. A aolicaçâo õ :A~ A 2finida por ó (x) ~ vx satisfaz 

as seguintes condiç6cs: 
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a) X _:: ':/ ó lyl I) (X) 

Observemos que como (b) 1di c a que 
-l 

O = 6 temos, de fa-

to, que (~ e wn isomorfismo de --dem, isto e, X < Y = Ó (X) < IÍ (y) 

Para ;Jrovur (21) basta ob c:rvar que (x :2_ y) =- [ (x Ay) ::: x] 

Ç=} (V (X 1\ y) ::: \IX] <=> vx v vy -· :J <= ( vy < vx) • Asslm, <i> e wn 

antiautomorfismo dG A 

A condição (b) é equival 'tte a 3. 

Uma aplicação 6 definid num conjunto parciulmente ordena 

do que satisfaz {d} e (b) é ch;:l ::l_da ,:nvoTu\:ao. 

Lembremos que, de acordo -~om as definiçÕes gerais, um homS2_ 

morfismo de álgebras de De MorrJ; .1 e um 0,1-homomorfisrno de rcticu 

lados tal que h ( vx) = v h (x) . 

Observemos, agora, que 1--J· ·_"'le haver mais de wna álgebra de 

De Morgan associada a um mesmo ; r_;ticulado distributivo. Um exem-

plo de tal situação e o seguint, 

/ 
/ 

~ / 
b a -( • 

'~~ 

o 

Figl- l. 
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Associado ao reticulado Fig. l há duas álgebras de De 

Morgan distintas, a saber: aque:.- para a qual v a = a e vb b 

e uma outra tal que va = b e Desta forma, temos que a 

categoria das álgebras de De MoJ :;an nao é subcategoria de v
0 1 ' 

Para diferenciarmos as d:· .. :erentes estruturas de álgebra de 

De Morgan associadas a um mesmo ·eticulado distributivo, fixare-

mos um homeomorfismo invol uti vo g : Pr> (A) -:>- Pr (A) . 

3.1. Um par ordenado onde X e um objeto de .Todc e 

g : X -·:>- X é um homeomorfismo L -oluti vo ser a chamado E'r;paço de 

De Mor'Jan. Denotaremos por G classe dos espaços de De Morgan. 

3. 2. se (X' g) e (X I q ' . 
-sao elementos de G e 

f : X -> X' diremos que f e WTii. G-função se f for um morfismo 

em To de e f o g = g' o f 

-Denotaremos por G a cat._ ~ror ia cujos objetos sao elementos 

de G e os morfismos sao G-funç(>s. 

3. 3. Se (X' g) e um ele:, o~1to de G e U E D (X) , definimos 

I g (U) • 

3.4. Observemos que M(x,--- :::o <D(X) ,u,n,v,~,X> e uma álg~ 

bra de De Morgan. 

Sabemos que <D(X) ,u,n,p, > e um reticulado distributico 

com primeiro c Último elementos. 

Resta-nos verificar que: 
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i) v(U n V) = vU u v V e 

v(U u V) = vU n v V 

i i) v (vU) = u. 

De fato: 

i) v(U n V) = x\ g(U (I V) X\ fg (U) n g (V) I = 

= (X\ g(U)) U (X\ g(V)) = vU U vV. 

ii) v (vU) v(X\ g(U)) XI g(X\ g(U)) = XI (g(X) \ U] = 

x\[x\ul u. 

Com esta observação estar._ 15 estabelecendo uma corrospondê!.:!_ 

cia entre os objetos da categor_ .-l G e os da categoria das álge-

bras de De Morgan. 

Vejamos, e>ntão, como esl-.:- correspondência pode ser estend_ª=. 

da aos morfismos das categorias, para, então, termos um funtor de 

finido entre as mesmas. 

Seja f urna G-função 1 f (X,g)-+ {X',g'). 

fii(f) _n(X') -~ Il(X) por Mf(U'; =< f-l(U') 

Definimos 

Segue-se do exposto para .. ·eticulados distributivos que M(f) 

e um morfismo de e 

M(f) (vU') = M(f) [X'\ g' (U')] = f-l •X' \ g' (U')J = f-J.(X') \ f-l(g' (U') 

= -1 \ . x\ g(f (U')) =X g(:.f(U')) == vMf(U') • 

Consideremos, agoru, a c,: \-ego r L:-; /1 cujos objetos suo as 

álgebras de De Morgan e os mor~"ismos 0ão os l1omomorfismos de ál 
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gebras de De Morqan. 

Do que foi exoosto até a c ~'i t.emos: 

3.5. PROPOSIC,:ÃO: _!<J ,, dit_ i·1ozLo.n de r; t-'!t.' .-1*. 

DEHONSTRAÇÃO: ConformG : . 4., se (X,g) é um objeto de C, 

M (X, g) é uma álgebra de De Mon ;!n, ou seja, um objeto de ;1* 

Também, conforme 3.4., :=;,c_ f: A ~ B e um morfismo de c, 

então ·\f f : D (B) ____,_ D (A) é um h o' .-)morfismo de álqebras de De No r-

qan. 

Agora, dado id 
X 

(X ,g) . 

e tal que para todo U E M(X,q) 

M(id) 
X 

(X, g) ' M(id ) : M(X,g) -~ M(X,g) 
X 

U(id ) (U) ~ id-l(U) ~ U 
X X 

id 
M(X,g) 

Finalmente, dados f: (X:_;) -->- (X',g') e h: (X' ,g') -~ 

->- (X" I g") temos: /-J(ho f): lvf(X' _g") _ __,_ 1>J(X,g) e tal que para 

U" E M (X" I g") , 

~ f-l (,C!(h) (U")) -· M(f) (,t'(h) (U"): 

,'.!(h o f) = M(.f) o M(h) e assim, !'1 e um funtor. 

3.6. Seja A um objeto d; A e rr•(A) = (X(A) ,g) onde 

X(A) e o espaço de Priestley éL ·:ociado ao .r.eticulado Uistributi-

voAe g:X(A)--+X(A) -e de f:_ -,ida por 

para todo P E X(A) Então (X'·.) ,g) e um espaço de De Morgan. 

De fato: 

Como vimos para n~ticula(·í-,S distributivos X (A) e um obj_9_ 
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to de :rode. Resta-nos mostrar _ne g e um homeomorfismo involuti 

vo. Então, vejurno.s: 

Dados c ·:·ll p == p 
l 2 tem-se 

Seja p = 

mos que F <.:: X (A) 

a) Se x,y 

\JX 1 vy " D Logo 

AI 

E 

(v a 

a E p_ 

' 
il E 1' 

r tem-se 

v (X 11 y) = \) :O' 

e, portanto, X AY E: F 

b) Seja a E F e b E h 

Mas vb < v a logo 

b E F. 

c) Se a v b E F então 

nara algum P (-: X (A) . Mostre-

ou seja 

vy ~ p (pois P é filtro primo) 

tais que a < b Se b 7': F , 

~ E P e ent~o a ~ F Assim, 

(a v b) 7"= P ou seja (v a 1\ vb) 0 P • 

Suponhamos a C F e b g F . L 'í v a E P e vb E P ou seJa, 

2 
a) 9 == id 

Seja H== g(g(P)) ==A\~ a: a E A\ {va a E: P}} Agora 

x E H é equivalente a aEA\{\Ja aEP}} ou se-

ja, vx E {va : a F. P} ou ainC1
_ vvx E p Portanto H = P . 

b) g preserva a ordei'l. 

Sunonhamos que P C O c 3 x E g{Q) com x Ç!' g(P) • En-



- 41 --

tao, x C:: g(O) se, e somente se, vx 51: 0 e x _0 g (P) se, e somen-

te se, vx E: P e I' c Q, ::>ortc..nto g (0) c g (P) • 

3) g é continua: 

Seja a(a) um aberto bá::.üco de Vr (A) . Queremos mostrar 

-l 
que q (o(a)) e aberto. 

Q 

Seja 

" 
-l 

g la (a) J = 

Como 

= 

= 

-l g ~ g 
' 

[g (Q I E a (v li 

[a " AI Lx 'X 

I v a "' Q] <'--"'> [O 

tomos qur) g 

-

= la " g IQI I = 

E \l lI = r a " vx (V X E Q) ]= 

Y' a (v a) I -[Q E c I o I v a) I l 

e, de fato, um homeomorfismo. 

3.7. Se A
1 

e A
2 

sao objetos cta categoria Jl e h: A
1 

-~ A
2 

c um morfismo de ,1 definimos /'r•'(h) ~ Pr(h) isto e, Pr>'(h) 

é dada pol· Pr'(h)(P) 
-l 

~ g (P) 

Vejamos que Pr' (h) e uw.-:-t G-funqão. 

De fato: 

Como _já vimos para reticulados distributivos Pr (h) e uma 

função continua e crescente. Pe::otR-nos mostrar que /?1'' (h) o g
2 

= 

= g
1 

o PY'' (h) , onde g
1

: /'1''(1\) 

sao homeomorfismos involutivos e anti-isomorfismos na ordem. 

= h--!íh
2 

\ {va: a~ P}) = 

-l A1 \ h [va : a E p} ~ 
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J\cTora xr==h 
-L 

ar- :L'' <~ ~ h (x) (= lva a E P 1 ·~ h(x) ;va : : ~ v a 

para algum a " p= h(vx) c p ~=} 'JX E h-1(1') = xE: (va a E h- 1 (P) ) . 
-1 

h {va : a E Pi = fva 
-1 

a E h (P) } 

e dai, seque-se que 
-1 

ql(h (P)) {q
1 

u Pr 1 (h)-) (P) ( Jly> I (h) og)(P). 

!'r 1 (h) é uma (~.~-f: unção. 

Do que v.imos em .l. 6 e 3. 7 podemos afirmar que: 

3.8. PROPOSICÃO: ·''I'·' J·:,l! i' I i'' /l (i!.' C* . 

Das proposic6es 3.5. e 3.8. segue-se 

3 . 9. 'l'EOREMA: ' '' ' ''' .~ * ,, 

3 .lO. Verifiquemos cor:to ~:·· o espac:o de re!J.resentaçao de 

Priestley para ~lqebras de Klee:e. 

Lembre..r.los, primeiramente: que umc:t Ztlqebra de Kleene A e 

urna álcrebra de De Horgan, para qual se tem x 11 vx < y v "--Y para 

quaisquer que sejam x,y E A lbservemos, cntdo, que u. cate~_loria 

das álgebras de Kleene e uma Sl.ócateqoria plena da cateqoria das 

áJ.c;çbras de De l1orqun. 

Seja A uma álgebra de K ·:oene e (X(A) ,g) o espaço de De 

IY'torqan <".ssociado a A ' corno em '6. Observemos CJUS puru todo 

p E X (1\) tem-se cru e p e q(p) sao comparáveis, isto e ou 

'i) c t1 ( ~-)) ou o(P) c p . De r: a-;_ sunonhamos "ue g(P) i p Lo-
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go existe x E g(P) tal que x \.- P . Assim X E g (P) e vx E g(P) 

de onde segue-se XA v X 0 g (P) . Consideremos y E p . Então 

vy íê g (P) . Mas VX A X y v vy par<-l quaisquc~r x,y E A . Logo 

y v vy E g(P) ou seja, y E CJ (' " nois vy " g (P) . ' 

p q (P) 

Assim, o espaço de Pries.___-·.ey pura uma álgebra de Kleene A 

e o espaço de De Morgan tal que P e 9 ( P) -sao compar~ 

veis, para todo P E X(A) 

Reciprocamente, seja I X' j) um espaço de De Morgan para o 

qual P e g(P} são comparável~--, paru todo P r= X . 

Mostremos que /4(X,q) e uma ~lgebra de Kleene. 

Já vimos em 3.4 que M(X ',) e uma álgebra de De Morgan 

restando-nos mostrar que para q• :tis quer u,v f_:_ M(X,q) u n vU c 

c v u v V Seja p E u n vU . :·;tão p E u e p E vU , ou seja 

p E u e p íê g (U) Daí decor.r.(: que g(P) ' p 

Suponhamos, aqora, Se, ainda, P ~ vV ·teríumos 

P F. g(V), ou sc·ja q(P) E V _·,.-;s 9 (P) < P , de onde segue-se 

P E V (contradição~) Logo P vV, 

Assim, U n vU C V U vV V U,V E M(X,g) . 

Se chamarmos os espaços De Morgan (X' g) em que para 

todo elemento x , x e g(x) sã,-, comparáveis, de espaços de Kleene, 

· i(7J<ene 11
• 

3.11. Observemos, ainda, ;ue uma álgebra de Doole A -e uma 

álgebra de Kleene, onde \la =o c:- para todo a E A Daf, segue-



se que g: X(l\) _, X(A) é o hc;-:1eomorfismo involutivo associado a 

-
A 1 g e a função identidade. ·;oe fato, se a E P 1 a ~ P poj_s 

se a E P 1 O = a A a E P e o.r1 ;~ao P = A . Assim, 

a E P) {==> a E g (P) . 

Logo g é a identidade.) Port<::~.1.Co o teorema de Stome pode ser 

derivado também desta represent::._yão para álgebra de De Morgan. 



CAP1'l'UL',_. II 

CONGRUJ':NCIAS EM RETICU ... •,DOS DISTRIBU'l'IVOS 

l. INTRODUÇÃO 

Estudaremos, neste capít; :~o, as congruências definidas num 

reticulado distributivo com pri~<;:iro e Último elementos, do ponto 

de vista da Teoria da Represent,·: ·ão de Priestley. Destacaremos 

entretanto que o método utiliza(,_, nas demonstracõcs nao -e o que 

aparece nos trabalhos de Priest_, __ -_,y. 

Paru. começar recordemos r 'e um reticulu.do distributivo com 

primeiro e Último elementos eu·"' álgebra <L,v,A,O,l> de tipo 

de similaridade (2,2,0,0) . Por -cinto, uma relaç~io de congruência 

em <L,v,A,O,l> sera uma relaç-_ de equivctlênciCl n tal que: se 

a = a r (mod [)) b -:= br (mo O) , com a,u' ,b,b r elementos 

de L, então: 

u' 1\ b' 1mod o) 

i i) a v b a r 1\ b' ,_mod 8) 

Vejamos, agora, um exemp __ " de congruência definida sobre 

wn reticulado L : 

1.1. Seja L wn reticula(,) distributivo com primeiro e Úl-

timo elementos, isto é, seja L wn objeto da categoria 

Dado 1: um conjunto de filtros !--:~imos de L, definimos em L a 

relação 

zemos que 

da seguinte forma: "dados a,b elementos de L 

a :~ b (mod e ) 
" 

se, ·,~: somente se, para todo P E ;1 

di 
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a E P .:=> b E P " • Esta relaçãc ,-:',ssim definida e uma relação de 

congruência e para todo a E L 

(lI a r, p n n pc 
/" P F_~ ·.r PE~ 

a r::::.:? aíi'P 

Em particular, 

( 2 I l;" ~ (", p e 
p 1-.:_- -,-.-

( 3 I o - ~ r' pc 
/c P E_ ·.r 

De fato: 

Verifica-se, facilmente r que 0 
;r 

e uma relação de equiva-

lência. Sejam, agora, 

a v b E P com P E ·1r 1 então 

e b - b' (mod 8 I • 
;r 

Se 

c P ou b E P Assim, pela de 

finição de e 
~ 

tem-se que a ' c P ou b' E p segue-se 

que a' v b' E p Por outro ~2(. J se a v b fi- P , tem-se que a ;i P 

e b ;i P • Dal a' )t P e .) ;i de onde segue--se que a' v b' )t p. 

Assim temos: 

avb a' v (mod o ) 
;; 

Ainda, nas mesmas condiç:~ -:s, se a 11 b E P , par.:-1 P E 1r 

então a E P e b E P de onô::, segne-se que a' E P c b' E p. 

Dai , a' A b ' E P Por outro lu:- u, ,-.;.2 a A b )t P temos que a jl P 

ou b " p • Assim, a' " p O L' ;_l " p 
' de onde segue-se que 

a' A b' " p 

Assim a' A b' a A b (mr . .-:, G I 
" 
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As fÓrmulas (1), (2) e (:; -sao, agora, imediatas. 

-1. 2. Observemos que se - ' ' o e o reticulado quociente e 
. TI 

h L _, 
L/, e o 

' 
homomorfismo ·-~nônico, como h e sobrejetor, se 

TI 

F e filtro de L ' h I FI e um · ·;_ltro de L/O 
-Mas, na o temos, 

" 
necessariamente, que a imagem pi_,,-- h de todo filtro primo de L 

seja um filtro primo em L/O 
;; 

primo para todo P na família 

·,iejamos, entretanto, que h(P) 

Notemos primeiro que caro O §t P, 

para todo P E 11 , temos que (3 implica que h{O) ~ h(P) e por-

tanto h IPI t L/ll 

" 
Sejam, agoro.,. tais que u v rl E h(P). 

Então ~:::xis tem a ,b C:: L e c E de modo que c. h (a) , e ~ h (b) 

e a v ,1 = h (c) Dai, a v b- L,a) vh{JJ) h (a v b) h(c) . Con-

sequentemente, avb c (mod u Como c E P e P ~ r1 temos 

a v b E P e então a E P ou h p Logo n E h{P) ou 6 E h(P). 

Assim, h (F) é fi::_tro primo em L/ 0 
" 

Por 1.1. vimos que dada ,,.,,a familia 1r de filtros primos 

de um objeto L em v
0

, 
1 

, dete::...' .. 'Ínamos uma relação de congruen-

cia em L, a saber, 8 

Queremos mostrar, agora, -ue toda relação 
' 

de congruência 

de f in ida em L ê du forma 
TI 

i: ;ra alguma família 1r de filtros 8 

primos. Para tanto, vejamos a 1 . oposição a seguir.. Antes de enun 

ciâ-la, porém, destacamos que m família de filtros primos de 

L é separadora se dados dois e~.-,_.mentos distintos de L, existe 

p E TI tal que contém um deles Itl __ s não o outro. 
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1.3. PROPOSIÇÃO: ~:,;,Jmn L~~ L' oL.>Jeto:; de DO,l' h: L.,. L' 

um homomorfinnJo sobrGjRtorJ n' ~ ~nra j~milia separadora de filtroa 

prirrws de L' e 
-1 

" = (h (Q) Q l-= n'} 1-:ntão h(a) = h(b) e 

somente se~ a :o b (mod O ) 

" 
De fato, 

Como 1r' e uma famllia .sf:-~laradora ele filtros primos de L', 

temos que (a'}= n Qn n Qc , para t_odo a' E L 1 
• Logo: 

Q E 11' 

a'E Q 

(1.3.1) h-1 ({a'J) 

Q E ;; . 

a'~ i,~ 

= ;) 

QC 
a' 

h-1(Q) n n h -1 (Qc) 

n' Q E 1l I 

Q a' 0 Q 

Sejam, então, a e b elc<,-.entos de L tais que h(a) = h(b) = a'. 

Por ( 1 I 

e, então, 

a,b E 1- n h-1 ((Ji n 

I 0 E TI' 

a' E Q 

-l 
a E h (Q) se, e son,:c·nte se, V Q E TT 1 

Por outro lado, se então 

b E h-l(Q) 

-1 
a E h (0.' se, e so-

mente se b E h -l (Q) , para todc Q E n' , de onde segue-se de 

(1.3.1) que 
-1 -1 

h ((h(a) }) =h (•l(b) }) e então 
-1 

b E h ({h(a))), 

de onde segue-se h (b) E [h (a) } ou equivalentemente, h(a) = h(b). 

Como, para toda congruência definida em .r_, , Gxiste, em cor 

respondência 1 um homomorfisrr1o sc,brejetor 

toda congruência O é da forma ~l onde 
" 

h: L --+ L;o , temos que 

lr:::(h-l(Q) QE7r'_} 

e ;r' é uma famllia separadora ,Je filtros primos de L ;e Entre 
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tanto, mais de uma félmilia sepa1~udora dP filtros primos do relicu 

lado quociente L /U pode determinar a congruência 8 

Um exemplo para esta situ.::tção é o seguinte: L~ [O,ll C]R. 

Os filtros primos de L -
!::5UO cld f"onna I X 'J I Vx~(O,l]e (x,ll , 

lixE [O,J.I e qualquer das duas famílias é separadora e determi 

nam a mesma congruência em L . 

Uma vantagem da re_tJJ:esentu.ção topológica de Priestley e 

que nos pcrmit.e fixar uma dessa~:; famílias c u.ss.im, caracterizar a 

congruência através de uma Única. fillrlÍlia de f_iltros primos de L. 

Vejamos algW11as proposiçÜcs que confirmam cs ta afirmação. 

1.4. PROPOSIÇÃO: ,','cJ-·:u,,,· L L' obJe-to::; ch fi ,_o, 1 , h : L -> L' 

mo!:'fis:r.o ilObl•,_,),'Lcn" de DO,l li umn: [a111.Z 1 iu 

mos de L' e n {h-
1

(Q) : Q E ír' .Se p ~ TT ' cta,bFL ,'O/li 

h(a) ~ h(b) a E P 2 b ~ P . 

DEMONSTRAÇÃO' Seja P ~ e consideremos as seguintes si 

tua.çoes: 

a) h (P) - fi.ltro préi~)rio de L ' na o e . 
a X E p tal que h (x) ~ ü' .. h (0) Basta entQo tomar 

a X o b ~ o 

b) h(P) é filtro próprjo de L' 

i) se l1(P) 6 primo, 
-1 

P;_lh (h(P)) As .sim, 

e x ~ J? , de onde segue-se h(x) E [J (P) e x lj:. P 

Logo existe y E P com h(x) = h(y). Dal, basta considerar a y 

e b - x . 
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ii) se h(P) não é filt~o primo, cr x' y' E L' com 

x'vy'Eh(P) e x' 7' h(P) y' (l h(P) Como h e homJnDrfisrcv so-

brejetor x' = h(x) e y' = h(:; i para algum x,y E L c como 
' 

X I ,y r 5I h (P) X 5I p y 5I p h(x v y) = x' v y' E h(P) logo 

" z E p com h(x v y) = h I z) Como p e primo X v y 7' p Logo 

basta tomar a = z e b xv y. 

l.S. PROPOSIÇÃO: Sed~1m IJ ,, V objetos d.e h :L _, L' 

conjunto de todoc os filtros pr{ 

mos de L' e 
-1 

" = {h (Q) ' Q E "') De H 1 C '1\ 
1 

l 
. 
e uma 

pY'LI.fiOD de :;:_.' c Q E 11 i} 
(/~ 
c'{) tão no cspa ço i'l' {L) ~ -n c~ fec•,;,,do e o fceho de 1r

1 
c ;1 , 

:y-

1_)---­
-{" 1-'-1 DEMONSTRAÇÃO' Vejamos, p:::- imeiramen te, que -~~ e fechado. 

De acordo com L 2., n e t:ma família de filtros primos de 

L, Ainda, por 1.4., se P 0- 1r, 3 a 1 b E L tais que h(a) ::: h(b) , 

a E P e b ~ P . Consequentemer ,·=e se P 0 1r , P E a(a) n (o(bJf 

e para esses elementos a,b de -'---' terros: a(a) n {o(b))c n 7[ = Ç1, 

de onde segue-se P E 0 (a) n ( 0 1D))c c ?Te Portanto 1r e fecha-

do. 

a E P 

temu; Agora, como 1r 
1 

c 1r 

Por outro lado se P ~ h ', f 

e b ~ P Suponhamos 

gum QETI 1 \TI]_ Como h(a) - h(b) 

a c:: P •> h(a) E h(P) = h(a) E Q 

n
1

C'ii=7T 

8 a,b E L com h(a) 

Então P = h-l(Q) 

h (a A b) h I a) . 

Portanto h (a" b) E Q 

de segue-se 
-1 

aAbC:::h (Q}=P Nas então como a 11 b < b 

(contradição!) 

= h(b) 

para al-

Mas 

de on 

b E P 
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Assim, c c c sej,c:, c c 
"l " ou TI " "l l 

Logo, "l TI . 

Com estas proposiçÕes cor:.c1uímos que há wna correspondên-

cia 1-1 entre o conjunto dus co;-,qruências definidas sobre L e a 

família dos subconjuntos fechad~:.:_; de Pto (L) Observemos entretan 

to que se, e somente se, IT C lfQ 
81 

Nuis precisamente: 

l. 6. TEOREMA DE PRIESTLEY [ 10) ' L um obJeto de 

DO l' C(L) o r•a-
' 

tieu7ndo d,JD subeonJuntos fcch·i!' :c:; ae 1-'r•(L) En-tao C(L) e 

O(Pr(L)) anti-iuomorfiamo ~ dado pu~ 

8 0(1-'l"(L); ---+ C{L) 

-~ O (Y) 

o(b)ily. 

Umu classe .i.mportante de ·_:ongruências em reticulados dis-

tributivos e u das congruências Cleterminadas por um filtro pro-

prio F de L ' definida pr__,:.: 

existe f E F tal que a 11 f = u ,\ f 

(a ,b) E 8 
F 

se e somente 

(Estamos nos referindo 

filtro próprio pois se F = L então O =LxL). 
F 

A verificação de que OF e urna relação de congruência 

se 

a 

e 

simples e a representação de Pr·r>stley permite uma caracterização 

simples, também para este caso. 

Observemos, então, que: 

l_. 7. PROPüSIÇÃO: um obJeto de n
0 1 ~ F um fi "L-

' 
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tro {prÓpl•-:oJ de L e 0 (F) o unnjttnto dJ todon os filtros pr~-

moa p de L tai.:~ que F C p - . r:onpruenc1.-as 

coincidem. 

Seja (a,b) E OF Então 3: f E F com a 11 f = b A f . Como 

F C P , a E P = a • f E P <==:- b , o E P -<=> )J E p . '~o (a bl E r 
- " ..........,':! 1 Jo(F) 

e, portanto o c o 
F - lr (F) 

suponhamos, agora, que 

f E F a A f -1- b 11 f . Observem._- _; que se 

Então, 

~ f E F 
o 

para 

tal 

todo 

que 

b 11 f
0 

< a 11 f
0 

então a A f t_ b f, v f G F . De fato, se exis-

tis se fl E F tal que a, fl .) A f -1 teríamos 

(a A r
1

1 A f < (b A A f ~ (b A f OI 1\ f l ' o o 

I a A I A f
1 

~ 

' 
I a A f li A f 

o 

Como f A fl E F ter i amos (él u) c o . Logo poàemos supor que 
o ' F 

a A f I b A f v f c !' Em p<L ·i~icular, v f " F temos aAf t.: b, ' 
ou seja b il F l 

onde Fl repr._ '3enta o filtro gerado por F e a. 

Logo, pelo teorema de Birkhoff- ,~one [ 0.16] , :;_r P tal que F C: p 
l 

e b)'P. Jlortanto 3: P E o(l·, tal que a 0 P e b ~ P ou 

seja (a,b) jl G 
" 

o -- 8 
o(p) F 

1.8. PROPOSIÇÃO: SeJa L ;~'ti oúJ~to de 0 0 l c X 
' 

As Y C X 

I Q c uc c Yc . {;a-- qu1; c: 



3) Se Q , y , l!xi:;!:e 2 ~ L L.al que a , Q c a E P, v p E Y. 

4) Existe wn filt;l'o F c[,; L tal que o (F) .. y . 

DE~!ONSTRAÇÃO' S -,ja Y fechado e crescente em X 

tal que Q f' Y . Daí, P f_ Q P E Y e então, pela total des-

conexao na ordem 

tal que p E u p 

Como y e 

y c u u ... u u 
pl Pn 

temos y c u e 

de X ' para car:c 

e Q " u 
p 

compacto, temo~-, 

e Q E uc n .. " 

pl 

Q E uc c y c 

p E y 

' I uc 
pn 

podemos obter U E D(X) 
p 

tais que 

LJgo se u ~ u u ... u u 
pl Pn 

(2 4 3) Basta tomarmos a ':al que o (a) = U. 

(3~4) Seja P = n P r- vejamos que o(F);;;; Y. 
pEy 

De fato, se Q lj. Y, L tal que a%Q e a E n P=F. 
pEy 

Logo, O E Y ~ F E_ Q e como, C''·Viamente, F CP, V P E Y, te-

mos que o(F) Y 

(4~1) Vejamos que o(F) n o (a} 
uEF 

o que implicará que 

Y = o(F) é fechado e crescente. Has, (P E a(F)) =(F CP) = 

{=> [P E o (a) , V a {-:: F] ~ [P E a I a) 1 
a: F 

Assim, estabelecemos uma correspondência l-1 entre a fami-

lia ôos subconjuntos fechados e ,-_-rescentes do espaço de Priestley 

de um objeto L de v
0 1 

e o cv,junto das congruências determina 
' 

das r:;c:r filtros próprios de L, ':>u seja, a r>el-açao O (Y) ele f in-i-

:la poL' (a,b) C: e (Y) se~ e somer,-!'2 se o(a) A Y = o(b) n Y defúu: 
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2. CONGRU:t':NCIAS DEFINIDA._ E~J\ ALGDiviAS SUBCATEGORIAS DE DO,!" 

Faremos, agora, um estud( das congruências definidas em ál 

gebras de Boole c ál'jebras de L-.:::yting. 

2.1. Seja I3 urna álgebra. Je Boole, considerada como uma ál 

I 2. 2 I ' e u uma rclaç2.o de con-

gruênc.ia definida em B . Assim, :e acordo com a definição de con 

gruências para ,í_lgt::obras, (1 e u; relação de congruência (~8 r cU.-

cu lados, tal que se a - b (mod então, a := b (mod O) . 

'l'omcmos o. conqruênc.La L1 -:onsiderada como conqruênc:La de 

reticulados. 

Seja 11 a ~amília de fil -·os primos que corresponde a R , 

ou seja tal que ,, 
Entao, a b (mod D) 5 e somente se, V P c;:: 'I; I a C P"*=* 

=- b E P. Mas se P é filtro r:.-c-: ,_,rio de B e a E p entao a~ P, 

caso contrario O C P . Assim, a ~ b (mod o} a ::: b (mod o) . 

Portanto, temos que há u,·~ correspondência 1-1 entre os f e 

chados do espaço dP Priestley d,_ uniil álgebra de UooJe e as con-

Ainda, como todo conjunb fechado do espaço de Pricsltey 

e croSCl'nLc', terno!--~ ~~ con(•xão di 'tLt com os filtros. 

2. 2. Consideremos uma álq,_,bra de Heyting A . Lembremos 
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que uma congruência definida em 2\ e uma congruência de reticula-

dos que satisfaz, ainda, a segu:' _,te condição: se. a = b (mod e) 

e a' b 1 (mod ~_:,) então a_, b a'->- b' (mod ol (Observemos 

que da mesma forma que para álgc nas de Boole as álgebras de Hey-

ting estão sendo consideradas n<to iilgebras de tipo de similarid~ 

de (2,2,2,0,0}, portanto difereJ ,_e de reticulados distributivos , 

(vide I.2.3)). 

Vejamos que toda conçrrue.· ... ia O definida em uma álgebra de 

Heytinq A e da forma OF para ~_lgum filtro próprio de A. 

De fato, se 8 e uma reL .,·ao de congruência qualquer em A 

e F ~ {X E L ' (x,l) E o } 
' 

enL-.o F filtro, pois a,b 
.. 

F e um se '= 

temos (a,l) E o c de onde segue-se (ali b,l) o . 

Alêm disso, se a E F e b > ~ temos: (a,l) E A 

Então (a, a_, b l c o e {b' b) e de onde segue-se que 

(avb, bv (a-rb)) E ll ou equ.· , alentemente (b,l) E O ou se-

]a, b E F . 

Mostremos, agora, que (~ 

De fato, se {a,bl E o 2JTIOS {a ->- b , l) "" (a > b, b -r b) C:: O 

e {b -~ a, li - (b ., a, a-+ a) E o Logo n _, b e b ' a E F , ou 

seja ( .J. -+ b) A (b a) E F. t1u.s , A (a -r b) A (b --r a))= aAb= bA((-J. :.-b) '' 

A {b ., a) I . Daí, (a ,b) E O F • 

Por outro lado, se ( Q 1 b) entÉi.o para 

algum f \:: F . Dai, (f,l) E O de onde segue-se que (u.A f 1a) C o 

e {bAf,b)EO ou seja, {a. ) E e 

Nas, pelo que vimos em 1. -·;., há unia correspondência l-1 

entre a. família dos subconjuntoE:: fechados e crescentes de 
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e o conjunto das congruências d~ A definidas pelos filtros pro-

prios de A • Daí, "se A C (A) -e 1-SOIT/O_Y' 

fo a .fo:?n{Zia dos subeonJun(oD J',: :haâou e crescentes de r r (A) " . 

Nais precisamente: 

2. 2 .l. TEOREMA' Sejam A uma áleebra de Ileyt[ng~ P(Pr(A)) 

f "I . l a am1- ,,1.-a (os subconJuntos fcchc,dos e erescentes de Pr(A) e C(A) 

Jas conaruinciaE A. P(Pr(A)) 

C(A) 3JO anti-isomorfos e o an!c:-isomovfismo e definido por• 

8 'PIPdA)) I C(A) tal que (a,;:;) E G (Y) e somente se 

o(a)ilY \_, (b J n y . 

3 . CONGRUllNCIAS DEFINIDA' EM ÁLGEBRAS DE DE MORGAN 

No primeiro parágrafo des L:.a capítulo vimos que há uma cor-

respondência 1-l entre o reticuL-.do dos subconjuntos fechados do 

espaço de Priestley de um rericu ;~ado distributivo L com primeiro 

e último elementos e o dual na c, ~~dem do reticulado das congruen-

cias de L. Estenderemos, neste' parágrafo, esta correspondência 

ao caso das álgebras de De Morg~·"'"· Os resultados foram obtidos 

por Cornish e Fowler, mas, outL' vez, os métodos usados na dernons 

traçao são diferentes. 

3 .1. Se (X, g) E C , dize. ,os que Y C X e um conjunto in-

volnti vo se '-;· (Y) = Y 

3.2. Sejr:-. A uma álgebra 2 De Morgan, (X,g) "" Pr 1 (A) e 
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Y C X um subconjunto fechado e _:nvolutivo. 

Então, se 8y e a relaç~=--' definida, co:no em 1.1, por 

a - b (mod e yl se, e somente s.- aEP-<=:>bEP para todo 

p E y então OY é uma relaçã~-- de congruência em A . 

De fato, 

Por 1.1. temos que G y uma relação de congruência de A 

considerado como objeto de D 
o' 

então va ::: vb 

Resta-nos mostrar que se 

Como Y é involutivo tem. _, que v g(Y) , ou seja P E y{=} 

= g(P) EV 

Seja a ~ b (mod ey) 

V p E Y • Agora, 

en._·-'o, por definição, a E P {=} b E P , 

(·Ja E P) = [a)" g(P)] [b )" g(P)] = [ vb E P] 

Portan·to se a ::: b (mod ey) en .. o v a .::: vb (mod Oy) • 

Assim, dado um subconjun~ fechado e involutivo de X(A) 

há em correspondência uma congn:.·;ncia O definida em l\ . y 

3, 3. }1ostremos, agora, q~- ' se A e uma álgebra de De Mor-

gan, ·toda congruência o em A (:· da forma Gy para algum Y sub-

conjunto fechado e involutivo a~ PP(A) • 

De fato, 

Seja H uma congruência _·finida em A (álgebra de De Mor-

gan) e h à _,.A =A' 
/(l 

o homor, --,rfismo canônico {. ·. sobrejetor). 

Então, se 1r e a familia de tc_os os filtros primos de A' e 
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-1 
10 = {h (Q) : Q r:: 11' 1 , tem-se ·,.;e 0 === G como congruência de 

reticulados distributivos. 

Agora, se a b (mod o ' então v a '"b (mod G) ou seja - c ! -

-, 
h-1 (QI h (v a) = h I .,!J I Assim 'Ja E h-_1_, 

::) ) = vb E por a tcilo Q c ' TI ' 

ou ainda v a E p = vb E p pare todo p de TI . v a - vb (rrod r I . 
" 

De l. 5. segue-se que 1r um subconjunto fechado de /-'r(A) 

Resta-nos mostrar, então, que 10, ou seja que 1r c involu 

tivo. 

Bem, P E g ( Cl ) = P = <] ( ::· 

h -l(Q
1

) com 

-1 

Ql E -~, ' ~=> p 

com Q 

-l 
glh 10

1
1 I 

= g(PI h (Q
1

1 para alqum pois 

= g (P) E " • 

~J ·, ,; lf • 

Logo, cada congruência e é da forma 

conjunto fechado e involutivo CL-' I'r (A) 

c_:,: 
" = p = g(QI e 

com Ql E n' ~* 

g e involução = 

8 onde 11 e um sub 
TI 

Temos, como consequência ~'-e 3. 2. e 3. J., que há uma corres 

pondência l-1 entre subconjunto,:. fechados involutivos do espaço 

dual de uma álgebra de De Morga'- e as congruências definidas so-

bre a :nesma, mais precisamente : 

3. 3. TEOREMA I ' 

(X(A),g) = Po•'(l\) Ent~u n cnr.· apond5n~ia Y ~ 8(Y) c!D tabe Zccc 

fe,;:.hados 

invoZut'I~Vos ! -,_, L- 1;a oJ"dcm du rei-?~cu/arlo C(l\) 
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4. ALGUI1AS APLICAÇÕES DA ''EORIA DE PRIESTLEY 

Para ilustru.r o interess.-_ da teoria da dualidade para con-

gruênc:Las vista nos parágrafos ·-!teriores, VaJTI.OS utilizá-la para 

provar alguns resultados algébr: -.:os conhecidos. Para o estudo de 

certas estruturas algébricas ma.· complicadas estes métodos 
~ 

sao 

essenciais. Veja por exemplo 

4.1. TEOREMA (Vide, por :emplo, [ 6 J, pag. 90): SeJwrr K 

ú ttimo e lt>mé'ntoc 8 uma r',; taç: de -eongrucnc:1-a 8111 K t:nLG"o~ 

existe rcla(:iio de 
~ ,, 

L~ ·f; a Z I n K2 o. wnu eonqT'Uen'-' em que = 

DEMONS~'RAÇÃO: Dados 0 JK2 relação de congruência e 

JK C L sub-reticulado, sabe-se -.. ce: 

i) 1 : K -+ L inclusão d K em L e l-1. Portanto 

*i Pr(L) ~ Pr(K) é sobre, conf me !.1.8. 

ii) ·,r : K _, K 
8 /G 

a nro-·i ",.ão canônica é sobre e, ent.ão 
c J 

~ u (L; I -· i'dK) o 
e isomor ·_smo na ordem e homeomorfismo so-

TIS 

sobre a imagem (conforme I .1. 8. i 

consideremos p E Pl' (K/,' 
' 

e um filtro primo de K Como 

que = I (P) 
11 (1 

A= ~Q E i'I'(L) 

P c rr0<;
0

>} 

2.:-1 tO. o, A e fechado. 

Então, r)1ír (I (P) E 1'--r (K). 

'i 
é sobre, tal 

lI - (~ 11 ( p) 
o 

para al9um 

~l 

. (r,t?ro (.l':r(K/e))) 
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Definindo-se a por: da( __ _.;; x,y E L, x :: y (mod a) se, 

e somente se, V Q E A X C ~ Y C Q • a assim definido e 

uma relação de congruência em conforme l. 

Resta-nos mostrar que a 
2 

K n o . 

1'emos que 

(x, y I E 8 =a(xl n1 (Pr;;/
0

11 ~ 

"o 

onde a(x) = {P E Pr(K) 

temos: 

p E o (x) :1 ~~ ( i'r (I<; o I I 
HQ 

ou e qui valen temcn te, x E P se( 

e sobre, p ~ j i ( Ql para al(r 

X E j. (QI = y " 1\ (Q) Mas, 
l 

X (' o ,"l K => y E Q n K 

(x,y) 

Por outro lado, se x ~ 

Q E A tem-se q.i(Q) 

Y;. E (K/ I \ P 

E 0 (x) = 

- ,, 

Então, para qualquer P E Pr(K), 

•·PEo(yl n,; (Pr(K/
0

11 

" 8 

V P 0 Pr(KI . Como !)! • 
l 

,, Q E pp(L) Assim, temos~ 

. (QI ~ Q n K portanto 
J. ' ' 

2 n K a 

(mod o;) então, para qualquer 

(QI E olyl = ou 

4.2. Dizemos que uma álg; :;ra A e cubdir>e-tarnent:e 1:Y'Y'cdut;{-

se, e somente se, tem uma r-· ·.ação de congruência mínima -na o 

trivial, isto é, diferente de '--' ! (x,x) : X E A). 

Nos termos da teoria de 'ciestley esta definição equj_vale 

ao 
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i) se L é um reticulado _istributivo com primeiro e últi-

mo elementos, então L ,< "'ubd-ir' :-(n'!erJ;_,; -ir'I'cdur·7vi>t !JC, c Domentc 

c rn'Óprio' I!Já:cirno Jc Fr (L) . 

/leyt-1 .. -rtr;I~ então L -e subdir(_'ta-

''···e'lt" .,:,.,,,,.,,,;;f·j· .. ,), ,·1 n' ' ""'""n·J. '-'C- ,L ~-v••' . ._j(_;J c o'_>,_,.,,,_ -•1: Pr(L); 

iii) se L -L e sul;dil'etu 

nwnte ::J'rrliÚ.ttiuei c, 8Xiste um subconjunto própri~ 

Jl r' (L) . 

Vejamos, então, a caructc ·ização dos reticulados dist_ribu-

tivos, das álgebras de Heyting c je De Mor'Jan subdiretamente trre 

dutlveis. 

4.3. Urn reticulado Uistr.i _.utivo e subdiretamente irredutí-

vel se, c somente se L= tü,l} 

De fato, 

{"'=)Seja L={O,li e.1 -- . .o Pl"(L) -- { [l) l . DaÍ o conjun-

to vazi.o é o subconjunto fec1Hdc- ·2. pró_0rio, máximo de Pr(L), de 

onde segue-se que existe cong.::u1_' 1cia mínima não trivial. Portan-

to, L é subdiretamentc irredG; __ - .,.21. 

( ==>) Seju. L subdirel . .-.Jilli?J:' ·e irredutível e X ==l'r(L) . En-

tão existe Y C X subconjunto ,- ::hado, próprio tal que para todo 

z subconjunto fechado de {'X' ( 1 J ,' se z I X entao 7 c y 
' ' u . 

Como y e subconjunto pr'-, :rio, X\ y " p. vamos mostrar 

que x\ y e unitário. De fato se X\ " ::J {X 1 Y} com X r y en _,_ 
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tão {X} u y " X e como X e t::. espaço de I-lau sdorf f f X} e f e-

chado e { X} u y )l y ' Logo x\ / - (x} . 

Além disso {X] e fecha( c e (X J )l y . Port_anto X (x) 

e Y 0. 

DaÍ, X tem um ~,--·ico elemento e entao L= {0,1}. 

3:uEL, u;r!"l, L:a. C qv2 para L- o do x E L~ 

X;' l, u 

( -<= ) Suponhamos que 8 u 

X E L r X -I 1 I tem-se X ...: u 

to aberto, fechado e crescente. 

também, c um 

todo aberto, fechado, crescente 

temos, também, que o conjunto u• 

portanto z ~ [l] e o ponto mí: 

Se existir X ;' z X 5' 

crescente tal que X E u e z 

chado crescente, yuu '!' X e 

L , u ;1- 1 tal que para todo 

Então o (u) Y R um subconjun-

Como u i- 1 u(u) t- X e como 

,omorfismo sobrejetor t:cmos cu e j 

próprio está contido em Y . No-

· tãrio [ 1 } e um filtro primo, 

_mo de X e z )l y . 
existirá u aberto, fechado 

u Então y u u e aberto, f e-

JU )l y . Portanto, X ~ y u ( z) 

Seja Z um conjunto fech, o crescente. Se entao 

z E z e (como z é minimo) z X. 

Logo Y e máximo entre o.c_. fechados e crescentes próprios 

de X , e L e subdiretamente ir:: ,~dutível. 

( ~) Por outro lado, sej ,, L uma álqebr.J. de lleyting, sub-

diretamente irredutível e X ~ '·(L) . Então, existe Y C X sub 



conjunto fechado e crescente te._. __ que 

i)Y'/'X. 

i i) V Z subconjunto feche= -:~o e crescente de. T'1·• (L) f Z 0 X , 

ten-se Z C Y . 

Suponhamos que x f y E X\ com x ~ y . Então X I y ou 

y f_ x . Podemos supor que x i_ -~ Dai, a V E D (X) com X E V 

e y Y' V 

y , v ' 

Agora, Y U V e um ·,'ech2do crescente, Y U V 7'- X j_X)is 

e então Y e um subconjunto aberto, fecha 

do e crescente, máximo de X. 

Seja, então, u E L tal que o (u) = Y . Como X \ Y "" { x} , 

u '!' l. l\lém disso, como para t 1o a (-=: L af.l "la) c um sub-

conjunto aberto, fechado e cres._·,-mte, o(a) e, em particular, f e 

chado e crescente, logo o (a) C (u) , de onde segue-se a u 

4.5. Vejamos, agora, o t' Jrema de ,J.A. Kalman [ 1] que 

caracteriza as áJ qebras de De 1~":.- -·:gan sub di r c tamen te irredutíveis, 

do ponto de vista da teoria de ,'_destley: 

"Os objetos subdiretarnen L:: irredutíveis da categoria das 

álgebras de De Margem são: M
0

, ·'\ e M
2 

onde: 

cadeias com dois e três elemenb·.~-:;, respectivamente, e H2 e 

\ 
v a a ~ ' b vb 

., 
• /' • ' ' ' ' ' 
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r a x o= a,b. Neste caso, 

entã:~· X= (pa,pb} onde px = [x) p~ 

a invoi_ução g é def.inida por g(pa) = %· 

Assim, o único subconjunto próp::·io, fechado e involutivo de X e 

Y = f:1. E, então, L e subdireta.:1ente irredutível. 

ii} Se L ~ M 
1 

então X e a involução g é da-

Assim, tam::::2.m, o Único subconjunto próprio e 

involutivo de X é Y = Ç1 • Por-C<\11to L é subdiretamente irreduti 

vel. 

iii) Se L = M 
o 

X = {·í~·;} e g é a identidade. Aqui, 

também, o Único subconjunto prol- .··i o e involuti vo e Y = 0' e por­

tanto, L é subdiretamtne irred>.l -~lvel. 

( """) Suponhamos L uma ã:;_-,,ebra de De Morgan, subdiretamen­

te irredutível e P1~' (L) = {X,g; " Enti.lo existe Y subconjunto fe 

chado tal que 

i) g(Y) ~ Y 

ii) Y '/ X 

iii) se Z C X e fechadc com g (L'.) = Z e Z t- X , então 

z c y. 

Agora, X\ Y 'I 1J e g (X' Y) X \ Y , isto é , se 

então g (x) c:: X\ Y. (Se 8 x E -< \ Y com x r;1. g(x\ Y) =* g(x} jl x\ Y = 

"-? g (X) C Y '* X E Y ~ 

suponhamos que ex.istam '' / x, y f. g{x) com yCCX\Y. 

Então g(y) Ex\ Y e Y u {y, "-1') f é um fechado involutivo com 

Y U ly, g(y)] 'I X e y ~ Y \C·.')ntradição!) logo X= Y u {x, g(x) }. 

Como {x, g(x)} [ Y e (x, CJ ( :<) 1 e fecllado involutivo, 
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X {x, g{x)} Portanto Y = jÕ 

Agora, como X= (x,g(x) i pode ocorr.er: 

1) X = g(x) Daí X = {x .: c L = {O , l! 

o 
'C 

2) X ' g (x) ou g(x) ' X Neste caso X = I ,;g e ,, 
L = Ml 

3) X e glxl sao incompén:áveis. Então X = 
,3,, 
e - e 

L = M2 ' 



CAPÍTULO III 

A REPRESENTAÇÃO DE PR:CES'fLEY E 1\ DE STONE 

Nostrarnos, na primeira p::.rte capitulo I, que as categorias 

To de e D
0 1 são naturalmente cq<~ivalentes. 

' 
Lembremos, também, gue o c3paç:o de S-ton~ de um objeto de 

Do 1 e um espaço 
' 

(X' T ) satisf0zendo as seguintes condições: 

(Sl) -X e t<.!',' c6paço T , .::ompacto. 
o 

(S2) .. ~ f'wwU-ia C(X} d0:; nubconjuntos ~ompaato~ e abertos 

de X - . c um anel :le subao1zjunton de X que 3 u~1a base para os con-

abcPtos. 

(SJ) Se -
F c fechado em 

C(X) toi :11W :'1 Fl n F i íif 

c 
1 

então n c 
1 

n F -=1- 0' . 

e 

F l 

Ainda, diremos que uma f•.~ J.ção f e fortemente contínua se 

f for continua e a imagem invE.:-··:_oa por f de subconjunto aberto e 

compacto for um subconjunto abEo~-- -~o e compacto. 

Seja, então, 
.. 

St a cate,- oria cujos objetos sao os espaços 

de Stone e os morfismos são fun ~}es fortemente continuas. 

Os trabalhos clássicos CL" Stone [ 12 l (Vide também Dalbes 

e Dwinger, cap. IV) estabelecem '::l. equivalência natural entre as 

categorias e St * . Port.;_ -\to as categorias 'i' ode St -sao 

naturalmente equivalentes. 

Mostraremos 1 no entanto, ··me as categorias St e 'rode sao, 

de fato, isomorfas: têm os mcsm,.·_:,: objetos e os me~;mos morfismos. 
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Como consequência, as represontaçües de Stone c de Pr:i.cstley sao 

equivalentes, podendo-se, então, derivar uma da outra de forma ca 

nônica. (No final deste capítulo derivaremos a representação de 

Stone da de Priestley.) 

Começaremos fixando algumas definições e notações: 

1. Seja (X I T) um espaço topológico. C (X) denotará a fa 

mília dos subconjuntos compacto::; e abertos de X e C (X) ' a famí 

lia dos complementares de elernent.os de C (X) . 

2. Se A é uma família de' sunconjunt.os de X, então [ Ul 

sera usado para denotar a topolocJia definida em X que tem /t co-

mo uma sub-base para os conjuntos abertos. 

3. Se (X f T) 

a ordem parcial 

e um espaçc_; T 1 a or· o 

definida por: 

(V x, y E X) X y 

' - . m Lop()IOJt,ca em X e 

Observemos que, com esta definição, todo aberto e crescen-

te. 

ti !:Jm,.) 

Cm11 est2.. definição temm: __ 

4. PROPOSIÇÃO: ( , r ) 
' o 

H:ope;:tioan!,~ni:c. 

(X,T (:;(X) UC(X) ;' 

L'n {; â~o ~ 

-c 
o 

f
3 

um objeto c um mor-

Dt --+ '}',;·de dej'Lnitio 

f c um _fun tal". 
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-
é'c?.'i~,·;_: /,· í1(X,L \ 

o 
c' /) r',' • I :_; 1 /.'.' , I f ,·' (', 'nJun /:,) ' ' 

I? c •I'IT'<"i 

De fato, 

(X,, I 
() 

Observemos que os element:os de 1.' (X) U c (X) 

neamente, abertos e fechados em :11 (X,T ) 
o 

Temos, 

C(X) U C'(X)' forma uma sub-base para os fechados de 

sao, simulta 

também, 

~l (X I T ) 
o 

que 

Mostremos, agora, que íl (X T ) 
' o e um objeto de ']'ode. 

i) Vejamos a compacidade de X em relação a 'l 
~ 

Para tanto, sejam F C C (X) 
o tais que 

tem a p.i.f. 

o 
e F

1 
, em particular, têm a p. i. f. 

-Os elementos de f/ 
l 

sao fechados em I X' ' ) o 

e compacto. Logo, n V = F / 9' , F é fechado. 
v f' fi - l 

•(C(X) 

c 

UC(X) '). 

F U .'" o l 

Ainda, para todo u c F e 
o 

U :l V é fechado em 

U e, como U é compacto, u:~r- n (U'IV) 7- f!. Portanto, co 
VE Fl 

mo é um espaço de Stone, aplicando a condtção (S3) da de 

finição a F e 
o 

temos: 

n YfÇI 
y0_p 

Logo, como toda farnilia (Lc fechados sub-básicos cem a p.i.f. 

tem intersccç~o não vazia, rcsuJ ta que X é compacto com a topolQ_ 

gia ('reorema do Aloxanàcr, vide, por exemplo, r 7 1 , pag. 

13 9) 
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i i) 12 {X, t ) é totalmente desconexo na ordem. 
o 

--T 

Sejam x,y E X com x < y Ent~o, x ~ {y} 0 Assim, 
o 

por (S2) existe V E C{X) tal cue x E V e vn{y) == JJ. Logo 

V e aberto e fechado na topoloc;).a n (X, T) c, pelo observado em 

3. e crescente. 

uma função fortemen 

te contínua. Como ·1 
1 

e a topclogia que tem por base os subcon­

juntos abertos e compactos e set::;.-; comp.lementures, f e continua. 

i, 
2 

que 

IV ~ 

Ainda, sejam a,b E X; ' b 
' 

e suponhamos 

f(b) . Logo f (ai " 
f I a) c v c f(b) , 

f-l (VI E C (X) e IV 

f (a) f(b) 
- '2 

o ------ [,, 

lflbl I 
L 

ou SCJa 1 

v . As:::~.m temos: 

n {b I •:j 

se ~' 

' . 

-· o 
b 

existe v 

b Çl f-l (V) 

E C (Y) tal 

Nas ' 

i v} Os subconjuntos aberi "Js, fechados c crescentes de 

-sao os abertos e campa c :..:os de (X, T) 

Seja A t .0' um subconjUTJL.O aberto, fechado e crescente de 

e comp;: :_::to, A e X\ 11. sao compactos. 

Se x,y E X com X E A y E X\ A, temos X I y 
- c 

o 

Dai, existe U E C(X) 
x,y tal qt'''' X E U 

x,y e 
y " u x,y Ago-

r a, (X\ U I . 
A x,y 

pela compac.idacle de 

(X \ 

n 
Resulta de (S2) que para cada x ~ A , n u 

i=l x,y.i 
e 



um elemento de C(X) 

rias, 

Ainda, 

n 
X\ A C U (X\ 

j_=l 

A C 

m 

v 
X 

u 
x, y -i 

e equivalente a 

LC;JO I pela compacidade de A, 

m 
A C U V 

j=l xj 

Se v u v então ' E C (X) x. pois V E C(X) , para 
X j=l J 

todo X E A e A c v 

Hais ainda, como (V X E A) , tem-se 

(V X EC A) • Dai , 

A v 

v 
X. 

J 

c A, _.u se]a v c !-• • 

donde segue-·o,e que A E C(X) • 

V C A 1 
X 

li. tê aqui temos, então, qt: ___ para todo objeto de S/; 

e f morfismo de Et, e 'í!f são objeto e morfismo de 

Toâc, respectivamente. 

Também, decorrem trivialn'._:nte da definição de que 

e se f e g sã-~ morfismos tais que g o f é um 

morfismo de 7'od..:, então n(gof) ·- \l.go\d. 

J.-'urtan to r n : 8t ___ ,_ 'Pode: e um funtor. 

Veremos, agora, a constrv_;io do isomorfismo inverso. An-

t.es, porer,1, lembremos que se e um espaço topolÓgico or-

de_;ndo, D(X) indica a familia L~ todos os subconjuntos de X 

qtle sao a0ertos, fechados e cre: ·.2ntes. 

5. PROPOSI(\0: -e pu I' 
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1HX,r ,<) = (X,r(F'(X)) o - 1~ (f) f -c u.>n J'untor. 

Q(X,c ,--:) o -

DEMONSTRAÇÃO: 

i) :~(X,r ,<) 
o-

Sejam x,y E 

-e 

X 

De no taremu- c(i;(X)) 

·r ·,·:pacto. e CC 
o 

com X " -,r Logo 

1/I(X,T ,<) o ---- sao ()[) 

por c l . 

X I y ou y (_ X As-

sim, como {X I T I '-) o- e totalmen-c.;:: desconexo na ordem, 3 U C: /J (X) 

tal que x E U e y ~ U ou y U e x ~ U . Portanto ~~ (X,.T 1 <) o-
-e •r 

o 

1\inda, como T 
1 

c uma to r :)logia menos fina que ' o e 

é compacto, e ' ·:mpacto. 

ii) Vejamos que a familL· dos subconjuntos abertos e com-

pactos de forma uma ba.-: para os abertos e que C(X,-r
1

) 

Se U c:: D(X,T ) 
o 

U e a_· __ rt.o, fechado e crescente em 

logo compacto (em (X, 't ·, ) • Mas Tl é uma topologia me-

nos fina que ' o 
logo U e ab, --·to e compacto de 

u 

Por outro lado se U e aberto e compato em (X I l l) 

ou seJa, U C O (X) u
1 

u ... u un com u
1 

c .lJ(X) i=l, ... ,n 

Temos 1 assim, que C (-L ( !J, _,:))) == IJ (X} e em particular 

C(c(iJ(X))) e uma base para os ,_ hertos de 

para 

iiil Vejamos que vale (S---1 da definição de espaço de Stone, 

~v(X,T :"}. o -

S-2.ja P um fechado de e c
1 

c LJ(X) tal que para 



todo } , C r• 
l ~l 

finito, n ]'1 .'IF/JÕ. Cowo a topologia 'o 
A E Z"l 

mais fina que 1 1 1 F 12 fechaG~-· em ' o 

Ainda, como {F} U c
1 

c uma família de fechados no espaço 

compacto -r 
0 

, com a p, i. f. , 

n ,, n 
'l 

i v) Se f e morfismo de 

f um f' mor._lsmo de Tor.i1:. f IX, 

junto aberto e compacto de ~!( 1 

aberto, fechado e crescente de 

'?ode, f é morfismo de Sejam 

' _-)'-o I 
_, (Y,T2,::._.2) e n subcon-

2'"'2 1 . Então por (ii) B e 

~Y 1 ·c 2 ,::_ 2 J Como f é continua G 

crescente é aberto, ft: .1udo e crescente de {X,T,<Q) o -

Outra vez por (ii) e u_ subconjunto aberto e compacto em 

~(X,T 1 < ) • 
o -o 

v) Mostremos, agora, qur2 e a ordem to~nlÓ]ica de (X, T 
1

) . 

Sejam x,y G X, x i = X ~ 
{-1-rl 

y. Isto equivale a 
l 

dizer lJUO existe u E /J(X) tal ;ue X E u e u (1 (y) ·- 0 ' ou 

seja, au E !J (X) tal que X (: e y ~ U Ivlas, isto é cquiva-

lente Q X i y . 

vi) Observa-se>. ainda, fa · lmente, que .jJ(id) = id.(X) 
X ljl 

e 

se f e g são morfismos de _.;L LiS que g o f também o é, cntao 

~) (g ._) f) 

Decorre destas proposiçô,- _,. 



- 73 . 

G. TEOREMAo :_;t; -) ,., ' 
I O O t' ,l um isomorfismo ~u-

Vejamos, agora, como a 1_-,:-~)resentação de Stone decorre natu 

ralmente da de Priestley. 

Lembremos que, de aconlo (:Om o visto no cu.;:=tltulo I, 

e i!: 'l'or/."_, estabelecem uma equiv~ 

lência natural entre Todc~ e 
;')o ' ' . 

Tambér1: 

l) Dado L objeto de D
0 

Pr (L) e o es~aço topolÓgico 

compacto, ordenado e totalmente ,)_esconexo na ordem (X (L),,,:'_) 

onde X(L) e o conjunto dos f L -·~-ros primos de L . 
' 

e a topolo-

gia que tem por base a famÍlia (o I a) I a E L onde o ( il) 

= (P E X(L) o a C: P) e a arde:_ é a inclusão de conjuntos. 

2) Se h : L
1 

~'- L
2 

e um ·.torfismo de 

é definido por Prh(P:. = h-l{P) . 

Assim, e definido por: 

a) Seja L um objeto de 
'o' l 

Então (~o L' r) (L) :/J (Yt>(L)) 

(X(LJ ,, (O(Pr(L)) )) 

b) s ]a h ' Ll 
_, 

L2 um ·'.Lorfismo de D
01

. (~,oP:d(h) 

' 
\)J(Pl'(L

2
JJ -· q'J { l'r' (L

1
)) e de f:~ "lida por: 

i' I' h (P) 
-1 ... = h {P) 

,;, o /1l' estabelece a ']Uivalência entre LJ 0 1 e St* . 
' 
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