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INTRODUCAQ

Na primeira metade do século XIX, George Boole, ac tentar
formalizar a logica proposicicnal, introduziu o conceito de Alge-
bra de Boole. Ja no final do seculo, enquaﬁto estudavam as axio-
maticas das algebras booleanas, Charles Pierce e Erxnest Schroder
introduziram o conceito de reticulado. Independentemente, Richard
Dedekind, investigando ideais de nlmeros algébricoes, chegou ao
mesmo conceito e também introduziu o de modularidade, que & uma

forma mais fraca de distributividade.

Foi, entretanto, o trabalho de Garrett Birkhoff que ini-
ciou o desenvolvimento da teoria dosgs reticuladoes. Dentro desta
teoria, um capitulo extenso & o da teoria dos reticulados distri-
butivos, que tem propiciado a motivagao necessaria para muitos re
sultados na teoria geral (muitas condigoes sobre reticulados, ele
mentos e ideais de reticulados sao formas mais fracas de distribu

tividade) .

As conexbes da topologia com a teoria dos reticulados sao
variadas. Stone, em 1937, desenvolveu uma teoria da representa-
gao para reticulados distributivos, generalizando o que ja havia
sido feito para Algebras de Boole [11]. Isto foi conseguido pe-
la introducac, no conjunto X dos ideais primos de um reticulado
distributivo A, com primeiro elemento, da topologia que tem por
base [pa : a € A}, onde Py denota o conjunto dos ideails pri-
mos gue niao contém a . Stone mostrou gque a aplicagac a -+ P, e

um isomorfismo e representou A como o reticulado de todos os sub
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conjuntos abertos e compactos do espago topologice X.

Priestley, em 1970, mostrou que esta caracterizagiao torna~
se muito mais simples em termos de espagos topologicos ordenados
que foram introduzidoes por L.Nachbin [ 8 ].‘ A partir dos tfaba—
lhos de Priestley, certos resultados novos foram obtidos e © teo-
rema da representacao e muito da teoria dé dualidade tornaram-~se

naturais.

Em linguagem de categorias, temos que a categoria dos reti
culados distributivos 2 equivalente a dual da categoria dos espa-
¢oSs topologicos oxdenados, compactos, totalmente desconex0s na or

den.,

Em 1975, Cornish [ 3] mostrou que a categoria dos espagos
espectrais e fungoes fortemente continuas & isomorfa 3 categoria
dos espacos ordenados e compactos, totalmente desconexos na ordem

e derivou o teoremd de Priestley da dualidade cliéssica de Stone.

Nosso trabalho se baseia nestes fatos e reune o estudo das
tecnicas de Priestley pard réticulados distributivos da gqual se
derivam a representacac ¢lassica de Birkhoff para reticulados dis
tributives finitos, a de Stone, para algebras de Boole:; o traba-~
lho de Corniéh e Fowler (1977) para as algebras de De Morgan; a
caracterizacao das algebras dé Heyting por meioc de espagos t0pol§
gicos ordenados, que segundo © nosso conhecimento ainda nao havia
sido feito; a caracterizacac das congruéncias definidas nestas al
gebras, por meio da representagac de Priestley [ 9 ], bem como o

trabalho de Cornigh [ 31].
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Chamaremos de capitulo 0 o capitulo introdutdrio, onde se-
rao relacionados os conceitos basicos que serac utilizados no de

senvolvimento de nosso trabalho.

No primeiro capltulo apresentamos a teoria da représenta—
cao para reticulades distributivos por meio de espacos topoldgi-
cos compacteg e ordenades, totalmente desconexos na ordem, desen
volvida por Priestley ( [ 9] e {10]), bem como - a caracterizagao

do espago de Priesltey para as algebras de Boole, as de Heyting,

de De Morgan e de Kleene.

0 segundo capitulo é dedicado a caracterizacgao das congruén
cias definidas nestas algebras por meioc da teoria de Priestley e
também a algumas aplica¢oes do método de Priestley na demonstra-
géo de alguns resultados conhecidos, como, por exemplo, a caracte
rizagao das algebras subdiretamente irredutiveis em algumas clas-—
ses de algebras. Destacamos, todavia, que o métcocdo utilizade nas

demonstracoes nao & o mesmo utilizado por Priestley [10].

No terceiro capitulo mostramos a equivaléncia entre as re-
presentacoes de Priestley e Stone. Destacamos que esta equivalén
cia nao invalida o trabalho de Priestley, uma vez gque as condi-
gaes com que trabalhou sao mais naturais, no sentido de que estao
mais proximas da teoria da dualidade para dlgebras de Bocle, que
foi a geradora de toda essa teoria. Além disso, a simplicidade
da teoria de Priestley permitiu que se obtivesse resultados signi
ficativos nas tecorias cujo reduto & um reticulado distrikbutivo .

vide por exemplo [ 2] e 4].



CAPITULO 0

Destacaremos neste capitulo os conceitos basicos que serdo
utilizados durante todo o desenvolvimento de nosso trabalhc, com
o objetivo de fixar a nomenclatura e as notacoes.

Os conceltos e notagdes concernentes a teoria das catego-
rias, bem como os de algebra universal estarao de acordo com os
dados no livro de Balbes e Dwinger. [ 1]

Destacaremos, entretantc, alguns destes conceitos e nota~

coes:

01. Uma algebra universal de tipo de similaridade o = hﬁ"'”nm)'
onde ny € N, 1 <i<m, &um par (A,F) onde A & um conjunto
naoc vazic e F & uma m-upla (fT,...,fm) tal gque para cada i,
1 <i <m, £y e uma operacao ni-éria definida em A, isto & ,
I,
1

f.,:A =~ -+ A. Destacamnos que umna operagac f & zero-aria se fixa
1

una constante.

02. Dizemos que B C A & uma sub-&lgebra de (A,F) se B & fe
chado para teda operagao de F; isto €, (B,F), onde as operagoes
de F sao restritas a B, & uma algebra de mesmo tipc de similari

dade gque A .

03.. Seja A uma algebra de tipo de similaridade o . Uma relacgao
de congruéncia em A € uma relagao de equivaléncia 6 definida em
A gue satisfaz a seguinte propriedade: "Para cada 1 & (1,...,6{c}},

') €9 para j = & . (a8l )€,
se (aj’aj) o para j 1,...,ni, entac (fi(al,. ,ani);fi(al ani)J H



04. O conjunto C(A) das relagodes de congruéncias definidas em
A & parcialmente ordenado (pela inclusao de conjuntos) e tem pri
meiro e ultimo elementos, a saber: by = Ux,x} :x €A} e Axa,

respectivamente. 4, & chamada relagao trivial de congruéncia em
A. Observamos, tamhém, gue a intersecgdo de relac¢des de congruén

cia & uma relacao de congruéncia.

05. Dada uma relagac de congruencia 6 definida em uma algebra
(A,F), de tipc de similaridade ¢, chamaremos de dlgebra quociente

a algebra (A/B,F), onde A/ = {x/= :x € A} ; (x/= denota o con

@

junto f{a € A : (x,a) &€ 08}), tal que para cada 1 < i < ol{o) tem

n.
o . = F i
se: fi{al/:""’ani/EJ f.(al,,..,a )/% ; on@e(al,.“,an)_EEA .

i 1

06. Sejam A e B algebras de mesmo tipo de similaridade o. Unma
funcao h:A + B & um homomorfismo se para cada 1 <1i < olg),
n,

' = . €a 1,

£ (h(a)),...;h(@ 1)) = hif (aj,...,a )), onde (a;,...,a JEA
i i i

07. Para um homomorfismo h:A - B, definimos '"nucleo de h" (ker h)
como a relagao definida em A por "(a,a') & ker h se, e somente
se, h(a) = h(a')". Esta relacao € uma relagao de  congruencia

(vide, por exemplo, Balbes e Dwinger [1 ] pag. 9).

08. (Teorema do homomorfismo): Se h:A +» B & um homomorfismo
de A em B e 8 & uma relagao de congruéncia em A tal que & Cker h,
entdo existe um unico homomorfismo sobrejetor g By B tal

que gov, = h (uB e o homomorfismo natural v, :A_;%ﬁ’ X—*X/J,



Se, ainda, 8 = ker f entao g & um isomorfismo.

09, Um reticulado distributivo com primeiro e tltimo elementos &
uma &lgebra de tipo de similaridade (2,2,0,0), a saber (&,v,A,0,1)

tal gue, paré quaisquer a,b,c € A, tem-sgeo:

i) ava=a ana =a

ii) avb=bva aab =haa

iii) (avb)vec=av bvc) (aab)ac=aa(bac
iv) aafavb} = a ou av{aab) = a

!
H

v) avibac ={avb)lafave e aanlbvg {aab)vianc)

vil] aal =a avl =1

ii

vii) aa0 =20 av0 = a.
10. Um subreticulado de um reticuladso (A,v,a,0,1) & um subconjun-
to B C A fechado para as operacgoes {(v,x,0,1), igsto &, B C A &

um subreticulado se (B,v,Aa,0,1) & um reticulado.

11. Um homomorfismo de reticulados h :A = B & entao, uma fungao

tal que para tode a,b & A tem-se

1) h{aab) = h(a) ah(b)
ii) h{(avb} = h(a) vhib)
1ii) h(C¢) = 0
iv)y h{l) = 1.

12. Observamos que um reticulado & um conjunto parcialmente orde-

nado com a ordem definida por (a<b) * (avb = b); ou, dualmente



por (a<b) * (aab = a).

13. Dado um reticulado distributive A com primeiro e {ltimo ele-

-

mentos, respectivamente 0 e 1, dizemos que F C A e um filtro se:

i) F A4
ii) (¥b €EA), (Va €F) : a<b = be€r

iii) (¥a,b € F) = (aab) EF.

Obsgservemos que 1i) implica em 1 € F. A & sempre um filtro. F

se diz proprio se F # A,

14, Um filtro F de um reticulado distributivoe A e primo se

i) T #A

ii) (vx,y €A) se xvy €F entdaio x €F ou y € F.

Observemos que por i), todo filtro primo &€ proprio.

15. As defini¢des duals de 13 € 14 sao as de ideal e de ideal pri

D

- L - , . ~ C
mo. Observamos, tambem, que $&¢ P ¢ um filtro prime, entao P

um ideal primo.

l6. (Tecrema de Birkhoff-Stone): Sejam A um reticulado distribu
tivo com primeirc e Gltimo elementos, P um filtro e I um ideal
de A tais que FNI = ¢. Entao, existe um filtro primo de A com
FCP e INP =@. (A demonstragdo deste fato encontra-se, por

exemplo, em [ 11 pag. 70, e [ 6] pag. 74.)



17. Seja L' um sub-reticulado de L e P' um filtro primo de L.
Entao existe P, filtro primo de L, tal que P' =P N L'
De fato: Seja P' filtro primo de L', Consideremos F o

filtro de I gerado por P' e J o ideal gerado por L'\p' e mos
tremos que FNJ = §.

Se existisse x&erFrnyJg, existiriam a « p! e
b€ LNP' com a<x e x<b. Mas, entdo, a<x<b e a€ L'\P'!
Assim, existe P, filtro primo de I., com F C P e PONJ = g§ |

Agora, POL' = P', pols se Ix€PNIL', x&Pp', entao

Xx € L'\p' € J.

18. O conjunto dos filtros primos de A pode ser identificado ocom
o conjunto dos 0,l-homomorfismos definidos de A em {0,1}

De fato:

.Seja A um objeto da categoria DO,l'

Consideremos X{(A) = {h:4A -+ {0,1}, 0,l-homomorfismos] e

FP(n) = {FCA : F & filtro primo de A}. Definimos

e+ F{(a) ~ X{A) por

e(F) & a fungao caracteristica de F.

1) ¢ esta bem definida.

De fato, se P =0, ¥x € A tem-se hp(x) =1 & x & p =
= x € Q = hQ(x) = 1.

418m disso, a funcao caracteristica de um filtro primo F

& um homomorfismo de reticulados: de fato, se x,y € A podem ocor

rexr:



a) x€F , yE€F dal h{xay) =1 =hi{x)ah{y) e hixvy) =1 =h(x) vhiy)
b) xZF e yE€F dal h{xay) =0 =h{x})ah{y) e h{xvy) =1 =h{x vhiy)
c) XEF e y&F dal hi{xay) =0 =h(x})ah{y) e hixvy) =0 =hx) vhiy).
“ii) e & 1-1.
Suponhamos hp = hQ. Entao ¥x € A, hp(x) = hQ(x). Assim
X € P se e somente se hp(x) =1 = ho(x) se, e somente se x € Q.
P =0

ii3) ¢ e sobre, isto &, dado h € X{a) , # P € r(A) tal
que h = hp . Consideremos h € X(A) e U = h_l({l}}. Assim ,
¥x € U, h{x) = 1.

Mostremos que U & um filtro primo, pois U e tal que

il
=
I
by

e (U)

a) Sejam u,v € U. Entac h{u) = h(v) = 1. Assim h{uav) =

= h{u) aAh({v} = 1. Portanto {uav) & U .

b) 1 € U, pois h & 0,l-homomorfismo.

¢) Suponhamos xvy € U. Entac h{xvy} = 1.Mas h{(xvy)

h{x}) vh{y) = 1, se e somente se hi(x) =1 ou h{y) =1 ou se

ja x & U ou y €U0.

Dai, temos U € F(A) e ¢e(U) = h.

Assim, uma vez que os dois conjuntos podem ser identifica-
dos,durante o0 desenvolvimento de nosso trabalho usaremos ora um

ora outro, indistintamente.



19. Uma categoria A & uma classe Ob 4 cujos membros sao denonmi

nados objetos de 4, junto com:

i} Uma classe de conjuntos disjuntos [A"B]A' onde A,BE Cb 4,

cujos membros sao denominados morfismos de 4 .

ii) Uma fun¢ao que associa a cada terna {(a,B,C) S 0b 4. uma

fungao de [B,C] x [A,B]A_ — [a,c]

A A

iii) Se f & [A,B]A e g € [B,C]A entao o valor da fun-
cao em (ii) no ponto {g,f) serd denotado por go £ e chamado

composicao de f e g,

iv) Se A,B,C,D € 0bA, f€ [a,B) g € [B,C]A e h € [c,D]/11

Af
entdao ho{(gof) = {hog)of.
v) Para cada A € Ob 4 existe um morfismo 1, € [A’A]/I:
chamado morfismo identidade de A que satisfaz, para cada

e i = 105 . = = .
f [B,AIA e g [A,CJA as condigoes lef f e golA g

20. Uma categoria B €& uma subcategoria de 4 se
i) Ob B E Ob 4
ii) [A,B]B ¢ [a,B]; para todo A,B € Ob B
iii) Os morfismos identidade em B sao os mesmos gque em 4

iv) Composigéo de morfismos em B & a mesma que em 4 .

Se ainda, B satisfaz a condigao:

(o1

v) [A,B], = [A,B]}q para todc A,B € 0Ob B entao B

B

denominada uma subcategoria plena de 4.

21. Se A & uma categoria, a categoria dual de 4, denotada por



A* & a categoria cuja classe de objetos & a mesma classe de obje
tos de 4 e tal gue para A,B € 0b 4, [A,BIA* = [B,Aiﬁ . Se
f:A - B e g:B—>c sao morfismos em A* entao a composigao
gof em A* & definida como a composicao fog em A4

22. Se 4 e [ sao categorias, um funtor contravariante & :4 » H
é uma fungao que associa a cada A € ObA  um objeto F(A) de =&
e a cada morfismo f :A - B de 4 um morfismo #FI{f) :F{B) - F{A)

de B tal que :

. o] it —
1} para todo A Ob 4 , f(lA) lF(A)

ii) S¢ fug esta definida em 4, entao Fifoq) = i{g) o F{£}.

Em nesso trabalho dencmiraremos funtor ao funtor contrava-

riante.

23. Um funtor F:4 — 8 & chamado equivalcneiu se

i) para cada objetoc B de /# existe um objeto A de A4 tal
que (A} ¢ B sao isomorfos.

ii) para A,B objetos de 4, a fungcac de [A,B]ﬂ emn

[F(n),(B)] induzida por » & 1-1 e sobre.

24 . Duas categorias 4 e I3 sao e¢ugulvalentes se existe uma equiva-

lencia F 4 = 1.

25. As categorias 4 e B sao nuicralmente equivalentes se existem

funtores F:4 > K e G:B > tais que Fo¢ = Id, {Idﬁ ¢ o



funtor identidade de B ) Id, : B > B e tal gue para cada objeto

B de B IdR(B) = B e para todo morfismo £ IdB(fJ = f.

26 . Usaremos DO,l para denotar a categorig cujos objetos sac re
ticulados distributivos com primeiro e Gltimo elementos, e Os mor
fismos sac 0,l-homomorfismos de reticulados, isto &, h:L — L'
& um 0,l-homomorfismo de reticulados se h{(0) = 0' e h{(1) = 1°'
{0, e 0',1" denotam, respectivamente, os primeiros e ultimos ele

mentos de L e L"),



CAPITULO I

DUALIDADE DE PRIESTLEY

1. Como expusemos na introdugac apresentaremos neste capi-
tulo a representacgao para reticulados distributives desenvolvida
por Priestley [9] e [10], bem como a caracterizagao do espago de
Priestley correspondente a varias subcategorias dos reticulados
distributivos: as algebras de Bcole, de Heyting e as cadeias. Tam-
bém estudaremos a caracterizacao do espaco de Priestley para alge
bras de De Morgan e de Kleene.

Comecaremos por algumas cefinicoes:

1.1. Se (X,i) & um conjunto parcialmente ordenado, um

subconjunte E de X & crescent. se dados x € E e y € X com

X <y entao y € B.

1.2. Analogamente, um subconjunto E C X & decrescente se

dados X E€E e y €X com y < X, entac y &€ E.

1.3. Para um conjunto parcialmente ordenado (X,«) e A CXK,

definimos (A = {x & X : x - a, para algum a € A} e
a) = {x€ % :da&A com a - XJ.

1.4, Se (X,<) & um con’into parcialmente ordenado e
A C X entao temos, trivialment:, que:

i) A & ‘poscenie se e somente se A = [A)

ii) A & Joervesceconte se o somente se A = (A]

s = , o c -
1ii) A @ orgeonts Se ¢ momente se A e decrencanbe,
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1.5. Sejam X e Y conjuntos parcialmente ordenados e
¢ : X » Y uma fungao. Dizemos que ¢ & crescente se dados X e ¥y
em X com X <y, entac ¢ (x) < o (y)

1.6. Dizemos gue uma fungao ¢ : ¥ - Y, onde X e Y sSa0
conjuntos parcialmente ordenados, € um  {somorfismo na ordem se
(x <y em X) = (¢(x} < ¢{y) em ¥}). Observamos que ¢ &, neces-

sariamente, injetora, mas nac sobre.

1.7. Chamaremocs de ezpago topologico ordenado uma terna
(X,7,<) onde X & um conjunto, 1 € uma topologia definida em X

e < & uma relag¢ao de ordem parcial em X .

1.8. Dizemos que um espago topoldgico ordenado & totalmen-
te desconexo na ordem, se dados x,y € X com x £y, entdo exis
tem U subconjunto aberto, fechado e crescente e V  subconjunto
aberto, fechado e decrescente com UNV =@ e x €U, y €V
Chamaremos espago de Priestley qualquer espagc topoldgico compac-

to, ordenado e totalmente desconesxo na ordem (x,1,<}

1.9. Facamos, agora, alguuas observagaes a respeito de um
espago de Priestley (x,t,<) quilquer:

1.9.1. E imediato que X - de Hausdorff.

1.9.2. 8e X & finito, e¢tiqo a topologia de X & a topolo-
gta discreta.

De fato, como X & um espago de Hausdorff {x} & fechado
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para todo x € X . Mas, X € finito, entao (x1¢ = {xl} U... {xn}
& aberto e fechado, de onde segus~se que todo conjunto unitario &
aberto e fechado, ou seja, a topologia de X & a topologia discrg
ta.

Assim, a nogao de espaco topoldgico éompacto, ordenado, to
talmente desconexo na ordem e finito, se reduz a de conjunto fini

to, parcialmente ordenado,

1.9.3. S¢ 4 ordem de X o a ordem trivial, isto e, X <y
se, e somente se, X =Yy, ontar a ftotal desconexrdo ne orvdaem se
reduz 1 total desconexdo (no sertido usual em topologia geral is-
to &, as Unicas componentes conczas sao os pontos [vide, por exem
plo, [ 51 pag. 111].

be fato, se Y & um subccnjunto de X e se vy € Y com
X # vy, entao existe um subconjuinto U de X, aberto, fechado e
crescente, com x E U e vy & U. Mas (U Mny) U (UCFWY) = Y )

(unyy 7 (UCFWY) = f§ de onde scgue-se gue Y & desconexo.

V.94 o AX v, 9} 0w oo e Pricostloy onlao o familia

-

dos subeconjuntos abertos, fecha«w o o crescentes @ seus complemen-—
tarea fovmam uma Qwh~booo para oo aberios de X .

Vejamos, seja G & X, G+ #; G # X, um subconjuntc aber

to.
‘ - C -
Sejam X € G e y € G . Entac x # y . Portanto, podem
oCori
1)y =x 7/ ueste caso existe U aberto, fechado e crescente
tal X €U o y ¥ U, on

Y ¥



2) y £ X e entao existe Vy abertao, fechado e crescente tal gue

x &V e sV .
Yy Y b
Consideremos 1 = {y € GC, x 7yl e J = {y‘EGC : yiéx}.
v G o

pai, G ¢ U Ut uou v Mas, G~ -e fechado e ¥ com
veI Y yEJ Y -

pacto, logo existem Yyreser¥y €T e yi,...,yé € J tais que

T k c noo n c k
G-S vyl Y Uy . 8 U = Yy = (N0 )7 e v = Uy,
i=1 Yy i=17i i=1 Yi i=1 Y i=1 Y3
i~ - [0 ' g
entao G~ C v U Vo - (Observe gue U e V, sao abertos, fechados
e crescentes.) Como x € UY , ¥1 =1,...,n, X € Ux . Também,
i
x €V ,, ¥t =1,...,k, logoc % ¥ V. . Assim, x €0 NvEcg
Y4 X X n o=
ou seja G = U (U NvS
L X
xEG

1.9.5. Podemos verificar, também, que se (X,v,<) & wum espa
co de Prigstley oo subconjuntos abertos, fechados ¢ creacentes de

X formam uma base para os aberioss crescentes.
De fato, seja G € X um subconjunto aberto e crescente

{(Se G =X ou G =@ werifice e trivialmente).

Se G & crescente e x & .5, v € ¢ entio x f v . Dai o
conjunto J da demonstragao ant..lor € vazio, de onde segue-se
c v c
O g; =U", ouseja X ucG.
imi Y4
1.10. Um exemplo de um ¢spago de Priestley € o seguinte:
Seja T um conjunto qualquer e . a cadeia com doils elementos {0,1}

N T -
com a topelogia discreta. Enten 27 = {f:I » 2} & um espago de
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Hausdorff compacto, com a topologia produto, uma vez que cada com
ponente do produto & compacta (Teorema de Tichonov). Com a ordem
natural (isto &, f < g see fla) < gla) , Va €I) & um espago

topologico ordenado.

totalmente desconexo na ordem.

[OX

Mostremos, entao que 2t

Seja f # g . Entac existe a &I com fla) =1 e gla) =0.

Seja U = {h & 2I : h{a) = 11}, U & aberto e fechado, pois
U = p;l({l}) e p_ I - projecao, portanto continua e
{1} & aberto e fechado. Além disso, se h €U, Kk & 21 com
h < k, entdas h{a) < k(a) =+ k(a) =1, ouseja k €U, Assinm

-

f e u, g € U e U & aberto, fechado e crescente.

1.11. Vejamos, agora, quo g lodo reticulade diatributive A
podemos associar um espago de Priestley que denotaremos por  Pr(B).
Seja Pr{A) o conjunto dos 0,l-homomorfismos de A em 2, com a

. . oA . A " - . A
topologia e a ordem induzidas du 27 . [Fr{A) e fechado em 2 .

. - LA . . ~
De fato, seja f & 2 com £ 8 Pr{A) . Intao, pode ocorrer
a) f(a) =1 c) £(avb) # f£la) v £(b)

by £(1) =0 d) f{aaxb) # £(a) s £(b)

Vejamos que, em gualguer dos casos acima, existe aberto de
A - - = Do c
2 que contém f e esta contido em FPr{A) .

(op(a)©

a) £la) =1 = f € p "({1})

N

b) £(1) = 0 < f € pilf{O}) C {rp(a))€

c) flavh) # fla) v £{b) temos:



[Elfavb) =1 e f(a)vfdb) =0 ou [flavb) =0 e fla)vfd) = 1]

Mas flavb) =1 = fE p_

(f{a) vi(b) = 0) <= (f(a) = f(b) = 0) =
1 1

= (f€p ({0} e £EpT ((0)))
, . ~ ~1 S -1 -1
Portanto, temos f € P, Vb({lr) A P, ({o1)y M Py, ({01) . Ago-
ra, se g € p;{fb({l}) N p;l({o}} n p;l({ﬁ}} tem-se glavb) =1

e gfa) = g(b) =0, ou scja g & I'r{Aa)

d) Analogamente se demonstra se flavb}) =0 e f{a) v (b)) =1

e para flaab) # fla) af(b}
Desta forma temos gque [/'r{A) & fechado.

Mas, um subconjunto fechado de um espago compacto & compac
to, logo, como ZA & compacto e Pr{A} & fechado, Pr(A}) & com-
pacto.

Ainda mais, {1 {A) & totalmente desconexo na ordemn. Se

h, # h2 . hl,h2 € pe(a), h] 7z h2 em 2A . Logo existe U aber

l_
to, fechado e crescente de 2% tal que hy CU e h2 e u° . Co
mo U M pPe{A) e aberto, fechado e corescente em Pr{A), e

hl € (U N ,p{h)} e h, C (USNpp(A)) , temos a total desconexic

na ordem de FPr{A)

1.12. A categoria cujos objetos saoc espacos de Priestley e
os morfismos sac fungoes continuas crescentes sera denotada por

Tode.
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1.13. Vimos que a todo reticulado distributivo com primei-
ro e ultimo elementos esta associado um espaco de Priestley. Tam
bem, dado um espago de Priestley (X,1,<) , o conjunto de todos
os subconjuntos abertos, fechados e crescentes de X, com as ope-
racoes de uniac e intersecgao de conjuntos, Forma um reticulado
distributivo que tem por primeirs e ultimo elementos os conjuntos

vazio @ X, respectivamente. Chamaremos este reticulado de ret<-

culade dual de X e denotaremos por D(X) .
Podemos observar quo;
iy Se X & um conjunte finiteo, D(X) g o reticultado dos conjun

tos crescentes, pois se X o finito, a topologia e a topolo-
gia discreta (vide 1.9.2).

-

ii} &0 g ordem de X ¢ o triviel, enlao D{X) 2 o reticulade doo

T

abevtew ¢ fechados, pois todo subconjunto e trivialmente

crescente.

Vejamos, agora, a teoria da dualidade de Priestley [9].

1.14. PROPOSICAOD: "Jejuis A wum objeto de [JO 1 e el o
r

ST T R vl A LTV AV -,"..frf.:?:f.':>.?“."'<',‘- N D{pp{ny )
DEMONSTRACAO: Seja o 24 — D{(Pr(A)) definida por
s{a} = {h € X(A) :h{(a) = 1} = iv & (A} ra & P} .
Como vimos em 0,18 ha um~ equivaléncia entre o conjunto
dog filtros primos e dos 0,l-hcrnomorfismos definidos ce A em

{0,1} . Faremos a demonstracao vtllizando os filtros primos e des
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tacamos que a vantagem da mesma & que da uma ideia de como se po-
deria definir a topologia no conjunto dos filtros primos, sem re
correr aco teorema de Tichonov.

De acordo com 1.10, ofa} & aberto, fechado e crescente

em Pr(A) . Logo o(BA) C #{/»{A})

Ainda, o & um isomorfismo de reticulados:

i} o ¢ wmoerfiamo de U

0,1°

a) [P e slaabll © [(aab) EPl & [aEP ¢ LEP = [PC (c(a) Nauib)il.

b) [PEalavb)]l = {lav) €2l © [2EP ou beP © [PE (vla) Uu(lb))l.

1
i

c) y(0) = {P E pr(A) :0 € P} = § .

[
——
=~

m
Joe)
1._!

m
v}

il
o

d} a (1) =

Se c¢la) = o(b) & [P € s{a) < P € vip)]/={a &P = b €P,

para todo P € Pr{A)] . Se a # i, entac a /b ou b fa. Lo-

go fal N [b) =@ ou fa) N (bl = ¢, donde segue-se a & Ib)
ou b € [a) . Portanto, pelo tecrema de Stone-Birkhoff (vide capil
tulo 0.16}, existe P & pr{A) com a P e [b) ©P ou b &P

e [a)y € P!'!Y Logo a = b.

iii) o & sobrejelora:

Seja U € D(Pr(A)) . Queremos encontrar a € A tal que
cla) = U . Como U e aberto e iechado, U e compacto, dal
U= U s{a,) onde I & finite. Seja a = v a,, entao

. i _ i

i€t ' i&er



U =o(al).

Temos, entaoc que A & isomorfo a »O{Fr(A})

Com esta proposicac estabelecemos uma correspondéncia 1-1
entre reticulados distributives quaisquer e os reticulados duais

de seus espagos de Priestley.

Vejamos, agora, a correspondencia que ha entre obJjetos X
da categoria Tode e 0s espagos de Priestley de seus respectivos

reticulados duais.

1.15. PROPOSICAQ: ‘'Sejawm {(X,1,<) wum espage de Priestley e
D(X) seu reticulado dual. Entdo X e Pr{D{X})) sao homeomerfos
come eapuagos topologicoa ¢ itsomorfos como conjuntos paveialmente

ordendados.

Seja 6§ : X — Pr{l{(X)) definida por &(X}) = FX onde

Foo= (U €& (X)) : x & U},

Mostremos que F_ & um filtro primoe de #(X)
i) X EF_.
X

ii) Se U,V G Fx temos que x €U e x € v, Logo

x €U NV, de onde segue-se gque UNV & F -

iii) Se (UUV) € FX temos x € (UVV) . Logyo x & U ou

x € V. Portanto UGFX ou VEFX,

Vejamos, sucessivamente, que § € continua, sobre e isomor



fismo de ordem.

a) § & continua.

Os abertos sub-basicos de FP»{D{(X)) saoc da forma o{U) e
o (0)© , onde of{U} = (P € Pr(D(X)) :U € P] .. Consideremos um pon
to arbitrario x de éml(n(U)) . Entao, §({x) € a{U) . Portanto,

§{x) = F € o(U) = {P € Pr(D(X)) : U € P} & equivalente a U€ §(x),

ou seja, x € U. Mostremos, agora, que U C ﬁ_l(U(U)) . Seja

It

y € U. Entao 6&(y) FY cnde U € Fy pois y € U, Assim,

§{y) € v(U), ou seja, y € § l(u(U)) . Portantc 6 & continua.

bl & & nobpogetora.

Seja P € pp(n(X)) . Quercmos mostrar que existe x € X

. O - - . , - .
Seja Q@ = P . Entac Q ¢ um ideal primo. Considerenos

c c - '
F = N v™, VvV sao abertos, fechados e decrescentes, locgo |,
VOO

c .
F = { U V} & fechado e decrescante.
VeEQ

Vejamos que F N ( N U) # § . Para tanto, comoc o espago

uep
& compacto, bastarid mostrar que F = {(F} U P tem a P.I.F. Supo

n
nhamos U.l e P, i=1l,...,nmn e F O N Ui = @ . Como Ui € p ,
i=1

n
U= N U, €EP e se FNU =@ segue-se que U C FCC U v
' o LS

Como U & compacto, existem V.,...,V

1’ k
k k
Mas U € P, logo U Vv, € P e como Q & ideal Vv, €0, o

i=1 * i=]

que & uma contradigao !! Portanto F N { N U) £ .
UEP
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I
M

Seja agora, x & ¥ N ( N U . Afirmamos que & (x)
nep

Suponhamos que 4d(x) # P . Como, para todo U pertencente a p

tem-se x € U, entao P C 4(x) . Seja, entac, V € &(x), com
V&P. Mas, se V € P tem-se que V € PC = 0. Mas x € F e
— - C . . -
entao x € N V", ouseja x €V, (¥YV & Q) o que & uma con-
VEQ

tradigdo!

Logo d§(x) =P,

cl & e Zscmorfismo de ordem.

Seja §(x) = {0 € 0(X) : x € U} .

i) Sejam =x,y € X com x <y. Dal, YU € D(X) , se %€,
entac y € U, ou seja, se U € &(x) entaoc U € §(y) . Portanto

§{x) < §(y) .

ii) Suponhamos d&(x) <« d8{y} e x / v . Logo, 4 U € D{X)
com x €U0 e yv & U, de onde seqgque~-se U € d(x) e U & s5{v}

(Contradicgao !!)

Agora, como & & isomorfismo de ordem, em particular & in-
jetora e como X e [Pp{p{X)) sao compactos e Hausdorff, resulta
que & & homeomorfismo. [Vide Dugundiji [51]: "uma funcao conti-
nua e bijetora entre espagos compactos e Hausdorff & um homeomor-
fismo" .|

Completamos, assim, a demonstragac da proposicgac,
Em termos de categorias, o que vimos até agqui &€ o seguin-
te: Moo e o ob el L‘O 10 cadate on o aoveespondtneda we ohicolo

i 2 i P ) ' ! " R R & 4. e da i TN
doeo Tode, onabor Pe(AY o, dade e oligoto X de Tode cwdale g



— 21 _
correspgndﬁncia um obdjeto DI{X) de HO 1
!

Desta forma, temos correspondéncias entre objetos das cate

gorias "o e Com o obijetivo de definirmos funtores entre

Po,1°

estas categorias vamos definir as correspondéncias entre os mor-

fismos das mesmas.

. -k — -~ 4 J:"j e fa [ F T e -
Se f .Al A2 e um morfismo de 5,17 seja Pr{f) LI(AZJ >
> Pr(a,) definido por (VB € Iw(A,)) , Fr(f)(P) = £ “(P) . Mui

tas vezes notaremos P'r(f) por be -

1.16. LEMA: FNag condiedcs do parvdarafo antevior, Fel(f} ¢
L) I s J >

.l N . A . . 1 S R 3
MMl -|'L i O oo hiirng o epaacor o, Mawn ain (?,?(,1’, )

. ks - " . L . = - " N v t" . C o oy T —
1) 7 o soebhre o oo someiin 3o Py (F) o teomoriomo wa or

i1) Fr (£} 5 asobre co, o somentie se, £ ¢ 1-1.

DEMONSTRACAO: Para mostrarmos que £r(f) & continua, bas

- i i —_ =y 1 = - [ - 1
ta ver que Val & Al , tem-se gue be (u(al)) o(f(al)) , pois
isto implica gue a imagem inversa de todo aberto sub-basico de
PP(Al} & um sub-basico de PP(A2)

De fato,

p et ola)) = 4,(P) €ola) = £1(P) €alay) =
Tg 09 Pett 1 1
—~ a, €£HP) = fla) € =P Eo(fag))

A e P < Q P,O € Fr(d,) entac ¢ _{(P) = f_l{D) C.

-gora, S - 7 ’ .f‘2 r f - e
C fml(Q} = ¢f(Q) . Assim, ¢f & crescente .

Continuando, vejamos gue f & sobre se e somente se G ©
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isomorfismo na ordem.

magoes equivalentes:

Para tanto, consideremos

as seguintes afir

1) ¢f e isomorfismo na ordem.
2) Se =x ALy qoa, €A, 1 X E g_{oc(ay)) e v & ¢_l(o(a V)
‘ LY. i ay I EARR! Y7 Vg 1
- - . -1
= b4 ! - E 3 4 v | g = 3 M
3) W a, A2 | a, Al . Lfil) bg (:(az))
4) f sAy —r A, ¢ sobre.
De fato
(1 = 2} Como ¢f ¢ isomorfismo na ordem, se x £y, com
X,y € py(Az} , entao ¢f(x) / ¢f{y} Mas, Pp(Al) € totalmente
desconexo na ordem, logyo existe U € H(PF(A]}) Lal que ¢ftm €U
e ¢f(y} ¢ U, i afirmagac 2) resulta do fato gue U = U(al} pa
ra algum ay S Al'
(2 = 3} Considercnmos L = {¢;l(U} : U & U(PV{AIJ)} . L e
um reticulado e L & 2(fr(AL)) Mostremos que U(Pr(Az) C L.
= 2 =
Como  + = o (0) = r-‘g“l(c?(O}} e Pt'*(Az) = 5 {l)] = ’-I;l(f.‘-(l)} .
para provarmos a inclusao deveremos ver gue se = pleeda))
VEF e V¥ FP(AzJ , centao VvV = ofa;} , para a; © Ay Seja
Xx €V e y $%v. I[ntac « £y e por 2) da € Ay bal que
v € oltota)) e v # e lita)) . Logo VC U ¢ lisia)) e
£ ¥ ' £ v - £
y =V
pela compacidade de V resulta que existem MREREEE =AY com
n - - -
v C U q'w.fl(u(a 1y = ljmf_l(-;r(av v...ova ) o= rj;fl(u(ax)) . onde
i=1 Yy : Y Yn -
_ T 7 1 - 2R
a, = dy V...V Ainda, vy ¥ e (L)(ax)) , pois vy & e (U(ay))
41 “n
e x € 9 _{ofla )) para y & V. Togo V = M $il(”{a )} Como
£ ' eV £ *
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¢f (Q{ax}) © L temos gque V & L, Assim podemos afirmar que
@ Hoa. € . : A
¥ a2 AZ, ﬂdl Al : (Naz) ¢f M(alﬂ
(3 = 4} Suponhamos cue exista a, S A2 tal que para todo
ay € Al; a, # f(al} . Dbai, segue-se que, para todo ay & A, tem
—se a, £ F(al) ou t(al) £ S
- : £ o) il g o SR . = = = Z T 1 e
Se A, £ f(ul), existo 2 € !?(AQ) Pa, P e t(al) # T oun se
_ ~1 -
ja, [32 €P e a, ¥f (R = IpE ofa,) e f l(P) #oula)] =

(P) & sla, )] = [P &€ v(a) e P¥ ¢;l(a(aljj.

Logo, se a, £ f(al)': u(a2) # ¢£l(o(al)}. (1}. Ainda, se

f(al) £ a,, aFb = Priad,) :+ a, #P e f(alJ c P, cu scja,

0]

[f(a,) &P a, 2Pl = [p € o(a)) e P& ulay].

1

efl(n(aln #ofay) . (2)

£
ariam a hipdt i € 7 15 €
(1) e (2) contrariam a hipdtese pols, ¥ a, A, ,1111 Al

_l(ﬁ(a

£ 2))

) =

Finalmente, vejamog (4 = 1).
Como ¢f & crescente basta ver gue ¢.(P) C $f(Q) impli
7 = 1
ca que P C Q.

Suponhamos que ¢ (P) € v (Q) e P Z Q. Entac cexiste a.,
c - E [t - (-‘F - 5 ) ! = :
em A,, com a, P e a, O Como f & sobre, a, f{al)
para algum a, €y Dai, tla,) &P e fla;) # 0, ou seja,
-1 -1

a,. € £ (P} = ¢f(P) e ay £ T{Q) = ¢f(Q} (Contradicao '} . Lo

Para finalizar, mostremos: (que ¢f & sobre se e somente se
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f e 1-1

{=} Se f(a) = f(b) para a e b elementos de Ay, en-
tao para todo P € PP(A2) , f{a}) € P = £(b) Ep , ou ainda
a & f—l(P) = ¢f(P) se e somente cse b E f_l(P} = ¢f(P) e Ccomo
¢f é sobre, todos os filtros primos do Ay sacy da forma ¢f(P)
nara D € PP(A2), logo a = b .

(=) Demonstraremos, agora, gue dado Pl filtro prime de
Al ;, existe P2 ;, filtro primc de A2 tals que ¢f(P2} = Pl'

Por hipotese, f PA > A, €& injetora.

- ; : C :

Seja Py um filtro de Al f(Pl) - f(Al) e f(Al) é sub
-reticulado de By

De fato:

Sejam a',b' € f(A]} . kntas @ a,b € A] tais que a' =f(a),
b' = £(b) . Dai, a’'vb' = flavh) € f{Al} e a'ab' =flaab) € £(a,),

AFIRMACAO: f(PlJ é um filtro primo de £(ag)

Sejam a' & f(Pl) e b’ €& f(}\l) . Entao 4! a €& Py o
b € Al com a' = f(a) e b' = f(b) . Mas a'vb' = f{avbhb)
Sendo P1 filtro primo de A] ; avh € Pl ; logoe a'vh' & f&ﬁ)

Portanto f(Pl) e filtro de f(Al)

Ainda, sejam a' , b’ elementos de f(A}) tais gue
a'vb' € f(Pl} . Bntac a' = f{a), h' = f(b), para a,b € Ay
a'vb' = f{avh) € f(Pl) = [{avh) € Pl] e [a & Pl ou b EPl] A
= fa' £ L(Pl} ou b' E f(PlH

Temos, também, {(conforme $.17), gue 4 P, filtro primo de

- -1 -1
s . - M nl . R ) r"} Ay —_
A2 , tal que f(Pl) f(A]) P2 . Entao, £ (Pz) f (12 f(Al)}



= f (f(Pl)) = Pl pois £ e 1-1. Logo ¢f(P

Ate agul vimos a correspondéncia existente entre os obje-

tos das categorilas DO 1 © Tode , vejamos a correspondencia gue
r

existe entre os morfismos: Dada wumg fungdo continua & crescente

b definida de X em Y , onde X e Y sao obictos de Tode, se
- = e - _ -1 L

D(¢) : DY) — D(X) e definida por D{¢){U) = ¢ ~({U) entao ta-

maog s

1.17. LEMA: Nestas condicoes #(¢)

o]

> um morfismo da rate

g n -
goria 0,1

Come ¢ €& continua e crescente & claro gque (¢} transfor
ma D(X) em D{Y} . Alem disso, como a lmagem inversa preserva

as operacoes triviais de conjuntos, 2({(§) € um morfismo de Dy -
¥

Obhservemos agora que:

) p T ' = id

i}y ¥ % < 0Ob Teode, D(ldx) 180 x)

ii) Se ¢ op estd definida em “.de, entao Dy op) = D(¢) o Dlo).
i} Seja X um objeto da <ategoria Tede e id, : X — X a

fungao identidade. Entao, D(id ) : 0(X) — D(X) & tal que para

At

todo U € R(X) tem-se D{idx){b} = id; {U) = U ou seja D(idx) =

= 3y

ii) Suponhamos que ¢ ¥ -+ Y e p ¥ — 72  sao morfismos

de Tode. Entao, Dipos} = D(X} - D(2) & dada por:



Dlp o) {U) = {pog) "(U) = (¢ “op T)(U) = ¢ “(p (U)) =
= D{p) {(D{p)(U)) = (¢) o D{p) (U)
Dipo¢) = D{¢) o D(p)

Ainda, para Pr :DO [ Tode temos:

i} Se A & um objeto de UO ;€ i%x:A — A & o homomor
fismo identidade, entao Pr(idA} : Pr(B) -+ Pr(A) & definido por,

. R R
& Py (] 3 = {is = T Ty f - 3

Vv P Py (A) P?(ldA)(P) id, " ) P . Logo fr(ldA) ldpr{A)'

25

ii}) 8¢ g:A — B e f£.8B — C sac morfismos de Dy ¢ €N

tao temos Pr{fog) :Pr(C) — PsiA) é tal gue se P € pr(C) en-

tao Fprl{fag)(P) = (f(Jq)_l(P) o (g“lc}fnlJ(PJ = I'v{g) o Pr(f) (P).

Podemos, portantc, resum:ii o gue foi exposto de 1.14, cem
diante na seguinte proposicgaoc:

1.18. PROPOSIGCAO: 0 e i+ gido funtores de Yode* ow 2o
r

g D em Pode®, respectivameni .

0,1

Mais precisamente, podemc s alfirmar que:

1.19. TEOREMA DA DUALIDALE DE PRIESTLEY {9 1: As catego-

rias o1 ¢ ¢ dual de Tode sa. noturalmente equivalentes.
r

DEMONSTRAQﬁO: Queremos mostrar que FProll e Da Py sao

naturalmente equivalentes das identidades [ « & i p res



De fato:

PpoD: Todle*+ Tode* associa a cada objeto X de Tode*
o objeto de Tode* , Pr{J(X)) qus por 1.15. sao homeomorfos como
espacos topoldgicos e isomorfos como conjuntos parcialmente orde-
nados, o isomorfismo sendo dado por § + X o Pr(D(X})} e

X

6Y :Y =+ Pr(D(Y)) fungOes continuas crescentes tals que se ¢ &

um morfismo de Tode* , ¢:X -+ ¥ entac temos que o diagrama

X
- ;
X 1 v
P Dig)
Pr{D(X)) Pr(Dis)) Pr(D(Y))
& comutativo.
Temos, também, que D o Pr - Dy 1 — Dy 4 associa um ob-
rF r

jeto A de DO 1 @0 objeto D{ir(a)) de DO 1+ due por 1.14.
sao isomorfos, com o isomorfismc dado por Y A - D(Pr(a)),

g (a) ={pP € X(A} «+ a € P} . Alér disso, se h:A > B & um mor-
iy

fismo de D temos que o diacgrama

0,1

D(Pr(A)) ———= D{(Pr(B))

& comutativo.
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.7+ Do Pr e naturalmeniz eqguivalente a 7 e

FPr oD e naturalmen:-:z equivalente a ’
d < lTodc*

2. Consideraremos, agora, a representagao de Priestley pa-

ra algumas subcategorias de DO -

2.1. Vejamos, primeiramei ze, a subcategoria dos reticula-
dos distributivos finitos,

Seja A um reticulado di:iributivo., Diremos que a € A &
um elemento prime de A se a = vy implicar gque a=x ou a=yY.
(Varios autores usam a denominacio de irredutivel em lugar de pri
mo. )

Se A & um reticulado fiiv.to, entao todo filtro & princi-
pal e um filtro principal & prir> se e somente se o seu gerador €
primo. Ainda, p e g sao primcs e Ip) C [g) se e somente se
g < p. Logo Fr(d) pode ser :’ entificado, como conjunto ordena
do, com © dual na ordem do conju:to dos elementos primos de A .

Aléem disso, conforme vimo: em 1.9.2., a topologila de Pria)
& a topologia discreta, se onde segue-se {(conforme 1.13. i) gue
D{(Pr{A)) & o reticulado dos sul.conjuntos creccentes de Pr(A) .

Destas observagoes decori: o classico teorema de Birkhoff

2 "Seja wm veticulado Jiztributive finite e o conjunt
(1933}: "Seja A um reticulado tributt f ” X J 0
ordenado de seus elemenbos primes. Entao B & igomorfo ac reticu-

X ; . . .
lade 27 formado pelus subcconjurtog erescentes de X 7,
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2.2. Vejamos agora, o ca:n das algebras de Boole.

Um objetc B de Dorl'ﬁﬂ,guegﬁraixﬂo 2 E B, existe um ele
mento a € B tal que aana =0 e ava =1 serd chamado dlge-
bra de Boole. Notemos que a car:igoria das algebras de Boole &
uma subcategoria plena de DO,l' isto e, oé morfismos sac os mes
mos.

2.2.1. OBSERVACAO: Noteros que se considerarmos a opera-
cio que a cada elemento a € B ussocia o complemento booleano a
temos que uma algebra de Boole (B,v,",-,0,1) & uma algebra de
tipo de similaridade (2,2,1,0,0., que satisfaz as seguintes con-
dicoes:

a) {(B,v,n,0,1) ¢ um re:@iculado distributivo com primei-

ro e ultimo elementos.

b} Para todo a € B, ex. te a €EB tal que aa a =0 e

Desta forma como os tipo: de similaridade das algebras de

Boole e dos Reticulados distriby :ivos sao diferentes, temos gque

as algebras de Boole formam uma subcategoria de DO 1 mas nao
F

uma subvariedade da variedade dos reticulados distributivos.

Isto posto, observemos qu.: se B é uma dlgebra de loolz
entdo a ovrdem de Pr{B) & « ov/om trivial. Para tanto, sejam
P ¢ Q elementos de pr(B) co: P < Q. Suponhamos que 3 x € ¢

= 1 € p, x € p . Dai, segue

|

tal que x & P . Entao, como x -

~ge que X € Q eentio xax = 0

o

um elementc de 0, ou eqguiva-

lentemente, Q = A .
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P < 0 se, e

Mais ainda, se a ordem d«

mos que Pr(A} & um espaco tote

gue 0s espacos de Priestley com

see x = sac chamados de Esy:

V)

trigao do funtor Pr 3 subcatec

funtor classico de Stone (1936)

"

sico deste autor: "o categoria

Boole ¢ o5 morfismos saoc homomor

equivalente a categoria cujos o!

o e
(RS

leanos

o
i

te

gapagos’
ol S 2 +

2.3. Faremos, a seguir,

as algebras de Heyting.

Lembremos (ver, por exemp:-

L & um objeto da categoria D,

se existir um maior elemento X

sera chamado pseudocomplemento

a0 > b Uma algebra de

tado por

I, de para o gqual existe

DO,l

Observemos, no entanto, «

nac preserva, necessariamente, ¢

Vamos considerar também,

gebra (A,v,a,+,0,1)

ai

~omente se,

mente desconexo.

e

movrfismos sao an fuso

B =

nma algebra de Heyting como

de tipo de similaridade

Q P

-

Pr(A) e a ordem trivial, j& vi

Notemos, também,

ordem trivial, (isto &, X <y

'cos Booleanos. Ou seja, a res-

de coincide com ©

o

0,1

recuperamos assim o teorema clas

ria #

s objetos sco as algebras de

naturclmente

FORY

Memes de floole

Jetor sao espagos topologicos boo

crntre esq

- . e
ven continuas definidas

caracterizacao de Priestley para

w, Balbes ¢ Dwinger [11]) gue se

e a,b sao elementos de L ,

~al

A¥ < b, este elemento

=1

que

.2 « em relacac a 5 e sera deno

Heyting sera, entao, um objeto

a » b para todo a,b &€ L

> um homomorfismo de reticulados
implicacgao.
uma

(2,2,2,0,0) sa-
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lj (Lu’\rvro_fl) é

e Nltimo elementos.

ii) para todo a,b €L,

tos X €L tals que aa x < b.

Observemos que assim tem:

para as algebras de Boole, isto
uma subcategoria, mas nao uma S..

butivos.

2.3.1. Denominaremos K=

Fro
1

Priestley X tal que para todo

Observemos que (F] & fo

um ret.culade distributivo com

P

i3

primeiro

-

o + b e é& o maior dos elemen-

a

& mesma observagao que fizemos

, as algebras de leyting formam

svariedade dos reticulados distri

co g Heyling a todo esgpago de
T,V € D (X) (U N v & aberto.
xhado para todo F subconjunto fe

chado do espago de Priestley. u= fato, se x & (Fl temos, x £y,
para todo v € F. Como X & um zspaco de Priestley, nara cada
yE€F, g0 €0(X) tal que x U e y &U°C .Dali, FC U U,
Mas F & fechado e X compacto, ogo d Yyree-1¥y € F tais gque
n a -
F C U U . Seja, agora a € 'F] Por definicao, ¥ f € F tal
i=1 Yy
n
que a < f£. Como f &€F e F I U o° , dk = {1,...,n} tal
i=1 i
que £ € U; Mas Uy € p{¥X) ara todo y e a < f; logo
k
a & Uc
Yk
n c
(FI € U Uy
Ocorre, também, gue x & U , para todo y & F, laogo



el
Xx € N Uy C (FI%, ou seja (v & fechado.

{Analogamente, podemos m: :trar que [} & fechado.)

Assim, {u N ve1¢ & aberio, fechado e crescente num espa-—
¢o de Heyting X, isto &, (U N Ve ® & p(x)

Se X & um espago de Heviing e D(X) seu reticulado dual te-
mos que U = V = (U N vCl ¢ dei.ne em (X)) uma algebra de ley-
ting. De fato, sendo X um esp:.j;o de Heyting, X & um espago de
Priestley e U(X) €& um objeto :a categoria DO,l . Mostremos que
U >V esta bem definido:

i) temos que U NV- C (. NV . Logo (UN v C @u v.

pai, unNn@WNVISCcuyun WLy =guwny =unvyCy,

ii) se UNWCV, com €& p(X) , tem-se que Ufﬂﬁﬂvc==ﬁ.
Dai, segue-se que U N v© C W< ; que & aberto fechado e decrescen

c c ,
te, portanto (U N V'] Cw , o seja WC (un velC = U - v.

Reciprocamente, se A ¢ wa algebra de Heyting entao Fria)
& um espago de Heyting e o :A . D{Pr(a)) & um isomor
a - {P € Pr{(a) :a € P}

fismo de algebra de Heyting. Ccao vimos para reticulados distri-

butivoes ¢ €& um isomorfismo de :=zticulados distributivos. Resta-—
nos mostrar que ofa-b) = g{a) :o(b) .

Vejamos, a ala=+b) < b ara todo a,b € A . Entao
gla) N (afa~>b)) S olb), ousesz ofa) NMofarb) N ()¢ = g
Portanto temos: o (a) N 5 (b) © C :(a—>b)c que €& aberto, fechado e
decrescente. Dai, (o(a) Na(b) C o(a—->b)C , ou eguivalentemente,

o{a+b) C (c(a) Na(b) 1. Resta-.os wostrar que  (a(a) M o(b) 1 C o(ab).
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Seja P € o(a~b)" . Entao pela lefinicao de ¢, temos a + b & P,
de onde segue-se gque b ¥ P, rpcis b < a > b, Se a &P, en-
tio P E€ola) No(b)  C (ala) Mu(p)) . Se a P, seja F o
filtro gerado por P e a. F €& proprio, pois b € F. (se b €F,
teriamos b >aanc com ¢ & P. Entao, (cra) b =1, ou equi
valentemente, ¢ + (a->b}) =1, o2u seja, c < a-b. Como ¢ € P,

a—+b €P1!1) Logo, existe QO fi'

a €0 e temos

Mas, se b & Q

bém, P S Q (observe que

sla>b)° C “]

Logo (g(a) N a(b)

Assim, para todo a,b €.

Verifiquemos o gue ocorr.:

de Hevyting.

Seja ¢ + X +» Y, onde X,!
funcao continua crescente. Ver.
c, c
temos ¢ ((U N V]7) C (¢(U) O ¢

- -1
Entao ¢ (P} &€ (U N ve1°, ou

Como ¢ & continua e crescente,

ja, ¥ ¢ (Q) € ¢(U} N

P A (0
CJC

ou ainda, P € ($(U) N (V)

fismo na categoria dos espagos G

C {¢(U NnvY ©) para todo U,V

s (U N vEIT C

txo primo tal que
jue

PO

)

neja

Fortanto para gue 9

- DX},

FCoQe b¥#Q.

Q € afa) Nob). como, tam

, tem-se P E (c{a) N o(p)"]

via-=+b) = g(a) »o (k)
com os morfismos entre espagos
sao espacos de Heyting e b
“igquemos que para todo U,V €D(X)
1€ . De fato,seja DPE ¢ wWNVIC
¥ Q€ uny®, s"He) £ o
P LYY, ¥ QE unv®, ou se-
(V) S L Assim, P O# (6(U) D e (V) ),

seja um mor-
Heyting basta que (¢(U)m¢(VJ%(:E

uma vez gue sempre temos

podemos resumir as obserwvacoes anteriores da seguinte for-

ma : catoegoria ciugns ebjetos

fismos oa O,l-hommonor fiomos il

Sl G8

1igebras

algebras de deyting ¢ 05 mor

de Heyting @ cquivalente



~ 34

a categoria cujos objetos sao cipagos de lleyting e os morfismos sdo

fungoes continuas crescentes ¢, tais que (¢(U)r‘¢(V)CF:E;¢(UfWVp]C,

para tode U,V € D(X)",

2.4. Notemos que a categ via das algebras de Boole & sub-
categoria também da categoria /# cujos objetos sao algebras de

Heyting e os morfismos 0,l-homo:orfismog de algebras de Heyting.

2.5. Verifiquemocs o gue c:orre com os reticulados distribu
tivos pseudocomplementados. Le: ramos, aqui, que (vide, por exem
plo, Balbes e Dwinger [1]) um :eticulado distributivo L com pri
meiro ¢ Gltimo elementos € psew complementado se para todo a €L,
da*x € 1, onde definimos a* como scdo o maior clemento X ¢ L tal que
aanx = 0, Notemos gque toda alg:.ra de Heyting & um reticulado
distributivo pseudocomplementad: onde a* = a » 0.

Argumentos similares aos .isados para as algebrasde Heyting
nos permite enunciar o seguinte resultado de Priestley [10]: 7L
& um reticulado distributive ps.udocomplementado se, e somente se

] L]

Pr(L) ¢tem « propriedade de {(o{a.. ser aberto para todo a € L ".

2.6. Pinalmente, observauns que A €& uma cadeia se, e s0-

nmente se, o seu espaco dual & tutalmente ordenado.

De fato:
Suponhamos gque A & uma cadeia e que existam P,0 € Pr(A)
com P AQ = Q/f7P. Entao, cono Pr(A) & totalmente desconexo

_ c
na ordemn, d .,V € p(Pp{A)) tais que P E€U e Q&U , 0 E vV
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e P&V, pai, como U,V € D(i~{A)) , existem a,b € A com
U=u(a) e V = o0(b). De onde zegue-se PE€agla), Q€ oala),

Q€ o) e P&oulb). Mas, en-io ola}) & o{b) nem o{b) Zala)!l!

Por outro lado, suponhamosz P < Q0 ou @ € P para todo
P,Q € Pr{A} . Se existem a,b € . com a b e bfa isto &
equivalente a dizer que ol(a}) £ (b} e o(b) Z ola) . Dai ,

HP € ogla)] com P &oaolb) e & .5€ a(b) com Q¥ o(a) , ou se-—
ja G P,Q com a€p, aQ, bg&pr, b €0 de onde seque~-

se PZQO e Q¥P.

Vimos assim, que "o espuaci de Priestley para e cadeias

8d0 espagos topologicos compacle , totalmente crdenados ¢ total-

men te desconercs na ordoem!’,

3, ELGEBRAS DE MORGAN E . : KLEENE

Lembremos gue uma algebr: de De Morgan & wuma alyebra

(A,v,n,v,0,1) de tipo de simil: ridade (2,2,1,0,0} tal gue:

1. (A,v,4,0,1}) & um reticulado -istributivo com primeiro e Ulti-

mo elementos.
2. v{xvy) =T uxavy e Vv(xay) “TVXVVYy, ¥ xX,vE A.
3.v{vwx) = x, ¥ x& A.

A partir desta definigao wodemos fazer as seguintes obser-

vagoe S

1. A anvlicagao 8 :A - A .efinida por &(x) = vx satisfacz

as seguintes condigoes:



Observemos que como (b)

to, que & & um isomorfismo de

Para provar (a) basta ob-

ﬁ[U(X!\Y} = x| e [\;}{v\)y =

antiautomorfismo de A .

A condigao (b) & equival:

Uma aplicacaoco ¢ definid

do gue satisfaz {a) e (b) & cha

Lembremos gue, de acordc

morfismo de algebras de De Mordq:.

lados tal que h{vx) vh (%)

Observemos, agora, que pi-

De Morgan assoclada a wn mesmo

plo de tal situagaoc & o seguint.:

Figv

vaticulado distributivo.

& (y) 8 {x)
‘1dica que & = § tenos, de fa-
.odem, isto &, x <y = §(x) < 5(y)
arvar que (x <y} = [(xay) =x] +
~x] e (vy < ovx) Assim, ¢ & um
nte a 3.

num conjunto warcialmente ordena
ada invelucao.

com as definigoes gerais, um homo
12 & um 0,l-homomorfismo de reticu
de haver mais de uma algebra de

Im exem-
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Associado ao reticulado «x Fig. 1 ha duas algebras de  De
Morgan distintas, a saber: aguel.:> para a gqual wva = a e vb =5b
e uma outra tal que va =b e vb = a. Desta forma, temos gue a
categoria das algebras de De Mo: gan nao & subcategoria de Do, 1
Para diferenciarmos as d/ ferentes esﬁruturas de algebra de

De Mcrgan associadas a um mesmo Teticulado distributivo, fixare-

mos um homeomorfismoe involutive g : Pr{(A) — Pr(a)

3.1. Um par ordenado (X,7w) onde X €& um objeto de Todc e
g:X — X & um homeomerfismo i:rolutive seré& chamade  Espago de

De Morgyan. Denctaremos por G : classe dos espacgos de De Morgan.

3.2. Se ({X,9) e (X',g' sao elementos de G e
f:X — X' diremos que f & umi. G-fungao se £ for um morfismo
em Tode e £og =g'of.

Denotaremos por ¢ a catcjoria cujos objetos sac elementos

de G e os morfismos sao G-fungias.

3.3. Se (X,g) € um ele:ato de G e U € D(X), definimos

SN g

3.4. Observemos que M(X,7) = <p(X),Y,M, v, ¥, X> & uma alge
bra de De Morgan.

Sabemos que <D(X),U,N, @, > & um reticulado distributico
com primeiro e Gltimo elementos.

Resta-nos verificar que:



i) w{u N yy = wUuyvy e
v(U U V) = wU N vy,
ii)y »w{vwU) = U.
De fato:
i) v Nvy = X\VglUnNvyy = X\ [g(u) Ng(v}] =
= {(X\N g(U)) U (XN g(V)}) = vyU U yv,
i) v(wU) = v {X\ g(U)) X\ g(Xyg(u)) = x\ [gx)\uyl =
= X\ [x\Vul = U

Com esta observacao estauss estabelecendo uma correspondén

cia entre os objetos da categor.i { e os da categoria das alge-

brags de De Morgan.

Vejamos, entac, como est:.

da aos morfismos das categorias,

finido entre as mesmas.

Seja f uma G-fungao, f

ME) + D{X") —» 2(X) por ME(U';

Seque-se do exposto para

@ um morfismo de Py 171 €
r

¥{L) (vU")

li

correspondencia pode ser estendi

para, entao, termos um funtor de

(X,9) — (X',g") . Definimos

-1

= £ “(u’') .

ceticulados distributivos que #{f)

;"r?(f) [XI\ gr(Ut” - f_'llj'_}{'\ gl (U')] = f_l(X')\ f_l(g'(U') —

2\ g(£ L) = x\ gliEUn) = wiE(U)

Consideremos, agora, a cutegoria /A cujos objetos sao as

dlgebras de De Morgan e Os moriismos sac os homomorfismos de al



gebras de De Morgan,

Do que foi exmosto até acivi temos:

3.5. PROPOS ICEO: Moo Suntor de O oem AF

DEMONSTRACAO: Conforme -.4., se (X,g) & um objeto de ¢,
M{X,5) & uma Adlgebra de De Morczn, ou seja, um objeto de 4% .
Tambem, conforme 3.4., 5= f:Ah —~— B & um morfismo de ¢,

entao Mf : p(B) — p(A) & um horsmorfismo de dlgebras de De Mor-

gan.
Agora, dado idx: (X,qg) - {X,g), M(idx): M(X,g) - M{X,q)
@ tal que para todo U € M(X,qg) . M(idx)(U) = id;l(U) = 1.,
ro{ 3 ]
_(ldx) ldM(X,g)
Finalmente, dados £ : {(¥..) — (X',g') e h: (X',g') —

= (X",g") temos: Hlho f) : M{X".g") — M(X,g) e tal que para
1

ut e mx",qg"), M(ho £)(U") = (hof) ~(u") = (f_lo h"l)(U"J =
= £ T ((h) (U") = M(E) (K (R) (UM

.. M{ho f) = M(f) o M(h) . e assim, ¥ & um funtor.

3.6. Seja A um objeto de 4 e Prf(dA) = (X(A),qg) onde

X{A) & o espaco de Priestley auiociado ao reticulado distributi-
vo A e g: X(A) —~— X(a&) e defizida por g(P) = 2\ { va:a€ P}

para todo P & X(A) . Entao (Xi{4),g) & um espago de De Morgan.

De fato:

Como vimos para reticulados distributivos X(A) & um obje
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to de fode. Resta-nos wostrar

vo. Entao, vejamos:

1)

g esta bem definida:

P

Dados 1

e P, = X{a)

C 2

AN {va: =

P

g(Pl) a

» AN {va ¢« a € I

tl

Seja

mos que F & X(4)

a) Se x,vy ' tem-se

vX,vy £ P Logo vi{x ay)

i -

i

e, portanto, xay €
< Fooe

logo

Suponhamos

va avbh € b .

involugao:

seja H = g{g(P)) = A\ U

x €1 e equivalente a x & {v

ja, vx € {va a € P} ou aind-

bk} g preserva a ordem.

Suponhamos que P & O ¢

(S

b € i,

fa

_vMe g € um homecmorfismo involuti
) = _
il ll P2 tem-se
= . - =
AN [va: a P2} g(PzJ
para algum P € X(A} Mostre-
.y € AN {ya @oa € P} o seja
vy B P {pois P & filtro primo)
tais que a < b. Se h #rF ,
n € P e entaoc a & T Assim,
{avb} P ou seja (vaavb) P .
i va &P e vb € P , ou seja,
a € a\ {va a < PHl. Agora
a s al\ {va a € r}) ou se-
, vwx € P, Pcrtanto H = P.
dx & g() com x % g(P) En-



tao, x € g{0Q) se, e somente se, vx £ 0 e x £ g(P} se e somen-

te se, vx € P e P CQ, vortante g(0) C g(P) .

3) g é continua:
Seja o¢f{a) um aberto basico de Pr(d) . Nueremos mostrar
que th(o(a)) & aherto.

Seja

QE g (cla)) = [g(0) € ola)] <« Ja € glQ)] =
= fa €AV {vx:x €0}l = [a # vx (¥ x EQ)]=

= [va £ Q] = (0 &o(va)] = [0 € (o(va))"]

Como q = g , temos gue g e, de fato, um homeomorfismo.

e A, sao objetos da categoria A e h:p, ~ A,

¢ um morfismo de 4 definimos Pv»'(h) = Pr(h) , isto &, Fr’(h)

: Pr'(A,) — Pr/(A)) & dada por Pr'(h)(P) = g Lp)

vejamos que Pr’(h) & uma G-funcao.
De fato:
Como ja vimos para reticulados distributives pr(h) € uma
funcao continua e crescente. Faesta-nos mostrar que Pr'(h) o g,
— Dt T i YA s Pt _ T,
g, o Pr {h) , onde gy i (Al) i) {lJ 9, 1z {Az) » Pr (Az)

sdo homeomorfismos involutivos e anti-isomorfismos na ordem.

Seja P € fm(AZ)

(P»'(h) o QQJ(P) = hml(gz{P)) -

il

hnliﬂz\ {va : a € P}) =

Al\ h_lfva : a € P}



Agora fohml{ua s afRptve hix) € {va @ a€P} = hix) = va

para algum a = P hivx) ©P* uyx & h_l(P}¢$ xE{va + a & h

h_l{ua :a € Pl ={va: ac€ hﬁl(P}}

e dai, seque-se que ql(h_l(P)) = {qlupr’ﬁﬂ)(P) = (Pr'(h) o q)(P}.

. Pr’(h) & uma ~funcao.

Do que vimos em 3.6 e 3.7 podemos afirmar que:

3.8. PROPOSICAO: prr' O wm juniow A em  GF

Das proposicoes 3.5. e 3.3. segue-se

3.9, TEOREMA: i ooblvoian A% o GF sao naburcalmen o
el i L
3.10. Verifiquemos como & o espaco de renresentacao de

Priestley para algebras de Kleere,

Lembremos, primeiramentc, que uma algebra de Kleene A e
uma algebra de De Morgan, para . qual se tem XA vx < y vy para
quaisquer que sejam x,y € A . Ubservemos, e¢ntao, gue a categoria
das algebras de Kleene & uma subcategoria plena da categoria das
adlgebras de De Morgan.

Seja A uma algebra de K.zene e (X(A),g} o espaco de De
Morgan associado a A, como em - .6. Observemos due para todo

& X{A) tem-se que P e al(P) sao comvariveis, isto &, ou

m

2 Coa(P) ou o(P) CP. De fat - sunonhamos que g(P) 7/ P. Lo-

(s
'



go existe x € g(P) tal que x

de onde segue-se xa uwx = g(P)

vy £ g(P) . Mas wxaX < yVvyy para quaisquer x,y € A.
y vvy € g(P}) , ou seja, v € g(#;, pois vy & g(P)
p g {P)

P . Assim x € g(DP)

Consideremos y € P,

e vx € g(P)

Entao

Logo

Agsim, o espa¢o de Priesiley para uma algebra de Kleene A

& o espago de De Morgan

veis, para todo P & ¥{A)

Reciprocamente, seja (X

qual P e g(P)

% g

Mostremos que M(X,q) @&

{3 {A)q;

tal que P e qg(P)

)

sao comparaveti:, para todo P € X .

uma algebra de Kleene.

sao compara

um espaco de De Morgan para o

Ja vimos em 3.4 que M(X. ¢} & uma 3lgebra de De Morgan ,
restando-nos mostrar que para gualsquer U,V € ¥(X,q) U Nyl C
CVv Uw. Seja PEUNyI. intao P €U e P E€ yU, ou seja
PEU e I EZg(u) Dal decorrs que g(P) < P.

Suponhamos, agora, P & ¥ Se, ainda, P & wV teriamos
P & g(V), ouseja g(P) € V. zas g(P) < P, de onde segue-se
P € V (contradicao!) . Logo P = uV.

Asgim, U MNwvu CvV UW, ¥ U,V E€ M(X,q)

Se chamarmos os espagos 2 De Morgan (X,g) , em que para

todo elemento x, X e g(x)

temog que a "catogoria Jdoe

I

lente a categoria das dlgehras

3.11. Cbservemos, ainda,

3lgebra de Kleene, onde va = &

sac

8T

s de Kleene e G-fungoes

Kleene™.

comparaveis, de espacgos de Kleene,

-

¢ equiva

ue uma algebra de Boole A e uma

para todo a € A.

Dai,

segue-



se que g : X{A) —+ X(A) & o homeomorfismo involutivo associado a
A, g & a funcao identidade. "be fate, se a € p, a & P  pois
se a€p ; 0 =ana €P e eniio P = A. Agsim,

o

a €EP e 3 &P e 3 & a € P} = a € g{p)

Logo g & a identidade.) Portento o teorema de Stome  pode ser

derivado também desta represent:zgao para algebra de De Morgan.



capITULL IX

CONGRUENCIAS EM RETICU  =DOS DISTRIBUTIVOS

1. INTRODUGCAO

Estudaremos, hneste capitilo, as congruencias definidas num
reticulado distributivo com priwziro e ultimo elementos, do ponto
de vista da Teoria da Represents;ao de Priestley. Destacayremos
entretanto que o método utilizaru nas demonstracoes nac £ O que

aparece nos trabalhcos de Priest.:y.

Para comegar recordemos ¢ue um reticulado distributive com
primeiro e Ultimo elementos & wui algebra <L,v,A,0,L1» de tipo
de similaridade (2,2,0,0) . Por-anto, uma relacao de congruéncia
em <L,v,s,0,1> sera uma rela¢.: de equivaléncia @ tal que: se
a = a'{mod v) e b 2 b'({mo.. a) , com a,a',b,b’ elementos

de L, entao:

i} aab =z a' ab' imod n)

ii) avb z a' ab’' (mod 8)
Vejamos, agora, um exemp.~ de congruencia definida sohre

um reticulado L :

1.1. Seja L um reticulacd. distributivo com primeiro e ul-~

timo elementos, isto &, seja L > um objeto da categoria DO 1

. r
Dado = um conjunto de filtros rvimos de L, definimos em L a
relagao v~ da seguinte forma: "dados a,b elementos de L, di

zemos que a I b (mod eﬁ} se, @ somente se, para todo P S o,
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a &P =hb&P". Esta relagac

congruéncia e para todo a € L,
(1) e T z:;a
I
Em particular,
(2) l/E ] pL;"
(30 0, = O

De fato:

Verifica-se, facilmente,

léencta. Sejam, agora, a = a'f(w

avb €P, com P & rx, entao

o

finigao de o, tem-se que

r

a'vh' € p. Por outro La

Z P

que

e b ¥ P. Dal a' e o'

Assim temosg:

avh = a

Ainda, nhas mesmas condig.

e b &P, de onasm

a' ah' € . Por outro lad

ou b &P, Assim, a' P ou

a'a bt &P

Assim a' ab! a b (med

& .

v

nssim definida & uma relacao  de

gque O & uma relacao de equiva-

b Se

e

slel BW) = b' (mod Bﬂ).

P ou b &€ P.

Y

Assim, pela ce

&P ou b' € Pp. Dai, segue-se

S

e avbh P, tem-se que agE?pP

o

I

de onde segue-se que a'vbh' & P.

(mod 0 ) .

ng, se aab € P, para P e ,

segque-gse que a' € P e b' € P.

a &p

[

0, arb & P temos que

& P, de onde segue-se

gue

8‘]:')



As formulas (1), (2) e {I) sao, agora, imediatas.
1.2. Observemos que se L,O' e o reticulado quoclente e
Ty
h:L —s L/ﬂ & o homomorfisme czxnénico, como h & sobrejetor, se
T
F & filtro de L, h(F) & um /iltro de L/q . Mas, nio temos,
s _”
necessariamente, gue a imagem por h de todo filtro primo de L
seja um filtro primo em L/O . Vejamos, entretanto, gue h{(p) &
m
primo para todo P na familia % . Notemos primeiro gque cono 0 € P,

para tode P € v, temos gue (3. implica que h{0}) ¥ h(P) e por-

tanto h(P)?fL/ﬂ Sejam, agora. «a,ph & L/“ tais que avp € h(P).
S “n

Entao existem a,hb € L e ¢ € 1 de modo que o« = h{a) , & = h(b)

e avip = hic). Dai, evp = irn.a) vhi{(b} = h(avb) = hic) . Con-

sequentemente, avb = c (mod ¢ . Como ¢ &P e P&, temos

avb &P eentac a € P ou b I P. Logoc a € h{(P) ou g € h(P).

Assim, h(P} & fiitro primo em L/G
o

Por 1.1. vimos que dada vua familia = de filtros primos
de um objeto L em Dy 17 deterinamos uma relacao de congruen-
¥
cia em L, a saber, o .

m

Queremos mostrar, agora, ‘Ue toda relagac de congruéncia

definida em I e da forma 6 pira alguma familia r de filtros
primos. Para tanto, vejamos a ;. 0posicaco a seguir. Antes de enun
cia-la, porém, destacamos que w. . familia # de filtros primos de
I. & separadora se dados doisg eiuzmentos distintos de L, existe

P € 1 tal que contém um deles mzs nao o outro.
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1.3. PROPOSICAO: SYejam L ¢ L' objetoc de h:L » L'

1y
0,17
um homomorfiamo sobrejetor, w2 uma familia separadora de filtros

-1

primos de L' e v = {h “(Q) : Q & 1. FEntdo hia) = hib) se, @

gomente se, a = b (mod GVJ

De fato,

Como =w' € uma familia ssparadora de filtros primos de L',

C

temos gque f{a'} = N ¢ 0 N Q7 , para todo a' € L'. Logo:
Q& ! Y&
a're Q a'g o
(1.3.1) ntyay = 0 nTren n onheY
Qom? Q&'
al w0 a'Z 9

Sejam, entao, a e b elaentos de L tais que h(a) = h(b) = a’.

Por (1)
ab € n nlgn n TS
oge ! et
a' € a' £ 0 1
y -1 5 -1

e, entaoc, a € h "{Q) se, e som=nte se, b € h (0}, ¥Q& '
Por outro lado, se a = b (mod nﬂ) entac a © h-L(Q} se, e So-
mente se b € h—l(Q) , para todc @ &€ n', de onde seque-se de

(1.3.1) que h l(h(a)1) = B Y (in(b)}) e entio b & h T((h(a)}),

de onde segue-se h(b) € {h{a)] . ou eguivalentemente, hia) = h(b).

Como, para toda congruencia definida em L, existe, em cor

respondéncia, um homomorfismo schrejetor h L — L/G , Temos gue
1

toda congruéncia 0 € da forma D onde m o= {h (Q) : Q& w'}

e ' & uma familia separadora Jde filtros primos de L/e. Entre



tanto, mals de uma familia separadora de filtros primos do reticu
lado quociente L/U pode determinar a congruéncia 0

Um exemplo para esta situagao e o sequinte: L= [0,1] CR.
Os filtros primos de L sao da forma [x,l] ¥ x € (0,1} e (x,1],
¥ x € [0,1] , e qualquer das duas familias & separadora e determi
nam a mesma congruencia em L .

Uma vantagem da representacac topoldgica de Priestley =
gue nos permite fixar uma dessas familias e assim, caracterizar a
congruéncia atraves de uma unica familia de filtros primos de L,

Vejamos algumas proposigoes que confirmam esta afirmacao.

1.4. PROPOSICEO: Sejam L o L' objetos de HU 1 h: L > L'

A T . - - . : .o ’ .
mov fizmo sobrujelor de D . ' uma familia de filtros  pri-

0,1
Q) t0€at . se P, @ ab €L com

fl

mos de L' e @

h{a} = h{(b) , a €P @ b &P,

DEMONSTRACAOC: Seja P & u e consideremos as seguintes si
tuagoes :

a) h(P) nao & filtro prdoprio de L'

dx € P tal que hix) = 0" = h(0) . Basta entao tomar

a=x e b=20.

b) hi{p) & filtro propric de L' .

i) se h(P) & primo, onbtao, P ;}h_l(h(P)J . Assim,
How E hﬁl(h(P)) e x & P, de onde segue-ge hix) €h(P}] e x&P.
Logo existe y € P com hix) = h{y) . Dal, basta considerar a =y

e Db = x.



il1) se h(P) nao & filtwo primo, T x' , y' € L' com

x'vy'" € h(P) e x' & h(P}, y' & h(P) . Comoh 2 homomorfismo so-

brejetor x' = h{x} e y' = hiyv; para algum x,y € I, e, como
x',y'"#hi{pP), x&P, yEP, hixvy) = x'vy' € h(p) , logo
dz P com hi{xvy) = h{(z). Como P & primo xvy & P, Logo

basta tomar a =2 e b = xXxvy.

.

1.5. PROPOSICAO: Sejam L o L' objetos de Po 17 h:L - L'

um fAomomorfremo sobrejetor, n' o conjunto de todos os filtreos pri

1

mos de L' ¢ w = {h 7{(Q) : Q&€ '}l . fe wi Couw' 2 uma famiiia
1 - . _, -1 o

separadora de {17 iros primos de L' e Ty = {h "(Q) : ¢ € wl} ,  en

tao no espago Pril) , w & feciwdo e o fecho de i e T,
DEMONSTRACAQ: Vejamos, primeiramente, que a1 & fechado.

De acordo com 1.2., 7 & uma familia de filtros primos de

L. Ainda, peor 1.4., se P % v, Ha,b €L tais gue hf(a) =h(b) ,

a€EP e b &P. Conseguentemente se P & 7, P e gfal N (q(b)f

)C‘

e para esses elementos a,b de L taws: ola) N {g(b) Na =g,

de cnde segue-se P € gf{a)] N (g(b)}c = _— Portanto © €& fecha-
do.

Agora, como (Y C v temo:z ;l C B o= o

Por outro lado se P & u, , q a,b € L com h(a) = hi{b) ,

a€P e b ®&P. Suponhames P & . Entaco P = h“l(Q) para al-

i

gum Q € w'\ ni. Como hia) t{b) , h{aab) = hia) . Mas
a &P = h{a) € h(P}) = h(a) € . Portante h{aab) € g, de on
de segue-se aAb h“l(Q) = P. Mas entac como aab < b, b€EP

(contradigao!)



. c . -
Assim, =, © 5, ou seja, 7w & "y C Ty -

Logo, =©, = W .

Com estas proposicoes cornclulmos gue héd uma correspondén-
cia 1-1 entre o conjunto das congruencias definidas sobre L e a
familia dos subconjuntos fechados de Pr(L) . Observemos entretan
to que ¢ C g se,e somente se, L C . Mais precisamente:

1 a

1.6. TEOREMA DE PRIESTLEY [10]: Sejam L um objeto de

DO 17 C{LY o conunto das congruencias de L o 0{(Pr(L)) o re-
F
ticulado dos subconjuntos fechawos de Pr(L) , Entao C (L) e

O(Pr (L)) sdo anti—isomorfos e o anti-isomorficsmo é dado por

que O G Ckelde por (a,b) € 0(Y) = w{a) DY = g(b) NY.

Uma classe importante de congruéncias em reticulados dis-

tributivos € a das congruéncias determinadas por um filtro pro-~-
prio F de L, GF’ definida poyr (a,b) € BF se e somente se
existe f£ &€ F tal que aasrf = uaf. (Estamos nos referindo a

filtro proprio pois se F = 1L entao op = LxL) .

A verificagdo de que 0, & uma relagao de congruéncia &

simples e a representagéo de Priestley permite uma caracterizacao
simples, também para este caso.

Observemos, entao, gue:

i.7. PROPOSICAQ: Sejam - um objeto de Dy 1 T um fil-
r
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tro (propric) de L o o(FY o conjunto de todos os filtros pri-

mea P de L taisz que F C P, iatao as congruéncias EJF & BO(F)

corneiden,
Seja f(a,b} € O - Entac g f € F com aaf =Dbaf. Como

FCP, a€P < asfE€P @b, 7€2 =pEp. logo (ab) €6,

ant p_C 1
e, port o F = g

Suponhamos, agora, que .5,b) # GF . Entao, para todo

ESCSF, aaf #baf. Observemcs que se g £ Er tal que
b,\fo < ax\fo , entao aaf fb.f, VYV £SEF. De fato, se exis-

tisse f; € F tal que aaf; : A fy teriamos

faf\fl)nfof_ (b.-’\:.;)a"\fo"_* {bhfo)f\fli
< {a a _))x\fl = (anfl} AfD

Como f_af, S F, terlamos (a.,»n) © 0 . Logo podemos supor que

anf fbaf, ¥ £f&r. Emparkicular, ¥ £ ©F temos arf /Db,

ou seja b & Fl onde F1 repr«zenta o filtro gerado por F e a.
Logo, pelo teorema de Birkhoff-Tvone [0.16), @P tal que Fy «p
e b E&p. Portanto d P € o{(F; tal que a &P e L ¥ P, ou

seja (a,b) ¥ 0

T

el

1.8. PROPOSICAO: Scja L um objeto de Py q @

by
I

P (I.x) N

Ag seguintes afirmagoes sao equ wvalentes, para todo Y € X

1) ¥ ¢ rfechado e erecconia.

. ) . . - . C
2y e Q¥ Y, ewizte U T D{X) tal que Q & U C v© .



3) Se Q¥ Y, existe a =L tal que a¥Q e a€P, ¥VPCY.

4) Existe um filtro F de L tal que o(F) =Y,

DEMONSTRACRO: (1=2) &+ja Y fechado e crescente em X
tal que Q¥ Y. Dai, P/ Q, VP EY e entao, pela total des-
conexac na ordem de X, para caca P € Y, podemos obter U e p(X)

tal que P € U e Q&0 .
4 p p
Como Y & compacto, temos d P

l,...,Pn tais que

Yy CU_ U...UU e neuvsn . . nuf . Iogose U=U U...UT
= Py Dy Py P P,
temos Y CU e @€ u° cy©
{2=3) Basta tomarmos a :al que o(a) = U.
{(3=4) Seja F = N P ¢ vejamos que oflf) = Y.
PEY
De fato, se O Y, Hda T L talque a¥#Q e a€ N Pp=F,
ey

Logo, Q€Y = F ZQ e como, chviamente, F CP, ¥ P €Y, te-

(4=1} Vejamos gue of{(F} = 0 g(a), o gque implicara que
atr

Y = ag{F) & fechado e crescente. Mas, (P € g(F)}) < (F C P) =

= [P Eg(a), vaETF] = [p&€  s{a)l
a

S

Assim, estabelecemos uma correspondéncia 1-1 entre a fami-
lia dos subconjuntos fechados e rescentes do espaco de Priestley

de um objeto L de e o counjunto das congruéncias determina

“0,1
das por filtros proprios de L, <u seja, a relagcac 06(Y) defini-

da por f(a,b) € 8(Y) se, esomerte gse colala¥ = olb) NY define
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um Tswnorfisme crive a familia Goe suwb-conjuntos fechados ¢ cres-—

centes de Pr(L) e a familia dosz fi{lirve proprios de L .

2. CONGRUENCIAS DEFINIDAZ EM ALGUMAS SUBCATEGORIAS DE UO 1
¥

Faremos, agora, um estudc das congruéncias definidas em al

gebras de Boole € &lgebras de lizyting.

2.1. Seja B uma algebra e Boole, considerada como uma al
gebra de tipo (2,2,1,0,0) {(vide I 2.2}, e ©# uma relagﬁo de con-
gruéncia definida em B . Assim, ‘e acordo com a definigao de con
gruencias para algebras, ¢ & wur: relagao de congruéncia de reti-
culados, tal que se a = b (mod ) entao, a = b (mod o)

Tomemos a congruencia ¢ «onsiderada como congruencia de
reticulados.

Seja n a familia de fil . ros primecs gue corresponde a 8§,
ou seja tal que © =83 .,

Entac, a > b (mod 9) s&. e somente se, V¥V P C %, a€pe

& bHh € p. Mas se P & filtropri.riode B e a € P entac a & P,
caso contrario 0 € P. Assim, =: a - b (mod 0} , a=b (mod o).

Portanto, temos cue ha wni: correspondencia 1-1 entre os fe
chados do espage de Priestley do uma algebra de Boole e as con-
grucnclias definidas sobre a mesa:s.

Ainda, como todo conjuntc fechado do espago de Priesltey

& gresconte, temos a conexao divobka com os filtres.

2.2. Consideremos uma algebra de Heyting A . Lembremos
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que uma congruéncia definida em ;

dos gque satisfaz, ainda, a sequ

e a' : b' (mod &) entac a-b

L\ & uma congruencia de reticula-

te condigao: se a = b (mod )

a'+b' (mod o) {(Observemos

que da mesma forma que vara algeiras de Boole as algebras de Hey-—

ting estao sendo consideradas ccuo algebras de tipo de similarida

de
(vide I.2.3)) .

Vejamos que toda congrué. i

Heyting A & da forma 0, para
De fato, se 8 & uma rela:
e FP={x€L : (x,1) € g}, ents
temos (a,l) € ¢ e {(b,l}y £ ¢
Aléem dissc, se a T e b > a
Entao (a, a-»b) C g e (b,Db)
(avb, bv (a+b)) €6 , ou equi.
ja, b € F.
Mostremos, agora, gque 4
De fato, se {a,b) € o
e (bsa, 1) = (b+a, a=-a) € 9
seja {(a+Db) alb-a) &€ F. Mas
A (b al}) Dai, (a,b) € O -
Por outro lado, se f{a,b)
algum £ & F. Dal, (f,1) € ¢
e (baf,b)E g , ou seja, (a.-

Mas, pelo que vimos em 1.3,

entre a familia dos subconjuntos

(2,2,2,0,0}, portanto diferer .

g de reticulados distributivos ,

ia 0 definida em uma algebra de

2lgum filtro proprio de A .

ao de congruéncia qualquer em A

.0 F & um filtro, pois se a,b&F

de onde seguc-se f(anab,l) & 0.
temos: f(a,l) €80 e a-b =1
&, de onde segue—-se que
alentemente (b,l1) € ¢ , ou se-
GF
CEmos {a-b,l) = (a> b,bsb)e g
g a ~b e ba.aebr, ou

aa (a+b) albsa)l= anb=halla+b)a

G ooy entac aasf = baf para
de onde seque-sc que f(aaf,al ¢
y € oo .

, ha uma correspondéncia 1-1
fechados e crescentes de Fr{Ai)



e o conjunto das congruencias de A definidas pelos filtros pro-
prios de A . Dai,se A & wuma alzebra de Heyting, C(A) & {somor
fo a familia dos subconjuntos [vvhados e crescentes de Pr(A) ".

Mals precisamente:

2.2.1. TEOREMA: Sejam A uma algebra de Heyting, F{Pr(A))

a familia dos subconjuntos fechados e crescentes de Pr{A) e C{A)

a familia das cowgruéncias definidas em A . FEntao, F{Pr(n)) e
C{(A) sao anti—isomorfos e o anii-isomorfismo e definido por
6 : F(Pr(A)) » C(A) tal que (a,ki € o(Y) se, e somente se
sla) 7Y = g(b) NY.

3. CONGRUENCIAS DEFINIDASZ EM ALGEBRAS DE DE MORGAN

No primeiro paragrafo desia capitulo vimos que hid uma cor-
respondencia 1-1 entre o reticulado dos subconjuntos fechados do
espago de Priestley de um rericulado distributivo L com primeiro
e ultimo elementos e o dual na cidem do reticulado das congruén-—
cias de L. Estenderemos, neste paragrafo, esta correspondéncia
ao caso das algebras de De Morgan. Os resultados foram obtidos
por Cornish e Fowler, mas, ocutr: vez, os métodos usados na demons

tragao sao diferentes.

3.1. 8e (X,g) € G, dize-ws que ¥ € X & um conjunto in-

3.2. 8Sejs A uma algebra ‘= De Morgan, {X,g) = Pr’{pA) e
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Y € X um subconjunto fechado e involutivo.

Entao, se By € a relag:s definida, como em 1.1, por
a b (mod GY) se, e somente sz a € P <= b €P para todo
P €Y, entao oy & uma relaca:r de congruéncia em A .

De faﬁo,

Por 1.1. temos que 0y ¢ uma relacao de congruencia de A
considerado como objeto de DO,J Resta-nos mostrar gJgue  se
azb (mod g,) entac va = vb [ucd 0y) -

“Comoc Y e involutivo tem:: que Y = g(Y) , ou seja PEY*s

= g{P}) €Y.

1

Seja a = b (mod ) eni2o0, por definicac, a€P < bEP,

¥ P &Y. Agora,

Py
(va € P) = [a & g{P)] g(cf X b & g(P})] = [vb € Pl
Portanto se a = b {(mod BY) en.zo va & vb (mod GY)
Assim, dado um subconjuni: fechado e involutivo de X (A}

ha em correspondéencia uma congruancia Oy definida em A .

3.3. Mostremos, agora, gv: se A & uma algebra de De Mor-

gan, toda congrueéncia ¢ em A ¢ da forma g, para algum Y sub-
conjunto fechado e involutivo d: Pr{i)
De fato,

Seja ® uma congruéncia < -finida em A (algebra de De Mor-
gan) e h:A -~ A/G = A' o homon.arfismo canconico {.° . sobrejetor).
1

Entao, se w & a familia de tc:os os filtros primos de A e
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m = {h 7(Q) + QE 1"}, tem-se cue § = 6 como congruencia de
reticulados distributivos.

Agora, se a : b {(mod 8) entao va = vb {(mod ) ou seja

hi{va) = h{vb) . ZAssim wva € h ~{J) < yb € hwl(Q) para todo Q < 1,

ou ainda va € P * vb € P pare todo P de » . .. va = vb {mod ).

De 1.5. seque-se que w .. um subconjunto fechado de pPr(A).

Resta-nos mostrar, entao, que ') = w, ou gseja que x @€ invelu
tivo.
Bem, P € g{w) < P = g{i) com 0 & s = P = glQ) e
-1 Do -1 "
O = h (Ql) com Ql S uw' = P glh (“l)) com Ql E ' e
-1 - . -
< g{(P) = h (Ql) para algum <. € n', pois g € involucao =

Logo, cada congruéncia ¢ & da forma & onde n & unm sub
il -
conjunto fechado e involutivo de Pr(2d) .

Temos, como consequéncia e 3.2. e 3.3., que ha uma corres

pondéncia 1-1 entre subconjunto: fechados involutivos do espago
dual de uma algebra de De Morga: e as congruencias definidas so-

bre a mesma, mais precisamente :

3.3. TEOREMA [ |: Sejo uma algebra de De Morgan e
(X(A),g) = Pr' (A} . Entao a cor..cspondencia Y + 8(Y) ecstabelece
um ZTeoemoviiemo na ordem do veti.ulado dos subconjuntos fechados
tnvolutivos de  Pr’{A)  asobre o Jdual na ovdem do reticulado C{RA)

das congruencias Jdufinidas em I



4. ALGUMAS APLICACOES DA “EORIA DE PRIESTLEY

Para ilustrar o interess: da teoria da dualidade para con-
gruéncias vista nos paragrafos nteriores, vamos utiliza-la para
provar alguns resultados algébr: zos conhecidos. Para o estudo de
certas estruturas algébricas ma’ : complicadas estes metodos  sao

essenciais. Veja por exemplo | 21}, [ 4].

4.1. TEOREMA (Vide, por =uemplo, { 6 |, pag. 90): Segjam K

um gub-reticulado de wum reticulcdo distributive L com primeiro ¢

Ritimo elementos ¢ 6 uma relago. de congruéncia em K . Entao,
existe wma velagao de congruenc!.. ¢ em L, tal que ¢ VK = 8,

o 2 ~ P
DEMONSTRACAO: Dados o © 1K relagac de congruencia e

K CL sub-reticulado, sabe-se cue:

i} 1 : K - L inclusaoc dJdv X em L e 1-1. Portanto
b4 : Pr{L) » Pr{K) & sobre,confrirme I.l.8.
11) wy 1K= K, a nrojcpac candonica & sobre e, entao

) : PE(L/D) — Pp{(K) e isomor: ismo na ordem e homeomorfismo so-
™ r
=

sobre a imagem {(conforme I.1.8.:.

Consideremos P € Pr(K/“ﬁ . Entao, by, (B) & Fr )y, (P)

é um filtro primo de K. Como . & sobre, 4P, € I'v(l) tal
que b, (Py) = ¢,
Seja A = {Q € r»{L) :¢iiﬁ} = (%O(P} para algum
PCopp(K, )] = o (e (Pr(K, )
B /0 " V4

mntao, A e fechado.
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Definindo~se o por: dad.; x,y €L, x = v (mod ) se,
e somente se, ¥ (Q € A, X & =Y €0, a assim definido &
uma relagéo de congruencia em I , conforme 1.

Resta-nos mestrar gque o = K'2 ng.

Temos gue
G

= e m ¥ = vr My 1
(x,v) 6 <= o{x) ¢HO(P"'/O)) o (y) pﬂe(ir(K/e)) ,
onde o(x) = {P € Pr(X) : x € P . Entao, para qualquer P € Pr(K},
temos:
E g M = T I Mo - R
P o () r.h,”a(fr(K/G)) P o{y) b_l_re(Pr(K/G})

ou equivalentemente, X € P see y € P, ¥ D& PrlK) . Como ¢i
& sobre, P = ¢1(Q) vara algid Q € pp(l) . Assim, temos:
x € ¢,(Q) =y €. (Q . Mas, . (Q) =0NK, portanto ,

X & YK =y €0 NK.,

e (x,y) i K2 0 a

Por outro lado, se x - - {(med g) entao, para gqualquer

Q€A temmse ¢,(Q) €00 = . () €oly) = (x/;: Y/ € P) ou

4.2. Dizemos gue uma algeisra A € subdiretamente ivreduti-
vel se, e somente se, tem uma roiagao de congruéncia minima  nao
trivial, isto €, diferente de = = {{x,x) : x € A} .

Nos termos da teoria de iriestley esta definicao equivale
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i) se L & um reticulado .istributivo com primeiroc e ulti-

mo elementos, entao L & subdir. lemenic irredulivel zce, & comente

ge, existe um subeowniunte fechadn e propric, maxime de Fr(L) .
ii) se L e uma dlgebra o Heyting, entao L & subdireta-
mente Lrredutive! se, ¢ somente o, ewiste um conjunto de  Pr(L);

fechads, evesconle, maximoe ¢ prorio.

iii) se L & uma a/gebra ‘o De Morgan entao L ¢ subdiretaq
mente irvredutive! so, ¢ somente ¢, existe um subconjunto proprio,

fechade ¢ inveolulive, mixime Jde Pe(l) .

Vejamos, entao, a caracte "izagao dos reticulados distribu-
tivos, das algebras de Heyting ¢ de De Morgan subdiretamente irre

dutiveis.

4.3, Um reticulado distri:utivo é subdiretamente irredutl-

vel se, ¢ somente se L = {0,111

(<) Seja L = {0,1} envic Pr(L) = {[1)}). Dal o conjun-
to vazio & o subconjunto fechado e pronrio, maximo de  Fr(L}, de
onde segue-se gue existe congrucacia wminima nac trivial. Portan-

to, L é subdiretamente irreduvuil.el.

(=) Seja L subdiretameri.e irredutivel e X =pr(L) . En-
tao existe Y C X subconjunto r. chado, proprio tal que para todo
Z subconjunto fechado de 7rr{l,, se Z # X, entao 7 C Y.

’

Como Y & subeconjunto pricsrio, XV vy # 2. Vamos mostrar

que X\Y & unitério. De fato, se X\V¥ D {x,v} com X ¥y en
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r -

tao {x} U Y # X e como X & u espaco de Hausdorff ({x} & fe-

chado e {x} U Y ZY! Logo X\ 7 = {x}.

Alem disso {(x} e fechai> e (x} & v . Portanto X = {x)
a Y = 4.
Dai, X = Pp(l) tem um L-ico elemento e entao L o= {0,1}.

4.4, Uma algebra de Heyt:ig L & subdivetamente <irreduti-
vel se, ¢ gomente se, du €L, u#l, tal que para todo x & L,

]

X # 1, tem—se K < U.

(*=) Suponhamos gque 4 u “ L, u# 1 tal que para todo
x €L, x#1, tem-se X% < u. Entac «f(u) = Y & um subconjun-
to aberto, fechado e crescente. Como u ¥ 1, of{u) # ¥ e Ccomo
também, o : L + 2(Pp(L}) e um :somorfismeo sobrejetor temos que
todo aberto, fechado, crescente ¢ proprio esta contido em Y . No-
temos, também, que ¢ conjunto writario {1} & um filtro primo,

portanto z = (1] & o ponto minnmo de X e z % Y,

Se existir x #¥ z, x % Vv, existira U aberto, fechado

[

crescente tal que x €U e U. Entac Y U U & aberto, fe-

chado crescente, YYU # X e JU E Y. Portanto, X = YU({z]
Seja %2 um conjunto fech::o crescente. Se I € Y entao
z € 2 e (como z & minimo) 2 - X.
Logo Y € maximo entre os fechados e crescentes  proprics

de X, e L & subdiretamente ir:zcdutivel.

(=) Por outro lado, sej: L uma algebra de lleyting, sub-

diretamente irredutivel e X = . »(L) . Entao, existe Y C X, sub
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conjunto fechado e crescente te.

i) ¥ # X.

11) ¥ 2 subconjunto fech:
tem~se 2 C VY

Suponhamos que x,y € X\
y £ X . Podemos supor que X f v
e v ® V. Agora, YUV & um
yEV, y¥%Y e YLUvVgZy!!

¥V vy = {x} e entao

do e crescente, maximo de X .

M

Seja, entao, u € I, tal

u ¥ 1. Além disso,

conjunto aberto, fechado e cregu

chado e crescente, logo of(a) €

4.5. Vejamos, agora, O tv

caracteriza as algebras de De i

do ponto de vista da teoria de ¥

"Osz objetos subdiretamen:

algebras de De Morgan sao: M

i

cadeias com dois e tres element.

como para b

gque

40 e crescente de Py (L) 7 # X,

f

x 7/ v ou

x # vy . Entao

d vV e piX) com x eV

fechado crescente, Y UV # X pois

subconjunto aberto, fecha

cque o (u) Y . Como XV y={x},

lo a&€ L, a¥l wv(a) & um sub-

2nte, o{a) &, em particular, fe

s(u}) , de onde segue~se a < u.

Kalman [ 1]

arema de J.A. que

wgan subdiretamente irredutiveils,

riestley:

> irredutiveis da categoria das
Jil e M2 onde; Mo e Ml 540 as
%, respectivamente, e M2 &
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{<}) i) Se L =M, enta. X = (p, /D) onde p_ = [x) pa

2 b¢

ra X = a,b, Neste caso, a invoiugcac g é definida por g(pa):=pb.
Assim, o Unico subconjunto proprio, fechado e involutivo de X &

Y=4¢g. E, entao, L & subdiretaasnte irredutivel.

ii} se L = M; entao X = {p_,p;! e a involugao g & da-
da por g(pa) = py - Assim, tambam, © Gnico subconjunto proprio e
involutivo de X & Y = # . Portento L & subdiretamente irreduti

vel.

iii) Se L = Mo, X = {2} e g e a identidade. Agui,
também, o unico subconjunto proprio e invelutivo &€ Y = @ e por-

tanto, L & subdiretamtne irreduiivel.

(=) Suponhamos L uma aivebra de De Morgan, subdiretamen-
te irredutivel e Pr'(L) = (X,g! . Entao existe Y subconjunto fe
chado tal que

1) g(y) = Y,

ii) v # X.

iii) se % C X & fechadc com g(Z) =2 e 2Z # X, entao

Agora, XV Y # M e g(Xx'v¥) = X\Y, isto &, se x€X\Y,
entd3o g(x) € XV Y. (Se dx &€ xX\Y com x&gX\¥= g{x} ZX\y=

= g{x) € Yy = x&€ Y!l)

Suponhamos que existam v ¥ x, y # g{x) com y € X\ Y
Entao gly) € ¥VY e Y U {y, «iy}l} & um fechado involutivo com
Y Uiy, gly)} # X e y % Y. (Uontradicac!) Iogo X =Y U (x, g{x)}.

Comoc {x, g(x)} £Y e (x, glx)! & fFechado involutivo,



X:

{x, gi{x}}.

Agora,

L
b
1

como

g (x)

Pertanto Y = @ .

X = {x,gxi .,

oode ocorrer:

sao incomparaveis. Entao

e L = {0,1}.

¥ o=



CAPITULO TITT

A REPRESENTACAO DE PRIESTLEY E A DE STONE

Mostramos, na primeira parte capitulo I, gque as categorias

Tode e D sao naturalmente pguivalentes.

0,1
Lembremos, também, que o cspage de Stone de um objeto de

D & um espago (X,r} satisfazendo as seguintes condigoes:

0,1
(81) X ¢ wum espago To ©compacto.
(82) 4 familia (X} dou subconjuntos compactos e abertos
de X e um anel de subconjguntcs de X que @ uma base para os con-

Juntos abertos.

(S3) Se F & fechado em % e Cl ¢ qualquer subfamilia de
¢ {X) tal que N Fy NVF # § jpura toeda subfamilic [intta Fyode
Cq entac 0O Cl NnE#g.

Ainda, diremos que uma fuagao f é fortemente continua se
f for continua e a imagem inversa por f de subconjunto aberto e
compacto for um subconjunto abexto e compacto.

Seja, entao, St a catecoria cujos objetos sao os espagos
de Stone e os morfismos sao fun,les fortemente continuas.

Os trabalhos classicos d# Stone [12] (vide também Balbes
e Dwinger, cap. IV) estabelecem a egquivalencia natural entre as
categorias DO,l e St*. Portznto as categorias fode e St sao
naturalmente equivalentes.

Mostraremos, no entanto, jue as categorias St e Todc sao,

de fato, isomerfas: tém os mesmoz objetos e os mesmos morfismos.
P J
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Como consequéncia, as repregentagoes de Stone e de Priestley sao
equivalentes, podendo-se, entao, derivar uma da outra de forma ca
nonica. (No final deste capitulo derivaremos a representacac  de

Stone da de Priestley.)

Comecaremos fixando algumas definicoOes e notacoes:

1. Seja (¥X,7) wum espage topologico. ({X) denotara a fa
milia dos subconjuntos compactos e abertos de X e ((X)' & fami

lia dog complementares de elementos de (({X) .

2. Se 4 €& uma familia de sunconjuntos de X, entao e (A)
sera usado para denotar a topologia definida em X que tem A co-

mo uma sub-base para os conjuntos abertos.

3. se (X,1) @& um espage T_, a ordem topologica em X &

a ordem parcial Z. definida por:

(¥ %,y € X) X ¢y e x & [y}

T

Observemos que, com esta definicao, todo aberto & crescen-

te.

Com esta definicao temos:

4, PROPOSICAO: Sejam (E,IO) e £, wum objeto e wm mor-
flemo de 8¢, wveagpectivamentce. Intgo, @ 5t — Tode de finido
por Q(X’TO] = (X, (00 UCX) Y, =) ¢ qaf = F & um funtov.

=T

@]

feciiades ¢ eros-

P
Oy
('\.
3
o
o
&

Além dissgn, o congunio dos suboeonjuntos
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centos <o ﬂ(X;LO} Coproecisancate o eongunlbo  los sulconjuntos
aberbae « ocompactos Jde (X1 ),
’ 8]
be fato,

Observemos que os elementos de (X) U (X)' sao, simulta
neamente, abertos e fechados em Q(X,To). Temos, tambén, que
C(¥X) W o(X}' forma uma sub-base para os

fechados de ﬁ(X,TO}

Mostremos, agora, que w(X,t ) €& um objeto de Tode.

i} Vejames a compacidade de X em

relacao a 1y = (IR Ve .
Para tanto, sejam Fo Co(X) e "y C C(X)' tais que ¥ =r M
tem a p-i.f.
L ¥, @ Iy, em particular, tém a p.i.f.
Os elementos de F] gsao fechados em (X,mo) e (X,TO)
& compacto. Logo, N v =% # @, r & fechado.
VEEFI

Ainda, para tedo U €& vooe v € Fyy U Ny e fechado em

U e, como U & compacto, UNT = N {UNv) ¥ g . Portanto, co
=
V Fl
mo (X,ro) & um espago de Stone, aplicando a condigao (83} da de
finigao a ¥ e ¥ temos:
o
a 'y N ¥ g, ou saja, Ny £ @ .

Logo, como toda familia de¢ fechados sub-basicos com a p.i.f.
tem intersecc¢ao nao vazia, resulta que X @ compacto com a topolo
gia Ty - (Tecrema de Alexander, wvide, por exemplo, [ 71, pag.
139).
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ii) Q{X,ro) ¢ totalmente desconexo na ordem.
{ ~ ‘o ,
Sejam x,y € X com X < y. Entao, x & {y} Assim,
o)
por (82) existe V € (¢{X) tal gue x €V e VN{y} = (§. Logo

V & aberto e fechado na topolocia a(X,t) e, pelo observado em

3. @ crescente.

iii) Seja, agora f S(X,TQ) —» (Y,7,) uma fungao fortemen

2

te contlnua., Como 7 e a toprlogia que tem por base os subcon-

1

juntos abertos e compactos e seus complementares, f & continua.

Ainda, sejam a,b € X; & < _ b e suponhamos fla) /£
B ‘o 2
— et
é} f(b) . Logo fla) & {f(b}} °, ou secja, existe V € ¢(Y) tal
2
que fla) € VvV ¢ f{b) V. Ass.m temos: b & fulfv). Mas ,
W= £ (V) EC(X) e WN (b} =71
fla) = f(b) se « < b
T2 TO
iv} Os subconjuntos abertos, fechados o crescentes de
Q(X,TO) sao o8 abertos e compacios de (X,t1)
Seja A # F um subconjunito aberto, fechado e crescente de
Q(X,TO) . Como Q(X,To) & compecto, A e X\ A sao compactos.
Se x,y EX com x €A = y € X\A, temos X £, Y
o
Dai, existe U € (X)) tal gqus x € U e U . Ago-
X,y 4 X,y Y E Uy J
ra, X\VA C U (X\ U ) . Il.ugo, pela compacidade de XNA
T oyex\ Xy
vyEX\VA n
yyre--0y, € XV A com XVAaC o (x\ UX’Y‘)
a=] i
n
Resulta de {S2) gque para cada x S A, V_ = 0 U e
TS B 41



um elemento de o (X)

n
Mas, XVA C U (x\ U, } @ equivalente a XV A C X\ Vo
i=1 ) -

Ainda, A C U VvV _ | Lego, mpela compacidade de A ,

I *
m
o Xyt "Xm & A tais que A < JLJ Vx.
;=1 73
m
Se V = U Vx , entao 7 € ¢(X) , pois VX € ¢{X) , para
j=1 %

todo x €A, e A CV,

Mais ainda, como X\A CX\V_, (Vx €A), temse V CA,
. .
(¢ x ©A). Dal, U V¥ CA, wuseja V C2&.

. .
=1 J

A =V, donde segue-ze que A & ((¥X)

Até aqui temos, entao, gu.: para todo (X,mo) objeto de g¢

e f morfismo de ot¢, Q(X,TO) e ff sao objeto e morfizmo de
Tode, respectivamente.

Também, decorrem trivialm:nte da definicao de { que
alid,) = idg(x) e se f e g sa. morfismos tais que gof & um
morfismo de 7ode, entao ol(go £) = 0go af .

rortanto, 01 8¢ —+ Fode @ um funtor.

Veremos, agora, a construgﬁo do isomorfismo inverso. An-
tes, porém, lembremos que se (X,:,<) & um espago topoldgico or-
denado, D(X) indicé a familia 12 todos os subconjuntos de X
cue sao abertos, fechados e cre: "antes.

Il

5. PROPOSICAO: Se @ : oo — St é de fintdo por



$=) (X, (D(XY) e wif) f ewntao v & um funtor.
disso oo subeonjuntos abertos ¢ compacios em $(X,To,i) sao 08
abcr‘tcj:;J J‘"f_..’t?z’sc:r_fﬁfe:):‘: 2 oercscontos oo (X,";O,{) I < a2 oa ordem topo
1651 7 (X,

o 4 L r O;_)
DEMONSTRACAC: Denotaremus t(L{(X})) por Ty -
i) (X, r _,<) e T e coupacto.
o' — o

Sejam x,y € X com x # v. Logo x /y ou y £ x. As-
gim, como {X,ro,a) é totalments desconexo na ordem, H U C 9(X)
tal que x €0 e y U ou vy = U e x & U. Portanto ﬂﬂxr%fi)
e T .

o

Ainda, como Ty e uma toro>logia menos fina que o e
(X,To} & compacto, (X,Tl} e compacto.

ii} Vejamos que a familic dos subconjuntos abertos e com-

a1z
AL 2T

pactos de (X,Tl) forma uma ba- para os abertos e que C(X,rl) =
= 0{X, v )

Se U & D(X,TO), U e a..:rto, fechado e .crescente em
(X,TO}, logo compacto (em (X,T(F). Mas Ty e uma topologia me-
nos fina que Tyt logo U €& ab: "to e compacto de Ty -

Por outro lado se U & aberto e compato em (X,rl),
U = Ul (WY Un com Ul C (X i=1,...,n, ouseja, U & p(X)

Temos, assim, gque C{t{v0))) = (X} e em particular
o{t{u(X))) & uma base para os ohertos de (X,Tl)

iii) Vejamos que vale (S:) da definicao de espago de Stone,

para (X, 1,2

Sezda I' um fechado de (.

) e c, C p(X) tal gue para



tode ¥, C O finiteo, ( 0O
1 1 AC
"1
mais fina que T, T & fechadu
Ainda, como {F} U q &
compacto T, com a p.i1.£.,

oo M
“1

iv} Se f & morfismo de
f um morfismo de 7ode. £ i (X,
junte aberto e compacto de y{Y -

aberto, fechado e crescente de
crescgente f_l(B) & aberto, fe:.
: -1 -

Qutra vez por (ii) £ “(B) e wu:
¢(X,*Oh“0)

v) Mostremos, agora, gue

Sejam x,vy & X, x £

1

dizer que existe U & p(X} tal
seja, 4dU € (X} tal que x €
lente a x £ vy.

vi) Observa-se ainda, fa

se f e g sao morfismos de 5¢

w{gof) = vgouf.

Decorre destas proposicgos

»oemn T

NF #F. Como a topologia Ty

o "

uma familia de fechados no espago

)

Tode, £ & morfismo de St. Sejam

< ) - ) e B subcon-

a'—o0 (¥,

2122

-

) . Entao por {ii) B e

2052
{Y,r2,j‘2J . Comc £ e continua e

1ado e crescente de

(X!TO:"" )

-0

subconjunto aberto e compacto em

<

€ a ordem tomoldgica de (X, t)-

. -

= x & {yl Isto eqguivale a
une x €U e UN{y}l =&, ou
I e yv #U. Mas, isto & equiva-
~lmente, cue $(ldx} = ldm(XJ e
nis que qgeo £ também o &, entao

.
e



6. TEOREMA: O funtor & : 8t — Tode & wuwm fsomorfismo cu-

a . P e . P . - . .
JO LHVCOPEe ¢ Q juitor - Pode —- S0 .

Vejamos, agora, como a representagao de Stone decorre natu
ralmente da de Priestley.
Lembremos que, de acordo com o visto no canitulo I,

— Tode* e o Tede™ — D estabelecem uma equiva

Py DO,l 0,1

léncia natural entre Tode e EO -
P 1

Também:

1) Dado L objeto de Doy 1 + Pr(L) é o espago topologico

compacto, ordenado e totalmente desconexo na ordem (X(L),v,<) .
onde X(L) & o conjunto dos fii“ros primos de L; 1 & a topolo-
gia que tem por base a familia {o(a)}a c 1 onde gla} =

{P € X(L) : a CP}; e a orde: & a inclusao de conjuntos.

2) Se h :Ll — L2 e um .orfismoe de DO,l’ rh : Pr(Lz) e
+ Pr(Ll) & definido por Prhi(p, = h_l(P)-
Asgsim, oo Pros DO 1 T T e definido nor:
!
al Seja L um objeto de '.}O 1 - Entao (popr (L) = g(rrI)) =

= (L), {(D(Pr{L})))

b} s.ja h:Ly — L, um norfismo de FO,l' {(y o Pr} (h)
w(Pp (L2) }o—r p{Pp (Ll} ) & defiaida por: ¥ P & L2 , (Wopr)th){(P)=

= I'J:n}_‘]_(p) = il—'l {P)

W o Py estabelece a :quivaléncia entre D, , e S¢¥

r
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