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Notacoes

Ao longo deste trabaiho utilizaremos as seguintes notagdes:
J. Funcio de Bessel do primeiro tipo e de ordem g,
V. Funcéo de Bessel do segundo tipo e de ordem a,
P. Polinémio de Legendre de gran a,
Q, Funcido de Legendre de segundo tipo e de ordem g,
sn, 7z Fungdo eliptica de Jacobi,
en, z Fungio eliptica de Jacobi,
K (k) Integral eliptica do primeiro tipo e médulo x,
Ei Integral exponencial,
d(z) Distribuicdo delta de Dirac,
fx Derivada parcial de f por z, f, = —gé,
z Complexo conjugado de z,

a! a!!=ala — 2)(a—4)---k onde k é 0! ou (—1)!, tendo definido 0!f = (1)l =1,

O(-) Da ordem de, ou seja, se f(f) = O(g(t)) quando ¢ — #; entdo tlif% % =0,

z* Coordenadas de um evento, onde (2%, 2%, 22, z%) = (i, 7, 2, ©).



Resumo

Esta dissertacao é uma revisdo das solugtes das equactes de Einstein para sistemas estéticos
com simetria axial, que sdo conhecidas como solugdes de Weyl.

Os primeiros capitulos tratam dos aspectos gerais destas solucdes. Inicialmente apresentan-
do a forma das equagOes de Einstein para este caso e as equagles para suas geodésicas. Em
seguida tratamos das singularidades que podem ser encontradas.

Nos capitulos seguintes sdo apresentadas varias solugdes de Weyl, com algumas informagGes
sobre suas interpretactes fisicas ¢ geométricas. Comegando com solucbes para distribuigtes
de matéria em equilibrio estitico, isto €, que nio contradizem a estaticidade imposta a estas
métricas. Depois apresentamos uma série de solucdes onde a hipdtese de estaticidade nio é
compativel com a distribuicdo de matéria, essa discrepancia é resolvida pelo aparecimento de
singularidades estrutyrais. Algumas destas solucdes sdo originais sendo obtidas numericamente.

Por fim segue um conjunto de apéndices. Entre os quais, um com a descricio dos métodos
numéricos empregados e as listagens dos programas.



Abstract

This dissertation is a review of static axial-symmetric solutions of Einstein equations also
known as Weyl solutions.

The first chapters deal with general aspects of these solutions, the form of Einstein equation
and its geodesic equations. Next we study the singularities at these metrics.

In the following chapters several Weyl solutions, also some information about its physic and
geometric interpretations are presented. Beginning with solutions for matter distributions with
static equilibrium, that is, which agree with the imposed staticty of the metric. We show a list
of solutions which contradict this hypothesis, this discrepancy is solved by the existence of strut
singularities. Some of this solutions are originals and are obtained using numerical methods.

At the end follows a set of appendices. Among them, there are a description of numerical
methods employed and the programs listings.



Introducao

Este trabalho foi motivado pela falta, na literatura cientifica, de uma revisio das solugdes
de Weyl, que sio sclucGes, para a equagio de Einstein, estdticas e com simetria axial. Mesmo
o livro de Kramer et. al. “Ezact Solutions of Finstein’s Field Equations” [41] contém apenas
uma curta secdo sobre estas solugbes. Outras revises, também parciais, podem ser encontradas
em alguns artigos, tais como Bonnor [12], Bonnor e Martins [10] ou Letelier e Oliveira [51].
Tentamos entdo produzir uma reviséo o mais completa possivel, englobando as solugdes com
suas propriedades fisicas e geométricas.

Uma descrigio geral das métricas de Weyl é feita no primeiro capitulo. Comegando pela
descri¢io matematica de suas simetrias e apresentando a forma das equacées de Einstein quan-
do estas simetrias sdo impostas, conhecidas como equagées de Weyl. Incluimos, em seguida as
equacOes para as geodésicas destas métricas, estas equagoes serdo depois resolvidas numerica-
mente para algumas métricas. Por fim, apresentamos alguns sistemas de coordenadas especiais
onde também podemos escrever as solugbes de Weyl.

O capitulo seguinte trata do estudo das singularidades. Nele apresentamos as formulas
para alguns invariantes escalares nas coordenadas de Weyl, tratamos resumidamente das sin-
gularidades intermedidrias e da caracterizagio de horizontes nos espacos de Weyl. Em segui-
da, descrevemos as singularidades estruturais', que sfo uma caracteristica de espago-tempos
estdticos. E dedicamos a Gltima segio ao estudo das extensfes maximais e dos diagramas de
Carter-Penrose.

Os terceiro e quarto capitulos sio listas de solucbes. O primeiro deles trata de solugdes em
equilibrio, ou seja, que ndo contém singularidades estruturais. Enquanto o segundo apresenta
solucGes que sdo sobreposicOes das anteriores e em geral sdo sustentadas por estruturas. Para
muitas solugdes foram incluidos os grdficos das fungdes ¢ e v, que definem um espago de Weyl.
Estes gréficos além de nos dar uma nogao qualitativa das solucbes, permitem-nos comparar os
resultados conhecidos analiticamente com os obtidos numericamente.

O primeiro apéndice coniém um resumo dos teoremas sobre singularidades de Hawking e
Ellis. As defini¢fes e teoremas sio bastante 1teis para a compreensio do conceito de singulari-

'Em inglés o termo empregado € sirut que significa escorar, Porém como a expressio singularidade de escora
nos parece cacofdnica preferimos uma traducio incorreta. Porém devemos esclarecer que nZo h4 nenhuma,
relagio desgtas singularidades com a estabilidade estrutural da teoria de equagies diferenciais.



12 Iﬁtrodugéo

dade, mas os principais resultados fratam de universos dindmicos, ndo se aplicando a soluces
estdticas, como as de Weyl.

Em seguida incluimos uma lista com diversos sistemas de coordenadas, que foram empre-
gados a0 longo do texto. Preferimos apresentd-los reunidos, pois desta forma servem como um
pequeno inventdrio, com os sistemas de coordenadas empregados para o estudo das solugdes de
Weyl.

No Apéndice C incluimos alguns resultados sobre as solugdes multipolares, em coordenadas
cilindricas e prolatas. Por fim, no Apéndice D, apresentamos os métodos numéricos e as listagens
dos programas implementados, bem como um pequenc manual sobre seu uso. A lLinguagem
empregada para a implementacdo destes programas fol C++, enquanto os gréficos e outros
resultados foram gerados empregando os pacotes matematicos Matlab e Mathematica.



Métricas de Weyl

2.1 Equacgoes de Weyl

A relatividade geral postula que a presenca de matéria, ou energia, distorce o espago € o
tempo a sua volta. Essa distor¢do pode ser descrita através da definicio de uma métrica, que
ao ser expressa como um elemento de linha assume a forma

ds? = g,dzidz.

Aqui foi empregada a notagio tensorial de soma dos indices mudos, dz® representa um deslo-
camento infinitesimal com relagdo & coordenada z%, onde a = 0,1,2,3 e g, € 0 tensor métrico,
com signatura de Lorentz, (+ — ——) ou (— +++). Como ambas s8po equivalentes podendo ser
escolhidas arbitrariamente, trabalharemos com ¢ primeiro caso.

Dada uma distribuicio de matéria e energia a métrica fica determinada pelas equagses de
Eingtein, que fundamentam toda a teoria da relatividade geral. Estas equagfes sio

87 G
G = %T,,,,, (2.1)

onde Gy € o tensor de Einstein, definido como Ry, — 3guR, onde Ra é o tensor de Ricci
e R = R} seu trago. Deste modo, o tensor de Einstein estd diretamente relacionado com
a curvatura do espac¢o-termpo. Enquanto T, é o tensor de energia momento, ou seja, é o
elemento que contém as informacdes sobre 3 distribuigdo de matéria e energia no espago. Para
que ndo seja necessirio manipular constantes ao longo dos célculos € comum em relatividade
trabalharmos com sistemnas de unidades nos quais a constante gravitacional, G, e a velocidade
da luz, ¢, sejam iguais a 1. Também seguiremos essa convencio.

Como (2.1) é uma equagdo tensorial ela é composta por 16 equagbes, mas como estamos
tratando de espacos sem torsdo os tensores sao simétricos, reduzindo este nimero a apenas
10 equagGes independentes. Por outro lado, o tensor de Ricci, Ry, € escrito em funcéo das
derivadas segundas de g, que sd0 as incognitas do problema e assim chegamos a dez equagdes
diferenciais parciais ndo lneares de segunda ordem para determinar as dez componentes inde-
pendentes de gq. Enquanto o tensor T, em muitos casos também depende de g5 0 que torna
o problema ainda mais complexo.
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Para resolver estas equagdes, foram impostas condigdes de simetria aos espago-tempos, 0 que
¢ justificado, pois os objetos astronémicos possuem simetrias. Outra simplificacio é considerar
a métrica estética, isto €, supor que as fontes do campo gravitacional s3o iméveis. Porém, esta
tiltima simplificacio nem sempre é compativel com a realidade observada; por exemplo, se dois
corpos estiverem sob gravitacdo mitua, eles tenderdo ao movimento, a menos que alguma forga
nao gravitacional os sustente imdéveis. Essa incompatibilidade possui implicagfes que serdo
tratadas na Secéo 3.5.

Outro fator que simplifica consideravelmente as equagées é buscar solugGes apenas para o
vacuo, ou seja, considerar Ty, = 0. Isso equivale, no caso Newtoniano, a tomar a equacio de
Laplace V2V = 0, ao invés da equagdo de Poisson V2V = p. Com isso nio s6 tornamos as
equacdes homogéneas, como também podemos simplificar as proprias equacdes que passam a
ser escritas como

Ry =0. (2.2)

Em 1916 sﬁrgiu a primeira solugio exata das equacdes de Einstein, a solugao de Schwarzschild.
Esta métrica, que depois veio a definir o que hoje conhecemos como buracos negros, € a solugao
das equacdes de Einstein para o vécuo (2.2) estdtica e com simetria esférica, dependendo ape-
nas de coordenada radial, o que transforma as equagbes diferenciais parciais em ordindrias.
Retornaremos a esta solugio como um caso particular das solugoes de Weyl (veja a Secdo 4.5).

A simetria esférica é muito restritiva pois a métrica sé pode depender de uma das quatro
coordenadas do espago-tempo. Esta restrigio é tdo forte que existem teoremas de unicidade,
impondo que a solugio de Schwarzschild seja a tnica soluciio estdtica com simetria esférica
para o vacuo. Um caso menos restritivo, e conseqiientemente mais rico em solugées, é o que
considera espagos estdticos com simetria axial. Com ests hipOtese a métrica pode depender
de duas coordenadas do espago-tempo, sendo independente apenas do tempo e do dngulo de
rotagdo em relagdo ao eixo de simetria. Este fol o caso tratado por Weyl, e que recebeu seu
nome.

Vamos agora mostrar os passos principais para a obtengio das equagtes de Weyl. Inicial-
mente serdo impostas as simetrias. A forma matematicamente correta de impor estas condicGes
¢ determinar os campos vetoriais que correspondem 3 estas simetrias, ou seja, os campos de
Killing. No nosso caso teremos um campo vetorial tipo-tempo, ¢, e um tipo-espaco, £, hiper-
superficie ortogonais. Ent&o impomos que a métrica seja invariante sob translacoes ao longo
das linhas de fluxo destes campos. Empregando a derivagdo de Lie podemos escrever estas
restriches como

Lgay = Legay = 0, (2.3)
onde L. denota a derivada de Lie com relagdo ao campo { ou &.

Como estamos buscando um sistema de coordenadas especifico, nfio precisamos trabalhar

com caracterizacoes invariantes; podemos desde j4 determinar que as coordenadas serdo adap-
tadas a esse campos de Killing. Escolkendo 3° como deslocamento ao longo de ¢ e z® ao longo
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de £ e entdo substituindo z® por ¢ ¢ 23 por ¢, que definimos como 4ngulo de rota¢io em relacio
a0 eixo de simetria. Conseqiientemente a métrica ndo terd dependéncias com relacao a estas
coordenadas. Além disso, os termos cruzados que envolvem di ou dy devem ser nulos, pois caso
contrério ao invertermos o sinal de uma destas coordenadas, t =& —% ou ¢ — —¢, alterariamos
a métrica. Impostas estas restrigies podemos escrever o elemento de linha correspondente a
um espago de Weyl como

d82 = Adtz - '}’ijdfcidlj - Bd(pz, (24)

onde A, B e y;; sio funcoes apenas de ' € z° e os indices ¢, § assumem os valores 1 e 2.

Cormo o elemento de linka deixa de ser diagonal apenas com relagio as coordenadas z' e 72,
e qualquer métrica bidimensional é conformalmente plana podemeos aplicar umna transformacio
de (z!,2%) — (r,2) que leve (2.4) em

ds® = Adt® — D(dr® + dz*) — Bd¢?, (2.5)

onde A, B ¢ D sao fungdes de r e z. A partir deste ponto empregaremos a seguinte numeracao
das coordenadas (2%, 21,2%,2%) = (8,7, 2, ).

Até aqui, apenas pela aplicacio das simetrias impostas, reduzimos o problema de determinar
as 10 fungoes de g, para o problema de determinar apenas as func¢des A, B e D). Podemos agora,
através da imposicio das equacgdes de Einstein para o vécuo (2.2), reduzir para apenas duas
incégnitas, ¢ e v, ficando com

de® = e?dt® — 29 (dr? + d2?) — rle~2dy?, (2.6)

onde as exponenciais foram incluidas por conveniéncia e as fungoes ¢ e v dependem apenas das
coordenadas r € z. Para completar a definigo das solugées de Weyl devemos fixar os intervalos
de defini¢io das coordenadas. Tomaremos entdo os intervalos

—o0 <t < 00, —00 < 2 < 00, 0<r <o, 0 < p <2,

onde identificamos ¢ = 0 com ¢ = 2r. Com esta identificagio impomos a topologia cilindrica,
R x (R? x §), que caracteriza as solugdes de Weyl.

Sob as condigbes descritas acima as equagdes de Einstein para o vicuo (2.2) sdo reduzidas
ao sistema de equagGes

Vg = e+ 2 4 00 =0, (2.7
vlgl = [rl(4? - $2)dr +26, 4.d2), (2.8)

que sio conhecidas como equagdes de Weyl.

Note que a integral que define a funcéo » serd sempre bem definida pois (2.7) é exatamente
a condi¢o de integrabilidade de (2.8). Uma dedugio mais detalhada destes resultados pode ser
encontrada no livro de Synge [66]. As funcdes ¢ e v algumas vezes 830 chamadas de potenciais
de Weyl. Para campos fracos 3 In g, = ¢ aproxima o potencial Newtoniano.
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Na verdade, para que possamos escrever a métrica na forma (2.6), néo é necessdrio que as
equagdes de Einstein para o vicuo (2.2) sejam satisfeitas integralmente. Basta que a relagio

R+R=0 (2.9)

seja valida. Quando esta relagio e as condigOes de simetria descritas acima sdo satisfeitas,
podemos escrever as equagGes de Einstein {2.1) como segue [58]

V26 = —dne®™® (17 — T3), (2.10)
vy = (42~ ¢3), (2.11)
v, = 2y b, e
Vor + Vo — VG + ¢2 + ¢ = 4me®e=9) (T9 + T3). (2.13)

Um dos aspectos que tornaram as métricas de Weyl importantes é que a equacio (2.7) é
exatamente o Laplaciano em coordenadas cilindricas com simetria axial, ou seja, é linear e suas
solugdes ja foram estudadas, no contexto da gravitagio Newtoniana, por isso a fungio ¢ é muitas
vezes chamada de Imagem Newtoniana da solugio, como foi sugerido por Letelier e Oliveira [48].
Mas devemos tomar cuidado com esta nomenclatura, pois, embora aos pontos singulares de ¢
correspondam as fontes da solugéo, o significado real da métrica pode diferir consideravelmente
de sua Imagem Newtoniana, como veremos nos casos da métrica de Schwarzschild, cuja Imagem
Newtoniana € uma barra, e do espago de Minkowski acelerado, cuja fungdo ¢ é singular sobre
uma linha semi-infinita.

O processo de obter uma solugdo de Weyl partindo de uma solugdo conhecida da equacgio
de Laplace ¢ matematicamente simples. Porém torna impossivel uma interpretagdc a priori
da soluc¢ao obtida. Por outre lado, a escolha do sistema de coordenadas foi determinada por
critérios puramente matemdticos, 0 que obscurece as propriedades fisicas da solucdo. Assim
surge o problema de interpretar corretamente wma solucio de Weyl. Além disso como estamos
fixos a um sistema de coordenadas particular estamos presos a carta deste sistema, consegiien-
temente toda a informacio disponivel refere-se a apenas um aberto contido na variedade do
espaco-tempo. Este aspecto serid tratado com mais detalhes na Secio 3.6, sobre extensdes
maximais.

A integral (2.8), que chamaremos de integral de Weyl, engloba os aspectos ndo lineares das
equagies de Einstein. Deste modo, ao contrdrio da equagio de Laplace, a soma de soluges néo
é uma solucdo. O ¢ue dificulta a sobreposi¢cio de métricas ja conhecidas, entretanto existem
algumas identidades [48] que podem ser tteis

vig ¥l = [ 1@ty — bt dr + Bk + bothr) ], (2.14)
i+ 9] = V4] + vl + 201, 9], (2.15)
viag] = o?vig], (2.6)
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ip(a)] = lim 116, $(a)], (2.17)
Vi, ] = vl 4], ) (2.18)
v[g, 4] = v($, ), (2.19)
9 _ ., |9%(a)

2 st v] = [ 28,4, )

o é uma constante, a e b sdo pardmetros.

2.2 Geodésicas nas Coordenadas de Weyl

Uma caracteristica que diferencia a relatividade geral da gravitagio Newtoniana é que a
primeira j4 traz, incluida em suas equacOes de campo, as equagdes de movimento, Embors
ambos 08 casos tenham uma certa equivaléncia matemadtica, a trajetdria de uma particula de
teste, ou seja, uma particula sujeifa ao campo gravitacional mas cuja massa é desprezivel, sera
dada por uma curva estacioniria de um funcional, conhecido como integral de agdo. Porém
na gravitacido Newtoniana este funcional consiste de um adendo a teoria, baseado na fungio
Lagrangeana, enquanto na relatividade geral ele é o préprio comprimento de arco da trajetéria,
dado por

S= [ v 9a°3° du, (2.21)

Nesta expressdo o ponto denota derivagdo com relagdo ao pardmetre u.

Como na relatividade geral a métrica ndo é definida positiva, podemos ter trés situagdes:
gas%2° maior, menor ou ignal a zero. Quando gg#%i® > 0 as curvas estacionsrias de S sfo
trajetérias de particulas de teste. Se gu»2°2° = 0 s#o raios de luz. Enquanto o caso gg2°t? < 0
nio tem significado fisico.

O conhecimento das trajetérias de particulas teste é de grande utilidade para a compreenséo
das forgas gravitacionais inerentes a uma determinada solugéo. Isso nos permite inferir algumas
propriedades relativas & fonte deste campo gravitacional. Simultaneamente, em termos da
geometria, o conhecimento das geodésicas nos permite uma melhor compreensdo do espago-
tempo.

Apresentamos agora as equagdes para o cdlculo das geodésicas com base em principios varia-
cionais. Poderiamos também calcular as geodésicas com base em suas propriedades geométricas,
como ser a curva cujo vetor tangente é transportado paralelamente.

Primeiramente, chamamos a atencéo para o fato de que uma curva serd estacionaria com
relacdo a (2.21) se e, somente se, também o for com relagio a

§'= [ ayd % du, (2.22)

Conseqgiientemente, como este funcional € mais simples, é nele que os cdlculos baseiam-se.
Agora, se definirmos K = g,%%i%, podemos dizer que, com uma escolha adequada do
pardmetro u, que chamaremos parimetro afim, o valor de K nio se altera ao logo de uma



18 ' CAPITULO 2. METRICAS DE WEYL

geodesica, pois ele € o quadrado da norma do vetor tangente a curva. E como sabemos, este vetor
€ propagado paralelamente. Como estamos em um espago pseudo-Riemaniano, com signatura
de Lorentz, K poderd assumir qualquer valor real. Quando K = 0 a geodésica associada é uma
geodésica nula, e representa a trajetéria de um raio de luz. Caso contrario, devido 4 escolha
do pardmetro u, K pode assumir os valores 1 ou -1. De acorde com a signatura que estamos
adotando quando K = 1, esta geodésica serd tipo-tempo e representard a trajetéria de uma
particula teste, que como no caso Newtoniano ndo serd influenciada pela massa da particula.
O caso K = —1 que representa uma geodésica tipo-espaco. Sintetizando temos

K = gui°i® = o, (2.23)
onde « € a constante que determina o tipo da geodésica

-1 geodésica tipo-espago
o= 0 geodésica nula
1 geodésica tipo-tempo.
Aplicando os principios variacionais a (2.22) chegamos as equacdes de Euler-Lagrange

0K d oK _

dz*  dudi*
Temos entdo cinco equagdes (2.23)-(2.24) para determinar as quatro fun¢des que parametrizam
a geodésica. Podemos, assim, ignorar uma delas.

De posse das equacbes genéricas vamos aplics-las ao elemento de linha (2.6) para obtermos

as equacdes que determinam as geodésicas em um espago de Weyl. Expandindo (2.23) obtemos
a seginte expressao

2412 — 2Hv=9) (32 4. z2) — e ¥¢? = q,
Do mesmo modo substituindo z° = 1,7, 2, ¢ em (2.24) teremos
f= 2 (g0 + ¢:3),
¢ =20 (et + ez —77),
P = e (20, +7) = 24 (v ~ 6:) = P + 2 (1 — 264) — a0,

(2.24)

£ =™ (22, +1) — 275 (U — &) — s + 2 (v — 26,) — adue 079

Os subescritos indicam derivagao parcial com relagio & coordenada indicada e os pontos indicam
a derivada total com relagdo ao pardmetro afim u.

Embora o cdlculo das geodésicas seja um problema de valor inicial para equagtes diferen-
ciais ordindrias € dificil encontrar suas solucbes analiticas, pois as fungies ¢ e v podem ser
muito complexas. Deste modo desenvolvemos um programa gue resolve numericamente estas
equacdes. Foram empregados métodos convencionais para equacgdes diferenciais ordinérias, co-
mo os métodos de Runge-Kutta. No Apéndice D apresentames tanto os algoritmos quanto as
listagens dos programas, em C++ empregados. Para algumas solugdes dos Capitulos 4 ¢ 5 foram
incluidas as trajetorias espaciais de suas geodésicas tipo-fempo.
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2.3 Coordenadas Especiais

Coordenadas de Lewis

O elemento de linha {2.6) é o mais nsado, as vezes com pequenas alteragdes, para descrever
os espacos de Weyl, mas nio € o tnico. Qutro elemento, utilizado por alguns autores, € obtido
empregando as coordenadas de Lewis, z e ¢

ds? = e™Xd? — 70 (da? + dy?) — pPeXdy. (2.25)

As fungGes p, x e 7y, dependem apenas das coordenadas z e y, e satisfazem as equacgdes de
campo

Poz + Py =0, (2.26)
PzXz + PyXy + P(Xaz + Xgy) = 0, (2.27)
Yoz + Tyy = X — 2iXyXz — X (2.28)
Bydp = %azp + p(8xY’, (2.29)

onde 8 = 0, + i0,.
As métricas (2.6) e (2.25) sio totalmente compativeis, pois como a funcio p é harménica
sempre existe f tal que

2p(z,y) = flz + iy) + flz —dy).
Entio, definindo a transformacio de coordenadas

2r = f(z +w) + flz —iy),

2z = f(z +1iy) — flz —iy),
podemos mostrar que as solugdes nas coordenadas de Weyl e de Lewis sdo relacionadas por
o +in
Coordenadas de Schwarzschild

Como a simetria esiérica é nm caso especial da simetria axial a métrica de Schwarzschild serd
um caso particular das métricas de Weyl. Na Seciio 4.5 veremos que a solugéo de Schwarzschild,
em coordenadas de Weyl, é dada por

1. R +R,-2m 1. (R-+R.)*—4m?

$= 38 T R, Tom’ v=3le—% &,

2
20y __ 21 —
el = e, X = ¢.

) (2-30)
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el
- ',
- .

Figura 2.1: Transformacio para coordenadas de Schwarzschild.

onde definimos RZ = ¢? + (2 + m)2. O elemento de linha (2.6) para esta métrica assume a

forma,

Y r?dy?
2 _ — {2 -

ds® = ®dt? q)(dr + d2?) 2
onde @_R*+R+—2m T—(R_+R+)2_4m2
"~ R_+R,+2m’ N 4R_R. '

Para colocarmos esta solugdo na sua forma convencional
-1
ds® = (1 - %’I‘;) di® — (1 - 27’"’) dp® — (d92 + sin 9dap2) (2.31)

basta aplicarmos a transformagéo

r = /7% — 2mpsin®, z=(p—m)cos. (2.32)

E importante notar que esta transformacio sé é vilida para p > 2m, isto é, a solucio (2.30)
estd relacionada apenas com o exterior do horizonte de eventos da métrica de Schwarzschild.

A relacio entre as coordenadas de Weyl e de Schwarzschild pode ser vista na Figura 2.1.
Note que o raio de Schwarzschild tornase a barra r =0 e —m < z < m, enquanto a érbita de
Schwarzschild, no plano equatorial, dada por p = 3m, torna-se r = v/3m.

Podemos agora aplicar a transformacio (2.32) a uma métrica de Weyl arbitraria. Este
processo pode ser il para compreendermos algumas métricas, principalmente as multipolares,
descritas na Secdo 4.11, pois s8o, em certo sentido, préximas da métrica de Schwarzschild.
Deste modo, obtemos as solugdo de Weyl em coordenadas de Schwarzschiid

- ds? = e*di? — 29 (.S' + %2 sin? 9) (% + pzdﬂz) ~ 28 sin® e~ dy?, (2.33)
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onde S =1 — 2mp! e as funces ¢ ¢ v estdo escritas em termos das novas coordenadas p e
6. Notando que Ry = |p+m(£cosf — 1)| e que p > 2m podemos reescrever as fungdes ¢ e v
relativas a solugio de Schwarzschild como

1 1 1 m?
¢—§ln8, v——ElnS———z—ln(S+}-2—sm 9).



Singularidades

3.1 Introducao

Singularidades sdo elementos comuns nas soluctes das equacées de Einstein. Porém, as
solughes com que estamos acostumados a lidar sdo altamente simétricas. Observando-se isso
levantou-se a questdo de que estas singularidades seriam frutos puramente das simetrias im-
postas € nao resultados que representem fendmenos naturais. Esta questdo foi respondida por
Hawking e Ellis {31] que, sob algumas condi¢des, demonstraram que toda solu¢o das equagdes
de Einstein possui singularidades. Porém como estes teoremas se aplicam a espaco-tempos
evolutivos as solucdes de Weyl nio satisfazem suas condigdes. Mesmo assim, apresentamos nm
resumo dos resultados relacionados com estes teoremas no Apéndice A, como a definicgo de
singularidades baseada na incompletude geodésica, que se aplica a qualquer espaco-tempo.

Como as solugbes sio sempre dadas em um sistema de coordenadas especifico, enquanto
as propriedades fisicas de uma métrica devem ser invariantes, temos ¢ problema de determi-
nar se as singularidades que encontramos sdo de natureza fisica ou provocadas pelo sistema
de coordenadas. Para conseguirmos fazer essa distingao, podemos empregar os invariantes es-
calares, definidos na préxima se¢do. Como eles ndo dependem do sistema de coordenadas, suas
singularidades s&o consideradas reais.

Além das singularidades invariantes, isto €, que ndo dependem do observador, podemos
pensar em singularidades que sejam sentidas por observadores especiais. Por exemplo, aque-
les em queda livre. Estas singularidades ndo sio invariantes, pois dependem do sistema de
coordenadas, porém sdo fisicas, pois poderiam, ao menos em principio, serem testadas experi-
mentalmente. Tratamos suscintamente deste caso na. seciio sobre singularidades intermedidrias.

As duas 1ltimas se¢Ges deste capitulo tratam de caracteristicas especificas dos espacos de
Weyl, como a determinacio de seus horizontes e a definicio das singularidades estruturais, que
s&o oriundas da estaticidade.

3.2 Invariantes Escalares

Qualquer funcdo escalar é invariante sob transformacgtes de coordenadas. Assim se pudermos
contruir escalares com significado geométrico teremos alguma informagio invariante sobre a
geometria. Os invariantes que apresentamos agui sio construidos por contragdes do tensor de
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Riemann, que ¢ definido pela expressio
Como estamos tratando de solugdes sem torsdo, I' é o simbolo de Christoffel

s = “%gkl (8ig15 + Oiga — Brgi5) -

Vale lembrar que as métricas de Wey! sdo solucbes para o vacuo e portanto o trago do tensor
de Riemann € nulo. O tensor de Weyl Cj;y; é o tensor de Riemann subtraido de sen traco, entio
este dois tensores sdo idénticos nestes espagos.

Nas coordenadas de Weyl (2.6) podemos escrever as componentes ndo nulas do tensor de
Riemann como [10]

e-—2(u—¢) R2121 = -7 282 {v—2) R3|]30 = Q,
_r—-263¢' R2323 = B_% RIOIO — R (3 1)
€*® Roopo = —r % Riai3 = 5, -
e % Ropro = —r2e® Rogi3 = T,
onde P=¢rr+2¢12-_yr¢r+yz¢z_¢§’ Q=¢§+¢E_%:
8= ¢, + 2(?53 — V¢, + 1Py — 3! T = @ur + 3620 — Voby — V1,

Com estes resultados podemos definir os invariantes desejados. Apresentamos aqui as
férmulas para dois deles: o escalar de Kretschmann

K = R R = 8749 (P2 1 Q? + $2 + 2T7) (3.2)
e o invariante cibico

N = R9M Ry R, = 48¢~5-9Q(PS — T%). (3.3)

3.3 Singularidades Intermedidrias

Como dissemos, uma singularidade sentida por um observador em queda livre pode ser
considerada fisica. Para estudarmos o que seria visto por este observador utilizamos as projegoes
do tensor de Riemann sobre as tetradas ortogonais naturais, que sio definidas a partir de
uma geodésica tipo-tempo, tomando o vetor unitdric tangente a curva e trés vetores espaciais
unitdrios, todos ortogonais entre si e propagados paralelamente ao longo da curva. Nestas
condighes as componrentes ndo nulas e independentes do tensor de Riemann séo [51]

Rigiz = K [er + 822 — 76.) = $2(1 — 3rdy)] ,
Rists = £ [be + $2(1 — r6,) + ¢2(2 — 3],

Rivts = 5 [$oe + 30,6, (1— 3r4y) + 6],
onde definimos k& = exp 2{¢ — v/).
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3.4 Horizontes nas Métricas de Weyl

Na relatividade geral o conceito de horizonte é modelado pelas propriedades do horizonte
de eventos da métrica de Schwarzschild. Tentando generalizar esse conceito para aplicd-lo a
outras métricas, Carter [14] definiu os horizontes de Killing. Estes horizontes sio definidos
como superficies nulas, tais que seus geradores sejam proporcionais aos vetores de Killing de
uma isometria tipo-tempo. No caso das solugdes de Weyl a norma de vetor de Killing tipo-tempo
é dada por ¢?. De modo que, nas regides onde ¢ — —oc temos horizontes de Killing.

3.5 Singularidades Estruturais

As singularidades estruturais surgem da incompatibilidade de algumas distribuictes de
matéria com & restricdo de estaticidade. Esta incompatibilidade também existe na fisica New-
toniana, porém ela nio ¢ detectada pelas equagbes de campo, engnanto que na relatividade,
como as equaghes de campo incorporam as equagbes de movimento, esta incompatibilidade
nio sé é detectada como também resolvida pelo surgimento de singnlaridades que sustentem a
estaticidade. Obviamente estas singularidades nio representam nenbum fenémeno fisico, elas
sdo apenas o resultado de uma restri¢io matematica inadequada ao modelo.

Nas métricas de Weyl estas singularidades podem aparecer sob duas formas. No eixo z lig-
ando dois corpos, ou um corpo e o infinito, como viclagio da condicio se suavidade elementar?.
Ou, quando um dos corpos que {ende ao movimento for um anel, esta singularidade aparece co-
mo uma descontinuidade da fungfio v, no interior deste anel. Chamaremos esta descontinuidade
de membrana [51]. O Capitulo 5 contém virias solugbes que servem como exemplo para ambos
0S €aS0S.

A condicio de snavidade elementar é a exigénceia de que em cada ponto do espago-tempo
exista uma vizinhanca difeomérfica ao espago de Minkowski. Qlhando para uma superficie no
R? esta condicdo é equivalente 4 existéncia de um plano tangente em cada ponto da superficie.
Deste modo, o equivalente a uma singularidade estrutural ocorre no vértice de um cone usual
em R®. Por este motivo esta singularidade também é chamada de singularidade cénica.

Como os espacos com que estamos lidando sio estdticos e com simetria axial, a condigio
de suavidade elementar equivale a exigir que a coordenada angular, ¢, tenha a periodicidade
convencional, 27, sobre o eixo de simeiria. Para isso é necessdrio que [41]

L X X*
1&% 4X L
onde X = £, é norma do vetor de Killing espacial. Nas coordenadas de Weyl esta condicio

simplifica-se em [51]

limy = 0. (34)

Como estas singnlaridades sustentam os corpos em oposicao & for¢a gravitacional, podemos
calcular as forcas de compressio que elas exercem. Para as estruturas estas forcas F;, sfo

1Em inglés Flementary Flatness Condition.
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calculadas integrando T7 em nm disco centrado em r = 0 e com as coordenadas ¢ e z fixas

F= /disco T; do,

onde do é um elemento de superficie. Aplicando diferentes definigies para este elemento teremos
diferentes expressdes para a forca, mas que a0 menos em primeira ordem sdo equivalentes.

Tomando o elemento de superficie da sub-variedade bidimensional, definido quando fixamos
it e z em (2.6), que é dado por do = e*"*rdrdy obtemos entdo a expressio [51]

E, = % (e"’“”") — 1) : (3.5)

Se utilizdssemos o elemento de superficie do = \/|gldrde = e2*~#drdy a forca de compressio
seria dada por

F, = 5(1 - ev(O,z})_
4
Note que para valores de v pequenos as duas definicies coincidem.

Estas estruturas sdo gravitacionalmente inertes, pois a densidade Newtoniana associada a
uIm corpo é

PN = p+p1 + P2+ p3,

onde p e p; sdo os autovalores do seu temsor de energia momento. Entdo como no caso das
estruturas temos que —p = p, > 0, conseqgilentemente py = 0. Por outrolado —p=p, > 0é a
equagdo de estado para as cordas césmicas [49], [51], [35], [45] e [55].

3.6 Extensoes Maximais

Nas secdes anteriores falamos que as singularidades poderiam ser fisicas ou geradas pelo
sistema de coordenadas. Com os invariantes escalares podemos distinguir entre estes dois tipos
de singularidades, mas além de saber que uma singularidade ndo é fisica desejamos também
elimind-la, de modo que possamos estudar as caracteristicas do espago diretamente.

Em termos topologicos, as singularidades falsas estdo ligadas ao fato de que os sisiemas
de coordenadas sdo definidos como um difeomorfismo entre um aberto, contido na variedade
que desejamos estudar, e um aberto contido em R", no caso da relatividade em R*. Elas
simplesmente marcam o fim do dominio de defini¢io do sistema de coordenadas, ou seja, sdo
pontos em que o mapeamento deixa de ser difeomodrfico. Nestas regides somos obrigados a
considerar outra carta, ou seja, outro difeomorfismo definido em um aberto que conienha, esta
Tegiao.

Na teoria da relatividade surge o problema de n&o sabermos, a priori, qual a topologia da
variedade onde estamos resolvendo as equagdes. De modo que ndo podemos definir um conjunto
de cartas que cubra toda a variedade e ent@o escrever a solucgio em cada uma destas cartas. O
que normalmente ocorre € que uma, solugio é obtida em um sistema de coordenadas escolhido
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arbifrariamente, como no caso das solugdes de Weyl, e entdo tentamos encontrar uma. variedade
que a contenha,

Um exemplo deste processo é a obten¢io da métrica de Kruskal {42]. Schwarzschild resolven
as equagdes de Einstein impondo que ela possuisse simetria esférica obtendo o elemento de linha
(2.31). Porém esta métrica possui uma singularidade de coordenadas sobre a esfera p = 2m,
como podemos ver no primeiro gréfico da Figura 3.1, onde os cones de luz nfo interceptam a
hipersuperficie p = 2m. Porém se calcularmos o tempo préprio ao longo da trajetéria de uma
particula em queda livre radial vemos que ela atinge a singularidade real, em p = (), com tempo
finito.

Figura 3.1: Geodésicas nulas da métrica de Schwarzschild e métrica de Kruskal.

A transformagio que Kruskal [42] encontrou leva a regido exterior desta métrica, p > 2m,
para a regido [¢/| < z’ do plano z’ — ¢/, exposta no segundo grafico da Figura 3.1, onde as linhas
tracejadas indicam as linhas p = const e as pontilhadas ¢ = const. Porém a nova métrica nao
é singular quando # = +2’, 0 que permite 2 expansdo de sen dominio de defini¢cio para toda
a regifio entre as linhas que correspondem 3 p = 0 e que sdo singularidades fisicas. Temos
assim um espago que contém a métrica de Schwarzschild e que ndo possui singularidades de
coordenadas. Dizemos entdo que a métrica de Kruskal é a extensio maximal da métrica de
Schwarzschild.

Na verdade a métrica de Kruskal é mais do que apenas a extensio maximal da métrica de
Schwarzschild. Ela é tammbém conformalmente plana, ou seja, a sub-métrica da superficie ¢’ — z
pode ser escrita como

ds® = Q* (di* ~ dz?) ,

onde $? é uma funcio ndo nula e positiva. Isso significa que os dngulos e proporcoes entre
vetores na métrica de Kruskal sdo os mesmos da métrica de Minkowski. Conseqiientemente, as
geodésicas nulas sdo linhas retas ortogonais entre si.

De posse da extensio maximal de uma métrica, escrita em coordenadas conformalmente
planas, podemos, aplicando transformagdes conformais, reduzir os intervalos de definigio das
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=0

Figura 3.2: Diagrama de Kruskal.

coordenadas a intervalos finitos, obtendo os diagramas de Carter-Penrose. Para a métrica de
Kruskal temos o diagrama da Figura 3.2.

Em geral encontrar o diagrama de uma métrica é uma tarefa complexa. Poém para métricas
que satisfacam algumas condigbes, podemos aplicar 0 método descrito por Walker [69].

Este método sistematiza os passos pecessdrios para obter o diagrama de Carter-Penrose
de superficies tipo-tempo, bidimensionais, estdticas e totalmente geodésicas. Vale lembrar que
uma superficie é considerada totalmente geodésica quando todas as geodésicas que a tangenciam
em algum ponto estdo totalmente contidas em seu inferior. Daqui para frente trataremos as
superficies que satisfagam estas restri¢ées por 7.

Como esta ¢ uma superficie bidimensional sua métrica induzida pode ser escrita em um
sistema de coordenadas tal que

ds® = Fdt® — f'f-’i, (3.6)
F
onde F' é a norma do vetor de Killing tipo-tempo em T. Esta fun¢io depende somente da
coordenada 7, pois como a métrica é estdtica, F nio pode depender de £, e como a superficie é
totalmente geodésica podemos escolher um sistema de coordenadas tal que as demais coorde-
nadas sejam constantes em T'.
Para podermos determinar quais singularidades sfo fisicas, precisamos definir um invariante
escalar em T'; uma escolha adequada é a curvatura intrinseca de Gauss, que neste caso serd
escrita como

K=:22 (3.7)

A suavidade de K serd exigida em todas as extensdes realizadas.

Como veremos, se F' e K forem suaves, para todos os valores de r todas as geodésicas em
T poderio ser estendidas até a completude. Porém se uma destas fungdes for singular para
algum valor r = ry entdo as geodésicas que alcangarem 1y, com comprimento afim finito, serdo
incompletas e inextensiveis, enquanfo os pontos onde F' = 0 definem horizontes de Killing,
implicando que as geodésicas que chegarem a estes pontos serdo incompletas mas extensiveis.
E por estas regides que poderemos estender o dominio de definicio da métrica.

Quando cbservamos o infinito r — Zoo devemos analisar se a métrica € assintoticamente
plana ou nio. No primeiro caso ela €¢ bem comportada nesta regidio, enquanto o contréirio indica
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a existéncia de singularidades no infinito. Avaliando o elemento de linha (3.6) notamos que a
métrica serd assintoticamente plana se F = 1 quando r — oo, valendo 0 mesmo para o infinito
negativo. Porém, na verdade, basta que /' aproxime-se de um valor finito ¢ constante, pois
neste caso é possive] aplicar uma transformaciio que reescale as coordendas, fazendo com que
nas novas 0 espago seja assintoticamente plano.

Para a aplicacio do método o primeiro passo € identificar as raizes da fungio F, que tratare-
Imos par a;, onde i = 1,2, 3,...,n, escolhidas de modo que

—0 K Ny <3 <... <Oy <O
Entdo, definindo ag = —oc € ag41 = o dividimos a superficie T em 7 + 1 regides
T = {(t,r)| o0 < t < 00, & S 7 < aapa}.

Introduziremos agora coordenadas nulas em cada uma destas regioes. Para isso fixamos r;
entre a; € a;;,. No caso em que T; for singular escolhemos r; = 7y, caso contrério r; é arbitrario.
E entdo definimos as tranformacoes

dw T dw

. m, U= t— ", m, (3.8)

w=t+

que levam a métrica de T em ds® = Fdu;dv;. Este novo elemento de linha serd suave em
-0 < U; < 00 e —00 < ¥ < oo se F for suave em T;.

a b [
Figura 3.3: Blocos bésicos.
Para obtermos o diagrama correspondente 2 superficie compactificamos independentemente
cada regido de T'. Quando F > 0 definimos
p; = tan™" P = tan ™" u;.
Esta transformacio leva cada regiio de T em num dos blocos bésicos, que s&o vistos na Figura 3.3.

o Senaregido T} a funcio F for regular mas ndo assintoticamente plana T; serd transformada
em um bioco do tipo ‘a’;

e Se T; for tal que a; < 7 < oc e F for assintoticamente plana no infinito entfio o bloco
correspondente serd o ‘b’, onde o infinito é representado pelas linhas duplas. Se o intervalo
da coordenada r for —o0 < r < @41 enido o bloco resultante serd também o ‘b’ porém
agora, ele estard refletido horizontalmente;
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o Por 1ltimo, quando T; for singular, isto é, quando ela estiver restrita ao intervalo rq <
T < @;y1, 0 bloco resultante serd o ‘c’, onde a linha tracejada representa a singularidade
T = 7. Se o intervalo correspondente for g; < r < 1y entdo, como no caso anterior o bloco
‘c’ sers, refletido horizontalmente.

As linhas pontilhadas em cada bloco representam regides onde r = const, sendo portanto

orbitas do vetor de Killing.
t=+inf t=-inf
t=-inf t=+inf

Figura 3.4: Reflexbes em { e em r.

Nas regides onde F' < 0 as coordenadas r e ¢ tém suas caracteristicas de tempo ou espago
invertidas. Os blocos correspondentes a estas regides sdo obtidos da mesma maneira, exceto
pelo fato das coordenadas u; e v; serem substituidas por seus negativos. Portanto estes blocos
serdo rotacionados com relagio aos blocos onde F' > 0, isso é com a coordenada r variando
verticalmente e ¢ horizontalmente. As drbitas do vetor de Killing, que agora sao tipo-espago,
servem para explicitar em quais blocos F € maior ou menor que zero.

Como conseqiiéncia da simetria discreta ¢ — —¢ podemos refletir os blocos no sentido de
variagio da coordenada ¢, veja o primeiro grifico da Figura 3.4. Ao passo que invertendo
os papéis das coordenadas u; e v;, na transformacio (3.8}, refletimos o bloco com relagio a
coordenada r, como no segundo grafico da Figura 3.4. Estas reflexfes serdo teis para permitir
um ndimero maior de ligacGes entre os blocos.

Figura, 3.5: Ligagdes possiveis.

Tendo listado os blocos relacionados com a superficie 7' o préximo passo, para obter o seu
diagrama de Carter-Penrose, é unir estes blocos de todas as maneiras possiveis. Porém estas
ligacbes devem ser feitas de modo que a coordenada tipo-tempo, r ou ¢t dependendo do bloco,
sempre varie verticalmente ¢ & curvatura intrinseca de Gauss seja suave através de todas as
unides.

Para esclarecer como estas ligagGes podem ser feitas apresentamos a Figura 3.5 como exem-
plo. Estes dois blocos podem ser ligados de duas formas distintas. A primeira unindo as arestas
etiquetadas com o nimero 1. Note que para realizar esta ligacio primeiro devemos refletir o
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bloco T; com relagdo A coordenada r. A outra possibilidade é unir as arestas marcadas com 2.
Os dois resultados possiveis sdo apresentados na Figura 3.6. O diagrama ‘a’ é o resultado da
uni&o pelas arestas 1 e ‘b’ pelas arestas 2.

Figura 3.6: Unindo os blocos.

Como foi assumido que K € snave através de r = a;;;, para mostrarmos que estes blocos
podem ser unidos adequadamente basta mostrarmos que existe um sistema de coordenadas em
uma vizinhanga da aresta 7 = a;4;.

Considerando primeiramente a configuragio 1, definimos

dr

Entdo, apds manipulac¢fes simples temos o elemento de linha
ds? = F du® — 2dudr, (3.9)

que é suave em T = a;,;, permitindo assim que a coordenada r agora assuma valores em todo o
intervalo (a;, @i+2). Deste modo, o sistema de coordenadas cobre suavemente ambos os blocos.
No caso da segunda configuraciio, basta definirmos a nova coordenada como

obtendo o elemento de linha
ds? = Fdv® — 2dv dr, (3.10)

que cobre agora os dois blocos unidos pela segunda. configuragio.

Percebendo que ambas as ligacdes descritas podem ser realizadas simultaneamente podemos
montar o diagrama apresentado na Figura 3.7. Além disso, podemos refletir o bloco T},
em relagio i coordenada T e acrescentd-lo ao lado esquerdo do diagrama, que passa assim a
conter quatro blocos basicos. Construindo o diagrama desta forma obtemos a maior extensdo
possivel, com estes dois blocos. Porém, este arranjo introduz wm problema: o poato p, no
centro do diagrama, nio é coberto por nemhum dos sistemas de coordenadas definidos até
agora. Precisamos entdo de um novo sistema de coordenadas capaz de mapear uma, vizinhanca
deste ponto.
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Figura 3.7: Ligagées simultineas.

Walker demonstra que este sistema de coordenadas existe, desde que a fungio F' possa ser
escrita como H ' (r — a;)(r — a2)...(r — @5), onde H é um polinénio em r de grau n cujas
raizes ndo coincidam com as de F'. Para fungdes mais gerais a existéncia deste sistema fica em
aberto. Estas novas coordenadas sdo definidas como

U = aef exp (ﬁ[%), V=c"eexp (ﬁf%‘):

onde o € uma constante de integragdo e § é determinada de forma que o elemento de linha seja
regular em todo o interior do diagrama. A restrico em F' foi imposta justamente para garantir
a existéncia desta constante. Deste modo o elemento de linhka no interior do diagrama passa a
ser escrito como

Apresentar um sistema de coordenadas equivalente para o caso de diagramas com mais
blecos torna-se dificil, talvez impossivel, pois temos que impor mais condigoes de regularidade
para cada ponto de interse¢do contido no interior do diagrama. Entretanto este sistema nao €
necessario, pois podemos cobrir todo o diagrama, empregando uma carta para cada conjunto
de quatro bloecos, montando assim um mapa para toda a variedade.

Revendo os passos descritos temos:

» Escrever a métrica da superficie T em um sistema de coordenadas em que seu elemento
de linhg assuma a forma da expressdo (3.6);

e Entdo de posse da fdrmula da fun¢io 7' podemos avaliar suas raizes e seus pontos singu-
lares. O que nos d4 a divisao da superficie T nas regies T;;

e Basta agora determinar o bloco correspondente a cada regifio e uni-los convenientemente.

Tendo apresentado o método apresentarnos agora um exemplo, construindo o diagrama de
Carter-Penrose para a métrica de Schwarzschild.

Tomando esta métrica em sna forma candnica (2.31) e nos restringindo & superficie ¢ — r,
vemos que seu elemento de linha j4 se encontra na forma desejada (3.6)

ds® = (1—-2-?)&2— (1~@)_1dr2.

r
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Figura 3.8: Blocos basicos da métrica de Schwarzschild.

De onde extraimos imediatamente as expressoes

2m 2m
F=1—-—, K=—.
T r3
E facil ver que a raiz de F é dada por a¢; = 2m e que r = 0 ¢ uma singularidade real.
Desta forma, a superficie T é dividida em duas regies, cujos blocos correspondentes estdo na
Figura 3.8. Reproduzindo os passos descritos para a unido dos blocos cbtemos diretamente o

diagrama da Figura 3.2.



Solucoes de Weyl

4.1 Introducao

Neste capitulo e no préximo apresentamos varias solugoes de Weyl e algumas de suas car-
acteristicas. Neste incluimos aquelas que estio associadas a distribuigfes de massa isoladas e
no préximo sopreposigoes desias.

Qutras revisdes das solugdes de Weyl podem ser encontradas na literatura cientifica, pode-
mos citar como exemplos: Bonnor [12], Bonnor e Martins [10], Letelier e Oliveira [51] e Kramer
et. al. [41]. Porém estas revisdes sdo muito restritas.

Na. préxima secio comentamos sobre os métodos numéricos, que foram empregados para a
obtencdo de algumas novas solucdes. Os cdlculos necessdrios para exibir as demais solucbes nio
foram incluidos. Porém estdo indicadas as referéncias onde eles podem ser encontrados.

Solugoes Numéricas

Para obtermos uma solucdo de Weyl precisamos resolver a equacio de Laplace (2.7) ¢
integrar (2.8). Como a equagdo de Laplace é nma das equages cldssicas da fisica-matematica
suas solugdes sdo bem conhecidas e pela sua linearidade podemos obter a sobreposicio de
solugdes de modo trivial. Porém a integral {2.8) néo ¢ linear podendo representar wm obstdculo
para obter novas solugbes analiticas.

Porém conhecendo ¢ analiticamente é facil integrar (2.8) numericamente. Temos entio uma
ferramenta 1til e simples para gerar novas solugtes, permitindo o estudo de caracteristicas das
métricas de Weyl, tais como estruturas e membranas.

Entretanto, a0 computar » numericamente o que temos séo seus valores para determinados
pontos de uma malha, 0 que € suficiente para que possamos descrever seu comportamento
em, praticamente, qualquer regido desejada. Porém ficamos presos as coordenadas de Weyl,
o que torna invidvel um estudo de suas caracteristicas globais, que em geral dependem de
transformacdes de coordenadas singulares.

Como as resultados numéricos s&o apresentados graficamente incluimos também os gréficos
das solughes analiticas para que possamos compari-los. Como os métodos numéricos que foram
empregados sdo muito simples ¢ de conhecimento geral, incluimos sua descricio apenas no
Apéndice D, bem com as listagens dos programas implementados.
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4.2 Campo Homogéneo
Esta é a mais simples solz¢io de Weyl
A2p2

¢ = Az, v=—=" (4.1)

Na gravitagio Newtoniana ¢ € o potencial para um plano no infinito. Porém ele pode ser {rans-
formado em uma métrica que representa uma onda gravitacional, como veremos na Se¢ao 5.8.

4.3 Solucao de Chazy-Curzon

Resolvendo o Laplaciano para uma fonte pontual e calculando v pela integral (2.8), obtemos
a solugéio de Weyl conhecida como solugio de Chazy-Curzon [17], {22

2,.2
¢ = _E: v= _%a (4'2)

aqui B2 = r2 + (2 — %)? e z ¢ a posicdo, no eixo z, onde ¢ é singular.

—

) \ 1 l
> |

Figura 4.1: Fungbes ¢(r, z) e ¥(r, z) da métrica de Curzon.

&

Na Figura 4.1 estdo os graficos das funcées (4.2). Mesmo com a fungio ¢ seado o potencial
Newtoniano para uma massa pontual, qgnando observamos o grifico de », fica evidente que
esta solucio ndo contém a uma distribuicio esférica de matéria. O que serd confirmado mais
adiante ao analisarmos seus invariantes e suas geodésicas. Esta solugio é tratada por particula
de Curzon.

Para obtemos alguma informacio sobre as propriedades fisicas deste espago precisamos
calcular seus invariantes escalares. Aplicando as férmulas apresentadas no Capitulo 3 obtemos
0 escalar de Kretschmann (3.2), onde fixamos 2, = 0,

16m2e2v
R12

=%(mr2—2R3),

K= (Ar* +9Br*2* + 3Dz - 3m.ER) \
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A=m'+6m?r® + 3rt, B=m?+r?+ 22,
D=m?+ 2%, FE =m?r® + 2r* + 40222 + 22*

e o invariante ciibico (3.3), também com 2, =0,
48m3e3¥

N = 7 r4+2'r232+z4—mR3)@,

O =27 4+ A2 4 Bri® 4+ 222078 4+ 2 D + BB + Fr* + G,

B = mt +2Tm? 22 + 424, C = 2m* + 30m*2% + 352°,
D = 3m? + 35m*2% + 352°, E = 4m* 4+ 45m?2% + 4274,
A=5m>+ 1422, G =222 (m® + z2) — 4mR®,

F=2 (m“ + 15m22° + 14z4) — 3m3R®

e a funcio ¢ é a mesma que foi definida para o invariante de Kretschmann.

i — 1
ag - .F-15
0.6 ! o6t
o.4f . a4f
0.z - 0.2r
P — 0
02 : 02t
0.4f 1 04F
a8t ] o8}
o8t \ ] -nay

k] o5 1 15 : T 5w 15w &5 ® B 40

Figura 4.2: Geodésicas da métrica de Curzon.

Se adotarmos coordenadas esféricas (B.8) estes escalares s3o reescritos como

2
K= 8”;21602#’ (GR“ —~12mR® + 3 (A+2)m?R?2 — 3Am°R + Am.“) ,
3
N= -z%ﬁ (m — R) (—4R* + 8mR® — (34 + 4) m*R? + 3Am®R - Am,“)
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sendo que agora ¥ e A sdo definidas como
m

1,b=§(msin29—2R), A=1—cos20.

Uma caracteristica destes escalares ¢ que a singularidade na origem ¢é direcional, ou seja,
ela é dependente da trajetdria de aproximagio. Por exemplo se nos aproximarmos por uma
linha reta, diferente do eixo z, os escalares tornam-se infinitos. Porém se nos aproximarmos
pelo eixo z eles se apulam. Uma possivel interpretagio para estes resultados € que a solugdo
de Curzon esteja associada a métrica de um anel colapsado. Quando tracarmos as geodésicas
desta métrica, essa caracteristica se tornar mais clara.

No primeiro grifico da Figura 4.2 apresentamos as trajetdrias espaciais das geodésicas tipo-
tempo que partiram do repouso. As marcas indicam a passagem de uma unidade do tempo
préprio. Todas estas curvas terminam abruptamente, isto é, os métodos numéricos sdo inter-
rompidos ou geram resultados absurdos, indicando que eles sentiram a presenca da singulari-
dade.

Quando soltamos uma, particula exatamente sobre o eixo z ela caird viajando sobre este eixo.
Como os invarantes de curvatura se anulam quando nos aproximamos da singularidade pelo o
eixo z, a particula ignora a singularidade. No segundo gréfico confrontamos a coordenada z
dests trajetéria com o seu tempo préprio, evidenciando sen comportamento oscilatério. O com-
portamento desta geodésica consiste em mais um argumento para a interpretacio desta métrica
como um anel cujo raio foi colapsado. Scott e Szekeres [64], [65] estudaram o comportamento
das geodésicas espaciais e globais desta métrica.

4.4 Barra de Comprimento Finito
A solucdo cuja imagem Newtoniana € uma barra de comprimento 2I, sobre o eixo z com
extremidades em z = i, é definida pelas funcbes [62]
2 2 _ 4 2
¢=TlnR1+R2+2I, v=-m—ln(R1+R2) :,
21 Rj+Ry—2 202 4R Ry

onde R, sdo as distancias Euclidianas dos extremos da barra ac ponto em que se estd calculando
o pontencial e a constante m estd associada a massa do barra. Algumas vezes esta solucdo
também é chamada de barra de Weyl, solugéo v de Weyl ou solucio de Zipoy-Voorhees.

4.5 Solucao de Schwarszchild

Um caso particular, de grande interesse, das soluc¢Ges (4.3) ocorre quando tomamos [ = m,

ot seja, o comprimento é igual a duas vezes a massa do corpo. Esta nova solucio € escrita como
¢_£ Ry + Ry —2m V_lln(R1+R2)2—4m2

T2 R+ Rp+2m’ T2 4R Ry ]

Esta métrica é importante, pois representa a solugio de Schwarzschild nas coordenadas de
Weyl [9] [44] [46], como foi dito na Se¢do 2.3, a transformacfo (2.32) leva essa métrica no

(4.3)

(4.4)
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) A ~~—

-

Figura 4.3: Solugio de Schwarzschild em coordenadas de Weyl.
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Figura 4.4: Geodésicas da barra de Weyl e da solugfo de Schwarzschild.

exterior da métrica de Schwarzschild. Este fato serve como alerta quanto a interpretagio de
uma métrica de Weyl com base em sua Imagem Newtoniana.
Podemos também escrever os potenciais dessa métrica como

_lfm _1 2 + i
s=3m (%), o= 5o ()

através das definiches

p=m—z+(m—z)2+72 My =—m—z +\/(m+ z)? + 12

Embora a solucilo para uma barra de densidade arbitraria possa parecer muito parecida com
a solugio de Schwarzschild, que correspondente a uma barra com densidade igual a 1/2, esta
semelhanca é um mero artificio do sistema de coordenadas. A diferenca fica evidente quando
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tragamos as trajetdorias espaciais das geodésicas tipo-tempo, vistas na Figura 4.4. Note que no
primeiro grifico, onde foi considerada uma barra de densidade igual a 1/4, as trajetérias sempre
se dirigem aos extremos da barra, situados nos pontos £1/2, indicando a presenga de matéria
repulsiva no interior da barra. No segundo grifico, relativo a uma solu¢io de Schwarzschild,
também entre os pontos +1/2, as geodésicas incidem diretamente sobre a barra, indicando que
ela é composta de matéria normal.

4.6 Linha Infinita

‘Tomando o potencial de uma linha infinita com densidade constante o
¢=20lnr+1InC, (4.5)
onde C € uma constante arbitraria, e integrando (2.8) temos
v=40"Inr (4.6)
Esta é a solucdo de Levi-Civita, e seu elemento de linha {10} [11] é |
ds? = CPriedt® — r(8°~4) (4r? 4 47%) — O3> dy? (4.7)
Seus invariantes de Kretschmann e Cibico sdo
K = 64Pc*(20 — 1)2r%F, N = —7680*(20 — 1)4r 5%,

onde definimos P = 402 — 20 + 1.

Note que para ¢ = 0 ou ¢ = 1/2 estes invariantes anulam-se, ou seja, para estes valores
estamos lidando com um espago-tempo plano. Para outros valores de ¢ eles tendem ao infinito
quando 7 — 0 e tendem a zero quando r — o<.

Na Sec¢iio 4.14 listaremos algumas métricas obtidas por Kinnersley, que também sdo soluctes
de Weyl, embora em outros sistemas de coordenadas. Entre elas existe uma que é exatamente
a solucdo para uma linha infinita com densidade ¢ = 1/4, e C = 1.

4.7 Linha Semi-Infinita

A solugido para uma linha semi-infinita de densidade constante, o, que parte do ponto % e
estende-se a0 infinito é dada por

¢=clnX +InC, u=2azlnf—R (4.8)

a funcio X € definida como X = R+ e(z — 1), onde a constante € assume o valor 1 quando a
linha encontra-se nos valores de z maiores que 23 e -1 caso contrario, enquanto C é arbitraria.
Substituindo estas fun¢des no elemento de linha. (2.6) temos
X (46%~20)

ds® = C?X?di — W(dr” +d2%) — C2 X2 rdy?. (4.9)
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Figura 4.5: Potenciais ¢ e v de uma linha semi-infinita.

Quando ¢ # 1, podemos definir um sistema de coordenadas equivalente onde a contante C
seja igual a unidade. Chegamos a esse novo sistema pela transformacéo

z = C(l_a}_lz*, o= C(l_o')_lr*, t= C‘"(l—d']'_ltt’
que coloca os potenciais métricos em sua forma mais conbecida
X‘
¢=0'1D.X*, 1}=2.021n2R* (4'10)

Para esta métrica os invariantes escalares definidos na Segio 3.2 resultam em
2
K =12G? (1 — gY) , N =-12G*(1-Y),
onde as funcdes G e Y sdo definidas como

20 _ 2402 —20+1)
G 220C%6(20 — 1) (cosec E)

6
— — 2 —
1) 2 , Y =(1-0)(1+20)cos 3"

O éangulo § é medido entre a linha e o segmento de reta que une o extremo da linha com o
ponto onde estamos calculando os invariantes.

Bonnor e Martins [10] fazem um estudo das caracteristicas desta métrica em funcdo de o,
obtendo os resultados:

o = 0 Os invariantes escalares se anulam e estamos lidando com um espago-tempo plano, na
verdade a métrica se reduz ao espago de Minkowski;

o =1/2 Os invariantes também se anulam, mas neste caso estamos lidando com um espago-
tempo uniformemente acelerado, este aspecto serd tratado com mais detalhes na proxima
sub-secao;

o = —1/2 Neste caso podemos identificar, esta métrica, com a solucio de Taub, pela transfor-
mMacao

r=2Zp 2e(z — z) = 2% — p;
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o > 1 Quando R — o0 os invariante divergem indicando a presenca de fontes adicionais no
infinito.

Caso contrdrio os invariantes divergem apenas sobre 3 linha. Entdo se quisermos uma solugio
assintoticamente plana devemos entfo impor que o < 1, ou no sistema de unidades internacional
o < 10%g/cm.

Espago-Tempo Acelerado

Como foi dito a métrica de um linha semi-infinita com densidade ¢ = 1/2 caracteriza um
espago-tempo uniformemente acelerado. Podemos formalisar esta afirmacdo aplicando uma
transformagio de coordenadas que leve (4.9) em um espacgo de Minkowski.

Reescrevendo as expressdes para as funcdes ¢ e v com o = 1/2 temos

X

¢>=%1nAX, v=%ln (4.11)

a constante A é definida como A = C? e sua unidade é {comprimento)™' assim podemos
associd-la com uma aceleragdo. A constante aditiva na funciio v foi escolhida de modo que o
eixo z seja regular fora da linha. Se fixarmos 2y = (2¢A) " entdo a aceleragdo na origem terd
intensidade igual a A.

Em coordenadas cilindricas a métrica de Minkowski tem a forma

ds? = dr? — d¢? — di? — nPdy?
e a transformagio que leva (4.11) nesta métrica é [7] [20]
_B 2 — =T
i-a=5(P+r-(7), r = Bny/¢? - 12, tamhBgt =7 (412)

& coordenada ¢ é mantida inalterada, @ e B sd3o constantes € ¢ é um fator de escala para a
coordenada  que ser4 1itil para acomodar condicgoes de regularidade, como veremos na Se¢éo 5.8.

Figura 4.6: Hist6ria de uma particula originalmente no eizo z fora da linha semi-infinita.

Pela expressio (4.12) vemos que a histéria de um ponto fixo no eixo-z, fora da linha, aparece
nas novas coordenadas como duas linhas dadas por

T= :I:J%(z —a)+ (2, n=10, (4-13)



48. DISCOS - | 43

como mostra a Figura 4.6. Por outro lado os pontos sobre a linha com [{| < oo sdo mapeados
em 7 = { = (0 embora quando { = +¢o serdo mapeados em ( = =7. Em todos os casos n =0,
pois para qualquer valor de ¢ a restricio 7 = 0 implica em = 0.

A transformacio (4.12), além de evidenciar a auséncia de curvatura desta métrica, estende
seu dominio. Observe que o plano r € (0,00) et € (—00,00) é mapeado, devido a multivalo-
ragio em (4.12), simultaneamente nas regides I e II, da Figura 4.6. Além disso, nenhum ponto
do plano original é levado as regites III e IV, caracterizadas por |7} > [(|. Como a métrica
resultante é regular nas retas 72> = (2, para qualquer valor ndo nulo de g, podemos tomar todo
o planc 7 — { como dominio desta métrica, que ndc é mais estitica, mas € invariante sob as
transformacdes de Lorentz no plano { — 7. Além de ser simétrica com relagdo as reflexdes das
coordenadas { = —( e 7 = —7 e as rotacdes em torno do eixo = 0.

Como veremos na Segdo 5.8 esta métrica pode ser usada para gerarmos solugoes exatas das
equagdes de Einstein para corpos acelerados.

4.8 Discos
Solucdo Geral Newtoniana

Na teoria Newtoniana da gravitacdo , qualquer disco, cuja matéria é distribuida de modo
axialmente simétrico, possui um campo gravitacional dado por [4]

b= _f% Can Pan (M)an(8), (4.14)

onde empregamos as coordenadas esferoidais oblatas (B.30), gan(€) = 2"t Qg (i) e Cqy, sdo
constantes arbitréarias.
A densidade Newtoniana associada com cada um destes discos é u = S(r)d(2), sendo que

S(r) = 2ra [1 - (E)T% 2 o Pn (1 /1 22 | , (4.15)

onde a constante « € definida como ¢y = (2n + 1)Congay, (0).

Tensor de Energia Momento de um Disco Fino

Considerando um disco infinitesimalmente fino sobre o plano z = 0 descrito pelas funces
métricas ¢ e v, as componentes n#o nulas de seu tensor de energia momento serio [58] [46]

e=-Tt= 438 (1 —ré;)b.8(2),
Dop = T = 456-14,,6(2).

Uma maneira de lidarmos com a restricio de estaticidade, imposta pelo formalismo das
solucbes de Weyl, é pensarmos no disco como sendo composto por indmeras particulas que
giram em diferentes sentidos, de modo que o momento angular do disco, como um todo, seja
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nulo. Estes discos serio chamados de discos em contrarrotagdo'. Com base neste modelo
podemos calcular a velocidade de rotacio de cada particula, que compde o disco

€ 1—r¢,

(4.16)

Uma solugdo fisicamente vidvel deve satisfazer a condigio fraca de energia ¢ > 0 como também
a condi¢do dominante de energia v2 < 1.

Discos de Morgan-Morgan

Thomas Morgan e Lesley Morgan [58] definiram uma familia de discos em 1869 com o
intuito de estudar o desvio para ¢ vermelho em suas proximidades. Estes discos foram definidos
tomando-se a férmula geral (4.14) e escolhendo contantes Co, tais que

(-1 an + 1)(2m + 1)! L(m-n+1) M

Con = i(on T 1) (2m — )] Oy ()T n+3) @

(4.17)

para todo n < m e Cy, = 0 quando n > m, onde m € um ndmero inteiro positivo e fixo. Desta
maneira os potenciais e densidades Newtonianos sfo dadas por

b= = 3 P Con Py ) Qo (8), (4.18)
m r m—1/2
soni = T - ()] = 9

onde ¢ € o raio do disco, os graficos das densidades dos primeiros 4 discos estdo na Figura 4.7.
Note que a densidade associada ao disco Dy diverge quando r — 1, implicando que este disco ndo
é fisicamente aceitdvel. Embora suas geodésicas sejam bem comportadas, como a Figura 4.10
mostra.

Figura 4.7: Densidades dos primeiros 4 discos de Morgan-Morgan.

Os pontenciais e as densidades Newtonianas, destes discos, estao relacionados pelas relagoes
de recorréncia [48]

2n+3

Dpy1
pH = a2nt3

a2 +2gDn dg (4.20)
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Figura 4.8: A fung#o ¢ dos 2 primeiros discos de Morgan-Morgan.
2n+3
Dot o 2n+2 oDy,
S o= W[G S5%* da. (421)
Explicitamente o potencial para os primeiros trés discos é dado por
M

¢% = ~— arcot{, (4.22)
P = _% {w+ }I [(3¢2+ )W — 3¢] (377 — 1)} , (4.23)
P = .-%{ { W + (277 — 1)K + (35" — 305° + 3)L} ; (4.24)

sendo que W = arcot£ e

K= % [(3§2+1)mot§-—3€],

L= % [(3554 + 30¢2 + 3) arcot £ — 35£% + %ég] .

Em coordenadas cilindricas estes potenciais s&o reescritos como [48]

¢Pe = —%Im In g, | (4.25)
. :

o =~ [0+ T ) mus 23], (426

¢ =_1T5aﬂ511m [Aln,u.—BR—-%OR"’], (4.27)

onde R2=(ia—2)?+7r%, u=ie—z+Re

1 4_1-4 4 _r? 2 r?

1Em inglés dizemos que o disco é composto por particulas Counterroiation
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B= -1-(m—z)3 + (ia — 2) 3:52——1'.—2 — zr®
8 16 ’
25

C=?z+'f:ﬂ.

Os gréficos de ¢ e ¢; podem ser vistos na Figura 4.8.

Discos de Morgan-Morgan Relativisticos

i ~ f

-l / 1 -1

[] s 1 15 2 [] as I L5

o

g

—

Figura 4.9: A funcgiio » dos 2 primeiros discos de Morgan-Morgan.

Partindo da solucéo definida em (4.18) podemos calcular a solugio de Weyl correspondente.
Para as fungdes ¢ (4.22) e (4.23) as funcBes v associadas sio [48]

Do r + |pl?
v[g™) = T (4.28)
vipP) = -2 ‘Zf;"'z [i‘f —(1-n?) (42— 2§AB)] , (4.29)

ondedeﬁnimosA=§a.rcot§—1eB=% [—E—— a.rcotf].

Os grificos destas fungdes podem ser vistos na Figura 4.9. E interessante notar que 0 compor-
tamento das funcdes é radicalmente diferente. Indicando que o segundo disco n3o é perturbagdo
do primeiro. _ _

Em coordenadas cilindricas ¢™ é dado por (4.26), e a expressiio para v[¢™] no plano z =0
torna-se

Dy 3_“_ i
¢=¢ "4(1“2a2)’
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Figura 4.10: Geodésicas e queda Newtoniana no primeiro disco de Morgan-Morgan ¢2°.

Podemos entao calcular as componentes ndo nulas do tensor de energia momento deste disco

2 37 Mr? / 2 3m Mr?
€= 1—5—2- [1_Z pe ] Fé(2), Do =41 — —-—F6(z),

onde F' = 3M(2ra)'eX¢—). Calcnlando a velocidade de rotacéio (4.16) obtemos
2 2\ -1
o2 3r Mr (1_ 37 Mr )

~ 4 & 4 a
A condigio fraca de energia, € > 0, exige que
M 4
_— . 4.30
a < 3n (4.30)

Além disso notando que a maior velocidade ocorrerd na borda r = @ e impondo que 2 < 1
entdo teremos a restricdo

£<%, (4.31)
que é mais forte que (4.30) e é chamada de condiciio de Morgan-Morgan [58].

No primeiro gréfico da Figura 4.10 apresentamos as projegoes espaciais de algumas geodésicas
tipo-tempo, correspondentes a particulas de teste inicialmente em repouso, sobre do disco Dy.
A linka pontilbada indica a posi¢cdo do disco. No segundo gréifico estio as equivalentes Newto-
nianas, que sdo muito similares.

Discos de Poeira

Estes discos [46] sdo gerados pela aglutinaciio de dois espago-tempos, associados com dipolos
opostos. Estas métricas néo sdo fisicamente aceitdveis, pois contém massas negativas. Podemos
entretanto definir toda uma familia de discos, com base no mesmo processo, apenas empregando
outros harménicos com simetria axial.
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Figura 4.12: Geodésicas e queda Newtoniana no Disco de Poeira.

Considerando o primeiro harménico esférico, com simetria axial P; (cosf8) = cosf teremos
para 2 >0

o’z
2(z% + r2)3/2°
onde o € uma constante. Enquanto que para z < 0 definimos ¢~ substituindo z por —z, assim
calculando v temos

v = E(z;ij;r?_)i (1 - sfz—) . (4.33)

Os graficos desta fungtes estéio na Figura 4.11, Os componentes do tensor de energia momento
830

¢t = (4.32)

e= 2%3—2-8_“4!&45(2), Py = 0.
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No primeiro gréfico da Figura 4.12 est3o as projecdes espaciais das geodésicas tipo-tempo
para particulas, inicialmente em repouso, sob o efeito do campo gravitacional desse disco.
A linha pontilhada indica a posicdo do anel. No segundo grafico apresenta as trajetdrias
Newtonianas.

Discos Anulares

Esta familia [46] foi criada através de uma inversdo nos discos de Morgan-Morgan. Con-
sidere A(r, z) definida como a funglio ¢ dos discos de Morgan-Morgan (4.18), cuja densidade
Newtoniana associada é S, como em (4.19). Definindo agora a inverséo

P+t ——ad—— (4.34)
T2 4 22’
sendo que ¢ é o raio da borda interior do disco anular, temos, deste modo, a fun¢ido ¢ dos novos
discos

a a’r a?z
¢= EA (r9+z'~” r2+z2) )

R é a coordenada radial, R? =72 4 2?. E a nova densidade é S =

EARS

\ =

=i T —+ + -~—r TR

4

Figura 4.13: A fungiio ¢ dos 2 primeiros discos anulaves.

Tomando A como o primeiro membro da familia dos discos de Morgan-Morgan (4.26) tere-
mos o primeiro membro da nova familia

2Ma? 2 Rt s R?
¢ = T Im Kzz— _2_+_a?) ]n;,s+-2- (3z+z-?)]. (4.35)

: 3 .
M é a massa do disco e s=J(—z+z’—a-—) +r2, u=—mf + 5.

Quando, r — 00, ¢ =& —2M/R, comportamento esperado para um potencial Newtoniano.
A funcao v safisfara a condi¢io de regnlaridade, » — 0 quando r — 0, bastando para isso uma.
escolha adequada das constantes de integracio.
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Discos de Letelier-Oliveira

A mais simples solugio da equagio de Laplace, em coordenadas toroidais (B.32), é

= —»%\/cosf ~ COS T} €OS g (4.36)

Em coordenadas cilindricas ele torna-se

1
o _ __ -
0 = MReR (4.37)

com R? = (ia — z)* + r2. Comparando este resultado com com o primeiro disco de Morgan-
Morgan (4.25) podemos observar as relactes [46]

P = % (ag™), o2 = Eli f #™ da, (4.38)

repetindo o processo para os demais discos de Morgan-Morgan podemos gerar os potenciais
para essa nova familia

. 7
¢fint1l = 3 (aqu") ] (4.39)
Os préximos membros, ¢Ft e ¢™2, sio
e 1 slatiz)
$% = ~MRe (R+ = ) (4.40)
_ 1 a(de+ 3iz)  3a*(a+ iz)?
¢™ = —MRe (—ﬁ + ) : (4.41)
Enquanto as fungdes v associadas sdo
V[$R] = — M2 [ 4 Re (L)] | (4.42)
"+ [[PPRe i) | '
v[p™] = v[¢™] ~ M%a{a(A+ ReB) — (Im D + Im E)], (4.43)

onde y=ia—~z+Re

_ g[8z iata) PR —ia+ o

A-—ZV[ B ' R ]— [RE|(r2 + |7 2)2
_ e 2re|7|* (ia-z)
G+ PR T R+ e e R )

_r*(R—jda+ z)? + 3r*  rPria—z)

30 — 2
R ]_ 4R? 8R3 Py
o 1l da—21 P(R—ia+2) 17
D=tv|n | = T
E=2v .l ia'l‘z] __Tzl‘rlz(R_‘ia—i-z) 213[7"4
SR B L RREE PR RIRPE +IrP)
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4.9 Solucgao de Appell

Em 1887 Appell [2] propds uma solugio para o Laplaciano, que consistia em tomar o po-
tencial para uma massa pontual com massa e posicdo complexas, obtendo

=-= (4.44)

onde R? = r? + (z ~ Z)* enquanto M e 2 sfio nimercs complexos. Agora se tomarmos
a parte real desta expressio ela também serd solu¢do do Laplaciano e além disso decaird com
(r?+22)~1/2 quando r2+ 22 -3 o0, indicando que esta solugio est4 associada a uma distribuigdo
de matéria isolada. Desta forma tomaremos como solugdo de Appell a parte real de (4.44).

Como este potencial é singular em nma regido em forma de anel ele foi chamado, por muitos
autores, de anel de Appell. Mas ele ndo ¢ exatamente o potencial gerado por anel, como veremos
adiante. Se impusermos gue £ seja imagindrio puro, isso é Z = ia, o potencial serd singular
em um anel de raio a sobre o plano z = 0. Entdo escrevendo M = me* teremos

e!&
6=-mte (%) (4.45)
onde agora R? = r? + (z — éa)®. Sem perda de generalidade podemos impor que |af < Z.

Escrevendo os primeiros termos da expansio em série desta solugdo temos que guando
r2 4+ 22> a,

meose  msenq
P~ — + .
2422 (124 2P

Portanto a massa total da distribuicdo de massa é m cosa e 0 termo dipolar é proporcional a
M $€n Q.

Podemos expressar o potencial ¢ em coordenadas toroidais como

(4.46)

=™ - ¢
6= 72a cosh i cosfcos(2+a)

enquanto a funcio v correspondente [48] é

V=T—:[2(1—cos§)— senhznco52(§+a)] . (4.47)

Porém, embora, a funcdo ¢ e suas derivadas sejam localmente bem definidas, em termos das
coordenadas cilindricas r ¢ 2, ¢ e ¢¢ sdo multivaloradas quando consideradas globalmente, isso
¢, se partirmos de um ponto e efetuarmos uma curva fechada em volta da singularidade do anel
ndo recuperaremos os valores de ¢ ou de seu gradiente [28].

Para eliminar este inconveniente devemos impor restri¢des sobre £. Mas se tomarmos 0 <
¢ < 2r a funcdo ¢ terd uma descontinuidade tipo salto em £ = 0 o que implica que ¢, terd uma
descontinuidade tipo delta. N&o podemos aceitar esse tipo de descontinuidade pois o tensor de
curvatura ¢é definido com as derivadas segundas da métrica.
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Por outro lado notando que ¢ = { para £ = ~2a 7 e restringindo £ ao intervalo —2a—7 <
£ < —2a + 7 a funcio ¢ serd univalorada e continua. Enquanto ¢ terd uma descontinuidade
tipo salto finita, e a distribuigéo tipo delta aparece apenas nas derivadas segundas de ¢, o que
nos permite definir o tensor de curvatura em um sentido distribucional.

Esta funcdo ¢ €, na verdade, solugio da equagdo de Poisson e ndo do Laplaciano, pois a
descontinuidade na derivada ¢¢ corresponde a uma membrana de matéria na superficie £ =
—20:+ 7 [28]. Estas superficies s&0 capas esféricas com bordas no anel z =0 e r = a. Quando
a = () estas capas colapsam na superficie plana no interior do anel, este caso particular é tratado
por disco de Appell e serd melhor estudado na préxima sub-secdo. '

Se tomarmos @ = +7/2 a membrana ficard sobre a superficie £ = 0, ou seja, a regido do
plano z = 0 exterior ao anel. Mas neste caso a massa total do anel serd nula restando apenas
o termo dipolar, veja a expressio (4.46).

Disco de Appell

O disco de Appell é o caso particular da solugio de Appell quando tomamos a constante
a = 0 e ele corresponde exatamente ao primeiro disco de Letelier e Oliveira (4.39). Os graficos
das funches ¢ e v para esta solugio estdo na Figura 4.14.

Comeo a fungdo v é suave todas as contribuigdes ao tensor de energia-momento sdo oriundas
da fungdo ¢, portanto se calcularmos a Unica componente ndo nula deste tensor teremos

T = —*| _ [$:6(2),

onde [¢,] é a magnitude do salto da funcio ¢, em z = 0. Podemos agora calcular a densidade
superficial no interior do anel

0 9]

// g

Figura 4.14: Potenciais do disco de Appell.

g—u
g=¢€ 2
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No limite Newtoniano esse resultado coincide com o obtido quando consideramos ¢ como solucéo
da equagdo de Poisson

16mma
o= —‘—'—'—"‘2 .
va? +r?

; - .

0.8
0.6 .

9

0.4f 1
ozl
0.2
0.4
-G8
0.8

1 05 1 5 ]

Figura 4.15: Geodésicas do disco de Appell.

Note que se desejarmos que a massa total do disco seja positiva devemos tomar m maior
que zero o que implica que o serd negativa. Além disso ¢ — —oo quando r — @ pelo interior
do disco o que torna a massa da superficie no interior do anel infinitamente negativa, como a
massa total do disco é positiva a massa sobre o anel deve ser infinitamente positiva.

R o5 3 15 2 % 05 1 15 2 s
Figura 4.16: Queda Newtcniana no disco de Appell.
As propriedades desta métrica podem ser melhor compreendidas quando observames o com-

portamento de particulas em queda livre. Na Figura 4.15 colocamos as projec¢bes espaciais das
trajetérias destas perticulas, os pontos marcados ao longo de cada linha indicam a passagem
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de uma unidade do tempo préprio. O segundo grifico apresenta a trajetéria de uma particula
solta no ponto {0.01,0.5). Devido a presenca de matéria negativa no interior do disco seu
comportamento € exético. A linha pontilhada marca a posigio do disco.

Na Figura 4.16 estdo duas trajetérias para particulas em queda livre Newtoniana. No
primeiro grdfico a particula foi solta do ponto (1,1) e no segundo do ponte (0.01,0.5). Ao
contririo dos discos estudados anteriormente, estas trajetérias sdo totalmente diferentes dos
seus equivalenter relativisticos.

Como o disco é composto tanto de matéria positiva como negativa o pontor =0e 2 =a
encontra-se em equilibrio entre as forgas atrativas e repulsivas. Retomaremos esse t6pico na
Secdo 5.5, quando sobreporemos esse disco com a solugio de Curzon.

4.10 Anéis
Anel de Letelier-Oliveira

Este anel é o resultado da sobreposigdo de um disco de Morgan-Morgan com um disco de
Appell [51]. Pois o primeiro anula a massa negativa contida no interior do dltimo. Como
os discos sao colocados sobre 0 mesmo plano a solucio resultante estard em equilibrio, ndo
apresentando, portanto, singularidades estruturais ou membranas.

*

; \\

Fignra 4.17: Potenciais do anel de Letelier-Oliveira.

Tomando os potenciais de Appell e Morgan-Morgan definidos como
M M

¢Appel! = —Re (2_R:) 3 ¢Morgtm = —Im (%lnaun) 3
onde RZ = r® + (2 — ia)? e p, = ia — 2z + R,. E fixando uma escoltha para as fungGes multi-
valoradas envolvidas, temos

m (A m 2q2

¢Appeu—_m B PMorgan = — 5 arctan{f—r,

onde definimos

A=vVB+K, B = K? + 4%, K=r+2-d.
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Portanto, a solug¢do para o anel é

¢ = ¢Appell + ¢Morgam (448)
M 2 + |paf? M? (r* 4|z —iaf
it =~ [ ()| - g () “8)
_M2 72 E 2 _ Ha )
Tg 0 (R—g) t g I (Ra(r"’+ﬁ3) Rapa — 13) )

Os gréficos destas functes estdo na Figura 4.17.

"o 05 1 15
Figura 4.18: Geodésicas e queda Newtoniana no anel de Letelier-Oliveira.

No primeiro grafico da Figura 4.18 apresentamos as projegbes espaciais das geodésicas tipo-
tempo desta métrica. Neste grafico estdo as trajetérias das particulas que partiram do repouso,
as marcas indicam a passagem de uma unidade do tempo préprio e o simbolo ® indica a posicao
do anel. :

A trajetéria que parte do ponto (2,0) termina bruscamente apds a passagem de 2, 7 unidades
de tempo, indicando que o método rumérico encontrou algum tipo de singularidade. Porém,
as outras geodésicas podem ser prolongadas indefinidamente, indicando que estas particulas s6
atingirao a singularidade apts a passagem de nm intervalo infinito do sen tempo préprio.

No sistema de coordenadas cilindrico, esta solu¢io apresenta uma singularidade de coorde-
nadas no plano interno ao anel, que foi sentida pelos metodos numéricos. Assim, para podermos
acompanhar a geodésica que parte do ponto (0.01, 1) foi necessdrio calcular manualmente a ite-
racio que atravessa este plano.

No segundo gréfico da Figura 4.18 é apresentada a trajetéria de uma particula em queda
livre a partir do repouso no ponto (1, 1), segundo as equacdes de movimento Newtonianas.
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Anel de Weyl-Bach

O potencial Newtoriano para um anel deve ser calculado pela integracio das contribuicGes
de cada particula que o compde, como vemos na expressio

¢)=

o
anel E )

£ € a varidvel de integrag8o, o a densidade linear do anel e R, é a distncia entre o ponto de
integracido e o ponto onde desejamos calcular o pontencial.

0.8k

0.6~

Q4r

-D.2F

-c.4f

4 §

0 04 06 08 t 12 14 16 1.8 0z 04 05 08 1 12 14 18 18

Figura 4.19: Potenciais do anel de Weyl-Bach.

Em coordenadas cilindricas ests integral torna-se

b=k (2‘5’;) , (4.50)

onde K(x) é a integral eliptica do primeiro tipo € fixando o anel no plano 2z = z com raio a a
distancia R, pode ser expressa tomando a raiz positiva de RZ = (a +7)? + (z — z)%
Em coordenadas toroidais (B.32) este potencial escreve-se como

¢ = o+fcoshn — cosEH (1), (4.51)

onde H(n) =e"?K(r), K2=1-¢ (4.52)

A funciio v associada é dada pela expressio [70] [36]
v = —In(cosh — cos £) (4.53)

~0*senh g [senhncosf (g +Hﬂ) — {1 — coshncos§) HH?| .

Os gréficos destas funcGes estdo na Figura 4.19.
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Figura 4.20: Geodésicas e queda Newtoniana no anel de Weyl-Bach

Embora tenha sido gerado a partir do potencial Newtoniano de um anel, esta métrica nio
corresponde a uma distribuicdo de massa realista, pois apresenta.' uma, singularidade direcional
sobre o anel, como mostra o primeiro griafico da Figura 4.20. Neste gréfico incluimos as pro-
jecOes espaciais das trajetérias de particulas em queda livre, o simbolo © indica a posicdo do
anel. Note que a trajetéria que inicia no ponto (2,0) cai retilineamente em direciio a singula-
ridade pelo seu lado externo, porém apds um intervalo de 0,2 unidades de seu tempo prérpio
o método numérico ¢ interrompido bruscamente, possivelmente indicando a presenga de uma
singnlaridade de curvatura.

Todas as outras trajetérias, apresentam intervalos onde foram repelidas pelo anel, o que
indica a presenca de matéria negativa, além disso elas s6 se aproximam do anel pelo seu lado
interno. As marcas sobre as trajetérias indicam a passagem de uma unidade do tempo préprio.
Foram indicadas apenas as primeiras unidades, pois a partir destes pontos elas se aglutinam
rapidamente, por exemplo as trajetérias iniciadas nos pontos (1,1), (2,1) e (2, —0.5) foram
simuladas até atingirem, respectivamente, 200, 50 e 100 unidades do tempo préprio.

4.11 Solucoes Multipolares

O Caso Newtoniano

Na teoria gravitacional Newtoniana quaisquer corpos com simefria axial tém seu potencial
externo descrito por

¢ = g %‘pn {cos ), (4.54)

onde (p,4,¢) sdo coordenadas esféricas (B.8) e D, sio os momentos multipolares da fonte.
Estes momentos s8o definidos como

D= [ w6, )& Pu(cosfydv. (4.55)
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4 ¢ a densidade de massa, V é o volume do corpo e (¢, 5, ) sdo as coordenadas do ponto de
integragao. Dy = M é a massa total do corpo e os demais momentos determinam como esta
massa estd distribuida.

No caso relativistico a definigio de momentos é muito mais complicada, veja por exem-
plo [27]. O que apresentamos a seguir sio expansdes em série das solugdes de Weyl, embora
seja comum chamar-las de multipolares elas néo correspondem aos multipolos relativisticos nem
aos Newtonianos, como veremos.

Momentos de Weyl

Figura 4.21: Fungbes ¢;, ¢2 e ¢a.

Podemos escrever todas as solugbes assintoticamente planas das equagtes de Weyl empre-
gando as séries [61] '

n={}

Y= i n+1(k+1) ono

n+k+42 Rotk+2 (Pats Prtr — P Pr), (4.57)
n.k=0

onde R? = r? 4 2%, As constantes arbitrérias a,, fazem o mesmo papel dos momentos gravita-
cionais Newtonianos D,, sendo portanto chamadas de momentos de Weyl.

= - |
or t Tr T Tr—— 1y T T r

Figura 4.22: Funcoes vy, 1= € v3.

Porém nfo podemos identificar estes momentos aos verdadeiros. Para esclarecer este ponto
apresentamos a expansio, em momentos de Weyl, da métrica de Schwarzschild

M2+l
o0 T Gam2 = 0. (4.58)
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Observe que séo necessarios infinitos termos para obter esta solu¢io, porém ela é, por definicio,
a solucic monopolar da relatividade geral. Por outro lado, se tomarmos apenas o primeiro termo
da série (4.56) teremos a solugdo de Curzon (4.2), que nitidamente possui uma composi¢io mais
complexa que a monopolar.

Nas Figuras 4.21 e 4.22 apresentamos os graficos das funcdes ¢ € v para primeiras somas
parciais de (4.56)—(4.57). Excluimos a primeira ¢ € 14 pois ela é exatamente a solucio de
Curzon e seu grifico estd na Figurs 4.1.

Momentos de Erez-Rosen

Como g solugio de Schwarzschild € a solugdo monopolar, na gravitagio relativistica, Erez e
Rosen [25], propuseram uma outra expansgo em série para as solugGes de Weyl assintoticamente
planas, de modo que o primeiro termo desta série fosse o monopolo relativistico. Para isso
utilizaram o sistema de coordenadas eferoidais prolatas (B.21), fixando o parametro a como a
massa do corpo M. Neste sisterna de coordenadas, a solucdo de Schwarzschild (4.4) € escrita

\ i > !

Figura 4.23: Funcio ¢ para o quadrupolo, octopolo € 16-polo.

como

1. z-1 1, z2-1
y-21n3;2+y2'

Esta expansio é descrita pelas formulas [61]

¢= i_":o(—l)qu Or () P (4), (4.59)
v = i (~1)™*+" g, g, T ™™, ~ {4.60)

[m") & ¢ apresentada no Apéndice C, bem como as primeiras solucdes e algumas propriedades
das solucdes de Weyl quando escritas no sistema de coordenadas esferoidais prolatas. Enquanto
¢n 540 constantes arbitrérias, que chamaremos de momentos de Erez-Rosen. Este momentos
estdo relacionados com os momentos de Weyl pela férmula [60]
o~ (=M)*+inlg

=3,

Zn+k+D(n—RT

(4.61)
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'f )

F‘Lgura. 4 24: thga.o v para o quadrupolo, octopolo e 16-polo

onde k = 2j e T = § quando n for par e k = 2j + 1 e T = 2% quando for impar.

Além do primeirc termo da série ser a solugio de Schwarzschlld a solugdo composta dos
dois primeiros termos é a solugdo de Erez-Rosen, que é definida escolhendo g = 1, g2 # 0 ¢
g; = 0 para todo j # 0,2. O termo dipolar ¢, é descartado, pois sempre é possivel realizar
uma. transformacio de coordenadas que o anule. As Figuras 4.23 e 4.24 contém os graficos das
funcgbes ¢ e v das primeiras solugbes multipolares, exceto a primeira que como ¢ a solucio de
Schwarzschild pode ser vista na Figura 4.3.

Momentos de Gutsunaev-Manko
QOutra representagio possivel, também em coordenadas esferoidais prolatas [61) é

1, z—- PF y
¢=§lnx+ +an+1(( gyt (m_y)n+1)

onde definimog
zy+1
P} =
e as constantes b, s80 o8 momentos de Gutsunaev-Manko, que se relacionam com os momentos
de Weyl pelas férmulas

M= omtl
"1 M Z(zk 1)b2’°’

2n+1
Gen+1 = —2M*"+2 E , ( n2k )bzk+1-
k=1

(4.62)

oy =

4.12 SolucOes em Sistemas R-Separaveis

Como nos casos apresentados na segdo anterior, estas solugOes baseiam-se nas autofungoes
do Laplaciano em sistemas de coordenadas adequados. O termo R-separdvel é empregado,
pois nas coordendas que serfo tratadas aqui a separacio de varidveis s6 é possivel quando
incluimos uma funcio R na expressio para ¢, ou seja, ¢(u, v) = R(u,v)U(u)V{(v). Esta funcdo
¢é dependente do sistema de coordenadas. Incinimos abaixo duas familias de solugdes que foram
calcnladas por Carminati e Sarracino [13] e que empregam esse tipo de solugdes do Laplaciano.
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Nao incluimos estas solugdes como multipolos, pois nas coordenadas de esferas tangentes,
possuimos apenas as solugdes correspondentes a cada autofuncio isolada e néo para suas com-
binagdes. E nas coordenadas bi-esféricas a solugio associada a sobreposicdo das autofungdes
corresponde a solugio geral para dois corpos, sendo portanto apresentada no préximo capitulo.

Solucgoes em Coordenadas de Esferas Tangentes
Neste sistera de coordenadas (B.40), a solugiio geral para o Laplaciano é dada por

¢ =yx*+FX0OP(Y)

e as fungbes X e P sio (B.44)-(B.45)

g=0 X=A+ Blogy,
P=C+ Dy,

g#0 X =A% (gx)+ Bl (ax),
P=Ce% + De™®,

A, B,C e D sao constantes arbitrdrias e Jp € )y s@o as, primeira e segunda, functes de Bessel
de ordem zero.
QO potencial métrico v para o caso ¢ = 0 é dado por

v = 2BY(B + X) [Di"’bs + 20;?#’2 N % (02 _ D2§X) _ C’D§2X]
2

nesta expressio F'(y) é uma funcdo de integracio, que pode ser tomada como

F(x) = X; [D;"z (A2+%2—%) —c? (A2+%3+AB)]

BC?%y?

BD?*A B
Inx (24+ B+ Blny) + —% lnx(A-—+-—1nx)+8.
Enquanto no caso ¢ # 0 a expressdo para v é

v=—a.x [q¢2XX1 + % (X2 + X7~ 2¢1XXX1)] - (3X2 - Xlz)

raonts (32 - x) w200 (v - X (e x2- 22 ) g
£ é uma constante arbitraria e definimos as funcdes

X =AJ (gx) + B (ax), oy = C?e®® L D220,
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Solucgoes em Coordenadas Bi-Esféricas
O elemento de linha para as solugdes Weyl neste sistema de coordenada assume a forma
ate?v-4) a? sen 20e=%
5do°.
(coshn — cos #)

ds® = e*dt* — (dn® + d6”) —

(cosh 7 — cos 6)2
A solugdo geral para o Laplaciano é (B.47)

é(n,0) = y/coshn — cos 6§ H(n)O(8),
onde H = Aemo+3) gen(++1),
O = C P, (cosh) + D Q, (cos ).
Se s #1/2,0 a func¢io v é dada por
v = senf [Asen& (8'2 +s(s+ 1)92) — HH'©”senhqsen §
+H?006'(cos fcosh ) — 1)] +F,
sendo que A € definida pela integral
A= f H?senhndn
e a funcio de integracio F pode ser escrita como
F(6) = ~44B (5 + %)2 /£ ‘ere)de + €,

onde £ = cosf. Quando s = 0, v pode ser simplificado em

v = AD? + ©?sen?f coshy (AB - %—2) — DH?6 (cos § coshn — 1) + F(h)
agora F' € escrita como
2 2
F(#) = —2AB j: O%(£)d¢ + A —;B [2D cos 8 (C + D Q, (cos #))

~C? cos® 0+ 2D% In | sen 8] + Dsen 0 Q (cos8)| + £.

Chegamos agora ao ltimo caso s = 1/2, onde H torna-se nma constante, que fixaremos como
H =1 obtendo entdo

v = sen § coshy (e”sene+ee'cose— %stenﬂ) — 90'send +£.

A funcio de Legendre do segundo tipo Q, {z) é singular quando z = 1, deste modo a auto-
fungio ©(#) serd sempre singular quando # = 0, ou seja, ao longo do eixo z. Conseqiientemente
as solugtes em que I # 0 terfio uma linha infinita como imagem Newtoniana, por outro lado
se D = 0 a solugho seré assintoticamente plana com massa total m = —a(A + B)/v/2 e repre-
sentando a soluchio para duas particulas, situadas em z = +a, com massas m; = —aA/v2 e
m = —aB/+/2. A sobreposi¢io de autofunches com D = 0 representa a soluciio geral para duas
particulas, este caso serd tratado na Secdo 5.3, do préximo capitulo.
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4.13 Solugoes de Godfrey

Estas s30 solugdes de Weyl que contém outras simetrias além das exigidas pela definigdo [29].
A primeira classe de soluges, que é caracterizada por dois pardmetros o e C, é definida como

2

¢=alnr+z, u=a2lnr+2az—?+6'. (4.63)
E a segunda, que depende de trés pardmetros o, 8 e C € descrita por

o—-p
¢=pnr+
21n (\/1?2 + 22+ z) ’
2 _ _ 2
v = '32 111T+ o ﬁQ (a ﬂ)

2l (V¥ Z+2) 2W(?+22)+C

Note que escolhendo o = # # —1,0,1/2,1 ou 2 entdo essa métrica torna-se a solucdo de
Levi-Civita (4.5)-(4.6).
O elemento de linha para para a métrica (4.63) com o = 1 é escrito como

ds® = r’e¥d? — e~ 0 (dr? + d2P) — e Fdy?,

que ndo é assintoticamente plano. Por outor lado a norma de vetor de Killing tipo-tempo,
I¢| = r%¢%* se anula para todo o eixo z, enquanto a morma do vetor de Killing tipo-espago,
|£| = —e %%, é finita para qualquer valor de z portanto todo o eixo z é um horizonte extensivel.

Figura 4.25: Diagrama de Carter-Penrose da méirica de Godfrey.

Para obtermos a extensio maximal desta métrica aplicamos a transformacio

fr? t L2 t
"—“P[El(“z‘)]"sh(@)’ ”—W[E‘(i)]m(@)-
O elemento de linhs assim obtido é
2

ds® = 4rf exp (2z +2C — Ei (g—)) (dv? — du?) — X" +20g2 _ =242

UNICA M® l
i BISLIOTECA CENTEAL i
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e podemos ver que ele é regular para r = 0. O que nos permite estender seu dominio de definicio
para todo o plano v —v. Na Figura 4.25 exibimos o diagrama de Carter-Penrose desta métrica,
onde o dominio original é representado pela regido I enquanto a regido II é uma extensdo. Note
que o infinito espacial é constituido por duas linhas tipo-tempo isso € uma conseqiiéncia da nao
assintoticidade da métrica e indica a presenca de singularidades no infinito.

4,14 Meétricas de Kinnersley

Kinnersley [38) apresentou diversas métricas, sendo que as contidas no caso IV-B sdo solugdes
para o viacuo e entre elas K1 e K2 sdo axialmente simétricas e estdticas, desde que C = 0 ou
C = —1/2, estas sdio, portanto, métricas de Weyl.

A solucao K1 € dada por

k2p2 A

ds? = ~_dw? + 2dwdp — —pd'wd:c — Sdo* — 20dg?,

onde A = mz~! — k2/2, ou depois de transformada

F(R+2) 21'2
ds® = k(R + z)’df® — dr? + dz*) — ———=dy®
Assim comparando com (2.6) podemos extrair os potenciais de Weyl
¢ =1In(R +2) +Ink, V=21nR2;z+2lnk.

A outra solu¢do, K2, é definida como
ds? = 2dwdp — @dwdzc S Eﬁdﬁ
T 2m T

podendo ser transformada em

ds? = rd? — r™2(dr? + d2?) — rdg?,
onde os potenciais de Weyl tornaram-se

1 1
¢ = § ]_‘[[1‘, = Z ].n r,

que s80 exatamente as fun¢bes que definem a métrica para uma linha infinita (4.7) com C =1
eoc=1/4



Solucdes Sobrepostas

Neste capitulo listamos varias solugdes de Weyl cujos potenciais ¢ sio somas dos apresenta-
dos no capitulo anterior. Como a integral (2.8) néo € linear, a funcio » para uma sobreposicio
conterd um termo de iteracdo, a principal caracteristica este termo é a introdugio de sigulari-
dades estruturais ou membranas, como descrito na Segdo 3.5.

5.1 Sobreposicao de Particulas de Curzon
Partindo da métrica (4.2) podemos calcular a solugio para n particulas no eixo 2 [22]

b= —gl = (5.)
=5 (57) - £ etie(5")

P
onde R; é a distancia Euclidiana da i-ésima singularidade até o ponto P e 8, é o angulo formado
entre o segmento que une estes pontos € o eixo z.

Se tomarmos apenas duas particulas fixas em z; o com massas m; o as expressdes acima
simplificam-se e a func¢io ¢ pode ser escrita como

p=—2L T (5.3)

enquanto ¥ torna-se ¥ = v; + v + 12 onde v, sfo os potenciais métricos associados a cada
uma das particulas isoladas e v12 fica sendo

. mumy .o fbh—8
Vg = (Zg - 21)2 SInt ( 2 ) (5.4)

ou substituindo sin §; por v/R;
_ 2mumy (r2+(z~—z1)(z—z2) )
v= -1}).
(72— 2)? R\ R,y

Nos dois primeiros graficos da Figura 5.1 podemos ver, respectivamente, as curvas de nivel
das funcoes ¢ e v, relativas a sobreposicio de duas particulas de Curzon. Esta solucio apresenta

(5.5)
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U

-

-

Figura 5.1: Sobreposicio de duas particulas de Curzon.

uma singularidade estrutural, pois v nédo se anula no eixo z entre as particulas. Esta estrutura
pode ser melhor observada no terceiro grafico da Figura 5.1, onde apresentamos o grifico de
superficie de v.
Na regido no eixo z entre as particulas a esta funcio assume o valor
: M2
¥(0,2) = 4(z1 )
Definindo D = 2z, — 2, como a distincia entre as particulas a for¢a de compressao na estrutura
serd, [51]
F=1 [GXp (4m) ~ 1] o T2 o ()’ (5.7)
4 D? D? D
Note que o primeiro termo desta série é exatamente a forca Newtoniana que seria necessiria
para manter as particulas separadas.
Cooperstock [19] aplicando esta solucio obteve um resultado aproximado para a radiacio
emitida por dois corpos em queda retilinea. Tema que foi retomado por Aratjo et. al. [3].

para z < z < Z. (5.6)

5.2 Barras Sobrepostas

Do mesmo modo que obtivemos a solucio para a sobreposicio de particulas de Curzon
podemos calcular a sobreposicio de solugbes de Schwarzchild em coordenadas de Weyl [62],
[51].

A solugio para duas barras, tais que l; = m; para i = 1,2, separadas por 2D, é dada por

1. (Ri+Ra—2u Ra+Ri—2m

¢_2]I‘(RI+R2+2;J1R3+R4+2M)’ (58)
1| (Rt Re)? -4 | (Rs+ R — 4433 ( D )2

=3 lh‘ BE TR imE T™\oram (5.9)

i ((,wz+D)R1 + (s + po + DRy — m&)z
DR, + (ﬂrl + D)Rz - ﬂ1R3 ?

onde R; e R,, sd0 as distdncias no espaco de base até pontos extremos da primeira barra,
enquanto R3; e By sdo as distancias relativas a segunda barra.
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5.3 Solucao Geral para Dois Corpos

Como citado na Secdo 4.12, a solugio obtida pela sobreiiosigﬁo das antofungdes do Lapla-
citano em coordenadas bi-esféricas é a solugéo geral para dois corpos [13].
O potencial ¢ é dado simplesmente pela soma das autofunc¢des

¢ = 4/coshn — cos ﬂi H,(1n)0,(8),

s=0

onde definimos as functes
H,(n) = A1) + B+,
8,(¢) = P, (cosb).

Pela integracdo de (2.8) obtemos a funcio v

v=senf 3 {sen BA [e;,e; +6,0, (8(3 +1)+ %)]

P,s=0
1
— sen 80,0, (HPH; senh 9 + —2—HpHs coshr — Qp,)
+8},8, [c0s 8 (20, + Aps) — 210y, |} + F(6),
onde foram definidas
A= [ HH,cohndy, o= / HH,dn, S = [ HH,coshn dy
¢ a funcdo de integracdo pode ser
o0 1 2
F0)=—-2) A,B; [2 (3 + E) 2 — (1 - 52) ese‘;}
s=0

1 4(3 + 1) 541 3~1 2 a+1 8
*3 EOK’ [ 25+ 1 (6+DEH +sL31) +€ (81,80 + L - L),

1
onde £ = cos b, K, = A;11B; + A,B, 1 enquanto que I; = [E 0,0,d¢.
Como esta solucdo € assintoticamente plana sua massa total ¢ dada pela soma das massas
de cada termo da série

m= —% i](A, + B;)

e a massa de cada particula é
a < 0 <
m = ——7= As: my = ——F= B,
' \/i,% \/2_’;0
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5.4 Discos Circundando Buracos Negros

Estas métricas podem ser consideradas como modelos de galiaxias, pois de acordo com as
observacOes astronémicas a maioria das galdxias € composta por um micleo denso, um disco
e um halo. O niicleo serd representado pelo buraco negro, o disco de estrelas por um disco
infinitesimalmente fino porém o halo é desconsiderado.

O tensor de energia momento de um disco infinitesimalmente fino, sobre o eixo z, com um
buraco negro de Schwarzschild no centro. Seus componentes nio nulos sdo [46]

€= —Tt = 46X ¥FAI — +(W + A), ] A, 8(2), (5.10)
Pop = T = 4re®¥ T4 (W 4 A), A, 6(2), (5.11)

onde A e #[A] sd0 os potenciais métricos do disco, ¥ e »{¥] sdo os potenciais métricos do buraco
negro, e v = ¥ + A].

Uma caracteristica destas solugdes é que a transformacgio (2.32), que leva a solugdo de
Schwarzschild das coordenadas de Weyl para suas coordenadas candnicas, leva o disco infinite-
simal em outro disco infinitesimal.

Apresentamos agora uma lista de solugdes onde diferentes discos foram sobrepostos ao bu-
raco negro.

Discos de Morgan-Morgan

Para o caso dos discos de Morgan-Morgan (4.18) sobrepostos com um buraco negro o tensor
de energia momento (5.10)—(5.11) assume os valores

72 3nr? m
€= 1——2[1 (403 +W)] Gﬁ(z),

Pop = \/— (3"'"2 s r2) Go(2),

onde M é a massa do disco e m é a massa do buraco negro. G é uma func¢do dos potenciais
métricos [46]. A condicho fraca de energia, € > 0, aplicada a este caso torna-se

m? 3rM\2 [3zM 3rM\?] !
< — - —_
0"(12_(1 4a) [2a (1 80.)

_ e a velocidade de rotacio das particulas (4.16) é

2 (31er2 L™ ) (1_ IrMr2  m )‘1
T\ 4d vm? 4 r? 4q° vt + 2 ’
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Disco de Poeira

Para obter a sobreposicdo da solugio de Schwarzschild (4.4) com a solugéio de um disco de
poeira (4.32)-(4.33) nds primeiro reescrevemos (4.32) como ¢, = aln u™*, entlo a funcio ¢ do
conjunto € escrita como

1 ~+
2 Hr

No plano z =0 ¢ a funcéo v é

ot 1 r? o?
o= i T30 | | ¥ 5 ey ~ |
1674 27 \r2+4+m 2 \r(r—wm)® r(r—ps)

Notando que neste plano y; = m+vr? +m? e py = —m++v/r? + m? e aplicando estes potenciais
para calcular as componetes do tensor de energia momento obtemos

€= 207 21 ™ Dop = 208 m__ 2-v)
r3 VriE+m?)’ O VP m? ’

como também a velocidade de rotagio

a m
V= e,
r?4+mé—m
Com esta expressio vemos que quando r < +/3m a velocidade se torna superluminal #2 > 1,
note que v/3m é exatamente o raio de Schwarzschild, no plano equatorial, em cordenadas de
Weyl. Esta regido nos obriga a abandonar esta solugidc como um modelo razodvel para uma

galaxia real.

Discos Anulares
Usando as expressoes (5.10)—(5.11) e (4.35) e nos restringindo a r > a, pode-se mostrar que

a? M 3a” m
e=G l—r—g(l—l—;—- (I_E?'E)+_—“W),

_G1a2M13a2+ m
Py = T 2r2 N

onde G é uma expresséo envolvendo os potenciais de Weyl, veja [46].

Quando r = a temos que € = p,, = 0, enquanto que para r — oo estas fungbes assumern os
comportamentos assintGticos definidos por € = O{r~?%) e p,, = O(r~*). Desta forma a condigio
€ > 0 é sempre satisfeita para todos os valores de M/a e m/a.
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1 2

Figura 5.2: Particula de Curzon e Disco de Appell em equilibric. Fungbes ¢ e 1.

Figura 5.3: Fungo v para uma particula de Curzon e um disco de Appell, atragio e repulséo.

5.5 Particula de Curzon e Disco de Appell

A sobreposicio de um disco de Appell, no plano z = 0 com raio a ¢* e v%, (4.37) e (4.42),
e uma particula de Curzon em 2z, ¢° e v°, (4.2), é dada pelas funcdes {49]

¢=¢G+¢C, y=y6+y6+vﬂc’
onde
ac 2mM 2
__ y/coshyy —cosé 3 _ Veoshy —cos€ . g
P="—rr — 3 C="—zr By

A=12+(2—2)z, B =22 —a’>e D= z— z enquanio que 5 ¢ £ sdo as coordenadas toroidais
definidas na Se¢io B.5.



5.6. SOBREPOSICOES COM O ANEL DE LETELIER-OLIVEIRA | 71

O primeiro grafico da Figura 5.2 exibe as curvas de nivel da funcéo ¢. Porém a funcdo »
tera diferencas significantes dependendo da posicio da particula. Como o interior do disco é
composto de matéria negativa e sua borda por matéria positiva [28], 0 ponto 7 = 0 e z = g serd
uma posi¢ao de equilibrio. Entdo posicionando a particula de Curzon neste ponto temos uma
solucao em equilibrio. A fung¢fio v correspondente ndo possui a singularidade estrutural, como
mostra o segundo grifico de Figura 5.2. Porém, existe uma membrana no interior do disco, que
se anula nas proximidades do eixo z.

Quando posicionamos a particula fora deste ponto, a solugio final serd instavel e possuird
tanto a membrana quanto a estrutura, como podemos ver nos gréficos da Figura 5.3. No
primeiro a particula estd mais afastada do disco que o ponto de equilibric, portanto, a atracio
€ mais forte ¢ a estrutura, como nas outras solugGes, € negativa. Enquanto no segundo arranjo,
com a particula mais préxima que o ponto de equilibrio, a estrutura € positiva.

5.6 Sobreposicoes com o0 Anel de Letelier-Oliveira

¥

15

%\\\ |

) [-T] 1 [X3 2

Figura 5.4: Anel de Letelier-Oliveira e uma particula de Curzon.

-

n

Sobrepondo uma particula de Curzon com um anel de Letelier e Oliveira [51] obtemos uma
métrica que contém nma estrutura e uma membrana. Sejam ¢° e v° os potenciais métricos da
particula de Curzon (4.2) no ponto z, com massa m, enquanio ¢* e »* sio a solu¢io para o
anel (4.48)-(4.49) no plano z = 0 com raio a ¢ massa M. Entfo a sopreposicio é dada por

¢ =4¢"+4" v ="+ -+, (5.12)

onde a funcdo v** é escrita como

e g (225055

i [aﬂo(iom—- p.a)] N ﬁiéﬁ}'
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A

0z 04 05 08 1 12 14 316 1B

0z 04 06 08 1 t2 14 16 1a

Figura 5.5: Anel de Letelier-Oliveira ¢ uma particula de Curzon em equilibrio.

Os grificos da Figura 5.4 exibem esta solucdo para o caso zp = 1 e ¢ = 1, neste arranjo
temos o aparecimento tanto da membrana quanto da estrutura, porédm na Figura 5.5, onde
Zg = 0, 0s corpos estio em equilibrio e as singularidades nao aparecem.

0.€

G4t

021

0z 04 06 08 1 12 14 16 8 0z U4 06 08 1 1z 14 15 18
Figura 5.6: Dois anéis de Letelier-Oliveira,

Por métodos muméricos calculamos também a sobreposicdo de dois anéis paralelos, como
mostra a Figura 5.6. Esta métrica contém duas membranas, uma no interior de cada anel e
wma estrutura ligando-as.
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5.7 Sobreposigoes com o0 Anel de Weyl-Bach

A sobreposi¢do de uin anel de Weyl (4.51) e (4.53), ¢¥ e ¥, com um campo homogéneo (4.1)
¢" e V" é dada pelas funcbes [36]

¢=¢w+¢w’ y=yw+yh+ywh,
onde
Vot = —4oMfcoshn — 1L (H'F(S, k) + HE(S, k))

a funcdo H é definida em (4.52), F e E sio fungdes elipticas de Jacob, enquanto que o é a
densidade Netoniana do anel e A é a intensidade do campo homogéneo. Os argumentos das
fungao elipticas sdo

1 {(coshp+1)(1 —cosf) _ 2
6 = sen \I 2(coshnp—cos&) k_Vcoshn—f-l'

n e £ sdo coordenadas toroidais. Esta solucio é um exemplo de métrica com membrana, porém
a presenca do campo homogéneo dificuita a interpretagio fisica de suas fontes.

D

=]
T

[+] 0.5

1.5 2
Figura 5.7: Anel de Weyl-Bach e uma particula de Curzon.

Apresentamos agora algumas solucles, obtidas numericamente, que correspondem a so-
breposicoes de vérias métricas com o anel de Weyl-Bach.

Comec¢amos pelo anel com uma particula de Curzon, Figura 5.7. Este aranjo nos permite
uma comparacao direta com a solucio analitica da sobreposi¢do de uma particula de Curzon
com o anel de Letelier-Oliveira (5.12).

Calculamos também esta métrica com os componentes em equilibrio. O resultado, visto na
Figura 5.8, como esperdvamos, nfio apresenta estruturas ou membranas.
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02 o4 o6 DB 1 12 {4 16 18 cz D4 06 0B 1 12 14 16 1.8

Figura 5.8: Anel de Weyl-Bach e uma particula de Curzon em equilfbrio.
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Figura 5.9: Anel de Weyl-Bach com a solugio de Schwarzschild.

Uma solucgio fisicamente mais plausivel é obtida substituindo a particula de Curzon pela
solug@io de Schwarzschild, embora estas solugtes ainda néo sejam realistas, pois o anel contém
matéria negativa.

Esta nova solugio foi calculada com trés arranjos diferentes. Primeiro consideramos as
disposicOes equivalentes s calculadas com a particula de Curzon. Por fim, consideramos uma
situacdo intermedidria, que serd descrita mais a frente.

A primeira disposicio corresponde as solucdes das Figuras 5.4 e 5.7 onde a particula
enconira-se afastada do anel, veja a Figura 5.9. Como nos casos anteriores existe wmna mem-
brana no interior do anel e uma estrutura entre o centro da membrana e a particula.

A outra situagdo estudada ¢ a solugio em equilibrio onde colocamos a barra, que representa o
buraco negro, fica centrada no plano do anel. A solugdo resultante pode ser vista na Figura 5.10
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Figura 5.10: Anel de Weyl-Bach com a solugiio de Schwarzschild em equilibric,
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Figura 5.11: Anel de Weyl-Bach com a solu¢io de Schwarzschild interceptando-se.

(compare com as figuras 5.5 e 5.8).

A terceira disposi¢io n3o possul equivalente com as métricas envolvendo a particula de
Curzon. Nela posicionamos a barra no interior do amel, mas fora da posi¢do de equilibrio.
Esta solugio pode ser vista na Figura 5.11. Note que a estrutura nao aparece enquanto que a
membrana surje normalmente no interior do anel. Talvés seja licito conjecturar que a solucgiio
extendida, isto é, com o interior do horizonte de Schwarzschild, a membrana se extendesse até
0 eixo de simetria e a estrufura aparecesse sobre este eixo.

Como no caso dos anéis de Letelier-Oliveira, calculamos a sobreposicdo de dois anéis para-
lelos, veja & Figura 5.12.
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Figura 5.12: Dois anéis de Weyl-Bach

5.8 Corpos Acelerados

Como foi citado na Secio 4.7 podemos gerar solugbes das equagGes de Einstein associadas
com corpos acelerados pela sobreposicio de uma solucdo de Weyl com uma linha semi-infinita
de densidade 1/2.

Considere que ¢y seja ¢ potencial métrico de uma linha semi-infinita (4.11) com densidade
1/2. E que ¢ seja a Imagem Newtoniana da configuracio de massa que desejamos acelerar.
Pela linearidade da equacio de Laplace temos ¢ = ¢y + ¢ € com ajuda da identidade (2.14)
podemos escrever v = vy + ¥ + Vg, onde v; = vi¢;], e vy = Vg, $1).

Quando aplicamos a transformaciio (4.12) nesta métrica os termos ¢y € v desaparecem,
resultando no elemento de linha

ds? = e%l% 2 w1ti—¢1) [d"lz (i,dé-'-_cgg_] — e X 2dyp? (5.13)

Para que esta métrica seja regular sobre as retas 7% = (?, portanto extensivel a todo o plano
7 — ( ela deve obedecer a condicdo de regularidade

lim gZeft1tmn) = (5.14)

T2—(20
A constante ¢, que foi introduzida na transformacio (4.12), pode ser usada para ajustar as
coordenadas a esta condigdo. Esta métrica também é invariante as transformacoes citadas na

Secéo 4.7.
Particulas Aceleradas

Tomando a solucio para a linha semi infinita, ¢y € 24, com 2 =0, e=1e o =1/2. E ¢;,
¥; com i = 1,2 como solu¢des de Curzon. A sobreposicio destas trés métricas é dada por [7]

¢ = ¢o + 1 + o, (5.15)
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v=y+v+rve+ s+ vag, (5.16)

onde v, é dada por (5.5) e
(R+z)m | (B+2)me
Vg2 = +
2Ry 2o Hy
R; » s&0 as distancias Euclidianas, até os pontos 212, R é a distdcia até a origem ¢ C é uma
constante arbitraria, cujo valor determina qual intervalo do eixo 2 serd regular ou conterd uma
singularidade estrutural.

+1/2lnR+C. (5.17)

Buracos Negros Acelerados

Para obtermos a solucio das equaches de Einstein para buracos negros acelerados devemos
sobrepor a solugdo para uma linha semi-infinita (4.11) com densidade linear ¢ = 1/2 com
a solucdo de Schwarzschild (4.4). Consideramos que a linha parte do ponto 2, = (24)! e
dirige-se ao infinito positivo, isso é, € = 1. Ao mesmo fempo que Impomos que & massa do
buraco negro obedeca a relagio m < (24)7., isso é, as imagens Newtonianas das solugdes ndo
se sobreponham. A sobreposiciio destas solugbes é dada por [9]

¢ = ¢py + 5L,
v=1/2In RiRy+72+D{z—m) BRyRs + 72+ 22 — m? (Ry — D)(R; + Ry —2m)
RoRs+7r2+ D(z+m) 4R Ry R3 Ry +R3+2m ’
onde z; = m e 23 = —m sdo 0s extremos da barra que representa o buraco negroe D = z — 2,

Figura 95.13: Buracos negros acelerados.

As constantes foram fixadas de modo que a singularidade conica apareca entre a linha e
a barra. De modo que, apés a aplicacio da transformagso (4.12) teremos o espaco-tempo da
Figura 5.13. Note que a barra original transformou-se em duas, on seja, estamos lidando com
dois buracos negres. A estrutura presente entre a barra e a linha aparece agora entre as duas
barras, como mostra a linha fracejada, esta singularidade seria a responsdvel pela aceleragio
das partfculas.
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As barras partem do infinito, em T = —o0¢, com a velocidade da luz. Quando chegam em
7 = 0, com a menor distdncia enire si, suas velocidades sao momentaneamente nulas, entdo
continuando o movimento acelerado atingem novamente a velocidade da luz quando 7 = +o0.
As linhas pontilhadas indicam as trajetérias dos seus extremos.

Como as superficies 7 = +( sfo horizontes de particulas para as particula que seguem
trajetdrias do tipo (4.13) jamais haverd iteragio causal entre os dois buracos negros.

Buracos Negros Acelerados Sobre uma Onda Gravitacional

Partindo da solugéo da sub-se¢do anterior e introduzindo o potencial para o campo ho-
mogéneo (4.1) podemos eliminar a singularidade estrutural [9].

Pela linearidade do Laplaciano o novo ¢ é exatamente a soma dos anteriores. Enquando a
funcdo v torna-se

3
V= -;—hl (]:[ [Rle +r+ Dy(z — m)]) (5.18)
i=2
N (emﬂzws—m—xz (R — Dy)(By + Ry — 2m) o )
2 Ry + B3 +2m Ry RyR5[RyRy + 12+ Dy(z +m)| )’

onde D; = z — 2, A fixa a intensidade do campo homogéneo e o é uma constante arbitraria.
Para removermos a singularidade precisamos ajustar estas constantes, impondo as equagdes

~tmy _ 1= 2mA @=9_%{ 1+2mA
14+2mA’ 4A 1 -2mA

quando mA < 1 e m # 0 estas expressoes podem ser escritas como

4m? A® S 1t 4mA + O(m?2A?%)
= v :

A=A (1 + + 0(m4A4)) :
Apés a aplicacdo da transformacio (4.12) o campo homogéneo torna-se semelhante a uma
onda gravitacional onde os dois buracos negro estio imersos.

5.9 A Meétrica C

Esta métrica foi descoberta por Levi-Civita [54] como a soluzioni obligue, caso particular dos
seus espagos estdticos degenerados. Ele buscava soluces que possuissem um vetor de Killing
tipo-tempo ortogonal ao espaco tridimensional, cujo tensor de curvatura de Ricci fosse da forma

R = an®m + B6%. (519)

O que é equivalente a considerar a métrica est4tica com tensor de Wey! tipo {22}.

Por apresentar muitas caracteristicas interessantes esta métrica foi descrita, por Kinnersley
e Walker [39], como exemplo para quase tudo, em contraste ao espago de Taub-NUT, que é um
contra exemplo para quase tudo.
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Posteriormente Ehlers ¢ Kundt [24] apresentaram-na como um caso particular das métricas
C, dai seu nome hoje. Estas métricas podem ser representadas pelo elemento de linha

ds* = (& +§)~" [Fdf’ — F'di? — G7'd5” — Gdp’] (5.20)

com F' e G representando polinémios ciibicos nas coordenadas § e #, ou seja, F = F(§) e
G = G(%), tais que a expressio seja vilida

F(§) = ~G(~).

Originalmente Levi-Civita escolhen os coeficientes do polindmio G(z) = ag+a, z+asr’+azz?
impondo que a3 = 1 e a2 = 0. Letelier e Oliveira [53] mostraram que ndo é necessdrio fixar
estes coeficientes porém aqui seguiremos a nota¢io adotada por Cornish e Uttley [20] onde o
elemento de linha tem a forma

ds* = A2 (z +y)7* [K?Fdf? — F'dy® — Glds® - K~ Gdp?) (5.21)
onde G =1 —z? — 2mAz®. (5.22)

No caso eletricamente carregado teriamos um polinémio de quarto grau dado por G =
1~ 22 — 2mAz® — e2A%z", mas ndo trataremos deste caso aqui, pois estamos interessados na
métrica C apenas como um caso particular das solugdes de Weyl, que sao solugbes para o vacuo.

Com base na nossa escolha da signatura de um espago-tempo devemos restringir os valores
da coordenada z de modo que Gz} > 0, pois caso contrério teremos uma métrica com signatura
invertida (—+-++). Com esta restri¢io, se F'(y) > 0 a coordenada £ é tipo-tempo, e se F(y) < 0
entdo y é tipo-tempo. _

Bonnor [8] e Cornish e Uttley [20] fazem a restricio F > 0 de modo que ¢ é sempre a
coordenada tipo-tempo, porém Kinnesrley e Walker [39] ignoram esta restricio trabalhando
cOTn UIN €SCOpo maior para a coordenada y, que desta forma permuta com £ snas caracteristicas
tempo-espaciais. Inicialmente seguiremos os passos de Bonnor, Cornish e Uttley, pois eles
apresentam explicitamente a métrica C nas coordenadas de Weyl. Ao final, apresentaremos os
resultados obtidos por Kinnersley e Walker.

Vetores de Killing e Geodésicas

Uma. caracteristica importante do sistema de coordenadas em (5.21) € a adequagio aos dois
vetores de Killing que a métrica possui, nominalmente £° = 4§ e {* = 43, com as normas
e I =~
A%z 4+ y)*’ Az +y)*

Além disso ela também est4 adaptada ao autovetor, * = 6%, do tensor de Ricci tridimensio-
nal (5.19). Nos dominios em que F(y) > 0 ¢ G(z) > 0 os vetores £ e ( s3o respectivamente

tipo-tempo e tipo-espago. Fato que justifica, a0 menos nestas regides, o estudo da métrica C
como uma solugio de Weyl.

ligl = (5.23)
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As geodéscas nulas tais que £ = p = 0, onde o ponto simboliza derivagao pelo pardmetro
afim u, s&o dados por

[F() y(u) = u. (5.24)

A Métrica C nas Coordenadas de Weyl

Para escrevermos a métrica C nas coordenadas de Weyl devemos aplicar a transformagso

1+ mAzy{z —y)+ 1y B VFVG
T Aeryr v %)

a coordenada p € substituida por ¢ e ¢t permanece inalterada. Comparando (5.21) com (2.6)

concluimos que
G20 _ KzF(y).
(z+v)?

Esta é a transformacio apresentada no artigo de Cornish e Uttley. Para que as coordenadas
T, z e t sejam equiparadas com as do artigo de Bonnor elas devem ser multiplicadas por A~1.

(5.26)

Ocasom =20

Neste caso a transformacio para as coordenadas de Weyl (5.256) simplifica-se em

_ l4zy _VI—BEVPE—1
= Azt P Y Try (5:21)

e podemos efetud-la para as regides onde F(y) = > -1 > 0 e G(z) = 1 — 22 > 0. Estas
regioes estdo expostas no primeire grafico da Figura 5.14, com as curvas isoparamétricas da
transformagio (5.27).

Figura 5.14: Plano zy quando m = Oequandomaéﬂmhnhaspontﬂhadasindxcamcurvasonder é contante,
enquanto as tracejadas z contante.



5.9. AMETRICA C 81

Como ambas as regides conduzem ao mesmo resultado escolhemos a regido I, de modo que
teremos
K y*~1 -
e?® — ___(_y_2___2_)_, eV = ﬁ.yi_zp_ (5.28)
(z+y) -z
Note que ¥y — 1 implica que ¢ — —o0, mas |¢'|1 < 00 em todos os demais pontos da regiao
I. Entdo a Imagem Newtoniana relacionada com ¢ é uma linha semi-infinita de densidade 1/2
extendendo-se de z = (24)™! até z — cc. De (5.27) e (5.28) podemos ver que

[opyomes A JEOR
TH\Foa) T\ Tag) | TaoeAt

2
(-g) _ YT _ ‘[z (_L)
e iy 241/r2 + (2 57,

Com estas formulas podemos verificar que a condigdo de regnlaridade (3.4) é satisfeita para
todo z < (24)7! desde que K2 =1.

Como vimos anteriormente a solucio de Weyl para ums linha semi-infinita pode ser levada
em um espaco plano uniformemente acelerado pela transformagio (4.12), que nesse caso serd
empregada com as constantes B = A, a = (24)"! ¢ g = 1. Note que com este valor de ¢
a condi¢do (5.14) é satisfeita trivialmente. Concluimos assim que a métrica C com m = 0
corresponde a0 espago de Minkowski uniformemente acelerado.

Acompanhando as transformagdes realizadas vemos que os horizontes ¥y = 1 tornam-se os
planos { = +7 que s&o os horizontes dos sinais luminesos emitidos por particulas uniformemente
aceleradas com histdérias dadas por (4.13).

O Casom #0e 2Tm?42 < 1

A restriciio realmente desejada € que o polindmio G possua trés raizes reais diferentes, a
expressdo 27m?A? < 1 surge da escolha imposta aos coeficientes de G. Porém esta escolha néo
é necessdria, pois podemos trabalhar com um polinémio geral [53].

Empregando a escolba dos coeficientes, descrita anteriormente, o polindémio G(z) tem trés
raizes reais distintas z;, z2 ¢ z3 onde 73 < T3 < 0 < ), ¢ as raizes de F(y) sdo y; = —x;.
Quando impomos as condigdes F(y) > 0 e G{z) > 0 isolamos as regiGes I, I, IIf ¢ IV do
plano z — y, como mostra o segundo grifico da Figura 5.14. Onde elas aparecem com as linhas
isoparamétricas da transformacio (5.25).

Pelo termo que define a coordenada r na expressio (5.25) vemos que quando £ = z; ou
y = y; entdo 7 = O e com o emprego das férmulas de F e G vemos que se £ — —oo ou
¥ = —oo, r também se anula. Portanto, as fronteiras destas regides sido mapeadas no eixo
2. Agora com o uso da definicio de z (5.25) vemos que estas fronteiras, apés transformadas,
cobrem todo o eixo z. Empregando {5.25) e as propriedades das raizes de ¢

1
=—l
@ 218

LT3 Tp = (2mA)‘1, 5Ly + TiTg + 2z = 0.
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As fronteiras sdo mapeadas continuamente sobre o eixo z, exceto nos vértices onde z — +o0,
pois nestes ¢as0s o valor de z depende da direco pela qual o vértice ¢ atingido. Enquanto que
o interior de cada regiio é mapeado em todo o plano r — 2, mas esse mapeamento é bijetor
somente nas regides I e III.

Agora por (5.26) notamos que €*® e finita e nio se anula no interior das regides, porém nas
fronteiras existem pontos onde €2¥ — —oo indicando a presenca de fontes nestas regides.

Observando primeiramente a regido I os valores de z em cada um dos vértices desta regido
sdo, segunde a Figura 5.14, z; = —mz;, de modo que z; < 0 < 23 < z3. Quando tomamos
um valor fixo para z e fazemos r — o0, no plano r — z a imagem deste ponto no plano z -y
aproxima-se do vértice (zo, y2).

SR L

o= 1/2 o= 12 o172 o= 12
| A
o=}
1 Y
o=112 Jo=»l.-‘2 o=12 =112
L | ol
=1

Figura 5.15: Imagem Newtoniana da métrica C.

A expressdo (5.26) pode ser escrita como
(26 o KRy — (2 — 2[Ry — (2~ )l
Ry — (¢ — =)
onde R; = /(2 — z)? + r2. Esta férmula pode ser reconhecida como a sobreposicio de trés
linhas semi-infinitas que se extendem ao longo do eixo 2z até +-0o. Duas delas com densidade o
ignal a 1/2, cada uma partindo de z; ou 2;3. A outra partindo de z com ¢ = —1/2. De modo
que o resultado é uma linha semi-infinita de densidade ¢ = 1/2 que se estende de z3 ao infinito
¢ uma barra também de densidade ¢ = 1/2 entre z; € 2, como mostra a primeira linha da
Figura 5.15, as outras regides podem ignalmente ser mapeadas no plano r — z gerando, como
Imagens Newtonianas as outras linhas da Figura 5.15. Porém, apenas a regifo I leva a um
espaco tempo fisicamente aceitdvel, deste modo irataremos um pouco mais sobre este caso.
Vamos agora analisar a regularidade da métrica nas partes do eixo z tais que o =0, isto é,
—00 < 2< 2 €z2—2< z < z;. Cada um destes intervalos corresponde a partes da fronteira de
I onde z = x5 € T = x1, respectivamente. Entdo usando o fato de que G — 0 quando z — =;
ou z — T2 temos que
2 Gz \?

€ _) (EE) Z=In O =20

entdo, para que (3.4) seja satisfeita, temos que impor
G:\?
©=(F)
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mas como G (z1) # G.(T2) esta condi¢do s6 pode ser satisfeita para uma das regides, ou seja,
a métrica conterd uma sigularidade cOnica entre —co e 2; ou entre 2; e z3. Escolhendo impor
a regularidade no primeiro intervalo a expresséo (5.9) pode ser reescrita como

s A 2 2
K= —(n—2)(z-2-a)"

Vimos que a Imagem Newtoniana desta métrica é uma linha semi-infinita de densidade
o = 1/2 e uma barra também de densidade 1/2, ou seja, uma particula de Schwarzschild em
coordenadas de Weyl. Retomando os resultados da Se¢ao 5.8 concluimos que estamos lidando
com duas particulas esféricas aceleradas.

Aplicando a transformacio (4.12) com B = AK?, a = z, obtemos a métrica C na for-
ma (5.13). Para satisfazer a condicio de regularidade (5.14) basta impor ¢ = 1.

Singularidades e Horizontes da Métrica C

Nas sub-se¢les anteriores trabalhamos com as retricoes G > 0 e F > 0. Mas como foi
dito Kinnersley ¢ Walker [39], empregaram uma abordagem diferente impondo somemte que
T2 < T < Z; € permitindo, a priori, que y seja ilimitado. Deste modo, a regido sob estudo passa
a conter os horizontes F' = 0 nas superficies y = y;.

Inicialmente definimos as coordenadas

v df
Au=t+ [ = Ap=(z+y)L
Note que v é uma coordenada nula, veja (5.24), e construimos o invariante de curvatura
1 bro,e N
¥ = 3 C‘Mlan In® = pa,

onde {* e n® s80 os vetores nulos principais. Com base neste invariante vemos que p = 0 é
uma singularidade fisica. Como g — oo = ¥ -3 0 0 espago € assintoticamente plano, podemos
entdo interpretar p como uma coordenada radial, de modo que consideraremnos p > 0. Mas ao
impormos esta restricio estamos também impondo uma restricio a y, ou seja, y > —z. Este é
o dominio com que trabaltharemos.

Figura 5.16: Blocos e diagrama da métrica C para o caso m =0.
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Tomamos agora um z fixo e desconsiderando a coordenada simétrica p, definimos uma
superficie bidimensional ¥ — ¢ cuja métrica é

ds? = A2 (z + )2 [Faf? - Fldy?], (5.29)

que é conformal ao elemento de linha das coordenadas de Walker (3.6). Na verdade esta su-
perficie possui as propriedades necessarias para que se empregue o método de blocos, exceto que
ela é completamente geodésica somente para as geodésicas nulas. Se mesmo assim empregarmos
o método obtemos os resultados a seguir.

Quando m = 0, F possui duas raizes +1, mas devido as restricbes em y a raiz y = —1 estd
fora do escopo considerado. Deste modo T serd dividida em duas regides T3 o, tais que

T, —z<y<l, F<G
L, l<y<oo, F>0

Observe que nos extremos destes intervalos temos os seguintes comportamentos

Yy— —x, pP—roQ, ¥ — 0;
y=1, pP= [A(I - 1)]_1: T = —-m{A(z — 1)]*;
y—o00, p—0, T — —o0.

De modo que T; € assintético e T; é singular, como vemos na Figura 5.16. Unindo estes blocos,
pelas regras do método de Walker, obtemos o diagrama da Figura 5.16.

Figura 5.17: Blocos da métrica C para o caso m # 0

Consideramos agora o caso em que m # 0 e 27m?A42 < 1, ou seja, quando F possui trés
raizes reais diferentes 3y, < y3 < 0 < y;. Novamente como estamos lidando com y > —z e
—% < T < —%, a Drimeira raiz nao nos interessa. Assim dividimos T' em trés regites T} »3 tais
que

Ty, —z<y<ys, F<O0;

T2, h<y<y, F>0
T3, y3<y<oo, F<O.

Repetindo a andlise efetuada para o caso m = 0, vemos que o comportamenio nos extremos
destes intervalos é

Yy — -z, P—>00, ¥ —0;
y=12, p=[Alz—w)™, ¥=-mlA(z-p)P;
y=us pP=[A@—y), ¥=-mAlz—y)];

y—o00, p—i, ¥ — —00.
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Figura 5.18: Diagrama da métrica C para o casom # 0

Portanto, 77 € assintético, 75 é regular e T3 é singular, veja a Figura 5.17. Unindo-os chegamos
ao diagrama da Figura 5.18, que é simplesmente conexo e se repete indefinidamente. Mas como
podemos identificar as linhas indicadas, sem violar as condigdes de causalidade podemos criar
um diagrama em forma de cilindro.



Conclusoes

Os métodos numéricos mostraram-se adeguados ao estudo das solugoes de Weyl. Tanto ex-
ibindo novas solugGes quanto esclarecendo o comportamento de particulas de tese na vizinhanca
de uma solu¢io. Um bom exemplo das possibilidades destes métodos é o estudo sobre o anel
de Weyl-Bach e snas sobreposicses.

Como uma revisfo este trabalho ainda n&o estd completo. Muitas solugbes ndo foram
incluidas, algumas bastante importantes como as de Zipoy [71] e outros discos. Mesmo entre as
solucgbes incluidas faltam dados sobre suas interpretactesfisicas e geométricas. Porém desejamos
continuar desenvolvendo este projeto até podermos apresentar uma revisdo mais abrangente.
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Teoremas Sobre Singularidades A

Apresentamos neste apéndice, resumidadmente, alguns teoremas sobre singularidades, de-
monstrados por Hawking e Ellis [31]. Em seu livro, Wald [68] também apresenta estes resuitados
com diferencas muito pequenas, em algumas definigGes. Nio incluimos este conteido no corpo
da dissertacio pois estes teoremas se aplicam a espago-tempos evolutivos e demonstram a exis-
téncia de singularidades como o Big-Bang ou o colapso gravitacional, enquanto as métricas de
Weyl, tema deste trabalho, sBo estéticas, ndo satisfazendo, portando, as condiches necessdrias
para a aplicacdo dos teoremas.

As primeiras secGes deste apéndice definem uma série de conceitos que serdo depois empre-
gados para determinar com clareza o contetido dos teoremas. Para o caso das métricas estiticas,
como as de Weyl, os resultados mais relevantes sio os que caracterizam as singularidades através
da incompletude geodésica.

A.1 Estrutura Causal

Apresentamos aqui © conceito de espago-tempo temporalmente orientdvel e sua estabilidade.
Estes conceitos serao necessarios para demonstrar os teoremas sobre singularidades.

Considere M uma variedade diferencidvel e g,; uma métrica, com signatura de Lorentz
(=, +,+,+), definida em M, entdo chamamos (M, g,;) de um espago-tempo ¢ cada p € M de
evento. Os vetores 1* sdo considerados tipo-tempo se gqt%t® < 0, tipo-espaco se gut°t® > 0 e
nulos se ggt®t? = 0.

A.2 Orientacao Temporal

Em cada ponto p € M o seu espago tangente, V3, é isomérfico ao espago de Minkowski, onde
podemos fazer nma escolba local da direcio do futuro. Se pudermos escolher continuamente a
direciio do futuro, em todo M, entdo dizemos que 0 espago € temporalinente orientdvel, neste
caso podemos provar que
Lema 1 Sejo (M, g.s) temporalmente orientdvel. Entdo eziste um campo vetorial tipo-tempo,

2, analitico e diferenie do velor nulo, em M. Em conire partida se existe um campo vetorial
tipo-tempo, continuo, entdo (M, g,;) é temporalmente orientdvel.

Em um espaco temporalmente orientivel podemos definir os seguintes conceitos:

s Curva tipo-tempo orientada para o futuro, A(!) se para qualquer p € A o vetor tangente
¢ ¢ tipo-tempo direcionado para o futuro;
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¢ Curva causal orientada para o futuro, A(l) se para qualquer p € A o vetor tangente ¢* ¢
tipo-tempo ou nulo direcionado para o futuro;

e Futuro cronoldgico, I (p) é o conjunto de todos os pontos ¢ € M tais que existe uma
curva tipo-tempo direcionada para o futuro, A, tal que A(0) = p e A(1) = ¢, podemos
também definir o futuro cronolégico de um conjunto S C M como I*(S) = U,es I (p);

e Futuro causal, J*(p) é o conjunto de todos os pontos ¢ € M tais que existe uma curva
causal direcionada para o futuro, A, tal que A(0) = p e A(1) = g, da mesma forma para
S C M temos JH(S) = Upes J* (p).

Definigies andlogas podem ser feitas para conceitos equivalentes direcionados ao passado, A,
I~ e J~, bastando apenas substituir o termo futuro por passado, nas definicées acima. Podemos
notar que I (p) é um subconjunto aberto de M e que p € I't(p) somente se existe uma curva
tipo-tempo orientada para o futuro fechada que comeca e termina em p. Em contraste, qualquer
que seja p € M, p € J¥(p). O mesmo sendo vélido para I~ e J~.

Definimos também uma vizinhanga normal convexa de p € M, que consiste em um conjunto
aberto, U, com p € U, tal que para todo ¢, r € U existe uma tinica geodésica conectando g e r
contida totalmente em U.

Teorema 1 Considere um espaco-tempo arbitrdrio (M, gg) e um ponio p € M, sempre existe
uma vizinhanca normal conveza, U, de p. Além disso, para qualguer U, It (p) O U consiste de
todos os pontos alcangados por geodésicas tipo-tempo direcionadas para o futuro que partiram

de p € contidas em U, enquanto I*(p) N U, onde I+ denota a fronteira de I*, é gerado pelas
geodésicas nulas direcionadas para o fuluro, contidas em U, que partiram de p.

E importante notar que estas caracterizacdes de I+ e [+ em termos de geodésicas podem
néo ser validas quando considerainos o espaco como um todo, ou seja, em espaco-tempos gerais
elas sé valem localmente. Mas do teorema acima tiramos o seguinte coroldrio:

Corolério 1 Se g € J*(p) — I*(p) entdo qualguer curva causal conectando p e g precisa ser
uma geodésica nula.

Outro conceito importante € a idéia de conjunto atemporal, que se define como sendo um
conjunto S C M onde ndo existem p, g € S tais que g € I (p), ou seja, SN I1(S) = @. Agora
podemos apresentar um teorema que descreve a estrutura de I™. -

Teorema 2 Seja (M, gu) um espaco-tempo temporalmente orientdvel, ¢ considere S C M.
Entgo I (S), se ndo for vazio, é uma C°-subvariedade de M, tridimensional, imersa ¢ atem-
poral. _

Uma estrutura que podemos definir nos conjuntos atemporais fechados S C M € sua borda
borda (S), que é o conjunto dos pontos p € S tais que qualquer vizinhanca O de p contém
g € I*(p), r € I"(p) e uma curva tipo-tempo conectando ¢ e 7 que ndo intercepta 5. Com esta
defini¢io concluimos que

Teorema 3 Seja S # @ um conjunto atemporal fechado com borda{S) = 9. Entdo 5§ € uma
C®-subvariedade tridimensional tmersg em M.
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Em algumas situagtes, como veremos adiante, queremos estender uma curva diferencial a
partir de um ponto ou queremos poder tomar o limite de uma seqiiéncia de curves diferenciais,
0 que nem sempre pode ser feito mantendo a difirenciabilidade das curvas, assim definiremos o
conceito de curvas continuas tipo-tempo ou causais direcionadas ao futuro, ou passado.

Uma, curva continua, A, € dita tipo-tempo, ou causal, direcionada ao futuro se para cada
p € A existe uma vizinhanca normal convexa, U, de p tal que se A(£1),A(fz) € U com £; < 2,
entdo existe uma curva tipo-tempo, ou causal, diferencidvel e direcionada ao futuro em U de
Aty) até A(ta).

A.3 Pontos Extremos e Curvas Inextensiveis

Para distinguirmos entre curvas que vio ao infinito ou terminam em uma singularidade de
curvas que terminam em um ponto devido somente a sua paramentrizagido definimos o conceito
de ponto extremo futuro. Seja A uma curva causal direcionada ao futuro, p € M € um ponto
extremo futuro de A se para qualquer vizinhanca, O, de p existe {p tal que para todo £ > %,
A(t) € O. Observe que p ndo precisa pertencer a curva. A definigiio para ponto extremo passado
é similar.

Apgora podemos dizer que uma curva é inextensivel para futuro, ou passado, isto é, elaji é o
mais “longa” possivel, ndo podendo ser prolongada, quando ela ndo possui um ponto extremo
futuro, ou passado. Note que toda curva que possui nm ponto extremo pode ser extendida, ao
menos continuamente, a partir deste ponto.

Estas definicbes levam ao seguinte lema:

Lema 2 Seja A uma curve causal inextensivel ao passado passando por p. Entéo através de
qualguer ¢ € I*(p) existe uma curva tipo tempo, ineTtensivel ao passado, vy, tal que y C IT(}).

Expomos agora os conceitos de convergéncia de seqiiéncias de curvas causais. Considere
{\n} uma seqiiéncia de curvas causais, entio podemos definir 0s seguintes elementos:

» Um ponto p € M é ponto de convergéncia de {),,} se dada qualquer vizinhanca aberta O
de p, existe N tal que A, N O # B para todo n > N;

» Uma curva A é considerada curva de convergéncia de {),} se cada p € A é um ponto de
convergéncia de {Ap};

e Um ponto p € M é um ponto limite de {A,} se qualquer vizinhanga aberta O de p,
intercepta infinitas curvas de {A.};

¢ Uma curva ) é considerada curva limite de {An} se existe uma subseqiiéncia {A}} para a
qual A é uma curva de convergéncia. Note que uma curva cujos pontos s pontos limite
de {A.} ndo & necessariamente uma curva limite.

Lema 3 Seja {\,} uma segiéncia de curvas causais, ineztensiveis, directonadas ao futuro, que
possut um ponio limite p. Enido existe uma curva causal, ineriensivel, directonado ao futuro,
A, que € curva bmite de {)\,}.
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Inicialmente definimos conjuntos que nos dizem o que um evento, ou um conjunto de eventos,
pode influenciar, I+ e J*, agora definiremos outros que nos digam quais os eventos que s3o
infuenciados apenas por um determinado conjunto de eventos.

O dominio de dependéncia futuro de um conjunto S C M, atemporal e fechado, D *(S5)
é o conjunto dos pontos p € M tais que todas as curvas causais inextensiveis ao passado que
passam por p interceptam S. Note que S C D H(S) ¢ J*(S). Como S é atemporal entdo
DHS)NI(8) = 0. A defini¢ho do dominio de dependéncia passado D —(S) é similar. O
dominio de dependéncia é D (S) = D*(S)U D ~(S).

A.4 Conceitos de Estabilidade

Imediatamente percebemos que para que um espago-tempo possuir uma estrutura temporal
bem definida ele nfo pode possuir curvas tipo tempo fechadas, pois se p € I7(p) entdo este
evento estaria influenciando seu prépric passado. Porém, eliminar apenas os espagos onde
1850 ocorre nao elimina todas as possibilidades de mau comportamento temporal. E possivel
construir espagos que estdo 4 beira de possuirem uma curva tipo-tempo fechada, estes espagos
também nio podem ser considerados fisicamente aceitdveis, pois sio inst4veis, podendo ganhar
uma curva tipo-tempo fechada com uma pequena perturbacdo. Exibiremos aqui trés condigdes
de estabilidade para um espago-tempo: casualidade forte, casualidade estdvel e hiperbolicidade
global.

Um espago-tempo (M, gg) € considerado fortemente causal se para todo p € M e toda
vizinhanga O de p, existe outra vizinhanca de p, V C O, tal que penhuma curva causal intercepta.
V mais de uma vez.

Esta defini¢cio elimina o que intuitivamente consideramos como a beira de posssuir uma cur-
va tipo-tempo fechada, mas é possivel construir espagos, que satisfazem a condi¢io de causali-
dade forte, mas ainda sdo instaveis.

Outra tentativa para caracterizar adequadamente os espagos é dada a caunsalidade estdvel.
Considere um espago (M, gus), tomemos agora p € M e um vetor tipo-tempo t* em p. Se
definirmos §gy = gop — t4ly, teremos uma nova méirica em p, sinda com signatura de Lorentz,
porém todos os vetores tipo-tempo ou nulos em g sdo tipo-tempo em g, ou seja, esta operagio
“abre” o cone de luz no ponto p. Agora se tivermos um espago-tempo a beira de possuir
uma curva tipo-tempo fechada e abrirmos todos os seus cones de luz entéo teremos uma curva
fechada no novo espaco, com a métrica §. Assim, dizemos que um espaco € causalmente estdvel
se existe um campo vetorial tipo-tempo, ndo nulo, 2, tal que o espago (M, §up) D30 possui
nenhuma curva tipo-tempo fechada.

O teorema sequinte exibe uma importante caracteristica de espagos causalmente estéveis.
Teorema 4 Um espaco-tempo é causalmente estdvel se e, somente se, existe uma funcio difer-

encidvel f em M, tal que V°f é um campo vetorial tipo-tempo directonado ao passado. A fungdo
f € chamada de “funcgdo global de tempo”.

Como corolério deste teorema temos que causalidade estével implica em causalidade forte.
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QOutra condigso, ainda mais forte, sobre os espago-tempos € a hiperbolicidade global. Um
espaco {M, g,3) € considerado globalmente hiperbdlico se possui uma superficie de Cauchy.
Onde a superficie de Cauchy é um conjunto atemporal, %, tal que D(X) = M. O termo
superficie é justificado pelo fato de que podemos aplicar 0 Teorema 3, que garante gne ¥ € uma
CP-subvariedade tridimensional imersa em M.

A supreficie de Cauchy pode ser considerada como um instante de tempo ao longo do
espago. Existem razoes para supor que todo espago-tempo fisicamente aceitdvel € globalmente
hiperbélico. Nestes espagos temos o seguinte resultado:

Teorema 5 Seja 2 uma superficie de Cauchy e A uma curva causal ineztensivel Entdo A
intercepta X, IT(X) e I"(X).

Definiremos agora C(p, ), para p, ¢ € M onde (M, g,) € um espago-tempo fortemente
causal, como sendo o conjunto de todas as curvas continuas tipo-tempo direcionadas ao futuro,
que ligam p a ¢. Onde curvas que diferirem apenas pela parametrizagdo sdo consideradas
iguais. Note que se ¢ ¢ J*(p) entdo C(p,q) = @. Podemos também definir uma, topologia, 7,
em C(p,q) para isso definimos que conjunto aberto em C{(p,q) é todo conjunto O C C(p,q),
que pode ser escrito como

o=Jo),

onde U C M é um conjunto aberto e O(U) € C(p, q) é definido como
OW) ={r€Cp,g) | AC U}

Com esta topologia em C(p, g) podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 6 Seja (M, g.) um espaco-tempo globalmente hiperbélico e p, ¢ € M. Entéo C(p, q)
€ compacto.

A compacidade de C(p, g} implica diretamente na compacidade correspondente do conjunto
J*(p) N J=(g) na topologia de M. Reescrevendo temos:

Teorema 7 Seja (M, g) um espaco-tempo globalmente hiperbélico ep, g € M. Entdo J*(p)N
J~(q) € compacto.

Podemos também definir o espago C(X,p), para p € D (X), que consiste no conjunto de
todas as curvas causais continuas direcionadas ao futuro entre T e p. & possivel demonstrar,
pelos mesmos argumentos do Teorema 6, que C(Z, p) é compacto.

Este é o teorema final sobre condictes de estabilidade de um espago-tempo:

Teorema 8 Seja (M, g) um espaco-tempo globalmente hiperbolico. Entéo (M, gg) é causal-
mente estdvel. A funcio global de tempo, f, pode ser escolhida de forma gue cada superficie
onde f ¢é constante seja uma superficie de Cauchy. Assim, M pode ser foleado por superficies
de Cauchy, %, de forma que sua topologia seja R x X,
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A.5 Congruéncias Geodésicas

Entendemos por congruéncias, em um conjunto aberto O C M, uma familia de curvas tais
que por cada ponto p € O passe uma e somente uma curva desta familia. Se tomarmos os
vetores tangentes de uma congruéncia teremos um campo vetorial em O, e similarmente dado
um campo vetorial continuo em O podemos construir uma congruéncia. Com isso em mente,
podemos definir congruéncia analitica como sendo aquela que gera um campo vetorial analftico.

Consideremos uma congruéncia analitica de geodésicas tipo-tempo, podemos determinar que
sejam parametrizadas pelo seu tempo préprio, entao teremos que todos os vetores tangentes £2
obedecerdo a relagio £%€, = —1. Assim, podemos definir ¢ tensor

By = Vﬂ&ba

que sera puramente espacial. Este tensor mede quanto o vetor de deslocamento infinitesimal
entre duas geodésicas falha em ser transportado paralelamente. Para podemos analisar esta
congruéncia definiremos uma métrica espacial

hap = gap + £k,

desta forma h®%, = ¢*°h. é o operador de projecio sobre o subespage do espago tangente
ortogonal a £°.

Com base nestes tensores podemos definir expansdo 8, cisalhamento o, € “twist” w,; de
ums congruéncia

8 = B%hy,
1 1

Tab = 3 (Bap + Bya) — gahabs
1

ey = § (Bab - Bba) ’

desta forma podemos decompor o {ensor B,, como segue

1
By = gg}"ab + Ogp + Wep-

A partir da equacio de derivacio geodésica podemos deduzir equagdes que determinam
o comportamento de 8, o, € wem- Entre estas equacdes a que nos interessa é a equacdo de
Raychaudhuri

1
£V 0 = j'—; = —592 — 0ap0® + waw™ — Rt
observe que

Rast?g® = 87 (Tay ~ 5T ) £°6° = 8 (Tt + 57).
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Esta expressao pode ser considerada n3o negativa, pois podemos impor duas condigdes sobre a
distribuicdo de massa no espago. A condicdo fraca de energia

Tut®€* 20

e a condigdo forte de energia

1
T8 > _ET'

Assim, temos ¢ seguinte resultado:

Lema 4 Seja £° 0 campo tangente de uma congruécia de geodésicas tipo tempo, hipersuperficie
ortogonal. Suponha R;£°8° > 0, se 8 admite um valor negativo Oy em um ponto de um geodésica
da congruéncia entdo 8 wai para —oo ao longo desta geodésica em um tempo proprio 7 < 3/|60|.

Pelo fato de que a congruéncia ser hipersuperficie ortogonal we, = 0. A condicdo R,6%¢% > 0
serd sempre valida se a equacao de Einstein for satisfeita e a matéria obedecer a condigéo forte
de energia. O valor —0,,0% é sempre menor ou igual a zero. Ent3o a partir da equagdo de
Raychaudhuri temos

dg 1
—+-62<0,
dr + 3 ~

cuja solugdo é

-1 - T
g0t + 3
como §~! vai a zero com tempo préprio 7 < 3/|6, 8 vai ao infinito simultaneamente.

Para trabalhar com congruéncias de geodésicas nulas esbarramos no problema de que nao
existe uma maneira natural de normalizar os vetores tangentes, k*, destas geodésicas. Para
podermos isolar o deslocamento paralelo entre duas geodésicas € o deslocamento ao longo de
uma mesma, precisamos Criar o espago 17,, que contém apenas os vetores de interesse. Para
construir este espaco iniciames tomando o subespago, 17;,, dos vetores ortogonais a k® em V.
Agora definimos uma relacio de equivaléncia, onde dois vetores, 22, ¥* € V, sdo considerados
equivalentes se existe ¢ € R tal que z® — y¥* = ck®*. Entédo f/, é 0 espago guociente de 17,, com
relagiio a equivaléncia definida acima.

Para definirmos expansio, cisathamento ¢ “twist” de uma congrnécia de geodésicas nulas
trabalharemos sobre o espago V, ao invés de V,, embora nio exista uma maneira natural de
relacionar um vetor arbitririo #* € V, com £ € V, é possivel fazé-lo com os vetores tais
que %k, = 0, tomando snas classes de equivaléncia. O mesmo sendo valido para tensores de
qualquer ranque.

Apds estes algebrismos podemos definir, como no caso de geodésicas tipo-tempo, expansio
8, cisalhamento G4 e “twist” @ da congruécia de geodésicas nulas. Assim temos hq, ¢ By
como as classes de equivaléncia de by, € By, respectivamente. Definindo

= Fsﬂb.éeb,
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. 1 - - 1 -
Oap = i'(Ba.b + Byg) — §0h’ab:
S PP
Wap = E(Bab - Bbs):

temos
. | . .
Bab = Eﬂh@ + Tob -+ Wab,

pelo mesmo processo usado para obter a equagio de Raychauduri obtemos a seguinte equagdo,
que é muito similar a anterior

df
dr
que nos leva ao seguinte lema, parecido com o anterior:

—-9 = Eap + D™ — Rapkk®,

Lema 5 Seja k* o campo tangente de uma congruéncia de geodésicas nulas, hipersuperficie
ortogonal. Suponha que R, k®k® > 0. Se a egpansdo # assume um valor negativo &y em
um ponto de uma geodésica da congruéncia, entdo 0 vai ¢ —oo so longo desta geodésica com
comprimento do parémetro afim A < 2/|6y|.

A.6 Pontos Conjugados

Considere uma espago-tempo (M, g,y) onde estd definida uma conecgio V, e v é uma
goedésica com tangente v®. A solugdo da equacgio de derivagdo geodésica u®

V0V, (1PVf) = — RCgpap’v®v®

é chamada de campo de Jacobi. Dois pontos p, g € 7y sdo considerados conjugados se existe um
campo de Jacobi ndo nulo, que se anule em p e ¢g. Isso significa que nwma geodésica infinitesi-
malmente proxima de -y a interceptaria em p e g, embora nao seja necessirio que exista uma
geodésica com esta propriedade, pois a defini¢io exige apenas a existéncia do campo de Jacobi.

Com o conceito de congruéneias geodésicas podemos exibir critérios para a existéncia de
pontos conjugados.

Lema 6 Seja (M, gap) um espaco-tempo satasfazendo Rop£%® > 0 pare todo vetor tipo-tempo
£%. Considere uma geodésica tipo tempo v e p € v. Suponha que a expansdo, 0, de congruéncia
das geodésicas tipo-tempo, direcionadas ao futuro, que emanam de p, assuma um valor negativo
0y em r € . Entio com tempo préprio T < 3/16,| @ partir de r ao longo de vy existe um ponto
g conjugado com p, desde que v erienda se o sufuciente.

Este lema pode ser bastande generalizado com base na condicdo tipo-tempo genérica, isto é,
dado {M, ga) cada geodésica tipo-tempo em M possui a0 menos um ponto onde Rgpea£%69 # 0.
Entdo temos o seguinte lema reformulado
Lema 7 Seja (M, g.) um espaco-tempo satisfazendo a condicdo tipo-tempo genérica e

Rap£%6* > 0 para qualquer vetor tipo-tempo £°. Entdo quolquer geodésica completa possui um
par de pontos conjugados.
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Os pontos conjugados 580 importantes pois eles caracterizam as situacdes em que uma,

geodésica deixa de ser uma curva extrema, ou seja, uma geodésica tipo-tempo deixa de ser uma
miximo local do tempo préprio, ou nma geodésica nula deixa de estar na fronteira do futuro
de um evento, como mosta o seguinte teorema:
Teorema 9 Sejo v uma curve analitica tipo-tempo conectando p,q € M. Entdo uma condicdo
necessdrie e suficiente para gue v mazimize localmente o tempo prépric enire p e g, sobre a
vartagdo suave de um pardmetro, € gque v seja uma geodésica sem pontos conjugados entre os
pontos p € q.

Podemos estender o conceito de pontos conjugados para ponto conjugado a uma hipersu-
perficie tipo-espago analitica, ou ao menos C?, X, onde hipersuperficie significa uma subvarie-
dade tridimensional imersa em M.

Para isso definimos a curvatura extrinsica K,; de 2. Considere o campo tangente unitdrio,
£*, da congruéncia das geodésicas tipo-tempo ortogonais a . Entdo podemos definir K, sobre
3, como

Koy = V£ = By,

O trago da curvatura extrinsica serd denotado por K e definido como K = K¢, = h* K.
Assim temos que K = @ onde @ é a expans@o da congruéncia de geodésicas ortogonais a X.
Um ponto p de uma geodésica 7y, da congruéneia de geodésicas ortogonais a ¥, é considerado
conjugado com ¥ ao longo de v se existe um campo de Jacobi que n#o é zero em X e se anula
em p. Para caracterizar a existéncia de um ponto conjugado a X temos o seguinte teorema:
Teorema 10 Seja (M, goy) um espaco-tempo satisfazendo Rapf°E® > 0 para todo vetor tipo-
tempo £%. Considere uma hipersuperficie tipo espaco Z com K = 6 < 0 em algum ponto g € L.
Entdo existe, com tempo préprio 7 < 3/|K|, um ponio p conjugado com T ao longo da geodésica
v ortogonal a ¥ passando por q, assumindo que -y se extenda o suficiente.

De forma similar ao Teorema 9 temos

Teorema 11 Sejo v uma curva tipo-tempo analilica conectando um ponte g em uma hiper-
superficie tipo-espaco analitica ¥ com um ponto p € M. FEnido uma condicdo necessiria e
suficiente pare gque v mazimize o tempo proprio enire p e L sobre a variacdo suave de um
pardmetro € que vy seja uma geodésica ortogonal a ¥ sem pontos conjugados enire ¥ e p.

Para definirmos pontos conjugados de uma geodésica nula, x4, devemos observar que a
equacio de derivacio geodésica

k°V [kPV, (K%,)] = 0,

onde k* é o vetor tangente a u, implica que o campo de Jacobi, »*, nido pode se anular em
P, § € 4 a menos gue k*v, = 0 ao longo de toda curva . Por outro lado, se v € umn campo de
Jacobi entdo »* + (a + bA)k® também é, onde a e b sdo constantes. Portanto, os pontos p e ¢
serdo conjugados se existir uma campo de Jacobi que seja miltiplo de k® em p e g. Ou seja, ao
longo de uma geodésica nula 4 os pontos p, ¢ € p serdo conjugados se, € apenas se, um campo
7 € V satisfizer a equacio de derivagio geodésica e se anule em p e ¢. Com estas definicdes
temos o seguinte resultado
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Lema 8 Seja (M, ga) um espaco-tempo satisfazendo Rqk®k® > 0 para todo vetor nulo k°.
Considere uma geodésica nule p e p € u. Suponha que a expansdo § da congruéncia composia
pelas geodésicas nulas que emanam de p assumam um valor negativo 8, em r € p. Bnido com
comprimento do parameniro afim A < 2/|6y| a partir de v, eziste um ponto g conjugado com p
ao longo de u, desde que u se extenda o suficiente.

Analogo ao caso tipo-tempo podemos definir a condi¢io nula genérica como sendo a im-
posicio de que em toda geodésica nula p exista ac menos um ponto r € u onde Rgpk®k® > 0
ou k[gC’a]bc[dkﬂk“kc # 0 onde Cypeq é 0 tensor de Weyl. Entdo temos

Lema 9 Suponha que (M, g,,) setisfaca a condicdo nule genérica e que
Rapk®k® > 0 para todo vetor nulo k*. Entdo qualquer geodésica nula completa possui um par de
pontos conjugados.

Em comparacao aos teoremas que determinam quando uma curva tipo-tempo é um méximo
local do tempo préprio temos o seguinte teorema

Teorema 12 Seja p uma curva causel anclifica e p, ¢ € . Entdo néo eriste uma familic de
curvas causais A, conectando p e g com Ay = p e X, tipo-tempo para todo a > 0, isto é u ndo
pode ser suavemente deformado em uma curva tipo-tempo, se, e somente se, u € uma geodésica
nula sem pontos conjugados com p ao longo de i entre p e g.

Para geodésicas nulas também é possivel definir ponto conjugado a uma superficie S, tipo-
espaco e bidimensional. Porém, agora existem dois vetores nulos direcionados ao futuro ortogo-
nais a S em cada ponto g € S, se S é orientdvel entdo podemos fazer uma escolha continua em
S de forma a criar duas familias de geodésicas nulas que seréo referidas como famflias “ingoing”
e “outgoing”. Se S ndo for orientdvel esta escolba pode ser feita localmente. Assim podemos
enunciar o§ proéximos teoremas

"Teorema 13 Seja (M, go) um espago-tempo satisfazendo Rpk%k® > O para tode vetor nulo
k®. Considere S uma subvariedade tipo-espaco analftica e bidimensional tal que & ezpansdo
@ da congruéncia composta pelas geodésicas nulas, “outgoing” ou “ingoing”, essuma um valor
negativo By em g € S. Entdo com parémetro afim A < 2/|8y|, existe um ponto p conjugado com
5 ao longo da geodésica nula, repectivamente “outgoing” ou “ingoing”, u que passa por gq.

Teorema 14 Seja S uma subveriedade tipo-espago analitica bidimensional, e y uma curve
cousal analttica de S aié p. Entdo uma condicGo necessdria e suficiente para que p nio posse
ser suagvemente deformade em uma curve tipo-tempo conectando S com p € que u seja uma
geodésica nula sem pontos conjugados a S entre S e p.

Como uma conseqiiéncia deste teorema e dos resultados sobre espagos globalmente hiperbélico
temos

Teorema 15 Seje (M, gqs) um espago-tempo globalmente hiperbdlico e considere K uma sub-
variedade espacial bidimensional orientdvel e compacta de M. Enido qualquer p € I(K) estd
em uma geodésica nule direcioneda ao futurc que sat ortogonalmente de K e ndo possui ponto
conjugado com K entre K ep
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A.7 Curvas de Comprimento Maximo

Temos alguns teoremas que determinam quando nma curva maximiza localmente o tempo
préprio entre dois pontos p,g € M

rw=f¢mﬁ%

onde #* é o vetor tangente da curva causal analitica, ou pelo menos C?, A. Queremos agora
determinar quais as condigGes de existéncia para tais curvas. Para isso deveremos estender a
funcdo T para todas as curvas em C(p, g), para podermos usar os resultados de compacidade
deste conjunto.

Inicialmente tomemos o conjunto C(p,q) das curvas tipo-tempo analiticas, com topologia
induzida por C(p, q). Em C(p, q) T pode ser calculado pela formula acima, € como este conjunto
é denso em C(p,q), exceto por algumas geodésicas nulas, poderfamos estender a func¢io 7
tomando uma, seqiiéncia {A,} em C(p, q) que aproxima, continuamente 4 € C(p, g) ¢ atribuindo

rlu] = Jim 7{,).

Porém, a fun¢do  ndo é continua em C(p,q), porém segundo o préximo lema, ela é semi-
continua superior

Lema 10 Considere (M, goy) um espago-tempo fortemente causal e p,q € M com q € I7(p).
Entdo T é semi-continua superior em C(p,q).

Assim podemos estender 7 como fun¢o semi-continua superior de C(p, ¢) a C{p, ¢) tomando
para u € C(p, ) uma vizinhanca aberta O C C{p, ¢) e definindo

T{u) = sup{r{\] | A € 0, A € C(p, 9)}

¢ entdo definindo
7{p] = inf{T[O] | O é uma vizinhanca aberta de }.

Os teoremas anteriores que caracterizavam a curva que maximiza 7 referiam se apenas a
curvas analiticas, on seja, curvas em C(p, ¢) e nio em C(p, ¢), mas eles podem ser generalizados
e assim temos
Teorema 16 Seja (M, gu) um espaco-tempo fortemente causal e p,q € M com g € J*(p)

e considere o funcdo T definida em C(p,q). Uma condicdo necessdria que 7 assuma o valor
mdzimo em v € C(p, q) € que v seja uma geodésica sem pontos conjugados entre p e q.

Teorema 17 Seja (M, g) um espaco-tempo fortemente causal e p € M com T uma hiper-
superficie tipo espaco, analitica e atemporal. Considere a funcéo T definida em C(p,q). Uma
condicdo necessdria para gque T assuma o valor mdzimo em v € C(p,q) é que v seja uma
geodésica ortogonal & X2 sem pontos conjugados com X entre X e p.

Uma caracteristica importante dos espagos globalmente hiperbdlicos é que C{p, g) é com-
pacto, além disso sabemos que 7 é semi continua superior entdo podemos aplicar 0s teoremas
de existéncia do méximo. O que implica diretamente nos seguintes teoremas.
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Teorema 18 Seja (M, goy) um espaco-tempo globalmente hiperbélico, com p,g € M e q €
J*(p). Entdo eciste uma curva v € C(p,q) para e qual 7 assume seu valor mdzimo em C(p, q).

Teorema 19 Seja (M, g,) um espaco-tempo globalmente hiperbdlico, com p € M ¢ ¥ uma
superficie de Cauchy. Entdo exisie uma curva v € C{Z,p) para o qual 7 assume seu valor
mdzimo em C(Z, p).

A.8 Teoremas Sobre Singularidades

Apresentamos aqui quatro teoremas sobre singularidades baseados na idéia de incompletude
geodésica. Os dois primeiros demonstram a existéncia de uma singularidade na origem do
universo, ou seja, a existéncia do “big-bang”.

Teorema 20 Seja (M, g,s) um espaco-tempo globalmente hiperbdlico com Rgpé°E® > 0 para
todo vetor tipo-tempo, £°. Suponhe que eziste wma superficie de Cauchy, L, analitica (ou
ao menos C?) e orientada espacialmente. Para a gual o traco do curvatura estrinsica, pare
e congruéncia das geodésicas tipo-tempo, normais € orientadas para o passado, satisfaca K <
C <0, em %, onde C € uma constante. Entéo nenhuma curve tipo-temnpo orientada ao passado
saindo de T pode ter comprimento maior que 3/|C|. Na verdade, todas as geodésicas tipo-tempo
e direcionadas ao passado sdo incompletas.

Demonstracdo: Suponha gue exista uma curva tipo-tempo direcionada ao passado, A, saindo
de ¥ com comprimento maior que 3/|C|. Tome um ponto p em A além de 3/|C| no passado de
3. Pelo Teorema 19 existe uma curva de comprimento méaximo « entre p e Y., que claramente
também tem comprimento maior que 3/|C|. Mas pelo Teorema 17 v precisa ser uma geodésica
sem ponto conjugado entre X e p. Mas isso contradiz ¢ Teorema 10 que determina que deve
existir um ponto conjugado entre T e p. Portanto a curva A ndo pode existir.

Pode se considerar que na verdade este teorema ao invés de provar a existéncia de uma
singularidade inicial provaria a inexisténcia da superficie de Cauchy em um espaco com estas
caracteristicas. Mas a hipdtese da existéncia desta superficie pode ser enfraquecida mantendo
ainda a existéncia de uma singularidade inicial. Como mostra o préximo teorema.

Teorema 21 Seja (M, gu) um espago-tempo fortemente causal com Rapf%E° > 0 para todo ve-
tor tipo-tempo. Suponha que ezista uma hipersuperficie analitica tipo espaco, compacie, atem-
poral € sem borda, S. Tal que para a congruéncic de geodésicas tipo-tempo, normais e dire-
cionadas pare o passedo saindo de S nds temos K < C < 0. Entido ao menos uma geodésica
inextensivel tipo-tempo e direcionada para o passado sainde de S temn comprimento no mdzimo

igual ¢ 3/{C|.

H4 outro contexto em que as sigularidades desempenham um papel importante, chamado
colapso gravitacional. Para apresentarmos um teorema neste contexto temos anteriormente que
definir “trapped surface”, que consiste em uma subvariedade bidimensional, tipo-espago, com-
pacta e analitica, T, onde a expansio, 8, de ambos os conjuntos de geodésicas nulas direcionadas
ao futuro, ertogonais a T, é sempre negativa. Por exemplo, na solugiio de Schwarzschild todas
as esferas interiores ao horizonte de eventos, sdo “trapped surface”. Assim temos 0 seguinte
teorema
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Teorema 22 Seja (M, g.s) um espaco-tempo conectado e globalmente hiperbdlico com uma
superficie de Cauchy ndo compacta, que satisfoz Ry k®kt > 0 para todo vetor nulo, k*. Suponha
ainda que M possui uma “lrapped surface” T'. Denote o valor mdrimo de @ para ambos os
conjuntos de geodésicas nulas ortogonais em T por 6y < 0. Enido pelo menos uma geodésica

nula, ortogonal, orientada para o futuro saindo de T possui comprimento afim menor ou igual
a2 / Igg’ .

Os teoremas anteriores, sobre singularidades, estavam relacionados a situagdes especificas.
O préximo teorema demonstra a existéncia de singularidades em situagbes muito mais gerais. O
que € um forte argumento para a hipdtese de que as singularidades seja caracteristicas comuns
aos espago-tempos.

Teorema 23 Suponha um espaco-tempo, (M, ga) que satisfaz estas quatro condigbes:
1. Ry8%€% > 0 para todo vetor tipo-tempo,
2. As condigbes genéricas bipo-temnpo e nulas sGo salisfeilas,
3. Ndo exzistern curves tipo-tempo fechadas e
4. Ao menos uma das trés propriedades seguintes vale

o (M,g.) possui um conjunto atemporal, compacto sem borda, isto é (M, g,) € um
universo fechado,
o (M, gap) possui uma “trapped surface”, ou

o eriste um ponto p € M tal que o expansdo, das geodésicas nulas direcionadas para
o futuro, ou passado, emanando de p, torne se negativa ao longo de cada geodésica
desta congruéncia.

Entéo (M, g,) precisa ter ao menos uma geodésica tipo-tempo ou nule gue seja incompleta.



Sistemas de Coordenadas B

B.1 Cilindricas

No inicio quando apresentamos as equacbes de Weyl, nos deparamos com o Laplaciano
em coordenadas cilindricas com simetria axial (2.7). Apresentamos aqui a definicio destas
coordenadas em termos das coordenadas Cartesianas

T = 7sin @, Y = T Cos g, 2=z (B.1)

e com base nesta defini¢io impomos as restricdes 0 < r <00, 0 < p < 2 e —00 < 2 < 00.
O Laplaciano é definido em coordenadas Cartesianas como

V2¢ = ¢’zz + ¢yy -+ ¢zz (B.2)
e em coordenadas cilindricas assume a forma
1 1
Vi = = [ré,], + %00+ bex- (B.3)

Como estarmos impondo a restrigio de simetria axial ¢ definindo as coordenadas de modo
que o eixo de simetria coincida com o eixo r = 0, qualquer solug¢do de interesse nio dependerd
da coordenada ¢. Podemos entdo desconsiderar os termos de {B.3) que envolvam derivadas com
relacdo a esta coordenada, temos assiin exatamente a expressio (2.7). Pelo mesmo motivo, esta
coordenada serd omitida no restante deste apéndice.

As coordenadas cilindricas ndo sdc as Unicas adequadas a sistemas com simetria axial.
Apresentamos aqui uma lista de coordenadas que podem ser titeis em determinadas ocasides.
Uma lista mais completa pode ser encontrada em [57].

Apresentaremos também as solugbes por separacdo de varidveis para cada um dos sistemas.
Em coordenadas cilindricas considerando &(r, 2) = R(r)Z(z) temos

rR"+ R +o’rR =0, (B.4)
Z-o’Z=0 (B.5)
¢ a solu¢8o geral para este sistema é
a=0 R=A+ Blr, (B.6)
Z =C+ Dz
a#0 R=AJ(or)+ BY,(iar), (B.7)

Z = Ce*® 4 De™ 2,
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B.2 Esféricas

Definimos as coordenadas esféricas, em termos das coordenadas cilindricas, pela transfor-
magao

r = Rsin#, z = Rcosd (B.8)

as novas restricoes sdo 0 < R < oo e 0 £ 8 < 7, e a equagiio de Laplace fica

2 1 cot 6
Vig = = — —— by B9
Separando as varidveis ¢(R, #) = R(R)O(f) obtemos as equagdes
R*R" +2RR' +aR =0, (B.10)
sinf 0" + cos00' +asind0 =0 (B.11)

e a solucdo geral

a=10 R=A+BR™, (B.12)
8 =C+ D Qq (cos);

ARY? 4+ BR?Inp , A= —-1/2,
AR + BR-1) y AFE =1/2,
8 =CP, (COSG) +DQ, (COSG)

B.3 Esferoidais Prolatas
Estas coordenadas, que as vezes sio chamadas de elipsoidais prolatas, sdo definidas por

a=AA+1) ’R:{ (B.13)

r = asinh7sin, z = acoshnecosf (B.14)
com 0 < n<ocel <8 <7 O Laplaciano torna-se

V2 = a2 (si.n.hzn + sin® 9) _, B + coth gy, + éae + cot, Ocpgp) - (B.15)
Separando varidveis ¢(n, ¢, #) = H(n)O(8) temos

H" 4+ cothnH' —p{p+1)H = 0, (B.16)

O" +cot 00 — p(p+1)0 =0 (B.17)
entdo a solucio geral serd

H = AP, (coshn) + B @, (cosh7), (B.18)

© = CP, (cos8) + D Q, (cosb). (B.19)
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E comum definir este sistema de coordenadas de uma forma alternativa onde tomamos

z = cosh 7, y=cosf

(B.20)

as restri¢Oes para estas coordenadas serdo conseqiientemente dadasporl Kz < e -1 <y <
1. Potemos definir este sistema diretamente das coordenadas cilindricas pela transformacéo

r?=g?(z® - 1)(1 -y}, z=azy.
Neste caso a tranformacio inversa é dada por
x=R++R_ _ R —-R_
2¢ V=72

onde R =72 + (2t a)?.
B.4 Esferoidais Oblatas
Também chamado de elipsoidal oblato este sistema defini-se por

T = acosh{sind, z = asinh{cosd

com (< {<ooel <9< Aequacdo de Laplace escreve-se como

V2 = a2 (cosh? ¢ — sin?6) " (g + tanh (e + oo -+ cot Oken)

Separando varidveis ¢((,8) = Z(¢)O(0) temos
Z" +tanh(Z' — p(p+1)Z =0,
6" + coth#0' +p(p+1)8 =10

e solugio geral
Z = AP, (isinh¢) + B Q, (isinh (),

8 = C P, {cosh) + D Q, (cos b).

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

Como no caso das coordenadas efercidais prolatas este sistema também possui uma forma

alternativa, definida como
& =sinh(, 7 == cosf

(B.29)
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com as coordenadas restrifas a —1 < < 1e0 < ¢ < co. Ou definindo diretamente das
coordenadas cilindricas

r? =ad?(1+ £2)(1 - n%), z=af1. (B-30)

Neste caso a transformagao inversa é dada pelas expressoes

V2z vVA—K
§= = n= ) (B.31)
VA-K V2a
onde definimos K =12 4 22 — g? e A = VK2 + 4a222.
B.5 Toroidais
Podemos definir as coordenadas toroidais pela transformagio real
= asinhy : 5= @sin § (B.32)
coshn —cos £ coshn — cosé
ou, equivalentemente, pela transformagio complexa.
z+ir = acot m (B.33)

2

Em ambos os casos teremos as retrigdes 0 < < o0 e —7 < £ < 7. A transformagao inversa é
dada por

22a \/(r2+zz-a2)2+4z2a2
— = B.34
tang T2 4+ 22 - g2’ ¢ (r—a)2 + 22 (B-34)
e o Laplaciano escreve-se como
2, _ (coshn — cos§)? sinh 7 ¢, ) P¢ B35
Ve a?sinhp cosh”n — cos £ q+smhn coshn —cos€ /. (B.35)

Para podermos separar as varidveis neste sistema de coordenadas precisamos de uma fungio
auxiliar, como segue ¢(n, §) = +/coshn — cos & H(n) X (£), entdo teremos

H" 4+ cothnH' + CI — az) H =0, (B.36)

X' +a?X =0 (B.37)

com solugdes dadas por

a=0 H=AP_i{coshn)+ BQ 1/ (coshn), (B.38)
X = (C+ DX;
44 ?é C H= Apa_lfg (OOS]J 7]) + B Qa_1/2 (COS}J f;'), (B39)

X =Csinaf + Dcosat.
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Fié’ura, B.2: Coordenadas: Esferas Tangentes e Bi-Fsféricas.

B.6 Esferas Tangentes
Sistema de coordenadas que se define pela transformacéo

e X Y
X+ 6% X2+ ¢

e a travsformacio inversa é dada, de forma bastante simétrica, pelas expressoes

T PO
= E g2

Neste sistema o Laplaciano escreve-se como

0 ( x¢ ) 8 ( by )
Vid= — [ 22X | 4y—e| 2 _1}. B.41
¢ ox (x2+‘¢'2 oo \ g+ 97 (B41)
Como no caso das coordenadas toroidais a separaciio de varidveis se da segundo a férmula

#(x: %) = VX + 4% X (x) P(4), entio teremos

(B.40)

X"+ % +#X =0, (B.42)
P'—¢P=0 (B.43)

com solugdes dadas por

g=0 X =A<+ Blogy, (B.44)
P=0C+ Dy
g#0 X =AJ(gx)+ Bl (ax), (B.45)

P=Ce™ + De .

'B.7 Bi-Esféricas
Podemos definir este sistema de coordenadas pelas relagbes

re asend . asenh
~ coshn—cos 6’ " coshn — cos@”
Nestas coordenadas o Laplaciano transforma-se em

V26 = senfl. (——“""———) 2 (M_) (B.47)

(B.46)

9n \coshn —cos @ 96 \ coshn — cos@
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e as varidveis separam-se pela relagao

#(1,8) = y/coshn — cos 8 H(n)S(6)

a equacio de Laplace simplifica-se nas equacdes
1
H" — (Z+s(s+1))H=0,
0" +cotO' +5(s+1)8 =0

com solugoes dadas por

H = Ae"s+3) en(s+i),

© = CP,(cos8) + D Q, (cosh).

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)



Solucoes Multipolares C

Apresentamos neste apéndice alguns resultados sobre as solugdes multipolares descritas na
Secdo 4.11, que por serem muito extensos escolhemos nfo inclui-los no corpo da dissertacgo.

C.1 Multipdlos em Coordenadas Cilindricas

Abaixo seguem as férmulas para as solugdes correspondentes aos primeiros termos da ex-
pansdo em momentos de Weyl. O caso aqg # 0 e a; = 0 para ¢ > 0 é a solugo de Curzon
descrita na se¢io 4.3. Quando ag; # 0 temos

Gg @2

|
9a2rt 2a1r ar?
m=gs R @t el - gp

Enquanto que quando ag; # 0 para ¢ =0, 1, 2 temos

R R 2R
75a37° | 9aprd 3,2
8.;212 + 2‘11:0 (3az + 2a12) + ﬁ% (3air? — 645 + 5agasr” — 8a10s2)
2 (o2 ad
_——R‘T (2(11 -+ 3&0&2 - 2(10(;13) — _,27&_4_.
Quando a; # 0 para i = 0,1,2,3 temos
b=~ ~ 35 + g (7~ 2) + g7 (372 - 28),

__1225a3r®  75agr®
= "33 R®  2RM

5 4
(263 + a22) + 51;—15 (72a§ — 15a2r? — 28a; aar> + 72(12&32-’)

-~ 2—-——:10 (16a§ — 27a2r? — 50a1a37% + 24as037 — 18a,097°2 — 14&0037'22)

i (18a§ + 32a,a3 — Qafr2 — 15agapr? + 24a1a02 + Iﬁaoaaz)
r2 a2r2
I (2a1 + 3agae + 2&0(113) 25
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C.2 Multipdlos em Coordenadas Prolatas

Quando empregamos as coordenadas eferoidais prolatas (B.21) o elemento de linha das
solucbes de Weyl (2.6) é reescrito como

2 _ 2 12 2 2v—¢)f 2 dz? dy’ 2,2 _ a2\ o2 4,12
ds® = e**dt* — m®e (= — ¥%) :c2—1+1—y2 —m*(z® - 11— y*)e *dyp (C.1)

e suas equagdes (2.7)—(2.8) como

(2% = 1)]_+ [8(1 — )] =0, (C.2)
vy = ;2;’;22 [#(2® - 1)¢3 — 2(1 - )62 — 2u(z® — 1)bahy) ,
2 —1
v = sy Y — D85~y — o)) + 200 - v)dey].

Neste sistema de coordenadas as equagdes de Weyl e suas solugfes obedecem aos seguintes
lemas [60]

Lema 11 Se ¢ e todes as suas derivadas forem livres de singularidade em y € 1 — 32, isto é
¢, bz, Bys Puzs Doy, Pyy-.. # 0 para todos os valores de y e 1 — y? e v € assintoticamente plana
zﬁ_{go v(z,y) =0.

Entdo no eizo de simetria v =0, ou seja, v(z, 1) = 0.

Lema 12 Se ¢ € assintoticamente plane %¢(m,y) =0.

Entdo a solugdo assintoticamente plana das equacdes de Einstein em coordenadas esferoidais
prolatas pode ser calculade por

v(3,y) = (@ — 1) [” A(‘"”")

onde A(z,y) = y(z* — )¢} — y(l - y*)¢; + 23(1 — ') ady-
Lema 13 Quande introduzimos o sistema de coordenadas radiais

p
_— e—— — - -3
z=—-1, y = cosf (C.3)

Se gs funcdes métricas forem assintdiicas, quando tomamos o bmite m — 0 o elemento de
linhe (C.1) transforma se ne méirica de Minkowski.

A solucio geral para o Laplaciano em coordenaddas prolatas (C.2) é dado pela expressio
integral

#ay)= [ @@ +aP @I A6 +aPi@)d

onde g1, p1, by e o dependem somente do pardmetro I, P; e Q; sdo as fungbes de Legendre de
1° e 2° tipos de grau 1.



C.2. MULTIPOLOS EM COORDENADAS PROLATAS | 115

Impondo que ¢ e v sejam regulares no eixo de simetria, y = +1, ¢ assintoticamente planas
podemos simplificar a expressio acima obtendo

¢(z,y) = anQn(z)P (%) (C4

n=0
onde g, siao constantes.

Se tomarmos gp = 1 € g, = 0 para todo n 2> 1 e realizarmos a inversdo z — —z obte-
mos a métrica de Schwarzschild, que pode ser colocada em sua forma canénica pela transfor-
magao (C.3).

Lembrando que @, (—z) = (—1)**! @, (¢} podemos reescrever a equagio (C.4) da forma

o
é(xa y) = Z(_l)n-HQ'n Qn (m) Pn (y):
n=0
de modo que ndo precisaremos mais da transformacdo r — —z, para obtermos a métrica de
Schwarzschild.
Solucao Geral

A partir dos resultados apresentados na secio anterior podemos apresentar a solugio geral
para as métricas de Wey! em coordenadas eferoidais prolatas.

¢ = (-1)""'g, Qn () P (), v= 3" (—1)™"gng, I, (C5)
n=0 mn=>0
onde definimos
(mjz_]; $2—1 -9 ]n(x_‘_y)
r 21n($2_y2)+(£n+em €nm) p

+($2 - 1) [z(An,m g:: Qm -+ Am,n Q'm Qn) - Cn,m Qn Qm + (1 — Gn)Sm + GnSm+1

S P = (71| + @ = 1 [ Qn B~ o+ pAma @ 4]
[27]
A= 2 [n—21k+1 +nj2k] Ama-an o

k=0

1 1
Brn = Z [n — 2k + n— 92 — 1] Binnot-1 Ly k1>

min{n;m—2k—1}

™
m — 4k — 1)K(m ~ 2k — 1,n,1) B
Aum = xz_—.:o :; 2(m+n)—4(k+0 -1 [Pm+“-2(k+l} Pm+nz(k+l+1)] ,
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[=72] [22*] min{m—2j—1,n~2j-1}

w=Bum=73, Y 3 (2m-— 4.?-1)[ i —2(i+k+H) — 1_Pm+n-2(3+k+l}—3] X
=0 =0 i=0

Brmn

2n—4k—-1)K(m—-2j-1,n—2k—-1,0)
2m+n)—4(G+k+1) -3 ’

Cm,n = Lnm = _(n + 1)An,m + Bﬂ.+l,m:

3-1]
Sn = E (nj2k + p— 21k — 1) [Pn—2k+l + (“1)n+1] Qo ok_1s

k=0

onde K (m,n, k) sdo os coficientes de Clebsch-Gordan definidos como

2m+2n —4k+ 1 yp g 0x0n_i
2m+ 2mk+1 Cm4n—k

K(m,n, k) =

COIN O = gﬂ;!—lmeeg=1senforpa.reek=(]senforimpar.
Existe também uma representacdo integral para esta solugdo [52].

Primeiras Solugoes Multipolares

Listamos aqui as primeiras solugdes obtidas como somas parciais da série (C.5). Quando
tomamos apenas o primeiro termo geramos a solugio de Schwarzschild, que é dada por

1 1 e |
¢=—Qa(z)Poly) = 2 22-1-1 V='2‘1ﬂ;—2'_|'_?-

Como o termo dipolar é desconsiderado, pois sempre pode ser anulado por uma transfor-
magio de coordenadas, a préxima solucgio é a métrica de Erez-Rozen, que corresponde a solugdo
quadrupolar e é definida pelas funges

¢ =—Qo(2)Po(y) — aL:(z) P2 y)

1. z—1 322—-1. z-1

§1 ——-(33;2 )(3:::—- 5 logx+1),
1 z+1 z+1 -1
_a[A+Blog$_ C(l g—-—-—-—l) +D10g$2_y2],

onde definimos
A=12a(y” — 1) (16 + 4a — 3az” — 12a3” + 27az’y’},

B = 12az (y? - 1) (8 + 5a — 3az” — 2lay” + 27az’y?) ,

0=t (2 -1) (1) (1 -+ 90%).

D = 32(1+ 2a +@?).
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A solucio octopolar € dada pela expressdo

=—Qy(x)Po(y) —aQ2(z)Paly) + 5 Qs (x) P (3)

1. z—~1 a 372 —1 z—1
= — —{3y° — -

gloe 77 (3" -1 (3:” 2 10gx+1)

b, s 1522 —4 523 -3z, z-—1
__1(53" —39')( 3 T2 1°gx+1)’

z+1\2 2 ~1
384[A+Blg——-—+0( x_l) +Dlog(x———2_y2)

_768h(1 + a) (ta.nh"l -i— + tanh™! %)] ,

onde

A=4 (y2 - 1) (288a + 722 +885% —Bda®x? ~ 25565 + 9256221 — T20bxy— 1008abzy +1080a623y~

216232 — 440622 + 486022y + 330062222 — 315062 y? + 2160abry® —3240abz’y® +4006%y* —
502562 4%y? +56256%z%y*

B=12(y+1) (32.5 + 32ab + 48az + 304’z + 5182z — 18a%z® — 11064 + 75b%2° + 40by +88aby -

48azy — 3a’zy — 51 zy — 120bc’y — 466abs?y + 18&%3 + 110b%23y + 360absty ~ 756220

40by® — 88aby? — 126a%zy” ~ 42062xy2 + 12062242 + 45ﬁalxrzy2 + 162a2x3y2 +1450b2:c3
360abziy? ~ 105062 25y% —120aby® + 1264 zy3+420b2xy3+1080¢169:2y3 1623223 3 145062333;3-
1080abs? y3 + 52523yt — 1080ab:r:2y — 2300b%z3y? + 1080abzty® +18756°z°%y* — 525b%ay° +
10506225y + 120aby* + 23008223y —18756%05y°

C=9 (3:2 - 1) (92 ~ 1) (sa2 + 78 —6a%z? —200°2° + 256%°z% — T2abry + 120abz’y — 6aly® —

206%y? + 54a’z’y® + 2506%z%y? — 350bz%% + 120abzy® — 360abzsy® + 256254 — 35062%y"
+6256%z 1yt

D=192(1+2+0>+ ).
E finalmente a solugio 16-polar é descrita pelas funges
¢=—Q(2)Po(y) —aQe(z) P2 (y) +5Qs (2) Ps () ~ cQu(2) Ps(y)

1, z—-1 a 3z2—-1. z-1
= _1 ——{3y°—1) |3z~ i
3% rr1 4(3‘,2 )(x 2 Og:.':-!-1)
b, 4 1522 -4 52°-3z.  z-—1
-3 (5 - %) ( 3 T3 1ogz+1)

2 gm+1’
z—1\2
E(l )
+- z+1

onde definimos B = b(1 + e+ ¢}, D=§(1+Za+a2+b2+2c+2ac+cz) e

_Z (35;;4 ~ 30% +3) [g (11— 215°) - 352% ~302°+3, T— 1]

v—A+Dlog$2 —2B(tanh-1 +ta.nh-1~") Clog >
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2

A= % (55296a + 1382402 + 168965% + 76800¢ + 70656ac + 19200¢> — 103684222 — 489604%22
—80640cz? —89280acz? —93465c2 22 +432006% 7% +60480aczt +179550c2 2% ~ 9929507 26 —138240bzy—
193536abzy —403200bczy+207360abz y+1235520bcr3y —907200bcx’y —41472a%y% — 8448062y —
107520cy?— 168960acy® —165120c2y2+93312a% %42 +-6336006% x2y? +403200c2?y>+1267200acs?y>+
2191275¢2x%y2 6048006 2y —1209600acsy? —5377050 22y’ +3472875c% 2842 +414720abxy® +
1812480bczy® — 622080abzy® — 7476480bcry> +6048000bcz®y® + 76300623;4 + 215040«3;4 +
403200c%y* — 964800b6% 2%y % — 1915200acz?y* —7269675c2c2y* + 10800006254 y% +2116800acz y* +
20396250c% 7%yt —14056875c2 28y —1747200bcxryd +8568000bez’y® —7560000bcz515 — 31360025+

6057625¢222y® — 18558750 c?z?y® +13505625c2:cﬁy6) ,

C= 61%4 (6144!; + 6144ab + 6144bc + 9216az + 5760 +97925°2+17280cz+23616acx +13005c2 2 —
3456a25% —211200% 23 - 13440cz® —36480ace® —48165c%2° + 144006225 +-20160acx® +70875c%2° —
33075c 27 4-13824by-+23040aby-+ 31104bcy —23040baz? y—87552 abr’y—244800bcz?y+69120abry+
512640bcz*y — 302400bcx%y — 9216azy> — 2995202 2y® —904320°zy® — 57600cry” — 184896acwy? —
2061002 zy? + 345600222 + 29952067 23y? +80640cz®y? + 593280acz’y® + 1273140c%z%y? —
2160005 z°y> —423360acz’y°—2240100 22 y2+1190700c% 7 y2 —7680by> —39936aby® — 101760bey® +
23040bx2y/° + 204912abx?y® +1500480bca?y® — 276480abrty® — 3676800bcz > + 2318400bcz®y® +
24192027y +181440 b zy* +40320cy* +-369600acsy?® +749070c% 2yt - 311042 23y —72000062 3y —
67200cz3y* —1430400acz®y* —5497950c2z3y*+5616006°z5y* +1108800acz5y? +10538850c%z5y*
—5843250c%57y* + 23040aby® + 144000bcy® — 207360abz?y® — 2566080bcx’y® + 207360abzy®
+6860160bczty® — 4536000bcz®y® — 10080002 7y® — 208320acry® — 993300c%xy°® + 44160082 23y0
+8736002cz3y® 4 79541002 2%y° — 36000052 2%y% — 705600acz’y® — 160475002258 + 9187500
Az7y% —67200bey” +1310400bcx? 3 —3696000bcr 37 +2520000bcr®y 7 +4373252 zy® —3681126¢% 5%y 5+

768687522 5y® —450187583?;;3) ;

E = (@ -1 -1) (11520.2 + 134452 + 960ac + 1425¢2 — 1152a25% — 3840622% — 7680acs®

192

—6675c2x§+480062:c4+6720m4 +16275c% 24— 11025022% — 13824abry—25920bcry +23040abz>y+
103680bcz3y — 100800bcr®y — 1152a2y% — 38406%y® — 7680acy® — 6675¢%y° +10368a”z%y> +
48000b2z2yg + sﬁoooacziyg + 147225222y — 672006%2%2 — 134400acsty? —468825c2z1y? +
385875c%%y° 4 23040abzy® + 103680bczy® — 69120abz®y® — 606720bcx®y® +672000bcz®y® +
480062 y* +6720acy* +16275c24y4 —672000% 22y —134400acr?y? —468825c2x2y* +1200006°z*y* +
235200acziy? +1745625¢2 2%y — 156187502 2%y —100800 +672000bcz3y® — 840000bcx®y° —

11025¢2y°® + 385875c2z%y® — 1561875c2z%y® +1500625¢22%y°) .



Métodos Numeéricos D

Foram desenvolvidos dois programas, um para o calcular da fungdo v e outro para tragar as
geodésicas de uma métrica de Weyl. Nas secOes seguintes descrevemos os métodos numéricos
empregados, primeiro os de integragdo e como eles foram utilizados para calcular v, em segnida
os métodos para problemas de valor inicial, veja por exemplo [37] e [59].

D.1 Integraciao Numérica
Métodos numéricos para o cdlculo de integrais consistem em aproximacGes do tipo
1= [ f@)dz ~ Y- N (@) (1)
& f=1

sendo que ); e T; s30 constantes que dependerdo do método empregado assim como o nimero
de termos n.

O método mais simples é o método do trapézio onde fixamos n = 2, A; = Az = (b — a)/2,
T1 =@ e Ty = b. Temos entdo a férmula

I~

222 (@) + 18], (D2)

Se considerarmos, agora, a propriedade aditiva das integrais

I= [ f@ys = z:l [ @i, | (D3)

onde z; é uma particio do intervalo [a, 5] de modo que z; = a e x,, = b. Poderemos aplicar o
método numérico independentemente em cada subintervalo obtendo um resultado mais preciso.
Existem diversas familias de métodos de integracdo numérica neste trabalho escolhemos
implementar os métodos de Gauss, mais precisamente os métodos de Gauss-Legendre e Gauss-
Lagunerre. No primeiro método, os valores de x; sdo determinados pelas raizes dos polindmios de
Legendre, e a regidio de integracio deve ser o intervalo [—1,1]. Quando queremos calcular uma
integral em um intervalo finito arbitrério [a,b] basta aplicar uma transformacio na varidvel de
integracio que leve [a,b] em [—1,1]. O segundo método é indicado para integrais do tipo

/;m e *f(z)dz (DA4)

e 08 valores de z; sdo as raizes dos polindmios de Laguerre. Em ambos os casos os valores de A;
sdo determinados de modo a obter a melhor precisdo. Todos estes valores sio tabelados, veja
por exemplo [1].
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A Integral de Weyl
A integral que desejamos calcular é

v= [r T {(tﬁf - $2)dr + 2¢, ¢Szdz] ) (D.5)

que nao depende do caminho de integracio, I, desde que este caminbo esteja totalmente contido
em regides onde ¢ satisfaz a equagao (2.7). Entdo para calcularmos v numericamente precisamos
determinar um caminho de integracio que passe a distancias seguras de qualquer singularidade
de ¢.

Como a funcéo v é determinada a menos de uma constante podemos fixar um ponto qual-
quer, p, no plano r — z e determinar que »(p) = 0. Assim calculamos a integral acima (D.5)
ao longo de algnm caminho que leve até p, obtendo o valor de v para qualguer ponto desejado.
Relembrando a condicdo de regularidade sobre o eixo 2z, v = 0, vemos que a melhor posi¢io
para fixar p € no eixo z em uma regido onde desejamos impor a regularidade.

Embora esta escolha seja matematicamente mais adequada, ela apresenta dificuldades para
sua implementagdo, pois torna os caminhos de integragdo mais complexos. Escolhemos entio
trabalhar apenas com as fungfes ¢ que se anulem quando nos afastamos da origem e imple-
mentamos caminhos de integracdo que se dirigem ao infinito.

Como para aplicarmos os métodos de Gauss precisamos de valores tabelados, ficamos res-
tritos a urn mimero relativamente pequeno de pontos. Para eliminar este problema usamos &
propriedade (D.3) e dividimos o caminho de integragéo em vérios subcaminhos.

O programa que calcula os valores para v foi chamado de nnu, uma contragdo de Numerical
Nu. Para utilizé-lo é necessario gerar dois arquivos tipo texto, um que define os pontos onde
desejamos os valores de v e o outro com a descrigio da funcio ¢. Na leitura destes arquivos os
espagos extras e as quebras de linha sfio ignorados, importando apenas a ordem dos valores e
das palavras chave.

O arquivo que da malha deve conter o niimero de pontos. O nidmero 2, indicando que cada
ponto é descrito por dois valores e em seguida os pares r e z de cada ponto, como mostra o
exemplo

OO b
COCO
,R OO
OO OO0

um arguivo com este contetddo determina que v deve ser calculada nos quatro pontos (0,0),
(1,0), (0,1) e (1,1}). A malha, empregada para gerar as figuras contidas no texto, cobre a regiao
0<r<2e—-1<z<1eécomposta por 10° pontos espacados igualmente.

O outro argunivo é composto pela descricio da fungao ¢, do caminho de integracio e dos
parametros para o método numérico. Seguindo o padrao

Curzon i.o0 0.0
Diagonal 0.0 1.0 1.0
IntegraiParameters 100 2.0 100

Este arquivo determina que a funcio v seja calculada a partir da fungio ¢ da métrica de
Curzon (4.2), com m = 1 e 2 = 0. O caminho de integragio se afastard diagonalmente da
origem e ser4 dividido em 100 subcaminhos. Estes pardmetros serdo melbor descritos a seguir.

O programa tem algumas solugdes pré-definidas, listadas na tabela abaixo. Para calcularmos
a funcio v de qualquer uma destas soluctes basta substituirmos a palavra chave correspondente
no exemplo acima.
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Palavra Chave | Paraimetiros - Solugao i

Curzon m Solucao de Curzon (4.2}
Rod m 2z | | Barra de comprimento 2/ (4.3)
Schwarzschild | m 2z Solucéo de Schwarzschild  (4.4)
Morgan m 2 a | Discode Morgan-Morgan (4.25)
DustDisk 23 a | Disco de Poeira (4.32)
Appell m 2z a | Disco de Appell (4.45)
Ring m 2y a |Anelde Letelier-Oliveira (4.48)
WeylRing m 2z a | Anel Weyl-Bach (4.50)

Como este programa foi desenvolvido sob o paradigma da Orientagdo Objeto a inclusao de
novas solugdes é muito simples, basta para isso definir uma classe, herdeira de WeylPhi, cuja
defini¢do estd na péagina 134. Esta nova classe deve conter as férmulas para ¢, ¢, e ¢,. Entdo
ela deve ser incluida na lista de solucGes da funcdo InitPhi, gue pode ser vista na pdgina 148.

A principal tarefa do programa é a funcfo v associada com sopreposicoes das solucdes
conhecidas. Para isso basta utilizar as palavras chave DoublePhi, que indica a sobreposicdo de
duas fungbes ¢, como no exemplo

DoublePhi
Curzon 0.5 0.8
WeylRing 0.5 0.0 1.0
Diagonal .0 1.0 1.0

IntegralParameters 100 2.0 100

ou SuperPhi, para sobrepor um nimero arbitrdrio de fung¢des, neste ltimo caso é necessdrio
informar o niimero de fungdes ¢ que estdo sendo sobrepostas, como segue

SuperPhi 5§
Curzon 1.
Curzon 1.
Curzon 1.
DustDisk 1.

1.

OO0 OQO0O

Ring 1
AwayOf 1. 6.
IntegralParameters 100 2.0 100

Nestas sobreposicoes a nova funcio ¢ é a soma das anteriores e v é calculada diretamente pelos
métodos numéricos.

Existem também duas escolbas pre-definidas para os caminhos de integracio. Para incluir
novos caininhos o processo é similar a inclusdo de funcdes ¢, neste caso a classe deve ser herdeira.
de IntegralPath, definida na pégina 139, e ser incluida na funcio InitPath, contida na pigina
149.

O caminho mais simples parte do ponto, onde se deseja calcular o valor da fungdo v, e segue
em linha reta para o infinito. Para o utilizarmos, devemos incluir no arquivo de definigtes a
linha

Diagonal 0.0 1.0 1.0

O primeiro niimero, que chamarernos 2z, determina um plano z = z;, onde esperamos encontar
singularidades, um anel ou disco por exemplo, de modo que os caminhos de integracio serdo
refletidos com relagio a este plano, como mostra a Figura D.1. Enquanto os dois dltimos
determinam a direcdo da linha reta e sua escala em relagiio ao parimetro da curva, o primeiro
fixa o incremento da coordenada r guando o pardmetro aumenta de nma unidade e ¢ segundo
é o equivalente para a coordenada, z.

O segundo caminho, que chamamos Away0f, recebe dois pardmetros, como neste exemplo
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/TN

Figura D.1: Caminhos de Integracao

AwayOf 1.0 6.0

O primeiro valor, 2, determina dois planos, z = +z), onde esperamos singularidades, assim
os caminhos se afastario deles. O segundo valor, v, determina com que “velocidade” os cami-
nhos devem se afastar dos planos. Estas trajetdrias podem ser vistas no segundo grifico da
Figura D.1.

As tltimas informagdes de que o programa necessita sdo os parametros de integracio, que
sa0 definidos pela linha

IntegralParameters 100 2.0 100

Para calcularmos numericamente uma integral sobre um caminho infinito, na verdade nés apro-
ximamos seu valor por um obtido em um caminho finito, Q primeiro valor determina o com-
primento deste caminho, fixando o intervalo que tomaremos para o paridmetro da curva. Como
este intervalo serd grande para obtermos resultados mais precisos ele deve ser dividido em sub-~
intervalos, o niimero destes sub-intervalos € determinado pelo terceiro valor. Como o valor do
integrando deve decrescer ao longo do caminho, o segundo valor fixa uma taxa de crescimento
para, o8 sub-intervalos.

O programa deve ser executado em linha de comando e espera por trés nomes de arquivos,
primeiro o que contém os parimetros da solu¢dc, a malha e o arquivo de saida. Este arquivo
de saida serd tipo texto, os dois primeiros valores serdo o mimero de linhas ¢ o niimero 2, que
indica que ele é composto por duas colunas. E entéo a lista dos valores das funcgtes v e ¢ em
cada ponto, na mesma ordem que eles estiverem no arquivo da malha.

Como em todo resultado numérico devemos esclarecer os erros encontrados. Porém como
o0s resultados foram empregados apenas para a geracao de gréficos, onde a informagao desejada
é mais qualitativa do que quantitativa, consideramos desnecessdric apresentar um inventério
exaustivo dos erros.

Quando comparamos os resultados numéricos com as solugdes exatas os erros foram da
ordem de 1073, o que é suficiente para seu fim. Porém nos pontos muito préximos das sin-
gularidades de ¢ o erro aumenta drasticamente, em casos extremos chegando a valores como
107, como este comportamento sé foi verificado em um niimero muito pequeno de pontos, seus
valores foram simplesmente desconsiderados. Qutro comportamento patolégico correu nos pon-
tos mais afastados das singularidades, onde o erro relativo cresce, pois o valor da fungéo v fica
muito préximo dos valores dos erros. Estes erros nio tiveram nenhum tratamento especial, pois
guando inseridos nos grificos os valores de v nestas regiGes so praticamente nulos.
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D.2 Problemas de Valor Inicial

Nesta secio apresentamos os métodos que foram empregados para a resolucio de problemas
de valor inicial para equacdes diferenciais ordinarias, que foram empregados para calcular as
geodésicas das métricas de Weyl.

De modo geral um problema de valor inicial € descrito pelo conjunto de uma equacio
diferencial e uma condigao inicial, como segue

y'(t) = F(v,1), ¥(0) = %, (D.6)

onde y(t) € um vetor em R" e ¢ é um pardmetro real.
Numericamente o método mais simples, e conseqiientemente mais ristico, é método de
Euler. Neste método a derivada 3’ é aproximada pela diferenca

y(5) ~ LY h})& —ut) (D7)

onde A é um nmimero real positivo e pequeno. A solugdo obtida serd uma amostragem y, que
aproxima ¥(%,) sendo que %, é definido como tpyy =tn +heto =0.

Aplicando a equagao (D.6) no ponto t, temos que ¥'(£,) = f(y(tn),t,). Substituindo este
resultado na aproximagio (D.7) obtemos a relagdo de recorréncia para os valores de y,

Yn+1 = Yn + h.f(yn: t‘n) (D.S)

Um conjunto de métodos mais sofisticados sdo os métodos de Runge-Kutta. Nestes métodos
obtem-se uma maior precisio empregando pontos intermedidrios entre £, e {1 para calcularmos
Yn+1- Notando que de modo geral podemos escrever a solugdo do problema (D.6) como

v®) =v0+ [ F(r),7) dr. 09)

Se buscarmos a solugio apenas nos pontos de uma malha £,, como descrito acima, teremos

Ynt1 = Yn + j;n e f(y(r),7)dr. (D.10)

Entao os métodos de Runge-Kutta sdo derivados da aplicacdo de diferentes métodos de inte-
gracao para o cdlculo desta integral.

O método de Runge-Kutta de segunda ordem ¢ obtido aplicando-se a regra do trapézio para
integrarmos (D.10). Porém, para que pudéssemos realmente efetuar este cdlculo precisarfamos
do valor de 9,41, como este valor néo é conhecido empregramos o método de Euler para calcular
uma primeira aproximacio Jn,1 € em seguida calculamos ¢,+;, como mostra a férmula abaixo

Ynyl =Yn T+ hf(ym tn)s
h
Yntt = Yn + 3 [f(ym tu) + f(§u+ls tn+1)'] (D'll)

Aplicando métodos de integracio mais sofisticados obteremos métodos de Runge-Kutta mais
precisos. Apresentamos a seguir os métodos de Runge-Kutta de terceira ordem

k1=h'f(yn:tn): k2=hf(yn+%:tn+'g')n k3=hf(yn"'kl+2k2:tn+h)a

+_’i.1_3%°2iﬁ

Ynt1 = Yn (D.12)
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e quarta ordem

k h
klzhf(yn:tn)3 k2=h.f (yn'l'?l:tn'i"z'):
ke h
k3=h'f yﬂ-+?)tn+§ F k‘i:hf(yn'_k&tn'}'h))
ki +2k+2k3+ k
Yntl =Yn+ — k26 i (D.13)

Outro método que também € considerado como Runge-Kutta de quarta ordem € definido por

k h
klzhf(yn:tn)z k2=h'f (yn+'§":tn+§) ?
k 2h
k3=hf(yﬂ+§l+%:tn+?)s k4=hf(yn“"k1_k2+k3:tn+h);
k1 +3ky +3ks+ k
Yot = o + — kzs ALY (D.14)

Calculando as Geodésicas

O programa, que calcula as geodésicas emprega o primeiro método de Runge-Kutta de quarta
ordem (D.13), embora outros métodos também tenham sido implementados.

Foram implementadas as equacdes para as geodésicas tipo-tempo, espago ou nulas. Restritas
ao plano 7 — z ou sobre todo o espaco. A trajetéria pode ser calculada completa ou apenas sua
a projecao espacial. Porém as fungGes de entrada e saida do programa sé foram implementadas
para calcular as projecGes espaciais das trajetdrias tipo-tempo.

Para usarmos ¢ programa, como no caso anterior, precisamos criar um arquivo tipo texto
com as especificagGes necessairias. Este arquivo deve conter

1. As equacOes & serem resolvidas, Newtonianas ou relativisticas,

2. A condicfo inicial, as coordenadas r e z, e as derivadas, 7 e 7, das coordenadas com
relagio ao pardmetro afim,

3. O tamanho do passo para os métodos numéricos, k. Nos exemplos contidos no texto
foram empregados intervalos de 10~2 ou 1073,

4. O ntimero de passos que 0 método efetnard,
5. A funcio ¢, que € definida exatamente como no caso anterior e

6. O caminho de integracio que serd usado para calcular o valor da funcéo nu no ponto
inicial. Para os demais pontos onde v for necessdria a prépria trajetéria da geodésica
serd, usada como caminho de integracdo. Porém no caso de solugles para as guais o
programa conhece a expressio analitica de v este item serd ignorado, podendo até mesmo
ser suprimido do arquivo.

Estes itens devem ser incluidos no arquivo como mostra ¢ exemplo
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Newtonian

StartPoint 2.0 0.0 0.0 0.0
Stepldize 0.001

NumPoints 2000

DoublePhi
WeylRing 1.0 0.0 1.0
Schwarzgchild 1.0 1.0
Diagonal 0.0 1.0 1.0

Para calcular as trajetérias relativisticas a palavra chave Newtonian deve ser eliminada.

Para executar este programa devemos usar o comando weylgeo segnido do nome do arquivo
com as especificagbes ¢ um nome de arquivo para a saida de dados. Este arquivo serj criado
de modo que possa ser executado diretamente como um arquivo do Matlab sendo da forma

g=[ r =z
r 2z
r z J;

f=[ r z dr dz 1];

A matriz g contém a trajetéria da geodésica e £ a posi¢io e as derivadas do ltimo ponto
calculado, para que possamos continuar acompanhando a geodésica a partir de seu ultimo
ponto.

D.3 Listagens dos Programas

A seguir incluimos as listagens dos programas. Comecando pelas classes de utilidade geral,
contidas na sub-secdo Biblioteca Auxiliar. Em seguida, apresentamos as que definem as
solucoes de Weyl, bem como as solucoes pré-definidas descritas anteriormente. Estas classes
compdem bibliotecas que séo utilizadas pelos dois programas, nnu e weylgeo.

A sub-seciao Calculando » Numericamente engloba as fungies que, usando as bibliotecas
definidas nas sub-segbes anteriores, calculam o valor de ¥ para nma lista de pontos.

Nas duas Gltimas sub-segBes estdo as classes que definem os métodos de resolucio de pro-
blemas de valor inicial, para equacdes diferenciais ordindrias, que podem ser empregados para
qualquer equacio, desde que definida adequadamente. As descricOes das eguagdes para as
geodésicas em espagos de Weyl e as equacgtes de movimento Newtonianas.

Implementagoes Futuras

Existemn varios pontos em que estes programas podem ser melhorados. O primeiro, e mais
evidente, é incluir mais potenciais, tais como outros discos de Morgan-Morgan e multi-pélos.
Outra possibilidade é anexar as bibliotecas de derivacio autométicas [6], que permitiriam que
novas fungbes ¢ fossem incluidas diretamente nos arquivos de especificagfo, sem a necessidade de
inclui-las no cédige do programa, esta ap¢do néo foi explorada anteriormente pois os potenciais
definidos no corpo do programa sdo avaliados mais rapidamente.

Quanto a melhorias nos métodos numéricos podemos citar duas. Uma bastante simples e
j4 quase completamente implentada e que conrciste em usar os métodos Preditor-Corretor de
Adams, para os problemas de valor inicial. A outra é calcular » empregando um caminho de
integracio que termine sobre o eixo 2.

Também desejamos implementar fungfes que calculem os invariantes escalares ou as pro-
jegdes do tensor de Riemann nas tetradas naturais. E os planos de Poincaré para as trajetérias
das particulas de teste.
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Biblioteca Auxiliar
Arquivo core.h

+*

APENDICE D.

Compatibility Toola and General Definitions
D’Afonsece L.A, DMA / IMECC / GRNICAMD
September, 1998

#itndef CORE_INCLUDED
#define CORE_INCLUDED

$ifdet __WIN32__
typedef float Yeal;
typede!f long in; 1 integer;
typadef unaigne int uinteger;
#&n:ﬁne Integerﬁbsoiﬁbs g
#olse
typadef double real;
typedel int integer;
typedel unsigned int ninteger;
#define Integeribs abs
Sendif
// Exvor Imguisitor -> Confiability X Speed
// 3define INQUISITCR

#define Inquisition exit{EXIT_FAILURE);
#itdef INQUISITOR

#include <gtdlib.h>

srl:i;m int InguisitorOK;
fendif

Arquivo core.cpp

™

“/

Compatibility Toula and General Definitions
D’Afonseca L.A, DMA / IMECC / UNICAMP
September, 1998

#inclnde “core.h"
tildet INQUISITOR

int TnquiziterOK = 1;
Sendit

Arquivo nreal.h
/e

=/

Numperic Weyl Project
Definition of R*n vector
by Laia Alberte D’Afonseca - 28 (ctober 1998

#ifndes NREAL INCLUDED
#define NREAL TNCLUDED

#include <math.h>
#include <iostream.h>
#include “core.h™

MME comat uinteger n }; reals )
conat ninte , conat * )3
NReal{ c&?ﬁ EB.oalEc)r;n

“FReal(){ delete [pir; };

void Reset( const uinteger i J;
int Good() conat { return ptr != WULL; };
winteger Dim () comst { retorn mm; };

oparator yeal();

KRealk operator = ( const reals ); // Dnly for pointers
NRealk cperator = ( const NRealk ); // of the same size.
¥Real oparator + [ ccnst NReallk ) conat;

NRoal operator - ( const KRealk ) comst;

EBsalk operatoxr += ( const NRealk );

NRealk operatoer —= ( counst NRealk );

NReal operator * ( const real ) comst;

realk

raalk

real

real

METODOS NUMERICOS
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friand NReal opsrator *( const real, const NRealk );:

real Max();
Teal Min();
real Sum();
real Normlne();
real NormTwo();
real NormInf(};

friend ostreamk operator << ( ostreamk, NRealk );
friend istreamk opexator >»> ( istreamk, NRealk );

protected:
uinteger omn;
real *ptr;

#itdes INQUISITOR
#define Ptr_Test if{ ptr == NULL ) Inquisition;
h:dsﬂne i_Test if({ ptr == NULL [| i > nn ) Inquimitiom;
se
#define Ptr_Test
#define i_Test
Sendif

inline NReal::operater real() { Ptr_Test; return ptr[0]; }
inline realk Nfeal::operator{) () { Ptr_Test; return prx[0]: }
inline real NHeal::operater() ()} comst { Ptr_Test; retwrn ptx[0]; }
inline realk NReal::operator()(canst uwinteger il {i_Test; xeturn ptriil;l}
inline real NReal::operator()(const uninteger i)comst{i_Teat; return ptx[i];}

#undef Ptr_Test
#iumde? i Tesat
fondif

Arqguivo nreal.cpp

) Numeric Weyl Project
Definitien of R°n vector
by Luis Alberto D'Afonseca - 28 October 1998

#include “nreal.h™
#ifdef IEQUISITODR
#define an_Test if( mn == 0 ) Inquiaitionm:
2alsge
#define nn_Ta=t
#endif

HReal-iHRenl(): meiljlf 15 3
© = new I an };
c::.{ch(pt.l:. ) { ptr = NULL; }

NHeal: :FReal( comgt uinteger m }: aom (n ) {
on_Teat;
try { ptr = nev reall nn 1; }
cateh( ... ) { ptr = NULL; 3}

NReal::NReal{ const uinteger n, cokst resl# rr J: mn (n ) {
an, Test;
try {
ptr = new reall n ];
#ifdaf INQUISITHR
if{ rr == NULL ) InquisitoxOK = O;
alge
Semdif
for( uintegar ii = 0; ii < n; ii++ h)
ptrlii] = xx[iil;
}eatck( ... ){ ptxr = RULL; }

NReal: :NReal( const NRealk orig ): nm ( orig.mn }{
#ifder INQUISITOR
if( orig.ptr == NULL ) InguisitorDX = Q;
aloe
$ondif

try{
(-nl;.;:ngcz :Eim %; ii id+ )
ar L H < on; e
prrliil » orig.ptx[iil;
Yeatch( ... ){ prxr = NULL,

.
¥

void NReal::Reset( const ninteger i ) {
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B = i;

nn_Test;

try { ptr = new real[ mn 1; ¥
N catch( ... } { ptr = NULL; }

NRealk NRaal::operator = ( comst reals rr }{

Fifdef INGUISITGR
if( rr »= NULL ) ImguisitorOD¥ = O;
alse

#apdif

for{ uinteger ii = Q; ii < mm; ii++ )
prrliil = rxliil;

zeturn *this;

NBealk NReal::operator = { censt NRealk arig ){
$ifdef INDUISITOR
if{ xn I= orig.mn ) Inguiaition;
if( orig.ptr == NULL ) InquisitorfK = ¢;
else
#endif
for{ uinteger ii = ¢; ii < mm; ii++ )
ptrlii] = orig.ptr[iil;
return *this;

FReal WReal::operator + { const NRealk 5 } const{
#ifdef INQUISITDR
if{ S.nx !'= rm } Inguisitien;
fendif
NRezal R{ nn );
for( vinteger ii = 0; ii < mm; ii++ )
R.ptriii] = prriii] + §.prr[iil;
return B:

}

KRoal NReal::operator - ( conat NRealk S } constq{
KReal B{ ne );
for( uinteger ii = 0; ii < mn; i+ )
R.ptx[iil = ptr[ii] -~ S.ptr[ii];
return R;

NRealk HReal::operator += { const NRealk S ){
for( uinteger ii = Q; ii < mn; ii++ )
ptriii} += S.ptr[iil;
return #this;

NRealk NReal::operator —-= ( const NAsalk S ){
fTox{ ninteper ii = 0; ii < mn; 1i++ )
ptrlii] -= s.ptriiil;
return *this;

Kfieal KReal::operator » { const real r ) comst{
FReal B{ mn );
for( uinteger ii = §; ii ¢ nm; iidd )
R.ptr[3i] = » » ptrliil;
retarn B;

¥Real operator * ( const real r, const FRealk P ){
NResl B( P.mm };
for{ uninteger ii = 0; ii < P.mm; ii++ )
R.ptr[ii] = r % P.ptrliil;
return B;

ostreamk operator << { ostreamk oa, YRealk R }{
#ifdef INQUISITOR
i?( R.ptr == NULL ) InquisitorDK = O;
ulse

Sendir
o8 << R.ptr[0l;
for({ int ii = 1; ii < R.nn; ii+ )
og << " " << R.ptrliil;
3 roturn os;

istreamk cparator >> ( istxeamk is, HRealk R ){
#ifdef INQUISITOR
if ( R.ptr == NULL } Inquisitor0K = O;
alas
Sendif
for{ int ii = 0; ii < B.mn; ii++ )
is »> R.ptr[ii}:

APENDICE D.
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return is;

real NReal: :Ha:(){
real max = ptri0};
for{ int ii = 1; ii < nn; ii++ )
it( ptr[ii] > max ) max = ptr[ii].
¥eturn max;

real NReal::Min(}{
real min = ptr[0];
for( int ii = 1; ii < an; ii++ )
if( ptrxfiil < min } =min = ptrliil;
return min;

rezl NReal::Sum(){
real sum = 1:1'[0],
for({ imt 5.:1 = 1; i3 < nn; iied )
sum += ptrliil;
N return sum;

real NReal::NormOme(){
real mar = fabs( ptr[0] );
for( int ii = 13 ii < an; fi++ }
if( faba( ptrlii]l )} > max ) max = fabg{ ptrliil );
} return mAaxr;

real MReal::NormTwo(){
real sum = pow( ptrl0l, 2 J);
for( int ii = 1; 1i<nn, iie+ )
sum += pow{ pt:l.'[i:l.] 2);
return sqrt{ sum J;

real NReal::NormInf(){
real emm = fabs( ptrfl] );
for{ int if = 1; dii < nm; ii++ )
sum += fabs( ptrlii] );
return sum;

Arquivo function.h
Fl

Fummexic Weyl Project
Definition of function clasaes
by Luis Alberte D*Afonseca

#ifndef FUNCTION_DEFINITION_INCLUDED
#define FUNCTION DEFINITIOK_INCLUDED

#includes “nreal.h”

clans Fanetiond
T

ch tion(){};

“Function(){};

virtual int KNumParametera(){ return 0; };
virtual veid SetParametera( const EReatk ){};
virtual void Destrueter(}{};

class ANFunction: pubiic Panctiond
public:
ANFunction(){F;
“RfFmmction(){F;

virtual void Evaluateln ( const NRealk In, KRealk Uut, comst real t ){};
virtual int Dimimput (){ returm O; };
virtpal int Dimlutput (){ return 0; };

tendif

Arquivo fspecial.h

,-.
Dafinition of Special fumctions
by Luis Alberto D’Afcnsece
18 - Hovembar = 1993

#itndet SPECTAL_FUNCTIONS_INCLUDED

af
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#define SPECIAL FUNCTIONS INCLUDED
#include <math.h>
#include "core.h"

/{ Mathematical Constants Definited
extern conat int GaussNwmPointers;
axtern const int LagnerreNumPointera:
artern const real GaussX H
exterr ecmst real GausaW E1;
erterz const real GausaX pl W]
extern const real LaguerreX [:

extern conat real LaguerreWxExp [];

/f Special Functions Definited

real Elliptick ( const real k, real ca = 0.0003 );

real DEELlipticK ( comet real k, const uinteger = { };

reali;el ( real qqec, rsal pp, real aa, real bb, real ca );

/7 = GausaX + 1

Arquivo fspecial.cpp

i»
Definitien of Special Eliptic X functionm
by Luia Alberte D'Afonseca
18 = November ~ 1098

#include “fgpecial.h"
/f Constants Definitions
const int GauasNumPointers = 10;
conat real GaussX[] = { -0.973906528, -0,855063367, -0.679409668, ~-0.433396394,
~(.148874339, 0(,.148874339, 0.433396394, 0.679409568,
0.865063367, 0.973906628 I,
GaussW[1 = { Q.Q86671344, 0(.149451349, (.216086383, 0.260288719,
0.295524295, (.205624225, (.269286719, 0.219088363,
0.140461340, 0,086671344 },
GaussX_pi[]l = { 0.026093472, {.134936633, 0 320690432, 0.568804808,
0.8511266861, 1.148874339, 1.433395394, 1.675409568,
1.866083367, 1.973806528 }; // Gauss X + %
const int LaguerreRumPointers = 4;
const real LaguerreX[] = { Q. 322547689619392, 1.74676811011683560,
4 _b36620208921130, $.396070912301130 },
LaguerreWzExp[] = { (.832739123838, 2.04810243845,
3.63114630682, 6.48714608441 };

// Fonection pefinitions
real ElljpticK( comat real k, real ca ){
return cel( sgri( 1 ~ k+k ), 1, 1, 1 ca };

real PEE1lipticK( comst real k, const uinteger n }q
Teal I =0, k2 =k * k,
gize = M.PI .2 / (real)n,
aszp2 = size [/ 2.0;
for( ninteger tt = 0; tt < n; tt++
real A = tt * mize:;
for( int ii = 0; ii < GansaFumPointers; iis+ }{
:nmlsatpow( sin{ A + GausaXY_pifiil *8292) 2);
I += azp? * GaunaaW[iil * k * s2 » pow( 1.0 k2t32, -1.6 );

3
return I;

real cel( real gac, real pp.mlaa,roalbb, real ca ){
i?( goc == 0 ) { return 0; /o error #/ }
real ¥, g, Q. qc-:!abs( qqc J, a = aa,

b:b,p =pp, & = qc, m-l_;

i:l!(p)O)({ i bbb/
}.ESWP! PBi

i=qc-qc, q_=1-:l! E=xt-p; 2

=:—p;
q= ( -a'p);p-o?ntrls);
}a- B)/gibv=ms—qf(gsgep)+arp;
while(1}{
fasa;amatb/pig=ea/p;bub+ g
bab+b; p=g+p; g=en] anm = gc ¥+ on;
J> g*u)){

if( !a'bs( ‘q)

oueutmn.rr,znl(bq-atn)f(-*(m-bp));
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Arquivo module.h

,4.

11, Hovember, 1998

Definition of in

r module n
D’Afonseca L.&, DMA / IMECC / UNICAMP

#itnde! MDDULE_INCLUDED
#define MODULE_INCLUDED

#include <math. h>
#include “core h"
#define me(v) IntegerAba(vimed)

class IntModule{

1C:

IntModule( ): mod( 10 ), val( ¢ ){)};
IntModule{ uinteger m J: mod{ m ), val( o)
IntModule{ uinteger m, integer v ): mod{ m ), val( ma(v) }{};
IntModule{ const IntModulek o J: mod( o.mod ), val( c.val }{k;

“IntMadnle{) {};

oparater

void
uinteger

uinteger
uinteger
winteger
ninteger

integer(){ return vai; };

SetModule ( uinteger m ){ mod = m; val = mm(val); };
GetModule () { return mod; 1;

operator
cperator
operator
operator

]
+u
-

+ { const integer i ){ return mm( val +i );

( const integer i ){val = mm( i ); return val;
( const integer i ){val = mm( val +i ); return val;
( const integer i ){val = mm( val -i ); return val;

uinteger operator - { comst integer i ){ retuzrn mm( val -i );
uinteger operator * { comst integer i )i return mm( val #i );
uinteger operator / ( const integer i ){ retwrn mn{ val /i );

/1 Prefix
ninteger eparator + (}{val = mm{+tval); return

winteger operator =- ()}{val = mm{--val); return val;

}/ Posttix

val; }
}

i
§
i H

ur own wn

uinteger oparator ++ {int){winteger old = val; val = mm(++val): return old;
ninteger operator -- {int)}{uinteger old = val; val = mu(--val); return old;

gxivate: ninteger mod, val;
endit

Arquivo table.h

«/

bt

“General Tools Librarie - Tabla Class
by Luis Alberto D'Afonseca
bagin - 24, August, 1998
last - 04, Dctober, 1998

#ifnder TABLE _CLASS_INCLUDED
#define TABLE_CLASS_INCLUDEDR
#inclnde <iocatresm.h>
#include "core.h"

#inclnda “nreal h”

tmpiate < clags T > class TTable{
L+
TTable();
TTable( const uinteger J);
TTable( const winteger, const uinteger };
TTable( const Tfablek );
~TTebla();

int good(){ return VoidPtr = NULL; };

virtual int Reset { conat uinteger, const uinteger };

uinteger GetLines () retura 11; };
uinteger GetColumna (){ retwrn cec; };

virtual Tk operator () ( conat winteger, comst uinteger );

Tk operator () ( const uninteger );

friend ostreamk operator << ( ostreamk, TTable<Trk );
friend istreamk operater >> { istreamk, TTable<I>k );

protected:
TTable( voide, comat ninteger, const minteger };
void *VoidPtr;

uninteger 11, ¢c; // zumbear of linss and of columns

1 ial 8
type TTeble<real> ReTable;

131
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typadat TTable<integer> InTable;
typadat TTable<uinteger> Uilable;

// Tuline Functions

#define x_TTableln_ texplate< claga T » inline TTabla<I>::
#define I_TTabieIn{ I ) template< clasa T > inline X TTable<T>::
#detine x_TTable_ templated class T > TTable<T>::
#define x_TTable( X lated claaa T > X TTable<T>::
#datine T_ptr {((T -:)vmpm?

/

x_TTableIn, TTable{}: VoidPtr( NULL ), 11( ¢ }, cc{ 0 ) {}
x_TTablein, ~“Tiable(){ delete [1 T_pix; }
X_TTableIn{ Tk ) opexator()( comst linteger ii }{ return operater()(ii,0}:}

r_TTableIn. TTabla( void* p, const ninteger 1, conat uinteger c }:
VoidPtz( p }, 11{ 1 }, ce( ¢ ){}

x_TTableIn{ Tk erator()( const uinteger ii, const uninteger jj }
#itdet INQUISITBOE
if{ £1 > 11 |] jj > cc || VoidPtr == NULL ) Imquimition;
Rendif
return T_ptrl ii * cc + J] I;

{// Template Functions
x_TTabla_ TTable( eanst uinteger 2 J: 11( 1 ), cc{ 1 ){
#ifdeat INQUISITOR
if( 11 == { ) Ingquisition:

#endif
try { T_ptr mnew T[ 11 I; }
catch ( ... ) { T_ptr = NULL; };

z_TTable_ TTable{ comat uinteger L, const uinteger ¢ ): 11( 1 ), cc( ¢ }{
#ifdef INQUISITOR
if( 11 == § |} cc == { ) Inguisition;
i T[ ll*ec 1; }
try { T.ptr = naw *ec 1;
cateh ( ... ) { T_ptr = NULL; };

:_T'!‘ah?_ TTable( comst TTablek table ): 11 ( table.ll ), c¢ ( table.cc I
t
r{integer glze = llacc;
T_ptr = new I[ =ize ];
table.VoidPtr != NULL ){
for( winte ii = 0; 1i < mize; iit++ )
T_ptr[iil = ((T *)table.¥oidPtr}fiil;

1
N Jeateh ( ... } { T_ptr = NULL; };

z_TTable( int ) Reset { const uivteger 1 , const winteger ¢ }{
delete[] T_ptr;
Ll =1; cc= ¢
try { T_ptr = new T[ 1ll»cc 1; 3
catch { ... ) { T.ptr = NOULL; };
}rat'un(‘l'_ptr t= NULL );

templatad class T > ostreamk operatexr << ( ostresmk os, TTable<T>k tab ){
#ifdef INQUISITOR
if ( tab.¥oidPtr == NULL ) Inquisitoz(K = O;
elae
#ondil
for( uninteger ii = 0; ii < tab.11; iit+ ) {
tor( u.’m‘t:eger jj = 0; i < tab.ce; jj++ ) os << tab(ii,jj) << * %
’ os << endl;
Yaturn os;
3

late< clags T > istresmk operator >> ( istzeamk is, TTable<I>k tab ){
-?.fd.a! INQUISITOR

i? ( tab.VoidPtr == NULL ) InquisitorlK = 0;

alse

$ondif
for{ uinteger ii = @; ii < tab.ll; ji+t )

for( ninfeger jj = 0; jj < tab.cc; jj+ ) is >> tab(ii,jjd;
retorn 18,

#hmdef T_ptr
#mdet x_TTableln_
#undef x_TTablelIn
fundef x_TTahle_
#undef x_TTable
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#andift

Arquivo ctable.h

*

General Tools Librarie - TColTable - Long Columms Table Class
by Luis Alberto D’Afonssca

begin - 16, aesptember, 1598

last = 04, October, 1998

#ifndef COLUMN_TABLE_INCLUDED
#define COLUME_TABLE_INCLUDED
#include "table.h"

template < clasa T > class TColTable: public TTable<I>{
ic:
TColTable() {3F;
TColTable( const uinteger );
TColIabla( const uinteger, const uinteger J;
TColTabla( conat TColTablek );
-TColTable();

virtual int Heset ( comst uinteger, const uninteger );
virtual Tk operator () { const uinteger, const uinteger );
};

typedef TColTable<real> ReColTable;
typedef TColTabie<intager> InColTable;
typedef TColTable<uinteger> UiColTable;

#dofine PtrPtr ((T**)VoidPtx)
#define PtrColumn(col) ({T#%)VoidPtr) [coll

#define x_TColTableln template< c<lass T > inline Tk TColTable<T>::

// Inline Iunctions
x_TColTableln operator(}({ conat uinteger ii, comst ninteger jj ){
#ifde? INQULSITDR
if( ii > 11 [| jj > cc |} VoidPtr == NULL } Imquisitionm;

$andif
rature Ptrfolumm(jj)[ii];
// Template Functions

#define x_TColTable_ template< class T » TColTable<T>::
#define x_TColTable( X ) template< clase T > X TIColTable<T>::

x_TColTable_ TColTlable({ const uinteger 1, comst winteger c ): TTable<T>(1,1){

#ifdef INQUISITOR
if( 11 == O ) Inquistionm;
fendif

tryd{
PrrPtr = new Te[1];
PtzColu=n(0) = new T[1l];
Yeatch(...){ VoidPtr = NULL; };

x_TColTahle_ TColTable( const winteger 1, const uinteger ¢ ):TTable<T>{l,c}{

$ifdef INGUISITOR

if( 11 == O || ¢c =x J ) Inquiation;
tot
t

PtxPtr = new T*[cel;

for( ainteger jj = 0; EE < ;c; Jjjv+ ) PtrColmmmn(jj) = mew I[ 11 1;

}eater(...}{ Voi
x_TColTable_ TColTable( const TColTablek orig }{
= orig.ll; cc = orig.cc;
;‘tr!(’t;j; new T*[cclo FRY,
ox tegar un 33 < CC" L 2
Rrﬂolmg?{j; H
for( int ii = 03 ii < 11, 1:£++)
PtrColuma(§j)[11] = ((Tes)orig.VoidPtr){]jITiid;
Yeateh ( ... ) { VoidPtr = NULL; };

x_TGolTable_ 'IColIahlo(){
if( VoidPtr = NULL )

U T
delete [] PtrPtr:

}
x TColTable{ int ) Reset { conat ninteger 1 , conat uinteger c )}
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1f§ V%id?i:z = ijLL )g i i3 )

or( uinteger = Q; < ++

delate Pt:ré lm(lj) 3
deleta[] PtrPir:

11 = 1; ce = g}
try{
PtrPtr = new Tk[cc];
for{ uintager ;j = O; jj < ee; Jj++ )
Pt:l:Col‘l.m(j aew T[ 11 ];
Featek { ... Vo:Ld.Ptr - NULL; };
return ( Vold.Ptr I= }:

funde? PirPsr
#undef Ptrlolumn
#hunded x_TColTable_
#undet x_TcolTable
#endif

Definicao das Solucoes de Weyl
Arquivo weylfunc.h

Numeric Weyl Project
Definition of virtual classes for implement Weyl functions
by Luis Albarto DR’Afonseca — 27 October 1998

#iftndef WEYL_FUNCTION_ INCLUDED
#detine WEYL_FUNCIION_INCLUDED
finclude "function.h”

class WeylMu: public Funetion{
public:

Weyllu(){};

'Heylxn(){},

virtual void EvaluateIn( comst real r, comst real z, realk nu ){};

elasa WeyiPhi: public Funetiom{
public:
WeylPRi(){};
“WeylPhi(}{};

virtual WeylNu* ExactNu (){ return NULL; };:
virtual veoid EvaluateIn{ comst real :r. const real z

. realk phi, realk drpki, realk dzphi )O;

WeylPhis InitPhi( istresmk ig };
#endif

Arquive doublephi.h

’...
Fameric Weyl Project
Definition of virtual classea for implement
Two Superposed Phi Weyl fumctioas
by Luis Albertc D’Afomssca - Q1 Novenber 1998

*f
#itndet DOVRLE_PHI IKCLUDED

#define mm_rm

#include “weylinnc.h™

class DoublePhi: public WeylPhi{
i¢:
DoublePhi(}: FirstPhi{ NULL ), SecondPri( NULL J){};
DoublePhi( WaylPhis, WeylPhi* );:
*DonblePhi 01}

void SetPhi ( WeylPhi*, WeylPhis };
void SetFirstPhi { WeylPhix };
void SetSecordPhi( WeylPbis );
int NuParsmeters (};
void SetParsmeters ( const KRealk );
void EvaluateIn( const real ¥, const real =z,
Tealk phi, realk drphi, realk dzphi );
void Destructor();

Wd: WeylPhi *FirstPhi, »SscondPhi;

inline DoublePhi::BoublePhi( WeylPhie £, WeylPhix z ):
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FirstPhi( £ }, SecomdPhi{ s ) {}

inline void DoublePhi::SetPhi ( WaylPhi* £, WeylPhi* 8 ){
FirstPhi = f; SecordPhi =

inline void DoublePhi::SetFirstPhi ( WeylPhis ¢ ){ FirstPhi = #; }
inline void DeublePhi::SetSecondPhi( WaylPhix g ){ SecondPhi = s,

inline int DowblePhi::NumParameters(){
#ifdef INQUISITOR
if{ FiratPhi == NULL || SecondPhi == NULL ){
InquisitorOk = ©;
3 reaturn 93
$endif

return FirstPhi->NumParameters{) + SecondPhi->NumParameters():
b

ipline void DouhlePhi::EvaluateIn( const real r, ¢onst real z,
realk phi, realk drphi, realk dzphi ){
gifdef INQUISITOR ’ ’

if( FirstPhi == NULL || SecondPhi == NULL }{
Inquisitor0K = 0;
Teturn;
}
tendif
real p, dr, dz;

FirstPhi->EvaluateIn ( r, z, p, dr, dz }
SecondPhi->Evaluateln ( r, z, phi, d:pk:l.. dzphi )

}p]:i+=p; drphi += dr; dzphi += dz;

inline void DoublePhi:;:Destructor()}{
FirstPhi->Destructor{);
SecondFhi->Destructer();
delete FirstPhi;

} delete SecondPhi;

Sondif

Arquivo superphi.h

IJ.

Humeric Weyl Project

Definition of virtual claeses for implemant
several Superpesed Phi Wayl functiona

by Luia Alberto D’Afonseca - (1 Novenber 1998

#ifnde? SUPER_PHI_INCLUDED
$define SUPER_PHI_ INCLUDED
#include “weylfunc.h®

clags SuperPhi: public WeylPhi{
iq:
SuperPhi( nint )3
~SuparPRiOT delotel] Phi; }:

void SetPhi ( minte i, WeylPhis );

int HNomParameters ();

void SetParameters { conast NRealk );

void Evaluateln( cog: Pz';:l r, const real z, ’
xe Tealk drphi, realk dzphi

void Destructox(); ! ’

fromt.dz unsipned int pn; WeylPhi »*Fhi;

*f

inline woid Ph:.: :SetFhi { winteger n, WeylPhis p }{
#ifdet TNQUISI
if( n »>= n ll Phi == FOLL ){
: InquisitorfK = 0;
; } return;
Sendif

}Phi[,ﬂ-p:
Bandif
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Arquivo weylfunc.cpp

FL
Fmeric Weyl Project
Definition of virtunal classes for implemen* Phi Weyl functioms
by Lmnie Alberto D’Afonseca - Q1 Novenber 1998

#includa “douwbphi.k"
#include "superphi.h"

// -—=- Double Phi ---
void DoublePhi: :SetParsmeters ( const NRealk P }{
#itdef INQUISITCR
if( FirstPhi == NULL || SecondPhi == NULL i| P.Dim() ’= NumwParametexs(} }{
Inquisitor(K = @;
return;
}
#endif

*f

KReal F( FirstPhi~->NumParametersz() ), S5( SecondPhi->NmmParametarz() );
int aux = FirstPhi->NumParameters();

for{ int ii = 0; ii < aux; ii++ ) F(ii) = P(ii);
for( ii = 0; ii < SacondPhi->NiumParametera{}; ii++ ) S(ii) = P( ii + aux };

FirgtPhi->SetParameteral F );
SecondPhi->SetParameters( S );
}

// --- Superposed Phi ——-
SuperPhi::SuperPhi( uinteger n }; mn( n ){
#ifdef INQUISITOR
M iattorlk = 0
igitorflK = Q;
Fhi = NULL;
return;

¥
#andif

ry { Phi = new WeylPhix[m3; }
}catch( ... ¥ Pui = NULL; }

int SuperPhi::NmmParametars{){
#ifdet IHQUISI R
if( Phi == NULL ) {
Inguisitordi = O;
retern Q;
} elze {
fozr( int kk = O; ¥k < nx kk ok; kki+ )

int num = J;
forf{ int ii = 0; ii < mn; ii4+ ) nmum += (Phi[ii])->KunParameters();
} roturn aum;

void SuperPhi::SetParmmeters { const NRealk P ){
#ifdef INQUISITOR
if( P.Dim(} != NumParameters() J{
Inguisitorfk = O;
3 return;
Sendif

FReal *Ptx;
int cont = 0;

for( int = 0; < an; ppH )
int mpg I:pp])-WmParmtars(),
Ptr = ney KReal( aur );
for( int ii = 03 11 < anxy iivs ){
(*Ptx)(ii) = P(cont);
3 conted;

(Phi[ppl) ->SetParamaters( *Ptr };
} delete Ptr;
T

void SuperPhi::EvaluateIn( const real r, const real =z,

METODOS NUMERICOS
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roalk , realk drphi, realk dzpki ){
$ifdef TNQUISITOR md

if{ Phi == NULL M

Imemisitor(d = 03

return 93
Yelsed

for( mtkk!O,kk(nnlkok;M)

if( Phi[kkl == NULL )}{
InquisitorfK = 9Q;

roturn 0;
senait
phi = O; drphi = §; dzphi = 0;
for( int pp = 0; pp < un; pp++ M

rezl p, dr, d=;
(Phi[pp])->EvaluateIn ( =z, z, p, dr, dz );

}phj.+=p; drphi += dr; dzphi += d=z;
}

vo;d ?u. xPhi: Dgstmctor(){ "
or = J; < nn; pp++
(Phi [ppﬁ-)l}e stgsct or();

N delete Philppl;
}

Arquivo weylsol.h

Numeric Weyl Project
Definition of virtual classes for implesent Weyl Solutiona
by Luis Alberto D’Afonseca - 27 (ctober 1998

#ifndef WEYL_SOLUTION_INCLUDED
#define WEYL_SOLUTION INCLUDED
#include “weylfunc.h"™
#include “table.h"

typedef void (sEchoFunction)( uinteger );
class WeylSol: public Function{
lie:

WeylSol( J: PtPhi{ 0 ) {};

o WaylSol( WeylPhi* p );

: . "WaylSol(){};

' void SetWeylPhi ( wqm*.f 3 PtPhi = p; };
void Evaluateln { const Teal r, const Teal z };

void EvaluateForAll ( TTable<real>* Points, TTable<real>* YValues,
EchoFunction Echo );

reel Phi ()i returm phi; };
real Bu  (}{ return mu; I;
yoal DrPhi(){ return drphi; }
real DBxPhi(){ retnrn dzphi; }
real Drin {}{ retumrn drmm; };
real DzNa (){ return dznu; };
woid Destructer():

protected:
void SetNuDerivatives ( const rsal T );
void EvaluatePhiln { const real r, const real z )
virtual void Evaluateluln { const real r, const real z )

WaylPhix PtPhi;
roal phi, drphi, dzphi, nu, drom, dean;

N

inline WaylSel::WeylSol( WeylPhi* p ): PtPRi( p }{
#itdef INQUISITOR

if ( p == KULL ) Inquisjtor(RK = 05
;&nﬁif

inlina void WeylScl::EvaluateIn ([ conwt real r, comst real z )}
Evaluate¥uln { r, 2z );
3 EvaloatePhilzs { x, Z );

inline void WeylSol::EvaluateFhiln ( const real r, const real z »{
#ifdet I
if( PtPhi == HULL ) InquisitozOK = O;
else
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Sendit
1
PtFhi->Evaluateln ( r, z, phi, drphi, dzphi );
SetNuDerivatives ( r ); ' '

}

inline woid ﬂ?ylSal::SetHuDarivativea( const real T )}{
drog = r * ( drphi * drphi ~ dzpki * dzpki );
}dm-RZ.Otr*drphi*dzphii ’

inline void WaylScl::Destructox(}{
PtPhi~>Destractor();
delete PtPhi;

cl;;ig ExactWeylSel: public WeylSeif

public:
ExactWeylSol(): WeylSel( 0 ), Ptku( 0 ) {};
ExactWeylSol( WeylPhi¥ p, WeylNus n ): WeylSel( p ), PtFu( m ) {}:
~ExactWeylSol(){};

void SetWeylku ( Weylius n ){ PtNu = n; };
void Deztructor(};

protected:
void EvaluateNuIn ( comst real r, const Iesl z J;
WeylNa* PtNu;

inline void ExactWeylScl::EvaluateKuIn { conat real r, const real z ){
#ifdet INQUISITGR
if( PtNu == NULL } Inquisiter(XK = O;
alae
Femdis

PtNu->EvalupateIn( ¥, Z, nu );

inline void ExactWeylSol::Destructor(){
WaylSol: :Destructor();
Pthu->Destrnctor();
delete PtEu;

}
Sandif

Arquivo weylsol.cpp

Numeric Weyl Project
Defipition of virtusl classes for implement Weyl Selutions
by Luis Alberte D’Afenseca - 28 Detober 1998

#include "waylzol.h"

2datine R(i) (+Pointa)(i,0)
#detine Z{i} (sPoints) (i,1)
#define WJ(i) (»Values)(i,Q)
#define PHI(i) («Values)(i,l)

void WeylSol::EvaluateForill ( TTable<reald* Points, TTable<real>* Values,
r const uinteger EchoStep, EchoFunction Echo ){
#ifdaf

EQUISTIOR
i#( Pointe w= KULL || Values == FULL || Echo == NULL || EchoStep == 0 ){
InquisitorOK = O;
return;
Jelsze if{ Points->Getlines() != Yalues->GetLines() ||
Pointe—>GetLines() == @ ||
Pointz=»GetColmms=() '= 2 ||
Values->GetColumma() 1= 6 ){
Inguisiterfk = 0;
retnrn;

}
Send it
ninteger size = Points->GetLines(), ii = 0;

dof
uninteger stop = ( ii + EchoStep > zize)? size: ii + EchoStep;

=/

while( ii < at {
EvaluateIn( Bf i ), Z({ i ) );

3 HU (ii) = pm; PHI(ii) = phi; $i++s
Echo( ii );
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while{ ii < size );

Arquivo intepath.h

/*
Numeric Weyl Project
Definition of Integration Path classes
by Luia Alberto D’Afongecea - 27 October 1968

#ifoded INTEGRATIDN_PATHS_INCLUDED
#define NUMERIC_WEYL_SOLUTIDK_INCLUDED
#include <iostream.h>

#include “function.h"™

class IntegrationPath: public Function {
public:
IntegrationPath(){};
“IntegrationPath(}{};

virtual void StertPath ( conat real r, comnst real = J};
virtual void Evaluateln { const real t, realk r, realk z ){};

grotected: real I_imit, z_init;

IntegrationPath® InitPath( istreamk is );

¢lasa DiagonalPath: public IntegratienPath{
public;
D:.agonal?g‘bh()
DiagonalPath( conat real Zo, coust real rs, comst real za );
"DiagonalPath (1{};

int NumParametera(}{ retern 3; };

void SetParameters( const NRealk ); // zo, r_step and z_step_abs
void StartPath ( const real r, copst real z };

void EvaluateIn ( const real t, realk », realk z );

g:otected: real r_sgtep, z2_step, z_abs, zo;

clasa Away(fPath: public IntegrationPath{
ic:

lwayl:lﬂ'ath( ): AvayDf( 2.0 }, Speed{ -0.01 )
AwaylitPath( conat real a, const real s ): AvayDf( a ), Speed( -2 )
‘.lwa.yﬁtpaﬂ: O1k;

int NumParameters(){ return 2; };

void SetParmmeters( const NRealk ); // Awey0f and Speed
void StartPath ( const real r, consat real Zz );

void Evaluateln { const resl t, realk r, realk z );

g:otemd: Teal Awaylf, Speed, Ce, Cl, S;

inlina void IntegrationPath::StartPath( conat real x, const real z }{
r init = r; =z init = z;

inline DiagonslPath::DiagonalPath(): r_step(1.{), =z, aba{1.0}, zo(C.0){}

inline
Diagmnl?ath':niagml?uh( conat real Zo, const real rs, const real zs ):
r_atep( rs ), z_abs ( zs ), zo{ 20 )} {}

inline void Di nalPath: :SetParametars{ conat NRealk P ){
#ifdef IHQUISITOR
if{ P.Dim{) != 2 ){
InquisitoxOK = O;
raturn;

Sandif
; Zo = P{0); r_step » P(1}; =_abas = P(2);

inline void DiagonalPath::StartPath{ const real r, const real z J{
r_init = r; z_init = z;
} Z_step = z_abs * (rezl){{z > zo)? 1: -1):

inlinre void DiagonalPath::EvalusteIn({ const real t, realk r, realk z }
r=xr_ init + r_stap * £; z = z_ imit + z_atep + t;

inline void AwayDfPath::SetParametera{ const NRealk P ){

x/
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#itdet IRQUISITOR
it( P.Dim() != 2 ){
Inquisitor(K = §;
} return;
#endif
: Awvayldf = P(0); Speed = ~ P(1};

inline wvoid Away0fPath::StartPath( const real r, comst real z ){
r_init = r; z_init = z;
it{ fabs(z) < AwayOf )}{
Ce = 2_init; C1 = 0.0;
}elra{
Ce = 0.0; Cl=1.0; 8 = (z< 0)7 =-1: 1;

}

inline void AwayDfPath::EvaluateIn( const real t, realk r, realk z ){
r = 1. init + t;
z=Ca % exp( Speod * t ) + C1L = { z_init + S * ¢t );

}
Seandif

Arquivo nweylsol.h

TNumaric Wayl Project
Definition of virtual classea for implement Kumeric Weyl Solutiems
by Lnis Alberto D*Afonseca - 27 October 1998

#ifnde? NUMERIC_WEYL_SOLUTIDN_INCLUDED
#define NUMERIC_WEYL_SOLUTION, INCLUDED
#incipde "waylaol.h"
#include “intepath.h"

*/

clags NMWeylSol: public WaylSol{
public:
NWaylSol( ): WeylSol( ) {};
KWeylSol( WeylPhi* p ): WeylSol( p )} {};
NWeylSal( WeylPhi* p, const real ro, const resl Zo, const real o J;
“KWeylSol(){};

virtual int NumParameters(){ return 3; };
virtual void SetParametera( const NRealk ); // Ro, Zo and No

protected:
void EvaluateNuln ( const real r, const real z );
} real Ro, Zo, No;

class JumpNWeylSol: public NWeylSol{
ie:
JumpNWeylSol (){};
Junp¥Wey1lScl( WeylPhix p ): WWeylSol( p ) 1;
JumpN¥eylSol( WeylPhis p, const real ro, const real zo, comat real no );

“JampiWeylSol{)4{};
protected:
void EvaluateNuIn ( econst xeal r, const real z ):
L
class AssintFWeylScl: public JumpNWeylSold
je:

AsaintNileylSel(): InPath( 0 ) OF;
AssintiieylSol( WeylPhix, IntegrationPathe };
AgsintNWeylSol( WeylPhi*, IntegraticnPaths,
const real s, const real f, conat ninteger u );
“AsgintNWeylSal(){};

virtuel int NuoParemeters(){ return 3; }:
virtual void SetParametersa( comst ERealk ); // Size, Factor and ¥div

void SetIntegrationPath ( IntegrationPath+ I ){ InPath = I; };
void Destructor();

protected:
void EvaluateNuIn { const real r, const real Z );
Treal step, factor;
uinteger ndiv;
IntegrationPath* InPath;

// WiaylSol class
inlive EWeylSol::NWaylSol( WeylPhi* p, const real ro, const real zo,

conat yeal no J:
WeylSol( p ), Bo (o ), Zo ( zo ), ¥eo ( no )M}
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inline void NWeylSol::SetParametera( comst NRealk P ){
#ifdef INQUISITOR
if( P.Di=() != 3 ){
InquisitorlK = Q;
N retuzn;
fendif

o = P(0); Zo = P{1); No = P(2);
// JumpNWeylSol class

inline JumpNWeylSol::JumpNWeylSol{ WeylPhi% p, const real re,
const real zso, const real mo }:
NWeylSol( p, re, ze, no )}

inline wvoid J y1lSol: :EvalusteNuIn ( const real r, conat real z ){

NWeylSol::EvaluateNuIn{ r, z );
Bo = x; Z0 = z; No = nn;

/{ AsginNWeylScl clasa

inline AssintNWeylSocl::AasintNWeylSol{ WeylPhi* p, IntegratiomPaths I ):

JumpiWeylSel( p ), InPath( I ) {F

ialine ApsintNWeylSol::AsaintNWeylScl( WeylPhi* p, IntegrationPath* I,
const reml a, comst real ¥, conat uinteger n ):

JumpiWeyiSol( p ), InPath ( I ), factor ( £ ), odiv { » ),
s::g {';ow( s,Pl.Olf ) / {real)n ){} .

inline void AssintNWeylSocl::SetParametera( const NRealg P ){
#itdef INQUISIIOR
if( P.Dim(} 1= 3 ){
InquisitorOK = {;
3 return;
#ondif

Tactor = P(1);
adiv = (integer)}P(2);
N step = pow{ P(Q}, 1.0/factor ) / (reaidndiv;
inline void AssintWWeylSol::Destructor(){
JumpNWeylSol: :Destructar();
InPath->Dastructor():
dalate InPath;

}
endif

Arquivo nweylsol.cpp

Numaric Weyl Project

Definition of virtual classes for iwplement Numeric Weyl Solutions

by Luis Alberto D’Afonseca - 27 October 1998

#include “nweylsol.h"
#include “f3pecial.b"

void NiéeylSol::EvaluateNuIn( const real r, const real z )
Teal T=0, A= (x-Ro )/2.0, B= (2 - 2o )/2.0;

= Ro + A * GausaX pifii],
Z =20 + B + GausaY piliil;
EvaluatePhiIn ( R, Z );

I4= (& # dron + B # denu ) * GauasW[ii];

na = No + I;

void AssintNWeylSol::EvaluateNuln ( const real r, const real z }{
Ro = r; Zo = 2; Ko = O;
renl R, Z;
InPath->StartPath{ r, z J;
for( int ii = O; ii < ndiv; iisd M
InPath->EvaluateIn{ pow( atagl(:mal)ii. factor ), B, Z };
3 JumpliHeylSol: :EvaluateFuIn( R, Z );

{f --- Genss Laguerre Method -—-
InPath->EvaluateIn( pow( step*(reml)(ii-1), factor ) + 1, B, Z J;

7eal I = 0, A =R =~ Ro, B Z = Zo;

141
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for( ii = 0; ii < LagnerreNumPointers; ij++ ){
R = Ro + A # LagnerreX[iil;
Z =Zo + B * LaguerreX[ii];

EvaluatePhiln { R, Z );
+= (A ¥ drou + B * dzne ) # LaguerreWxExp[ii];

au =1 - mu;

Arquivo appell.h

Numeric Weyl Project
Definitien of Appell Solution
by Luis Alberte D’Afonseca - 30 October 1998

*f
#ifndef APPELL_SOLUTIOGN_INCLUDED
#define APPELL_SOLUTION_INCLUDED
#inclede "weylfunc.h®
class AppellPhi: public WeylPhi{
publie:
AppellPh:l.(). m( 0 ), 2( 0 ), a2( Q0 ) {};
11Phi( conat real M, comat real Zo, comst real 4 };
"lppellPhl(){},
int MNumParametera(){ returm 3; 1;
void SetParameters( const KRealk }; // M, Zo and A
void EvaluateIn( const real r, const real z,
realk phi, real® drphi, realk dzphi );
Erotactad: Teal m, zo, al;
iniine AppellPhi::AppellPhi( censt real M, comst real Zo, conat veal A ):
m{ M /MEQRT2 ), zo( 2o ), a2( A * & ) {};
inline void A i::SetParemeters({ comsat KRealk # ){
#ifded INQUISITOR
if( P.Dim(} != 3 ) Inguisitiom;
Fendif
} m = P(0) / M_SQRT2; zo = P(1); a2 = P(2) * P(2);
inline void AppellPhi::Evaluateln{ const real r, const real z,
realk phi, realk drphi, realk dzphi )
real 2 =r *1, Dz =z - 20, D22 = Dz * Dz,
R =r2 +Dz2 - a2, B IR*R+40*a2*Dz2
8B = aeqret( B ), A ? aB +
mAB am f ( 2.0 » pow{ A )* (B, 1.5 ))
Ay =2.0=*12 *(p:.o-r’ pos 'IsB)’
Az =2.0*Dz*(1.0+(r2+922+82)193),
Br =4.0%r xR,
Bz = 4.0 #Dz * (2.0 ¢« 22 + R );
phi --ntsqrt(a\ll!):
dyphi =mAR = ( A » Br - B » ir );
dyphi s mAB * ( A * Bz « B * Az };
I
#endif
Arquivo bkhole.kh
Numeric Weyl Project
Definition of Schwarzechild Salutian
by Luis Albarte D*Afonssca - 30 Qctober 1998 /

£ifndef SCHWARZSCHILD SOLUTION_INCLUDED
#dafine SCHWARZSCHILD SOLUTION_INCLUDED
#include “weoylfunc.h”

cless Schwarzschildin: poblic Weylief
publ:.c.

Schnmch:zldﬂn( const real M, const real Zo );
“Schuarzachildfu(){}:

int NumParameters(){ return 2; };
void SetParameters{ const MRealk ); /M and 2Zo
void EvaluateIn( conat real ¥, const real iz, Iealk ou );

fmtoctod: rezl m, Zp, zZm;

class SchuvarzachildPhi: public HeylPhi{
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lic

puhsmwamchildpm() m2( ¢ ), we( 0, zp( 0 ). zm( O )}
SchwarzachildPhi( const xeal M, comst real Zo );
“SchwarzachildPhi ()€};

int HumParameters(){ return 2; };
void SetParameters( const NRealk ); // M and Zo
WeylKu* ExactNu() { return new Schwarzschildiu( m, ze ); };
void Evalnateln{ conat real r, counst reazl Z,

realk phi, realk drphi, realk dzphi );

Eratectad: real m, 20, m2, ml, zp, zm;

inline SchwarzschildPhi::SchuarzachildPhi( econst xyeal M, const Teal Zo ):
m (M ), zo( Zo ), m2( 2.0 * M ), ma( 4.0 * ¥ = ¥ ),
zp{ Zo =M ), mm( Zo + M) {F;

inline veid SchwarzachildPhi::SetParametera{ conat NRealk P ){
#ifdef INQUISITOR
it{ P.Dim() '= 2 ) Inguisition:
andif

real m = B(B), zs = P(1);
2 =20+ m; M =40 %m*m;zp= zo-Wmj A= Z0+m;
}

inlipe void SchwarzachildPhi::EvaluateIn( colst real r, const real z,
realk phi, reelR drphi, realk dzphi M

real *2 =r#r, Dzp =z - zp, D2m = z - zm,

Rp -sqrt(g+sz*sz ),

Rm = aqrt( r2 + Dzm*Dzm ),

A =mn2/ ( poul Bm + Rp, 2.0} - md );
phi =0.5*19(£R|;+Rp-n,§m§( + Bp + 12 ));
drphi = L * r » .0 + 1.0 H
}dzphi=At(sz/Rp+ngmlh);

J/ SchwarzechildNu inline functions
iniine SchwarzackildMu::SchwarzechildNu( const Teal M, comat real Zo ):
wa( 4.0sMxM ), zp( Zo - M), zm( Zo + M) {}

inline void SchuarzachildNu::SetParameters({ const NRealk P ){
#irdef INQUISITOR
if{ P.Dim() != 2 ) Inguisitiem;
#andjfl

real ¥ = P(0), Zo = P(1);
mi=4.0xMs M zpx Zo-Mimmr Zo+ N;

inline void Schwarzachild¥u: :Eval‘u.a.ta!n( conat Teal T, conat real =z, realk nu ){
rsal:aQ rtr(l}?é=z- I;m-z-zn,
8 + * .
P c‘ﬂ':uﬁfﬁ)
N u=05t1og((pow(h+ap,20)-n4)/(4.o=rnm-np)).

fendif

Arquivo curzon.h

Nmric Weyl Project
Befinition of Curzom Solution
by Luia Alberto D’Afonseca - 28 October 1998

#ifndef CURZON_SOLUTION_INCLUDED
#datine CURZDN_SOLUTION INCLUDED
#include “waylfunc. h”

class Curzonlu: public Weylind{

ie:
Curzenla(){3;
CurzenNu( conmst real m, const real zo ); M2( mwm }, 2o 20 )} {O;
~CurzonNu(){};
int NumPerawsters(){ ratm T H
void SetParameters{ congt NRealk J);: Jf/ M and 2o

void EvaluateIn{ const veal », const real Z, realk nu );

g‘.:otacted: raal M2, Za:

class CurzenPhi: public WeylPhif
public:
CarzonPhi(): M( € ), 20( 0 ) {};
CurzonPki( const real m, const real zo ): H(n),?.o(zo)ﬂ.
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~CurzonPhi ) {F;

int HNmParametera{){ return 2; };
void SetParameters( const NRealk ); f/ M and Zo
WeylNu* ExactNu() { return new CurzonNu( M, Zo }; };
void Evaluateln{ coust real r, const real =z,

realk phi, realk drphi, realk dzphi );

grutectad: real M, Zo:

H

inline void CurzonPhi::SetParameters{ const NRealk P }{
#ifdef INQUISITOR
if( P.Dim{) '= 2 ) Inquisition;
#ondif

3 K = P(0); Zo = P(1);

inline vpid CurzonPhi::Evaluateln{ const real r, const real =z,
:eal& pPhi, realk drphi, yeal& dzphi ){
Teal Dz =z - Zo, = r*r + DzeDz,
lmxﬂl‘l*pov(M. ~-1.8 );

}p]:.‘i. m M/ sqrt( A2 ); drphi = r ¢ Aur; dzphi = Dz * Aux;

// CurzopMu imline functions
inline void CurzonNu::SetParameters( cemst NRealk P ){
#ifdef INQUISITOR
if( P.Dim{) != 2 ) Inguisitiom;
fendif

M2 = P(O)*P(0); Zo = P(1};

inline void CurzonNu::EvaluateIn( comst real r, const real z, realk nn ){
yonl Dz =z - Zo, ¥2 = y#x, R2 = 12 + DzeDz;
nu = = ( M24x2 ) f ( 2.08R2eR2 );

Pandif
Arquivo dustdisk.h

#*
Numeric Weyl Project
Definition of DustDisk Solutiom
by Luia Albertc D’Afomseca ~ 28 October 1998

#ifndet DUSTDISK_SOLUYIDN_INCLUDED
#define DUSTDISK_SOHLUTIOK_INCLUDED
#include “weylfunc.h®

class DustDiskNu: public WeyLiu{

P mtbiamin (G
DostDisk¥u( conat real zz, const real aa ): zo(zz), a2(aa*en/18.0) {3:
“DustDiskNu(){};

int NumParameters(){ retwrm 2; ¥;
void SetParametera( const NRealk );
void EvaluateIn( const real r, conat real z, realk m );

gmtecud: real zo, a2;
i

clas; DustDizkPhi: public WeylPhi{
e:
DuatDiskPhi(): ze( 0 ), afl 0 ) IF;
DustDiskPhi( const real zz, const real aa J: Zof Joal aa f2.0) O;
“DuatDiakPhi(){}F;
int FumParameters(){ return 2; ¥;
void SetParamsters( const KRealk }; // zo and a
Weyllur* ExactSu{) { return umew DustDiskNa( zo, a }; };
void EvaluateIn( conat resal r, const xeal z,
reailk phi, realk drphi, Tealk dzphi );

Erotectad: razl o, a;

inline void DuatDisnkPhi::SetParameters( const KRealk P ){
#ifdef ITOR
if{ P.Dim() != 2 ) Imguiaitiom;
#epdif
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3 zo = M(0); a = P(1} / 2.0;

inlineg void DustDiskPhi::EvaluateIn( const real r, const real =z,
realk phi, realk drphi, realk dzphi ){
real r2 mr %y, Dz =z - 2o, D22 = Dz * Dz,
aur = (real)((z < zo)? 1: -1) % a * pow( r2 + Dz2, -2.5 );

phi = auxr » Dz ¢ ( 2 + D22 );
drphi = aux * (-3.0) * r = Dz;
dzphi * aux * ( r2 - 2.0 * Dz2 );

// DustDiskNe inline functions
inline void DustDiskXu::SetParameters( const NRealk P ){
#ifdef INQUISITOR
if( P.Dim() '= 2 ) Imguisition;
#andif

zo = P(0); a2 = P(1)+P(1} / 18.0;

i X

inling void DustDiakNu::Evaluatein{ comat real r, const real z, realk nu }{
Teal *2 = r 4 1, D22 = pow( 2 - zo, 2 );
nu=(a2*r2*r2/pow(Dz2+r2 4) ) £ (1.0 - 8.0 D22 / x2 );

Fendif

Arquivo morgan.h

Numeric Weyl Froject
Definition of Morgen-Morgan Disk

by Luis Alberto D’Afouseca - 31 GBctober 1998

#ifndef MORGAN_SOLUTIGN_INCLUDED
#define MORGAN_SOLUTION  INCLUDED
#include “weylfunc.h*

cla.;? MorganPhi: pubiic WeylPhi{

ic:
MorganPhi{): =zo( 0 }, a2( 0 ), as( ¢ )}, mxa{ O ), mda( 0 } {};
MorganPhi{ const real ¥, const reel Zo, const real 4 };
“MorganPhi ()t

int NumParaweters{}{ return 3; };
. void SetParameters{ const NRealk ): // M, Zo and A
void EvaluateIn( comst real r, conat real =,
| realk phi, realk drphi, realk dzphi );

o Ero'tactcd: real zo, a2, aa, mra, mda;

inline MorganPhi:: i( eonat real M, const real Zo, const real A ):
zo(Zo), a2(A*a), aa(M_SORT2*fabs(A)),mxa(M+i}, mda(-M/A) {};
inline void Mor, 1 :SetParameters{ congt NRealk P ){

#ifdef INQUISITOR
itgiP.Dil() 1= 3 ) Inguisition;

ezl 4 = P(2);
zo = P(1); 22 = A+d; aa = M_SQET2afabs(A); twxa = P(()*A; mda = -P(0)/A;

inline void MorganPhi::EvaluateIn( comst real ¥, const real z,
realk phi, realk drph:t realk drphi ){

real ¥2 mr &k r, Dz mz =20, D22 2 Dz = Dz
o -ﬂsqr:(ngn. 2 & bz a2 )
8 = L * ] »
A =R+ 8B,
br =20+ = (1.0+R /aB),
Az = 2.0wDz*( 1.0+ (x2+Dz2+a2)/aB),
i =omxa f(sqrt( 4 ) *aa* ( 2.0 « a2 + 4 ));
i =mda w atan( sqrt( € 2.0 « a2 ) / A ));

; }?hi:;hitktm&;dzphii Az * mA;
Sandif

Arquivo realring.h

v!mxic Weyl Project
Definition of True Ring
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by Luia Alberta D'Afonseca - 31 (ctober 1998

#ifadef REAL_RING_SCLUTION_INCLUDED
#define REAL_RING_SOLUTION_IKCLUDED
ginclude “weylfunc.h"
#include “fspecial.h"

clase RealRingPhi: public WaylPhi{

public:
HealRingPhi() {};
RealRingPhi( const real M, conat real Zo, comst real A };
“RealRingPhi ()3

*f

int NumParameters(){ return 3; };
void SetParameters( const NAealk ); // M, Zo and A
void EvaluateIn( const real r, comst real z,

realk phi, realk drphi, realk d=zphi );

Ero‘l:ected.: real a, zo, amd, ad, a?;

irline RealRingPhi::RealRingPhi( const real M, const real Zo, const real A ):
& ( A), zo ( Zo), ami( 4.0%A4M )}, ai ( 4.0ek ), a2 ( 2.0%A ) {};

inline void RealRingPhi::SetParameters( c¢onst NReall P }{
#ifdef INQUISITDR
if( P.Dim() !'= 3 ) Inguisition;
fendif '

a =P(2); zo =P(1); amd = 4. 0eaxP(0); ad = J.0%x; a2 = 2,.0%a;

inline void RealRingPhi::EvaluateIn( consat real r, comst real z,
zenlk phi, realk drphi, Temlk dzphi ){
real a_r
2
Z_Zo

a+r,

2.0 % r,

z - Zo,

a_rka Y + Z_2o0%Z_Zo,

sgrt( R },

amd * pou( R, -1.5 ),
- amd / =R,

aqrt( ad x 1 ) / 8R,

B*R=*R,

a2 * { z_zo*z_zo + a%a - r*r ) f BRZ,
- a4 *r %« z_2o [ BR2,

EllipticK( B ),

A + DkEllipticK( B J;

w
H
Wl kItH AN

phi = 4 = X_B;

drphi = Ar % K_B + DK_B * Br;
; =%z * K_B + DK_B =
Bendit

Arquivo ring.h

I_.
Numeric Weyl Project
Definition of True
by Lmis Alberto D?’Afonseca = 31 fictober 1688

*/
#ifndef RING_SOLUTION_INCLUDED

#define RING_SOLUTION_INCLUDED

#inclnde “weylfunc.h”

clasg RingPhi: public WeylPhi{
ie:
H.ingPhi() zo{ 0 ), me2( 0 ), mal Q0 ), 22{ 0 ), a22( 0 ), msa( 0 ) {};
{ comst realH, const real Zo, const ztall).

H.'mgphi()ﬂ'

int NumParameters{){ return 3; };
void SetParamaters{ const KRealk ); // M, Zo and A
void EvaluatelIn( comst real r, const real z,

realk phi, realk drphi, realk dzphi };
grotected: real zo, ms2, ma, a2, a22, ga;
1/
i'nl:imn:i:n.gi’hi :RingPhi{ comst real M, const resl Zo, comst raal & ):
7 { 2.0 * M_8ERT2 ) ),
F (2.0%4)),
* &)

RELY
ey
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a22( 2.0 * a2 ),
sa ( A / tabs(a} Mk

inline void RingPhi::SetParemetera{ comst NRealk P ){
#1:!1}.?1 IHQU%?ITBR 3
if{ P.Dim 1= 3 Inquigition;
#endif

real M = P(0), A = P(2);

zo = P(1);
ms2 = M / ( 2.0 * ¥_SGRTZ );
ma =M/ {20=+*4);
a2 = A ¥ A:
a22 = 2.0 * o2;
) sa m A [/ faba(d);

inlime void RingPhi::Ewvzluateln( const real r, const real =z,
realk phi, realk drphi, realk dzphi ){

real r2 =r =gz,
Dz =2 = =0,
Dz2 = Dz * D=z,
R = 2 + Dz2 - ad,
B =H*R+ 2.0+ a2 «Dbz2,
sB = agrt( B ),
4 =8B +B8,
sk = aqre( A 3,
Ar =x % ( §£.0 4 R/s8B), //f=Ar /20
Bz =Dz % { 1.0+ (x2 +Dz2 + a2)f 6B ), f/f = Az / 2.0
Br = =*R, i/ =Br /2.0
Bz =Dz + { a22 +R ), // =3z } 2,0
mk = (2.0 *ga/(222+4)-1.0/72B) /a4,
mB = 2.0 # A * pow( B, -1.5) /=i;
phi_=-m2tsA/sB- tan ( sqrt{ 222 ) / 84 )}
drphi = ma2 « ( Ar *+ mA + mB );
}dzphi-mﬂ‘(lz*m B );
Sendif

Arquivo rod.h

/%
Numeric Weyl Project
Definition of Schwarzachild Selution
by Luis Alberto D’Afonsaca - 30 October 1993

#ifndef ROD_SOLUTION INCLUDED
#define ROD_SOLUTION, INCLUDED
#incinde “weylfunc.h"

class HodNu: public WeylNu{

public:
BodEn(){};
HodNu{ comst real M, const real Zo, comst Teal L };
“Rod¥u () {3;

int NumParametera(){ return 3; };
void SetParametera( const NRealk ); // M, Zo and L
void EvaluateIn{ const real r, conat real Z, realk uu );

grouctod: real ml, 14, zp, Zm;

class RodPhi: public WeylPhi{

P i 00

BodPhi( comst real M, const real Zo, comat real L J;
*RodPhi(){};

int NumParameters(){ return 3; };
void SetParameters( const NRealk ); // M, Zo and L
.{d 1Nu* Exact¥u() { return new RodNo( m, zo, 1 ); };
EvalunateIn( conat real r, const real Z,
realk phi, realk drphi, realk dzphi );

Erotected: real m, 1, zo, ml, 12, a2, =zp, zmi

I

inline RodPhi::RedPhi( const real M, const reel Zo, const real L ):
m{H), zo( Zo )}, 1 (L) mi(M/(2.0=L)), 12( 2.0=L),
m2( 2.0 *M), zp{ 20 - L), zml 2o + L ) O

inline void RodPhi::SetParameters( comat Niealk P ){

#itdef INQUISITOR
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if{ P.Dim() '= 2 ) nigitien;
#andif =g

= P(3);
= 2.0 %

v O

= P{1); L = F(2); ml =m f( 2.0 * 1 );
=2.0%m; 2p= 2z0-1;2m= zZo + 1;

=N

m
12
}
inline void RodPhi::EvalnateIn{ const Tesl r, coust real =z,
realk phi, realk drphi, realk dzphi ){
=r«r,Dzp=z-2p, D2m =2 - 2nm,
Hp -sqrt(r2+sztsz) Am =sqrt(r2+Dm¢Dm).
= Rm+Rp -12, B =am+np-1-12
=32 /(A *B);

}
*Tx 0 + 1.0/Rm );
* (szfnpingzm/h);

// Rad¥u iniine functions

inline RodNu::RodNu( const real M, conat real Zo, canst real L ):
ml( MaM /( 2.0 « 1L ) ), 14( 4.0« L « L),
zp( Zo = L ), zm( 2Za + L ) {3}

inline wvoid HodNu::SetParsmeters{ const NRealk P ){
Rifdef INQUISITOR
if( P.Dim() '= 2 } Inguisitiom;

Fendif
mi = P(D) * P(0) /{ 2.0 » P{2) * P(2) );
14 = 4.0 = P(2) » P(2);
3 zp = P(1) - P(2); 2m = B(1) + P(2);
inline void RodNu::EvaluateIn{ conﬂt real r, const real z, realk ou ){
real r2 =1 * ¥, =z =-2p, Bmm =z - mm,

Rp -sqrt(r{h?;nzpmzp Em -aqrt(ﬂi-nzmtnm );
ne = ml * log{ { pow{ Rm + Rp, 2.0 ) - 14 )/{ 4.0 + Rm » Rp 2} };
Sendif

Arquivo initphi.cpp

f*
Numeric Weyl Project
Detinition of Initislizator fumction for WeylPhi Class
by Luiz Alberte D’Afonseca - 27 October 1998

#include <fstream.h>
#include <atring.h>
#include "weylfunc.h"
#inclnds “donbpki.h®
#include “superphi.h"
#include "appell.h"
#incinde “bkhole.h”
#include “curzoa.h®
#includs “dugtdiask.h”
#inclnde “morgan.h"®
#include “realring.h"
#include “ring.h"
#inelnda “rod.h®
#define SwitchClasa(nmme,clasa) if(atrcmp(atr,neme)==() return new class;

WeylPhi* SetPhiClasa( char »atr ){

SwirchClass( "Appell”, AppelliPhi 7
SwitchClass( "Schvarzachild?, Schwarzschildbhi );
SwitchClass( “"Curzom”, CurzonPhi ):
gtchﬂusg 'gnnim-, gustn:i.sﬂ’hi ;:

tehClasa( "Morgan®, organPhi i
gtggusg :UeylEing", RealftingPhi ;:

t ass R:utE R . i H
SwitchCinaa{ “RBod¥, gﬁ? };

3 throw str;

void SetParameters( istresmk is, WeylPhi* phi ){
if( phi-d>NumParameters(} != 0 ){
NReal P( phi-ﬂ‘m?armtm() bH
ia > P; comt <€ ® ® << P << endl:
3 phi->SetParsmeters( P );

}
WeylPhix In.i.tPhi( istreamk is ){

qu:l.*
char a ] H
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18 »> s8tr; cout << atr;

ff ====- Double Phi ---—

if( stramp( str, "DoubleFhi” } == ¢ ){
ig > gtr; ecout << endl << atr;
WeylPhi #firgt = SetPhiQlass ( atr );
SetParameteras [ ia, first );

is >»> atr; cout << atr;
WaylPhi #second = SetPhiClass ( str };
SetParametezs ( iz, second };
phi = nev DoublePhi{ first, second );
}eisel /f —— Suparg:sed PRi ———-
if( stromp( str, “SuperPhi" ) == 0 ){
integer nr;

ia >» 1n; cout << " P << mn << endl;
phi = pew SuperPhi( »n );
for( integer ii = O; ii < mm; ii++ }
ia »>» str; cout << str;
WeylPhi *phi _aur = SetPhiClass ( str );
SetParameters ( is, phi_mux );
{{(SuperPhis)phi)->SetPhi( ii, phi_aur ):

}

}else{ // ---- Single Fhi ----
phi = SetPhiClass( str );
SetParameters ( ia, phi J);

3

}catch{ charx str_error }{
cout << "Frror:' << str_arzor << " is wromg" << smndl;
phi = NULL;

}catch( ... }{
cout << “Error: Initialization phi errer” << emdl;
phi = NULL;

} returr phi;

Arquivo initpath.cpp

%*

Mhumeric Weyl Project
Defirition of Initializator fImuction for IategraticnmPath Class
by Luis Alberto DlAfonseca - 21 November 1908

#include <fatream.h>

1 #include <string.h>

T #include "nweylsol.h"

’ #define SwitchClasa(name,class) if{strcmp{atr,name)==)) returr nav ¢lass;

Integrationpa.?h* SetPathClasa( chay sgtr ){
Switch(laas( “D: “, B ath );
el e T,
3 throw str;

void SetParameters( istreamk ia, IntegrationPath* path ){
if( path~>NumParameters{) != 0 M
NReal P( path-»HmParameters() );
ig > P; cout <& ¥ " K< P << andl;
3 path->SetParamaters( P J:

}

IntegrationPaths InitPath{ istreamk is ){
IntegrationPath+ path;
char atr[50];
tryf
is »» at¥; cout << BLr;

g:th-SotPathClnu( str J);
tara ( 13; Pj:-:[h ):

cont << "Error:P << str_error << ™ ig wrong" << endl;

path = NULL;

Featch( ... )
cout << “Error: Initialization path errox" << emdl;
path = KULL;

return path;

149



150 APENDICE D. METODOS NUMERICOS

Calculando ¥ Numericamente

Arquivo points.cpp
/e W
Numaric Weyl Program

deveload by Lyis Alberte D’Afonseca - DMA / IMECC / UNICAMP
Septam

tmclude <fatream.h>
#includs “CTable.h"

int HeadPoints ( char *filename, ReColTablek Pointa ){
int ok = 1;
ifatresn in_file( filename, ios::mocreate || iom::zim );

if( in_tile.bad() J{
ok = §;
eout << "Error (2: File " << filename << " doesn’t exist" << endl;
}else{
{{ =~ Reading Number of Points ---
uinteger lin, cel;
in_file »> 1in »» ceol;

3if( ldn < 1 |] €0l =2 )
ok = Q;
cout << "Erroer 03: File " << Pilensme << " iz bad" << endl;
Jelse{
cout << "Humber of peints = " << 1lin << endl << endl;
Points.Reset{ lim, 2 J;

if( 'Points.good() XM

ok = 0;

cout << "Error 06: Not enough memory® << endl;
}alse{ // —-- Reading the Points ---

in_tile >» Pointa;

}

in_file.closaf):
return ok;

Arquivo param.cpp

f* A\
Humaric Weyl Program
developed by LInis Alberto D*ifumseca - DMA / IMECC / UNICAMP
Sept r, 1998

i

#incinde <{fatream.b>
#ipclude <atring.h>
#inciude “nweylsol.h"™

WeylSels Parameters { char sfilename }{
WeylSol ssolutien = NULL;
ifstresm op_file{ filename, ios::nocreate [| ioz:i:in );

if{ op_fils.bad(} ){
cont << YError 1Q: Filea " << filename << " doasn*t exist" << endl;

}else{
#phi = InitPhi ( op_file )
Integ:ntionpat.h spath = InitPath( op_file )

if( phi !'= NULL &k path != NULL ){
chay atr[50];
op_filea >> aty;

it ( stramp( “InvegralPerameters”, str ) == 0 ){
Teal Size, Factor, Ndiv;
op._file »> Size >> Factor >» Kdiv;
}.i:i?im = new AesintNWeylSol( phi, path, Siza, Factor, Ndiv j};

3 cout << “Exvor 11: Integral Parameters not found" << endl;

¥
b
op_tile.closa(};
return scluotion;

X

¥
.
¥

Arquive nnu.cpp

i \\
Numeric Weyl Program -  Septembar, 1098
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/dwelopad by Lnis Alberto D’Afomseca - DMA / IMECC / UNICAMP y

#include <fatream.h>
#include <time.h>
#include <dir.h>
#include "CTable . h™
#include “nwaylsol.k"
#detine SendBeep

int Wellcome ([ int axge ¥3

WeylSols Parsmeterz ( char *filename };

int ReadPointa ( char #filename, ReColTahlak Points );
void Save¥alues { ofstreamk out_fila, ReTablek Values );
void Echo ( ninteger };

int main( int arge, char *argv[] J{
if( iWellcome( arge ) ) returm -1;
WeylSol #solutior = Parameters( a:gv[l] bH
if( solution == NULL } return ~1;
RoColleble Pointa;

if( !ReadPointa( argv[2}, Points ) ){
golution->Destructor();
ret -1;

}

2fblk temp;

if ( :rind:tirst(a.rgv[ﬂ,lt L0 =0 ){
cout << “File " << argv[3] << " a2lredy exist. Overwrite (y/n)? “;
char cc; cin > ccj

if (cc 1= 'y’ ki cc = *¥* )L
asolution->Destructox();
return -1

F

}

ofstream out_Yile( argv[3] };
if( out.file.bad() J{
N co:.} << “Bxro 04: File ¥ << argv[3] << ¥ can’t be created" << endl;
als
ReTable Values( Points.GetLines(), 2 );
if( !Values.good() >{
cout << "Error 086: Not encugh memory® << endl;
}else{
tima_t timerl = time(RULL);
struct tm *thlock = 1nca1tina(thimxl)
cout << "Begin - " << asctime{tblock);

spjution~>»EvalnateForAll( kPcints, kValuea, 1000, Eche };

time .t timerF = time(NULL);

tblock = loceltime (ktimerF);

cout << "End - ¥ << asctime(tblock) << "Time elapzed = "
<< (timer¥ - timerI) << " gzeconds” << endl;

SaveValuea( out.fila, Valnes ):
cout << eandl << "Numeric Weyl concluded * << emdl << emdl;
#ifdet

cout << *\a’;

}

¥
out_file.close();
solntion->Destructer();
delote solution;

N return 0;

int Welleome{ int arge ){
int ok = 1;
c¢out << endl << “Numeric Wayl Suit - Program Numeric Nu"
<< andl << "developed by D’Afonssca L.A, DMA/TMECC/UKICAMP* << andl << endl;

/{ —= Test the Humber of Arguments --—-
it ( = 4 ){
bouivd e.nd.l *Errer Ol: The numbe: Parame ong"
cout (( << or H r of tars is wr
<< endl << "This program umits:"
<< endl << " the name of the file with solution paramsters®
<< audl <¢ " the nams of the Pile witk list of (r,z) points and®
<< endl << ® the file name for save cutput data® << endl << endl;

return ok;

void Save¥alues ( ofstreamk out_Iile, ITable<real>k ¥alues )}{
out_file << Values.GetLines() << endl << 2 << endl << end];
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out_file.setf( ios::xight | jos::scientific );
out_file << Valunes;

vaid Echo ( uinteger ii ){
cout << * " <« ii << " points dome®™ << emndl;

Resolucao de EDOS

Arquivo edosol.h

FL
Numeric Weyl Project
Definition of EDD initial valuea Solver
by Luis Albarto D’Afonseca

#ifndef EDO_SOLVER_TINCLUDED
#define EDI_SOLVER_INCLUDED
#includs “function.h”
#includes "table.h"

clasa ED0Solver: public RNFumction{ // Method of Eulsr
ublic:
P ED0Solver( RNFunctiom* };

“EDDSolver(}{};

void Reset({ RNPunctiom# };

void Set5tep( corat real );

roal GetStep() { retuxm step; I;

void StartPoint( const real %, const NReaik P };

virtzal void Run( NRealk );
virtual veid Run( cemat ninteger nn, NRealk );
virtual void Rum( censt ninteger nm, ReTable *Hist );

int Dim () { return F->DimOutput(); };
int DimInput () { return F->Dimfutput(); I;
int DimOntput () { return F->DimDutput(); };

protected:
virtual void EvalnateIn { const KRealk, NRealk, const real );
RNFunction *F;

raal time, satep;
NReal poirt, F_aux;
¥;

inline EBDSolver::EDBSelver( ANFunction* £ ): F( f ),
#ifdef INQUISITUR
point{},
F_anx()
if{ F == NULL ) Inquisition;
oint.Resat{ F->Dimbutput() );
lg _aux.Raset{ F->Dimfutput() );

#alse
point( F=>DimButput() )
F_auz{ F->DimDutput(} )

#eandif

inline void ED@Solver::Reset( ENFunctionm* f ){
#ifdef INQUISITDR
ie( £ == NULL ) Tuquisition;

il

F =1
point = Dim();
3 F_anx = Dim();

inline veid EDOSclver::StartPoint( comst real t, const HRealk P ){
time = t; point = P;

inline void EDOSolver::SetStep{ const real newstep ){
#ifdet INQUISITOR
if( nevatep <= 0 ) Inquisitiom;
else
#enditl

3 83‘? = nmtcp;

inline void EDOSolver::EvaluataIn ( const ¥Realk P, ¥Realk newP, const resl t ){
F->EvaluateIn( P, newP, t J; // newP = P' temporarily
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nevP = P + step * navP; /! newP = P_n#l

inline void EDOSolver::Run( NRealk newpoint ){ -
EvaluateIz{ point, newpeint, time );
peint = newpeint;

3 time += gtep;

$endif

Arquivo runge4.h

Fi
Numeric Weyl Project
Definition of EDD initial vaiues Solver
Fourthk Order Ringe-Kutta Method
by Luis Alberto D’Afonseca

#ifndef RUKGE4_INCLUDED
#define RUKGE4_INCLUDED
#include “edosol.k"

class Runged: public EDDSclverd

1C3
Runge4( HNFunction® £ ): EDOSolvex( t ){};
“Runge4{({};

protectaed:
void EvaluateIn ( conat NRealk, NReallk, const real );

#endi:l

*f

Arquivo edosol.cpp

Numeric Weyl Project
Definition of EDD initial values Solver
by Luis Alberto D’Afongeca ;

finclnde “runged.R" // runged.k alread include edosol.h

void EDDSolver::Rm( const uinteger mm, NRealk newP ){
for( vinteger ii = 0; ii < an; i+ ){
EvaluateIn{ point, newP, time );
peint = newP;
time += step;

¥

void EJI]Solvsr::Run( const uinteger nn, ReTable #Hiast ){
#ifdef INQUEISITOR
if( Hist->GetLinea() != nn || Hist->GetColumms(} != 1 ) Inguisitiom;
fand if

HReal anx( Dim() );
uinteger dd = D:'.m();
for( ninteger ii = Q; ii < nn; i:|.1+ b2 4
Evnluaua( point, awx , time );
for( u:l.'n:ugex i = 0; jj < dd; j]'H- ) (+Hist)(ii,}j) = aux(jj);

void Runge4::Evaluatein ( conat KRealk Pi, NRealk P2, const real t ){
#ifdet INQUISITOR
if{ P1.Dim() !'= P2.Dim() || P1.Dim{) == 0 ) Imquisition;
Bendif
real anxr = t + step / 2.0;
F->EyaluateIn( P1, F aux, t );
RReal K1 = gtep * F_ant;
Fe>BvaluateIn{ P1 + K1 # 0.5, F_aux, aux );
NRosl X2 = gtep * F_aux;
F=5EvalusteIn{ Pt + K2 #* 0.5, F_auxr, anx );
NReal X3 = atep * F_auw;
F->Eva1u.uteIn( P1 + K8, F_aux, t + step );
m Ka = eg F_aux;
3 P2 = Pt + ( 1.0/6.0 )*( K1+2.0:R2+2.0*K3+K4);

Calculo das Geodésicas

Arquivo weylgeo.h
I '
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Numeric Weyl Project

Definition of Geodesic Equatiums for Weyl Spaces
by Lnis Alberto D'Afonseca

begin =~ OF November 1998

$ifnder WEYL GEODESICS_TECLUDED
#define WEYL_GEODESICS_TNCLUDED
#inclnde “fonction. h%
#include "weylsel.h"

*f

claga WaylGeadesic: public R¥Fumctiond{
public:
WeylGeodesic( WeylSol+ );
“WaylGeodeaic(}{};

int NurParametera(){ retuxn 1; };

void SetParamaters( const NRealk P ){ alpha = P{0); };
void TimeGeodesic(}{ alpha = 1; };

void NullGeodesic(){ al; ={0; 3

void SetTRZPMode (); // P{i) = { t, », z, p, t?, 7, 2, P’ }
void SetTRZMede (); // P(i) = { %, r, z, £, T, = ¥
void SetRZMode (}; // P{i) » { r, =, r, = ¥
void EvaluateIn ( comst NRealk, NRealk, conat real );

int Dimlnput Of retura dim; };

int DimGutput (O{ returz dim; 3;

void Destructor{);

protacted:
void Evaluate TRZP ( const NRealk, NRealk };
void Evaluate TRZ ( const KRealk, NReslk };
void Evaluate_RZ ( const NRealk, NRealk );
void (WeylGeodesic::*EvaluateFunction)( const NRealk, NRealk );

WeylSol+ W;

raal alpha;

it dim;
1;

// iniine fynctiome

inline WeylGeodesic::WeylGeodesic( WeylSals w J:
EvaluateFunction{ WeylGeodesic::Evaluate TRZP )},
W(w), alpha (1}, dim (2 ) O

inline void WeylGecdesic::Evaluateln ( copnsct NRealk P1, NRealk P2, conat real ){
(this->#EvaluateFunction){ F1, P2 );}

inline void WeylGeodesic::SetTRZPMode{){
dim = 8;
Evaluaté?unctiun = kWeylGeodesic::Evaluate_THZP:

inline void WeylGeodesic::SetTRZMode (){
dim = 4;
Evalut;Fmtiun = kWeylGeodesic::Evaluate TRZ;

inline void WeylGeodesic::SetRZMode(}{
dim H

=4

Evaluat‘?unctinn = k¥aylGeodeajc::Evaluate RZ;

inline void WeylGeodesic::Destructoer{}{
W->Destructor();
deleta W;

i g
Sondif

Arquivo weylgeo.cpp

,‘
Numeric Weyl Project
Definition of Geodesic Equations for Weyl Spaces
by Luiz Albertoe D’Afonaeca
begin - 06 Novamber 1998

#include “weylgeo.h"

J/ Genaral Macros

#dafine w_mu ¥->Fu()
#define v_drnn W->DrEu()
#dafine w_dznn  W->DzNu()
#define v_phi W->PRi ()
#define w_drphi W->DrFhi(}
2datine w.dzphi W->DzPhi()

void WeylGeodesic::Evaluate TRZP { const NRealk P1, NRealk P2 ){
W=>EvaloateIn( Pi(1), P1{2) ):
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real DuPhi
expiin
a_exp
dr2
dp2
rx2

w_drphi & P1(8) + w.dzphi * P1(6),
Pl(l) * exp( -2.0 * v.ou },
tg( 2.0 % { w.om - w_phi ) ),
P1(5 Pl( dz2 = PL{6) * P1(6),
PL{T) * P1(7}, drz = 2.0 + P1(E) * PL(86),
2.0 » P1(1);

0#P1(4)#DuPhi;
2.0%P1(7)%{ DuPhi - 1,0/PL{1) );

!IIIIIIH!

P2(4} = =2,
P2(7)

92(5): i + d ( rxD¥y_ +1.0)
STV ERPTERT L

P2(6) = a_exp*w _dzphi + dp2+rx2«expNu - drz#( v_drmn - w_drphi
- dzzw dexu + dr2( w_dzmu ~ 2.0%w_dzphi );

P2(0) = P1(4); P2(1) = PL(B); P2{R) = P1{6); P2{8) = PL(7);

}

void WeylGeodesic::Evalunte TRZ  const NRealk Fi, NRealk F2 ){
W~>EvaluateIn{ PL{1}, P1{2) );
ronl DuPhi = w_drphi * Pi(4) + w_dzphi * P1(5)},
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// time equatiom

// angular equation

/{ equation of T
2 O#y_drphi );

3 // equation of z

a_exp = - al axp{ -2.0 * ( v - ¥ ).
d.erp = Pi(g])m# P1(4), dz2 = P1(B} * P1(E), = 2.0 * P1(4) = P1(B);

P2(3) = ~2.0 * P1(3) = DuPhi; // time equation

P2(4) = a_axp*u_ i - drzs( v_dzou - w_dzphi ) - drl¢«v_drou // equatioz of r
+dz2t(wdrnn-20=iv_drph:. i

P2(5) = a_exptv_dzphi - drz+( v dynu - w_drphi ) - dz2+w_denu // equation of 2
+ dr2*( v.dzmu - 2.0 * w_dzphi );

) P2(0) = P1(3); P2(1) = P1(4); P2(2) = P1(5);

void WeylGeodesic::Evaluate RZ ( const FRealk P1, NRealk P2 ){

¥->EvaluateIn( P1(0), Pi(ig ); (
rag)l A_e s—alphatezp —20* woNH = W
Mxp = P1(D) « P1(0), dz2 = Pi(1) * Pt

P2(2) = a_exp*v_drphi - drz*{ v dzau - w_ dzphi ) - dr2sy_drom
+ dz2*( v dron - 2.0 * w_drphi );
P2(3) = a_exp¥v. -drz#(idz'nu-wd.rphi}-dzZ*ﬂdm

+ dre*( v dzmy - 2.0 ¢ v_dzphi );
P2(0) = dr; P2(1) = dz;

Arquivo newfall.h

i),
1), drz = 2.0 * P1(0) * Pi{1);

// equation of r
// equation of z

Numeric Weyl Project

Definition of Newtonian Moviment Eqnations for Weyl Spaces
by Luis Alberto D’Afonseca

begin = 01 March 1968

tifndef NEWTONIAN_FALL _TINCLUDED
#datfine NEWTONIAN_FALL _INCLUDED
#include “foncticm.h"
#inclnde “weylfwnc.h¥

class KewtomjanFall: peblic RNFunction{
public:
NewtonianFall{ WeylPhi* );
~NewtonianFall(){};

int NumParameteraz{){ return 0; };

void SetParametera( const ¥Realf HE;

void SethAZPMode (); // P(i} = { x, =, p, **, 2*, p" ¥
void SetRZMode (); // PI) ={ x, =, r*, 2' }
void EvaluateIn ( comst NRealk, NRealk, conat reai );
int Diulnpat (){ return dim; }

int Dimfusput {){ return dim; };
void Destructor ();

protected:
void Evalunate RZP ( const NRealk, NRealk ):
void Evalnate_RZ ( const NRealk, NRealk ):

=/

void (NawytonianFall::+EvaluateFunetion)( const FRealk, NRealk );

WeylPhis P;
int dim:
Y

inline NewtonianFall::HewtonianFall( W
EvaluateFugnction( RRewteniamiFall::Ev
P(pp }, dim (6 ) O

uate*ﬂ.gg ),

inline void NevtonianFall::EvaluateIn(conat NRealk P1, KRealk P2, const real)

{ (this~>sEvaluateFunction)}( P1, P2 }: }
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inline void NewbonianFall::SetBZPMode(){
dim = 6; EvaluateFunction = kNewtonianFall::Evaluate_RZP;

inline void NewtenianFall::SetRZMode (}{
dim = 4; EvaluateFoncticn = ENewtonianFall::Evaluate RZ;

inline void NewtornianFall::Destructoer(){
P->Deatructor(); delete F;

¥
feondif

Arquivo newfall.cpp

Numeric Weyl Project

Definition of Newtonian Moviment Equations for Weyl Spaces
ty Luis Alberto D?Afonseca

bagin -~ {1 March 1998

#include "newfall.h"

woid ngmian?a%l: :Evn]:uate_ﬂ.zp { const NRealk P1, NRealk P2 ){
vesd gféhﬂh;;b:%ﬁ%ﬁn. rr_sig = (real) ((P1(0) > O)? 11 =1);
P->EvalusteIn{ rr_abs, P1(1), phi, drphl, dzphi );

P2(0) = P1(3); P2(1) = P1(4); P2(2) = P1(8);
rr_abesPL(E)#P1(B) - drphi & rr_sig;

T oAP1(3) $PL(E) / rr_abs;

3
~
(4]
t
HHUHH

2
void NewvtonianFall::Evaluate RZ ( const NRealk P1, FRezlk P2 3{
real phi, drphi, dzphi,
rr_abs = fabs(P1(0)), rr_aig = (real){(P1(Q) > 0}7 1: =1);
FP->EvaluateIn{ rr_abs, Pi(1), phi, drphi, dephi );

P2(0) = P1(2); P2(1) = P1(3);
P2(2)} = -drphi#rr_sig; P2(3) = -dzphi;

Arquivo main.cpp
/e

Calcule das Geodesicas nas metricas de Weyl
por Luis Alberto D'Afenseca -  HRovembro, 1598

#include <(fotream.h>
#include <atring.h>
#include <dir.h>
#inclnds “nweylsol.h”
#include "woylgeo.h"
#include “"newfall.h"
#include “runged.h™
#include "ctable.h”

RNFunctiom#+ InitEquatien{ istreamk is, RReal P, int theory J{
WoylPhi »phi = ImitPhi ( is ); if( phi == NULL ) return NULL;
RNFunction* egquations;
if( theory == 1 ){ // Nevtonian

HowtonianFalls nf = new NewtonjawFall( phi );
ne->SethZModa () ;
aguationz = nf;
Jelsa{ // Relativity
WeylN¥u w#uu = phi->Exactlu();
WeylSol *solution;

if( mE I= NULL ){ solntior = new ExactWeylSol{ phi, m };
}else
IntegrationPath t{u.th = InitPath( is }; if( path == JULL } returz NULL;
AsgintiWeylSol =ol_sux ( phi, path, 200, 2, };
sol_aux.EvalusteIn ( P(0), BF(1) );
real aux = gol_sur.Mu();
path->Destructor(};
delete path;
solution » new JumpNWweylScl( phi, P(D), P(1}, aux );

)5

WeylGeodesic *geo = pew WeylGeodesic { solutiom };
geo=>TimeGacdesic ();
geo->SetRZMode Qs

3 emqations = gao;



D.3. LISTAGENS DOS PROGRAMAS

N return equations;

int main( int arge, char sargv(] ){
if( arge f= 3 M
cout << "Error: Number of parameters wrong" << endl;
return -1;

B s

if { findfirst(argvi2],dtemp,0) = 0 ){
cout << "File " << argv[2] << " alxedy exrist. Overwrite (y/m)? ®;
char cc; cin »» cc;
if { cc != ’y* &k cc != 'Y’ ) return -1;

ifstream in_file( argv(1] }:

if( ip_file.bad() ){
eout << "Error: File " << argvii] << " mot found" << endl;
return -1;

Jf ——— Rewtonian or Helativiatic =--
int theery = O; // ¢ = Relativity or 1 = Kewtomian

¢har str[60]; in_file >> atr;

if{ stremp{ "Newtonian", str $ =03
theory = ;
in_file »> str;

ff === Start Point ---—

it{ strcmp( “StartPoint", str ) != 0 ){
ip_filae.close():
cont << “Exzor: File " << argv[1] << " is bad" << endl;
return -1;

}
KReal start( £ ); in_file >>» gtart;
cont << "Start Point = [ " << atart << ’17 << endl;

/f =-— Step Siza --—-

in_file >» atx;

if( stremp( "StepSize”, str ) != 9 }{
in_file.close(};
cout << "Error: FiLa " << argvl1] << ¥ iz bad" << endl;
return -1;

¥
real ste}r, in #ile »> step;
cout << "Step mize = " << gtep << endl;

// === Number of Points =---
ile »>» atx;
atyemp( "NmPoints®, astr ) !s ¢ ){
m_:ile close();
cout << UError: File ° << argvll] << ™ is bad® << endl;
reaturn -1;

}
uinteger NumP; in_file >> NumP;
cout << "H‘Imho: of Points = ¢ << NumP << endl;

// =—-- Eguation ---
RNFunction *equations = Im.t.Equ.a.tion( in_file, start, theory );
if( equatioms == NOLL ){
in_file.close();
cout << "Error: File " << srgv[l] << ® is bad® << endl;
return -1;

}
Runged eds ( equatioms J;
.Sta:ri'q:;oxnt (0, start J);
edo . SetSteap ( step );

eomt << ¥ calenlando Y << mndl;
ReColTable table({ NumP, edo.Dim{) };
edo.Run{ Numf, ktable );

cout << * galvando " << andl;

ofstrean out_file ( argv[2}l ):

if( out file.bad() ){
in_file.close(};
cont << "Error: File " << argvl2] << ¥ can’t by created® << endl;
raturn -1;

ount_file.setf( ios: xight | ios::scientizic );
ogt_file << "g = [ .,." <C andl;
uinteger mn = table.GetLines();

for( winteger ii = 0; ii < mp; ii++ )
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out_file << table(ii,0) €< " " << table{ii,1) << endl;
out_file ¢< ¥ 1;" << endl << andl << "f = [ ¥;
#or{ ii = 0; ii < table.GetColumna(); ii++ )

ont_file << table(nn-1,ii) << " ¥;

cut_file << " 1;" << endl;
out_fila.close();

cout << " fim " << endl;

asquations->Destructor();
delete equations;

return G;





