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I N'l.kOJHJÇ'l\0 

subgt'-Uj)C.>S 

unidades do qrup-o rle todas. ;:!S unidades do corpos ciclo'Lótrticos 

C()rpos afins~ Gn.rpos de unidades têm sido objet-os de profundos 

e-studos devido à equaçJ.Yo de Fe·rm.-:lt 

sendo p > 3 utn número primo. 

Se ( é uma raiz primitiva p-~ésima da unidade,. então a equação 

acima fatora-se como 

p-1 

-íT ex + Yl:;") = zP~ 
i.=o 

As primeiras tenta-Li vas de solucionar o problema de Fermat_, 

assim,. passaram por essa fat~ol~ação no corpo K='ÍJC()_, supondo 

inocuamen-te a validade da f'atoraçJ:r:o única no anel dos 

inteiros desse corpo. Infelizmente a fatoração única não é válida~ 

Pode--se enunciar um impol~tante restll t;;;.do nesta direção: 

TEORHA 1 CBRAUER-SIEGEL): "Exíst.e apenas t.lm número :finito de 

primos p tal que vale a fatoração única em Zt'(l~" 

A tentat.i va de recupel~ar· de alguma maneira a fatoraçdo única 

levou Kumme1· (cerca de .1860) a construir uma teoria de divisores~ 

A abordagt:-~m modern.a usa a teoria d<""' ideais de Dedekind C cerca de 

1890)~ Nessa s.ituaçit!o pode-se enunciar dois resultados clássicos 

de grande importância: 

TEOREMA 2~ "'Se K é um corpo numérico, 'entêio o núnJE:l' o h de-

classes de ideais de K é finit-o." 

TEOREMA 3 CKlJMMER): ''Se K""1K( ) e p n'ào d:i.v-ide o número h de 

" 
classes de ideais de K_,. então vale o prilnoiro caso do de 
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xl'y,z n:'í:o lriv.i;;<is con1 pjxyz." 

número h e ·' no c as. o do 

corJ,._.os ciclotômicos,. para seus f' atores~ o 

cálculo de h tor·nou·-se um problcnu i .mportante~ 

J':'; nessa al tnra que entram os grupos de unidadüs~ Comer;;.-)mos: 

com um resultado m;_lis abrangent-e: 

TEOREMA 4 (DlRICHLE"D: "Seja K um cor·po numérico de grau n. 

Entre os .isomorf"ismos de assumíremos que existem r 
' 

Seja i somo·rf'ismos: e 2r 
z 

complexos. Assim, n=r +2r • 
' z 

r=r -tr -1. Então, o grupo E das unidades do anel A dos inteiros d..::­
' 2 

K é um grupo abeliano finitamentt: gerado com posto r" Ou seja~ 

existem unidades: independentes u,. .•• ,. u tais que toda unidade u 
' . c 

de K tem ll!na única representação na forma 
n • u = (u · · 
' 

onde n ,. ~. ~ ~ n são inteiros e r; é rnna raiz ·da unidade de K." 
' c 

A importância de subgrupos de indice f'ln:i.to vem do seguintAo~ 

resultado: 

TEOREMA 5: 
+ _, 

K =1K ( +( ) =Kn!R o subgrupo maximal 

real de K e h e h...- seus respectivos números de classes:.. 

h=h +h~, onde h~ é um i nteir··o posit-ivo. Isto é,. h"'" di vide h. 

ainda,. • + ' 
" e igual ao indic:e + [E :E 1,. 

o 
onde 

unidat:les de K"'" E- K é o grupo gerado pelas unidades 

" 

do corpo K." 

e 
k 

Mais recentemente,. Sinnott (1980) e Thaine 

o 

C19H8) 

destacado outros subgrupos de unidadns de i ndi c e fini tt-,. 

trabalho, estudaremos dois desb;:~s subgrupos: 

ii 

EnL~o 

Mais 

das 

1.ém 

Nest.e 



-1 

Ar.it.hmetic;a. 1f':C10Ci0), 1013--:t?-3). 

:i i) de Si nnott, clv~nwJdo de grupo de unidades clcJ otômica•,;;. 

k 

"S J ~ 1-l- "". _,· (~ am J ;;:!€~ Cmod 4.) e f D: r' _ sua de-composição em 
j =i J 

prilllfJS~ 

Para 1 <s<f /2, 

k 

com C s, f') =1,. de:finamos 
sf 

d 
= ( " 

"1·~( J n --f- • 
c j l -( J 

1 = 2 Cí-s) 

e 
J 

onde f' n a e 
= p 'j j ' J 

t é uma raiz pri.m.i.tiva f-ésima da 
j=t J 

o produto é estendido sobre todos os; e_ :: O ou 1, 
J 

exceto e = e = 
' z 

= e = 1 .. . k 

j 

unidade e 

Os ~ acima definidos são unidaqes reais. Então, cham.amos de 

" 
o subgrupo gerado por -1 e os e ... ,, 

"Se E é o gr-upo de unidades de <!)( (),. 

f --.t. rT 1 (1-(i..)ri. E E: 
\..=1 

então 

é ch:oun.c~do grupo das unidades c.iclotónrlcas de l.DC () .. " 

O principal resultado deste trabalho consiste em rnostrar que 

o subgrupo (, é de indice finito no grupo E de todas as unidades .. O 

capitulo ILT é dedi.cado à prova desse r e-sul "lado. A t.écn:i c .a 

+ -1 
consi.st,e em descer~ para o corpo t~e.al K =©C(+( ) onde t_rabalhamos: 

com o subgrupo c• o 

+· 
gl-upo das unidades de- K • Ne-sse estágio empregantos resultados que 

relacionam as L-séries e o nún~t:ro de classes de co!-pos 

ciclot.ômicos~ Mostramos, então~ 
+ + 

que [E : C J é f 1 ni t.o,. onde 

utilJzando a igualdade (devido a Sinnot-t),. 

provamos o re-::>:ul t.ado desejado. 
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s>l~ 

(Js import-antt~s dados 

Teot'<:'ilb.et 11~ 2* 8 e set.t."> corol/u'ios que apt"12%(.,->-ntam as cone:x.(-)c•s entre 

as: L-séries e o númt)ro de classes dos. corpos cic.lot.ómicos~ 

No capitulo I apresQntal'IYJS o corpo ciclotómi co., 

:fat-os h.ás.i.cos 

regulador-es ... que 

uma base 

de graadf" 

desempenl1am 

papel relevan-te na prova do r:win.cipa.l t.eorema deste tr;ll:talhow 

i v 



CAP1TUL<.) J 

I~ 1 CORPo;;; CtCLOT6HlCOS 

Intr-oduzi remos_. neste paráqrafo_. os corpos. cicl ot-ómicos... hem 

como alguns import.ant.es conceitos a 0l0s relacionados.4 Definiremos 

o polinórnio ciclot6mico e .mostraremos que ele é irn'!!dutiv-el~ 

Mostraremos que o corpo ciclotômico dá origem a ext.ensê5cs 

abelianas de <D e situaremos neste quadro o de 

Kronecket'-Weber sobre extenseíes abelianas de 4:1_. ilustrando-o por 

meio de um exemplo quadrático~ 

DEFIN.IÇÃO 1~1·.1. Chamamos de corpo ciclot6mico a toda extensão 

lt!(() de <D obtida pela adjunçâo de uma caiz da unidade(. 

DEFINIÇÃO L L 2~ Seja m inteiro maior ou .igual a 1 e t: 

primi t.i va m-ési.ma da unidade. O polinômio 

;; CX) 
m 

= n ex 
(k,m>=::l 

k .. ( ) 

é denominado m-ésirno polinómio ciclot.óm:i.co. 

de W são 
m 

precisamente as raizes 

m--ésimas da unidade e M = rpf.m)_.. tp função de Euler. 
m 

TEOREMA I~1 .. 1~ Sem é inteiro maior ou igual a 1, 

uma raiz 

prim:i.tivas 

então os 

coeficientes de \fi (){) s~o intc.iros_. isto é_. -m 00 E 2fX1. 
m m 

DEMONSTRAÇÃO: 

Provemos por induç:l\o sobre m. 

Se m=1.., est.á claro.,. pois ~ CX) = X--1. 
' 

1 



1 < n < m. 

Como t-oda J'aiz m~-6si1n:'l da l:.tnid<::,(tn· é t.nn .. 'l r·a:i.z pr!m1Li.va de 

grau dI m, cnU'lo 

Xr,.._i--""' ··r-r ,-i'lX) 
d j I(! 

Pela hlpót.ese de lnduçiio, () polin6mio 

coeflcientes in.teif·os e & mt:>nico. 

Então, os coeficientes de ~m(X) 

F 

TEOREMA L 1. 2:~ Para qualquer inteiro positivo m, 

ciclotómico g? é irredut.i vel sobtoe 4::1. 
m 

DEMONSTRAÇÃO: 

n 
cl I m 

d"'m 

., 
d 

tem 

também são 

o polinómi.o 

Seja f(){) o polin6mio minimal de ( sobt·e <D,. ( raiz pl~imitiva 

m--ésima da unidade~ En.t~o, fCX) di vide 
m 

X -1, ou seja, = 

f(){) ·h.( X), com f e h polinómios mónicos~ Pelo lema de Gauss . ., segue 

que f e h têm coeficiqntes inteiros. Afirmo que_,. se p é um númet·o 

pr~imo que não di vide m10 entâo (P é também uma raiz de t·. De :fato; 

Suponha que (P nã1..., seja raiz de f:. Como (P é raiz de Xm-1,. (P 

é uma raiz de h. Uma v-ez que fCX) é o polinômio mi.nimal de ( e 

resulta que ( é uma raiz comum dos 

polinômios f'Cx) e hCXP)~ Logo, 

h(XP) = f'CX) ·gCX)~ 

Como f tem coeficientes ir:tleiros e é mônico,. g também t-em 

coef'icientes inteiros. 

Consideremos, agora_,. o homomorfismo 

2 



Temos 

s 
Se hCX) ~ I b,Xt 

' i.- :c: O 

, ent.do e, como 

temos 
s s 

i)'( X fi) ~ jo Fxi.P m 

i~O 
b_Px""P 

' ' 

= ( I E,x' r = h()OP 

t.r::O 

p 

e, en-tão, E ; F g. 

Daqui resulta que se v E 2 lXJ 
p 

é um fator irredut.ivel e 

mônico de :r, errlão V!h e:< logo,. f e h apresentam um fator comw11~ 

múltipla .. 

Isto é uma contradição,. bastando tomar a deriv-ada~ uma V(~z que 

p{m. 

Portanto., (P é também uma raiz de f~ 

Seja agora., (' uma raiz qualquer de g;. ~ 
m 

Então~ 

é relativamente primo com m. 
p 

Sek=pp···p 
:1 2 t .. 

ent;:rol' 

j y ' " i d ac _ma_,. "' ""' um.a r a z e Analogamente, trocando 

PP 
J i y ' 2 cone . u mt")S que c, é uma t~.:üz de f. 

J - yk A cone .ui mos que s c;;- uma raiz de- :L 

Port-ant-o. qualquer t~aiz de ~ é 
w 

Continuando esse 

também uma. raiz 

onde k 

pelo 

por· 

visto 
p 

' \ 
processo, 

ele :f 

ent:ã:o, mostrando assim que 'I> é irn:)9uti V€"1 sobre íL!~ 
m 

.. 

No decorrer da prova do último resultado~ o 

seguint,e 



COROI,Al<IO 1 • .1.3~ Seja t: Ul!\l\ raiz pr.imttiva m~-ésima dd. unilL-Hk~. 

f<!)(():'-Pl ""rp(m)~ 

onde ~.p<_m) 6 a funçflo de Euler. m: 

TEOREHA I~1~4. Sejam um inteiro pos.itlvo e t; uma raiz Pl'irni-ltv·a 

m-ésima da unidade. Então~ QC(J é uma ext.ens:.:!l'o galoisiana de <!'.! 

cujo grupo de Galois G de <DC () sobre <O: é isomorfo ao gt·upo 

[ "' ]* multiplicat.ivo ·-
1112 

· dos .tnteiros primos a m~ mod m. 

DEMONSTRAÇÃO: 

Coi1K) <DC() é o corpo de decomposiçã:o do polinómio separável 

Seja O' € G um aut-omor:fismo de <r:!C() .. Então,. o(() k 

unicame-nt-e deternú.nado mod m, pois 

Afirmo que C k,. m) = 1. De f' ato: 

Se (kl' m) = d ) 1, então k =:: db. LogoJI o{() = (d\ ou seja, 

( -fY))tf'l/d 1 E •~ .-(Y'm/d) - 1. Co>~" é v'".., = • no..-a.o,. ...... .., - ....... .....- injet..i vo,. (m/d = 

Mas isto é uma contrad-.ição,. pois ( é uma raiz primitiva m-és.ill.l<"l: da 

unidade. Portanto,. a E G leva raiz primi~iva m-ésima da unidade em 

raiz primit-iva m-ésima da unidade. 

D-e:f.tnamos a :função 

onde 

Como 

V" G ---> (-J!Lo-) * rr.z 
Cl 1--,. fé 

k 

~ com C k~ m) = 1 

4 



A :fun';~_·;·o l{J é lnjc·tiva,. po.i~- .. st~ y!(o,) "'ll f, cnt;to o·k(() ""(t ~ 

" 
a 'é o ülc~nv:nto neutro dü G~ 

k 
Como os gi-upos 

são d<~ ordem qJCn0,. seguo qun··a função também sobrejet:i v a~ 

Tem-se de imedi,;;).to a seguinte conseqüénc.ia impor~.ante: 

COROLÁRIO I~1~5. A extensão galoisiana (J)CÇ)j<Q é abeliana~ I& 

Vale mencionar aqui dois resulb3.dos impoi-tantes que tratam de 

extens5es abcü ia nas de iP: 

"fEOREMA L L 6~ Se K é um corpo int-ermediAr i o,. lO S K S .UC(),. sendo 

( raiz primi·tiv.a rn--ésima da un.1dade, en:t:ão K é galoisiano e 

abeliano sobre lP~ 

DEMONSH~AÇAO: 

Segue do fato de que um subgrupo de um grupo abeliano 

normal e grupo fator .de um.'3 grupo abeliano é abeliano~ 1! 

A reci.proca do Teorema !.1~6 é o clássico Teorema de 

A sua proYa f'oge dos nossos propósitos 

indicamos ao lei t..or int-eressado t11l Washington, 

P• 319. 

TEOREMA Is1.7~ Se K!<t! é uma extensão abeliana de grau :finito, 

então existe uma raiz da unidade C Lal que K S <DC(). 

EXEMPLO: Como exemplo, olhar pai~ a uma exter:1s~ro 

que define uma extensão ;.::bel i ana de <D. 

5 
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Mo:->t .. t"at'(-"lltos quo::- \1)(-{ d ) está o::.:o>1{ .. idu na.tm r;ovpo ctclol6111ico 1:x:z:, ) 
rn 

ond0 p é um pr·.in10 impar~ uma. ~~aiz pt~inútlva da 

unidade, a sonuo~. é tont:l-1da sobr·e um sis'Lenm reduzido de l"eslduos 

mod p e [ ~-) é o siniDolo quadrático de Lege-ndre, isto é, 

Assim, 

Afirmo 

Telll.OS 

(-~-) =c para a~gum x E Z 
s;e v;tx-;\ llU"Jd p) 

S0: <QC( ). 
p 

que sz = ( ;i]p = ±p. De :f ato: 

sz = 2 ( ~ -) (--j;-)c~+" = l ~-~e) c;+,_, 
v,p v, " 

Quando 

perc.orre um sistema reduzido de residuos módulo p, o mesmo ocorre 

com Vf..J." para qualquer 1-1- f'ixoo Então, 

fiZ = L (~~z}:~<V+ü m L ( ~-};~íV~ü 

= 2 ~~-)c; = ( ~i)cp-D+<-1> }: (+) 
" 

VolLando ao exemplo, temos que K '"" 

inteiro livre de quadrados .. Entã:o d. 
e =+2p···p, 

' ' 
~~ ~ O e cada p é um. primo impar~ 

' 
K = <QC /ct') r-~ r--o r--· r~ 

s {f,!(..; -1 " y 2 l> ·-( p ,. ~ ~ ~ , y p ) • 
' r 

~é uma ra.iz primi ti v.a quarta da unidade, 

6 

v~-t 

onde d é um 

onde e = O ou 1, 

Segue-se que 

( . 
4 



un:i d:a.de t ,. nois 'n t' 

z 

[r +v-:1-] 1$ (2 ·t 
, o <,o fl + + e, 

,xr~ " '-lC( ). 
u 

Se p é um prJua> i mpat· qualquer" cnt~o ±p = ~ e, portanto,. ou 

;-;: ;---;,~ ~-~ 
= s E <DC( ) ou = -1 ·S E <DC( ,( ). 

p • p 

Conlbinando esses fatos, tentos 

K = <Q{"/~) S ll)C( ,.( ,~~-,( ) s; (!)(( ),. 
8 p p m 

' ' 
onde m = Op· · ·p e ( é uma r~aiz primitiva m-ésima da unidade,. o 

1 r m 

que ilustra o Teorema de Kronecker-Weber. 

PROPOSIÇÃO 1.1.8. Sejam L=- Q(()t> t; raiz primitiva m-ési.nt.""l da 

unidade,. onde m > 2 e K = I'Q((+(-
1) m 11)(() ...... Ent.12to ·K é o 

subcorpo x·eal de L~ 

DEI10NSTRAÇÃ0: 

Seja a o .aulomol~fismo con.jugaç:zto em <L,. ist.o é,. 

-1 
o(() =- C 

maior 

Como a tem OI·dem 2,.. o corpo fixo de 0',.. denotado M,. é tlm corpo 

real e '{'(m) 
(L:M1 = 2 e [M:@J = --

2
-

Como K é um corpo real f'ixado pontualmente por o,. então 

Uma vez que ( é uma raiz do polinômio 

conclui mos que 

Postet~iornente, 

_, 
ver-e:mos qu:e Z [ ç +( l é o anel de tnt.eiros de 

7 



J ~ ;,:;;-. ALGUNS RL>;ULTAOOS DASICOS 

nornL;). 0 valor1zaçdio~ 

Seja L wna extensâro rtnita de g1~.:n.x n sobre K .. Pat~ a qual quer 

aEL., a aplicação ~H o:.t Cl;EL) é uma U·ansformaç~o linear de L 

(considerado conlC.t mn espaço vet.orial sobre K). O polinôr.Uo 

cat~act.eristico f CX) 
O< 

dessa t.ransf'orm.,'l.ção é também chamado o 

polin6m1o caracter i stico do elemen:to OtEL e·m relaçZto à extcnsâo 

L!K. Se <w " .. ~ ~" w } é un1a base para a extensão L!K e . " 
aw, = '\ a .. w. (a .. eK) 

"" L """ J I..J 
j= i 

(1) 

então :f CX) = detCXI-Ca. _))P onde I é a matriz identidade de 
0< CJ 

ordem n. 

O determinante e o traço da matriz C a.),. definida por 
CJ 

nêi:o de pendem da escolha da base < w ., 4 4 • , w } .. 
1 n 

Temos,. então, 

seguinte definição: 

C1},. 

DEFINIÇÃO L 2. L O determinante det.Ca. .. ) da matriz C a .. ) de (j_) é 
I..J q 

chamado a not~ma e seu traço '\" a .. é chamado o traço do 
L •• 
i 

elemento 

aEL em relação à extensã:o LjK. A norma e o traço são denotados por 

NL!KC~) e TrL!K(a)~ respectivamente. 

Mencionaremos uma série de n.;;osul tados relacionados à 

definição acima: 

TEOREMA L2.1~ O polinómio caract.eris-Lico f" CX) de um elemento a.EL 
<X 

8 



sobre K~ 

(~cU 

será a ntateiz diagonal ai~ Portanto" para todo elemento acK,. ·ternos 

Quando transfornmções linearE.>s são somadas ou compostas,. suas 

matr-izes são somadas ou multiplicadas (para urna base fixa),. e,. 

ent;ão para quaisquer elementos o. e (3 de L,. temos as f'6l~mulas 

NLIK(C<f'} = NL!KCcú ·NL!KC(D 

TrL[KCa-t(:O = TrLJK(o:)+TrLJKC{J). 

A matriz da t.ransf'orma.ção linear C: H> ao?.: C aeKl' t: EL) é oh 'lida 

da matriz de txa.nsformae.,--:ão t; ~ a.t; pe.la mul t.ipl.icação de- todos os 

elementos por a. Assim,. temos a fór·m.ula 

TEOREMA 1~2~2. Sejam O!EL,. f (X) o polinómio caract.erist,ico de a em 
C< 

relação à extensão LJK e M!K uma extensão na qual f CX) se :fatora 
C< 

em fat,or'es lineares,. f" CX) = CX-01) ·-·C X-a) .. Enti.\lo,. 
c; 1 n 

NL!K(o) 

TrL Jécú = o. +a+·-· +ex .. 
1 2 n 

onde cada extensão é 

f"ini ta sobr-e o precedente e o..eM. temos as seguintes 

relaçe>es: 

NM!KCa) = NLIKCNM!L(a}}.e 

TrM\KCa) = TrL!KCTrMILCa))~ 

Def'iniremos..,. agora~ o discriminante e,_. como acima..,. 

9 

citaremos 



alguns: resultados important-es~ 

DEFINlÇl\0 I~2~2~ Sejam H uu anel comutativo e A um suhanel de B 

Lal que B é um A-úr5dulo lJvre de rank í'.i.nito n. $e 

chamamos de dis<Timlnante do éonjun:to Cx ~ .... ,. x ) o elemento de A 
f n 

de:finido pela relação 

PROPOSIÇÃO I. 2. 4. Se y "~ •• 11 y EB é outro conjunto tal 
' n 

que 

n 

a .. x. com a .. EA,. então 
l.J J \.J 

PROPOSIÇÃO I .. 2 .. 5. Sejam K um coq:~o :fin.i. to ou de caracterist.ica 

zero,. L um:a extensão de grau f'irri to n de K e os n 

K-isomorfismos di,.,.tint.os de L em um corpo algebricamente fechado C 

contendo K. Então,. se (x,. ••• ,. x ) é uma base de L sobre K,_ 
i n 

2 = det-Co_Cx)) ~o. 
• J 

PROPOSIÇÃO I. 2. 6. Sejam K- mu corpo :finito ou de cax~act-erist.ica 

zero,. L=K[ xl uma extensão de grau t·ini to n de K e FCXJ o polinóm.io 

mdnimal de x sobre Ka Ent~o .. 

' -n(n-i> 

= (-1)7. 

PROPOSIÇZ:O I. 2~ 7~ Sejam h·ês corpos K, L e M tais que KcLcM~ Se 

10 



PROPOSIÇÃO L 2~ 8~ O di scr.iminar.thê> de ©C( n) é 
p 

n-< 
d m d( <!X(. r,) ..: ~: pp <pn-n-ü 

p 

DE.MüNSTRAÇÃO: 

Também,. 

Logo,. 

Portanto, 

Temos 

Xm-1 ""' CXm/p-1)g; CX)~ Derivando? temos 
m 

m m 
---:1-

mxrn-:l = lll XP <;i> CX) 4 CXP -1)iti'~ (X)~ 
p 

d m + 

m 

)0(!:'2_ 

v• 
0::: p • 

11 
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,, '{'.(I") ,_, 

) 
I!·,\ 

p \j-'~j_) 

PROPOSIÇÃO I-2~9~ O discrimJnante de ©CC ) é 

" 

DEMONSTRAÇÃO: 

d ""' dco:Dcr, )) = -t­

" Tl 
pjn 

n Tl Del' .i vando,_ t,emos 

Logo, 

dI r, 

n-t nX m 

n-1 
n( = Tl 

djn 
d<n 

Temos Xm-1 = ll 'I'/X)~ 
d lm 

( -1 
n 

m 

dln 
d<n 

·rT ~iX)m~cxJ .. 
dln 
d<n 

ei> conseqüentement-e,. 

n-:t. 
n( 

l'/1 - ·n <d(() e, Lo9o,. ( -1 - "' 
d lm 

ass.im~ 

Se n/nt n.~o é pD"léncia de printt:Js~ c-nt.Zfo NIDC(J !<De~/()) ; 

(2) 

±1 ~ 

Logo_. só nos interessa o caso em ql~t.~ n/lll é potência de pl''i mo .. Seja 

que m = n 
;;--~r 
p' j 

J 

Para que n/m seja potência de pl~into é necessário 

' 1 < j :S s, o 5 i :S a ~-L 
J 

12 
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t: .j ~ rT 0',/() ' p 
J " df-·· 

P. 
J 

Para cada p-l l ::5 j ~ 
,. 
~, temos~ pela propos.i çã:o ant,erior que 

Portanto, d = 

2?(nl_ 

p_-i 
""" p_ .1 ~ 

J 

n 
pfn 

p< rü /p-.t 
p 

Vejan!Cls,. agm~a, alguns: fat-os sob1~e valor izaçC::es. 

DEFINIÇÃO L 2~ 3. Seja p um nútnero primo qualquer~ 

inteiro não-nulo a, seja v (a)=n2::0 quando 
p 

" P fa mas 

.. 

Para todo 

nH 
p .fa .. Seja 

também v (0)=ro~ Se x=a/b é um número racional qualquer (com b?"O)J< 
p 

seja v (x)=F (a)-v (b),. Então v " chamado valorização., 
p p .P p 

está bem 

definido e sat-isfaz 

v (x+y) .?: min-<v (:x)l' v Cy)}-
P P P 

v Cxy) = v (x)+~· Cy)~-
P p p 

Mais ainda_, se v (x)~v Cy),. então v Cx+y) = mln.-{v (x),. v Cy)} 
P. p p p p 

Seja C{?'!O um elemento do anel A. Denótemos por· a 

potência na qual o ideal primo P entra na fat.oração do .ideal 

principal CoO em fatores primos~ Claramente, v p<cü é caractertzado 
v :PC a) v .:PC cü +1 

por J> I ct e :P {"a. Como zero é di vJ si vel pot.ênci as 

arbitrariamente grandes de :J>,. é natural colocarmci>s ~' :}'(0) = 00. 

Segue da definiçE.fo acima que v
9

(CY.[3) = v:;:,(cú+vp((D e v:P(<:A+(D ~ 

?: núnCv :P(CA), v:P({J))s 

A função v :P(cl.) pode ser es-tendida ao corpo de frações K do 

13 



Coloquemos para yEA tal 

di vi si vel por J.l mas n:>io por :,ri" 

k. Ent~o,. F :P(o.) loma todos os valores racionais. 

DEFINIÇÃO L2~4~ Seja K um corpo-. Un1..?1. f'unç:3:o v(a)~ definida p"lra 

é chamada valorização de K se sa-tisfaz as seguintes 

condi.çôes: 

i) v(a) toma todos os valoJ~es racionais quando ct pet~cot-re 

todos os elenrentos nã"o-n.ulos de K; vCO)=oo; 

ii) vCo.(:i') = v(cD +v((D; 

iii) v(e<+(D ;::: minCv(cU,. v((5)). 

14 



anel dos int-c:lros de <{)(() unidades dos corpos 

ciclo-lômicos~ 

DEFINIÇÃO I~ 3. 1 ~ Seja R um an~?!-l comutaU YO com unidade e A um 

subanel de R~ Dizemos que~ um elemento x E R é in.-lei:-o A 

quando existem n?1 el01nentos E A tais que 

X E H. é inlei N) 

O próximo re-sultado é fundamen:lal no est-udo de números 

algébrJcos~ Omit-imos a sua prova_. a qual nos ref"erimos 

Samuc~l._ Corol.lary 2_.. Proposi Lion 1,. p 29.-

TEOREMA I-3~1. Seja K tml corpo de números algébricos~ Então 

A::::: {xEK!x é in-teiro sobre z} 

{ 81 

é um sub-anol de K contendo 2~ A é denominado o anel dos inteiros 

de K. 

TEOREMA 1.3~2- Sejam m um inteiro positivo e (uma raiz primitiva 

m--ésima da unidade. Então o ;::.nel A dos inteiros do ~-:orpo 

ciclotónti.co <Ll:C() é Zt(L· 

DEMONS"TRAÇÃO: 

m 
ConK} ( é raiz de :X -1, é. claeo que :l[ ( J S A. 

Vamos mos-trar que A S. 2[ ( 1 em -três passos_.. di vi di dos em três 

casos. 

1? CASO: m rn p_. sendo p um número pr-imo~ 

Pelo Teorema. !.1*2-~ o polinómio minim.al de ( sobre© é 

15 



t(Q(():<Gil ""p~·L 

Portanto-" '1 (' y p·-2.} 
-{_ " :> ~ ~ ~ .. ... 

Seja Tr ~ Tt'<D:t() ~~ a funçâo traço~ Corno os cor..:jugados de çi 

são ("(
2
,~~- .. (p-J. para 1 S j S p--1# S~C-•gue que 

(i) 

Além. disso, TrC1) = 1 · [ (.J)((J: (!)] = p-1,. pois 1 E (Q. Logo,. 

TrC1--(j) = p .. i $ j -5 p-1 

Afirmo que C1-()A fl Z ::: p:Z. De fato: 

Se (1-()A í'l Z ~ pZ .. enU.''lo (1-()A (1 Z ~ 2~ Logo .. (1-() e seus 

conjugados (1-(j).., 1 ;5; j $ p-.1,. são invers:ivei.s em A. Então,. por 

(3)" p é t.ambém in.versivel em A, ou seja, p é inversivel em 

<D n A :::o Z." uma contradiçâ:o. 

Mostrern.os .. agora,. que para qualquer y e A, 

TrCyC1-(J> E pZ. 

Sejam S's elel'l'l'E!'ntos de A 

Então" 

y,y~>~·~"Y conjugados de y. 
i 2 p-i 

p-< 
'+Y (1-( ) 

p-< 

= y"C1-() E (1-()Á,. 

(4) 

pois 
1-tj j-1 
i-( -= 1+(+· · ·+( E A. Mas~ TrCy(1-()) E 2 e,. portant,o .. 

TrCy(1-()) E (1-()A n Z :;:; p&::. 

Seja x =a +a(+···+a (p-z um elemento de A~ com a_ E !1)~ 
o f_ p-2 1,. 

Pt~ovemos que a. E 71!.~ Temos x( ""' a (-+a (
2
+- ··-+a (p-:1~ Ef,~tuando a 

1. O :1 p-Z 

di:fen:mça> temos 
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Tr<xCi~-cn ""a Tt-Ci-()+· ·+a TrC(p-z._{p-:t)~ 
o p-·2 

F'a:zendo {l$0 de ( 1) e c::),. ob-temos 

Mas,. por (4),. a p = bp,. b 
o 

a TrC1--() 
o 

E en.t:iio,. 
_, 

ent.:~io ( E A e_,. assJmll" 

p-3 
·+a ( E A. 

p-2 

segue que 

a 
o 

a • 

z. Como 

E ;;'. Dai,. 

aplicando-se sucessivament,e o 1nesmo raciocitlio,. concluimos que 

cada a e z~ 

• 
Mostramos,. assim,. que no caso de m = p um número primo,. o 

anel dos inteiros A = 2[ ( 1 ~ 

2~ CASO: m = p\ sendo p número primo e k ~ 2 

Pelo teorema L1.2 .. o polinónúo itTedutivel de ( é 

;p <Xl 
m 

= 1 Tcx-ó 
<m,i>=i 

Portanto,. 
n 

se t = p{p ) 
n-t 

Cp-i)p _. ent-ão 

uma base de <D:C() sobre !D. 

Se r e s são inteiros com Cm,. rs) = 1, 

é uma. unidade de Z[ ( J. f' ato,. 

l~Est ( mod m) para algum t.,. temos 

-(r -1 - (st -:1 s <t-:Os - -- :;,~; ----- = 1+( +· · ·+( E~{(]. 

( 9 -1 ,._ 1 

O" ' Semelhan:temente,. C("' -1)/(( -1) E ~[ ( l ~ 

Conseqüentemente~ temos a .igualdade de ideais 

sempre que (i,. m) ::: 1,. 

17 
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Cl-(J = C1-( ), 



como :P 

Se A(i-() = lJ-1' sendo I e J de A, 

p = NCi-·() ;:;::NJ · NJ ~ Logo-" NI =~ 1 ou NJ' ~ 1. portanto, ideal 

C i--() n2l:o :faLora em A-~' sendo,. cnLão~ um ideal pri m.:> de Ae 

Como ~((J = ~(j-()~ uma de 

4.K() sobt~e <U. Como ZI(J ~ ~{1-t;l_,. vanvos rnostr·ar que A = Zlt;:J = 

2!1-(l. 

Seja,_ ent~o" 

Mostremos que b E z. 
< 

com b_ e (]). 
< 

Seja v a valorização normalizada cot•t·espondent,e ao ideal 

(1-() = J> .. Logo,. ~~(1-() = 1 e" como p se randfíca totalmente,. 

v(Q) 

Temos 

i v(b_(i-()) = v(b_)+ivC1-() = vCb.)+í,. O 5 i ~ t,. 
< ' ' 

Afirmo que esses números s§:o todos di-stintos: De fato ... se 

vCb_)+i.= v(b)+j com O :5 i,.j < t.,. então i-j = vCb)·-v(b_) E t:t::, o 
t- J J L 

que é in~osslvel,. a não ser que i=j. Logo vCa) = minC v C b. C i-() i.)). 
' 

' 
Conto v(cU ~ O e vCb_) E tZ~' segue que 

< 

P~rt.anto,. nenhum b tem p no der~,;..nni na dor .. 
' 

Logo,. 

com aí E <0:~' mas p Mo di vide o de-nominador de nenhum 
0', 0', O' 

L 1.. 1.. t.-1 
0t = a -+a ( + · · · +a e( > o 1. t-·1 

onde cr. percorr-e GalC<D:(()/(]))_,. sendo d = a. 
• a 

' 0'. 
' Seja a.i. = a. Ent%'1o tentos 

18 
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r··. [ 
1; ( \. '' l " : i,Y ((,") o-(t)L O'{()L 

;~ ~-, z z > 2 

crl((:l 
. i . t 

~X o(() (\ (() v t 

Mas, o dot;ermi n;_ut·to !). d·-). lm:d~t,:i. 7. é um doto::•l·mi hdl\'1:. e dE? 

Vandc~rmonde~ En.t..'i'lo~ 

h. m: f"T r(i-.r;.i) 
:t:Si ( j.::St 

pfij 

Pela re~wa de Cr·~uner, 

' 

i. < j 
p -ti j 

onde A é o det-erminante da matTiz pela substitui ç;'.Xo da 
' 

coluna por· 

[] 
t 

Logo,. Aa=A.€A,. 
i. t. 

donde,. 

" t Então,. p a_ E A n íQ = 2 para algum u. 
' 

Como nenhum '\ 
no d10~nomi nador, 

3 ~ c•·so·. ) ~ i ~ i qu 1 r .,_.._ m c. n...,e r-o a <-tne ~ 

Este caso fica pt~ovado ap.licando..-se o lema abaixo para 

corpos ctclot-ómicos e usando o 2? caso. a 

LEMA I~ 3. 3~ Suponhamos que K e E sejam dois cor·pos 

linearmente disjuntos ( isto é, [ l<E: <lll [ K: <fH {E: 1).} ) 

denota o anel dos int-eiros de um corpo F~ 

DEMONSTRAÇÃO: Veja f 31 Lan9, p. 68. m 
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Pas~;amos 1 agot~J.\ a consider-ar o cot-po clclotômi co 1.·eal <DC() ~. 

o 

+ 
dos i11tei r· os de <í.X () ,. Otlde ( é umt:l raiz lk--és.ima da ttn.i dade,. nl ) 2 

inteiro~ 

DEMONSTRAÇÃO: 

-< 
Note que (' +(" = 2 c os 

2-rr 
-- é m 

e que ( satisfaz 

equaç:iiTo quadr-ática sobre 4)(()+ .. Logo o grau [<0(():1K()"'1 é 2 e 

[<Q(()+:<DJ n! I(Ám). 
G 

grau 

Suponhamos que 

-.1 -:t N 
a= a +a ct:-+( )+···+a C(+( ) 

O < N 

é um il"'tteiro 
1 

algébl~ico,. com N $. 
2 

p(m)-1 e '\. E <!). 

a. E 1!!. Vi,. O ~ i ~ N. Se nâo,. rexnovendo-se aqueles termos com a 
' 

2, ass und mos que a '!C ~~ 
N 

Multiplicando-se por (N e 

result-a do como um. polin.ónrl.o em (,. t-emos que 

ZN 
~::a+·· ·+a ( 
. N N 

é uma inteiro algébrico em <D:C(), portanto em 2[(] .. 

então 

subconjunto de um.a 2-b."l.Se para o anel 2[ ( 1 ~ 

a E Z 
N ' 

uma contradiç~o. " 

expandindo 

o 

que 

o 

um 

Ô seguinte resultado é bem int.e~~essante e destaca as raizes 

da unidade dentre todas as unidades~ 

LEMA I~ 3~ 5. Se oo: é um inteiro algébrico com todos os conjugados 

tendo valor absoluto 1,. então 0t é uma raiz da un.i.d.adee 

DEMONSTRAÇÃO: 

Considere Ot e ZL(l,. ( uma raiz primitiva m--ésima da unidade,. 

m int.ei.J·o maior ou igual a 1 e seja G = GalC<LK()/<J)) = 

20 
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nnde r ""~ q>( m) t::'~ n· ( () 
' 

(.i,. m) 

f'(}() m C X-a (o())·· ·(X-·0' (o\)) 
' t 

t t-1 
=X -(a (a)+·· ·-+a(câ)X +· ·+(O'((x)· ·a,(cD)~ 

.1 t i ' 

Temos 

!oCcü+···+et(Ot)! S jaCWI+···+!a(o:)j 
i t i t 

!a.Ccx) I = 
J (2') 

i ~j i;>"'j 

e assim sucessivamente. Assim,. PCX) 
t t-i 

X +a X +···+a 
t-:1. o-" 

la. I 5 (:)- Se-ja P CX) 
' n 

o polinómi-o irredu:tivel de n 
o • 

onde 

Como 

!anl = I ai n = 1 e jo,(cxn) I = \o.(a) In = 1, entiilo os coe:ficientcs 
' ' 

são inteiros sobre <Z~ Logo_. PC>D e Zf :Xl, ou: seja a. e Z. 
' 

Ora, 

existe apenas um númei~o f'in:i.t-o de polinóm'los com coe:fJciente.o;; 

int-eiros ai com a propriedade de que 1 ai. I S (~). 

Portanto .. existem i,. j tais que ou 

donde 01. é uma raiz da unldade. 11 

seja,. 
i.-j 

" = 

DEF'INIÇAO 1 ~ 3~ 2~ Seja A um dominio e K seu corpo de fraçâto. 

Dizemos que dois elementos a e b de A são associados_., denotado 

a~b,. se a!b e bla~ 

O con.junLo U -= {a e k!a,....1} é um subgl~upo de K e U S A. Os 

elementos deU s2lo invers.i.veis em A e são chamados unidades do 

anel A. Ãs vezes_. por abuso de· linguagem,. usaremos a expressão 

"unidades de K" par-a nos referi.rmos às unidades do anel A .. 

A estrut-ura do grupo das unidades de um corpo numérico é 

determinnda pelo seguint-e Teot'ema de Dirichlet: 
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oxicd. Qm r· 
' 

• o grupo A das unidadt'!S tke K é Jsollu::w!'o .a ZrXG~ onde G ('ô- um 

cicl.ico compos-Lo dL":" raizes da un.i da,de contidos 

de K t.l'-.)nt uma única repn::.•senL:->çiiío na f'orma 

t· n u "" "'u :t·. 
i 

n 
·u ~"' ... 

r 

onde n ........ n são int.eiros e ( é UW); raiz da unidade de K~ 
' r 

grtipo 

u 

Antes de vermos demonstr.aç.ão ( devido à Minkowski ), 

enunc.ienús dois lern;'ilS que serão rH:~cess:á1··i.os: 

LEMA L3.7~ Seja do discriminante absoluto de K ... A o anel. 

dos in-teiros de K e A um idt,.;.ll inteiro não-nulo de A. En-Lão oCA) E~ 

a(A) são redes~' onde o é o homomorf'ismo injP.tor 
r r 

K ~-) !F.: 1 X<C 
2 

x ,____,(O' CxJ ...... ')-a Cx)) 
:l r -t-r 

' z 
homomor r i s mos reais e 

homomorfismos complexos~ 

Mais ainda'" 
-r -r 

vol(a(A)) :::: 2 2 !dluz e vol(aCA)) = 2 2 1d!:t/ZNC.lD. 

LEMA I. 3, 8. 
n 

Seja H uma rede em fR , S um conjun-to 

de I.Rn simétTico em x~elação a O e -c.:onv-exo~ e suponha que S sat.i-st'az 

uma das condiçCSes: 

a) vo.l( S) > 2r'vol(lD 

b) vol(S) " 2nvol(i-D " s & compact-o. 

Então_. S í\ CH---{0}) ;>! ,_;, ... ou se-ja_. S n H tem um ponto 



Vol t.àtAdo ao ;L(!Or'-:nk~,. con•,.i tior"em<JS :Cl apl ic{~s~~l::o 

' " 

Como 

f_.C:x::y) 

L: K"* ------+ !R _t z 

X H (lo<,~ jG'J(X)j_. .• log! O (X} j) 
r- ·t-r 

= C. 4 ~ ,. 1 og ! a_ ( ;.t) l I a. C yJ ! ,. 4 " ~) 

' ' 

' 2 

::o: C~-~.:>log-jo_(x) l+logja_CyJ 1,.~·~) 
' ' 

= LCxJ+L(y)" 

no grupo 

Seja B um subconjunto compacto de IR 

adit.ivo 
r +r 

' 2 e 

* B* =- {:x: E A ; LCx) E J3},. Como B- é limitado, existe (J ) 0 tal que se 

x E B~ " ent~o ] L( x) f < (?. 

Logo,_ jlogja_{x) I! < (3,. .i = 1" .... ,.n 
' 

# -(J < log i a. C x) 
' 

I < (J (i-o} e -f' < Jo·.Cx-) l 
' 

< ,,f' e, dai 

_, 
< !a.Cx) l < f' i 1,.~o"n" a " se C{ rn e " o 

' 
Tomemos o polinômio caracter.tslico de- x: 

C X-a Cx))CX-0' (x)) · · ·CX~·<Y (x)) "" 
~ z n 

então,. existe um númer-o :finito de 

polinômios cal"acteri s·ticos possive.is para X E w. 

Conse-qüen{~enlt?nt.e,. x nssum(-~ um núrne-ro f'init.o de valoros~ 

B" é f'it)ito. O fato de B" ser t·intto :impltca imediat-amente nos 

seguintes :fatos: 



r· ai zes: da uni dac!e de;< !L De fato: 

.lonlo_(x)! "" 
' 

o 

e" então,. !a_(x) I = 1 V i= j,.-~-~r -ir·. Lono~' pelo Lr:ma. 
' ' 2 

X 

é tnAA I"aiz da unidade de K. Ent;ú.l~ G S {raizes d<1 unidade de lO~ 

Rec.i prncamente,.. se é é tnna va.tz da unidade de K, 
l 

r, ~ 1 e ( ,.-) l 
oi ~~ = 1, para algum 1. Logo, la(() 

' 
I' = 

!o. C()! = 1 e" e-ntão,. 
' 

LC() ""'Clog!aC()J,.~.,log!o (()!) 
i r +r ' · 

' 2 

:;:; (log l,.~~~,log 1) = (0,.0,..,.~,.0) e,. ent.ão,. (E G~ 

Logo {raizes da un_idade de K} S" G e)l' pot~t.an-to" 

G = Ü'aizes da unidade de JO~ 

ii) Conto :foi vJst~o acima,. 
r +r 

um s.ubgt~upo discreto de [!~ 
1 2 ( [(i] Samuel,. 

' +r 

isto existem ele.mentos de 
j 2 !R . 

independent-es tais que L(A*) 

Temos, entC!.'o 

L: 

~ d!.v +:;::v + · 
' 2 

- +d!.v 
s 

L_ogo" 
-li'- "I 

Afirmo qué A ~ GXZ~. De fato: 

• de LCA ) e 

que LCx ) = e 1" ... ~ " L(x ) = e Suponhamos que 
1 s s 

a a 
2 tais (x 

1 & 
1. a, ..... ~" a E são que ·x = 

j s 1 s 

a f.l 

logo, 

P• 

( E 

on'lâo~' 

1 " 

f' +r 
' z' 

tats 

G 

Logo,. 
1 LC(x -

' 
LC1) 4'> L(()+\ a.LCx.) 

. L " .. 
= C O,. O,. • ~.,.O) .g, 

t-='1 

t o 1 a. e ow O # a P' ú Vi e,. dai ( s 1. 
i ~i l- 1. t 

Se V m <x ,.~.8 1 X >,. ent2ío V í! G n 1 e V~ ;z:s. 
j s 
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Seja,. aqoraj- * X E A • 

u:x) 

Assim,. 

b 
Logo~ " " !] e, 

" 
s s 

1 
n: LCx · 

1. 

en:t;;:;:o., 

por·tanto, 

" 

b 

b ·x s 
" 

Rest~a mostrannos qUfl' o posto s: de LCA*) é igual a r +r -1~ A 
' 2 

desigualdade s S r +r -1 é fácil: 
' 2 

Temos X E A* *'> NCx) ~ + 1. Também,. 

r r 
n ' 

H • 2 

'· 1 = NCx) = li a, C x) 
c = n a_ c x.) n [o_(x)C,.{X)J e, logo,. 

1 = 

r 

' n 
i.= 1 

r 

' 

Í"'1 

r +c 

' 
!aCx) I n c 

j=r-

' 

i.""- 1 

2 

lo.(x) !7
,. .. ' 

r +r 

' 2 

' 

o 

J j=r- +i 

' 

que implica 

O =. 2 logjoi.(x) I 
t=i 

+ Z _ }:Iog!a/>0! 
J=r-1+1 

J 

que 

Ent~o, LCA*) S W,. onde W é o hiperplano definido por 

w = 
{

Cy, ••• ,y )E 
1 . r· -t-r 

' z 

Como dim W = r +r ~1 e <v , .. ~.,.v J são linearmente 

independen-Les sobt~e L-JÇJ> 

Mostremos,. .agora_.. 

' 2 

s :S r -1-r- -1 ~ 
' z 

que 

' s 

contém r 

lineal~mente independentr~s ( portanto, s 

== r +r -1 
' z 

vetores 

= r r +r -1 
' 2 

e 

forma 

linear f ;1'! O em vr,. existe uma un.idade u tal que fCLCu)) ;.é 0 .. 

Seja 

>p: '/{ 

(y , .. ,y >!--+ <y
1
,. ··Y~_l 

1 r+í • 
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Como y + · · · +y -t2y + · · · +~~y "'" 0., tfó"MOS ker V' li:'J O~ 
-'L r rii 1'+r· 

i. .i 1. 2 

f·(y,.,~~._,.y }.,.:t·cv,- 1(y $"~-~,y))=c y +· ·+c y 
:i r·+f i r :ti r·r 

com c E !R 
i 

Fixe a. 2':: (-~ ):r2 jdjv2
8 

Para todo conjunto À. = (À. .. ~-~ ... À) 
i r 

de números posi l.i VC)S 

reais, de:finamos À > O t.al que 
r+:t. 

r r- 1'-r-
:1 :1 z n ", n ,, , = C< 

i=t j=r +.!J 

' 
Seja B={( y·,. ~ ~ ~, y , Z ,. • ~ •, Z ) E 

1 :r :1. r 
' 2 

r r 
!R i.X{: 2 : 

O conjunto B é' compacto..- convexo,. simé-tr·ico em relaç~o a O e 

tem volume 
r r +r 

' ' 2 r 

Tl n r r 

2\:z[~) 
2 

v<:B) = êÀ.. HÀ.~ = rr 22 10! > ld I :l/Z 

' . ' i."' :1 J"' r- +i 

' r +t· r +2r -r 

2' 2!di1./Z 2' 2 2 2 ldi1:/Z 2n v( o< A)) = = = 

C conf'orme o Lema. I~ 3~ 7) 

Segue do Lema L 3. 8 que existe um inteiro ll~O nulo de A 

tal que aCxÀ) E B, isto é, jo·i.Cxi\) I 5 " . ' 
1 5 i 5 r +2r . 

' 2 
Como 

":>.. E A.-'{0}, ternos 
r r +r 

' ' 2 

n Jai.cx,.,,? j . n 2 
1 5 !N<x,..)l = I<>.(XÀ)I 

i::::J. J"' r HJ 

' 
r r +r 

' ' 2 

5 íl ).. n f-.~ = "'· ' u' i=i. j=r 

' 
Por outro lado, 

jai(xÀ_} !=INCxÀ) I r1 ---1 n A~t À.C< 

_, 
VL lal.CxA)j ?.:: = • ' ' j;o!t j?"'i 

:l:SjS:n 
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O:$ lop?'-_--log\o·Cx) 
'- \. À 

cy+···-tcy~ 
.'1: :1 r r 

' r 

lfCL(x. )) - '\ e:_lo~JÀ ! 
A ift ' c 

) c_(l.ogfo_Cx) I 
i. ~i L 1.. 

~- log\._) I 
' 

!loq·jo-_(x) l-lo<:J/· .. I ) 
' ' 

Seja. (? constante tal que )logct < (i e ·h :Z: 1 

Escolho r números reais sa-lisfazc~ndo 

2h(i'. Consideremos À( h) e 

" . h 

Temos que, para 'q_Ualquc~·l~ h 2~ 1 inteir-o~ existe x E A-{0} ~al 
h 

de h~ Então 

-P < :fCLCxh))-2h(i' < (J, ou seja 

C2h-1),A < f'CI .. Cx
1
?J < C2h+1)(3. 

Se h :o; 1,_ (J < :t'CLÇx.,_)) < 3(J. 

Se h = 2,. 3(:1 < f(LCx )) < 5[1 P• assim por diante. 
z 

l,ogo, f(LCx_)) ;;<! :f(L(x_)) Vi."j;:::1,. i;>" j. 
' J 

Temos a. ;::: INCx )[ ""NCAx) 
h h 

A 
$11 H--- = 

AX 
h 

q. Logo, 

i n.dependent es 

q Ax 
h 

e, 

então~ Axh cont("m Aq~ Como exlste cor1~espond&n.cia ent-re os ido;;Li s 
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6 finito, cxist(_• um >>ÚHK"I'u i.ixd Lo d-,-' jdtc_·,,\.i~-> da foi·m;-~ Ax: 
h 

x e x_s;:lü associados~ Ent:'!i:o, x_ '"" ux }úH'a 
J._ J ~ ) 

X. 

' 
X. 

J 

L(u) 

Como f é l inf:-ar,. 

Assim,_ * posto de LC A ) 

!O< L(xi..) LC:x:_). 
J 

f(L(u)) 

= Ax ' Ol.! 
J 

• u E A . 

f( LC X.) J -f(L( x)) 
c J .. 

~;0j,·\~ 

L~~ll.)O_,. 

o. 

DEFI N:f Ç7\0 L 3 .. 3 .. O conjunto {u_) J=1, .... , ~~ de uoidadc•s 
'· 

de K do teorema acima 

chamado sistema t·undamental de unidades: de K* 

EXEMPLO: Sejam p um núnw;;-ro primo dife.-ente de uma 

primitiva p---ésim.a da unid<t-l.de e K o c-orpo ciclot6mico (()((). 

[K:<.!)J = p-1 Ccf~ Corolário LL3). 

CollJ;Cl'- nenhum conjugado de ( em <C é real, 

ar li> p-1 e_,. portan.-to~ 
2 

Sejam u = {u ~. ~ ~, u} um sist.ema 
' ' 

ent~"!o r 
' 

fundan1en.tal 

unidades de K"' 6 = 1 se 1 ::::; .i ~ t~ e ó = 2 se r +:i. ::5 i S: 
i. i 1,. 1 

é Chama. do d~~ regu.l adm· de K .. 

Ohser·vemos que um 0'. 

' 
foJ omí t.i do~ Mas~ para 

28 
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r 1 ,-
1 ;.'; 

~~~T o(uk) 
l;:;; i 

r -~~r 

' 2 

1 ~rT !u Cu) 
' k i• i 

r 

' 
. }: log jui(uk) l 
L :::i. 

' 

r +c 
' 2 

+ \ Blüg!a.{u) L L k 
i.:::: r- 1- 1 

' 

rn O 

õ. log !o. Cu,) I 
' ' ' 

-<:ii,loqla,cuk) I+·· ·+ô lonlo. Cu) I+ 
l.-:1 1_-j_ k 

-t ó logla. Cu) I+·· ·+6 logja (uk) 1). 
Li-f - \.1"-f k r +r- r ·t-r-

1.2 :12 

Portan:to,. a possi vel mudança de sinal pe1 a omissão de um 

di:fiê~rente não ocorro,. uma vez que tomamos absoluto do 

determinante. 

PROPOSIÇÃO l ~ 3~ 9. Sejam u = { u , ~. ~ 1 u ) e v :::: { v ,. "~ ~ 1 v } 
1 !:' :1 r 

sistemas fundamen-tais de unidades de K (com r = 

DEMONSTRAÇÃO: 

Pelo Teot-ellk"") de Dirichlet~ podemos escrev~..'l'r 

r 

V. 
M r íf .,a.kj . _._ d j 1 ) ~ , tpara ~o·o m ,. ••• ,.r.,. 

J k=.i .k 

onde a _ E 2 e ( é uma raiz da unidade de K. 
kJ 

I>e igual modo, podeli\OS escre-v-er 

r 

1-r a '. 

" = ,. kJ 
v 

·' k 'c j_ 
k 

Cpara todo j: l,. ••• ,.r) 

onde a '. E Z e ( .. é u1na raiz da utüd.ade de K~ 
kj 

Então_.. pc~la unicidade da representaçâ'o de unidades~ a 
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( a ~) (c• 
i:) 

ambos j 

;·} inversa dP 

UH :ctmbos j C';> 

(i\' 
kJ 

) . 
as~·,_i l\1 .• '"' idc-t(a_-·) 

t~J 

k
1
/v) .,;o ldcl(ó_Jogjv_(v_) !) ) 
~ \- L J 

' 
rn ldüt.(!.\l.l:JIJjUL((r-~ 

ko:c i 

k::::i 

a 1 og I a ( u ) I J I 
k) - i k 

::;:;: ]de-i.>Ca,.) j !de-LCó_1ogjo_(u:) I)! 
J t 1.- k 

Vejamos, agora.~' um r-esui tado df-) Kunnner que- desempünhou um. 

papel importante na tentativa d0 provar o "últ-imo Teorem."'l. do 

Fermat-": 

TEOREMA L 3~ JO~ Seja ( wna r·;;:.lz primitiva p--ésirna: da un.i.da.de_$ p 

prin:tt.> impa.r. Toda unidade u de ©C() pode ser escrit,a como 

onde v é uma unidade real de ~{ ( l ~ 

DEMONSTRAÇ](O: 

Seja u uma unidade de ©C(). En.:lão,. 

p~2 

u ~t> a +a ( + · ···La ( ,. com a_ E Z~ 
o :1 p-2 I. 

SeU cornplexo conjugadcl, que também é unta unidade C pois 

uv = 1 implica U v =-:1 ), é dado por 

1-~1 = 1 
u 

u 
E 2[ (] • 

u 
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(j)f () 

I ,, -, 
11 

I ::~~ ~y .. ! 7 ~-' I ~~~~~~.: ! 2 ~ 
ot. uJ c( uJ 

:_.;·( u) __ :~;;,~~tXT_ ""'l 

;;:c· u)- · t:.·,( u) 

u 
é um elooru:"nto de Z[ ( l t-al que 

lodos os seus c:onju9ados tém m>:::;dul.o L. Então~ 
u 

u 

unidade de &.:f(J~ cQnfm-m.e o Lema I~3~5~ 

Seja H o gr-upo das r aí. zes da unidade de <DC(). 

ele 

raiz da 

ll 

ciclico e H ;;~ CÇ ) sendo ( um.a raiz primit.iva n~sima da unidade~ 
m m 

/ 

I 
p-1 

<llCÇ) 

I 
<ll( ( ) 

m 

[ tp(m) 

<ll 

Mas,. 
a 

)ll ~ p t,. p{t. Temos p-1. 

u 

u 

(j::-;:1 ruod( 1-() 

Temos 

Como 

pcwtanto,. t = 

Como (s1 modC1~(),. 

p-2 
u = a +a ( + · · · -J-a ( =:: a +a + · · ·+a nu._--,.d( 1.--() 

01 p-2 01 p-:2 

se asa +a+··· +a "'""' 2. o 1 p-2 

-:t --(p-zl r 
H <~« a +a ( + · · · +a ( ;;::a 4a + · · · +a modC 1-,) 

O:t' p-2 0:1 p·-2 

= a modC 1-(),. então 

u=:-::U modC 1 -() ~ 

Vamos desca~~t-at~ a poss.lbi.lldado de~ --~-'ser .i.çtual a ~tk~ 
u 

Se u = --( kU :;::; -U modC 1 "(),. c•ntão a~-a modC 1-() e,. 1 ogo,. 

ê:a:::O modC1--(), ou seja_,. 2a E C1·~()~ 
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Uma 'H~ .I: que ( 1 

i :<tn 

Ótc u e (1--()~ 

Dessa fornm.-
u 

u 
-~h -~· h --h . --h 

T emf)!'; u( :::;:: u( ~~ ut; * Pondo v m u( , vemos que v ""' v. 

P·ortant,o~ (
,hv u li':! com v 
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CAI'J nn _(J l t 

DEFINIÇ/\0 li~-1~1~ Um ho-momm·t~i~:;;mo x de um gr-upo abeliano fJnito G 

gcupo G 

O ca.r-áter- X para o qual ,;r(x) :;;: 1 Vx E G é chanmdo car~Ü--er 

princi.pal~ 

Dado um car.áter X de G,. definimos o carAter X de G por 

onde ;tCx)- é o conjugado complo-xo do número ;tCx). Observe que 

Os caracteres são classif"i.cados em dois tipos: se _::rC-·1) = 1"' 

entã:o ;r é cham.c"ldo par; se ;:rC-1) = -1..- então X é chame.~do impar. 

""' 1,. ent;3:o x< -1 ) "" + 1 

pm'tant-o~ todo caráter :t é par ou ilnpar. 
• 

DEFINIÇJW IL I. 2~ Um homomorfismo ;:a;:: (n~---J --1- q::* é chaumdo de 

caráter de DírichJet módulo n. 

DEFINIÇÃO !L L 3. 

x' : 

Se C a, m) 

Se (a~ m) 

* <L , 

~ 1 

" i' 

Seja x caráh:-r de 

Podemos defillir um 

n!m..- como se 

(e, por,tant-o C a, n) = 1)_.. 

ponha x'Ca) = o. 

Dizemos que x' " induz.irlo pelo caeé:ter 

Dlrichl~t mé)dulo 

módulo m 

ponha ::t' (a) = _:t( a)~ 

X . 

TEOREMA 11.1 .. :1~ Um çarátel' de Dirichlet ):;" módulo m é induzido de 

3:3 



n (njm) 

V x, C xj> nü ::n 1 • 

própr·.io de-

lemos XJ Cx) ~ 1 para qualquer x t..al que (x~ m) m 1 e x~1 Cm.od 

Para qualquer a,. (a ... n) =::. 1, podo mos achar· x t-al que C x "m) ""' 1 o o 

x
0

:.:::oa C m.od n). Coloquemos _::r(a) ""';r ... Cx )~ 
o 

Afil'lllO que o valor 

m, 

não depende da es-colha de x • De fato~ 
o Cmod n), onde 

Cx", m) = 1.1' então x ... ~xx Cmod m) para algum x primo com m, 
o o o pois. 

C x , nü = ( x,., ltú w: .1.. Con10 x;:,o:1 ( ntod 
o o 

n),-. temos por hipótese que 

x" C x) ~ 1 ~ En:lão)> _::r'Cx"") :::: _::rl'Cx);r"Cx) = x"Cx ). 
o o o Pondo 

quando (a~ n) ~ 1.. obtemos ;r. Como ::t" (a) = ;:rC a) para (a,_ nl) 

ent~ão x .. é induz:i..do p-elo caráter x . m 

Em ter-mos de [ ~;;~- J *... a situação ·é essa: o 

induzido p~:-,.lo carát,er ~ s.e .X~ llll ;t8 11-ara algum X em 

é o hom.omor,fisnto çan6nico sobrejet.Ol' 

I::ntâo_,_ :t_,_ é induzido de X se,. e so-mente se X é 

ker e 

TEOREMA IL 1 ~ 2~ Seja .:t um c.aráter de Dit~ichlet- mod 

tri ví al 

Se X 

o 

1, 

em 

induzi do de um caráter X nt<.")d n e também de um cat"át.er x mod I1 ... 
1- 1- z 2 

então .::r é induzido da um car-áter 

Cn,.n) = md:c Cn,n)~ 
1- z 1- z 
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OHd\' .. • H I h (~ 

' 
n ]l• 

" 

Pelo 'J üt.H'Ol!ta do Rn'-:.t.o 

existe in:t.eii'O a.::õ1 (mod n) 
' 

C mod. n ) ~ 
2 

assumi r que (a~ lü ""' 1 ~ Se-ja b~":'xa -l C mod h)~ EnUJ:o b::J. ( mud 

Podemo~ 

n) 

" 

Dessa forma ,. chegamos ~~o m:t~nor divisor f d12> f tal que ::t n:iio 
X 

é indt:.rzido de um caráter mod n , 
3 

para um divisür 

n ~ f Ch-?.i.JJtnmos tal :f de cc>ndutor dé• x~ 
3 X ;t 

n 
s 

Mui ta-s vezes olharemos x como uma aplica.ção Z --~ <C 

de 

' 

Cham:iimos de caráter primitivo ao caráter- X definido 

TEOREMA II. :1. ~ 3. S-e x: não pr'i.ncipal"' 

DEMOIISTRAÇÃO: 

Conto X é não principal~ existe z E G t.al que ;tCz) ,.t 1~ 

Se x percorre ·todos os element.os de G,. 

0 

' 

pondo 

módulo 

percorre todos os elementos de G. Logo,. se S = 2, ;:rCx)~ entc;à'o 

xc.:.G 

S = l _:;rC zx) "" Í: ;tC z) ;:rC x) = ;ec z) S. 

XE:G xEG 

Por·t.an-t.o"' S = O, u:ma vez que xC z) .,.-. 1 ~ a 

No capitulo I!l,. G será o grupo multiplicalivo Rf de 

de residuos lWihms cmn .f' módulo (} subgrupo gei·ado pelas çJ asses :1 

e -:1, isto é,.. onde f > 1 é um natural~ 
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mostJ'ar 

cla~,ses h de corpos cicloLómi.cns. 

DEFINIÇÃO IJ ~ 2~ 1~ Seja .::t: um c;w:..~.ter de condutor 

det-er)ni.nada. ~}Or ;t é de:fi nirla por 

tt:> _::r( n) 

l,(s,;:t) = 2 --~---;;;··-- _,. s > j,_ s real .. 
n-"'"- n 

TEOREMA IL2~1~ l"ara s > 1, pode ser 

pt~odut.o de Euler convergente 

DEMONSTRAÇÃO: 

Temos 

li 
p<A 

LCs,_;{) ~ fl C1-~;rCp)p-!"')-:t 
p 

1 

f 
X 

s 
n 

n?':A 

Comos)1_,. a série l 
n 

1 converge e,. 

}: 
1 

8 
~ O quando A ---·i> oo • ., 

n?:.A ll 

o plano complexo, exceto por um polo simpJes em s 

X= L 

' ,_ calcular 

f'aremos um.<:. série dü conside!··açi'5e:s:~ 
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A 

como 

todo 

1 quando 

Para isso,. 



de Rientann (Cs)~ 

A série acima 

é decr-escentf~ pal"a 

converge 

\' 
:r; L. 

sf 

para 

" > O, então 

n+·! 
1 l"l d: < s 

X n 

j 

s ) 1. 

n 

< In-< 

1 
s 

n 

De 

dx 
s 

X 

(:1.) 

• 

t·ato, função 1 
como a 

s 
X 

, 

onde a primeir·a desigl.L<":Üdade vale para n ?: 1 e a segunda })ara 

n. > 2 .. Então para N > 1 t.emos 

N 

L dx 
s 

" 
< i + 

N-i 

J 0ix 
i 8 

X 

Logo a s-érie converge para s > pois a integral 

00 

J, dx converge para s > 1~ 
s 

" 
Além disso, para s > 1 temos 

N 
dx 

x" 

Portanto,. 

1 s --
1 

e, então 
s-

1 < 
s-1 

1 ( Cs-i)(Cs) { Sa 

lim Cs···1)(Cs) = 1 
S-o!>Í 

,. 

< 1 + 1 
s-1 

,. ou seja,. 

(2) 

TEOREMA II~2.2 .. P.'iU'a s) :1,. a função ( (s) pode ser repr-esen:tac!a 

" 
como um produto in:finit-o convergen_t.e 
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t: (s;) 

" 1-·1:1/N(J')ql 

onde :p percon;-e todes os ideais _primos do corpo K~ 

DEHONSTUAÇXO; 

1 
i 

1 i = + ---··-- + -----·- + . . 

NC :P)
8 NC ,'P) 

2 ~' 

Dado N E IN, sejam :P , :P , ~ • ~, ,'P Lodos os ideais 
' z ' 

t.ais que NC1'_) ~ N~ Assim, 
c 

1 
k k s NC:P 1· · -:P r) 

' ' 

(3) 

primos de 

onde d/ percorre todos os ideais inteiros de K qr...te n~o 

di V"isi veis por um ideal primo com nonna maior que N .. Ent.ão, 

I Tl[1-
N(:'P)SN 

., 
NC~) -

( Cs) I < 
" 

1 

NC ${) 
9 

NUD>N 

K 

são 

Como paras) 1 a série (i) converge (ver Teorema II.2. .. 9}, 

então 

L. 
NCstD>N 

1 
-~-- ~.,_,. O quando N ---+ oo 
N( .J1'f) s 

e o ·teorema está provado., 

Obteremos adiante, a .fórmula 

lim 
s-~1 + 

Cs-1)( Cs) 

" 
C4) 

onde h é o número das classes de ideais de K e ~ é uma constante 

que depende do corpo K~ 

Quebremos as séries (4) na soma de h séries 

t; ( s:) 

" 
onde J!'l percorre todos os inteiros de uma classe de ideais C e a 

soma externa é tom .. 'l.da sobre todas as h c.lasses C. 
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f .Cs) c (5) 

converge para s > l. ~ Ma.is ainda, 1no:;;-tra.remos: qtte para cada classe 

lim Cs-l):fc(s) 
S-t1

7 

existe e tem o me-smo valor n para cada classe de ideais C e.,. 

então... obteremos a :fórmula ( 4). 

Vamos,_ agora,. trans.fonnar as séries C5) em séries soht'e 

certos inteit'OS de K~ Na classe inversa C-i. escolhamos um ideal 

inteiro si"~ Ent:tlo,. dado ${ E C o produto .!4~4 será um ideal 

principal .;rtstt" ""' CcU, Ca e KJ~ 

f'; evldente que a aplie:aç'ão 

é injetora. Uma vez que 

N(.#f)NCA'J = INCa)!, 

j 
entt:o N(A) 

f:c(s)' = 

d 

2 
Jii<S.C 
inteiro 

,conseqUentemente, 

1 NCstl" )
8 2 llcJií'T = 

( oü 
~OCn\Od fi" ) 

1 
' 

(6) 

!N(o..) !s 

onde a sOma é sobre todos os ideais principais de K que s:ão 

divis.t véis por d. Como dois ideais principais Co) 
' 

e (a ) 
2 

são 

iguais se,. e somente se 0\ e 
' " 2 

sã'o associados.,. então podemos 

considerar que a soma aci.Jna é tom.ada sobre um conjunto compl'et,o de 

númeTos nâo-nulos dois a dois ~o associados de K que são 

di vi sl vei s por si" ~ 

Coloquemos as séries (6) numa forma mais conveniente~ 
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' ·' 
UtilJzarcwu::; a notar;:-ro do 'ff•;;wcm:-:t I~ 3. O. Seja ~V:' 

1 
:t. o 

ondf."' os r pr i m>.::d. r os 

' 
complexos~ 

compoi1·entcs 

•' X ) ' 
1' +r 

1 2 

sào reais e o 

Definamos as seguin-tc~s aplicaçr;)es: 

onde 

x: 

r H 

!I~ 1 2 

ClCx), ..... ,.l (x:)) 
f :r +·r 

k = 1,,. .. ~,.r 
' 

j = 

' 2 

Se O! e K, ex ~ O,. ent~o escreven::<.;s l(cü = 1Cx(c0)~ 
r .r 

sdo 

t: eviden:le que se x,y E ;&
1 2-{0}, então lCxy) = l(x)+l(y)~ 

Seja {.s ,. ... ~,.r.; } um sistema .fundament-al 
• ' r 

onde = r +r -1 .. 
' z 

vet.ores 

r +r· 

IR ' 2 formam uma base para 
r +r 

de 

' IR'z! IRn Assim, qualque-r- ve.:.Ol" l(x:) € x E , 

ser represen:tado na forma 

• l(x) ., l';l +t; l.(s )+···+{ICe) 
i 1 r r 

u:ntdades 

r 
2 

NC :x:) Ol 

de 

sâo 

pode 

(7) 

Seja W o grupo das raizes da unidade contidas em K e m = #W .. 
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DEFINIÇI<O 1 I~ 2. 3. Um subconjtmto X de lR'' é di i:.. o um domi 11-i o 

fundamental para K se cons:i. stc de todc•s os, pontns x qu(: 

sa-tisfazem: 

i) NCx) ~ O 

ii) lCx) é tal que os t_ sa-tisrazem OS: t; ( 1,. l ""1-~"~"'~Jr~ 

' ' 
i i i) O :5 at~-g x 

' 
< 2rr 

m ' onde x é- o primeiro c.omponente de x. • 

DEFINIÇÃO IL 2~ 4. Um subconjunto Z de l.Rn é di 'to um cone se paTa 

qualquer x E Z,. x;>l!{) ti vermos ~ x E Z,. ond-e O < <: < oo~ 

LEMA I I~ 2~ 3~ Um domi nio ftmdamental X é um cone .. 

nEHONSTRAÇl<O: 

Sejam x E X e l; um número real posítivo~ Afirmo que {x E X,. 

proYando com isso que X é cone .. De :fato: 

n 
J) NC{x) = t; NCx) ~ O .. 

* = lnt;'-1 +l(x). 

Assim_.. se l(x) 

lC{x) = Cr+ln{)l * + _ ~ 
l.=i 

iii:> argCt;'x) = arg: x.. 11 
' . 

r.lC8_) ,. 
' ' 

LEMA II .. 2*4~ Se y E !Rn e NCy) ;o<! 0,. entElo y tem uma repres:ent,ação 

úni.ca na :forma 

y = xxCe),. (8) 

onde x é um ponto ({O domúnio funda~ntal X e c é uma unidade de K. 

DEMONSTRAÇÃO: 
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r = k .~~. 
j J J 

' 
S,oja Y) ~ 1l 

* -! n A e considere z ""' yx( n ) .;:;:_ lR ~ Temos 

Seja f{/ = arg z • 
' 

Par·a algum inteiro k.,. 

2:n < -·- ~ 
m 

k 
&,"L uma unidade 

' 

Denotemos por ( a n:dz m-·ésima da unidade para o qual 

fa:lo: 

Af'ir-Jno que x 

2n 
a(() ::. COS·.,::- + 

' m 

= zxC ( -~ per-tence 

lCx) = lCz)~klC() n l(z) 

1 
2rr 

sen--- ~ 
m 

aó domi nio t·undamental X. 

onde O :5 ~. < 1~ Log·o as condlç()es (i) e Cii) 
' 

estEro satisf'oi tas~ 

Além disso,. 
-·k 

X = z x:C( ) 
:f. .1 :l 

arg x:t 

Logo,. O 
2rr 

:5: arg x < e.,. 
' m 

portanto,. 

então 

2rr 
1"-k­

m 

Consegui mos, ent-l~~o_,. escrever y como 

y = z:xCn) = xx-C(k)xCnJ = xxC&),. 

onde x € X e e = (kY/ é uma un-idade de K. 

Mostremos a unit:idadee Suponhan"tOs que y 

x" e X e c" é u1na unidade de K. ColllCI xxC .<:::) 
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' ' 
Se cJ-T ' ,t:."' c,TT m 

k_J> <l', e ~ $,1. e = e_ ' ' com m E 
' ' ' ' ~ :c i. i ... • 

' 
l.C.c~')-l(,s) c\' (E .l(c_)~ t<hs~' se l(x") 

. ~ ' 
ent-:-r.o 

l, ,- $. 

lCx-' )-lCx:) 

"· como o " t:'"l<C:. 
' '· 

< 1, ent:'~:o r' m r e e' 
' 

= c. 
' 

Assi1n,. 

lCc") = l(c) ~ Logo s' ~ co( , onde co é uma raiz m-ésima da o 

unidade .. ConseqUen;lclw2'nt.e,. x(sl') = 

xx(e) = x" xC~::-::"'") 

x = x"oC( ). 
i 1- 1 o 

= :x:,.x(e)xC( ) .. 
o 

Temos,. por hipót-ese, 

Logo ... " 

O< < 2"eo _ arg x < arg x" 
1 • m 

xCe)xC( ) 
o 

= x" xC( ) 
o 

< 2n 
m 

e, 

e, 

~(')1<2" . ..., c., ,. ou seja,. 
1 o m 

argo(()==O~ 

' o 

ent1:ío 

assJrn,. 

Logo, 

TEOREMA II .. 2 .. 5'~ Em t-oda classe de inteiros Ci"'!O) associados do 

corpo .K exlste um único número cuja represenlaç~o geomét.ri.ca no 

n 
espaço [R pertence ao domi ni o fundamental X~ 

DEMONSTRAÇÃO: 

Pelo lema anterior,. poden10s escr"ever 

xC(D = xx(c),. onde x e X e c é- uma unidade~ O número Ot .., 

associado com f1 e- xCo:) = x E X~ Como a representação é única, o 

número ex qu:e satisfaz (5 = OtC e x:<cü E X unlcameni:..e 

de-ternri nado~ 1111 
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Voltemos à sér'te ( 0) ~ Se denotan~:.os pc;r 

tt-di mens.ional 

podnmos escrever (ô) :na fm~ma. 

""'HCJY/$)<fl l 
X>:õ~.Airi:X 

i ----- ' 
llKx)i' 

à 

(9) 

onde a sorna é sobre todos os: pontos x "" :xC c0 na rede .At contidos em 

x. 

LEMA I L. 2~ õ. Se T é o conjunto defini do por 

T = { x E X; ! NC x) I ~ 1} , 

ent.êlo T é lim.i t..ado~ 

DEMONSTRAÇAO: 

.t:m todo raio contido no cont~ X existe um único ponto x para o 

qual l NC x) I :=c 1 ~ Denoternos: por S ao conjunto de todos os ponLos de 

X com tais caracteristicas~ f: claro que podemos escrever 

T =: {Ç'x E X; X <é:~ S$ O < Ç' :5 1} 

Seja x E [Rn u1n ponto com norm..<1 não-nula. Tem.os 

l(x) = * {l +t; l(e J+· · · +Ç' ICe)~ 
1 :1 r r 

Calculernos a sonu'l. dos componentes desse vetol~ .. Do lado 

temos l(:x::) = (1 (x), ••• ,.l Cx)). 
.t. r Tr 

Logo,. a sorna é igual esquerdo 

' 2 

a ln INCx) I· 

Do lado direi to temos 

* l:l +{l(e)+-··+~lCe) =~(1,._._,1,2,.~~,2) + 
1. 1 r r 

Temos INCE-·.) 1 = 1 Vi :::l' 1, ~.~,r e,. logo, ln!NC.e.J! =O .. 
' ' 

Então> 
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r +r 

'2 z .1 {c ) 
.... k i 

ko..-1 

= In 

Logo"' ln jNCx)! = nf,,. ou seja,. 
1 

In jNCx) ] .. 
n Enti.Xo temos 

l(x) = ~ ln INCx)! 1* +t~.t ~il(c.i.)~ 

Se x E S,. então 1 n I NC :x:) ! = O~ Logo,. 
r +r 

l(x) ""(l(x:), ••• ,.l (x)) EI:Rt 
2 

.i r +r 
< z 

é representado na forma l(x) onde 

Assim,. existe uma constante p ·tal que l_(x) < p Vj 
J 

ou seja p t-al que 

1 ~j $r > para todo X e S~ 
2 

k = 

j = 

< k 5 r e 
' 

o 

Portanto S e,. conseqUent-emente T,. é limitado. a 

Assumil~emos doi.s resul 'lados: 

00) 

e. < 1. 
r 

- Em qualquer transformação linear ni?io~singular ... o volume de 

um cor\junto é multiplicado pelo valor absoluto do determinant-e da 

Se c é u.ma unidade do corpo K,_ então a t.ransfor·ntação Lin.e:u' 

do espaço !Rn dado pm~ x -~ xx( c) preserva o volume~ 

Seja ( urna ra:tz m--ésim.a da unidade com o(() = 
' 

2H cos----+i 
m 

Consideremos os conjuntos T k ( k = O"' * • ~, m-1) obtidos de T 

t-ransf'ornmçeíes lineares 
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o 

= TJ,. Temos~ 

2n 
sen--. 

m 

pelas 

entâo 



.1 C:x:xC(k)) ~ 1Cx) 

CxxC( 1')) 
' 

=' ;:d't! X 

' 
então C pela def'inlçâto do domi n:to fuJ,'KlAmcntal 

D O < !NCx) I o; 1. 

1 
li) l(x) -= -- lnjN(x)! 

" 
iii) 

2 ~ k ~ arq m . 
2rr 

X < Ck+:D., 
' m 

)() o conjunto T 
k 

Ent,âo,. T , T ,. ~ .. ~,. T s'ão dJ_sjun'tos dois a dois e sua uni %lo 
o i m··i 

Utr.-:t_ T é definida pelas ocndiçôes Ci) e Cii)~ Seja 1"; o 
k=O k 

conjunto 

de todos os pontos x E um-:t 'f 
ko=ü k 

Fixemos um conjunto de r 
' 

tais 

sinais 

que X 

' 
> 

ó ... ~.,.6 (6 
; r ' 

' 
mul t,iplicar-mos todos os pontos de !R r' por 

0,. ~ •• ,. X } 
r 

' 
= ± 1) ~ 

o. 

Se 

r , r 
:r: 1 :;\ obtemos urna tr-ansformação linear- de !:Rn que preserva o 

r 

volume., Se aplicarmos as 2 
1 

transf"orm;,1ções li.nean2s possi veis a 
r 

Y,. obtemos 2 1 conjuntos disjun:los doJs a dois cuja uniã:o coinci.de 

U
m-< 

com 
kc::::O 

Se T tem vol unv~ n~o-nulo v, então 

v. 
"' 

1 • . Ir, Ternos l(x) = lnllK;x) f 1 + 
h 

ç .lCc_),. 
' ' 

ou se-ja_,. 
1.-"'i-

(1 (x),,.~~,.l (x)) = 
1 r- i"l' 

' z 

1 ln!NCx)! 
n 

{i" ••• " 1 /> 2,_ •• ~ , 2) + 
'-----v----' '-----v---' 

' 
ICe), ••• , 'e 

1 k L. k 
k=1. 

r 

:r-1 r-2 

1 (& )), ou seja,_ 
r· 1·r- k 
' z 

e. 
l.Cx) :::; J lnjNCx) I + 

J n l .!; k 1/ .ck) ( j = 1, ~ ~ •,. r 1 +r:;,? 
k=i. 
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onde 

onde 

e 
.i 

"" { j '> 
.-~ 

" m y +iz ( j = ' 1' ) ,... . - - J,_~ $ •• > "" 
r,~J J J • 

O jacobiano dessa transforntCtçi3:o é dado por 

1 
1 

1 

Te mos l { x) 

NCx) = p - · 
' 

cos <P, 

sen <P, 

-p:ti+:l 
sen <P, 

p cos 
l'.t+:l. <Pi 

= p 
r +i 

i 

c os <P, -pr- 1-r- sen 

2 i 2 

t'lOn <Pr P,, c os 
+c 

z i 2 

X[ z z 2 2] p cos p +p s:en 'P 
r

1
1"r

2 
. r

2 
r

1
H'z r

2 
r- +r 

' 2 =n 
j oc ;'(_ 

Então em termos das variáveis 

conjunto 'f é dado pelas condições: 
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i) p 

' 

z 

fi 

' 
) +\;~l(e) 

L k J J 
' -- k ~' 1. 

Unt.a vez que não impusernos nenhuma condiç2to sobre as var--iáveis 

Troquemc:~s 

p,~ •• ,p por novas vat~ié.vc-.i.s Z:,{ ,.~~ .. ,t pelas fórmulas 
:t r 1-r :l r 

1 z 
e. 

ln e. 
p/""' J ln ( + 

n 
Cj = 1,.~.,.r +r). 

1 2 

r + r 
' 2. 

Logo, n 
j"' 1. 

pois e = o. 

O conjunto 1:' é detenninado pelas condi.çe5es 

o < { :::; i, O:::; (k < 1 Ck = i, .... _..r-). 

Temos 
âp p 

J :0:0 J 
a( ne 

i'Jp. p. 
e J •= _ _j_ l(.e)~ 

at;k ej j j 

Então,_ o jacobiano da tr~an .. .o;f"orm.aç2\o acima_ é igual a 

J = 
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P, 
-~ 1 (B ) 
e 1 r 

' 

p r +r 
_.;._z_ 1 Ce ) 
e r Tr r 

' 2 

(12) 

(13) 

(14) 



1 ( ~; ) 
' ' 

e 1 (L' ) 
r ..-r- r 1- r :1 

1 2 1. 2 

1 (r ) 
i r 

1 (c ) 
r- -tI' r 

' 2 

Somando- todas as: linhas à primeira, temos 

r H r +r r +r 

' 2 ' z 1 2 

r: e. E l .<c ) 

j = :1 
J 

j = :L J ' 
p· ·p 

' ' +r 

E l .C I';-) 
J ' 

J ' 2 
1 (s ) = ------ e 

' 2 2 ' 
l (c ) 

2 ' 
nez 2 

e 1 Cs ) z-1 (c) 
r +r ' +r ' ' 2 ' 2 

r .,._r r 
1 2 

n o o 

e 1 Cs ) 
2 2 ' 

1 (c ) 
2 r 

p· 

' 
·p 

r H 
1 2 = -------

' 2 
n(2 

e 1 <e ) 1 (s ) 

' +r ' H ' ' 2 ' 2 
r 1" r r 

' 2 

Portanto, IJ I 
R 

Calculemos, então_,. v : 

y = 

= 

= 

r ·J 
(T) 

J. ·f 
(T) 

zn 

dx · 
' 

·dx dy dz · 
r 1 1 

1 

Pr +i. 
·p dp. 

r +r 1. 
1 ' 2 

zn 

·dy dz 
' ' 2 2 

·dp d" . ·d" r -tr- .i ' ' 2 2 

i d" . 
o ' 

·fo d" r f· f Pr· +:1 
·p dp. 

r +r 1 
·dp 

r +r 
2 1 
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' r dY ~ Jn- ., r 

v('D ~ 

m 
(1~)) 

Seja X c !R
0 

um cone e suponhamos F: 

i) se Ç > O é um nt'Jmero r·cal" então F(tx) = t;'l:·;-(x),. x '"" X~ 

ii) o conjunt.o T z {x E :X; F'(x) ~ 1} é limi'lé:~do e te-m um 

com volt.1mo 

parale1epipedo fundamental d<'idn pcw !'J.. .. Considel~t!mos a série 

(Cs) = Cs ) 1) • (1(0 

TEOREHA II .. 2~7~ A sér-ie (-(s) acima convet~ge para todo s > 1 e 

lim Cs-1)((s) "" ~ .. 
• il 

S-t1 

DEMONS'l'RAÇÃO: 

Para t-odo real r· > O" designaTemos por .M. à rede 
r 

As si 1n,. v( .At ) = 
r 

cont,idos em T,. então 

v = vCT) 

n ,. 

~ {"·· r' 

Se N(r) 

X E .Ai} 
é o número de pontos 

1\ N(r) = lim. l'KrJ -· ""' 1::. lim 
n n 

r·;.oo r r-l>OO r 

Considerentos o conjunto rT~ É claro que 

(1 '1) 

de 

Clü) 

do 

P-odemos ordenar· os pontos de .Aln:X: em uma seqüência {xk} de 

modo que o { FCx ) " FCx ) :5 " FCxk) < 

' 2 

Seja ~) EnVií.o.., F( xk ) 
n 

logo, rk ~ = r e, X " ~ ~ #,_X 
k ' k 

a r T,. ou seja, NCrk) 2:: k~ Mas, paTa qualquer s ) 
k 

o. 
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Logop 

lim 
k ·>OO 

k 

NC r -e;) 
k 

NCr k -e) 

------
(r n-.;;·) n 

k . 

N( .r ··-&) < k < NCr )~ 
k k 

N( r ) 
< ·-···-~-"-

.­k 

( l~ n-&) n 
__ k ___ < 

r 
k 

n 

h:''f 
k 

s 

k 

lim 
k+oo r 

NCr ) 
s ---~-~-

k 
n 

k 

< 

r 
k 

lim 
k-1-00 

NCr k) 
-----

" rk 

v ,;; lim 
k 

" 
v 

E ;:, • ou c, conse-qüentement,(~,.. usando a fórmula (1íD~ 

seja_,. 

pela 

(2;)~ 

dado e > O, 

Ent~o .. 

1 

o 

3 k 
o 

E ~ tal que se k ~ 

[i + E) 
k 

o 

k·HX) 
n 

rk 

temos 

1 ---- < Vs >1 e,.. assim .. 
F( )s 

xk 

< ~ 1 < 
kf:k FC-:.-) 9 

o k 

1 

k 
s 

(19) 

Multiplicaremos essas inequaçôes por s-1 e faremos 'lender a :l 

k -< 
o 

direi.t.a. Cs-1) E 

00 ; 
lim {s-1) E ~ 1. Como também 
s-~1 + 

Portanto,.. 

k::ok ks 
o 

lim 
s~)-1 -to 

lim (s-i)((s) 
s~1""'. 

v = E .. 

en:U~'o 

k -· o 
1 

li.m Cs-1) E ---- = 
S->1 k::.ot F<xl,?s 

Pelo teorema acima,. .as séri.es (9) convergem para s > 1 e 
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lim :D 'i 1 v 
( <'- ""' ·' X s-~1

1 

!Nt.;O l t) 
X<c:<At·tX 

pelo I. :3. "/ h O 
. c 

A .'.Z ?. z)IJ!::I./:~N(d~ ),. 

Usando as equaçê'ies (9),. (1~')),. (20) e (2:1,) obtemos: 

• 

Como ( Cs) = 
" l pr-ovamos o seguinte resul-tado: 

c 

TEOREMA II-2.8~ Se K é um corpo numérico algébrico de g1~au 

n = r +2r ,. então as séries 
1 z 

1 

NCs4J
9 

convergem par-a todo s > 1 ~ Além disso"' temos a :fórmula 

onde h..-

lim 
' s~1 

D e R deno.t-am o núntc:wo das classes de ideais,. o 

discr-iminante e o regulador de um corpo K,. respectivamente,. e m é 

o número de raizes da unidade contidas em K. a 

Seja ( Cs) a :funçã-o t; do m-ésimo corpo ciclot.6mico K = <tlC(),. 

" 
t;m = 1. Pode.mos escrever 

1 

1--[1/NC:P)
9

l 

ond'C0 o produto é tomado sobre ·todos os p1~imos racionais p .. Seja 

G(s) = n (1 -· __ 1_ __ )-
1 

:P!m Nt:P)
8 

(22) 

Se <p,. m) = 1 e :P é um ideal prirno qt..-alqucr de pl' ent.i!l:o NC1J) 



onde r é a Qrd•:>nt de p n;,::')dulo m. Cown ,~·> n(ün~>l'O de dtst . .in:tn~·.- :J> qU<! 

" 
div.i..:h~m pé 

( Cs) 

" 

1 -

onde c :::< E = cos(2rr/f ) 
p p 

Assim, 

( Cs) = GCs) n K 
(p., .llÚ""1 

m GCs) ll 
Cp~" m) ::::1 

f 
p 

+ i sen( t;rr /f ) . 
p 

J: -1 k 
p 

"'t r,Cnú/f TI [1 p p 

k=O s 
p . 

n m(1 
_, 

- xc~)) , 
" mod p 

C2!3) 

pois: ~) para cada caráter ;r: temos _i(p) = 

algum. k; 

j i) reciprocamente,. dado .c\ k = O,.~., t· ~1,. existe car-át,er X 
p 

com. 

No lugat~ de cal~act.eres do grupo podemos considet~ar 

caracteres numéricos módulo m. Logo,. se p é unt primo que di v:í.de m,. 

en:t$o x(p) = O e C2tD t.oma. a :forma 

( (s) = G(s) 

" 
rT 11 

p " 

nt.unéricos módulo m. Se t.rocarmos a ordem da multiplicação obtemos 

Agot~a,. 

( Cs) = G(s) n LCs~x). 
K 

( (s) = G<s) LCs, 1) 

" 
" 
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[ l ' j I 
" i 

li i 
n I '" -----··-··-"· 

plu i { :1 /p J p 1 --( j /p''') 

( IT 1 ) 
- i 

,,, ( (~c;) .r 

p!m i --( 1 ,....r/') 

onde ((s:) :foi obtido pt'.d . .a aplic<-:..ç:;:;:o do T~~orema 1!.~2~(-~ ao corpo <ti~ 

onde 

Portanto, 

( Cs) = Hs) (Cs) 

" 

F(s) = rT , 
,'PI m [ 

LEt>tA IL 2~ 9~ Seja {a } C n "" 1,. 2,. ~ ~ • ) 
n 

- _!_) . 
s 

p 

seqüên.ci a. de números 

complexos tal que as smn.ars A 
n 

""' ~ a são l.imi tadas_.. kft ,n 
isto é, 

! A I -:::; C paxa t-odo n ~ 1 ~ Então as séries 
n 

" n 

s 
n 

convergem para todo real s > o. Para todo O' > o. a convergência é 

unif'or~ne em r a~ ro) e :f( s) é con-li nua em s. 

DEMONSTRAÇÃO: 

FiX€'lOOS > o. Dado } o. seja 'tal 1/n 
(Y 

< v a c h que " o 

Para tais inteiros. n > n ,. l-emos 1/ns < e ... V s ?: o·~ Seja,. 
o 

M } N > n .. Então 
o 

l 
k=N 

e~ logo., 

A -A 
k k-1. -----"" 

A 
N-1 

+ > 

2C < 2Cc 
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Voltando à funç:iro r (s.),. 
'u 

multipliquemos 

as sér.ies L(s~ 

(27) pcw s-1 

tomemos o lün.ite qu,"3:_ndo S-)-:1. pela direita* Por (2),. 

onde 

l.im (s--1)(K(s;) = FC1) 
s--+1-t-

00 

~ l: 
n= 1 

(28) 

(2:9) 

Comparando (28) com o Teorema I I. 2. 8,. obt.e-mos a seguinte 

fórmula: 
r 'f' r r 

2.1 2 rr 2 hR 
LC1,. X) ""' 

w /I DI, FCD 

COROLÁRIO II-.2 .. 11~ Se K,.. <DC(?\ então 

~!2_ 

n LC 1~> )::) .,. 2: 
;t~1 

.::r par-

(30) 

+ 
onde (f é uma raiz pl~imitiva f-ésima da unidade,. f;;!ê Cmod 4),. h é 

o número de classes de K,. R~· é o regulador de K e D = dCK) o 

dlscriminant.e de K~ !11'1 

LEMA 

h, 

II.2.12. Sejam 

t ( ) zni.cvf 
~ L x a e 

a= 1 

um caráter de condutor 

para todo inteiro 
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Se (h,. :f) en.t~'ío i:açamos a mudança 

c:sab ( mod f}~ Logo, 
f 

X{bJ,-C;t) = .-:t<b) 2 ;tca)ezrriu/f 
a~í 

f . 
~ x{b) l ;t"Cab)e2HLab/f 

(1::::;1 

~ -( ) 21!ictb/f ""' a.ft X a e • 

Se (b" f') "" d > L então o result,ado é válido urna vez que 

ambos os lados se anulam. De fato: 

cmtão o condutm~ de x di vi diria f/d,. um.a contr-adi.ção~ Logo,. e'xist-e 

c21 Cmod f/d), (c_. f) = 1 tal que ;tCc) ~ 1 ~ Se b = b'" d, en:ldo 

Como dc="d C mod f'), er:d::)lo 

f 
\ -( ) 2ITia.bc/f 

= L.. X .ac e 
ae:::c 1 

f ' ... X<c) l ;tCa)ezrrta.bdc/f 

o, :o: t 

- t -( } 2ITiub' d/f 
""';t(c) a.?,'! X a e 

f . 
= X<c) l Xca)ezn;,_ub/f• 

(~;;:; 'L 

O r'esul ta do se segue,. umJt vez que i{ c) r: 1. 1111 
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LEHA I:t. 2~ 13~ Usando n not 

DEMONSTRAÇ2\0: 
f 

,:n i'C") i" = J:ixCbhCx) i" 
b'" .t 

(apen:'ls p(f) n:?io 

nulos) 
f 

~ l XCb'~f 7T):) ;:r(b)T(X) 

b= f_ 

f 

~ l 
d= i 

T-emos. 

f -·1 f-i b 2: e zrti.b <g-dvf = l (e 2ITi.(g-dJ/f) -< 
po.is b :::;b (Jnod :f) 

b=i. 

PorLant,o 

b=o 

f-< = 1+t;+· ·-+c 

= o ' 

d 
v :m;üg-dvf 

onec.,=-e 

s.e t; = 1 <'-">g: = d 

se ( ,.,: 1 

pois ;tCa);t:(;;ü ::z 1 se (a,. f) o:: 1 e O caso contrário. 111 

LEMA II~2~14~ Seja ( uma raiz p1.~imitiva n-ésirna da 

EnU'lo, 
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1 T ' 
x~:t x 

DEMOH:STRAÇÃO: 

Vamos nos a.tel' 

Demon.s.traremos que os 

Calculemos o lado direit.o de (31): 

Temos dCIO 

2 

K = 
/ 

<fK () 

I 
<DC()+ 

I 
<D 

C3:t) 

ü 
p p 2 primo. Os 

lados são iguais 

' onde 

+ 
Uma vez que {1,. (} é baSf'-" in't,c.:gral de K sobre K , temos que 

D = 
1 

Temos 

if (}{) 
a 

p 

TrCi) TrC() 

Também 

Se X ""' Y+ijl- en.t:i!o 

2 
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= 

L ex"-( >. 
a 

p 

<i.,p>=.1. 



t!• (Y+lJ 
o 

~ 

n~t 

'"'(Y+i)P íp-tl+· 
('r:t 

· +( Vil)P ·t_1 t~ T"T (Y·-(( d--í)). 
a 

p 

Colocando Y ::;;; 0,.. temos 

p ~ ª" (1) 

" p 
~ rr 

C:alculerno:;;.-agora:> o lado esquerdo de C31): 

Temos que 

o nó:mero de caracter-es pa-Tes de condutor 

o número de caracteres pares de condutor 

- 1 

1 é j. 

p, x: zJ* ~~· .. 

o número de c ar acteees p'u·es de condutor p 
2

, x: (;: ~ eJ *-. 

C2 5 i :s; a), é 

Portanto, 

p-3 
z 

Cp-1) 
(2 y Q 2. + --z:- + 

2 p-3 Cp-1.1 
(2_p ~ + ~p-"-2 

Seja FCX) 

3p + 4p 

+ 3p 
z + 

59 

z +·. ·+ 

3 

z 
(p-1) 
--2--

u-z ap ) 

a-1 
4p +--- + a.p )~ 

x~l-+:t_j_, 

-x-1- Logo,.. 

• <L , é 

* q; ' é 



j 

P~ .. '3. 1 . u a--:i a.·-1 Conseqüen{.etnente-* y n ------ + :.:; t ap --ap -p -p-t-2) 
2: .:: .. 

1 o. o.-.1. a_.-f = Cap --ap -p -1) 2 
e a i.gu.aldade está provada~ w 

TEOREHA li~ 2. 15. Usando a notaç§::o dos lernas: anterior-es~ 

X par 

DEMONSI'RAÇ.AO: 

A equaçâo (3~D é equivalen.t.e a 

[ l-r r(;t) ]
2

~ ldC<DC()+) I • 
x~i 

X par 

Pelo lema 11~2~12,. T(x) ;:;:; T(;:r) se x é par& Logo~ 

[ 
X par X par X par- X par 

onde a última igualdade é just.ií'icada pelo Lema II~2~13~ 

Port,anto,. a equaçâo ( 32) é equivalent-e a 

X par 

e o teorema est-á d~:..,.mon-Ssd:Tado,. pois a equação C33) 

demonstrada no Lema 11 ... 2~14$ s 
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~ {' 1 se n é uma potJ?HcJ_;;_l de primo 
2 se n n}\o é u:m:,t potên.ci.a de primo 

HEHONS'f'RAÇ.AO: 

Temos..- para V & «:;: GalC~C.Ç)/(Q),. 

!oCtj;t(e)) 1
2 

=> 
1
1o[ ~) 1

2 

= ~~~? 1
2 

= a(c) aC&) = 1 e,. portanto,. 
e a<.. c) CYl s"Y o( e) 

(e 
1 

~ 

c& 
1 

Suponhan10s c "" (et ~ onde ( E W e s
1 

r.:; E+~ Então,. 
e 

ifÃ_s) = = 
= 

( 
= ( 2 

e W:?. e,. conseqlientemt"'!'nte e E ker( "P),. ·ou seja,. 

logo,. "' j :::: t, ,. ou se a, Af:J.r:mo un.idade 

real~ De í'at..o,. '&( é unidade pois E é unidade e t; é raiz da unidade 

·-t -z--:1-
e é real pois et; = c( - = c( ( = s( ~ Assim,. e, então 

ker( v;) = WE+.. Como I-:21 = ajO então [E: WE+l = 1 ou 2e No-tentOs que 

se qX:ID "'W,. ent-Zío [E;V/'E+l = 2 e se q,(E) = W
2

,. então lE:WE+l = 1. 

Olhando a demonstração do Teorema I. 2~ 11 podemos af'irmar que 

se n é- poténcia de um primo :tmpar-~> então E E e, 

Suponhamos~ então,. que n seja uma potêÍ"J,cia de 2 e que c :Seja 

uma unidade e-m 4)( ( m) tal que e .z- W2• Logo,. 
2 

raiz 

primitiva 2rn--ésím.a da unidade~ Se N = N<DC( m) !©(i) ,. ent-ão NC() 
2 
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O<h< 
b::":l. ( -'1) 

'" 1 

<1·1!1j) 

m·-2 m~.t 

o""' 2 Cmüd 2 )~ 

'"'(.11-4·0)+(1,,4<1)+· 

Logo.~~ t;a. é uma raiz primitiva quar-ta da un.i.d;J.de:: r, c. .= 

Segue que ~( ~) = NC~-) tt NC () r:: ±L Mas,. é uma unidade de 
NCCT c 

<I:!(i), ou seja.~~ N(c) = ±1 ou ±i.~~ uma contradiç~o~ Por-tanto" c 
E 

Assumamos" agora.~~ que n não é uma potência de primo. 

1-(. -1-t; é um.a unidade~ Mas,. - - -(. Suponhamos que ~{ vf. Ent;;ro,. 
1 ·t 

( ( +Yl·)z _ v'Zr 
1 

_
1 

yZr-i L - = -'-> • - "' e,. ogo,. "" <. ~ .ogo.~~ n deve ser par~ ou 

s-eja n=:O ( n10d 4).. Como -1 .,. (n/2-~' temos (mod n) Cp por-tanto 

n 
2::: 1 C1nod 2)p uma contradição~ 

S ' w" egue que -., f:o:! e. conseqüen.t,emente,. = 2. .. 
PROPOSIÇÃO II~ 2~ 17~ Sejam !f: ,. .... f s unidades independentes 

' r 
de um 

corpo numérico K que geram um subgr-upo A de unidades de K módulo 

ra.iz~~s da un.i.dade e n , ~ ~ 8 f n ger-adores de um subgrupo B~ Se A S B 
' c 

é de indice f'.ini-to,. então 

Hl: Al 

DEMONSTRAÇÃO: 

Podemos escrever 

'\ = [r~r r)~ü]. (raiz da unidade), com '"ct E Z:. 

Portanto,. ó_log Ja.(t:.'.) j 
' J ' 

a. Ló.log l 0'.( nl) I 
' J J 

L 
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Sejam v_ 
' 

1-?:(,r_:~···~ié') 
}< j 1' 

k .. - ~~·-;--~-~-~,_n 
k i r 

m loq I~:::_! 
' 

e u. 
' 

T: B --... ,. B 
u_ t--+ v. 

' ' 
Existem mudanças de bases {u} para {y_} 

L ' 

com v_ 
' 

e {v-} 

' 

L 

para 

;.:. u • 
ü l 

{x_} 

' 
tais que,_ se H e N representam as n~at,~izes: de mudança de base de A 

e B~" ent~o M{a;L)N ;;:; d:i.ag(d,. ~ ~ ~ ,_ d )~ 
~ .. i r- Ou seja,_ 

TCy_) = x.9 Logo,._ x. = d_y_ e,. portanto_,-
\. 1. \. 1. 1. 

ffi Z/d_~ e [ B: Al 

det( a ) = 
ü 

.. 

e 

TEOREMA II~2~18~ Sejam G um grupo abeliano :fini.t.o e f urna função 

em G com valores em um cor-po C de carac-ter-istica zero~ Ent2lo 

DEMONSTRAÇÃO: 

Consider-emos o espaço vetorial :fin.i to---dimensional V de todas 

as funções em G, V = e seja .-+.. : 
' 'f'T 

G c a função 

caract.erist.ica de G, isto é, 

{: se a = T 

<P, C a) = 
se " "' T 

Eilt~o {"' } T TEG 
:fornt.'.'t uma base de v. Seja w o subespaço de v 

G ~ C definida por 

'I' C X) 
T = "' ()() -T 

1 
IGI Como l VJT(o-) lli:l l [1\_--(o) O, então 

O"E6 creG 
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fato~ 

SnponhaniL.>s que 

Logo~ 

T~Í 

L a T~f/T 

1: .... :1 

a ,P (o) 
T T 

2 a 
Tlf/T 

T~Í 

(u) ~ ~ 

~ o. 

L a <1> (a) 
1 - --·"~) T _, .. IG! 

T7"1 

V o E G. Então, a 
o· 

- o 

Portanto, 2 aTlj/T = O impli.ca em aT = 0_.. ou seja~ 

'"1 

Seja, agot~a_.. h 

h 2 = a 'P 
T T 

r;;-<!1 

E w. Então 

#h 2 " ("' 1 = IG 1-J T T 

Te'Í 

<:-> hCa) a ccp (o') -
T T 

<7 l h(a) 

0<2--G 

~ l h(a) 

O'EG 

<> }: h(a) = O. 

oEG 

a <f> (a) 
T T 

IGI 

Mas_.. essa última igualdade é válida pois h E W e_.. 

{•p-r; T 1!é 1} geram W .. 

De-:fina.mos a trans:fonuaç;;lo linear T = l f'(a) a,. 

" 
Afirmo que TCW) S W~ De fato,. 

TC)J/T) ::>:~ l f:(&)O'!f'T 

ac:G 
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l [ l HaJcnp 

)k;G oc:G 

Temos 

Como 

e,. logo~ 

TCV' ) 
T 

TC'f ) 
T 

Assim,. 

"' l fCa) l 
cn:c:.G X E-;<.7 

w C a){) 
'T 

1" l f(a) l <pTCX) 

a<::::G XcG 

~ \' f( Ct) C!'IJ! 
L 'r 

O'E0 

_, 
fere )VJA 

VJ/O) :::: - lVJT(O') 

T>'1 

V a E G,. então 

de T restrito a w 

A 

[)enotemos por G o g1~upo de car~acteres de G~ Seja X E Gp 

* x: G -~ ~ • Como 

l ;,:Cg) 

gEG 

ent~o X E W,. X ~ 1~ 

~ { JGJ, 

o > 

se ;r w. 1 
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A 

Af i rn:t.) quo f ;r, E G; ;v ?' 1} .fot ma. t.mm. h:-)c>:íê' di;. VI~ 
c c 

,t. r-~ l) "" lGI J_~ r-e~';ta 

' 
Sn.pon.h:-1w:os~ 

que 

que os X;_ 

1 inearrrn"nte dop(~nden:tes c consi derelhos E ui. XL "'~ O (ui.. E {C) tal qu;,~ 

' 
o número q de quo são não-nulos Dtê'pois de 

r-eordenar.mos, suponharnos que 

u ::t ( g) + · · · +u X ( g) = O V g E G~ C33J 
.i i q q 

Temos q :?:. 2:, UJM vez que os XL são não--nulos. Para h e 

arbitrários,. 

u X Chg)+· · · +u X Chg) = u X (h) X Cg)+· · · +u X (h) X Cq) = O~ 
1-i qq ti i qq q" 

Multiplicando (33) por X (h) e subtraindo,. temos 
' 

u Cx Ch)-x Ch)Jx Cg)+· · · +u ex ChJ-x ChJ:>x Cg) = o. 
Zi Z 2 qi q q 

g 

Conl(} isso ocorre V g E G e corno q :foi escolhido o menor 

possi vell' segue que u C ;r (h)-x C h)) = O. Então X C h) :::. 
2 1 2. 1 

contradição. 
A 

Portan:lo., <x. E G; X; f<'. 1} :fornv.l Ullk,_ base de Wo 
' . 

Ten10s 

= (2 f'(a);t(a) )xcg)~ 
ç; 

Logo, X é um auto-vetor com auto-valot· l t·ca);:rCa). 

(Y 

uma 

Então, T 

restrito a W é diagonal com respeito à essa base e o determinan-Ll"l-

é o produto desses auto--valores~ 

P'ortan:lo~ det(f(rG-
1

) - :f(T))-r,G~i =- íf 2 f"(a};:r{a)~ • 

;;r;-!1 Cl 
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J.! ~ 3~ SOHA lJE RAMANUJ AH 

f)EFINlÇAO 11*3.1.~ S.;_~j;,]m m e n. inteirm~ posit.ivos.~ 

l<tamanujan é definida por 

C (n) u:: 
m 

\' Z 1ti. nC:Vrn 
L e 

a rr1od rn 
(O!,m}:::.::t 

C imediat,o que se C a, b) = 1_.. então C (n) = C CnJC CnJ. 
<lb a. b 

TEOREMA IL.::~.1~ Se pé primo e a e n. s[:'lo inteiros positivos, en.Uro 

( o 
c uCn) l a- 1 

~ -p 
p 

L a 
pCp ) 

DEMONSTRAÇÃO: 

S ( 
a _ a 

~.e p _..h) = p _.. 

C (tCn) = 
p 

Suponhamos, en_t,2lo, que 

a 
se Cp ~>n) 

se c r/\ n) 
a 

se Cp-" n) 

logo, 

Se 

(;.Á. d "l! d p -"""s1.ma a un.l( at: e,. po · .eJoos escrever 

pois 

C a.Cn) 
p 

a 
p 

l 
ac~ 1. 

- "-eZ1TLn0/p 

{C(,p);c:-J, 

os múl-tip.los. de p 

o 
p 

J, 

contidos 

o:. u-i o. 
pl> 2p,. ~ .... , p = p(p ) • Conlt.» p ,fn, enUto 

< u-i 
p 

u-1 
= p 

Q 

= p 

é uma raíz 

'em 

= o. 
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portan.to,. C o.Cn) 
p 

C o(n) ~ 

" 
se Cpa~n) 

a-· .1 
p 

~-'1= 
(Jfi_ 

o,·-1. 
p 

Çt e--.1 
se (p ~ n.) < p , (ó'-nt.ão 

C a{n) 
p 

e o teorenl.<-). está provado~ llli 
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C/\l":r~J\Jf_(l JJI 

lJI~ 1 .. W-H!J!,!JE::_; C1CLOT0H!(:/,S 

unidades c:iclot ônücas. O resultado f'undament-<tl ó d:-·1(\o pc·lo Tenrcrna 

li.!. 11" onde é deHlOllStTado que o ~F·upo das un:i drtdes c.i r:: I t:xl ômi c:-v'; ó 

de indice :finito Antes,. 

ao 

unid.c.u:.les de Ramachandra. 

DEFJN1Ç2í0 IIL L Sejam f um número natu1~~ü cOllt p (f) > 2 e 

k 

f = -1-T 
j = 1 

a 
p ,j 

J 
(k ?::: 1,. a. > o; 

J 

Sejam um caráter não principal e 

carát-er primitivo módulo 
l 

o seu condutor f' ~ 
X 

Escrevamos i' r M l! 
X joo:1 

Seja g 

escrev(:_~J~ 

onde 

g, ~ 

c o 

Sejam 

um divisor de f. Após 

l t+u rr t rT t 
p 'j ' g ~ p _j e 

J - 2 J j ::o 1 j ::o t 1• i 

l =a ,, J 

5 t. 5 a· 
J / 

j = 1..-~··J>l ) 

k 

h 
' 

ru f T p''J ru 

j :-::\.--1- U+ :i 

6'1 

gg 

, 

jwri,.~~,l) 

reordenao;::'):o" 

k 

ru rr ptj 
j=d.·~u-t'iJ 

t - <o. 
j j 

(i) 

podemos 

(3) 

(4) 

Ct:D 



( 

f íh. 
X 

As quantidades aqui. c-stahclecid:1s C 

LEMA IIJ.1~ 

Cap.ilulo Il~ 

Se C Cng) 6 a soma de Ramanujan dcf.intda 
l/h ' 

ent-::.ro T C -:r~ n) é d;:~d.:-.1 por 
f ,g 

L --( ~) o.2ITi.ng,0'_ /h 
X f. . c c 

' 
(J,rnod f 

t X 

DEMONSTRAÇÃO: 

) 

no do 

Se a e (Y pct'cor rem um si s-Le-m"l comp.l &·Lo de residuos módulo :!'
1
- e 
' 

h, respect,i vamente~ ent?fo r ;::; c'th + 

de rosiduos m6dulo f'~ 

Temos~ então 

T Cx, nJ 
f.g 

m: L Xcx~) 
r mod f 

zrringr·.-"f 
e 

I -- l ~ f -
,.~ xt c~ l+1 'l-T;_--J 

" O: mod f /h 

[3 1nocl h 

~ I xc r-{;-) ,, 21'!i.ngd.h/f 

a mod f /h 

f~ mod h 

z-n Lngf9/h e - JI 

) 

:urt.ngcih/f 
e 

C'l mod f'/h 

{ 

\"" 2J!üosc~h/f 
L e 

:::t rnod f/h 

} L :tem 
'(:i mod h 

h •• ~ ,. -y--·· - 1 ) ~ 
X 
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('! mod 

' '. '"" ' ·.} fl. 
f /h 

L
\ ;;c(!) 

. " -" 
(1. mod f 

' X 

2.-...,i(f\) 
' -" 

f1.mod f 
" X 

( -f'-~--) -:i 

X 
\-. :znLT,g(:? . ./h 
Le " e - X :zn-i.nqtf /h } 

to:oo 

( 
,, . 
--J-1-
f " . 
\......, ?H'i.ngU /h} 
Le X 

i "'·Ú .. 

LEMA Ill~ 2:. Se T é uma souM de Gauss, então 

u { () 
h 
f 

X 

( !2_~--) -:i 
f 

X 

h 
(--)-:i 

f 
X 

se (h,. ng) 

\ 2fhngLf /h 
Cons1deremos o t·at,or L e X = \ [t: :•s)' L h/r 

t =o . X 

Se 
h 

-·r~·Jng_,. 

X 

l. oo() 

en.tào ( ng = j e,. 
h/f 

X 
.. h . 
t-.. -)-1 

'x 
\ zrr'Lngtf /h L e ·:r 
t,:::O 

h 
C-")-1 

f 
X 

\ zrri.ngtf /h 
portanto... L e X ~ 

t o::oo 

mi+[( ng)+· 
h./ f 

X 

Agora~ sabemos_,. pelo Le-nv--:1 11~2.:1.2 que 
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T (y,. n) 
f.g -

nqf 
):t ~-·- ) T( )_:) 

h ""' ·--r·- ,. enLG.:o h !ng. Af i r· nt() qu8' 
X X 

De se 

""kd e :f=kd 
:t X z ' 

k e k na-L\.reais,. k < f ~ 
1 2 2 X 

Logo,. ng IW! pois 
h 

f;;-j ng. 
X 

Seja, então C h., ng) Se~ ~ --i·ng, 

X 

entâ'o T ( x~ n) = O~ Cg . 

!ng~ 

X 

px·imo p tal que p--f-·-! (h~ n.g)" 
X 

ngf 
C -- 1 -:--~ ... r.) ?.: p ?! 1 e, en.C~ío T C x~ n) ""' o. 

t X f,g -

Um..-"l. vez que 

__ f n9fx 
xt .. -h) x< ----F;---) :::: 

I'HZFINTÇÃO JII~ 2. 

ngf 
x·c --7 --·;j::) , 

rp por . f,g 

,,.. ! 
,g 

.:w..f ---·----'> U? 
zrtLgr/f 

l~ t----1>- .1 og 11 -e ! 

Af i r nu que rp est-á bem de f l ni d:-h De- f at.o: 
f_g 
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I I 
, ?.nt.\111 '·Jtt>/1 I 

10 • U'J 1 ''1.: 

l
. ~~ __ ?.H\,gc'/fl 

m ~ "J .l '"'!:: 

Vamos agora def.inir V que terá pape-l importante~ no cálculo 
f,S) 

do regulador das unidades: de R~Hmchandr.a. 

definimos 

q>, CR). 
t,g 

O lcnm se9uin.t.e relaciona V de:finidn ac:.ima com T t_x:o-n.)~ 
f,g f_g 

LEMA III.:3. v 
f,g 

1 0:{ :1. 
- \ -

2 f.. n 
no. i 

DEMONSTRAÇÃO: 

Temos 

V l ·- R) 1 . li Zrtigr/f I ;;;: )(C 09 --e 
t,g 

"EÃ J'- - f 

~-f~ l ;tCR) 1ogj1--ezrügr/fj2 

1--!.GJ?:. 
f 

1 11 zni.-qr/f I z og -e · 

{ 1 __ (i 21TigJ:'/'f) l _ _1 . -ZIT~<;p: /L)} 
ug -~"" <+ ugt --e 



v, ~ -
'g 

;~ni.gr/f. 
Jog(l,t': J~ 

x" ,, pondo X 

j tl 
;>_ningr/f 

} 2: X'< r) e 
2 n 

mod f ' 
j ~ 1 
2 L. H 

n:oo i 

T C,{:', n) •. 
Lg 

j 

As séries são conver·gentes pelo tes-te de Dirichlet ({LI 

Apostol,. Theorem 12~ 28,. p. 3f~5) 9 m 

Vamos, agora,. usar o Lema caracterizar 

v 
Lg 

LEHA III~49 

v 
f ,g { 

o , 

= j 

2 
C (ng) 

f/h 

onde denotA .'l SO:O"t;'J. solwe os inted.TOS n dados por 
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v 
f,g 

lema ant<"!"rior~ 

( j = 
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m ·rT p~rertj 
j=l.-1-uTl 

Af: i I-mo 

logo_. 

m . 

que De 

então,. mos"Ll-arutos que Cm,. 

péH'a algum _t, 

a_·~"'-

P _J "jjn.g,. 
j 

ou seja.., 

• ent~~Yo 

pode conclulr~ Se 
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{' ~·~·~~· ) 
!-• U+1 k 

ou 1 , 
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LEMA TIL 6. 
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I ( I ·····r (• 

" 
1 --('• ] I a J J 

,_,, 

j c,. 1 J J 
c· wt)~i 

J 

[ I 
~.T 

{ r ~:1_ 1-~e ] 2: I ):( p )( 1 - --·i J 
'" -<t{p )p_) (1-· p' J j ~ 

p Ih J J J ·' 
e. J i 

J 

n [ ;rC p )C 1 ~).,:f p) p~
1
) ' ' ] + (1 ~p ) 

P. Ih J J J J 

J ' 
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-- -1 -1 rr ( 1-;(c p) ;.t(p_)+p_ +1-p,. ) = ) 

p' !h J J J p _jh _· J 

J ' J ' 

pois _:t:Cp_) =O se j = 1,.~ .. ~!'1, e o lt~ma esLá provado~ IM 
J 

( (i) 

finito e caminharemos na direção da prova do principal rüsult&.do 

dest.e trabalho CTeorema III~11)~ 

DEFIN.lÇÃO III~ 4~ Sejam ( uma l~aiz prituit.iva f--és.ima da unJdade~ 

f';z'2 Cmod 4) e E o grupo das unidades de (])(()~ Ent,ão 
f' i 

C= { ± r,j TJ C 1-(i )ri e E: j,.ri e 2} 

é chamado 9rupo das unidades ciclotômicas de <JX()~ 

Faz-se a restri(,~ih .. .., :f~ (mod 4-) pois se f;::;-:2 Cmod 4)J> 

Q:l.C() = 12(( )~ Not.e, t«Hnbém,_ que nem sempt~E'" -(1-(i) 
f f/2 

E E,. 

comparecem no pt·odulo da def'iniçâo- acim.a só aqueles que peJ~tencem 

DEFINIÇAO I1I~5~ Sejam f;;<Z (mod 4) e f"" sua decompüsi.ç)iü 

81 



onde- 1· 
J 

a e 

f < ~; { 

p J j ) ~ 

1 - ( .J 
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lJEMONS fRAÇf~'O: 
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1-( f'/f" 
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os 1.5} 
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das untdades de \[J()i· 
-~~- , - ~ 

( l11 ] 

Wash:ingtonl' Lkmuua 1. 3,. p~ 2 e Proposit,ion 2. 8.., p.1.2) e_., por·Lanto de 

São reais pàis 
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J 
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sf 
Ti'1·( J I 1-·~1~ 
ej 1-( J 

.As unid;:-:v::lf'_;os;. 2; dt.~Linidas aci HL:o-:t são chamadas de uni.dadc•s diê·~ 
9 

Ra~tt,"l:c l'i.andt~ a~ 
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TT' rf log!l (1-( J)i 
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TEOREHA III~fl~ O grupo de unidades C' Ç~er-ado por ~1 e pelas 

unidades de Rnmachandra ( é de indice f·inito :sobre o gr·upo E+ das 
•• 

+ 
unidndes de ![K() J> ondü t; é uma. raiz primi-tiva :f-ési.ma da unidade~ 
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2 h·t- R 

~---- -~---.~---~-~-, 

2;-;/! d( I{>( () _,.) ! 
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l' _J/+1- ttl• '} 
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_::t?":l. 

_:r par 

J ,l 

de «:lCt') ·t-
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• 
pare-s nS:ío trJvlais de ( ;:;;".) 

Logo_.. Rcq-' }) 
' 

rr 
x~1 

IJ { 
p.! ---­

J h 

Também-" pela ProposiçJio II~2~17" 

e o teorema est-á t-n~ovado. 

LEMA III~ 1 O. 

f~ (mod 4). Ent:ilo fE:CJ ;.:: tE+:C+J. 
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J J 
} . 
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} . 

de i.l)C() '\, 
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unida.de_.. 

Deno-lemos ptw W o grupo das raizes da unidade de «:1((). 

É claro que W S C pois 

'' 
1% p " então_,. pelo ·recwema li. 2.16,. 
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loC(i) 1 l ' 
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< __ c.~ A j_gualdnd<c~ 0 verificada~ 
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E E"' c E ' E' 
'c "' 'c' "' I~+ nc "' c' 

e o lenta esL§_ prov-ado. 11 

TEOREMA 1II~11. O grupo das unidades ciclot6micas C é de .índice 

finito sobre o grupo E das unid~~des dE' (])(().- onde ( é uma raiz 
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