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LM ROERIAG

Este trabalho desenvolve um estudo  de  certos  subgrupos de
unidades do grupo de todas as unddades de corpos ciclotdmicox e
corpos afins. Grupos de unidades tém  sido  objetos de profundos

estudos devido 3 eguagfo de Fermat

sendn I 2 3 um namero pringo.
Be ¢ & uma raliz primitiva poésima da unidade, entfo a eguagio

acima Tatora-se como
p-i
]_l-_{x £ ey = 2P,
t =0
As primeiras ténﬁativag de ﬁolucidnar o problema  de Fermat,
Assim, paszaram por  essa fataragﬁo‘ ne  corpo  K=QUED, supondo
inpocuamente a2 validade da fatorag8o Unica no aonel  A=ZI{] dos
inteirosg QQsae corpo. Infelizmente a fatoragio dnica nSo ¢ valida.
Fode-se pnunciar um importante resuliado nesta diregiios
TEORMA 1 (BRAUER-SIEGEL)Y: "Existe apenas um ndmero finito de
primosz p tal gue vale a fatoragfo Unica em ZI01.Y
A tentativa de recupsrar de élguma maneira a fatorag®o dnica
levou Kummer (cerca de 188507 a construir ums teoria de divisores.
A abordagem moderna usa a teoria de ideais de Dedekind Ccerca de
18903, Hessa situacfo pode-ss enunciar dois resultados cléssicos
de grande imnportinciat
TEOREMA 2: "Se ¥ ¢ um corpo numsrico, ent¥o o numere b de
claszses de ideals de ¥ & finito.”
TEOREMA 3 C(KUMMERX: “Se Km@({p} e p nio divide o nGaero h  de

classes de ideais de K ent3o vale o primsiro caso do Teoremas de



Fermatl para o ouwpoente b, isto @, nido existem solucBles inteiras
¥y ¥y 2 nEo Lriviais com plxyva.”

Anmim, o Interesse poassou para o mdmera b e, ne caso de
corpos wiclotdmicos, para seus fatores. Conseglentemente, o
caloulo de h tornou-se um problema Isportante.

L nessa altwa que entram os grupos de  uanidades. COmecamos
com um resultado mais abrangente:

TEOREMA 4 (DIRICHLETY: "Seja K um corpo npumdrico de grau o
Entre os ignmorfiénmg de K em O, assuniremos ogue existem ri
izomorfismos reais e Erz compl&éug. Assim, nxri+3r2. Eaja
rmr$¢r2w1, EntBo, o grupo E das unidades do anel A dos inteiros Ide
K & um grup@ abeliano finitamente gerado com posto r. Ou seja,
existeﬁ unidades independentes Usennall talis que tbda unidade u
de K tem uma Onica representagdo na {orma

1: n
]
o Eui LRI ¢ S

r
once Bpesen =s%o inteireos o [ & una raiz da unidade de Kf"

A importianciasa de subgrupos de indice finito vem do seguinte
resul tado:

TEOREMA S5: “Sejam KeQCrd, K =QCr+2 D=KriR o subgrupo maximal
real de K e h e ©' seus respeciives nimeros de classes. Eni¥o
heh'h*, onde b® & um inteiro positivo. Isto &, h' divide h. Mais
alnds, b & igual ac Indice {E+:EG}, onde E & o .grupa das
vnidades de K e Ko & grupa‘geradw palaé unidades

o, = ?;Efgf?i“gg;— CREBy o e oy Cp=13/2
do corpo K.
Mais recentemente, Sinnott (1880 e Thaine C1888) 1 ém

destacado outros subgrupes de unidades de indice finito. HNeste

trabalho, estudaremos dois desies subdgruposi



i de Homschovdrs, wm gruapo O7 gerads por -3 e [ ChAola
Arithmetica 120165, 1051730,
i) de SBinnoti, chamado de grupo de snidades cicloblémicas.

Mais precisamente, Lemos as definicles:
I

g - . " T A .
Tetam 2 Lood 43 ¢ §F = IWT Pl sua decompogsicio em primos.
i=1 '

Fara << 2, com (s, =1, definamos

s_;fJ .
d_ b gt 4
f!‘:k = f: - ”"'“"'""““’ff;“ r dg‘ = é’ (.1 ""SE} S f‘}
i 1=y e
k 3
mn&e'fJ'm ] T p?fﬁ s £ & uma raly primitiva fﬁéﬂima da unidade e
=g

o produto & estendido sobre btodos os e, =2 0 ou 1, J = L, aas,k,
1
excelo &« = e = -~ m g = i,
i Z. ¥
O fs acima definidoz 530 unidades reais. EntZo, chamamos de

¢ o subgrupo gerado por -1 e o= g
*Se B ¢ o grupo de unidades de Q0E), entio
£t '
- "‘{“’“ -
Cm{rﬁ‘*‘ chzm(‘}ra_essE : j,r e“?iz}
L= ,
¢ chamado grupo das unidades ciclobtdmicas de QU™
O pripcipal resultado deste trabalbo consistée em mostrar gus
o subgrupe € ¢ de indice finito no grupo F de todas as unidades. ©
capitulo 111 ¢ dedicado & prova desse resultado. A tfcendca
consiste en descer para o corpe real K+%@Ce‘:-§*ljui) ande itrabalhamos
com o subgrupe O e demonstramos que [E': 1 % finite, =zmendo E’ o)
grupo das uanddades de K'. Nesse estiglio empregamos resultados gue
relacionam as Leséries e © pimero de i classes de O e
ciclotdmicos. Mostramos, entdo, qgue (e cy & Finito, onde g’
e, utilizando a igualdade [E:CI=iE:C'} Cdevide a Sinnoti),

provawos o resuliadoe desejado.

iii



O capiitulae I apresents as ferramenias analiticas nocesziarias
sobre  as  Leséries o LOs, 3, :«:}f_.’i ,  ansocisdas 2 caractares sl
Divichict . _ﬁﬂ' resultados mais  dnporfantes s8o  dados  pelos
Teorema Ii.:2.8 & sous covol&ﬁieﬂ gue apresentam as conextios enire
as L-=méries e o nUpereo de classes dos corpos cicloldmicos.

Mo ecapftule I apresentamos o corpo clicloldmico, uma base
integral ﬁ&ﬁtQ.CGFQQ, bom como algunﬂ fataos basicos de grande
relevancia. Apresentamos tambdm oz reguladores, gue déﬁempenham

papel relevante na prova do principal teorema deste trabalhbo.

iv



CAPTTULG X

Y. 3 CORPOS CICLOTONICOR

Introduziremos, neste pardgrafo, ox corpos ciclotdmicos, bem
come alguns iaportantes conceltos a eles relacionados. Definiremos
o polindsio ciclotdmico e postraremos gue ele 2  irredutivel.
Mostraremos gue o corpe ciclotdmicoe dia  origem ‘a extensdes
abhelianas de © e situaremos neste guadro O Teorens dez
Kronecker-Weber ﬂobré extenstes abslianas de 4, ilustrando-o  por

melo de um exemplo guadritico.

DEFINICAD T.4.1. Chamamos de corpo ciclotdmice a toda extensio

QLY de Q obtida pela adijungio de uma ralz da unidade .,

DEFINICAG 1.1.2. Seja m inteiro maior ou igual 21 e § wma raiz

primitiva m—dsima da unidade. O polindmio

& CX) = I | X - 5

(ke rayzd

¢ denominado m—ésimoe polindmio ciclotdmico.

Az rvalres de @ z¥o precisamente as raizes primitivas
™

m-gximes da unidade e é@m = plmd, @ fungfc de Buler.

TEOREMA I.1.1. Se m ¢ inteiro maior ou igual a 1, entfo os
coeficientes de §m€X) =50 intaire&, isto &, @WEK} e ZEX1.
DEMONSTRAGCEO: E
Provemos por indugfo sobre m.

Be m=1, estd claro, pois §§(X3 = X-i.



Bupornd gue m 2 2 ¢ dum s aflrwsoelo seds  wilids  para
I = n < m
Como toda ralzy s-fgsima da nldade & uma ralz primitiva de

grau Jdim, enlio

X"g w [_1_ £ 00

dlm
Fela hipdtese de indugZo, o polindmioc Fow= | I @d tem
afm
ol e

coeficientes inteliros e & mSnico.
Ert3o, os coeficlientes de &Exl¥Xd = CXTAIAFCHN também  sHo

inteiros, i

TEOREMA i.i.8& Para qualqguer inteiro positive m o© polindmio
ciclotdmico @m & irredutivel sobre Q.

PDEMONSTRACAO:

Sedja L) o polintmio mininal de { sobre &, & raiz primitiva
m-dsima da undidade. EntZo, f{X5 divide X1, ou sela, X" =
FCEY -RLXY, com §f & b polinSmios mdnicos. Palo lema de Gauss, segue
gue £ e h tém coeficientes inteiros. Afirmo que, se p ¢ um  nuimero
primo gue n3o divide m, ent¥o tP & também uma raiz de f. De fatos

Suponha que ¥ n¥o seja raiz de £. Como (P & raiz de X1, P
¢ wma railz de h. Unma vez que fCEY ¢ o pslin&ﬁio minimal " de ! e
come [ £ ralz de h{Xp}, resulta gue { & uma raiz  comum  dos
polindmios fOxY e hC(X™. Lego,

heXFy = £CX gD,
CComo f tem coeficientes inteiros & &€ modnico, g também tem
coeficientes intelros.

Consideremas, agora, o homonoriismo

k3



TR MR R s @ P
.

3
I E.-_y E“
) . o - - &
oy wiz & o homorfismo candnico de & em ﬁrmW§@'e ol K =X
p Fal
Temos hOX™3 = £OXY -gouy.
O o & - i
Se BCXY = 2&,}5‘ , ent¥o KoXy = ¥ e, comn BF = §,
. L Y ¥ i L %
LF0 LEO

temos
. 52 .,__ ) o] . i
R m_E ExP w z b X
ifp * ife *
- &
= L Y Bx' | e Roo®
. i
RO

o
e, ent¥o, h = f g.

Dagui resulta gue se v & Z X1 & wum fator irredutivel e
minico de T, entlio vih o, logo, £ e h apresentam um fator comum.

Mas, X1 = FOORY e, portants, X -1 tem raiz mﬁitipia¢
Isto & uma contradicie, bastands tomar a  derivada, me vew e
pim.

Partaﬁta, P & também uma raiz de f.

Seja agora, 7 uma raiﬁ gqualguer de @;. Fnt3o, {‘wﬁk,'onda k
& relativamente primo com me Se k o= PP, P, s ent o, pelo visto
acima, {Pi & uma raiz de £, Analogamente, trocando [ por K?ﬂ

¥ 3
FR- .
conclul mos gue [ & uma raiz de £f. Continuando osse Procasso,

. ko . : .
conclulmos gue { ¢ uma raiz de 1.
Portanto, gualquer raiz de $3 & tawbém uma raiz de § e,

T

entio, @mmf, mostrando assim gus @m é irredutivel sobre ©. o

Mo decorrer da prova do dltimo rexultado, mostramos o

segul rihe



CORGLARIO 1.1.3. Sejas [ wwa rate primitiva wmedsima  da unidade,
Pl 8o, EQCE e 2 = Uy,

orde el & oa fangBo de BEuler, =

TEOREMA T.1.4. Seja m um inteiro pozitivo e § uma raliz primitiva

m-¢siga da unidade. Ent¥o, QU3 ¢ uma extensic galoisiana de &

citjo grupo de Galois ¢ de O3 sobrve @ & isomorfo  ao grupo
-

#t
megltiplicativo {«--«5;2;“] dos inteiros primos a m mod M.

DEMONSTRAC K,
Como QLY & o corpe de decomposigio do  polindmio separavel
Kmd, sedque gue a extensio W |G € galoisiana.
Seja o & ¢ wa avtomorfisme de QY. Ent3o, o) = ck, k
unicanente determinado mod m, pois
CoCtdd” m olE™ = 1
Afirmo gue (k,m3 = 1. De fato

Se Ck,mw> = d > 1, ent¥o k = db. Logn, o€l = (%0, ou seja,

tresed ) oo d |

o 5 = 1. Cowmo o & injetivo, = 1.

Coli 33 = 1. Ent¥o, ol
Mas isto ¢ uma contradiglo, pols § ¢ uma raiz primitiva m—ézsima da
unidade., Portanto, ¢ € 6 leva raiz primitiva m—ésima da unidade em
raiz primitiva m-<sima da unidade.

Definames a funcBo

k.
onde
o‘k:@f{{) —p QLD
£ ¥ {k » com Ck,my = 1
Como
. e b 3 - ki
a?kvlt&’} o ok(v?.({")} e crk(»:' 3 owm {c:fkc.{'}) e L7 = £,



2 funglo v & homomoriismn, pois
A fungfo w & injebiw v e owmey yler 3 1, entdo o OF A
veho @ g Anjetiva, pois se pled = 1, entio u&ti} = e
wm L, oy medas, Oﬁlé o elemsnio pvewlre de G, Comn anbas  os T UEOS
%80 de ordem pled, segue que s fungBo yw & Lambém  sobrejetiva.

. . ' &
Ansim W & wum isomorfismo de & sobre {——“m‘.]
¥

Tem-se de imediato a seguinle consegidncia importante:

COROLARIO 1.3.5. A oxitensEo galoisiana ) |0 ¢ abeliana. n

Vale mencionar asgui doisg ragultadmﬂ importantes gque tratam_de
extenstes abelianss de G
TEOREHA T.1.6. Be K € wum corpo intermediario, @ € K © @C{>, sendo
{ raiz primitiva m-esima da unddade, entSoc K ¢ galeisiance e
abeliang sobro .

DEMOHDTRACEO:

Segue do fato de gue um  subgrupo de um grupo  abelianog &
normal & grupoe fator de usma grupo abeliano £ abeliano.

A reciproca do Teorema I.1.8 & o classico Teorema de
: _Ks*or:eaker«’&ebem A sus  prova i‘oge. doz possos  propositos e
indicamos ao leitor interessado Iii} %aﬁhingtany Theo;em 14.3,
e 319,
TEROREMA I.1.7. Se Ki€ ¢ uma extensZo abeliana de grau finmito,

ent¥o existe uma raiz da unidade { tal que K & QC{D.

EXEMPLO:  Como  esxemplo, vamos  olhar  para Lha extensio

geradratica @Y d 2 gue define wuma extensio azbeliana  de Tra



P :
Mostraremos que GCY 4 3 estd contido num corpo clelotdmico @07 3

1w

para alogum m 2 2. Fara alcangar ossa mebsz vamos leshrar dda

gefinicho de somas de Gauss principal

314

oruie p & um primo ispar, (p ¢ uma raiz primitiva peédsime  da
unidade, a soma & tomada sobre um sistems redurido de residucs

mod p e {mgﬁ} ¢ o simbolo guadritice de Legendre, izto &,

1 =e e Cmod B3
] = para algum »x < Z

-1  He vsaxztnwd P

Assim, 5§ &= @({p).

Afirmo gue s m[w%w}p w dp. e fatod

-

Temos S = [ﬁw] {_,f:i__} 4 VrH . E [}3:1{{] £ YT, guando A
P P P P b 2
2 L4 Yy

percorre um sistema reduzido de residucs mddulo p, © mesmo  occorre

com v, para qualguer u Fixo. Ent3o,

2
e [ﬁ'{fm] JHLREAY (ﬂ_}iﬁ}f“mﬂ}
DN o D - 136
e H

Ve i
ST ) e - emoeen 3 ()
1 IEESS i PR 4
R -36) - G
e

Voltando aon exemplo, temos gue K = &Y 40 onde d &£ um
inteiro livre de guadrados. Entfo d = % Rep‘-{ PLs onde e = G ou i,
r 2= O e cada 3 & L primo j.‘mg::ar.. Segue-ge cpeae

1

K= av ad ¢ oy 1 4 a’,-v/pi';.,,,/—;).

¥ 4 & umz raiz primitiva guarta da unidade, z:'*.




—
?‘/ ¢ expresso-em Larseos e oums ralz primitivae oltasvwas da

unidade { , pois
23

. -4 B, R o 4 - . -

{f: G"**ng} AL S £, + L7 + & 2 e, enitio,
@if& ¥ o= @5{{3}.

Seop @ oum primo {mpar gusiguer, entflo fp = S e, portanto, ou

7/ poos N o @C{p) Ly "/ Ppoow V/mi 8 e @({a,fp).
Combinando esses fatos, temos

hesesl 2 T QL 3,
p} v

K = @f-/ 4 g QL L
_ t ¥

onde mow 8;:3; pe (‘m & wma rale primiiiva m—dsima da unidade, o

gue ilusira o Tecrema de Kronscker-Weber.,

PROPOSICAG 1.1.8. Sejam L = QUL3, ¢ railz primitiva m-<ésima cda
unidade, onde m > 2 e K s @+ " « &£3". Emtfc X & o maior
subcorpo real de L.
DEMONSTRACAO:
Seja o o actomorfisne conjugagfo em £, isto &,
.
ALY = £

Como o tem ordem 2, o corpo fixa de <, denoltado H, 4 um corpec

real e o<
f Lz M} & e [HMQ) = 5

Como K € um corpo real fixado pontualmente por o, ent&o

#

K = M
Uma vez gue [ & uma ratz do pelindmio
XECr TN,

conclul mos qgue v

Posteriomente, veremos gue ZI¢+f "1 & o anel de inteiros de



1.8, ALGUNS RESULTADOS BASICOS
Hoste pardgrafo, definireomos (rageo, norma o valorizsofo.
Tambdm enunciaremss, sem deponsiracds, as principsls  propricdades

a eles relacionadds.

Sﬁja i tma extensfo finita de grau n scbre K. Para gualguser
ogel, a aplicagio ¥ of (Fel) ¢ uma transformacio linear de L
Cconsiderado como wm espagoe vetorial sobre KX, O polindSmio
caracteristico fQCK) dessa transformacio &€ Ltambdém chamadoe o©
polindmio caracteristivo do elementco asl. em relagfio 4 extensSo

LiK. Se {WK«au}Wh} & mna base para a extensfo LK e

4]
cw = 3 oa w  Ca k) €13
i vy o3 vd
‘ =4 .
entEo f&( X2 = gdet(HI-C aij}}" onde I £ a wmatriz identidade e

ordem .
O determinante e o trago da matriz Cau), definida por Cix,
n¥o de penxdem da escolbha da  base {wi,. ..,wﬁ}. Temos, entZo, 2

seguinte definicHor

DEFINIGAO I.2.1. O determinante det(a > da matriz Ca, > de €13 &

chamado a norma o seuw trago 2 a . ¢ chamado o trace do “elemento
(AN
i

ool em relaco 4 extenzBo LK. A norma e o trago s8o0 denot ados PO

M Loy = Tr

LK Cod, respectivamente.

LK
Moncionaremss wma sdérie de resultados relacionados =}

definicio acima:

TEOREMA 1.2.1. € polinSmio caracteristico fﬂﬁx} de wum elemento asl



e relasie & exiens¥o LK & uma poténoia do seuw polindmio  minimal
sobre .

Se acl, oentio a malriz da {ransformaciio linear ¥ af  (Fold
zeri & :‘s@triz dlagonal al. Portanto, para bodo elemento ack, Lamos

™
3y = a , Tr AP W DA

AATS AT

{haando transformagfies lineares 530 somadas oy compositas, suas
matrizes sfo somadas ou multiplicadas {(para uma base fixal, e,
sntic para quasisgusr elementos o e 2 de L, temos as (Srmulas

Np o = Ny Cod oMy O

. + = .
'IrLIK(cx I TrLiKiac)-rTrL} 133

A matriz da {ransformacio lineasr £ acd {asel, Fael} £ obtida

da matriz de itransformagdo £ of pela multiplicagio de todos os
elementos por a. Assim, tewos s fdrmula

Coda

Ty K(ar:x) = aTr‘L]K

L

TEOREMA T.2.2. Sejam o=, fa(K) o polindmio caraclerizstico de o em

relac¥o a extensioc LK e MK una extensfo na gual fai}(la se  fatora

em fatores lineares, £ (X0 = (X-o)-- -(x—an)'. EntSo,
NLzKch} e atiaz-”aen i
= ook -
TrL EK(GO ai+cx2+ {xﬁ

TEOREMA L. 2.3, Sejam trés corpos  KolcM, onxde cada extensio &£
finita sobre o precedents e oeM. EntBo, ltemos as seguintesn

relacdes:

NMEK’CQ} e HL]K{Nﬁ}L{&)) -

FH{K(&) w5 TPLIK(TrHiL

Definiremos, agors, o discriminante e, como acima, citaremos

T Lo,



alguns resvltados fwporiantes.

DEFIHICAD 1,82 Sejam B ua anel comulativo ¢ A um subanel  de B
tal gue B & um a-newivlo livee de rank findto . e xi,..,,xréﬁy
chamanos de dizoriminante do conjunto {xi,a“,xn) o slemento de A
definido pels relacio

o REEEVE .) = detllyr {x_xj}).
-

BZ,& BlA

PROPOSICEG I.2.4., Se Yre- .,yﬁeﬁ £ oubtra conjuntoc {al gue
" .
b E a w, com a, <h, entio
i vy i

j=1

(¥ 5 neer ¥ IuCdetla O3 “D

BlA Biﬂcxz"”’xn)”

PROPOSICHC ¥.2.5. Sejam K um corpo  finito ou de caracteristica
zera, L ums extensfo de grau findto n de X e cri,...,a:vn ol T

K-imomyrPismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado O

contendoe K. Entio, se (Kx‘“ . .,xh) & uma base de L sobre ¥,

LEKCX’“"’X 3 o= det(ﬁw(xJ)) Faely.

PROPOSICED 1.2.68. Sejam K um corpe finito ou de caraclteristica
rero, L=KIixl uma extens¥o de grau finito n de K e F>(XD) o polindmio

minimal de x sobre K. EntEo,
iﬁ(ﬁ“i}
114

CI,% eveyx 2 = €127 N, CF*CxXDD.

L;K LK

PROPOSICED I.28.7. Sejam trés corpos E, L ¢ MW tals gue Kook, Se

10



'{exd, eew gt Fo owman Daae de L ii-‘-:.' S {ﬁz” sawy 3 F & dma base  de
X 3 inl

¥
et B

SN . _ ]
Dy e = D (e e e cp ) N Py SR o - BT

PROPOSICEO (.28, O disoriminards Jde QUL n) &
£

d o= KO w3 o= o2 oph FTTTTY
;‘,&
DEMONSTRACHO:
Serjam m = p“ e =& n . Temos
F
- Ed
d o= 2 Npeo @08 C030.
Tambem, X1 = ¢X"F438 ¢¥3. Derivando, temos
k{1
I m
——3

tr—-4d

¥ = ; " x® % LLX3 cxp 1287 0.

Tt
Logo, m{mﬁi m (FP-138 ¢80 e, conseglentemente,
it
, . mg:mwi m{jmni -
@w!{{} = — 2 el
T j<
£F-a
QLD .
®CE Y Lo
&
pwi\ I i
@ -
. ~ " : _ i o
Logo, W@C?;} 1‘1}{3' i,’p) HQ{{:P) ;@CN{&{;G iiELEfPZ)Ci ,p}}
.i‘?.”“}
Ba
= g, o) G 20
pim
ol g‘! p”‘i‘ '.
rm*—:l.
Ni{}{r’)f@{““* 3
Povtanto, d = % i TiTTTS
Qe et N

i1



i
Ty "-M"\;"‘ EHYITE

R
T f syad3
e p——. h\.\,.i.
S SR e 1)

w ook {;’3 g } o opb o . ]

PROPOSTICEG 1.2.8. O dizcrimdnants de QU0 3 &
i
ﬂ-;ﬂ{n}

d o= ERCL D> = .
T

TT pP Pt

pin

DEMONSTRACAO:

& {){) m l‘ | & (X}@ {3(). Berdvando, tenos

Temos X -1 =

din din
den
L U D i‘iffi + [ 3 CHOE (X0
2 & CM} A N :
a1 din
don d<n

m‘fnmﬁ' = TT i ({)a €f;) 2, conSegientemente,

Logo,
diﬁ
d<n i
r),!t:”
é’(zj B e —
_I-T & {Zj}
d!?‘:
din
Temos X -1 = ]T F OX3. Logo A ] I $ (03 e, assim,
dim dim
] T & 000 : 2y
d “‘r
Tﬂ
Se nom ndo & poténcia de p.r:..nms;, ent.Ho M@Cﬁ} ;@{ﬁdcz:)) £ o

Logo, 596 nos interessa o caze em gus Dem & poténcia de primo. Seias

2 @ . ; : .
noEopoLop s . Para gque nom seja poténcia de primo ¢  necessario
=3

I MM o= ;”'M{ s 1 =2 i 5 s, 05 1 = aiﬁ-i, Loge, pela equagioe (23,
a -




FPars cads pf 1 % % s lemos, pela proposic3o anterior gue
w0y
it ¥
{’: 3 o= p‘} 1 =

Nocrs 1@t P,

e
Ly = & . =

Py Sp-d
p

pin

. +
Fortanto, d I NG}{{'} |0

Velamos, agora, alguns fatos sobre valorizagfes,
DEFINICAD 1.2.3. Seja p um nlimerce primo gualquer. Para todo
inteivo nio-nuio a, seias vp{a}mnzﬁ quando pnia Mas pWﬁ$aw Séja
tamhém.vp(&)mma Se x=acsh ¢ oum mimero racional gualgquer Ccom  be0D,
seja v?éx)wwpﬁa)mvpibj« Entio kp, chamado valeriza#&o, ests ham
definido e satisfaz

vp(x+y} = min{vp€x3,wp(y)}
:fp{_xy) s vp( w3 p{ ¥

Mais ainda, Se #ECX)#VP{y}, entio yp(x&y) = min{vp(x},pryB}
@ t»fp(x) = 0 e plx.

Seia ot um elementoe do anel A, Dendtemos por v}ﬁoo &

poténcia na gqual o ideal prim P entra na fatoragio do ideal

principal (¢ em fatores primos. Claramente, v _ (o ¢ cavacterizado

L) vyﬁa}+i . #
por P et & 2 fol, Como wero & divisivel por poténcias

arbitrariamente.grandea de P, ¢ natural colocarmos vygﬂ} = O
Segue da definiclo acima gue y$(mﬁ) o= vp{aj%w?{ﬁ) @ v?{a+ﬂ} =
g w&n(nga},vfﬁﬁj},

A fungBo v (o pode ser estendida as carpoe de frag@es K do

>

13



anel Al pars Peooofhell o, faAd soda vﬁﬁf}wvyﬁm}mv?ﬁﬁ}‘
Col aguenos Vy{y) = 1 para o elemsnic ypedh tal  que p i

iy k.,
divisiwvel por P mas nioc por P. Logo, nggﬂJ = ¥ para todo isteliro

. Ent3Eo, vﬁﬁaﬁ tosm Lodos os valores racionais.

DEFINICAD I.2.4. Seja K um corpo. Uma founglo viod, definida para
sk, ¢ chamada valorizagdo de K  se satisfaz as seguintes
condigles:

1D vl toms Lodos og valores racionsis guando o percorre
todos oz elementos nSo-nulos de K w8 =g

143 i3y = vl +v{fiD;

1143 vCo3D 2 minlvlad, vEE02.

Temos v{ot@ = ainCrl{a), KD se vladmr (.

i4



Fao e UREPLBADES DO CORPON CLCLOTMMEOOE

Moste pardgrafo, estabedeceoromns alguns  resullados  sobre
anel dos intedros de EY e sobre  as  unbdades  dos COL ProS

cicletdmicos.

DEFENICHED 1.3.1. Seja R wum anel comubative com unidade o A um
sthanel de R. Dizemos gue um slemonto & R £ inleiro sobre A

guando  exiztem @l elementos aﬁ,ai,.ﬁ«,a , © A taix ggus
T

.xﬁ+ahwgﬁyd%~'-+aix+30mﬁ” e A S corpo, endB@o x & RO&  intelro
sohre A se, e sumente se, x & algdbrico sobre Al

O prowimo resultado ¢ fondamental no estudo de nlGmeros
algébri%agy mitimos 2 sua prova, 2 gual nos referimos a 18]
Samuel, Corollary 2, Proposition 1, p 28,

TEOREMA T.3.1. Seja K um corpo de nimeros algébricos. Ent3o

o {#QK:X % inteireo sobre E}

& um sub-ane]l de K contendo Z. A & denominado o ansl dos inteiros

de K.

TEOREMA 1.3.28. Sejam m wa inteiroe positive e I uma raiz primitiva
m-ésima da unidade. Entio o anel A dos  inteiros do zorpe
ciclotdmico QWED & ZiD).

DEMONSTRACAC:

Cones £ & vaiz de X1, & claro que 2101 S A

Yamos mostrar gue A £ ZI01 em trés passos, divididos em itrés
CABOE.

17 CASO: m om r, Sendo p oum olmero prisno.

Pelo Teorema T.1.2., o polindmio mintmal de { sobre @ 2



o, entio, QUG = p-d.
Portanto, {1,0,...,65 "% & uma base de Q) sobre O.
Seda Tr = Tz‘cﬁa(zjj | B a fungdo trago, Como 08 condugados  de (jj
sHo C,{,’z,,“,lfpwi para 1 % 4 % pel, Seguee que
Tree®y = gar®e w2 4,1 2§ 2 pa €13
Além disso, Trdid = 1 131G = p-1, pois 1 € €. Logo,
Tret-Z5 @ p, 1 2 § € p-i ced
Como & = HORaexP P el = CHEICHETY - Xt P, ento
p o= C1-¢301-0% - 01t €3y
Logo, p = {1-{2A 2, entio, (1-{34 M £ = pi.
Afirmo gue CE{}A & = pZ, De fatos
Se (1-£2A N & w pZ, entio (1-{2A M Z = Z. ngs_:m_, Ci-£2 e seus
conjugados {1w{‘i}, 1 2 3 % p-1, s3c inversivels em A, EntZo, por

£33, p & tambdm inversivel em A, ou seja, p £ inversivel

3]
G A= 2, una contradisio.

Hostremos, agora, (ue para qualquéf‘ ¥ = A,

Tedy(i-3» & pf. | _ Cax

'Sejam o elemntos de A yi, TR ”yp;g conjugados de ¥,

Ent¥o, -

T'tiiy(ivi’}j = }ri(i»{)-%yz(iw{z)-%- - -—%priCimt'p#i)

m oy (1.0 e (A-03A, |
g;s&:vi;s i’:ga w -~1—f;‘i"$ e A. HMas, Tr(y(i-{d} & £ =, portanto,
Friyli-£33 @& (1-L0A n & = p&,

Selda o= a()%ai{,’wﬂ-- . -+apk2{pﬁz 14331 elemmjta de A, e a & .

Frovemos gues ai & . Temos wi = aaﬁ'-%ai?;'z@- . -+apﬂztjp”1. Efetuande a

diferenga, temnos

164



MCE-EY = oa CA-Ld4a (L de - -aa  crP vty
o b S

Fowardo o {raco, Lomos
TrenCi-£3) = a TrCi-L+ - -4a_ TrcP 2P ™,
2
Fazendoe uso de (13 e {83, oblemos

Frd i3 = aoTr‘-C§.~{) = & P

i

Mas, por (43, B p = b, b = & e, entBo, a &.  Como

~4 -4 o %
¢ om PN entin [T e A e, assim,

% -3
Cx-a 28 m oo da f4ec-da P & Al
o iz pal
Repetindo-se o mesme argumento, SEgue U a € 2. Diad,
aplicando-se sucessivamente o mesmo raciocindo, conciuimos gue

cada a o Z.
1

Mostramos, assim, gue no Caso de m o= p um odwero  primo, o

anel dos inteliros A = Zi01.
22 CASO: m = pk, sendo p nOmero primo & k 2 2

Felo teorema 1.4.28. o polindmio irredutivel de [ &
= —~4 [e1or N ¥ A

¥y Ty
GRS G A O - I

& {4 = X
m

- ] T.e:xﬁz:;‘}

(m, Ly g

Portanto, se L = plp™ = (p-12p" ", ent¥o {i,f;,”.;z‘f“*} &
uma base de L sobre G

Se r e s w80 inteliros com (m,rs) o= 1, afirmo gy
C{rwi}fii’gmi} & s undidade de ZLL1. e fato, enrravercdo

rast Cmod ») para algom 4, temnos
r =t
L SR S R TS DT 4

Z:s;-vi tfg"" 1
Semelhantements, 0 -122007-12 & 2100,

s ZiCT.

Congeqlentenente, temos a lgualdade de ideais (1-03 = Ci-{i),

sempre gue CL,m> = 1,

i7



Agors, oomo pos 3 (1) =
it
L, W PR A

See ALY = 13, smendoa I e ¥ Pdeais ol A, ent o
pow MOE-43 =NE-MF, Logo, NI = 1 o B » 1 ¢, poritanto, o ideal
{183 rmio fatora sem A, seomdd, entio, um ideal primo de A

Como QLI = GCI-LY, ento (1,1-6,...,C1-00"" & wma base de
QLY mobre G Como ZIL1 = Zi4-11, vamos mostrar gue A = 201 =
Z2ii~L 1. |

Seja, entllo, o = b _+b (1-{3+-- -¢b£“i€1~§)twi, com b < @
Mostremos que bi = 2. |

Seeja v 2 walorizassfo normalizada correspondente ao  ideal

1~ = P. Logo, #{i-£3 = 1 e, comn p ose ramifica totalmente,
wEH) = tZ, Chzserve também gque viod 2 0% o & A
Temos

V(b C1-03" = v(bD+ivC1-0) = »C(hD+i, 0 £ i < t.
Afirmo ques csses  OUmReros s¥%0 todos distintos: De fato, se
vCBI+i= yChI+j com O < i, 4 < t, entZo i-j = v(b-v(b) & 1Z, o
gue ¢ impossivel, a N30 s;er; gqua i=j. Logo vlo) = min{y{biCiuz,’}i}). :
Come vlo¥ 2 0 e u(bi} @ :%,2, seqgue gue J
‘ '  vCbI = 0.

Portanto, nenhum b tem p no denominador. Logo,

§ t [

o 2 o3 dadtga (’gw”
o 4 4 *

com a « @ mas p oo divide o denominador de nenhum a . Temos

t L

: ' o, o

i i
[+ =mos da e v e Ry {
£ iz: L--ir

o
i i1
> *

onde o percorre Gal{@{I 03, sendo o, = O
1

i
o

L "l g
Seja o, = o . Ent¥o Lemos
.

ig



roy IS SR S N

4 * .

o F S & SR o S e
& =2 7~ 2 &

- : W - i . A

o LIRSS T 20 € AERIRR-R & o
L i ’ L ( t{’

Mazm, o determinacte A da sasiviz & wn determinante  de

Yandermondae. Enitio,

A ! ];;fz;‘t-z;‘j} = (raiz da unldaged ]T L
$754 ¢ 3 1¢j
pdi ] joF QA
Pela regra de Cramer, ‘
A

a = ke
4 A *

onde ﬂi # o delerminante da matriz pels substiiuvicic da i-©Ssima

coluna por

2

QQ&O

1
Logo, Aa = .&L e A, donde, C,{&ai}t = (A & A.
T

g L .
Entio, pa = An @ = Z para algum v Como menhom a Lem  p
T +

no denominador,

3% CASO: m > 2 inteiro gisal e,
Este cagso fica provado aplizando-se o lema abalixo pafa

) : T
corpos clclatdmicos e Usandoe 0 25 caso. ®

LEMA 1.3.3. Suponhamos gue K e E sejam dols corpos nondricos
linearmente disjuntos ¢ isto ‘é, [IKE: @Y = [RK:@IfBEsq@ 2 cujoes
disarinﬁnanteg.ﬁﬁa relativamente primos. Dntio QKE = QKQE, oncde SF
dencta o anel dos inteiros de um corpo F.

DEMONSTRACZD: Velja [3] Lang, p. 68, -

i%



Passamos, agora a copsiderar o corpo cliclotdmico real Q{ﬁbﬂ
COROLARIO 1.3.4. Seja W3 » QU+ 3. BntBo, 2040 %1 & o anel
o inteiros de ®£§)+, onde { ¢ waws ralz medsing da unddade, m > 2
inteiro.

DEMONSTRACED:

Hote que £+ 5 = & cos Q% % real e gque ¢ satisfaz uma
equacis quadritica sobre @{K3¢,'Logo O graug i®{§}=®{53+} & 2 e o
grag [@({}+:®i = %‘¢{nﬂ.

Suponhamos qué

o = agmicmg“"ﬂ- . -mwimz;"‘)”
& wm inleiro algébrico, com H = %—pﬂﬁ%& =3 atésﬁh Afirmamos que
a = Z Wi, & % 1 £ N, B nfo, removendo-se agusles termos com a, &
Z, assumimds que a. = Z. Multiplicando-se por {N e expandindo o
resuliado como s polindmico em !, ltemos gue
- = a ~_-+3Nf;’m _
& ] inteiro aslgébrico em @3, portanlo em ZE71.

Como BN = @lw-8 £ eOm-1, entio ,0,.v, 000> & wn

subconjunto de uma Z2-base para o anel %{Ei.

Portanto, a o« Z, umsa contradicfo. &

% seguinte resultado ¢ bhem interessante ¢ destaca as raiéeg
da.gﬁida&e dentre todas as unidades.
LE&A T.3.85., Se o 2 um inteiro algébrico com todos os  conjugados
tendo valeor abzoluto I, ent3o o & waa raiz da unddade.

DEMONSTRACAM

Considere o = ZI£1, £ uma raiz primitive m-ésima da unidade,

m inteiro malor ou iguaxl & 1 ¢ selja 6 = GaI(KII AR = {af..»,cy}
Lo



- Lt
orebe Fom o oeplmd o o003 = P, Lil.md o= 1, Logo, Py hipdtese,
1.
iﬂ’*"‘f o ow i, ¥Woo s G Tomosos o polisdusdo irrodutivel de o
T

PLEY = £ me}{ R R K"Cft{ 33

m X-Co Lol - o CeOIX T 4o €0 - CASSER

Temos
o Cob e -do o0 | £ JoCod |4 +loled] = t = {‘* e v,
i i i £ % t—i
1) efenotan| & Y |oCad | joleo] = {t} - {L]
L 1 i i 2 12
i i
e assim sucessivamente. Assim, PO = Xt+atixb1+---+a0, [algtats

Iatle &}. Beja Pﬁ{X} o polindmio irredutfivel de o . Comn

1
foc |

i

lo|" = 1 e haﬁap}i & h&(a&}“ = i, entiio os coeficientes
da ?n<x3 s¥o majorados por (E} Y. Wma vezr gue o & ZILY, o e ‘ﬁ;éﬁ
s&%o inteiros scobre Z. Logo, PUYY & ZiXl, ou seja a = &, Cra,

exizste épenaﬁ wm mmero findto de polipomios com coeficientes

Portanto, existem i, ] tails gque o = o, ou seja, o @ = 1,

donde o & una raiy da unidade. =

DEFTNICRO 1.3.2. S=ia ‘A unm dominio e K =seu corpo de  fragBo.
Dizemos gue dois slementios a2 e b de A sHoe associados, &enatada
a~h, =me alb e bla.

O conjunio U = {a e kjaéi} & um subgrupo de K e U £ A O3
elementos de U 5850 inversivels em A e 550 chamados unidades do
anel A. As wvezes, por abuso de lingoagem, usaremos a exprassio
"ynidades de KY para nos referirmos as uﬁidadéﬂ do ansl A.

A estrutura do grupo das unldades de um corpo gumériﬁo i

determinada pelo seguinte Teorems de DHrichlet:

21



TEGEIMA 1,340, Sedn K we  corpo pumbrico e grau e BEnbre g
IwomorPismos de H om O, assusiremos goo exisiom r Famommory £ S
reais e ::Efrﬁ complexos., Assim n o= r’i-%-éir"z.\ Seds o row riﬂ-zmw, N BTG
O Qrinse A dag unidades de ¥ ¢ isomorfc a @ L6, onde & & un ST TIC
clclice composto de ratzes da unidads contidos em Ko Ou  sejs,
existem unidades independentes Uysmu,p tals gue Ltoda unidade 13
de K tem wua dnica representagfo na forms
o i'uni' - “uﬂr,
4 r

mirscie Bpassntl sac inteiros e £ & una raiz da unidade de K,

Antes de vermom a demsonstracio ¢ dewvido 2 Minkowski 2,
enunciencs dois lemss gue serfo necesshrios:
£EMA Y.3.7. Seija d o dizcriminante absoluto de K, A o anel
dos inteiros de K & 4 um idesl inteliro niEo-nulc de A, Entio oA e
ol Ay sHo redes, onde o ¢ o homomorfisme injetor
. ;

r.
- ¥, 2
ot Boe—s BT RO

I A 7 DU Cx3ID
_ 4 Ty

i
& pannzl homomor{ismos reais = o s O [ v 5 0
£ T N . roti o+ ro+r r o4y
i : 4 £ i £z
homomorfismos compl exos.
Hais alnda,
' Ta 2 e 1,2
. ) : 1. . S,
verlloCA2D = 2 fad i 2 vollel 43 = 2 i} MNC 4D,

Lﬁf‘m 1.3.8. Seja H umn s*;ﬂrcﬁe €218 {R‘T’, 5 uwm conjunto rnarxsgur-favei
de: ®” simétrico em relagio a 0 e convexo, e suponha gue S satisfazm
LIV dz«:sé; condiofes:

a) vol(S) » 2 'vol(iD

BY vol(S) z 2 'vellH) e % £ compacto.

FntZo, S » CH-AQ¥Y = 8, ou sejs, S M H Ltem um ponto  distinto



ader erai.

PEMOMSTRACHG:

Yol Lando ao bLeoroms, consideromos 2 aplicoagfo

N v
L B ey IR
¥ ¥ Cloglo ol .. logle (i
g o, .i gler, . ool

z
Comn

IOy = {'“.,lﬁgicyi(:ﬂ:jy_’){,“.,}
% (enoploglio Cnd] Eﬁi’(:}’:} fpewol
E

@ Cesapdogledxd+logledyii, ...
L 1

3
-
*
L[]

.,10:;(29‘);(}{} i,...)-ﬂ‘:“n,logﬂv‘;{y-} by weal

]

LC 3y #LC vy,

#*
L ¢ um hoposor{fismoe do grupo soltiplicativeo K no grupo  aditivoe
r o4y

T o
i 2 o :
B . Beda B ion subcon junt.o compacto chz ® &

B = {x e A*:L{x} 2 Br. Como B @ limitads, existe 5 > 0 tal gue se
x = B, enilo TLEsY | € {2
Logo, ilﬁgiv);(x3ii < . L = 4,000

& - < logloxx] < 38 @ e S o Cud | < e, dal

ot o« iai{xbi < o me oo eﬁ, I = 3,040,000

Tomemns o polindmic caracteristico de x:

C J{—ai( WIIC }{_o’zc 0 3t SRR K»c}’r{ HIY =
¥

= ){‘”’—z:ai{x:m- by IR --«ncmj_}"‘z:aizx:a S o OxD3
T .

] e -
w X X T - cun Wea o= FIAL.
Yo k. k3 L4

Logo, [a ] % {“]al e, ent¥o, existe wm ondmeroe fintto de
1 L

posl i ndmi os caracteristicos possivels pars Y =3 | 2 2
Conseglientemente, ®X assume ws wimero finiice de valores, O SEia,
B & fintto. O fato de B® gser finlto implica imedlatamente nos

seguintes fatos:



23 0 mwden G ode LS um o grupo findlie oficlico conuistindtn das
ralezes da unddade de B Be fatod

e ow & G, entdEo LOx) = (0,0, ..,,08), ou seljn, ﬁi.asggic:f'i{:ac'.}{ = 0
e, entio, iwtix}i 2 ¥V i o= :i,“.*rg-%;“g, Loge, pelo Lema T.3.%,  x
& uma raiz da unidade de K. InifHo, 6 € {rajizes da unidade deo B2,

Reciprovamenie, se £ & uma ralz da unidade de ¥, onti¥o,

L o= 1 e o LI = 1, para algum 1. Logo, iwi{c‘:}ii = 1 @

o (2] = 1 e, entio,
EN

§

LCEY = Cloglo €D |, ean, doglo €0

i 2z

w Llog 1y.aesdog 13 = €0, 0,...,02 &, entio, [ = G
Logo {rajzes da unddade de ¥ & 6 e, portanto,

G = 4raitzes da unidade de .

_%.
213 Comn fol vislico acima, 1CA D) M B & finlto =, logo, L{;A*} i
T‘i‘i"!“?
um  subgrupo discreto de B Toeigl  Zamuel, L4031, 0 o B5ay.
Conzeaqlientemento, LCA*{I‘! & um Ze-mddulo lilvre de pealto o % :“iérg,
. t by
imto &, existem slemenlos vi", e ey v$ e 1154 linearmente
o '*{ : . . ot .

independentes tals que LA D = EV1+E\’2+' . .-+Evﬁ.. Logo, LOA D ~ #°.

Temos, entio

W . ]
Lt A — LOA Do
’ £
A = . . k. E ’

Logo, G 7. Afdirmo gue A > GEZ. De fator

& (- *

Seia {ei, cewy® 3 ouma FA-base de LA Y e xi, ey X < A tatls

. =4 =
Ui Lfixi} @ senes L(’xﬁ} = & . Suponhamos gque § e G @
‘ a, @
- = By { R ® -
ai,..,,as e £ sEo tais qgue E,’xi ®_oo= 4
E.'ia ao £
boge, Lefx '+ -x %3 = 1012 & L(:)&-E ALCx) = €0,0,...,0) &

Loed

k=]
4{-9}:@&, mﬁwaimﬁiﬁ e, dal [ = 1.

53

Sae ¥ e e, 2, entEe ¥ N 6 ol e Vo= Z
1 &



#
Zelda, agora, ® & A« Logo,

(3! by
% (=N

EAHY = b - obb e o Lw T -com 3,

b [ i =
Aﬂﬂim,idgjrwmﬁmrwg w0 e, enb¥o, e QWJﬁmﬁf wm o G
LR R
-4 4 % ]

i b . )
4 = B ey $
Logo, = = {xi e o om, portanto, A o GXZ .
Resta mostrarnos gue o posto s de LCA™ & dgual a ri+r£4, A
desigualdade 58 % r1+rz“i & Fhoils
Temos ®n & A & NOxD = % 1. Tambdém,
T ro4r .
B & - 1 £
1 o= MK = 1—|— o Cxy = I l o (X3 T—[ [odx¥o{x3] e, logo,
Ly FRESN | b jz=r w4 ! 1
]
iy T %r
i 1
3 o= l l for Cxd TMT iwixbig, o gue implica que
L= i v i=r 4% :
1
¥ r + T
4
0 = E loglotsd| + 2 Loglo Ox |
=4 b jzri+i )

EntZo, LC&”) € ¥, onde ¥ £ o ﬁiparplana definido por

I . ol A
-r;¢2 i E 2
W (ypeen Y & R :Z 4-32 =
Fopeeea ¥ RS 4 y, = ©
i 2 =L = o+ A
1
Coms dim ¥ = ri+r2#i @ {V;,ﬁ..,v'} S HO linearmente
=
independentes sobre B, s = r1+r£d,
- #*
Hostremos, agora, guwe LA S contém ¢ = ri+r2%l veltores
linearmente independentes ¢ portanto, s = 1 = ri&rid e

A GiZ° 3. Para izsto, bazta mostrarmos gue para gualguer  forma

lLinear f # O em ¥, existe uma unidade u tal gue FULOUWDY = O.
Heja

Wi W ooy R

L Yy LY .Y
Y, Yoes Yy oYy



Ogartey y 40+ - 4 Ty Foror - gD e 43, Lewos ker oy o= (.
. yi yri }rr‘i%--s. ‘Yrivw-? # R v o

Sedn, agors, § definids por

F2W s
¥ ot B ¢y : by Wy 3y b - :
! Yyreovn ¥, IoCw Y s e,y 30y, ey
¥ com ¢, = iR
1

£

r
Fixe o |-l %pa)™2,
13

Para todo conjunto A = (I?ki,...,?xr) de © nlmeros positivos

reais, definamns )LH&} O tal gus

1’"1"2“

Tl o

=4 3r+1

Seia Bw{{y‘;.”,yr yZ ez ¥ @ R XC * ¢ [y 158 1:3:jj:§?xj}
3 ' #

O conjunte B & compacto, convexo, siméirico em relacds a 0 e

tem vol ume

r +r
r ¥ ? ra
VCB) m 1_]— an, W an = ) Yoz 2 tn 2[-L~} P T
jur vi i
r1+Y2 172 . 1"14-2}"2 ﬁrz 12 L
=2 %ja) _ma. 2 %1a*® = 2" vecar

Ceconforme o Lema I.3.7)

Segue do Lems I, 3%.8 gue existe um inteiro nfeo nulo Xy de A

. . m. ) t < " < "~ "
tal gque o{x}\3 e B, isto &, ioi(ghji = ?\;’ 1 = i = :i-ﬁ_arz. C‘é:m

¥, = A-{0y, temos

LY
¥ r -
‘ £ 1 2
< I | : l | Z
i . iNCx}L)i =] laLCx}\)i ic:rif:-( )i
\ P jEr o+ 4
i
3" i +I‘ )
5 r[ ‘ I ?\, = {'X- 1
‘]::.2" +1
Por outro lado,
fo €%, 7 = NCx, | 1—[ Jor Cx, y i { | )\_?m}\taui, Vi
T 37
A% i%n



Tesppunr aasim

3% A

X A, ¥i, e, ontBeo,

- . i . .
LU SR o 4
L

S st e e £

O o= l{'.;g;g?\_mi_z:xg{r)’\_{x}&}!1 % logg ot
Comes 10 x.}k) = {log ig.:vg_{ xh) PP § &1 iﬂz..ﬂ( x}x) 1Y &
TCy) = (:jlyi@- . --h::rjf'?, ¥ o= W, enbtio

FECLO, 3 -

"

o Logh | w |
t T .
i i

Eii‘\.,,a’}"?
s

i

o {logy }c:rifx} I~ Logh 2|
L 19

I
£ ¢ z fe | Hlogle € [-logh | 3
=L
r,
=« “%i Jlogo.
15y

I
Seia 4 constante tal gue ( E 1Cii :?lﬁ:rgéz < Feh= 1 inted o,
L=
Excolho r nimeros raails positivos }‘%,,h Ci=l,ve-,rd) smatizfazondo
r
E Ci.l'ﬂgki.,h = Fol $TE Conzideromos | Al D e C}\Lh, “e=y }’s,r‘h} =

154

®
hitn

que [N(x 2| < o e [£CLCx D) ~ BhB| € #, sendo « e

Cde b

entXo, Ax, conitdm Ag. Como existe corresponddncia entre

b4

x -
i)

Temos gue, para gualguer h > 1 inteiro, existe ®,

Entﬁo\
w,{? < f‘(LC;{h})wahf’:" < 2, ou seja
(2h~1i3 < f(l,(xh}) < (Zh+107.
Be hw i1, < f(:L(;xi}} < 37.
Se h = 2, 37 < f{L(xz}} < B e assim por diante.
Logo, f{iaixi}) et f{LC}{}_}) ¥ 1,3 = 1, 1i#j.

Temos o = [Nx 2] = NCAR 3 = 4:;,:'};, # . Logo, o
;"‘: }’1 ;‘%Kh

h

27
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gy A gpun conbdm &g e on ddoals e

& Finlita, existo om ndseero

CoEr o rnmer o dde ddeals dde

AN
fur}

fimito Jdoe ideais da forma &:«:? .
h

Portanto, exwistem 1,3, i¥l Lols gue Aw, = Ax, o sy § g,
i 3 -
x e Kjﬁmjﬁ assoclados. Entdo, x = ux para alouw o o .&'%, foougnn,
; i

>

i s . . .
1 W e e, entBo, L9l & 10w ~ 18k,

*, L 1

i

Coma [ & linear, entio SCLLwIF = FOLOXII-FCICx 3D = O,

L H
oL L ,
Ansinm, posto de LA 2 = dim W = dim W = r;-rzmi. i
DEFINICAG I.3.3, O conjuntao {wy |, iw, saastl e unidades
i

fndependentes gus geram az  unidades de K do Leorema acima &
chamado sistema fundamentsl de unidades de K.
FEEMPLO: Sejam p um nimero primo diferente de 2, I uma raix
primitiva p-dsims da unidade e K o corpo ciclotdmico QLY. Temos
(K@il = pd1 Ccf. Corelario I.31.30.

Como nenhum conjugado de £ ewm @ & real, el Fo r,.ooo= {1,
a L p-3
cir? m p-d e, portanto, r = Soo.
PEFINICEDG [L.3. 4. Sejam u = -{s;xj, eeey, 0 oum sistema fundamental &

: 3 ™ . .

nidades de K, & = 1 me 1 5 1 < 1*1 @ é:‘_ w2 G z‘i-ﬁ. =i = r4i.. O

. i . .
ndmere real positive

i = A f R
| RK.CLE} i{iui(éytlagivi{ uj 2 flﬁt,jﬁr

& cheonade de regolador de K.

Ohservemes gue um @, foi omitido. HMaz, para gqualguer k,
1 5 k = r+1, tamos NCuk} = k1 = Ef‘é(t.ik}i T

R

Ko



LA
#*

ﬁrwv—\
Laosgre, | ! ] o { uk} o 3, oun sedn,
(A |

7 r oy
4 i
]WE_ o o o,
o ! bor g 3} ber Cxx 317 = 1.
i I ) i k
i PR S O
4
EntfEo,
T r o+
g i ]
Z TogloCu ] + E 2logleduld] = O
. 10k ) . ik
[ 4 L=y 4
i
¢, portanto,
S, ‘ i R - :
,le:xg fﬁit uk_} ! = «—{éi 01 icriﬁ uk} ! -s»:S_Vil O3 EGt—-;t{ uk) K
X :} ot ; »
+ cSﬁ_i? o | &i,u{ o |+ +£5f-1+r-?1{}g ] cyr_ﬂ_f uk) 12
E F 1 -

Portanto, 2 possivel mudanca de sinal pela omissBo de um o
]
diferente nio ocorre, uma ver gue Lltomamos o wvalor absolubce do

determinante.

FPROPOSICAEDY 1.3.6. Sejam u = { uj,‘.g,ur 3o v ow { Vi,n.,.,vr 3 iy
sistemas fundawentais de onidades de K (com ¢ = riﬂ*zﬂi}& EntXo

RKC LS I RKC vle.

PEMOMSTRACEO:

Pelo Teorema de Birichletl, podenos escrever
i
A, . :
v, o®m I [ o Yo fpara todo § om 1, ...,100,
J - .
k=1

onde a . € Z e & uma raiz da wnidade de K
1 , .

INx igual modo, podemos escrever
¥
. — 2,
o= LF ] ( v, . {para btodo § = J,...,1r2
i
- foum 4

ornde ak; e F e * & ung raiz da unidade de K.

FEnt¥o, pela unicidade da representsgcfo de unidades, a matriz



Ca o & s ineerssa de éa'k 3. Consooiiontemente detd ;-?_g} Tt b L ,;,;;
| 2 23

-

3

ambos ~1 on aabos 1 oo, aswsim, jdeld a, 2w jdella 3] o= 1.
4 Et
Portanto,

S?C};{ vy o= detd éi,'i oy | c:.'fiﬁ \r'_i} P2 4

-
s G Y
w }det{zﬁfi.agicf_{fr [ u, P2
L L k k
k=
i
- }é@t(&LE a, togleus |y |
k=1
- }d@t,{aki} } }det(é,logia_(uz} P
] i L N
= RKCEE:’* 5

¥ajamos, agors, um resulbtado de  Kommer  gue  desempenhou

papel impoyiante na tentativa de provar o "Ultiso Teorems -

Fermat. ™:

TEOREMA 1.3.50. Seja I wma r?z:-iz: pri.:nit;i.va p-dmima da unidade,
mrimn Dmpar. Toda uni.d.ac‘ie i odaer QT3 pa-de ser escrita como
. e v,
onde v & v vnd dacde z*eai_ de Z{81.
DEMONSTRAGEO: |

Heja u uma unidade de OCL3. EntZo,

' —2 -
Wow s dalac4n LV s COm oa = 2
[+ i -2 1

3,

€I -

p

Seit comprlexo conjugado, dque ftamboém & wms unidade (0 pois

wy = 1 implica u v =1 3, & dado por

Uow a4 i‘:“iéa & Pe s ga f:ﬂ{pwzy.
4 2 P
z o .
Logo, ——Ewl m SE i, i 1 & 4 e 21 £
o s u u




e Bedn o o Gald Q00 E0,

=

4
Bt Eo,
& . e R - R ——
{ 3 } ! ;cfr'i vl Levtl v AR B AT
[l e i F= S I, i ldﬁ ........ B it e s — :;::"1
L et s ! o) P TR IR T
gt
e, logo, lo iw;}’ I g
oo
- . u .
fomos,. entio, gue - ~ & um elemonto de ZE01 tal qgue ele e
' X
, . ek it .
todos os seus conjugados tém mddulo 1. Ent¥o, & uma raiz da
o

unidade de £LI01, conforme o Lema I.3.5.
Hede H oo gropo das raizes ds unidade die QOC3x.  Logo, 51 &
ciciico e H o= C{"mb wwundo i’,’r s ralz primitiva m—dsins da unidade.
1
Ly
P £
.
p~1 0 @ i:mf!
o W

&
Mas, m = pmt, onds a 2 3 piét. Temos pimy = p-i. Loy,

p T p-1dpfty € peil. Ent¥o, a w 1, i) = 1 e, portanto, t = 2.

Assim, ~S = 2 , 0 % k £ p-i. Comd =i wod(i-f), ent3o
- .

(i modci-£d  § x 1, pois £l = ((-1dC1H0+- T e 12

-p—Z i
s & o= oA dn LR - ) = & 42 4 - 4a ﬁn&d(i"-{)
mo 3] 1( - ;:rz{; LU 1 p-Z
= a2 wmodli-£Y , se az:a +n - +a @ 22,
(e T P2
_ ~% —LprRy .
onG SR T A T - S m=a hE %0 k& 1 ts L B
o4 e T 4 - :
= a modi{i-£23, entIo
vy med(i-L3.,
i i L
¥amos descartar a possibilidade de — — mey fgual s —f7.

13

Se o o ~-Z;fk€§ = - mod{l-£Y, snti¥o az-a mod(1-£2 e, logo,

Za=ld wod(1-£2, ou Bejs, 2a & (113,

31



Uiy werke oguer €300 & dddeal prdses, & e L3023 oy oaoem O3-03. e

P 103, P e G-l M @ or o e, ent¥n, plf. wme conbrasdioio.
Logo, o & (5-03, ou seda, 200 soddi-Ur. Assim, s woxdd1-73, into

- o e g

G oo (103, Consegliontemente, 3-8 = Zi01, wma conbradiy

ETAN
N - . LR
Dessa forsa, - @ 4 = [ pars algoms b

, et — h b b
Femos ul | = wul @@ w . Pondo vz o, vemos gue VoW v

. hy -
Fortanto, 2 = §{ v com v = K. ]

isl
I8



CARTIVES YV

TI.4,. UaARACTERDS DE DIRICHLET

Heste pardgrafo introduzisos alogwns fatos  basicos sobre o
carasctores de Mrichlet.
PEFIMICARO TX.31.1. Us howomorfizmoe vy de um grupoe abeliaos finite 6
no grupg moelbtiplicative dos complewos & chamado wm carater do
grupo G

O cardter v para o gual > = 1 VYo & G & chamado cardter
principal.

Pade um cariter ¥ de G, definimos o caré?i‘,ez‘ ¥ de & por

NI = yxy , x o€ G,

onde 3(x? & o conjugadn complexo do nfmeerc pOx}. Observe dus

oW ;(% w iy .

Os caraclteres sio clazsificados em dois tipos: se p0-42 = 1.
entiu » ¢ chamado pary se (-1 = %, r:ant%o. ¥ € chamado Lmpar.
Como CxC-133° = 20C-13"3 = xCi2 = 1, entic -1 =" & 1  a,
poritanto, todo cardter y & par ou {mpar.

DEFINICHO Ii, I.2. Us homonorfismo i [-—B—%m—:} .—vwa’ c¥ & chawado de
ctarfxtm* de Dirichlet wmdduloe n.

DEFIMICEG I1X.I1.3. &Seja x carsdter de Dirichlet mdgdal o 1,

: #
-
& * .
xi {-——l?;_;w} e Podemas definir TIm caridter modisl o m
L
#
L Z *® .
i o B €. nim cono Se segoed
[ -

Se Ca,my = 1 Ce, portante Ca,ny = 1Y, ponha 3 {al = 3ald,
Se Ca,wd = i, ponha 3y (ad = O

A

Hzewos gue " ¢ induzido pelo cardter y .

TEOREMA IL.4.4. Um cardter de Dirichlet 3" modulo m & induzido de



um oprdtor de Divichlet o sdfdulo n Onlwd se, @ somsonbo we,
¥ lwY w3 ome Cwx,md = 3 e woel Cmod nd.

E}ZE?IMII}\E*- SERACHD:

e ot & dnduride de um.cﬁ?&ter ¥ o #nt o

ARy owm UMY W ox, C(x.m) = 1.

Ze xzd Cmod n, entfo 3" Uxd = pxd = 2013 = 1.

Reciprocamenie, assumamos gque para n divisor prdprioco de wm,
temos " {x) = 1 para gualgoer 2 tal gue (xemd = 1 & wsl Cmod  nd.
Para gualguer a; Ca,n? = 1, podemos acﬂar X, tal gue €x9,m} m i e
X, =8 Cmod n?. Cologoenos 3Us) = x’{xoée Afirm gue o wvalor xCal

»

nfFo depende da escolhe de X Pe fato, se xER Cmod 03,  onds

i)

(x;, 1 1. entidc x:}rfxxa Cmod w2 para algum ®x primo com m,  poiw,
Cx&, mi o Cw;, my = i, Coms x=1 Tswd nd, temns por hipdtesse  ogue

¢

#

¥ eEwy = 4. Ent¥o, x’{x’a} = x’(x}x’ix‘}) a x”{xm}. Fondo  xCad

gquande Ca, nd =2 1, obtemoz v. Comn 2 Cad = (a3 para Ca,ny = 1,

entZa ¥ ¢ induzido pe}:::- cardler Yy . ]

o H
Em termos de {_“ﬁém} ; & situagfo & essanr o wardter 37 =y
- . B

induxido pelo cardter y se ¥ @ 38 para algum r em [*{{;fﬁm] » Qnda £

. : = E3 — * '

. . | - T [
¢ o homomorfismoe candniaco sobrejetor o { - ] 5 { e } .
: Ed
o * L x {_*
e}\ . /;;
{w ﬁ“ﬁwmj

CEntEo, x ¢ induzido de x se, e soments s oy $ trivial em

ker &

TEOREMA ¥T1.1.2. Seja » um carater de Birichliel mod . Se ¥ o=
induzido éfi.e m carater x, mrd n e tanbhém de um caralter X, modd o
entEo -y & \induzidﬂ de wum  cardler e o (r&,nz}, Cdache

€ . n ¥ = mie Lr ,0n J.
R 2" Tz

B s



DERORSTRACAD:

Duponhaosos g B defiaddo pedd b, onsle bbb oo o [ e e iy
1. ’.

7 = {ni? x'f?} « Palo teorema anterior, & suficiento mostrarsos gue e

Cw, b3 = 1 2 wel Cwmod o), entio yixd = 1. Palo Toorems oo Besto

Chings, existe inteiro azl (nod 0l . com asx Cmod n J. Powde s
£ z
-~ —4 s , , .
ansumiy gue (e, By = 1. Seds bsxa ” C(mod Y. Ent@o bai Cmod 02 e

bz o ni}, Uma ver gue xzab Cmosl B, entSo Oxd = »lald (b =
wi. B

les=zs forma , chogamos ao menor diviszor f;g de £ tal gue ¥y niEo
c‘* induzide de um cariter mod D, para  um l_ﬂ.i‘&”’iiﬁ(.‘)l“ I, gl fk R

nﬂ} 3 fx. Champos Lal f;,;; e comdutor de p.

Huitas veres olbaremos y como uma aplicagco £ — € pondon

alal) = 0 s5o (a,fx) Cl
Chamamos de carédter primitivo ao carfter x definide mdadulo

seu condulor o denotaremns por X,
TEOREMA IT.1.3. Se PR C " ﬁw & um caradter nfo prisncipal, entdo
E aix3 = O
el
DEMOHSTRACAO:
Como v & n¥o principal, existe 2z = 6 tal que (x> = 1,
Se x percorre todos os elementos de 6, entdc zx também
’ %
percorre todos oz elementos de 6. Logo, se S = Z LK}, entio
el
S = z 22X = z Y2l ) ® A zYS,
el weEG

Fortanto, S = €, una ver gque 3}z @ 1. @

Mo capituloe IIY, 6 serd o grupo multiplicative ﬁ% de  classes

de residuns primos com £ sddulo o subgrupo gerado pelas classes 1

k4
4 . ek
2 -1, i=zte &, }% um [fgﬁ}x/géig » trnde £ 0 1 & um natural.



Eism BE O DRICIHET

Fh. % -5

Este pardgrafo destina-soe o mostrar algons fatos  bisicos
solne Le-sdries, bem como relacionar as L-séries com o 0 oQewrs oo
classes h de corpos ciclotémicos.

DEFINHICAD I1.2.1. Seja y um carater de condutor fx » A lLes¢rie

determinada por oy € definida por
IS, ¥y = § e 8 * 1, 8 reasl.

TEOREMA 11.8.1. Para = > 1, Llls,23 pode ser representada como
produto de BEuler convergente

LES, 40 = TT ChoxCpap 5t
P

ondse p percorre Lodos o8 raimeros primos.

DEHONSTEAQAG:
Temos

. e T @ e T N as
IT CL-aCpap 3" - T I 2 { ~~~~~ H—MJ - S“’"“‘"’"
A : plA kS -

onde, na Somnn E’, n peroorre o3 intelraos gus ni3o excoedsm A

Logo,
C e PR ry)
B TR e R
plA TR 1

a .3 ' -

Tomsy s » 1, a sérle E ——— CODVErge o, onbio,

. e,
ﬁ .

. E --i —% O guarndo A - 0 u. ]

T
neh

Asx Fungles LiUs, 2 podem ser estendidas analiticamenie s todo

.

¢ plano complexo, exesto por um polo simples em s = 1 gquando
¥ o= i

Hosso objetivo, agora, € ocalcular 1_ L3, x3e  Para  isso,
i 3

faraemos ma série de consideragifies.

Eé



FINICRS 11,208 Se K & um corpo saomdrico, entBo o funelo seba de

Dadhododrud Z‘ ‘Z« 32 definids por

I €12
) L M -

onde & percorre todos o idesis inteiros do corpo K.
A fungdo zela de Dedekind para @ coincide com a funofo Zet.a

de Riemarm (&2,

(plsy = (Cs) = z e
vream £ !'13

A série aclima converge para s > 1. De falto, como a fungdo B

& decrescente para x > ¢, entBo

rebd i1
I dx 1, dx
T =3 I]ﬁ hatas 1 =4

onde a primeira desiguaidade vale para n 2 1 e a segunda para

B 2 2. BEntio para B > 1 temos

Net 4 w
gw;(i-kj' e

w
Logo a série —}-: convergs para s » 1, pois a integral
nFs on
® a
-L, H% convergs para s > i,

Além disso, para s > 1 temos

' dx 1 1 & 1
Iim J‘i e s ey e, entEo o z <1 % o ,ou seja,
M-sm »” wiy
1 € (u-1380s3 < s
Portant.o, lim 408 0s) = 1 h, : L7 ]
e

TEOREMA TI.2.2. Para = > i, a funglo fr{{fs) pode  ser representads

como um produlo infindiio convergente

Z7



T ;

R R .
& ‘3. TSNP

onde P percorre todos ox ldeals prisos do corpo K.
PEMONSTRACAG:
Fora todoe ideal primo P temos

i T R S— %m__w -+ ._...M%.._W.m doe o =<y

1-f /NPT HCPY® NC P

Dado H < m;'ﬁﬁjam 5;,?;,4.,,$L'£oﬂag os ideals primos de K
tals gue MOP I £ N, Assim
i

~% oy 14

b - S T
NC P <H NC ™ R L T ACTRRE NC o ®
T
onde o percorre todos os ideais inteiros de K gue niEo sZ0

divisivels por um ideal primo com norma mailor gue M. Ento,

»—-.i
| T[ [9;~m-1_5:) - L2 < z _.__mmig
& . £
NC P <N NC LA

Copmo para £ > 1 a série (13 converge {(ver Teorema IT.2.83,

ant o

z - — O guando M — ®

NC o n NEDT

g o teorema estsd provado. 8
Ghteremos adiante, a férmﬁ}a

ljnz Coim 1){ Cs3 = he C43
st "

onde h & 0 ntmero das classes de ideals de K e ¥ € umse constante
gue depends do corpo K.

Quebroemns as sdries {4 na soma de h sdries

(oo =33 )

C  wec NC
ordde o percorre todos os irdeiros de uma classe de ideals € e a

soms axterna ¢ tomada sobre todas as Ik claszses .

35



CPara Drovanrnmos gus sas sdries (172 convargem & sulicionte

wmosirarmos gue oada une das sdriows

£.08) = } A - 5y
— 2L

conpverge para £ > 1, Mails alnda, sostrarvemos gue pars cada oclasse
C, o limite
1im C€u-13f (s
+ .
s+l :
existe o tem o mesmo valor » para c<ada classe de ddeals €0 e
ent3o, oblteremos a foHrmula €47,

Vamos, agors, transformar as sdéries (8) em séries sobre
certos inteiros de ¥. Na classe inversa ¢ escolhamos wum ideal
inteiro & . BErdSo, dade & & C o produto da sersd um ideal
prinoipal 287 = Cad, (o & Ki.

£ evidente que a aplicacBo

g e L3 (HF = O

& injetora. Uma ver gus

COHCNCT Y = [NCaD |,

i3 N D .
] semyitent e £t
entio s o THC | ey corgegientenente,
_ . 1 y e 1 .
£.080" = 2 e E el 6D
pr v ~ ¢ o I MCo0 | ' '
. & inteiro o oEOlmod &)

onde & soma ¢ sobre todos os .ideaig prinmipais de K gue .Sﬁo
diyiﬁivéis por &L, Como dols ideais principais (a;) & {“2) o¥-te )
iguais sSs, e somente se o, ' o sﬁo‘ assoclados, ﬂentﬁo podémog
considerar qué 2 Soma acima_é tomada sobre um conjunto completo de
ndmeros ndo-nulos dols a dols nSo associados de K gue sBo

divisiveis por 2.

Cologuemos as séries (87 nums forma mals convenliente.



oLt
. " . e L, 3w
Uhillizarewss a noltaglo do Teoronms 1.3, 0. Soja <t Kb R Y

dos velores dagkoes por

Y

Hm LR ,e0a,d % PP 3 4
5 R S 2 S o

i+ 3 & Z

orade oS ri primeiyros  componenios 330 reais e o 2 restante S HO
compl exos.

Definawmos as segulintes aplicacBos:

SPRLPY
wt K s
(a4 i‘“‘"‘“'}‘ {C}‘ (Cﬂ.}, »o*’l‘:?' (:Q{})
1 r +r
i 2
A & a3 o
2

1r £ ko) ey 2
G {li(xf),,..,l.r oy Cxx>

z
1;{(}@) 5 lnixki kB o= 1,,&..,1‘1
ondea
-lr +i(x) = 21n]xr+ji J = i,.g,,rz
4 i
Se s K o 8, entio escrevenss 100 = 10xCol2.
LAY ot
E evidente gite s X, ¥ = x“i:i{ﬁ}, entfo Ilwxyd = FOx2+Idys,
Heja {sf.e.,a}} um sizstema fundamental de mnidades de ¥,
oA
onde ¢ o= ri+r5&J O veltores 1(5;},‘.»,l{$r) & ®g*? sEo

. “
linsarmente independentes, Como 1 = (1,...,1,8,...,83 & <l{gk}>,

T is
4 2

entZo
1%,1¢Ce 3, cnu,n k0 D
. i r

r &r-
1z
formam s Dase para R .

Fal o

Azaimn, gqualguer velor 1{x) < ma* T Un e &“, [T # 03 pocker
ger representado na forma
. -
1€ = £1 4 1€a 34 %& I D {7
& i ol ¥ -

oncde f,fi,¢‘.,f sHo numeros reasis.
r .

Seja W o grupo das raizes da unidade contidas em K e m = #Y.
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DEFINICHED XI.2. 5. Um subconjunto X de BT & dite  ws  dombisde
fundamental  para K se consiste de todos oz ponlos vy
watisfazewm

i3 Mlx> = O

340 1gwd ¢ tal gque oax fi satisfarvem O 2 § 4 1, & = %,...,r.

&

. il . '
iiiy ¢ = arg x L4 o onede X & o primeiro components de 1.

DEFINICARD Y1.2.4. Um subconjunto 2 de RB" & dito um cone se paYva

gualguer x € 2, 20 tivermos fx € &, ondg O < F { o

LEﬁA 11.2.3. Um dowinio fTundamental X € um cone.

DEMOMSTRADAC |

Sejam x € X & ¥ un nGmero real positivo. Afirmo que Ix = X,
provandoe com isso gue X & cone. De fatos |

13 NCExd = FUHNCxY # Q.

133 3ExD = LOEIHIOxY = ﬂiyx,,anylnéwalnf,wwv,alnf)+le}

T ®
- . 1 . z
N -
= tnk -1 +1dx>.
Assim, se 1dxdy = »i % z Fﬁf&k} s O = v, < i, entBo
s i =4 :

1CF®Y = Cptlngyl &

[ - EN

s

. <,
i?}l{élj » O = ) < 1.

114> argCfx) = arg %o W

LEK# IT.2. 4., Se v & R e HCyD) » O, entBo ¥ tenm A repregentégﬁo

vinica na forma '

v = wxlald, <8y
onde » & um ponto do dowdinio fundamental X £ 2 ¢ ums unidade de K.

DEMONSTRAGEO:
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.

Seda 1Ty = wi 3 ? }1}_{ &3 e pard J o5 i,..0.,7 8eln
£ L

’ w4 )

i
pooom Yo 4F
b 3 gl
" xo.
ongde kj ¢ inteira e O 28 4 1., Seja n = im] &%t ma und dade
: J L= v
L ) ; . =% T .
A e consldere = yxi{y ¥ e k., Temos

1ezd = 1y -14nD

] ylﬁé

i

et

Iy
y i€ 3- E K 1Ce D
i i . i i
i L= d

5 y1%+

i

s

Cr -k 21Ced
4 1. L 1

.
= 1 2 Fice .
. T %

1=

Beia ¢ = arg z - Para algum inteliro k,

Bk ¢ S

£ -
¢=e 1Y i

o

Denotemos por £ a ralz m-ésima da unldade para o gqual

-
r

e e
o lf} = cos— 4+ 1 s€eiee— .
] m M

Afirmo gue x = zx(l O pertence ad dominio fundamental X.

fator

1Cx) = 1Ewd-XICED = 1¢z) = 21+

i

ifilﬂat},

HM"?

cdex

onde O < EL < 1. Logo as condigBes (1) e €(ii) estBo satisfeitas.

Além disso, x, = zaxC{mk}i w z&o;ﬁ{}”k e, entio

s
4311

; : an
arg x = arg z¥4ﬁ§m = ok

Logo, ¢ < arg X < gﬁ e, portanteo, x & X
Conseguimos, enhio, escréver ¥ O
| y o= o2xlnd = xuClIRCny = xxle)d,
ofxde w & X e & = {kn ¢ uma unidade de ¥
Mostremos a unicidade. Suponhamos gue y = .x’xtﬁ’3,

KJ‘

oarecde

= X e £ & uwma wddade de K. Como #x€sd = x"wxCz2”), entio



FO 430 ey = L0x? 323003, ow seldn, I0x 140" = e 31020,

< 17 ok . ) :
S oz om {i 1 I A R com  ko,m o 2, et e
1 i i %

. r
1Ce?)-1Ce) € § 2 1C2). Mas, se () = »* 154 E £

1<e 3, entio
i &% i h

L
% %
1R I-1Cx) = Cp” o301 E{g{wg_} 1€2.3. Logo,
. i i i L
1 g ’

P

FCe’ I-1Ced = Cpt 33l

=i

€¢*-¥3 1o

e, coms & 0= fz}fi < 1, eotBo ¥y o m oy e fi = fi. Amsim
ICe™y = 1 g3 Logo & = 550 » onde {0 & wuma ralz m-dsima  da
Cunidade. Conseqglientements, ®(&" D = x(w)x({o) e, eni%o
xxCer = Wxle'y = x’xia)x((QB. Logno, x = x’x(fg} e, assim,
w o= 3w’ (F Y,
] 14 "o
Temes, por hipdiese,
AT &
O =< arg x < - e 0 % arg ® < A,
i i 1 m

i » ou seja, arg o 87 = 0. Logo,

Ent#io, 0 £ larg o C{ 2] <
o‘iC{*G} = i @ t‘,’a = 1.

Portanto, » = x* e & = £ e lema estd provado. =
T TEOREMA Ileé. %, Em toda classe de inteiros (200 associadoz do
carpa.K existe um Unlco ndmero cula representacio geumétrica'.no
CSPaCD i pertence ac dominio fundamental X.

. DEMONSTRAGZEO:

Fedja pek ## O Pelo lema anterior, podemos escrever
O = owxled, onde X &€ ¥ e £ & uns unddade. O nimero o 2= {5‘.52‘*1 )
associado com B & ol = xw & X (omo a representagdo € ndos, o

ntmere o gue satisfaz £ % oz e W2 & X & entcamente

determl nado. )



Yoltemss & séris (63, RBe denotarmos  por A A yede
fn-dimensional em B gue cormiste de todes as imegens x=<Coa¥, onde o
¢ owum inteiro de K diviglivel por @F , endBo como [Mlod | = |HOxCa22 i,
podemos escrever L6 na forma

£ sy = HLa” > E ., COd

¢ s
vty | OX

onde a soms & sobre todos os pontos ¥ = xwed na rede M contidos om

¥.

LEMA I1.2.8. Se T & o conjunto delinido por

T o {x a X [HOx2 i = 1},

entBo T ¢ limitado.

PEHONSTRACAG:

Lm todo raio contideo no cone X existe wm dnico ponto % paras o
gqual [H{x3] = i. Denotewos por 5§ ao can\jﬁntc} de todos os pontos de

¥ com tais caracterizsticas. £ claro gque podemos escrever
“E“w{fxa%}{; ®oE 5, (){t’ﬂi}.

Hela w e R” ponte com norms ndo-nula. Temos
e
I¢ud = ¥1 +¥fil{£13+- . -*Erlésr).

Calculemps 2 soma dos componentes desse wetor. Do lado

esguerdo tewos 1(xy = (1i€x),...,lr e {x33. Logo, a moma & igual
r o ¥ ™ : “ .
A 2 -
& z P Owd) = z In|x | + z Infx 17 e In (RCw3{.
- % . L ; FAl o P
(RS A o f L24 1

iy lado direito temos
#® .
¥i 4{1}_.(53*-”-%&?1(&??} = F o D, R T S

-+ Ci(licgi)}uw ay}.ri+r2{5'i)}+' R {r>(11(£":~),‘- Qpl

Cz D3,
r

ror
i 2

Tenos {N{ag{ = i ¥l o= ..., e, logo, 1n1N{gi)1 = O, Entio,
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w7
-

> l.p{ﬁﬁ:i} = Ly 1%‘5{51\"}§ =m0 YL om .., @ s soma do ladoe diredton

Ky
& igual a éf(rj«s-?jz*?) .

Logo, 1o [MOx3] = nof, ou sejs, § = o In [NOxY|. BEntfo temns

. I
10Ky = % in (MOxy] 1T ¢ z B IEB R Ci02
L= 4

1.

Seox e 8, entBo ln |HOx3] = 0. Logo,
ri+r
Jud e O T, on.,l Cx3y @ B
% r%+vz

2

¥

¢ representado na formas 14x) = 2%_1{5_) » onde O 9= ¥ < i.
. L i i

LY

Assim existe vy conztante p tal gue lj{x) < p ¥3 o= i,.“,r-iﬂ*z,

ou seja o tal gque

in }}ipi{ fo 3 mi},..;ri
) =
In §>cr ‘ri; < p jmi,”.,rz.
4
EntZo, [x | < e parat < k £ v e |Ix | < &% para

k) \ ri-r_}

1 =3 Srz, para todo x @ 5

Portanto 5 e, eﬁnﬁaqijentemnte T, & 1limitado. =

.Assuﬁzix‘;ems; daois i‘"&ﬁﬂltﬁdosﬁ

~ Fm gual guey transfur%@ac;ﬁﬂ linear nfo-singular, o volume de
LI cmr{j:unﬁa & wultiplicado ';}ei::: valor absolubto do determinante .da
1m€;:riz de transTormagEo.

- Se £ £ uma unida&e do corpo B, entZo a transformacio linesr
do espaco ®” dado por x — wx{e) preserva o volume, ‘ |

Selda [ uma raiz m-fsima da unidade com oi(é:i) = Cﬂ'ﬁ?-g:ﬁ-i*i s;eng-:gi.
Consideregmos os conjunios Ti{ €k = Oy v, m-1) obtidos de T pelas

transformactes linesares w  —s xx{'ﬁ‘k} (TO = T Temos, entiZo

‘V{TR} = v{T3., Cono
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PHOeCC 30 ] w VRGO ] w THO |,

oMy = 10wy ¢ 10E™ = 1w,

. o
N % P NS e .
mrg Cuxll _}1 g W ks

entFo Cpela definicfo do domimio fundamental XY o conjunto ’i“k

consiste de bLodos ox ponbos 0w g ey iy Ot CpuEsl e
13 & € [Hx2] = 1.

Flie > com £} “ ¥ £ 1.
4 18 L 1

LWy o)

11y 1650 m% IniNCxd ] 17 4
i

T

1133 oy 2 oarg x € SO (4.
311 b 4 bia!

FalZo, ’I’O, Tx’ . Tm < s8o disjuntos dols 2 doiz o sua uniilo

U:::} T & definida pelas ocndigSes Ci% e Ciid. Seja T o  conjunto

de todos os ponlos x & U’:P: T, tais que , b+ T O,
= Ea
%
Fixemos um conjunto de 2 sinais éi,.“,cﬁr (6& =+ 1D, e
i

multiplicarmos todos os pontes de R por CSpneasd 31,0001 @
. r
rl, *
& , obtemos uma transformacio linear de R gue preserva el
T
voelume., Se aplicarmos as 2 * transformacdes lineares possivels £

iy .
T, obtemos 2 £ conjuntoes disjuntos dois a dols cuje unifo coincide

o4 E a — "

O U}Nc ’K‘k e Se T tem volumse h¥Fo-nulo v, enitfo
r
.

g

vOTY = S ¥, RS ED
111

. .
Temos 1xy = f;; InjHCxy L 17 4 2 £1¢e), ou seja,

PR |
€L Cx,mae,l €03 = f:l ININCIO | €4, cv ey d, @, 00n, @)
t ri r:ﬂ ] LV SRR
’ ?‘1 !"2
i ) T
" ( Y E L Ca e, Y& L Csk)}, ou seja,
Fe =4 = 2

o ¥
- - -,,.9. - -
100 = L InNGS |+ ;sz 1Ced €f = 1,0npr 400
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¥ty
i 2
: e
= l | f= i
L 3
e

EntEo em termos das

conjunte T & dado pelas condigBes:

varjiasveis

T osme 1% o5 v,
oywle e om 4 .
i 2owme road % ) T op 4
1 1 oz
Facamos ums sudangs de varisyvels pelas Péranslas:
L €k = 3,500,100 3
o rreerty
®o.om o ywAaiw {f o= d,....0 0
T S B P
i
onde ) - S o - A
b ro+j WJ
4
OB o Sern @, o«
] pl‘ +i k|
¢ jacobhiane dessa transformecio & dado por
i
i
i
[l - 5
v, P v,
HETs ge}i {}r . COn 1,01- =
Il
SO - =T
{a!" ﬁl‘ ™ . q‘}}"
2 102 2
j=lag gl LG5
qﬂr\ 'ar +r pr
2 2
- F}r +i“ ) .pr +T
£ i
onde, no determinante, o3 oulros elementos g£8o nulos.
e
Temos lfx} = In QjJﬁ
z 2 2 2
Nix3 = SR . COS + SEMY ¥
3 Py P [f-‘}r ) Lt SE gai]
1 i £
X * cost o * t;&nz
SN S e Pr
3 = z 1 2 %

+
1 2

v }{91»"’“:{‘7?)

F}i»"*':pr
4



RS
#*

I ¢ { , ,c:rﬂfg S
- _ 5
iR iw g

4 5o v e s 4 @2
i3 0 > Greennp

i3 Has eguacBos
r +
2

Lf‘h ampm e

b3
5, “y * o T L
1 o5 w41 i £x " 5 i . . . .
A ol ] £ “ pwr‘iakli(gi} €y = 1, SR

o coeficiendes fp satisfazemnm ¢ = fk 3 Ck = f,cneutta
Uma vezr que ndo lspusemnos nenthuma condicio sobre as varidvels

Poreves® elas tomam todos ox valores em (O, 203, Trogusmnoes
. .

OpeverP POr novas variavels f,{i,..,,ﬁ pelas formulas
1 i
iz

o T
I | . ) .
n = Zin g o szk]'i”é} €F = dpuea,r 40 0 12y
T4
iz
Loge, ¢ m T P €42
s=e 0
ie + r bl o
. 2 L3 =z .
pois }. e = e E 1€ey = O. €143
. i A ik
=i j=i

O conjunto T ¢ determinado pelas condigSes

O{Eﬁii,{}ﬁﬁ’kﬁ(i Lk = 1,000,102,

Gy ey 0P Py
- e T - e e L A
gt 0ol 8Ek . i

EntZo, o jacobianc da transformacHo acima & igual a

T

I b2 P

— A1 ce 21 ce >

224 = o i r
i 4

J =
ﬁr +r_ 'p?‘ o prgd—r‘z
— E B2y Ce 3 SN | €z D
nf o r 4y i = r +*r

r oty 3 Z r 4y 3 z
iz i 2
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ge 1 Y= 2 P £ 3
N, E % 1 4 r
ﬁ.i 'Lr o
g 2
BB e sn s i
Yo
nie P 1 Ce 1 Ce
™ tr roo4r 4 b S\ R
i oz i 7 z
Somando todas as linhas & primsirva, temos
¥ + r S r i I
2 LR 4 2
M - I 1. <e 3 (e s
. E o 3 % L i r
. =4 j=t J=4
’Gﬁ ’Oi" 1
3 o= iz e I Ce > 1 €& D
T, z z 4 2 r
nfFeE
o 1 e 2 =l L
¥ +4r o+ S 2 o ¥
4 2 i 2 i
n )
© Y €23 1 &z ¥
o 2 4 Tz
pi pr +¥
2 e 2 .
Tz
Nz e e 1 e 3 1 Ce
r +r r -¥r + r
b i 2 i 2
B
Portanto, (J] = ~ .
2
p’l’.“ +1'or E
Caleulemos, ent3o, v @
voe foo-f dx -ccdx dydz - -dy dz
Ty 4 Ty Ta 2
= J“ ’ j, '{}riﬁvit ’ .pri-t»rzdﬁ:{« ’ .cipri'fr dpi. dfp’rz
Cty '
2rr 25T
= .f{; dq?j_ J‘Q &%{jxﬂ .r ) -j‘ ﬁr +1. ,p‘r‘i+r d,‘::l ’ dpl"i‘f‘l‘g
2 'z
mg a3 e R, wzd?f af - -dE

4%




4 3 i 4 v

2 » — 2,
W 4 i wif {{'.‘%:;_‘ - Py wm g TR
~F FE T8 doy vy
Portanto, pela eguacio €330,
¥ -!"?
g e T TR a g
vOTy = e el €150

Seja ¥ o B um cone e supontiamnos Fi X oy Ef tal qgue:s

i3 s § 2 0 £ um nimero rosl, entio FFsd = c‘fn??(x}, S

1) o a:oz'sz.\mta T = Ax & ¥ FCxO = 13 & limitade e tem um
virlume nedimensional v s (T3 = 0,

~ : i
Sejs M ouma  rede nedinensional em B Lo vl G iy

paralelepfpedo fundawental dedo por A, Consideremos a série

Fesd = E e s > 13 . 16

TEORIMA 1XI.2.7. A série [(s) acima converge para todo s > 1 e
lim €s-420(sy = ~ . <17
+ A
wd

DEMORSTRACED:

FPara todo real r > 0, designaremos por A& A rede

A= {ﬁ; *® @,ﬁ}a
r I
A

Assim, L HY = — . Be Hir ¢ o nimero de pontos de A
¥ i I
T

contidos em T, entio

A M3

v = v(T) = lim N(r2 = = A lim - . NS £ 3%
Fer® E"‘h | e ‘.ﬁ*ﬁ

Consideremos o conjunic r7T. B claro gue

E4

HCrYy = # €T m AMr = & {x & ¥rvils Flsd = v »,

FPodemos ordenar oz pontos de A em  wuma  seglidncia (s 3 cli

modo gue o L FC xi} = FL }«12) = - 0=m FC xk} T . i

Seja r,o= ?;“&i}ck) » Ent¥o, F(xk} s r: e, logo, HoyowsosrX

. o LE e onm

ar T, ou seja, N{r‘k) Zz k. HMas, para gualguer & > O, ®, = Crymﬁ?ﬂ“



e, ol Eo, N{‘i‘";_-ﬁa&?} <o ke Amunim, i’»?e.’.ﬁrp--&:;f} < ¥ % %é{r;'}@

Hir -53 Miy 3
ir - . i o
Lo, e R T - &, wntic
¥ ¥t - Y1 - | ¥
Tk k k
) . ¥ &
My ~23 vy " ozD) L A
. £ . & . ¥ . N :k)
{I‘knme’:}ﬁ_ rkﬁ rkh r‘kh
Agaim,
Mir =3 h NCr 2
Eim mwm%wwwz {:#;E] = lim "51 < Liwm wm~£?
ks {rk T k k-ron rkr kw00 r ot

e, conseglentemsnie, usando a fdrmula (182, g < 3im k. o
Ko £
se fa, lim oy |-

Logo, dado & > 0, 3 ka e N tal gue se k = ko temos

v ¥ v
[K had &} 4 F“;“{":";E;(S” £ [E * éj‘] »

o 4
EntBo, {g - 5‘} };,,_ o 1 < [% o+ 5} 1 Ys >1 e, assims
k¥ FexD® : x®
5 M L= & ¢
-3 e oy oL
- K k5% Pow 2f KE% K

€301

P 4
Ll

Ci1a3

Multiplicaremos essas ineguagfes por s-1 e faremos Lender a 3

k-1
©
pela direita, Comn 1im Cs-13 0 1; = L entio
s+ k=a kK
k-4
«© o 1
23, lim+{3wi) L. = = 1. Como tanmbém lim Cs-13 ¥ -~
551 k=t k5 =21 k=g FOx D
o K
L'2 w % k4
oblenos y = 1lim Cs-12 ¥, e ot .
sied k=k  Fix >
) k '
Portanto, lim (s-13F¢s) = E . m

3
o A

Pelo tecorema acima, as séries (89) convergem para s > 14

31
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: . % i A4
i ‘i Fi3 { e .‘%. } 2 [ES— __,.\.N,w.l.:. bl :‘,ﬁ M QN :""{:E';

N
ot | . £, 0
* ey T
Han, pelo Loena 3.7 crane i ado 375 Leoromns L. 3.6,
A= 2 it s, €240

onde D £ o discriminante do corpoe K.

Usando as ecguagBes (53, (1953, (20) e {£12 obhitemos

r1+r-2 r‘?
Lim (sui)fcia) w & T R .

sai “lfngT

Comm txig} 3 Z fﬂ{gb, provamos 0 seguinte resulibado:

<

TEGREMA IT.2.8 S K ¢ wum corps numérico algébrico de graw

o= ri+8?2, entio as sdéries

3
g sy = %y —=

3
o M D

convergem para tode 8 > 1. Aldm dizso, temos a fdrmuls

r’+rz T,
Tim  €s-13¢ (s) = S BBy
w1 ﬂn?fliﬂ

onde b, B e R denotam o nimers das classes de  ideais, <
digscriminante ¢ o regulador de um corpe K, respectivamente, e wm &

o ndmere de ralzes da unidade contidas em Ko B

Seia {KQED a fungfio ¥ do megsin corpo ciclobtdmico K = QUID,

m :
§ = %i. Podemds escrever

T O O L e p Plp 1-T1/8071
onde o produto & tomado sobre Lodos os prismos racionais p. Seja
g pttrnn g ar 1 y..i
GCsY = { I {1 i #] . a2
Fim NCE T

o

Se Cp,md = 1 o P & ur Ideal primo gualguer de p, entfo NP = p 7,

iy



onde ¥ ¢ a ordesm de p osddelo on Cowmo o ndrere de distinbos P ogue
54 :

o,

dividaem p & pladsr , enlio
=

S 4 L e o
¢ sy = ks | | [ ) P cem
. P, M3 ] P 3 :
;s :

" iﬁ:i .
10 ® ’ & ' -
5 - _m.,_;..'j s 1 - -~::} R Celds

o ko P

onde o o= ss:p = cosC2rS 2 4 1 senl sl 3.
P P

Ansim,
f;i P
- i S P
£ Ls) = GUsd l ] {1 - p—] P
S (s mxml Jowd B
= asy | | ] {1 ~ XC"}} . 25y
Cp, =ty mod P
z3y =
pois: 13 para cads cariter ys [m—ﬁ{;;m} ey £, temos y(p) = zrfk para

P
algum k2

il? recliprocamente, dado .s:k, E = {},”,f‘pﬁi, existe cardater y

k . . - .
com ypd = £ e tals p 580 exataments om nlumero de plmdof .
r

>

Ho lugasr de caracteres do grupo [""}"{f@:“]"‘ podenos considerar
caracteres npumdricos mddulo me Loge, Se p & um primo que divide m,
entfio 2lp) = O e (28F Ltoms a forma

7 cp3y Tt
£ csy = o> | || | [1-_%;&“] ,
24 =
P x 4]
ande p percorre Lodos os primos e y percorre ltodos o caracieres

ndricos médulo m Se trocarmos & ordem da multiplicac®o oblemos

:‘;’H{S} = GLx} I i LCs, 3. CRE
' x

Agora, ?,’K(s} = G(sY Lis, 1)] ‘ L%, ¥x3. Mas,
s |

1{s, 1) = T—T S
Cp, mo=t 1-Clop™d

L
e



vrimm A4 00 2 } HO TS A N A
Prp— - _'i\

F é; { __.,‘g ..... : :._.M } f‘, (: = } -
plm 1-Li-.p 2

onde F{s3 fod obltido pels aplicag@o do Teorema I5.8.2 a0 sorpo €.

Fortanto,
{K{ia} = Plsd {da) TT 1is, ) s > 13, CE7y
o
gl '
] i AT 1
F(ﬁ-g}w}r {3m.#; wwwww } ] {iﬂ_m}n
Fim r ey © pim pSs
LEMA IT.2.2. S=is {ar\} €y = 1,8, ...2 segidncisa de ndmeros
T
complexxos Lal gus as  somas A e a =28cs limitadas, isto ey,
b4 k‘:j_ n
iA | '€ ¢ para todo n z 1. Ent¥o as séries
Q a_
Flgl) = e
5
4 Iy

convergem para todo real s 2 .(h ?aré todoe o 2> 0, a convergéncia é
uniforme em fo, o & fLs) & conbtinua em 5. | !
DEMONSTRACAD:
Fivemos o > O, Dado £ > 0, mein LI tal que 1" < e ¥on > .ﬂe’
Para tails indeiros nn » no, tenos 10 € 2 s ¥ 5 2 oo Seis, agora,

M>» H > . Entio

M M M M-1
y wgﬁiﬁzmﬁf&wii
B = o =
N Loy K et X7 panog CkFLD
i e 1 1 A
T By + 2 Ak[;:"_" — “__‘____m__,__ﬂ___] o’ _nmki »
M e Chk4+13 H
e, 1ogo,
5] 5 M-1
-
i 2 . IS TN o A M.W-ng + - = i':;c_, ¢ Ple
w s b ¥ M Yol LE413 M 4



prara bodo s oem Loy el

COROLARIO 11.2.10. Para Llodo cardter » » 1, &5 sdéries LUs, )

convergem para 8 > 0 e 8o func@es continuass em (0, 0. B

Valtando 3 fungdo fx{ﬁ), mupdltipliquenos (873 por g1 &

tomemes o Limite guando $o1 pela direita. Por (83,

liﬁz (ﬁwi}fﬁ(ﬂ) wm FCEY ] [WLCE,X}, 280
51 el
orude
& PRETE .
LCE, 30 = Z SR | o ew

=4

Comparando (287 com o Teorema I1.6.8, obltemos a sSeguinle

fhp el g
r 4T r

i 2 &
l [ 11,0 = 2B PR €30
s w¥ D] FC1d

COROLARIO II.2.11. Se K = @cz:f}"‘", entZo
Zate
A + +
[ILCi,x}wa h E |

a3 v b

¥ par

4

onde ff & uma ralz primitive f-ésimn da unidade, 22 Cmod 43, h &
o numere de classes de K, R’ & o regulador de K e D = d(O £ o

discrimsinante de K. o

LEMA Ir.a.i12. e fam X e caradter e condutor f @

L .
TCxy = E x{a)@.ﬁna/’f

o= 4

uma soma Jde Gauss. BEatio, para todo inteliro

kx,




30 a0

Em opavriicular,

DEHMOMETRAC A

S (B w1, entlo fagamos o

czab {mod £2. Logo,

ACDRITCYY = b

#
-
v
2
o
g
&

= wWade

o= %

Se Ch,f2 = 4 » §, entZ3os o re—:*s;ul't;a&a

ambos 08 Jados se anwvlam e fatos

Obviamente, y(hyvdyd = O.
Se para btodo o=l Cmod £.d), Co, ) =

entfio o comndutor de »p dividiria £-4, v

% G0 B Tt O

f PR
3‘ x<a

abde

f ——
2 alalke

mudanga s fol varihvel

#2finsf

Fex

2riak T

2riabof

2tab. T
o

& wvalido wwns vezr gue

i tivermos 1.

xED T o=

contradigfo. Logn, existe

c=l Cwmod fr3), (o, 1) = 1 tal gue (<3 2 1. Se b = b d, antio
{ e Zlalh o L — 2rtiaborf
5‘ ylade d e z acde TO0C
a'e o'y
o Lo ziab do T
= pCL Zx(a}e“ vamsest,
a=e
Comoy dozd Cmead £33, entlo
o 2riab. T - - 2rriat’d 1
5 xlale s el z;q;(a}e v .
a='t AT d
Lo 2iiab.t
@ e E A ayet TR,
[ %= X

¢ resuliado se segue,

b

wma ver gue ed 2 1. ®



LEMA T1.2.13,., Uzsando o rwobac¥o do Lema pob s,
_ S
bl | = V/ r .

DEMONSTRACK

¥ .
:;ﬁ{f}f*r{';g}ig # Vol byrdord 1‘33 Capenas L) termos sio
by
sl osld
f‘ AR P it e, s
e E BT 7CNT 2 bred
iy
A G S ~zia f | ¢ tesf
. TCHS z ay e “M’](%ib} E e QEQMVT]
by af o'
I L asriostY £ b .
s 2 aby o 7% j{ E wC el ezm"‘yf}
Ly bawmi =R :
f . f .k f e |
" z E Tedy w 2rridh ;f]g z KD ezi‘xtﬁa g/‘f}
L=y dT 4 o
- E i_u—{d}x{ﬁ) i ezf{ibms'{gmd}/f.
a= g gxi i3
Teams
£ = g . b
zezﬁ;b tg—~de~f " Z [ezn‘ugwdi/i‘] pois bish Cmod £3
biFy bTo ' :
= a4 “‘*Cfﬂi , onde £ = ezni{g*dv{
£ y e = 1 e g = d
f
g-gi_% e O, me [ o= 4
Fortanto

GCEY v 0> |7 = E K aITadf = Felfd,

4}

L

pois xCadylad i1 s8¢ €a,f3 = 1 ¢ § caso contririo. =

YHAC

LEMA IT.2.14d. Seja  wma raiz primitive n-dsima da  unidade.

Ent Eo,



I I = G}, 31
et *

Ny

onda ¥ porcorre o oaractorDs pares ndo btrlvials wmod o
DEMOHSTRAGAD:

£
¥amos nos atesr somenis 50 Ca%0 01 2 D » o 2 primo. G

autros casos a¥o deponstrados de maneicra semelhanteo.

Bomonsiraranos LI Eh i ate R lados HAO igualis F

i Q. a-f  a-i
}_};(up 23] -y ~4}

Calculemos o lade direito de (312

LK = @) = GLLICED
.
N K'w et

@

IE{'K*}
Temnos GCKD - QK'Y Nr 1 P2 . ondde

P o= delldTr s w3 .
i i

KK
Uniz ver que 1,0 ¢ bazse integral de K sobra K', temss gue
TrCdd  Trofd I & el

* TrCry Tl oot
= prfier P rfiaaaae ™D = T

= €0 9% onde Tr = Trgk* -

-5, o R 2 -
Tamos Nx:i'!@{t‘:-—g ¥ NK“Q({?: 3 = NKi@(f,’{ifj 3D

MKi @{ £ 3. Também

R 3 a4 i )
axF Py o4 s ]—[ CH-L O3
Led pa
(L, pr=i

& OCHY = xpw Rl
Ll

£

Ce ¥ o= ¥4l, entio



5§, e S
. . . s (S22 3 . B ) .
e vty = Cveadt T e aeva1n® e e 1 l‘ cv-cr S,
’ o

- £ )
= td,p rm4 b

Lolocando ¥V o= 0, fLemos

powm & 10 = I [{1“{' 4 om M
i L5 %
¥ e

._..2
§<§@““f >

(d,prmg
Portanto, (K315 = dexd p™, ou seja

i 1( =3 Lo Al B e PR
: oo - -
JACK P & pg P TP TP .

Calculemos, agora, © lado esguerdo de (3133
Temnos gue

- 0 nUmero do caraclteres pares de condolor 1 & 1.

e H
-~ ¢ nimero de caracteres pares de condutor p, 3 {FQ - £,
29 2ENNNPE o
z 2

. : -7 ) #
- o pdmero de caracteres pares de condutor po, s [;:—--m) » L, &

_oelpy ppd  Cp-13”
e = =

-

ac»{g“?: ) [w{? “1“} .y

. i Fid L
- ¥ rwimero de caracteres pares de condutor  pp o (;' ] -+ €L,

L

Z

i '—i}

PR

i i
(223 <ay, & BRI £P p 212,

- P

o}

Fortanto, I ] f = p’ onde
il X

x par

e Cp-13° 2 a2
ywa»% 5 C& 4 3p 4+ 4p +---4 ap 2}

#
& pg{? + {pz;;} Cap + 3p° + Ap +-- -4 ap> D.
. }{m—i—iwi
Seja FOX» = 1 + X + %5 +---4 %% = Segq— - Loge,
FPexy m 4 4 BX & 3% 4 -4 ax®t = Card N -1 - ™1 )

(X437

Entio. para X = p,



X - E o "
I P o+ Bp 4o ap o PRI § T

- . 5 La R ol - PRy EN T RIS Ao e ] l
Bp ok 3p - oF ap * w OET L reRE b i3 M .

. crr o ) %o
L FIp SR IS SR W R VS

-

Cp-t23
. _ -3 1 . o  a-t a-i .
Conseglentenente, y = oo 4 §-Lap B - N Y R s |
£ -
= L Cap eap - “i—vi“’}
5 H i P -

¢ x lgualdsde esti provada. =

TEOREMA 11.2.15%. Usando & notagio dos lemas anteriores,

] [ x> = ¥ Ay . a2

ad :
Y pary

DEMONSTRAGKO:

A eguaglo (323 & equivélante Y

o z
[ ] T?(;g) } = | ACBCED Y .

vl

x par
Pelo lema I1.2.18, v(x2 = 1¢x) se x & par. Logo,

-
{ TT }ﬁ i = || ot = [ 15,
s | ¥+

x™i x=3
X par X par X par X bpar

onde & Ultims fgualdade ¢ justificada pelo Lema IT.2.13.
Porianto, a sguacico (3282 & sgulivalenite a

Tr £ o= |dCOces ™ €333
el :

¥ par

e o Leorems estsd demwmonstrado, pois a egquacio (333 acima ol

demonsirada no Lema 171.28.14. 5]

SO



TROREMA L, 2.310. Sedem Ko« QUU2, 8 usms rale primitiva o-Szima  do

unddade o B o sew grupo das onldades, S B ¢ o grapo das gnddados
* NP : o

gde K= @i o W oo grupo das ralzes da undidede eom ¥, entio

fprwe’l e "1 se n € wea pobdncia de primo
B £ me n bio ¢ uma poténcia de primo

DEMONSTRACAS:

Definamos ¢ E — W por gled = f«: .
o
Temoz, para VW o ¢ Gal(R({x» 8,
: 2 e oy ST
fotl gl 23> |;:: = Ic’}‘{ ? :}l = ﬁ’&? %:E*%_ AR = 1 e, portanto,
& ol el ot ak ot 2}

folgedd ] = 1, ¥V o & GaldQEI~. Logo, pelo lema 1.3.8, e a W
Seja yi E — WeW 2 aplicac¥o induzida por o.

3, + 1 Tt $
Suponhamnos £ = E:ez?i » onde [ & W e s & E . Entio, ey » = 5

=
!tgi { 2 4 +
oo a2 Woe, conseglentemente o € ker(yd, ou seja, WE =

Cei 4

i1

Z ker{yy. Reciprocamente, seda 2 € ker(pd. Entdo ¢z = {,’2 s W €,

logo, = E,’z, ot sels, £ = ;5{’2 w200, Afirmo .quﬁ el & unidade

LA

real. De fato, =z ¢ unidade pois £ & unidade e § ¢ raiz da unidade
— S I e S . + ..
& & real pois 2f = 20 = of i = 2l ., A=zsim « & WE ey entio

kFer{ysy = wE . Como iw%l # 2, entio FEsWE T = 1 ou 2. Notemos e £4 v
W

se ¢CE) = ¥, ent¥o [EiWE'l = 2 e se (B> = W, entfio (E:WE'l = 1.

Ol handa a2 demponstrac¥o do Teorema 1.2.11 podemos afirmar gqgue
e n & pobtdncia de om prime fmpar, entSo % & Wz, g e B e,
=

*

portanto, [EftWE'} = 1.

Supembamos, entBo, dque n sejs uma poténcia de & e qug & seja

s

uma unidade em @C(,’?m} tal gque A TR Logo, e P, ¥ uma ralw

& £

primitiva & -ésima da unidade. Se M = Nocr o j@css 2 entfo HOL? =
: F

o0
w £, onde

&1



‘m .e*‘

> B o Z; 144 m CAeA O3 €A1 de - aCTadC2 130
Gohea
bt C 4D
w2 1z 30A iy F W% T2
wo AR B 4B ST w8 2 L8 43D
R i3 §
= Cmogd 2 3.
Logo, ¥ ¢ uma raiz primitive quarta da wnidade: £ = %i.
HC =3 ) -
Segue e e = M -—33 = MCED = fi. HMas, MNleg) € wms unidade de
Nf =3 =
Wi, ou seds, Hled = 31 ou 2, ums contradicio. Portanto, 2 = ?%‘2
e [EsWE'1 = 1.

ASSumamos, agora, gue n nio & uma poléncis de  primo. Logo,

1-f & ums unidade, Mas, -t = ~f . Suponhamos gue - & .o Ent#o,

i '
- C;‘:{’r}z B ﬁzr &, logo, -1 = {21\“1» Loy, n deve ser  par, 1
seja sl (eod 42. Como -1 = ?;,’h/z, Lenos %&r-—i Cmod N e, poritanto
%—&i Cwmod 23, wusma contradicfo.

Segue gue - g W oe, conzseglentemente, [Et WE'l = B, =
PROPOSICRC IX.2.87. Sejam Eopeaead unidades independentes de L
corpo pumtricoe K gque geram um subgrupo A de unidades de K mddulo
ralzes da unidade o Veves M geradores de um subgrupo B, Se A £ B

r
& de fndice fintto, entdo :
Rx(ag,.”,.ﬂ:}
IB: A} = .
RKCV;i,,”,nS
DEMONSTRACRO:
FPodemos escraever
m————— al
£, o= I [ 7, {raiz da unidadel, com au a &.
T
L
Portanto, »:5j.E ey fc}‘jti »ﬁ‘t) | = 2 ai,Léjl o | o‘j( rgl} i €y




§3§”{.éﬁ P i
covmesiiientomontae, oo B e N I £ U 4% : 2.
i

wejam v, o® Jogls | s o o= leglwn |, com v, ow > mORE .
L % L L ” Wt

Consideremas a transformacio
'}.ﬂ : E‘F s 4 E *

SRS
1 t

Existen mudangas de bases {u) para Ay 3 w» <4v > para €% F
i L T L

tais gue, se H e N representam as matrizes de muadanca de base de A

e B, enlfo Hla JN = diagld ,...,d 0. Ou seja, detla 3 = ﬁ]ﬁrd, e
i1 t r e . L
T
T(yi) K. Logo, x = dtyi 2, portanto,

& @ -ed
¥, ¥ r
I e ) - =
Bra o " o aﬁa’diﬁ = [B: Al
Ki oo

iz

TEQREMA I¥.2.318. Sejam ¢ um grupo abeliano finito e £ wma funglo-

em ¢ com valores em um corpo O de caraclteristica zero. Entio

«;ﬁet(fcm”“‘}wfw}}g e, ! [ A DI EC T,
d ™ o R 1

DEHONSTRACAD:

Conzideramns o espago vetorial finlto-dimensional V de todas
as fungles em G, ¥ = {é? he @ —s C} e seja g0 6 - C a funglo

caracteristica de G, isto &,

1 me o =71
@TC@Q% .

O e o 2T

Ent&o {gb*r}*reﬁ formm uma base de V. Seja ¥ o subespago dde WV

dado por ¥ = {h e ¥: U o) = O}v e wi G - ¢ definida por
o < ,

=l N
o X = PN — o . Coma Ew Cod m E # Con ~ 2] = 0, entio
T T {3 T T G g i

et crels

&3



yoooa W T o D. AfLvenm gque {g{g_; g i} Forme usa base de W, e

fato:

Suponhanss it } aq_yzﬂz_ LR

ot

Tl
[Barele ™ >: é}?_*ﬂ?( o= om E aT_C. c,f:_},_f.' oy - T??’im:’ =0 Y o = G, o
Ttk TFE
2 = T
se i, E aT¢TCa) = 2 TET ¥ o oo G. Enlio, B, = E T%Y’ ¥ e G,
T#i g T

Portanto, 2 aTwT = & fmplica em a = O, ou seja, {y{r; T # :{} mED
Tl
1.4,

Seia, agora, h e ¥ Entio

1
h = E ay., o= E a,r{:&r -{é‘;-i&
T#E T#l
s> BCed = 2 a € €D — o
L3 4 xrlr - 2 l
i )
{@'5 hod = E E a.ch;TCO{) s z 2 aq_ —}%E-
ey el Tl oz Tl :
@Ehm)mEa ~za 2 e
o o &
el ol o3 -

. E heo3 = O.
ey

Mazs, essa Gliisms igualdade @& valida pois h e W e, portanto,

{};;T; T o i} geram W

Definapoes a transformacio linesr T = Ef‘{o‘} £y Tx Vo oo V.
o

Afirmo que T(WI € W, De fato,

TCy ) = E £Cod oy

o

4



vy e2pph B,

§ E ;v T r.‘,”f?'g,.-‘df(: }{}} w2 ? { ‘:'; Ty © n'.?Xf}}
. o da & b T .

Hemld o WAy cre(s

}’ £C oy }' w CoXD

e Xtz

sz § 4o E g}T{X)
crat Kt

wm f%,

T

T 3 y f : ) g
| I wT 1 2 f(g)wwf e 2 f{oﬁy%yxT

crests el

- SR g
= Ef{w Dy Ef(’:@ Sy + ECTIY .

£ Lrped
Cono 2 wT(aﬁ £ E @T{m} - E M%T'm O Vo s G,
' Tl T EhF T2l

g&(a) L z w?(&}
Tl

2 1Oga,
—~4 -
TCy > = z fere oy, }:f{m%

a1 &1
-4 -

= zif(ﬂ? R 1 ST

Gt

Assim, CECTE ™) ~ £CT3) 4 » matriz de T

T3P0y

para a basoe {wT; T 1} .

Dencstewmos por G o grupae de caracteres  de G,

s & c”, Como

z gy =

{IGI, se oy o= 1
gt

O, caso contrirvio

ent3o v & ¥, » = 1.

ent 5o

restrito & W

Seda

x € G



e

A brswy oure Ly & € 3 ¥ 33 fovms uma base  de V. Fren Faolos,
i EN

By
come #0y, o G oy # 1 o= G-, resta mosirarmos que  os g =N
L 1 1,

linearmente Independentos. Huponhamos, el Ho, LEE 0% ¥ HEG
1

Linearmente dependentes e considersmos ¥ Uy = 0 {u e €2 tal gue
- oL L
’ 18

o nlmera g de '{3:5; grue  sEo nfo-nulos & mindmo. Depols viee
reordenarmes, suponhamos gue
v Cgdar - i oy gl o= O W g e G Caad
3 <! .
Temos g & 2, wha ver gue 0% X, s%50o nEo-muloz. Para h e g |
arbitrérios,
e gl = o ) S I 3 - 4 = O,
uigic_ﬁxg} uq;gq{i;g uizi{h‘);ggﬂ €5 ¥ uqxq(h‘)lq CEX¥ O
Multiplicando (33F por ;;;i(k) e subbrainds, temos
Chyey ChidTay Cglse - 4u O - 2 =
uz{ ,’,tfi by ;:{{2 h xg( o Uq ,g;: 1 xq{ Iy ;gq( X 4
Coms isso ouaorre ¥ g & § & come g fol escolhido o menor
possivel, segue gue u?( };ﬁﬁih}w-xzih}) = (. EntZo xiﬁh} = ;gz{h), 4777
comtradigio.
A
Fortanto, {xi = Gy X, # 1 forma uma base de W
Temnos

Talgl = E flodoylgr = zf(c:}')x(gw} = zi’(cﬂx{&‘};&g{g)

g (24 [
- [E fc::;r};g{aa}:z{g).,
oo
Logoe, v ¢ un auto-vetor com auto-valor 2 FTlelylo3. EntBo, T
o

restrito a ¥ ¢ disgosal com respeito 4 essa base ¢ o determinante

& o produto desses agto-valores,

one = TT Y feodxtodr. =

i oo

Portanto, det(f(re ™ - £(33_

a

Eads



1.3, BOMA DN BAMARUI AR

DEVINICAO I1.3.4, Sejam m = n intelros positivos., A soms  de

Ramanuian & definida por

N ZILLOLS T
ﬁ\:_.

Cind =
1 .
ot wmod m

(O, mi=i

£ oimediasto gue se Ca,h) = 1, ent3e O }{n} = {n}flen},
L4980 i

TEOREMA T1.3.3. S p ¢ primo & a2 e 1 s8o inteiros positivos, entic

o3

{ 0 se (pn <p

€ alny = % ~p7t se (p® oy = pot
Lgo{;}d} se Cp% 0 = p”
DEMONSTRAGED:
S (p“, Rt = pa, entio pain e, logo,
o
el
¢ olny = 51 = olp.
P o'y
(i, pYy=4i
Suponhamos, entdo, que paé’ng Se { ¢ wna raiz primitivas
I}u“é&?iiﬁé} da unidade, podemos escrever
< e 2
P o, B o
catmd = 5y STV a N ™y
P L ot
(R, primg (X, pr=%
a pamz
. 131 = La pﬁ
= jcf‘: 3 - 2 ™,
....'.‘J puisy
=g {3‘.,,1 N
. , 2] L«
pois ks miliiplos e ¢ centidos " em E LA S =By
[ R

Do EP,everp = pl 53, Como pTin, entlo

p [

: [ ™

_ E ™ o= iga..?;wwi w €.
' L1

&



Lo,

A ch,--i
- IE F L
Coatnd o= o~ 5 CE™ w - Yy Ty
r It JEiad
. & _ oo _ 2 | ; =3}
e pipn. dasto &, se (p,nk = p , entic 7 w3 w2,
- A
=
. o4, v
portanto, € olnd = - ? i = — p .
e /s
=1

Se pu#pn, iwntlo &, se {'pc_x, i} < paﬁi, ent.Ho

fu R
j2ha! v
C ool = G2 NN
& ?:pn’"i

e ¢ teorems estsd provado. @

&HE



CAPETULO XY

cder umildodes chamado

XT3 UHRIDALES CYCLOTOHECAS
def Lnd mos

Heste parigratfo, LT LA
O resultado fundamental & dado pelo Teoraaa

LR35

vmidades clolotdmicas,

137,41, onde & dessnsbrado gue o geuapo dag unddades ciclolSmicas &
de indice finito no grupo  das  unidades. ﬁntém, pordém afo
e meérvie de cdlcoculos para chegarmos  ao regulsdor  das

efetuadas
Ramachandra.

unidades de

DEFINICZO 11,1, Sedam F un ndmero nataral com @ CF2 2 2 o
R "2 ] i

hid
T 4
fom | T o j Ck & 2, & > 0z 1}
; k: a
i=d
sus fatoracio em primos
e , 3
Sejam xR, — O um cardter nEeo principal e x :ﬁf - O e
£ . O 5
cardter primitivo méduloe o seuw conduator f .
’ t
Lscrevamasn I = } I pij{i%jﬂ kK, Odpr o Jedl, . .c,313 a3
X jea ¢ . Pl
Seja g um diwvisor de f. Apds  wma  reordenaglio, podemos
eRCr eV
g = 999,
CRscie
L Lo i
T T .t t y
g, = T—[ P.oox A S l pPios g oW TWT s €33
4 d Ta i 3
iz j=Led j=larurd
L o=a LA o« §
I ]
(()‘Et-i = aj; J o= di.0.,.1 2
i
. T . ]
Se fmm I o= i Pi o, C42
j=r
=
w ST J L83
hi [ T_l . Yogy bt
JL{,”}'\J‘#" =

&0



U Eivgef
(s

Pofan i = 3 ade €m0 3
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