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INTRODUCGCZXKDO

Os teoremas classicos de aproximagao direta e inversa
de Jackson e Bernstein inspiraram J. Peetre ( [33] ) a elabo-
rar uma teoria abstrata de aproximagao que utiliza resultados
da teoria dos espagos de interpolagao e que permite obter no
vos teoremas de aproximagao direta e inversa em espacgos de
funcdes definidas no R .

As idéias de J. Peetre foram exaustivamente desenvol-
vidas por P.L.Butzer e seus colaboradores numa série de traba
lhos ( [0O9) ,[10) , (11} , (12} , 113] , [14), etc ) .

Por outro lado, versoes multidimensionais dos teore -
mas classicos de Jackson e Bernstein tem sido estudadas por
diversos autores como Brudnyi [O5],[06], Johnen[ 25], Kipiani
[ 26], Nikolskiil 31} ,Potapov [36], Yudin [ 52] , entre outros.

Inspirado na versdo dada por Nikolskii para funcgoes
definidas no R" e seguindo as idéias de Peetre {33] ; D.L.Fer
nandez ( [ 23] ) desenvolveu uma teoria multiparametrica de
aproximagao relacionada com a teoria de interpolacao de 2" es
pacos de Banach ( [20] , [21] , [22] ) e que permite a obten-
¢do e recuperacdo de teoremas de aproximacao direta e inversa
de fung5es definidas no Rn, por fungdes inteiras de tipo expo
nencial .

Como o trabalho de Fernandez { 23] & paralelo ao de
Peetre [33] , coloca-se o problema de desenvolver um nrograma
paralelo aquele levado a efeito por P:L.Butzer e seus colabo-
radores .

O objetivo deste trabalho e entdo (i) realizar um es-

tudo de teoremas de aprecximacao direta e inversa dos tipos de
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Jackson e Bernstein para func¢des periddicas de varias varid -
veis, com essa motivagao, (ii) desenvolver uma teoria abstra-
ta de aproximagao multiparamétrica bem como sua versao dual

(0 que nao & feito em Fernandez [ 23] ) utilizando métodos dis
cretos de interpolagao de varios espagos de Banach e, (iii) a-
plica-la na obtengao de novos teoremas de aproximagao dos ti-

pos de Jackson e Bernstein para funcoOes periddicas de varias

variaveis .

Vamos agora descrever sucintamente o conteado deste
trabalho .

O capitulo 1 & dedicado a anresentar uma versaoc dos
teoremas de Jackson e RBernstein para funcgoes periddicas de

duas variaveis. Como aproximantes sao utilizadas os quase-po
Do . - ~ . 2 -
linomios, isto e , fungoes wo, de Cy (R7) gue podem ser decom-

postas na forma

wmn(x,y) = pm(x,y) + qn(x,y) + rmn(x,y)

i

onde p_ e q_ sao funcoes 2"-periddicas polinomiais nas va-
4+

0
riaveis x ¢ vy, de ordem m ¢ n respectivamente e ron é um poli
nomio de ordem m na primeira variavel e de ordem n na sequnda
variavel . A regularidade das fungoes sera dada em  termos
dos espacos de fungoes com derivadas mistas dominantes e oS
espagos de Lipschitz-Nikolskii, isto &, espagos de Lipschitz

de fungoes de duas varidveis gque envolvem diferencas mistas .
Resultados correlatos foram obtidos por Potapov [ 36}, Brudnyi
[ 5] , Nikolskii [32] e Yudin [52], entre outros . Em particu

lar, o trabalho de Potapov [ 35] tem uma intersecao de aproxima

damente um tergo com este capitulo .
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No segundo capitulo desenvolvemos a teoria de interpo

- o d .

lagcao para escalas d-parametricas de 2 espa¢os de Banach,uti
lizando variaveis discretas . A hipdotese de que as familias

de interpolacao formam uma escala(i.e.,se E e E pertencem

k' k"

a familia e k' € k" , entao Ek"C: E, ,) sera assumida implici-

kl
tamente em todo o trabalho . O desenvolvimento deste capitu-
lo segue a linha de Butzer-Scherer [14] sempre apoiado nos
trabalhos de Fernandez [19]e [21] . Sao introduzidas inicial

mente as normas funcionais J e K que possibilitam a geracao
dos espac¢os de interpolacao associados a elas . Caracteriza -
mos completamente csses espagos de interpolacao que inicial -~
mente sao definidos a partir de certas fungoes-pesos al-® ge-
neralizando de certo modo um capitulo de Fernandez | 19]e além
disso mostramos que tais espacos podem ser definidos para
qualquer valor real fixo de a maior que 1 . Em outra oportu-
nidade mostramos que tais fungoes podem ser substituidas pe-
los pesos Ne eliminando de vez o problema da constante .

Na sequéncia identificamos os espacos de tipo J com
os espagos do tipo K com equivalencia das normas. Ao final
estudamos a dualidade para os espacos de interpolagao,que te-
ra um papel fundamental no desenvolvimento dos capitulos 5Se 6

O capitulo 3 contem uma teoria de aproximagao multipa
ramétrica desenvolvida na linha de Butzer-Scherer [14]. Ini-
cialmente construimos duas classes de espagos de aproximagao,
que poderiam ser chamados espacgos de Jackson e espagos de
Bernstein, respectivamente . Baseadas em versoes abstratas
de desigualdades dos tipos de Jackson e Bernstein apresenta -

das no capitulo 1 , introduzimos duas classes K e J,mais ge-

rais,de espagos que contém os espacos de Jackson e Bernstein,
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respectivamente. A partir disso podemos estudar a reiteracgao
do peocesso de construc¢ao dos espacos de aproximacao a fazer
a conexao com o0s espagos de interpolacgao .

No capitulo 4 estudamos a dualidade dos espacgos de a-
proximagao. A dualidade dos espagos de interpolacgao desempe-
nha aqui um papel fundamental . Por outro lado, um fato tipi
co que podemos observar no capitulo & que conceitos sao troca
dos e propriedades invertidas quando passadas das versoes duais
por exemplo, uma desigualdade do tipo Jackson se converte em
uma desigualdade dual do tipo Bernstein e uma desigualdade do
tipo Bernstein se converte numa desigualdade dual do tipo de
Jackson .

No capitulo 5 estudamos os espacos de Sobolev-liikols-—
kii, os espagos de Bessel-Nikolskii e os espagos de Desov-ii-
kolskii periddiceos. Inicia mente anresentonos de  forma sis-
tematica os pre-requisitos para ¢ estudo desses espagos, 0Ss
quais sao encontrados dispersos na literatura . Aqui inclui-
mos a construcao do espago das distribuicgoes periodicas sobre

?(Rd) . A seguir es

e} Rd e o0os multiplicadores de Fourier em L
tudamos os espagos de Sobolev-Nikolskii e de Bessel-Nikolskii
seguindo o trabalho de Lizorkin-tikolskii [2 ]. A teoria dos
espagos de Besov-Nikolskii aparece agui pela primeira vez .
Para a elaboracgao desta teoria seguimos Fernandez [ 24] que es
tudou o caso nao periodico e Triebel [46] que estudou o caso
periodico isotropico, isto e, o caso dos espagos dc Besov ne-
riodicos. Finalmente caracterizamos os esmagos de Besov-Ni -
kolskii periodicos como espacgos de inteorpolacao entre esnagos

de Bessel-Nikolskii periodicos e tambem como espagos de fun-

coes que satisfazem certas condigoes sobre diferengas multiplas
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Eééuperando desta forma os espag¢os introduzides originalmente
por Nikolskii [32] .

No ultimo capitulo particularizamos os conceitos e re
sultados desenvolvidos nos capitulos 2 , 3 e 4 e utilizamos
os resultados do capitulo 5 para a obtengao de novas versoes
classicas dos teoremas de Jackson e Bernstein, utilizando o©s
resultados de dualidade apresentados nos capitulos anteriores
obtemos tambem versoes duais desses teoremas da teoria de a-
proximacgao .

Encerrando o trabalho obtemos a caracterizacao dos
duais topologicos dos espagos de Besov-Nikolskii em funcao da
melhor aproximagao dual por quase-polindmios, para todos os
valores do multiparametro de regularidade. Desta forma vamos
alem de Fernandez [24] , onde a caracterizagao do dual e obti

da apenas para os valores positivos desses parametros.



CAPITULO 1
0S TEOREMAS DE JACKSON E BERNSTEIN DA TEORIA DE APROXIMAGAOQ

Este capitulo esta devotado a apresentar versoes "classi-
cas" bi-dimensionais de teoremas diretos do tipo de Jackson,
ou simplesmente Jackson, e inversos do tipo de Bernstein, ou
simplesmente Bernstein. Estes teoremas serao estabelecidos
tomando-se como aproximantes os quase-polinomios trigonométri
cos (Ver a definigao 1.1.4 abaixo).

Definindo a melhor aproximacao de grau N ¢ N2 de uma fun-

cao f ¢ Cﬂ(Rz) por quase-polinomios trigonometricos WN de
grau N ¢ N2 por Ey(f) = inf lf-w,l , 0 teorema de
Weierstrass estabelece que EN(f) tehde a zero quando N -

para cada f ¢ CW(RZ). Este teorema nao nos informa acerca da
rapidez como EN(f) se aproxima de zero, mesmo quando sabemos
alguma propriedade de suavidade de f. Por outro lado, teore-
mas de Jackson estabelecem que quanto maior a suavidade de f
mais rapidamente EN(f) tendera a zero. Reciprocamente, 0s teo
remas de Bernstein asseguram a suavidade de f a partir do
comportamento de EN(f).

As propriedades de suavidade de f sao usualmente dadas em
funcao dos modulos mistos de continuidade, classes de

Lipschitz-Nikolskii e propriedades de diferenciabilidade. Mais

. R
precisamente, um teorema de Jackson assegura que se D ' f per-

tence a Lip(a) com 0 < o = (u],az) < 1 entao EN(f) deve con-

vergir a zero com a rapidez, de no minimo, da ordem de
“R-a _ T1T% TT2Tep .

N =n, n, Observemos que o resultado e falso se

tomarmos como aproximantes os polinomios trigonometricos em



duas variaveis. Ver Timan [ 45 , pag. ]

R+a

Reciprocamente, se a sequencia {N EN(f)} 5 for limita

~ R _ NeN
da, entao D' f ¢ Lip(a) com 0 < a = (u],az) < 1.

E importante estudar os casos quando os teoremas diretos
e inversos sao reciprocos um do outro e neste caso havera um
teorema de equivalencia.

A secao 1.1. apresenta 0s espacos basicos para o estabele
cimento dos teoremas do tipo Jackson e do tipo Bernstein. Nes
ta secao apresentamos tambem os quase-polinomios trigonometri
cos, a melhor aproximacao de f ¢ X7T por quase-polinomios jun-
tamente com as suas propriedades basicas, o modulo multiplo
de continuidade assim como a definigao do espacgo de
Lipschitz-Nikolskii. A secao 1.2. trata do grupo de teoremas
de Jackson. A secao 1.3. esta reservada aos teoremas de
Bernstein. A secao 1.4. trata da conexao existente entre 0s
teoremas de Jackson e Bernstein.

Quando consideramos a situacgao unidimensional nossos quase
polinomios se reduzem aos polinomios. Portanto, a teoria aqui
desenvolvida e uma genuina generalizagao da situagao unidimen
sional.

Resultados correlatos aos nossos foram obtidos por Potapov
[36], Brudnyi [ 51, Nikolskii [32] e Yudin [52], entre outros.

Em particular, o trabalho de Potapov [35] tem uma interse-

cao de aproximadamente um terco com o presente capitulo.
1.1. ESPAGOS BASICOS

1.1.1. DEFINICAO: Seja d um inteiro positivo. Definimos o con

junto



(1) o= k=(kyseeaky) e RYKL = 0,05 5 = 1,0,
Observemos que no caso d = 1 temos O = {0,1} e no caso

d = 2 temos

(2) o= {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}

1.1.2. DEFINIGCAO: Sejam N = (n],nz) e N' = (na,né) elementos

2
de N°. Escreveremos

(1) N:(n],n < N':(ni,né) ¢ n, < n

5)

1.1.3. 0S ESPACOS CT(RZ) e L:

(RZ). Denotaremos por Cﬂ(RZ) 0
espaco de todas as fungoes continuas definidas no RZ, 2y -pe-

riodicas em cada variavel, munida da norma

(1) HfHC =sup{\f(x],x2)|; 0 < X <27 05 0 J = 1,23

kil

Denotaremos por LE(RZ), 1 <P = (p],pz) < w, 0 espaco de todas
as (classes de) fungoes mensuraveis definidas sobre R2, 2m-pe

riodicas em cada variavel, tais que

2y .2 / 1/
-2 (€T gl p Py/P p
(2) 1, o= 2) 8 T (] Flupsuy)] Tdup) 2 Tduyy e
0 espacgo Lf e completo em relacao a norma Il .| p (ver [ 1).

_ Ly
No que segue Xﬂ representara sempre Cﬂ(RZ) ou LP(RZ) para
m

1T <P = (p]’pz) < oo,

1.1.4. DEFINIGCAO: Um quase-polinomio trigonometrico bidimen-



sional de ordem N = (n],nz) ¢ N2 & uma funcao Wy e Xﬂ que po

de ser decomposta na forma:

1j]x]
(1) Wy (Xqsx5) = Looows (x5)e + ) po (xq)e
. 2 1
yism [pisn, 2
T(Jyxy+i,x,)
. ; s e 1%1732%2
[dyIsny [dpfsn, 7172
onde vy € Xﬂ(R) e wj € XH(R) sao fungoes 2g-periodicas nas

1

variaveis Xy € Xy respectivamente e C. . sao constantes.

J1d2

1.1.5. EXEMPLO: Seja fe X (R®) e facamos:

~ AR
f(J],xz) = JT f(t],xz) e dt]
-~ . 1 -1t2J2
f(X],JZ) = JT f(x1,t2) e dt2
o r '1(t]J]+t2J2)
F(313,) = JT o flty.t,) e dt, dt,
com (j],jz) £ ZZ. Entao:
134X
. 1
Wy (F) (x75%,) = p Flipxg) e U
IJ] l<n]
1j,x%
+ Z< ?(X]a\]z)e 272 . X/ Z( ?(319\]2)(9
[3g IS0y [3q =y 13, =0,



€ um quase polinomio de ordem N = (n],nz) £ N2.
1.1.6. 0 espaco de todos os quase-polinomios trigonométricosv
bidimensionais de ordem N = (n],nz) € N2 sera denotado por

QN e teremos entao algumas propriedades:

(1) Qg = {0}
(2) 0y € Oy (N <N
(3) Qy e um subespaco fechado de LE(RZ).

Esta ultima propriedade aparece demonstrada em Brudnyi [ 51].

1.1.7. DEFINIGCAO: Definimos a melhor aproximacao de f ¢ XTT

por elementos de QN, como :

(1) Ey(F) = AnfLlf-Wi, 5 we Q)

T

onde N ¢ NZ.

As seguintes propriedades da melhor aproximacao de f ¢ X”

por quase-polinomios decorrem imediatamente da definigao.
1.1.8. PROPOSICAO: Se f ¢ Ko » entao:

(1) E



(3) EN(f) = EN({:+W) (w e QN)

Alem disso, pelo teorema de Weierstrass obtemos que

(4) lim E

Noseo

N(f) =0
Quanto ao exame da existencia do quase-polinomio de melhor
aproximacao temos o teorema abaixo que aparece demonstrado em

Brudnyi [ 5 1.

1.1.9. TEOREMA: Se f ¢ X - LE(RZ), 1 < P < w, existe um qua-

_ *
se-polinomio Wy em QN tal que

(1) Ey(F) = 1wyl

P(RZ) existe o quase-polinomio de me-

isto e, para cada f ¢ Lw

Thor aproximacao de f.

1.1.10. DEFINIGCAQO: Definimos a diferenca multipla de ordem

R = (r],rz) e N2 para uma fungao f ¢ XW como
r r
1 2 rotr,-m,-m, r r
R _ 172 °717°2,/1,,2
(1) Ahf(x],xz)— El ZL (-1) (m ) (i )f(x]+m]h],x2+m2h2)
m]—O mz—O 1 2

1.1.11. DEFINIGAO: Definimos o modulo multiplo de continuida-

2

de de ordem R = (r],rz) ¢ N° de uma fungao f ¢ XW(RZ), cComo:

(1) wR(F3t) = suplha ffily s i<t 3= 1.2
m



onde t = (t;,t,) >0 e h = (hy,t,) ¢ RZ,

5)
Algumas propriedades do modulo de continuidade sao apresen
tadas na

1.1.12. PROPOSICAO: Para f = X (RZ); "

(f;t) e uma fungao de-
crescente para cada tj; j = 1,2. Mais ainda, para t=(t],t2)>O
fixado e f,g e Xﬂ(Rz):

R R

(1) SR (Frgst) < WwR(F3t) + oR(gst) ;

e se 0 <J = (j],jz) <R = (r],rz), vale

(2) Reesty < 29 GR90e,

1.1.13. NOTAGCAO: Denotaremos por XﬁR) o espago de todas as
f e X para as quais DYf ¢ X para todo 0 <o = (ays0p) <
R = (r],rz), sendo que estas derivadas sao entendidas no sen-

tido generalizado.

2

1.1.14. DEFINICAO: Seja 0 « ¢ = (“1’u2) < R = (r],rz) e NJ.
Diremos que uma fungao f em CW(RZ) pertence ao espacgo de

Lipschitz-Nikolskii, Lip(aq,u,), se

(1) SR ) = ok
k k.o
2 k. 197 272
para todo k ¢ @, sendo ¢ = (@],az) e Ry, t &= t, t, e
_ 2
t = (t]atz) [ R+.



1.2. 0 TEOREMA DE JACKSON

Para a demonstracgao do teorema direto de aproximacgao do
tipo Jackson que estamos interessados precisaremos de dois
lTemas. O primeiro deles e classico e o segundo € uma versao

bidimensional do primeiro (ver Potapov [37]).
1.2.1. LEMA: Seja

(1) Ko(t) = b (SELETE)

comneg Ny re Ny s e N, r=1[n/s]+l e br e uma constante tal
27

2s

que J K (t)dt = 1. Entao:
o "
(2) K,(t) @ um polinomio trigonometrico de ordem n;
2w r -y
(3) Lt K (t)dt < C(1+n)
Jo ! n

(4) Se f e X_ entao, K * f e um polinomio trigonometrico

n

de ordem n{(n¢ N).

1.2.2. LEMA: Sejam

'sen(rjtj/Z) Zsj
(1) Knj(tj) ) brj ( sen(tj/Z)
Sy T.s S N, r, = /s + 1] a stantes b sao
onde n; rJZWSJ € rs [nJ/sJ] e as consta rj

1 para j = 1,2. Entao:

i

tais que J K (t.)dtj



(ZTT Y‘J _Y,J
- . < ,
(2) ) | 5] Knj(tJ)dt C(1+n;)
0 < < -1 =
Zi2r vy, 5 -r, v,
(3) ( j [ty LT K (t)K (t,)dt dt, < C(1+ny) (T+n,)
0’0 ] 2
Se f ¢ X , entao
T
(4) Wy(F) = (K +K =K K ) * f
" ot MM
e um quase polinomio bidimensional trigonometrico de ordem

_ 2
N = (n],nz) e N&.
A demonstracao do Lema 1.2.2 segue do Lema 1.2.1 e esta

apresentada em Potapov [351].

1.2.3. PROPOSICAQO: Se f ¢ XW, entao existe uma constante

C = C(R) > 0 tal que

R

(1) En(f) < Cu (f31/(T+n)51/(14n,))

_ 2
onde R = (n],rz) ¢ N&.

DEMONSTRAGAQ: Definamos as funcgoes

(2 e
- | Y .
tn (x],xz) " | Kn (t])[I (-1) By ]f(x],xz)dt]
1 0 1 1
(ZTT ) Y‘2 Y‘2
t o (XysX%,) K (t)[ I-(-1) = A, "] f(x7.%,)dt
n, 1°72 JO n, 2 t2 1°7277 72
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2 (2w r{ r r, r
J 1 2 2)]f(x],x2)

2 ) (I-(-1) ey

t (X,5%,) = [
nyny 172 0 2 1

dt]dt

Essas fungoes sao 2m-periodicas nas variaveis X1 € X, sendo -

que tn sao polinomios trigonometricos de ordens nj. Nas res
J

pectivas variaveis x; e L e um polinomio trigonometrico
12

de ordem n, na variavel Xy e de ordem n, na variavel x,. To-

2 2
mando

seguira que Wy (f) e um quase-polinomio trigonometrico de or-

dem N ¢ N2 e que

Ey () < DF-Wy(F)1,

i

2n (2w (t) R )
- Ilf K (t)K. (t.)aRf(.,.)dt.dt.I
o o ngttrte,teley 192tx
IR TR TR BLICs ey
< K t K t W (f;t dt t
JO JO ny 1 N, 2 1772

e pelas propriedades do modulo multiplo de continuidade, obte

remos
Eg(F) < 0 (£31/(1+n7)31/(14ny)) + G(R)

onde

2
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e esta ultima expressao e dominada por uma constante que so
depende de R ¢ Nz, em virtude do Lema 1.2.2. Assim obtemos a

desigualdade (1), como queriamos.

1.2.4. PROPOSICAO: Se f ¢ xéR), entao

R, .. R ,~R
(1) w (fitysty) <t D an(R)

™

DEMONSTRACAO: Se f ¢ xﬁR), entio DXf & limitada nas vizinhan-

cas de (x],xz) £ T2 = {0,2w] x [0,2%] e temos:

h, h h, h
(ARf)(x Xo) = J ]J ‘ { ]J 2(DRf)(x +u]+ +u] 3 X +u2+ +u2 ) .du
h 1272 0o 0o 17 r 2 71 ro
onde du = du].du] ce du] .du2 RN du2 ; para todo
1 2 ry 1 ry

h = (h],hz) £ R2 com hj suficientemente pequenos para j = 1,2.
Tomando a norma I.l SR) em ambos os lados da identidade aci
X

ma obtemos (1).

1.2.5. PROPOSIGCAO: Se f ¢ XﬁR), entao existe uma constante po

sitiva C = C(R) tal que:

-r ~-r
1 2, R
(1+n,) “ID qu(R)

ﬂ'

(1) EN(f) < C(1+n])
A demonstracao segue de 1.2.3 e 1.2.4.

1.2.6. PROPOSIGCAO: Se f ¢ XﬁR), entao existe uma constante po

sitiva C = C(R) tal que
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para todo quase-polinomio Wy € QN. Como para todo quase-poli

nomio qy € QN existe Wy € QN tal que

R
ay = D Wy

(sendo esta derivada entendida no sentido generalizado) segui

ra que

Eg(F) = Eg(fowy) < C o™ (F-wys1/(14n;)51/(14n,)

M "2 R
< C(1+n]) (]+n2) ID (f—wN)HX(R)
i
-r -r
= c(l+ny)  (l4ny) 2 HDRf—qNHX(R)
i

e tomando o infimo sobre todos os dy € QN’ obtemos a desigual

dade (1).

1.2.7. TEOREMA (DE JACKSON): Seja f ¢ Xﬂ, tal que

DRf ¢ Lip (aqsap) €OM 0 < a = (ajsap) < 1 e R = (rar)) e NE

Entao:
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(1) Ey(f) = O(NTR™™) (N > )

A demonstracao seguira de 1.2.6 e de 1.2.3, pois:

-r -r

1 R

Ey(f) < C(l4ny) T (1+n,) 2 gy (0Rf)
M "2 (1,1),.R
< C(1+n]) (1+n2) w' (D f;]/(1+n]);1/(1+n2))
-r,-o -r,-Q
< C{V+ny) L (1+n2) 2 2

1.3. 0 TEOREMA DE BERNSTEIN

Para a demonstracao do teorema inverso do tipo Bernstein

precisaremos de alguns preliminares.

1.3.1. A FORMULA DE INTERPOLAGAO DE M. RIESZ

Consideremos Tm(x,y) ¢ X uma fungao 2n-periodica em cada
variavel, a qual e um polinomio trigonometrico de ordem m na

variavel x. Desse modo

onde ak(y) e bk(y) dependem sobre y ¢ T.

Consideremos agora x, = Lgﬁélll , k = 1,2,3,...,2m. Esses

pontos anulam a fungao cos (mx) e entao podemos escrever que:

2m X=X
(2) cos (mx) = A % sen (
k=1 2

K)
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Definamos agora

- cos(mx (-1)" cotg (x-xm)

(3) qn(x) - 2m

_ ;_1yn+1 cos(mx)
= (1) L

sen(%(x—(w+xn))
1

sen (x—xn)

Podemos mostrar, utilizando a regra de L'Hospital, que:

onde k = 1,2,3,...,2m.

Utilizando esta funcao, definiremos

2 1

cos(mx: Cotg(?(x—xk)) Tm(Xk,Y)

(4) T (x,y) = osim (-1)k

1

no=s

k
que tambem pode ser escrito na forma:

. 2
To(x,y) =

~M 3

= G (x) T (x5y)

*—- -
Em virtude das propriedades de Ay s temos que Tm e tambem um
polinomio trigonometrico de ordem m na variavel x e alem dis-

SO:



para todo k = 1,2,3,...,2m.

Em virtude da analise feita,

Tm(XsY) =

a (y). Realmente,

Mostraremos que C = m

em cos(mx) da expressao

{T (cos(mx) cotg(%

Sy

-—

H
S

J coszmx cotg(§(x-xk)) dx
T

3=

= ( cosz(m(u+xk) cotg(u/2) du
T

= | —

[ sen2 mu cotg(u/2) du = 0
T

e o integrando e impar.

temos que

cos (mx).cotg (%(X'Xk))

15.

*
C cos(mx) + Tm(x,y)

o coeficiente de Fourier

e nulo pois:

(x—xk)) ) cos (mx) dx =

* - . .
Assim, nem qn(x) nem Tm(x,y) tem coeficientes de Fourier

em cos(mx), donde

C = a (y)
Entao
cosmx Zm
(5) T,00y) = a (y)cosmx + ——= » (-]

k=1

)k

cotg( (X-Xk)) T (stY)

~N| —

m
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e derivando parcialmente a expressao acima em relacao a varia
vel x, obtemos para x = 0 que:

m
7 (—1)k+] cossecz(xk/Z) Tm(xk,y)

3 -
—B—)ZTm(O’Y) - dm
e como esta ultima expressao e verdadeira para qualquer poli-
nomial de ordem m na variavel x, em particular e tambem verda

deira para Tm(x+u,y) onde u e uma variavel e x e fixo arbitra

riamente. Portanto, temos a formula de interpolacao de M.
Riesz:
2m
3 1 Lo 1y K] 2,1
(6) X Tm(x,y) = I ki]( 1) cossec” (5 X ) T (x+x,5y)

para todo x ¢ T.
Como T _(x,y) e uma fungao 2n-periodica infinitamente dife-

renciavel na variavel x, temos que T, pode ser escrita atraves

de sua serie de Fourier que converge uniformemente para Tm’
isto e
Ta06y) = 5o ly) e
kel
onde
1 -ikx ,
cply) = 5= JT T (x,y) e d x (k e Z)

Como esta serie pode ser diferenciada termo a termo qualguer

numero de vezes, temos que
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para todo o ¢ N e a serie a direita e uniformemente convergen
a

te para é—f T (x,y).
o m
3 X
Tomando Tm(x,y) = sen{mx) na formula de interpolacao de
Riesz, teremos em x = 0 que:

2
cossecz(xk/Z) = 4n?

(7)

n e =s

k=1

e esta soma sera muito util na:

1.3.2. DESIGUALDADE DE BERNSTEIN: Se T (x,y) & uma funcao.
2m-periodica nas duas variaveis a qual e um polinomio de or-

dem m na variavel x, entao:

BOL < o
(1) 1T < T

o
3 X T X
i

para todo g ¢ N.

DEMONSTRACAO (PARA ¢ = 1):

2m
3 oy ) oy k1 2
H§; Tm(.,.)llX = ”Z kzl( 1) cossec (xk/Z)Tm(.+xk,.)HX
1 2m 5
< g ¢ cossec(x /2) IT_h <wm T |
4m k=1 k m X m X

Para ¢ > 1, a demonstracao segue por reiteracao do processo.

1.3.3. DEFINIGCAO: Seja f ¢ Xﬂ. Definimos os nucleos de De La

Vallee Poussin, como:



2n1-1
.
(1) v (f) = — )X S (f) (n;, =2 1)
Nyse ny m]=n] m],w 1
2n,-1
(2) v I (n, >1)
w;nz(f) nz m2=n2 mamz(f) 2
(3) Vv (f) =V (Vv f) (nysn, = 1)
n]n2 Nyset e,n, 1272
e
(4) Vo o(F) = Sg (F) 5V o(f) =5 o(f)
onde
5 s £y = L[ ¢
( ) n],oo( ) - 'E JT (X1+t],X2) Dn](t])dt]
1
(6) S (f) = —J F(Xysxo4t,) D (t,)dt
00,n2 ki T 1 2 2 n2 2 2
1
(7) Sin (1) = =2 J( J TU g )0, (5100, (£))dtydt
m T 2
e
sen((2mj+])uj/2) _
(8) ij(uj) = 7 sen(uj/27 (i=1,2)

e o nucleo de Dirichlet unidimensional.

1.3.4. DEFINICAO: Definimos os nucleos de Fejer, como:

18.



- 2F

2n

-1,n

"
1
(1) Foooa(Xy,%,) LS, .
T L N E
(2) L
2 F (Xy,%,) = 2 S
w . n 1°72 1+n - oo,k
2 2 k2 0 2
e
(3) 1 k
3 F X1 Xo) 2
nyan, (10X ) T TR (T, ) (20
Em virtude dessas definigcoes, podemos escrever que
Y = 2 F _ - F
n-l,oo Zn-] ],UO n.l ],ou
v = 2F 4, - F _
@50, oo,Zn2 1 ©, Ny 1
e
v = 4F _ 1 - 2F _
NN, 2n] 1,2n2 1 " 1,2n2 1

1.3.5. LEMA: Seja f ¢ X . Entao:
(1) lo  (F,.)0y < If

onde

o ,
(2) gn](f;(x],xz)) = o JT f(x] u],xz) Fn

e a integral singular de Fejer.

19.

-1

"

-1,n

-1
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DEMONSTRAGAO: Como para todo 61 ¢ 0 < 61 < s vale a desigual
dade:

2

SUP{!Fn](U])I 38 S|up <k < 1/(T+n)sen®(s,/2)
entao
L .
ch](f)ﬂx 7 [T Sup u, ’Fn (u])l du] thX
m J
donde

2 2
/(T4ny) s3T0FN

i

IIO';]](f)lIX < [

Mas existe n, € N tal que se n = n,» temos que WZ <ﬁ(1+n])5$

e assim temos a estimada (1).

1.3.6. LEMA: Consideremos os operadores definidos em 1.3.3.

Assim:

(1) Vn],w: Xﬂ % T2n1-1,m
(2) Vw,nzzxﬂ M Too;2n2-1

(3) V"]”Z:Xﬂ ’ T2n1-1;2n2-1

sao operadores lineares com normas dominadas por 3, 3 ¢ 9,

respectivamente. (Aqui Tm . representa o espacgo das fungoes
>

2r-periodicas nas duas variaveis que sao polinomios trigome-

tricos de ordem m, na variavel x,. T e T sao defini-
1 ] B,m2 m]m2



dos analogamente)

(4) v ( ) =t (t e T
T2 MMy M2 N2
(5) he-v (f)y - v (f) +V (Fyl, <¢
Ny . Nyt TRy
(6) Se f « Xﬁ ), entao
R R
v (D°f) = D (V (f)) ,
nn2 "2
DEMONSTRAGAO: Como
Vn ,m(f) = 2 Yon ;w(f) - o, _],m(f)
1 ] 1
segue pelo Lema 1.3.5 que
V) < 2y () o ()
1 i 1 (i 1
donde
IV, L)y < 3 Fly
1 T T
De modo analogo estimamos HIV_ () e lv ()
Ly XTT n]nZ
Observamos que
Un(ty) =ty

Para (k],kz) > (n],nz), temos que:

(N ¢ N

21.

2

)
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5 (t ) =t , s, (t ) =5 (t )
k],o0 N, ny ,k2 n, k]k2 n,
S, (t )=t , s (t ) =5 (t )
sko Ty ny kyset Tng kyky ™ Tny
e
S (t ) =S, (t ) = S. . (t ) =t
kyko "nyny Kyt nyn, LV RN nyn,
Donde

f-V_ (f)-V (F)+v  (f) = -V m(¢)'vw,n2(¢>+vn1”2(¢)

* -
onde ¢ = f-(t_ +t -t ) (a estrela significa que este e o

N M2 M
termo que representa a melhor aproximacao possivel no sentido

da norma H.HX ).

M
Em virtude dos fatos acima expostos, temos que:

hf-v (f)-v (f)+V (£l <
Ny>® . M2 X
i
< gy, +1vV So)lhy, +liv (o)l +lv (o)t
Xn ny» XW Mo Xﬂ M Xﬂ
e atraves das estimadas obtidas, Segue que
"f_vn],w(f)_vw,nz(f)+vn]n2(f)”XW < 16 EN(f) (f ¢ X)

A demonstracao do item (6) segue do trabalho de Csiszper-Freud

[16, pg. 36].
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1.3.7. PROPOSICAO: Seja f ¢ X e R e N°. Entdo, existe uma

constante C = C(R) tal que

0<JI<T +M [ 2 |

*

DEMONSTRACAOD: Seja Vy(f) o polinomio de melhor aproximacao de

2

De La Vallee Poussin de ordem N ¢ N° para a funcao f ¢ X . As

Reev™ (fysi/ny < 28 ey ()i, < c L 2R D o)
w ( M( )a ) o= M X M
2 2 2
T do V. (f) =0 5 T v (f) - V. (f)
omando = ; = . . ;
0 Iy 231;2M2 (231717002
T v (f v (f)
P 2" 235 2" 12927
i (F)-v" (F)-v (F)+v"
T _ v i - ) + - -
J1d2 2975292 231 129271 (291717297 (2317151292
temos que T. , T. e T. . sao polinomios trigonometricos de
J1 Iy J197

ordem (291,2"2) 5 (2™1;292) e (291,292), respectivamente, don

de:



N m] m2 m] m2
Voo (f) = I T+ T T - 3 5T, .
2™y oMy j1=0 I j,=0 Jo 3120 3,=0 137

e pela desigualdade de Bernstein, temos que:

(r,,0) j,r
iy ] I, <2 oy I
37 n I Ay
(0,r,) j,r
T, 270, <2722 g1, I
J2 i 32 m
(rysry) LIPS
It. ° "X < 2 2 1. MX
ipd, . 313, X,
e pela proposicao 1.2.4, temos que:
-r (r,,0)
STy simy < Do U
J] ‘]1 i
-r (O,r,)
ST IN) <y & T BT
J2 Jo Ay
GROTL sy < TR R L
J1d0 Jdo Ay

e combinando estes dois ultimos resultados, obtemos:

Jar
. ] Vo Ty I
31 I1 Mg

- J r
2 o722y Iy
JZ il

24.
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SRty < RIRyp oy
319 3132 %,
Temos tambem que

*

*
IT. 1, < IV, (F)-fl, +If-v (£)1
VR 2d1:2M X, 23171 .oM, .
donde
IT. I, <CE . _ (f)
1 X (29171 2"
Analogamente temos que:
IT. I, <¢CE ()
2 X, oMy i2327 1
e
T, . I, <CE ., _ ()
Jpdp Xy (291711129271
e desse modo obtemos
-r j.r
GR(Ty sy < ey T g ()
34 1 g ny
[2 "1],2
r J,r
W(TsImy <cn, 228 e ()
2 2" 29277
SRery cmy s et e )
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para concluir que

wo (Vo y(F)31/N) <w (2 Toosg)ve (2 T. 31/N)
2 j70 1 jp=0 Y2
R m] m2
to (5 T, s 1/N)
3120 3,=0 192
i -r Jar
< n, Pablhe - a (f) +
j1=0 [29177752"2
m .
2 r Jsr
£ o, 2280 L (F)
j,=0 2"1r2927)
m m
1 2
v N RMRe
3170 §,=0 [2°7)

e desse modo temos estimada (1).

1.3.8. LEMA (Potapov [35]): Seja f ¢ XT, R ¢ NE e suponhamos
/
que
(1) p 27 RE L (F) <
JeNe [2° 7]
Entao
R
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para todo M = 1.

DEMONSTRACAO: Pelas consideracoes feitas na Proposigao 1.3.7

e tomando Q4 = - TJ, seguira que:
I £ oo Q. . | E-v' (fy-vT (f)evT
- 7 X o = - - +
T L J1Js X m m my,s m
3170 3,70 iz 21 g 0.2 2 17,02
< * | * I * I
< I f-V m (F)Iy +If-V m2(f) yHIF-V ] 2(f) y
2 ;0 m 0,2 T 2 1,2 i
< C(E my (f)+E m2(f)+E m, m2(f))
2 ;0 0,2 2 ;2

e esta expressao converge a zero quando (m],mz) > », 0 que

significa a convergencia da serie 7} Q; para f na norma de

JeNf
X .

i
Como

R J.R
I D QJuX1T <C2 E gq (f)

temos que



R - .
) Qa"xﬂ <Cc 5 2 E

Je N JENE [27 ]

e como XTr e completo, existe ge X tal que
m

R
lg - DYy
m

Z
OssJsM

converge a zero quando M > « e alem disso

Temos ainda que

donde se tomarmos M = (m],mz) = 1, teremos que

R < J'R
E M-1(D f)y<C ¢ |ID TJ"X < C 2 E

Lz
2 J=M v J=M [2

1.3.10. TEOREMA DE BERNSTEIN: Seja f ¢ Xﬂ, R =

e 0 < p = (31,32) < 1. Se:

(1) £ (f) = O(N

m]-1 m, -1 m,-1 m,-1

28.

2
(Y‘-I,l"z) IS N

(N> )
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entao
R
(2) D' f ¢ XTr
e
R .
(3) D™f ¢ Lip(B)

DEMONSTRAGAO: Se Ey(f) = O(N""™F) temos que

£y (F) = o279 (R¥8), (0 + )

e pelo Lema 1.3.8 seguira que

R ~-J. -M.B

B - 0(2 )

Assim, em virtude da Proposicao 1.3.7 temos que para todo keO

WfORe Ly <o vk p o gked s
1 M2 0<I<1+M
ok oy 2d-(keB)y L g nTRMe (k-B),
0<I<T+M
- o(N"knNKTBy - o(nTB)

onde N < 2™ < N+1 e N ¢ NZ.

Temos entao que DRf e Lip B, como queriamos demonstrar.
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1.4. A CONEXAO ENTRE OS TEOREMAS DE JACKSON E BERSNTEIN

Os teoremas de Jackson e Bernstein sao equivalentes. Isto
decorre, como e simples de verificar dos teoremas 1.2.7 e

1.3.9. Vamos explicitar este fato com o seguinte teorema.

1.4.1. TEOREMA: Seja fe X , 0 < a = (aj,0,) <1 eRe NZ

Entao, sao equivalentes as afirmacoes
(i) Vale a estimada

(1) Ey(f) = O(NR7%) (N > =)

(ii) Existem as derivadas Dsf em X se S <R e

(2) DR & Lip(a)
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CAPITULO 2
ESPAGCOS DE INTERPOLAGAO DISCRETOS, ENTRE Zd ESPAGOS DE BANACH

Desenvolveremos neste Capitulo a teoria de interpolacao pa
ra 2d espacos de Banach utilizando essencialmente variaveis
discretas.

As referencias basicas aqui sao Fernandez [19] e [21}. En-
tretanto, este Capitulo nao e meramente expositorio. Fazemos
um estudo mais profundo dos espagos de interpolagao gerados
pelos metodos K e J, para 2d espacos de Banach, em suas for-
mas discretas. Isto sera feito seguindo-se a linha de
Butzer-Scherer [14].

0 objetivo principal e obter caracterizagoes, dos espacos
de interpolacoes, apropriadas para aplicagoes em problemas de
aproximacao em espagos de fungoes periodicas. Demonstraremos

N.8

que os pesos 2 utilizados por Fernandez em [21] podem ser

substituidos por pesos da forma aN'e, com a > 1. Mostraremos
tambem que os mesmos espagos podem ser definidos utilizando-se
pesos monomiais da forma Ne. Por outro lado estudaremos pro-
priedades dos espagos de interpolagao quando a familia admis-
sivel satisfizer certas condicoes de inclusao. Terminaremos o
Capitulo apresentando o teorema da dualidade para os espagos

de interpolacao que sera fundamental em Capitulos posteriores

para obtencao de propriedades de aproximacao duais.
2.1. NOTAGOES

Apresentamos aqui algumas notagoes que serao muito utiliza
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das na sequencia: t = (t1’t2""’td) > 0 se, e somente se,

t. > 0 para cada j = 1,2,...,d; se k = (k],...,k £ O entao

)
k k d
R td ot o= (t],...,td) < s = (51"“’Sd) se, e so
mente se, tj < Sj para cada j = 1,...,d; se
o = (91’62”"’6d) € RY e N = (nl,...,nd) £ Nd entao
Neg = (n]eg,...,ndedz e para a = (a],...,ad) e R

Neg _ M9 N4¥d

a = a, ceeoay .

2.2. DEFINIGOES BASICAS

Apresentamos aqui as principais definicoes basicas que se-

rao utilizadas neste Capitulo.

2.2.1. Seja E = (E, |keu) uma familia de 2% espacos de Banach
imersos algebrica e topologicamente num mesmo espaco vetorial
de Hansdorff V. Uma tal familia sera denominada familia admis
sivel de espacos de Banach em V.

Se B = (E,|kev) e uma familia admissivel de espacos de
Banach, introduzimos a envoltoria linear gk e a intersecao NE
como espacos vetoriais nas formas usuais. 0s espagos bk e NE
sao espagos vetoriais completos quando munidos, respectivamen

te, das normas:

1 b xll o g=inf{ ¢ Ix.l X = T X, X, e E, skeD}
(1) 1K Col e R S T’

(2) Ixl g = max {IIxIIEk : keo}

Os espacos TE e NE estao continuamente imersos em V.
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2.2.2. DEFINIGCAO: Dada uma familia admissivel E, denominare-
mos espago intermediario em relagao a familia E a todo espa-

¢o de Banach E que satisfaz as relagoes de imersao:
(1) NE C E C I ,
onde o simbolo C denotara sempre uma imersao continua.

2.2.3. DEFINIGCAO: Diremos que um par de espagos de Banach in-
termediarios (E,F) em relacao as familias admissiveis

E = (Ek|keD) e F = (FklkeD) respectivamente, tem a proprieda-
de de interpolacao se para toda aplicagao Tinear T: & - :F
cujas restrigoes TlEk: E, ~ F forenm continuos para todo ken
tivermos que T: E -~ F sera continua.

A condicao acima implica necessariamente que T: $E » 3F e

continua.

2.2.4. Seja G um espago de Banach munido da norma "'"G e
Ri = (0,0) x ... x (0,0o). 0 espago das fungoes g: Rf » G, for
temente mensuraveis em relagdo a medida d,t = dyt; ... d,t, =
— ... — e que sao Q-integraveis (Q = (g ,...,qd)), sera

d -+ G fortemente

- . - = . d
mensuraveis em relacao a medida usual de Lebesgue sobre o R,

denotado por Lg(G). 0 espago das fungoes g: R

que sao Q-integraveis sera denotado por LQ(G).

Em todos os casos acima descritos, teremos modificagoes ha
bituais quando qj = « para algum ou para todos os j = 1,2,...,d.
Quando G = R ou C denotaremos esses espacos simplesmente

por Lg e LQ.
Para toda a teoria dos espagos LQ com normas mistas nossa

referencia basica sera sempre Benedek-Panzone [1 ].
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2.2.5. Diremos que a sequencia multipla (xy) 4 pertence a
Ne Z
19029y se
q
= /g
Cp d
(1) H(xy)l =0 © ... (2 {xN\qH ] <o
QQ(Zd) ndez n]gZ

—_—

Aqui estamos considerando < Q = (q],...,qd) < w com as mo-

dificacoes habituais para Q = «,

. d
Diremos que (xN) 4 € 22(N+) se
Ne Z
1
9 ] /% 1. 9%
(2) H(xN)H 4. - [z ... ( % IxN| ?rd e ﬁ—-]
ZE(N+) ndeN+ n]EN+ 1 d

for finito. Novamente consideramos as modificacoes habijtuais

quando Q = .
2.3. 0S METODOS J E K DE PEETRE

Nesta secao iniciaremos o estudo dos metodos reais de in-
terpolagao estendendo os metodos J e K de Peetre [33], [34]
para varios espacos de Banach.

Apresentaremos uma extensao dos metodos K e J considerando
2d espacos de Banach e d parametros. Outras extensoes foram
obtidas por Johnen [25] e Sparr [43] quando os mesmos conside
raram d + 1 espacos e d parametros.

Os metodos J e K sao "duais" e sob certas condicoes em re-
lacao aos parametros, geram oS mesmos espagos, 0 que e de im-
portancia fundamental tanto nos aspectos teoricos como nas
aplicacoes. Esta equivalencia entre os metodos permite demons

trar resultados de reiteracao e dualidade e por outro lado



35.

obter teoremas de aproximacao dos tipos diretos e inversos.

2.3.1. AS NORMAS FUNCIONAIS K E J

Consideremos E = (E, |ket) uma familia admissivel de espa-

¢os de Banach, t = (t],...,td) >0, ye NE e x ¢ LE. Defini-

mos

(1) J(t,y) = J(t,y,E) = max {t'kuqu }
ket k

e

(2)  K(t,x) = K(t,x,E) = 1nf{2t‘knxku XDXs Xy € Epok e )
3
k

Para cada t fixo, J(t,y) e K(t,x) definem normas equiva-

lentes a e I xl respectivamente em NE e ZE e temos

Iyl S

ainda que J(1l,y) = e K(1,x) =

Iyl g Xl g

2.3.2. LEMA: Para cada t ¢ Ri, as normas funcionais K e J de-

finidas acima satisfazem:

(1) Sao fungoes continuas monotonas e decrescentes em t.

(2) min(s/t)kK(s,x) < K(t,x) < max(s/t)kK(s,x) (x ¢ )
keD ke

(3) min(s/t)X3(s.x) < 3(t.x) < max(s/t)Xa(s,x) (x e NE)
keOb kel

(4) K(t,x) < min(s/t)kd(s,x) (x ¢ NE)

keO
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(5) Tim K(t,x) = K(s,x);1im J(t,x) = J(s,x)
t-s t>s

Atraves das normas funcionais K e J temos metodos para ge

rar espacos intermediarios da familia E = (Ek|kgu).

e od .
2.3.3. DEFINIGAO: Seja a ¢ R+, a > 1. Definimos (Ek'kem)e,Q,K(a)

como o espaco de todos os x ¢ rE para os quais

d

(1) faV % aN, )1 e 2z

d

onde o = (91""’9d) ¢ R, 1T <€Q = (q],,,,,qd) < w.

2.3.4. TEOREMA: Para 0 < 9 (61""’6d) < 1l; 1 <qQ =
(q],...,qd) < o efou 0 <9 = (e],...,ed) <1, Q = » 0s espa-

cos (EkaED)G,Q,K sao completos sob a norma:

o Noo,, N,
(1) Wy o gay = 1aPk(a ’x)}"QQ(zd)

e valem ainda as seguintes propriedades:

(2)  (E,]keo) + (0}

6,Q,K(a)

d
Para a = (a],...,ad) € R+; b = (b1""’bd) ¢ RY com

a # b; a,b > 1 temos que as normas

(3) by 0,k(a) e, q,k(b) ’

isto e, as normas sao equivalentes.



37.

(4) OB CEKEO)y o lay O

(5) EkC (Ek\kED)k,m,K(a) (ke v).
) -N.k,_N.® - .

DEMONSTRAGAQO: Como A(0;Q,a) =I{min (a )a 1 Q,-d e fi-
ket L(Z7)

nito, temos que existe x # 0, x ¢ (Ek[keD) Mostremos

6,0, K"
agora a segunda imersao de (4). Seja x ¢ (Ek[ng)6 Q0. K

Como

K(aN;x) 2 min (a_N'k

ke

JK(T, 1)

segue que

= ”{aN'OK(aN,x)}“ > 17a"% min (a_N'k)K(1,xﬂ" q

™
e ) ke 2 9(79)

= K(1,x) A(0,Q,a) = Clixll.p

e desta ultima desigualdade temos que lxl

It

6,0,K(a) = 0 implica

SE - 0 e consequentemente x = 0. Mostremos agora a primei-
ra imersao de (4).

Seja x ¢ NE. Como

temos que
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o N.g,, N
IxEy o gy = 2" UK ,X)}"QQ(Zd) <
< agaCmin(a ™ 0000,y
ng RQ(Z )

< A(p,Q,a) J(1,x)

< C ”X”mE

A demonstragao de (5) segue do fato que

K(aN,x) < a_N'kaHE
k
para todo k ¢ o e x ¢ Ek'
Obteremos agora a demonstracao de (3) para b » a > 1. Dado
aN e R existe k ¢ 24 tal que bk < aN < bk+] e assim podemos

escrever que

1
B} /q ay
I xI ={ oo Noo,, N, 31,97 % d
5,0.K(a) nEEZ n%gzm Kasx)) 1y
1
Q7 4,/9 q
(3 ) 1 U1 aN ke xyy ey
kng Ny kd] k]EZ n][k]]
onde I ]1 e a soma sobre todos os indices compreendidos en
n.l k.
kd Kk, +]

tre ij e ij (j = 1,2,...,d) e, alem disso tira-se que

1 < Fk ]1 < Jog bj/iog aj (3=1,2,....d)
njbk,
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Assim:
(1+k).0,, K 9
Ixl K(a)<{ T S o 1(b K(b%3x))
kgel nylkd koeZ nof kil
] 1159
5 ¢
< b b./1 .
jz] tog by/log 2y Ixly g,k (b)
donde
<
"X"e,Q,K(a) CIXEy 0 k(D)

Reciprocamente, utilizando um raciocinio semelhante, temos

que
1
Koo, k ay 9p/4, 1
I x i Lz .. ¢ (b7YK(bTix)) ) e}
G,Q,K( )— k Z
k,eZ 18
d
Gy 9,/4
R T T DU S R S BN CURLT TR TS DR B AR
kyeZ ngl kgl keZ nyl k]
A
q; 49,/9 q
< {3 { (a" Ok (aV/bsx)) 1y 22y
ndEZ n'IEZ
< CIX o v a)

Mostremos que (Ek\keD)e Q.K e completo. Suponhamos que

mgN "fmue,Q,K <
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Desse modo

< oo

v K(1,f )= 5 Kf_ | < 3 If
me N m me N m XE me N m,Q,K

e como tE e completo, existe f ¢ $E tal que

s £ - fll_. > 0
meN M LB
N N
Como K(a ,f) < 3 K{(a ,fm), temos que
me N

£l = 1aV Ok (aNsfy g

6,Q,K(a)

e pela desigualdade de Minkowski, temos que

Il < & UIf < oo

6,Q,K(a) = Zy  m8,Q,K(a)

Alem disso

bz f

e N n e, 0, k(a)

converge a zero quando m > » e desse modo mostramos que a se-

rie 1§ f_ e somavel na norma do espaco (Ep | ke®)
me N
tanto o espago (EklkED)B,Q,K(a) e completo.

6,0,K(a)" Por

2.3.5. OBSERVAGRO: Como as normas I.i . o yay e Dol o pipy

sao equivalentes, os espacos (Ekikgn)e,Q,K(a) e (Ek‘kgm)e,Q,K(b)

coincidem. Portanto, quando nao houver necessidade de explici
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tar a "base" considerada, escreveremos simplesmente ||.||e Q. K
e (Ek|k€D)6,Q,K'
2.3.6. PROPOSICAO: Sejam E = (E,|kev) e F = (F |ke0) duas fa-
milias admissiveis de espacos de Banach em V e W, respectiva-

mente. Se T:xE - 5F e uma transformacao linear cujas restri-

coes

(1) T|Ek:Ek+ Fr (k ¢ D)
sao continuas, entao, para todo g = (01""’6d) € Rd + e
1< Q = (q],...,qd) < « tem-se que

(2) T:(Ek[kgm)e,Q,K > (Fk{kgu)e’Q,K

e uma aplicacao linear continua.

DEMONSTRACAQ: Seja x ¢ (EklkeU) e tomemos uma de suas de

8,Q,K

composigoes x = I X, com x, € Ek' Desse modo, existem cons-
ke o

tantes Ck > 0, tal que as desigualdades

<
“Txk”F C

x
K k k' E

k

sejam verdadeiras para todos os X, € Ek e k & 0, Assim,

k(aMTxsE)=k(a"; T TxsF) < 2 K(a

keO keD

N
aTxk)

a MKl Il < (max €) I a'N-kuxkuE
keO Kk ked ket k
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e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposicoes de

X, segue que
N
K(a ' ,Tx;F) < C K(a 5x,E)

donde

N

I TxI = ha Ok (aN Tx,F) )

G,Q,K,F QQ(Zd)

N

< Cl{a™ 8K (aNsx,E) 3 < cixl

QQ(Zd) eaQ,KaE

Com esta ultima proposicao mostramos que 0S €sSpacos

(Ek|ng) tem a propriedade de interpolacao e a partir da

6,Q,K
qui nos os denominaremos espacos de interpolacao.

d

2.3.7. DEFINICAO: Seja a = (a],...,ad) 5 R+, a > 1. Definimos
(Ek|ng)6 Q,J como o espaco de todos os x ¢ fE para os quais

existem sequencias {Uy} ¢ ©NE tal que

Ne Z

(1) X = 3 ; Uy Il
Ne Z

e

(2) {aN‘GJ(aN;UN)} 3 RQ(Zd)
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2.3.8. TEOREMA: Para 0 < o = (6],...,6d) < 1,
] < Q = (q]""’qd) < w e/ou 0 < 6 = (6];---90d) < ]! Q = ]9

0S espacgos (Ek}ng)e Q.4 sao completos sob a norma

s N.g N _
(1) ”x"e,Q,J(a) inf{ll{a J(a ’UN)}HQQ(Zd)’X— sz Uyl
Ne
e
(2) (EklkED)G’Q,J#{O}

Mais ainda para a = (a],...,ad) e RO, b = (b1""’bd) e R

com a # by a,b > 1 temos

(3) Fly0,00a) = 1lg q,0(0) :
jsto e as normas “'"e,Q,J(a) e "‘”e,Q,J(b) sao equivalentes;
(5) (Eklkgm)k,l,d(a) C Ek (k ¢ ©)
(6) ﬁr = (EklkED)e,Q’J(a) (]<Q<w)
. _ . -N.k _N.s - .
DEMONSTRAGAO: Como A(9,Q';a) = I{min a .a 1 Q' od e fi
keO gt (Z7)

nito, existe x # 0 com x ¢ (Eklng)e Q,d(a)" Mostremos a se-
gunda imersao de (4). Seja x ¢ (Ek[ng)e Q,d(a)" Assim, exis-

te uma sequencia {UN} em NE tal que x = £ Uy € ZE. Logo
d d
Ne Z



Ixl o<t U =35 K(13Uy) < min (a V-Kygcalsu
NeZ NeZ

<3 (min a-N‘ka-N'e)(aN’ed(aN} J(aN;UN))
d keBO
NeZ

e pela desigualdade de H8lder, temos que:

Il g < ACo,Q"sa) Ixl o 50y

donde obtemos que

"xqu < C ”x"e,Q,J(a)

Da ultima desigualdade, temos que I xl

6,0,d(a) = 0 implica
lellZE =

0 e consequentemente x = 0.

Mostremos agora a primeira imersao de (4)

Assim, tomando a particular decomposigao UN = x se N =20
UN = 0 se N# 0, N ¢ Zd, poderemos escrever que X = 3 UN
d
donde Ne Z
. N.g N. _
HxHe,Q’J(a)—1nf{H{a J(a ,UN)}H Q44 3 X= % . UN}
22T yez
§ J(],UO)=J(1,x)=Han[
Facamos agora a demonstracao de (5). Consideremos
X € (Ek[kgﬂ)k 1,d(a)" Desse modo, existe uma sequencia
{UN} Cc NE tal que x = 3 UN e Hxﬂk 1,d(a) < Logo
Ne 29 Ne 29

Seja x ¢ NnE.

44 .
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e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposicoes de

X = I UN’ temos que
d
Ne Z

lellEk < Hka,]’J(a)

para todo k ¢ O.

Demonstremos agora que (Ek]ng)e Q,d(a) e completo. Seja

{fr}rgN - (EKIKED)O,Q,J(a) tal que
Z ”f ” . <
reN T 050Q,0(a)

Pela definicao de infimo, temos que para um dado ¢ > 0, existe

uma sequencia {UN} 4 C NE tal que:

Ne Z

N.© N . r -y
I{a J(a ,Uy) i < If I + 2 €
N QQ(Zd) r 6,0Q0,Jd(a)
Desse modo, para cada N ¢ Zd temos que:
Pl = o 90LU) < max(a )z ul,un)
reN l reN keb reN
< [max (aVKy a™N-Opp 5 aN'GJ(aN,u,‘Q)l
ke reN
N.k,_-N.8
< ) > @
[max (a )a 11 "frne,Q,J(a) + ¢] <

keO reN



e como NE e completo, existe Uy € NE tal que Uy = ¥ UN.
reN
Alem disso temos que

r
z HUHh[ < I z "UN"zE

d N 4
NeZ reN NeZ

< 3 v min (a
Y‘EN Ngz

< 7 b (min(aN'k a

reN Nezd  Kke®

e pela desigualdade de H81der, obtemos:

5oMUle < A(8,Q',a) 5 I{a"fg¢aN,ur)yi
4 Nzt Y N Q(zd
Ne Z £ ) )
< A(8,Q',a) & (If I + 27"
( Q ) e N ( r G,Q,J(a) E)
< C z |Ifl + C.¢
reN T 850Q5d(a)
e como TE @ completo, existe f ¢ $E tal que f = 3 UN
d
Ne Z
la desigualdade de Minkowski, temos que
N L L LN ICLNTIA
(2 re N [ A
< )3 "f " + £ < o

N T 8,0Q,(a)
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e como € > 0 e arbitrario, temos que

f e (Ek[kaD)e,Q’J

M

hf - 3z £

<
rog I 8,0Q,J(a)

D

5 0 ,
oM re,Q,J(a)

quando M » «, donde o resultado desejado.

Mostremos agora a densidade de NE em (Ek]kED)G,Q,J(a)' Se-

Ja f ¢ (Ek|kgﬂ) Desse modo, existe uma decomposicgao

6,Q,Jd(a)"

da forma f = I UN na norma de E tal que
d
Ne Z

Definindo R,, = {N = (n],...,n

teremos

poderemos escrever, para M » «», que
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donde obtemos a densidade desejada. Facamos a demonstracgao
de (3). Consideremos b > a > 1 e x ¢ (Eklkau)e,Q,J(b)' Assim,

X = ) UN e alem disso:
d
Ne Z

{bN'ed(bN d

U ez

Definindo

s 1= UN/ v ]
1 on kg N[K]

e N€Zd, teremos:

d
z VK = 3 1 . UN/ m )X 1 = I UN = X
ke 2¢ Nezd N K] J=1 bkl e 7d
e alem disso
12 Ca(a,v )3 0 4. < o0 b T (bN,uy )3 0
L4z L°(Z7)

e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposicoes de

finidas acima:

I xl < C Ixl

0,Q,Jd(a) 6,Q,Jd(b)

i i . Des i
Reciprocamente, seja x ¢ (EklkED)G,Q,J(a) Se modo existe

{v? g © NE tal que x = = Vg na norma de IE e alem disso
Ke Z ke 2
{aK'6 J(aK,vK)} € RQ(Zd)
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Definindo agora (U} atraves de
N d
Ne 7
Uy = 2 v
N KN K

teremos que

5 = = =
X ; UN Z . 2 »VK % . % X
Ne Z NeZ~ KINJ Ke Z
e
e Ca N, u )3 < 0 (log b./log a )qj/qﬁn{aK'GJ(aK-v y3
N0y e J J LA
e tomando o infimo sobre todas as decomposicoes acima teremos
que
< .
Po,q,0m) = ¢ o g0
A demonstracao esta completa.
. |
2.3.9. OBSERVACAQO: Como as normas L'”e,Q,J(a) e “'”@,Q,J(b)
sao equivalentes, os espacos (Eylket) o 5oy e (Elkem)y o 50y

coincidem. Portanto, quando nao houver necessidade de explici
tar a "base" que esta sendo usada, escreveremos simplesmente

.0 e (Eklkﬁu)

6,0,4 9,Q,d°

2.3.10. PROPOSICAQ: Sejam E = (Ek1ng) e f = (Fk}kgﬂ) duas fa
milias admissiveis de espacos de Banach em V e W respectiva-
mente. Se T:ZE - LF e uma transformag¢ao linear cujas restri-

coes
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(1) T]Ek:Ek > Fk (k e O)
sao continuas, entao para todo ¢ = (@1""’Od) £ Ri e
1 <Q = (q],...,qd) < », tem-se que
e uma transformacao linear continua.
DEMONSTRACAO: Seja x € (E,|keD) e x = L U, uma decom
k 6aQ:‘J d N
Ne Z

posicao de x na norma de ZE. Por hipotese, existem constantes

Ck > 0 tal que

Ity < c, lu,l
N“F k N Ek

desde que UN e NE e k e O,

Desse modo:

-N.k -N.k
y>F)=max(a T UN“F ) < max(a Ck"UN"E )

keo k ked k

< ¢ omax (@ VMlud o) < c oo,
keo k

Assim

I <ta"-ga, T oL e o <cia P,

E)}1
X 9,0,d,F 2 Az

N’ 3074

e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposigoes de
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x = I U, seguira que

N
NEZd

<
"TXHQ,Q,J,F C "XHG,Q,J,[

Concluimos assim que 0S espagos (EklkeU) tem a pro-

6,Q,d
priedade de interpolagao, sendo denominados a partir daqui es

pacos de interpolacao.

2.4. A EQUIVALENCIA ENTRE 0S METODOS J e K DE INTERPOLAGAO

2.4.1. PROPOSICAO: Para 0 < 9 < 1, 1 € Q < «» temos:

(Ekikem)(},Q,J C (Ek‘kgﬂ)o’Q,K
DEMONSTRACAO: Seja x ¢ (Ekikga)e Q0,9 Assim, existe uma se-
quencia {u,} C NE, tal que
M d
MeZ
X = 7 u
M
Me 79
e
(" g ) e 2%z (a > 1)
Como
S B R N T (LT
MgZd Mg,Zd
. -M.k N-M
< I min (a ) Jd(a ; uN—M)
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temos que
N.8 N
x = I¢a "7 K(a ,x)}!
< Imin(a M.ky M. 0, 1,K-8 J(aK;uKM
k€O Q' (74 Q79
< A(e.0',a) 1 f agal, eyt
ez

e tomando o infimo sobre todas as decomposicoes da forma

X = z u , temos que
nezd N

< € Ixd

IxVg 0,k(a) =

8,Q,Jd(a)

Antes de introduzir o lema sequinte, sera necessaris
a inclus3do de uma hipotese essencial a sua demonstracao . Esta
hipotese garante que a familia (Ek‘kED ) passa a ser uma

escala de espacos de Banach ; isto e, se k' < k" entao E, .C E.

para k',k" € O . Quando temos dois parametros a familia sa-

tisfaz as imersdes abaixo

Esta hipotese sera considerada ate o final deste tra

balho e sera essencial nas aplicacoes
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2.4.2.LEMA : Seja (EklkED) uma familia de espacos de Banach tal

que Ek' C E se k" < k', k',k" €0 ., Vamos supor que exista uma

kll

sequencia (Pn)nGN de operadores lineares Pn:V—> V com Pn(Ek)CﬂE
ke , tal que an —~ X em Ek para cada x fixo em Ek e para to-

do k € O, Se para x € ZE , tivermos que

com 0 < (a,8) <1 , entdo existira (u

e
(3) J(am,an,u ) < C K(am,an,x)
mn’ —
DEMONSTRACKO : Como
m _n . m -n m
K{a",a ,x) = 1nf{Ko(a ,xo) + a K1(a ,x])}
_ m - m
onde X=X +X g, XoGEOO+ETO’ x]GEO]+E]], Ko(a ,xo)—K(a ’Xo’EOO’E1O)

e K](am,x]):K(am,x],EO],E]]) , seguira para m < 0 , que

-~
—~
[o3]
3
>
17

hy |
0 0 o Eqp
e
Ky(a™,x,) = x|
1 1 01
Teremos entao para m < 0 , que
mon = Ty |0 oy
K(a",a ,x) inf{ X, e + a xqe }

00 01
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Ent3o, dado K(1,a",x) , existe uma decomposicdo de x = X Xy em (E00+E10) +

(E01 + E]]) , que depende somente de n , tal que

IxMe o+ uxM. <2 K(1,a",x) < ¢ k(@™,a",x)
0 Egg 1 Egy = =

Para todo m < 0 e para todon € Ze x € XL

Agora, dado x € TE , sejay = Px emnE e uma decomposicao de y da forma

y = (Px)g + (Px)? tal que

I (px)™

-n n n
e Pl < C k(1Y)

00 TEng

Usando o fato que P2 = P, seqguira que Py = yg + y? onde yg =P(Px)g e
y? = P(Px)? , sendo que yg e y? pertencem a NE e alem disso :

Mo+ < cok(1,a",y)
0 E]O 1 EH -
Consideremos agoram #0 , m € Z . Assim :
m n -n m n -m . N -m _-n ,.n
(4) Ko(a ,yo) + a K](a ,y]) <a “yo”Ew +a  a Ily1HE”

<camK(1,a"Ny) < ¢ k@",a"y)

pois yg =0+ yg e y? =0 + y? sdo decomposicoes possiveis de yg e y? em

EOO+E1O e E0]+E]] , respectivamente .

n - _-nB
a

Consideremos x € ZE e suponhamos que K(am,a ,x) <C a
De (4) segue que dados m e n , existe uma decomposicao y = yg + y? que SO
depende de n , tal que

K(amoyD) + a7 K (a™y]) < € K(a",a"y)
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Tomando m = 0 , teremos que

Iy " — 0 (N =~ - )
> toott10
e
lly?l]E o — 0 (n = )
01 ~11
e fazendo
v = n+l _ o o n+l
n “Jo Yo TN TN
seguira que
y = 2 v, (em ZE)
nez '

sendo que Vi € <EOO+E1O) N (E01+E1]) e

_ .0 1
Yn T Vn Vi
tal que
- 1 m
el +a™™iv I, <CK(a",v )
mn EOO mn E]O - 0 n

D e L o) 1
e novamente usando a projecao P teremos a existencia de Won € W, em NE  tal

que
v o=w + w]
n mn mn
0 -m 1 m
menHE +a  lw < C K(a",v. )



e definindo

sequira que

e ainda teremos :

- 1 m
Wl e +a Mllw Il <CKam,v.)
mn EO1 mn By -
_ .0 e 1
Vion T Ymeton T Ymon T Ymon T Ymelon
Vn T méZ mn (em ZE )
m._n m -n m
<
J(a",a ’an) < Jo(a Ve ) + a J1(a ’an)
-n - -m _-n
v lgg + @ v g +a My o+ a a
<O O )+ a M wh il
- mn" 00 +1,n 00 m,n 10 m+1,n 10
-m 0 0
+a | ”Wm,n”01 +me+1,n”01) +
-m _-n 1 1
+a  a (”Wm,n”11 +me+],nﬂ1])
m -n m
< C Ko(a ,vn) + a K1(a ,vn) )
<c  k@",a"y)
Considerando agora x € T E , teremos que x = X xk s Px =y =
ke O

t4
L4

meZ nE’

P

A

56.

X, Ppara todo A €N

)
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Assim , quando A - M, temos que

m m

n -
K(a ,a ,Pxx-x) < C{m,n) = "kak-xkuE > 0

san,y)\_x>:K(a =
ke k

e teremos entao

n

K(a™,a",y,-x) < K(a",a",y,) + K(a",a",x) < € K(a",a",x)

0 que garante para B8 =(a,8) que

1Yy - X < C Ixi

(E 1K) g o ¢ (E, 1keD)

9,Q,K

2.4.3. PROPOSICAOD : Para 0 <8 <1 , 1 <Q < =, temos que

(E 1KED)g o © (B {Kk€0)g ¢

DEMONSTRACKO : Seja x € (Ek|k€D)e,Q,K . Entao

d

~@M9HaMx& e %(z%)

donde

e em virtude do Lema 2.4.2. , existe uma sequencia (UN)NGZd em

NE , tal que

X = I Uy (na norma de ZE)



J(aN;uN) < C K(aN;x)

Assim,
_ N.o N N.g N
Il x < Ja J(a supy)l < Cl{a K(a
0,Q,J N QQ(Zd)

donde

I <

[XHG,Q,J C ”X"o,Q,K

58.

2.4.4. TEOREMA: Para 0 <9 <1, 1 <£Q < =, temos:

(1) (Btke™) g,k = (Blke®)g g9
e para os casos limites, onde g = k ¢ U, temos:
(2) (Eklng)k,],J C Ek = (Eklkem)k,w,K

2.4.5, COROLARIO: Para 0 < g8 < 1, 1 <Q < », temos:

(]) NE = (EktkED>8’Q,K

e para 0 < g <1 el sSP<( <wx, temos:

(2) (I ke?) C (E | kev)

6,P,K 6,Q,K

(3) (Eylke?)y pg © (Bplke®) o,
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2.5. TEOREMAS DE REITERAGAOD

Nesta secao estudaremos quais espacos intermediarios pro- -
vem da iteragao dos processos de interpolagaoc J e K. Como re

sultado disto, mostramos que (Ek‘ng) sao estaveis

6,0,(.)

sob os metodos J e K.

2.5.1. DEFINICAO: Seja E um espaco de Banach intermediario da

ki
(1) E e K(0,E) se K(t,x) <cC t™% Iul (xeE, teR)
(2) Ee J(s.E) se dxip <c t¥ g(t,x) (xeE, teRY)
(3) E ¢ H(o,E) se E ¢ K{(o,E) n J(e,t)

Uma caracterizacao dessas classes, e dada pelo:

2.5.2. LEMA: Seja E um espago se Banach intermediario da fami

lia E = (Ek;ng) e 0 <g < 1. Entao:

(1) E ¢ K(s,E) sse E C (Ek}kgﬂ)e’w’K

(2) E e J(o,t) sse (Ek{kgu)a,],d Cc E

(3) E e H(o,E) sse  (E fkem) 5 CEC (B fke®)

DEMONSTRACAQ DE (1): Como

sup {aN°6 K(aN;x)}

i

sup  {tY K(t,x)}
Ne Z terd



temos que

E e K(o,E) sse sup (t" K(t,x)} <¢C IIxIIE

te R:j_

sse sup {aN'6 K(aN

NEZ

s X))} S C”X"E

sse E C (Ekikgu)e,oo’K

DEMONSTRAGAO DE (2): Seja E e J(6,E) e x ¢ (E [keU) | ..

sim, existe {uN} d C NE tal que x = 7 u

. N*
Ne Z Ne 79

{aN'6 J(aN,UN)} £ 2](Zd) para a > 1 e

hu e <0 a9 gal

N ;UN)

Assim

pohude <0 1ah® ghun
d 2 (27)
NeZ

e como E e completo, temos a existencia de g ¢ E tal que

logo, podemos afirmar que g = x ¢ NE, donde:

< 3 <
I xl ¢ z Muglg < Dixd

Ne Z

o154

b

(na norma de zE)

’

60 .

As-
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Reciprocamente, seja (Eklkgﬂ) CE, x ¢ (Ekikgu)e

6,1,J
x ¢ NOF.

Entao

Ixlp <D inf tratfycal,y

e para a particular decomposicao x = g Vi onde Vy T X pa-

d
. d NeZ
ra apenas um indice N ¢ Z°, sendo x ¢ NE, temos que

N.o N

Ixiy <D a J(a3x) <D tY J(t/azx) <a D t% J(t,x)
assim
E ¢ J(G,E)

DEMONSTRAGCAO DE (3): Seque de (1) e (2).

Um fato importante e que as classes K(s,E), J(o,E) e H(p,E)

sao nao vazias.

2.5.3. COROLARIO: Para 0 < 6 < 1, 1 < Q< « e/ou 0<g <1,

Q =0, temos que:
(]) (EklkEU)G
e para 0 < g <1, T < Q<we/ouldsps<1, Q =1, temos que

(2) (Eplke®)y o, ¢ H(oLE)
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Alem disso para 6 = ke O, temos que:
(3) (Bl ke®)y 1,9 © B © (Eylken)y oy
e para 0 <8 < 1, 1 <P << w»;
: Lo
(B lkeP)g,p ok © (B Tke)p g,k ’
(Ek]kLD)G’P,J C (Ek]kEU)O’Q,J
Consequentemente
(Eklkgg)@,],‘] C (Ektkgu)@,Q,J = (EklkEZD)O’Q,K C (Eklkgm)Q’m,K

2.5.4, LEMA: Sejam Fk espacos de Banach intermediarios perten

centes as classes K(ek,E); B © (Gl];eiz;...;egd),

k = (k1’k2""’kd) e 0, 0 < 0y = (e;,eg,...,eg);

0, = (6},6%,...,6?) < 1. Entao, se 0 < p = (X],...,Xd) <1 e
6 = (6]; ,Gd), 1 <Q <>efou0<A <1, Q =« temos que

(F | keo) C (E,|keO)

A3Q5K 03Q5K

onde 83 = (1-A3)6) + 23 63 e § = 1,2,...,d.

DEMONSTRACAO: Seja x ¢ ZF e x € ZE. Entao, para cada decompo-

sicao da forma

K (xke Fk,keD) .



63.

e escrevendo b = a teremos:

Portanto

I x = fa

5,-Q,K(a)

N
=
e1]
-~
—_
o
>
=y
~—

AN
=
=

Consequentemente

I xl < M x|

(J)Q’K(a> A;Q;KB'

(K, esta significando aqui a norma funcional em F).

¥

2.5.5. LEMA: Sejam Fk espagos de Banach intermediarios perten

centes as classes J(o,3E); ¢, = (O] ,@2 ;..-;Od )
k k ky kg kg
p R 1 1 d
k = \k1""’kd) e U3 0<6, = (eo,...,eg); 6y = (0],...,6]) <
Entao, se 0 < p = (x],...,xd) <1, T < Q<o e/ou0=sp <1,

Q = 1, temos que:

(Eplke®)g q,0 & (Fylke®), g g

onde 97 = (1—AJ)63 + AJG% e J = 1,2,...,d.
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DEMONSTRACAO: Seja x ¢ (Ek‘kED)G,Q,J e X = I ] Uy (em £ L)
. Ne Z
uma representagao para x, com {uy} g CNE e
Ne Z
N.g N
fa ¥ a(asuy)t e 8z

Pelo fato de mEk C Fk para todo k ¢ 0O, temos que
84786
{u,} C NF e tomando b = a 1 7o vem que:
N NEZd

K. ,
J(bN,UN,E):max{b N}uuNnF —max{a

keD

_j.N(o]—oO)HUN”F }
k jeu J

e como

Pl g = A(0,0%,2) « Iy o0y

temos que

, N.aL, N |
5 "uN”ZF < A(ALQ D) I (b T uysF)H Q
NEZd Lz

N N
< M.A(ALQ',b) F{a™" J(a juy)ll
( DR IPLe

e em virtude de LF ser completo, existe g ¢ LF tal que

g = 2z uy € temos entao que, na norma de ZE, x = g, donde
d
Ne Z ~
tomando o infimo sobre todas as decomposigoes de x = & Uy
d
Ne Z

seguira que
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x| <
X £sQsJf M"X"e,Q,J(a)

onde Jlf e a norma funcional J em F.

2.5.6. TEOREMA: Dados g < g = (G], ,Gd)

o 02t e0g)3 07 = (07550

consideremos a sequencia de parametros associada

Dados 0 < A= ()\ s A s o o s s A )< ], definimos g = (O]s--~a6d)’

por gd = (]—AJ)eg + Aj e%. Suponhamos que para todo k ¢ © 03
Fk sejam espacos de Banach intermediarios de classe
H(ek;[) e § = (Fklkgﬂ). Assim:

(1) (Eplke)y g,k = (Felke®), o

e em particular, se Fk = (Ek’kgm) com k ¢ Y, temos que:

B,5Q,K
) (Elke)g La,kdas,k = (Bl kg g,k

2.5.7. COROLARIO: Para O0<p<1l, 1< P,Q,R<w, 0<g¢g_ < 04 < 1

e 9 = (1-/\)6O + ABq, temos:

(1) (FTkem)y e dnso k= (Bl ke)g p ok
e
(2) (Fke®ly ipoa) nie.0 ™ (Bl *e®)g gLy
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onde F = (FkikeD) e uma familia admissivel de espacos inter-

mediarios de Banach da familia E = (E,|keD).
2.6. INTERPOLACAO DE ESCALAS DE ESPACOS DE BANACH

2.6.1. Lembremos que uma familia arbitraria (X de espacgos

A)AEA
de Banach e denominada uma escala de espacos de Banach se A
for um sistema reticulado e se Apsho € A COm &y < Ao tivermos

que

2.6.2. Neste paragrafo estudaremos a interpolacao de escalas
finitas (mais precisamente de 2d espacos de Banach).
Seja entao E = (Ek]ng) uma escala de 2d espacos de Banach,

Vamos ter entao
(1) E CE CE
para todo k ¢ U, e se k' < k", teremos

(2) Ekl C Ekll

No caso biparametrico, onde © = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1))

temos
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i

2.6.3. LEMA: Seja E (Eklkeﬂ) a escala referida em 2.6.2.

Entao:

(1) K(1,F) = IFl, = uqu] (f e Ep)
(2) J(1,f) = HmeE = HfHEO (f e E)
(3) K(t,f) = K(1,f) = nqu] (FeEq, 0<t<1)
(4) t.J(t,f) = J(1,f) = uquO (feE . 0<t<l)

Uma consequencia de (1) e (2) e que:

~
]
It
m
—

I}
m

N

2.6.4. DEFINICAO: Seja a > 1, a ¢ Ri. Definimos (Ekikgm)g,Q,K

como o espaco de todos os x ¢ E ara oS quais
1

N.o d

KaV,x)1 ¢ 2 d(N

{a )

N
8

onde 0 < g < 1; 1 <Q

2.6.5. TEOREMA: Para 0 < 96 < 1, 1 S Q< o e/ou 0s<g =<1,

Q = », 0s espacgos (Ek[kg”); Q.K sao completos sob as normas:
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+ N.g N
(1) x| = lla K(a sx)I
G,Q,K(a) Q,Q(Nd)
e valem ainda as seguintes propriedades:
+
(2) Bo © (Belke®)g o,k < B
e
+ ~ )
(3) (B lke®)g g,k = (Epike®)y o,k
Para a > 1, temos que:
+
4 = >
(4) ”x”e,Q,K(a) "x%,Q,K(a)
para todo x em nE.
+
DEMONSTRAGAO DE (2): Mostraremos que (Ek|ng)6 Q. K C E]. Con-
. + .
sideremos x ¢ (Ek!kgm)e,,Q,K‘ Assim
+ N.g N
X = la K(a ",x)I
0,Q,K(a) Q,Q(Nd)
< tmin(a N-KyaN-0 wer o 0
ke O g (NT)
= K(1,x) Imin alN- (0-k)y Q,.d
kED Q (N )
< CIIxHE

1

+
Mostraremos agora que Eo = (Ek|kem)e,Q,K'
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H
[e3]
=
D
~
—_
o))
=
-
hd
~—

BN
0,Q0,K(a)

< gmin (a” Va0 501,00 0, d
ke © g T(N7)
= 3(1,x) tmin (al-(07K)y, 0 g
ke O RGN
< C g (x e EJ)
0
DEMONSTRACAO DE (4).
+ N.8 N
= YK ,
Xl o k(a) =1 (a x)qu(Nd)
N.o N
< =
I a K(a ’X)”QQ(Zd) ”x“e,Q,K(a)
Reciprocamente,
N.o N
= L)
"X”e,Q,K(a) a K(a",x) QQ(Zd)
< haOx(alN, ) 0 a0k o 0 g
2 (NT) 2 (N7)
-N.g
<
IxIS o kiay * 12 K(],x)an(Nd)
- + L L-N.o
IXIS o k(a) HxHE]La "QQ(Nd)

e como
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uqu <c Ixh?

'l e,Q,K(a)
e
-N.6
”a ” <
o Q(nd)
temos que
+
<
Xl q.k(ay = ¢ ¥y g k(a)

DEMONSTRAGAO DE (5): E semelhante a demonstracao de 2.3.4 (3).

Em virtude de 2.6.5 (3) passaremos a escrever

+

(EktkED)G;Q;K

= (Ek|k€U)O;Q’K

d

2.6.6. COROLARIO: Sejam 6, 8' ¢ R™ com 0 < ¢ < g' < 1. Entao

(1) (Ek{keﬂ)g.,P,K C (Ek[kgu)g,Q’K (1<P, Q<)
e
(2) (Ek]keﬂ)g’P’K C (Eklkeﬂ)g,Q,K (1<P<Q<)

DEMONSTRACAO: Seja R tal 1/Q = 1/P + 1/R. Entao, pela desigual

dade de H81der (-Benedek-Panzone) temos
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XIS oy N8 ke o 04 M- 00" )eNeo y (cNoyyy 0
i g (NT) g (N7
<qc-tomoty et kMo
g (NT) g (N7)
_ +
< D ”X“@',P,K
A demonstracao de (2) ja foi feita anteriormente.
2.6.7. TEOREMA: Para 0 <o <1, 1 < (Q <, sao equivalentes
as seqguintes afirmacoes:
- d
(1) M k(M5 x)5 e e dvd)
(2) tf K(tix) ¢ 23R
(3) rao ke QY
sendo que todas as tres expressoes $ao normas para (Eklkﬁwg QK"
DEMONSTRACAO DE (3) IMPLICA (2):
, % 0 \ q, dt, q,/q 1/q
%% (R,) 0 0 1
nd+1 no+]
ay a]] .
q,dt, a,/q 1/q
= 3 [ (= [ (t"K(t,x)) ]f—] 2" d
nng add n]&Z n, 1
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n. n.+1
e tomando ajJ < tj < ajJ , para j = 1,2,...,d, segue que:
n,+1
a d an]+1
1%k (t, %)l Qg SCL % f ng e (2 Jn] aV Ok aNsx)) *t—l )
L (RY) ngel’ay neZ 7ay 1

a, 9,/9 1/q
<c( s . (n (@O%k@ENx)y HE T,y

DEMONSTRAGAO DE (1) IMPLICA (3): Consideremos a' <M < a

Desse modo

NN L9 qz/q1}]/q2

1aN Bk a0 K(asx)) 1)

K(a ';x)

<Cc( ¢ T ﬁ]]— (3 5 ﬁ]— (M6 K(M/a;x)) ]) 2 ]) :
2

=0 m,[n,]" "2 n1=0 m1[nﬂ 1

(a passagem acima foi possivel em virtude de 1 < 1 1/M) e

M N
assim tem-se na continuagao que
® ® q a,/q 1/q
LaN -k al;x) g .2 SCL 1 i Mm% kM, x)) 1Ay e 1Ly "
L(NT) m2=1 m]=1 1 2
< ¢ Im% kM, x)l 0,2
L J(N%)
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Nesta demonstracao tudo o que fizemos para d = 2 valera tam-

£ N

bem para d maior que 2, d 4
DEMONSTRAGAO DE (2) IMPLICA (1): Tomemos M < t < M+1. Assim
o °° q 9,/ay 7. 1/9
I K (M%) ! 0,2 = L1 (2 (M kmsx)) 1y 8 L
L3 (NE) my=1 my=T 1 2
m m,+1
© 2+1 © (1 q,dt, q,/q,dt, 1/q
<c{r J (& | (2K (t3x)) 1oLy 2T ey e
m,=1 Jm m, =0 ‘m Y t2
2 2 1 1
e g 9, dty g,/q,dt, 1/q
<ot (1 (7 K(t,x) Py g
171 1 2
< It K(t)l o
Observamos novamente que tal demonstragao tambem valera pa
N+1

ra d maior que 2, d e N_e salientamos ainda que se a <M < a

1, entao teremos:

com a >
a"] ] <
= Sww oS et
onde M[N] = {M622|aN <M< atly
2.6.8. LEMA: Para o ¢ Rd, sao equivalentes as normas:
(1) ImM® k(Myx)! o)
i+
(2) M2 kM x) o d
*
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DEMONSTRAGAO: Segue do teorema 2.6.7, tomando t = s*.

d

2.6.9. DEFINIGRO: Seja a > 1, a ¢ R|. Definimos (Ek|ng)+

0,Q,4
como o espaco de todos 0s x ¢ E] para os quais existem sequen

. - .
cias {uN} d EO tal que:

Ne N
(1) X =Ty
Ne N9
e
(2) fall+® J(aN;uN)} e 2 Q(nd)

2.6.10. TEOREMA: Para 0 < g < 1, 1 « Q< w efou 0<g¢g <1,

Q =1, os espacgos (Ek]keﬂ)g Q.J sao completos sob as normas:
+ . N.g N, N
(1) HxHe’Q,J(a)—1nf{Ha J a ,uN)M Q,d yX= 1 uN}
EENT) ey

e valem ainda as seguintes propriedades:

+ CE

(2) Bo & (Belke®)g 0,0 © B ’

0

(3) (| ket)o

5,0,0 = (Eilke®)

6,Q,J

Mais ainda, para a,b > 1, a #b e x ¢ pE, temos que:

+ N +
(4) Xy 0,00a) = Mg q,0(0)
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DEMONSTRAGAO DE (2): Mostremos que E_ C (Ekjkgu)g q,g- Seia

X ¢ EO. Assim, tomando Ug = x € Uy = 0 para N #= 0, teremos

X = ¥ u
La N
NgNd
e
+ o N.o N . _
I x = inf{la J(a 3x)I 3 X = 8 Uyt
0,Q,J QQ(Nd) a N
NeN
= J(1,x) = HxHEO
PN o .
Mostremos agora que (Ek'kCU)O,Q,J - E]. Consideremos
+ . . I~ .
X € (EkgkeD)G,Q’J. Assim, existe uma sequencia (UN)NgNd C E0
tal que )
Y (na norma de E])
d
Ne N
Assim
N
< = < X .
HxHE] Zd ”uN”E] Ld K(],uN) Zd J(a ,uN)
Ne N Ne N Ne N
< 3 a—N'G(aN'G J(aN;uN))
NgNd

e utilizando a desigualdade de HYlder, obtemos:

Il < uga™NO a8 u(a™ uy )y

1 o vy 2 Qndy
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e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposigoes de

X, seguira que

nan <c Ixh™

: 6,059
DEMONSTRACAO DE (4): Seja x e (Ek;kgm)g q,g COm a decomposi-
cao x = % Wy Se tomarmos Uy = Wy para N=20e Uy = 0 nos
NgNd
outros casos obteremos x = 7§ uy ©
d
Ne Z
It 9950 0 4. c Hia-CataMw 0
L (Z7) L (NT)

e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposicoes de

x, obteremos

< +
Ixl; g, < WG g0

Reciprocamente, consideremos x ¢ (Ek]kgu)6 Q.J° Assim exis
3 b

te uma sequencia {u,} tal que x = £ Uy na norma de E
N d N 1
Ne Z NgZd

e tal que

N.© N

a9 uy) e 2z

Se para k € U, definirmos

v =V = z u
(k.N) “kynosk,ngs...,kon - N
17127272 dd Ne(Z—N+)d Ik |

teremos que
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Y = ¥ Uy = X
(k.N) N
Nf;NCl NeZd
e alem disso
+ N.g N
< , K ¢ 0
Il g.g < la J(a V(k-N))”zQ(Nd) (k ¢ ©)
< HaN 0 J(aN; % uN)H Q,.d
NE (2N, ) 4T TK] e (N7)
< 3 a0 aNu)
d- |k N gy
Ne (2N, )71 .
N.o.k N.k
< 3 i Ila J(a ,uN)M (Q'k)(kaV)
Ne (Z-N )97 1K] . +
Fagamos agora a estimada para
Moo= paltoek gk gy (k ¢ )
N oLk ] K|
g TN
Vamos ter
AU jeo 2 (Nik[)
Logo

Jed L (NLkl)
= Imax(a (]-k)'(j-e))aN'eJ(aN,uN)H 0.k

Jed [ (N'ki)
< QM- Uk =00y N0 g (N Ly 0.k
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e voltando a primeira estimada, temos

. N.(1-k).(1-8) N.g , N
BUMPIPE N (ZZN )d-lkl"a R ICRNT LI
c(7-
+

e pela desigualdade de H81der, obtemos

+ < N.(T-k).(T-0)
”XHS,Q,J < Mla lIQQ‘(]—k)(Z-N+)d—Ikl

donde

+ < N.g
"x“e,Q,J C fa J(a
e tomando o infimo sobre todas as decomposicoes de x, segue

que

+
i < Cllxlie

G’Q,J QQ’J

2.6.11. COROLARIO: Sejam o, 8' ¢ Rd com 0 <pg < g' < 1. Entao:
+ N

(1) (Bl ke®)gr pog © (Eplke®)y o 4 (1<P,Q<x)
+ +

(2) <Ek\kED)6,P,J C (Ek‘kEU)O’Q’J (]<P<Q<oo)

2.6.12. TEOREMA: Seja a > 1, 0o <1, 1 < (Qs=e

+

X € (Eklkem)e,Q,J‘

Sao equivalentes as seguintes afirmagoes:
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(i) Existe uma sequencia {v,} CE_ com
M d 0
Ne N
+
(1) X 5. (1/M)vy (1/M—1/m]...md)
d
McN+

na norma de E], e

(2) (MY J(M,vy)) e » dnd)

+
(ii) Existe uma sequencia {u,} C E_ com

N d 0
Ne N
(3) X = 7 Uy (na norma de E1)
d
Ne N
e
N.¢

(4) @0 gy e W vd)

(ii1) Existe uma funcao fortemente mensuravel u=u(t), em re-

lagao a medida dt/t em E,,tal que

X = f u(t) %} (na norma de E])
d

Faremos a demonstracao para o caso bi-parametrico.

DEMONSTRAGAO DE (ii) IMPLICA (i): Seja x e (Ek]kgu)g
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mos assumir que existe uma decomposicao da forma x = I Un
d
NeN
na norma de E] com

N

"0y ¢ v

N N+1

Se tomarmos a <M < a , 1/M = 1/m]...md e

(5) v = uy (no1m)T]

M[ N]

poderemos escrever

ro (U/M)vy = & % (1/M)VM= v uN( v 1/M) n 1/M= Uy
d .d d N MEN] M[ N] d
MgN+ MtN+ Ml N] Ne N Ne N
e alem disso
e Il S M@ u Tt s m 0 g
2x(N7) M[ Nj M[ Nj Lx(NJ)
<a®1a™? gaMui/ /M 0, d
M[ N] Q*<N+)
< C lIaN'6 J(aN;uN)H Q,.d
2 (NT)
DEMONSTRACAO DE (i) IMPLICA (ii): Seja x (Ekikau); 0.0 & va
mos assumir que
X = 3 (I/M)vM (na norma de E])

Me N

+ a



81.

0

M’ aMiv)r e 2 3nd)

Usando um argumento semelhante ao do caso reciproco, obte

mos

com vy dado por (5). Alem disso

N.o ., N 8 ,
I a J(a jupy)l < MY J(M/asvy, - 2 1/M)l
R MM Q)
< ¢ MY g(M,v,,) 5 1/Ml
M T S

donde a equivalencia entre (i) e (ii).
2.7. A DUALIDADE DOS ESPACOS ZE e NE

2.7.1. Dada uma familia admissivel de espagos de Banach

E = (E |ke®), existe uma dualidade natural entre NE e 2E e en

tre os espagos de interpolacao (EklkED)G,Q,K e (Ek[keD)G’Q,J.
Para examinar essa dualidade vamos fazer a seguinte hipote

se de densidade (D) sobre a familia admissivel E:
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(D) NE e densa em Ey (k ¢ o).

Consideremos E' = (E&[ng) a familia constituida pelos
duais dos elementos da familia E.
0s espagos EL (kew) podem ser imersos em (NE)' de maneira

canonica:
NE - E
E;( > (ﬂE)'
Esta imersao esta assegurada pela hipotese de densidade
(D) e assim E' = (E, |ke?) sera uma familia admissivel de espa
]

c¢os de Banach.

2.7.2. TEOREMA: Seja £ = (Eklkgﬂ) uma familia admissivel de

espacos de Banach que satisfaz a hipotese de densidade (D) e

E' = (Ep|ke”) a sua familia dual. Entao:
(1) rEf = ()
e

' - < x,ax'>|
IX'0 g = sup {‘l‘—xTr—L . x & NE}

NE

onde <. ; .»>, denota a dualidade entre NE e (NE)'.

DEMONSTRACAO: Seja x' ¢ k' com x' = 3 Xp» Xy € Ek (keo). Pa

ra x ¢ Nk, temos
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[ < - | . § < i
<X 3x> | ng x<x,xk>Ek[ kiD HxHEk "Xk“E&
< max {Uxll. ; ke®} 3¢ fx'.,
< i
llxllmE I x “Z \

Donde podermos escrever que:

ot < Hx'N?

(nE)! £

Reciprocamente, seja ¢ « (NE)' e x ¢ NE. Entao:

I 0Ol < ol gy Ixl g

Consideremos agora o subespago diagonal de @ Ek:

ke D
T LR R L R S R R P R
e definamos a forma linear
Fre (Koo Xy00 %1% 1) > 8(279 1 xp)

ke U
onde d e o numero de espacos envolvidos.

Como F e continua sobre A, na norma:

max {Ix Mo }
ke O k Ek

temos pelo teorema de Hahn-Banach a existencia de
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(XI ]

OO,X]O,XO],X]]) 1 & Eil(

ket

tal que

%
kel

"X&"EL 190 gy

O (X002 X102 %012X7) = L <Xpuxy>

com (x xo],x]]) e A. Entao, se tomarmos x__=x,; =X

X
oo’ 1o’
com x ¢ NE, temos que

F(x) = % <xé,x> = < 7 x&;x>
ket kg™
e em virtude da hipotese de densidade, temos que o0s xk sao
determinados por seus valores em NE. Assim, pondo ¢ = xL,
ke 0

teremos que:

loll e = 1 = xUI < ¢ Ixlhe, < gl '

e TN e T8, Py T 1

2.7.3. TEOREMA: Seja E = (Eking) uma familia admissivel de
espacos de Banach que satisfaz a hipotese de densidade (D) e

E' = (E |keP) a sua familia dual. Entao:

(1) (z€)' = nE'

oo “lo 01=X]1=X’
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]<x;x'>zl

(2) ”X'"{,\E, = Sup {*'"—X—H;—E‘-—”—' sy X € ZE}
onde <. ; > denota a dualidade em tE e (ZE)'.

2.7.4. COROLARIO: Seja E = (Ek]kgﬂ) uma familia admissivel

de espacos de Banach que satisfaz a hipotese de densidade (D)

e B' = (E |ke0) a sua familia dual. Entao

(1) K(t,x';E') = sup {|<x;x'>{/J(t—],x,E) s x & NE}
e

(2) J(t,x'3E") = sup {F<X;X'>|/K(t_],x;l[) ; x e nH}

DEMONSTRACAO: Seja E um espago normado e t > 0. Denotando por

tE o espa¢o E munido da norma "'"tE = tH.HE, teremos que

e considerando a familia (tk Ek}keD), teremos o resultado de-

sejado em virtude das formulas para "’“ZE' e .1 exibidas

NE'

nos teoremas anteriores.

2.8. A DUALIDADE DOS ESPACOS (Ek}keU)G Q
2.8.1. Consideremos agora uma familia admissivel de espacos

intermediarios de Banach que satisfaz a hipotese de densidade
(D). Podemos entao considerar espagos intermediarios em rela-

cao a familia dual E' e em particular aos espagos de interpo-
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Tagao (EklkEB)B,Q’
Seja E um espago intermediario em relagao a familia admis
sivel E. Entao, para que E' seja um espaco intermediario em
relacao a familia dual E' @ necessario e suficiente que NE'
seja denso em E; e em particular se £ = (Eklkgﬂ)e,o’ o teore

ma de densidade assegura que E' = ((EKWKgD) € um espaco

e,Q)
intermediario em relagao a familia E' = (Ep [keD).
Estudaremos agora as relacoes entre os espacos intermedia

rios (EL[kED) e ((Ek|k€UL

[
1-6,Q" y.)

2.8.2. PROPOSIGAO: Seja E = (Eklkgﬂ) uma familia admissivel
de espagos de Banach que satisfaz a hipotese de densidade (D)
e £' = (EQlkeD) a sua familia dual e consideremos os parame-

tros 1 < Q <®® e 0< 6 < 1. Entao:
(1) (Eglkee)y g grig © ((EIken)y o)
onde (]/qj) + (1/q3) =1, j =1,2,...,d e @q = (q],qz,...,qd).

DEMONSTRACAO: Seja x' ¢ (Ek!kaﬂ) e escrevamos

1-0,Q';4
x' = Lxy (na norma de ZE'=(NE)")
NsNd
Desse modo
\ . -N ' 1 N
<x'yx> <L <xN;x> < 1 J(2 ;XN;E ) K(273x3E)
NENd NeNd

em virtude da expressao que aparece em 2.7.4(2). Como
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-N [ -N N ' '
J(2 ;xN,E ) = 2 J(2 ,xN,E )
temos que
i < p 2N aeNxgLe) k2N X
NgNd
e desse modo
Ihx* = " Il ; # 0
((EkeB), o ) 7 SUP =Xy g s ¢ 7 0)

g{ 5 (Z_N(.I_e)J(zN)xll\l)E|)(Z-N.“K(ZN,X;K))}/”X"{) Q K
Ne N
e pela desigualdade de H¥8lder, temos
| _N.(]"e) N ] ]
hxl i y < chh2 J(27, xys BN
((Eklka)O,Q,K) N 2 0 (Zd)

e tomando o infimo sobre todas as decomposigoes de x', temos:

hoxl < clhx'H

(E)]keD)

((Ek\kem)e,Q,K)' '

]—G,Q',J

. . . - . \GSQ d
2.8.3. DEFINICAO: Definimos o espaco de sequencias A (27)
como

={x=(xN) d;{Z_N'e]xN[} € QQ(Zd)}

onde 0 < 68 <1, 1< Q<= e de a dimensao do espago base so-
bre o gqual estamos trabalhando. Uma norma neste espago e dada

por
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-N.g
I I - 12 x|
5 | Xyl 24

2.8.4. LEMA: Para 0 < 5 < 1, 1 <Q < » os espacos 7%°%(z¢

p 0

) e-
estao em dualidade, ou seja, para qualquer fun-
cional f ¢ (AG’Q(Zd))' corresponde um g = Be = (BN)EA]-6’Q (Zd)

tal que

<fsx> = 3 2_N XN BN
d
Ne Z
para todo x = (xy) ¢ AG’Q(Zd) e alem disso
I £l = gl '
’ 1- s
(18> %(z%))! 2170079

(Q' e o conjugado de Q e significa que se Q = (q],qz,...,qd)

entao Q' = (q],...,qé) sendo (1/qj) + (1/q3) =1, j =1,...,d.

DEMONSTRAGAQO: Definamos

<fyxs = 3 27N Xy By
d
Ne Z
com x = (XN)eAe’Q S o= (By) e A 0,0 o £ o (1809
Assim
-N
|<fix>| < I | 2 XN BNI
d
Ne Z
-N. -N.(1-
< oz (270 gxyl) (2 ( e)|BN|)

e pela desigualdade de H8lder, temos
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f<fox>] < Ixl | gl 4 _ '
! A@,Q A] e’Q

donde

(i

<
p S gl 5o :
(AO,Q) 217650
e se em particular tomarmos a sequencia x = (xN) com
d n.(1-qi+0.ql) q.-2
Xy = o4 2 9 IO g o 180 Qzd)
N 3 n.
j=1 J
teremos
<Fixs> = lgal
1-0,0Q"
4700
Temos tambem em virtude da definicao de x = (xN) que
<fixs xi gl v _ . A
AJ,Q A] U,Q
donde podermos afirmar que o supremo e atingido por x = (xN)

na norma do funcional e i1sso nos garante que

Il = gl

Q(z9))! A

(n RN

2.8.5. PROPOSICAO: Seja E = (Ek|k5U) uma familia admissivel
de espacos de Banach que satisfaz a hipotese de densidade (D)
e B' = (Ep|ke) a sua familia dual e consideremos o0s parame-

tros 1 < Q < we 0O<«<g < 1. Entao:

(1) ((Elke), g g)! © (Eplke?)q_ ov g
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onde (1/qj) + (1/q3) =1, j=1,...,d e Q = (q],...,qd).

DEMONSTRAGCAO: Seja x' ¢ ((Eklng) Em virtude de .

e,Q,J) ’
2.7.4 (1), temos que dado ¢ > 0 arbitrario, existe {yyt © NE,

YN # 0 tal que

k2™Mxt ey - e min(2TN R < N yLEn T ety
ket
Seja agora uma sequencia o = (aN) d € AG’Q e coloquemos
Ne Z
X = 1 agyy/9(2"yysE)
o d NYN >N
NeZ

e desse modo

-N.g N N
< . . .
b ] b ] ,Q,
donde
-N 0

hx < 2 e (

"ol (B lke®)g g4 { iocNRQQ(Zd)
assim

<
HXOL“est‘J "OL”AS;Q

donde concluimos que

Como
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<X

= Zid ay <x';yN/J( ;yN;E))
NeZ
> 5 o, (k(2TNxsEy - cpmin (27NK,
¢ N kO
NeZ =
e pela arbitrariedade de ¢ > 0, temos que
1 > -N [ 1
<KX 3X > F % OLN K(2 s X ’E )
& d
NeZ
Alem disso:
<x'yx o> < Ix'l . v hxl
@ ((E k™), g )" 7 1es000

< Ix'l } '
(<Ek|ktu)e,Q,J) HuHAe,Q
e desse modo temos:
-N
T an-K(2 T3x'3EY) < lal Ihxtl | .
d N AGsQ ((Ekikeu)e,Q,J)
Ne Z
e como Ae’Q e A]_G’Q sao espagos que estao em dualidade atra

ves da dualidade definida por

<x'y;x > = L 2 a
(63
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temos para B = (BN), com a particular definigao:
— N ] 1
BN - K(2 s X ;E )
que
hx ' = lgl \
(AesQ)l A] eaQ

Mais ainda

"l

= sup{|<x',x >|/lal }
(AQ,Q)I [0 /\e,Q
ou seja
hx I < x'dl - |
(18- ((ETke) g q,0)
e como
fx' ; = gl '
X (Eklkeu)]—g’Q';K 8 1"930
temos que
fx"ll = Jx'l

‘ < ”X'"((EklkeD)

] }
(Eplke®)y g 00 sk (18>Q) 6,0,d

concluindo assim o resultado desejado.

2.8.6. TEOREMA: Seja E = (E |ke") uma familia admissivel de

espacos de Banach satisfazendo a hipotese de densidade:
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(D) NE e densa em Ey (ke D)

e £' = (E;|ke?) a sua familia dual. Sejam os parametros
0 < g <1, 1<Q < oe Q" o conjugado de Q (definido em

2.8.3). Entao:

(Eiken) g qr = ((Elken)g o)

DEMONSTRAGAO: Em virtude da proposicao 2.8.2., temos que
' O |
(Bplke™)y g qr,0 © (ERTRET)g g 1)
Pelo teorema de equivalencia 2.4.4., temos que

(Eklng) =~ (Ekikgu)

0,Q,K 6,Q,4J

! _ 1 -
Bitie®)ig,q0,0 7 (Rklke")g 01
Pela proposicao 2.8.5., temos que
, | \ i
((Eylke®)g q,9) © (Eelke")i g ok

Em virtude de todas essas imersoes citadas acima temos o re-

sultado desejado.
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CAPITULO 3

ESPACOS DE APROXIMAGAO E A CONEXAO ENTRE 0S METODOS DE

INTERPOLAGAO E 0S METODOS DE APROXIMAGAO

Neste Capitulo estabeleceremos conexoes entre 0S espacos

de interpolacao (B lkem) Q & 0 espagos de aproximacao (E)

6,Q

impondo algumas restricoes aos espacos e parametros envolvi-

b

dos.

Com o objetivo de mostrar a estabilidade dos metodos de
aproximagao, sao introduzidas duas classes de aproximagao. Es
tas classes sao inspiradas nas desigualdades de Jackson e
Bernstein.

Ao final mostraremos a identidade entre os espagos de apro

ximacao e os espacgos de interpolacao.
3.1. 0S METODOS J E K DE MELHOR APROXIMACAO

3.1.1. Consideremos E um espaco de Banach e uma escala multi-

pla de subespacos de E, isto e, uma familia (WyIN € Nd) tal

que
(]) NNI C WNII
se N':(n], ,né) < N (nﬁ, ,n") e w0={0}.

3.1.2. DEFINIGAO: Para todo x ¢ E, definimos a melhor aproxi-

macao de x por elementos de WN’ como:

TR R LA \V/ I g
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(1) EN(x) = 1nf{Mx-wHE;WEwN}

Desta definicao seguem algumas propriedades.

3.1.3. PROPOSIGAO: Seja x ¢ E ey ¢ E. Entao:

(1) E (x) = Ixl

0 E
(2) Eye (X) > Eyu () (N < N")
(3) Ey(ax) = Ja|Ey(x) (a ¢ R)
(4) Ey(x+y) < Ey(x) + Eg(y)
(5) Ey(W) = 0 (w e Hy)
(6) Ey(x+w) = Ey(x) (W e Wy)

3.1.4. DEFINIGCAO: Um espaco F e um espaco de aproximagao de

para todo N = (n],...,nd) e N

3.1.5. DEFINICAO: Seja (leNgNd) uma escala multipla de subes
pagos de E, 0 < 8 = (875...,684) < 15 1 <Q = (gy,...,q3) < .
Definimos (E)6 QK como o espago de todos os elementos x ¢ E

para 0S quais
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(1) 0 e 001 e )
a

onde a = (61,...,ad) >
N

(a™ = max e z9m < 2Ny,

97.

1, E y(x) = E (x) e
aN [aNJ

3.1.6. TEOREMA: Para 0 < €6 = (B75.+.,8 < 1, a = (a;,...,3,) > 1,
1 d 1 d

1<Q = (gqy,...,94) <«3 0 espago (E)e,Q,K e completo sob qual

quer uma das normas equivalentes:

(1) @ GK@Y g N B )
E N Q)
(2) USRI P n{MeEM(x)}uQ(Nd)
L5+
d d

Mais ainda para a =

(a],...,ad) ¢ R

com a # b, a,b > 1 temos a equivalencia entre as normas

IVARRELACR AN IFEER I

e

b).

Valem tambem as imersoes

(3) Wy © (E)

para todo N = (n],...,nd) e N

DEMONSTRACAQO: Demonstremos a primeira imersao de (3). Seja

Py € wM com M ¢ Nf. Assim:

N.g .
I{a"""E p(py)Hl ={ I
aN M QQ d

(N7) nd=0 n]=0

e pela Proposicao 3.1.3.

por

; 1/q
eaN(pM ] .

a expressao da direita sera dominada
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aq <my ap <my N6 q, W/a /ey
- [z @) 1 )
nd=0 ny= a
n n,
ay <m, ay <m - q 9,/4, /94
< @ )
nd=0 n]:O E
M
ag My N e BRI 1
< pyl oz Loz (@) ] )
E nd=0 n]=0
< C lp,l
M
e assim temos que
6,Q,K
"pMH < C"pMHE

0 que mostra que WM C (E)e Q.K"

Mostraremos agora a equivalencia entre (1) e (2)

IO E ()1 o g =l 5l z (MO (x) L .
z*(N+) md=1 m]=] 1
n. n.+1 _
e tomando ajJ < mj < ajJ para cada j = 1,2,...,d, seguira

que a ultima expressao pode ser reescrita na forma

© o0 Cl] qz/q] ]/qd
{2 ..cx D (MOE,(x)) éL] .
nj=0 md[nd] n]:O m][n]] 1
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Reciprocamente, mostraremos que (2) majora (1)

* q, 9,/9 1/q
1'% (x) G T LT (s @9 o T
a 2(N7) nd=0 n1=0 a
o7 - ) N. o 91 1 1/q9
<C{ ¢ . 5 % (a7 7E py(x)) ==). b
nd=0 md[nd] n]=0 m][n]] a 1
® o q] 1 ]/qd
<¢c{r o (me)PE, (%)) __ )
md=0 m]=0 M+1 T+m,

donde a equivalencia entre as normas (1) e (2).
A demonstracao das demais equivalencias € analoga aquela

apresentada em 2.3.4 (3).

3.1.7. PROPOSICAO: Se x & (E), _ . entao
(1) Ey(x) < € M9 itk

e alem disso

(2) Ey(x) » 0 (M > )

DEMONSTRAGAO: Segue do teorema 3.1.6.

A desigualdade 3.1.7 (1) sera denominada desigualdade de

Jackson de ordem 6, 6 = 0 e 0SS espagos (E)e Q.K serao chamados
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espacos de eproximacao do tipo Jackson.

3.1.8. PROPOSICAOD: Seja (leNeNd) uma escala multipla de sub-
espagos de E, 0 <8 <1 e 1 <Q < . Definimos (E)e Q,J como
0 espago de todos os elementos x ¢ E para os quais existe uma

decomposicao da forma

(1) x = I up (na norma de E)
NeNd
sendo Uy € W N ©
a
N. d
(2) a™Oruygi gy e 2w

3.7.9. TEOREMA: Para 0 < 8 < 1, 1 < Q < o3 0 espago (E)O Q,d

e completo sob qualquer des normas equivalentes:

() S @y s e B

X=Z Uy E KQ(N )

6,Q,d_ . 6
(2) Il x| —”X"E+X=Z$nf {1{M "VM"EH&Q(Ni)}
M/M *

Mais ainda, para a,b > 1; a # b, temos que

(3) P 80Qs90a) o,y 85059(b)

e valem as seguintes inclusoes

(4) W



101.

para todo N = (n],...,nd) £ N

. d
DEMONSTRAGAO DE (4): Seja py e Wy, M = (my,...,m ) e N e de-
finamos Uy = p, se A< caVNe Uy = 0 nos outros casos.
Desse modo, Uy, ¢ W para cada N ¢ Nd e py = £ Uy. Assim
N N M N
a NgNd

annﬁ’Q’J:annE+CM9upMuE < C max {Mk°9}upMnE
K 0

donde o resultado desejado.

DEMONSTRACAO DA EQUIVALENCIA ENTRE (1) e (2): Seja x e (E), o 33

X = b ; UNcom UN e waN e
NeN
@ e Q)
E
- d . .
Se N = (n],...,nd) e N° definimos o conjunto
d n T+n
MEN] = {M=(myseooung)eNy] a J<mica J55=1,2,...,d)
e sea <M a]+N definiremos
By = » 1/M (1/M=1/m;, M)
N M[ N] 1 d
e
vy = (1/By) U,

Desse modo Vy € NM e alem disso:
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Xx= I Uy = I z (1/M) vy = L (1/M) Vi
NeN NeNd MIN-1] MeN

+ O

Temos tambem que

0 \ q 9,/9 1/q
Il 30 0= n e L (Ml ) [ILE BRI
E 2x(N)) my=1 my =1 E 1
o oo u g q/q ]/q
- { 3 ... 1 g el ) éLy 277 40
nd=0 md[nd] n]=0 m][n]] N E 1
© ® q, 1-g9; 1T-g 1/q
<C 1 (5 (@ )l e 4y
ng=0 ny=0 E i N2

donde, tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposigoes

de x apresentadas acima, segue que

1829 < cpy®eQ:9(a)

Reciprocamente consideremos x = (1/M)vM com vy e NM e
Me N
6 N N+1
{M HVMH } € Q. d Se para a’ <M< a tomarmos
UN = X X (1/M)vM

- 1] m][n]-1]
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com M € Ni e Uy = 0 se algum ng = 0 com j = 1,2,...,d. Entao

) UN= z UN = Zd z (1/M)vM = Zd(1/M)vM = X
NeN NeN NeN_ MIN-T] MeN

e alem disso

n{aN-@uuNu Wy g TR My 1o
e 299 M{N-1] £ 23(nS)
@ @ 9, 9,/q 1/q
={ r ... v (aN'GH % (m/M)vMH ) LI . d
nd=] n]:] M N-1 E
w0 o 1 % 14
<z ...05 % o @t g D amvdom )
nd—1 n2—] n]=1 m][n]-1] md[nd-1]m2[n2—H
0 0 o 07 n,b n.on q] ]/qd
< z .z z (m]‘] 22 2. add 5. (1/M)lel L cedd
n, =1 ny=1 m, =1 mgl ng=Thm,l ny=1] E ™

e reiterando o processo, obteremos:

n{aN-euuNn 1

< clh{mnv i 31
E o (N M

) e e 3nd)

e tomando o infimo sobre todas as decomposicoes de x nas for-

mas acima, seguira que

Ixl©2@90a) « 0y 0054

A demonstracao de (3) e analoga aquela de 2.3.7 (3).
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3.1.10. PROPOSIGCAO: Se w ¢ WM’ entao:
(1) @@ < oom® g

A demonstracao segue do teorema 3.1.9.

A desigualdade que aparece na Proposicao 3.1.10 sera deno-
minada desigualdade de Bernstein de ordem 6 =2 0 e 0S espagos
(E)G,Q,J serao chamados espagos de aproximagao do tipo

Bernstein.

3.2. A EQUIVALENCIA ENTRE 0S METODOS J E K DE MELHOR APROXI-
MACAO

3.2.1. LEMA: Para 0 < 61, 1 < (Q < «, temos,

(1) (E)g.q,0 € (B)g q,x

DEMONSTRACAO: Seja x ¢ (E)e Q9" Assim, existe {uN} C Wy tal
s b1 a
que

X = % Uy (na norma de E)

Desse modo
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N.o
< l{a 3! E (u J 1
NCUman HE g g
Mend (N7)
M.o_(M+N).#o
< I1a a 5 E y(u 1
N d
egd 2 O
“M.e_ (M+N).g
<I{ 3z a a E y(u )1
N
MeNd a M+N QQ(Nd)

e pela desigualdade de Minkowski, temos que:

1ea™%e  (x) <z a0 e o g
a

a QQ(Nd) d d

2 (N7)

K.g
< C ll{a Hu, B3l

e tomando o infimo sobre todas as decomposigoes de x na forma

apresentada no inicio da demonstracao, temos que:

N.o 6,Q,J
1(aV® B (X)) < Cl Xl
aN Q,Q(Nd)

donde o resultado desejado.

3.2.2. LEMA: Para 0 < 6 < 1; 1< Q< », temos:
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(1) (E) 5,Q,J

DEMONSTRACAO: Seja x ¢ (E)e Q, K" Desse modo,

Lim Ey(x) = 0

N->o

Logo € possivel encontrar wy e W oy tal que
a

IlwaN-xllE <C EaN(x) <C HWN—XHE - 0

quando N > ». Se escolhermos (no caso bi-parametrico):

W ~ W - W + W

nysn, n]-1;n2 n];n2-1 n]—];n2—1 -
wn];O - Wn1—1,0 se n, > 1 e n, =0
uy =<
Wn. - Wh. oo seny, =0 e n, =1
O,n2 O,n2 1 1 2
Lo se N = (0,0)
poderemos escrever que
© Ny N
z )3 un n. = Lim z z uy = Lim w, = X
n,;=0 n,=0 172 N0 n,=0 n,=0 N-»o0
1 2 _ 1 2
N'(N]:Nz)

na norma de E e alem disso

uNeWN
a
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CE, N _](x) se N = (1,1)
1 a 2
4 2
C E n]—1 (x) se n, > 1, n, = 0
ay , 0
IIuNllE <<
C E 1 (x) sen, =03 n, >1
O-an2 1 ] 2
*T2
0 se N = (0,0)
donde
N. o . N. o 9y 974y /4,
I{a Nug -3 = { I [ = (a fu o) 71 }
VETLAE) Tnys0 ngs NTE
w0 n.o g, 1/q o0 n,o q, 1/q
171 1 1 22 2 2
<{ ¢ (a lu o) ') +{ v (a hu fe) &3
ny=1 ! ny0"E n,=0 2 On, E
N.o
+ la Huyl
N'E RQ(Ni)
n,o n,g
<C ey TE 00 £ 11a," 2B (XD
a,l 30 ) 0;a,°
N.9
+ I{a E nop ()30
M1 U g )
- N.p
< Cl{a E y(x)HI
aN QQ(NZ)

donde
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Ixh85Qs9 < oy ®:QsK

3.2.3. TEOREMA: Para 0 < 0 < 13 1 < (Q < o, temos:

(1) (E)G,Q,KE (E)G,Q,\J

3.2.4. COROLARIO: Para 6' <96 <1, 1 <P, Q <, temos:

(]) (E)G,Q,K - (E)O',P,K

(2) (E)g g.9 € (E)gv p g

e para 0 < 8 <1 el sS<P<(Q<», temos:

(3) (E)g.p.k € (Edg gk

(4) (E)g.q.0 € (E)g p.g

3.3. A ESTABILIDADE DOS METODOS J E K DE MELHOR APROXIMACAOQ

3.3.1. DEFINICAO: Seja F C E um espaco de aproximagao e 8 = 0.

Entao:
K K -8
(1) Fe Ay = Ag(E) SEE Ey(x) < C N “hxh_ (xeF)
J . 0 |
(2) F e Ae = AG(E) SEE HwHF < CN HwHE (wawN)

K

J
gmAe

E) SEE F e A
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3.3.2. LEMA: Para 6 2 0, seja F C E um espago de aproximagao.

Entao:

(1) Fe ANE)  SEE F C(E), ¢

(2) Foe Ag(E) SEE (E), 4 4 CF

(3) Fe A, SEE (E), 1 g CF C(E),

DEMONSTRAGCAQO: Temos que F ¢ Ag(E) se e somente se

-0
EN(x) < CN lellF e como

N. - )
sup{a eE N(x)} = sup{N6 EN( )}
NENd a NENi

temos que
N.so
sup{a E N(x)} < C ”X“F
Ne N9 a
donde
ixl8 oK < ¢ Xl

0 que e equivalente a afirmar que F C (E)6 . K

DEMONSTRAGAO DE (2): Seja (E)9 1.9 € F. Entao, existe uma cons

tante C > 0 tal que

Ixl. < ¢ a® ERLEY



e por 1.9 (4) temos que

HijG’Q’J <C Eié {jk'e}ﬂijE (Pjtwj)
assim
HijF < C a-ellpjlle’]’J <cCa¥ Ezé{jk'GijME
donde
Iplp < ¢ j° Iplg
e podemos concluir que F ¢ Ag(E).

Reciprocamente, seja F ¢ Ag(E) e X ¢ (E)6 1.9° Entao, exis

te {uy} C waN tal que X = Iy un(em E) e

s oav ooy I < o

N
NeNd
Assim, obtemos que

N.g
< 00
%, lIuNIIF C =z a IIuNlIE <

e como F e completo, temos que a soma I uy converge na nor

NeNd

ma de F para um elemento x' ¢ F e consequentemente na norma

de E tambem, donde concluimos que x = x' e assim pela desigual

dade acima temos que

N.s
<
IlﬂlF C r a lluNIIE

NeNd
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donde
Ixi; < © Ix18>1s9d

DEMONSTRACAO DE (3): Segue de (1) e (2).

Uma consequencia deste ultimo lema e que as classes Ae(E)

sao nao vazias.

3.3.3. COROLARIO: Para g > 0 e 1 <Q < «, temos que:
(1) (E)y gk € AylE)

(2) (E)g g.g € Ay(E)

3.3.4. LEMA: Se F ¢ AE(E), «>0el < Q< o, entio:

(1)

P00, Qs Kg 6,0Q,K ’
d
para todo 6 ¢ R™.
DEMONSTRACAO: Consideremos
FN(x) = inf {lIx - pNHF}

a melhor aproximagao de x por elementos de Wy na norma do es-
paco F. Temos entao para cada x ¢ F, a existencia de pa e Wy

tal que
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Fy(x) = lim Ix - pKHF

Y >0

Dai segue que

- _ r - _ r
EN(x) = EN(x pN) < CN fl x pNIIF

e entao
Ey(x) < C N F(x) (NeN)
Como x € (F)G-u Q,K.* entao
b ] b ] F
ENOT% F (X)) Q0ed. <
Lax(NL)
donde
I{NT By (x) 30 Qd, <C N8 Fy OOt o ,
p2(NG) 3 (NG

0 que implica que X ¢ (E)6 QK"

3.3.5. LEMA: Se F e AY(E), a < 0, 1<Q<wefoup=q0Q=1,

entao:

(1) E c (F

6,0Q,J )6-u,Q,JF ’

para todo 6 ¢ Rd.

DEMONSTRACAQ: Para x ¢ (E)O,Q,J’ seja x = Iy Uye COM Uy e waN,
uma possivel decomposicao de x em E, e
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G ey iy e 2y

Entao
N.(6-a) N.6
l{a [NV | < C I{a fluy 3
N'F QQ(Nd) N"E QQ(Nd)
e assim
-N.(6-a) N.o
v lu o < C l{a oL Il {a Bug -3l
NeNd v 2 NTFT T Qndy

e como F e completo, a soma Ly Uy converge para um elemento

¢ F na norma de F e tambem na norma de E, donde x = x', lo

X

go

Pxi 87 Qadp oy 0505

e concluimos entao que x ¢ (F)_ _ .
6 d;QsJF

3.3.6. TEOREMA: Seja F ¢ Aa(E)’ 0 <a<pel<Q<wo. Entao:

R

(]) (F)G'GQQ9KF = (E)eioaK = (E)G’Q’J - (F)e-u’Q’JF

3.3.7. COROLARIO: Seja 0 < p' <p e 1 <P, Q<w. Entao

=(Eg o k5B p, 0™ ((EDg_gv g, k)6, p,0

e

() (E)ggr,q,k)6r,p,x

Este Ultimo corolario caracteriza a propriedade dos espagos

de aproximacao denominada estabilidade.
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3.4, A CONEXAO ENTRE 0S METODOS DE INTERPOLAGCAO E 0S METODOS
DE APROXIMAGAO

C cas _ 0 d o d )
3.4.1. LEMA: Sejam 0 < g = (eo,...,eo) <0, = (ek,...,ek) < 6,
6]:‘(6-]],---’6-?); 60<6]§0<0L=(0L1,...,0Ld)<],]<Q<oo
e/ou 0 <a<1,Q=w;6 =(l-a)o, tasys & = (E |keo) uma fa

milia de espagos de aproximagao pertencentes as classes

ak (E). Entao:

Ok

(1) (Eglkem) g,k € (E)g .k

DEMONSTRACAO: Seja x ¢ (Eklkgm)a’Q,K e X = 3, X, uma possivel

decomposicao para x, com X € Ek, k ¢ o, tE C E. Entao

Ey(x) < 5 Epn(x,)<C 3t N Ix.1
N ng N k ng k EK
-8 -(6,-6_)

-¢cnN © ;N K

keOo

0
kaHEk

e tomando o infimo sobre todas as decomposigoes para x, temos:

-0 6]'60

Ey(x) < C N © K(N d

3 X) (NeN_)
Pelo fato de 5B C E, existe uma constante C > 0 tal que:
IIxIIE < C"X"zE = C K(1;x)

donde obtemos:
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Dl €K @™ e o
E N RQ(Nd)
N.(e—eo) N.(o]-eo)
< C {K(13x) + I{a K(a s x ) Q,.d }
27 (NT)
6 -0
e tomando b = a 1 O, vem:

Px® 8K < errxy + b koM x)

e pelo fato de (EklkeD) C ¢k, existe C > 0 tal que

(X)Q3K

= . <
"x"ZE K(1;x) C ”X"u,Q,K
donde obtemos
! 6,Q,K<
Il < C "x“u,Q,K

3.4.2. COROLARIO: Se alem das hipoteses do lema 4.1., aceitar

mos que
(1) EOC EkC E, (keo )
para 0 <o < 1, 1S Q<« efoua =1, Q ==, entao:
+
(2) (Bl ked)) o € (B gk

DEMONSTRACAO: Para 0 < a < 1, 1< Q< = e/ou 0<og <1, Q =

temos que



116.

(E,lkeo)) = (E,|keD)

Ot,Q,K OL’QsK

donde o resultado desejado.

3.4.3. LEMA: Sejam 0<o_ = (0),...,09) <e = (8
1 d
64 = (8] LR ) 60< 6] s O<oa = (o ,...07) < 1, 1 < Q<

e/ou 0 <a <1, Q=1; 6 = (1—@)60 + a 0 E = (Eklkeﬂ) uma

"I’
familia de espagos de aproximacao pertencentes as classes

AY (E). Entdo:
k

(1) (E)g,q,0 © (EKIKED)Q,Q,J

DEMONSTRACAO: Seja x ¢ (E)e Q.d° Assim, existe {uN} C Wy tal

a
que x = L uy e
d
Ne N
N.6 d
G u e e dnd) (a > 1)
Assim, temos tambem que Uy € m{Ek|ng} e
N.6
J(bN;uN)=max{b_N'k”uN"E } < ¢ maxib Nk, k buyl g}
ke O k ke ©
O]—G
e tomando b = a O, vem:
“N.k. (68 ,-6 )4N.k.6
JbNsu ) < ¢ max{a 1o K gl 3
N ke O N E
£
N.6 SNk (0,0 )-k.B 40
< Ca ©° max{a 1o k"o }HuNHE
kel

<ca O buyl g



117.

d

Definindo agora vy = Uy se N e N e VN = 0 nos outros ca-

sos obtemos que x = EN VYN T EIN Uno

1™ g (Msv ) 0,4 o™ N5y 0,
2(Z27) 2 (N7
N. o
<c 1N 4 70 i3l o
L3(NT)
Noa.(687-6_)+N.g
<¢C I{a 1o © Bu ) K
(N9
e
N N N. o
(2) 1™ a(b™yvy ) < C I{aOrug g <
N 20z NTECT 0 yd)
Portanto
Ix i SES g ; ”VN”ZE = 3 . K(],uN)
ch NEZ
< ¥ m1n{bN'k} J(bN,uN)
Ns:Zd ked
< ¢ omin (o0 RredpepNea gy
Ne Zd ke
e pela desiqgualdade de H81lder, temos:
Dohvhop < I{min pN - (k=o)yy 0 Aente g mNu 0,
d % keO oz 24z

Ne Z



e como IE e completo, temos que x = N YN (em E) e entao po-
demos concluir que x ¢ (Eklkgﬂ)a,Q,J.
Tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposigoes

para x, na desigualdade (2), vem que:

6,Q,J
"X"u,Q,J < C Iixl

3.4.4. COROLARIO: Se alem das hipoteses do lema 3.4.3, acei-

tarmos que

C E-I (kg[])

+

DEMONSTRACAO: Nas hipoteses que temos, segue que

) + ~
(EklkED)Q,Q,J = (Eklkem)u,Q,J
donde o resultado desejado.

3.4.5. LEMA: Sejam Ek e A (E), 0<6. <0645 0<qg <1,
6 0 1
1< Q < w3 g = a(e1-eo). Entao:

(1) (E1)g . q.k © (EkIKED);,Q,K

Temos entao o teorema que caracteriza a conexao existente
entre alguns espagos de aproximagao e outros espagos de inter

polacao.
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. 3 — ] d — /] d
3.4.6. TEOREMA: Sejam 0 < 6, = (6.,...,80) < 0, = (8 5-+.50)) <
1 .d 1 d
e1=(e]3~--361); 60<61,0<oc=(0¢ ,...,OL)<-|,-|<Q<00,
8 = (1-0)8, *+ a 8y; E = (E |keo) uma familia de espacos de

aproximacao pertencentes as classes Ae (E). Entao:

() (Bhg g0 7 (Rilken)y q,0 = (Bilke®)y g, = (B)y g,k

DEMONSTRACAO: Segue do Teorema 2.4.4.; do Lema 3.4.1, Lema
3.4.3. e do Teorema 3.2.3.

3.4.7. COROLARIO: Se alem das hipoteses do Teorema 3.4.6 acei

tarmos que
(1) E CE CE

para todo k ¢ 0, teremos:

(2) (E)g,q,0 = (Belkee)g 0,0 = (Bl *eo)g g,k = (g gk

d

. 1 d 1
3.4.8. TEOREMA: Sejam 0 < 0 = (eo,...,eo) < gy = (ek""’ek <
1 d 1 d
6y = (e],...,e]); 6, < 875 0 < g = (o sevesa ) < 13

B = (1-a)60 ta €q e E = (Eklng) uma familia de espagos de
aproximacao pertencentes as classes A6 (E), k ¢ o. Entao:
k
(1) Fe AS(E) SEE Fe K (u3E)
(2) Fe AJ(E) SEE Fed (asE)

(3) F e AG(E) SEE Fe K (a3E) n Jd(gsE)
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DEMONSTRAGCAO: Pelo Teorema 3.4.6, temos que

(E)e,w,K - (Eklkea)u;W;K

Pelo Lema 2.5.2. e pelo Lema 3.3.2.:

(E) SEE FC(E)y w

F e K(ajE) SEE FC(Elkes),

donde o resultado desejado para a demonstracao de (1). A de-

monstracao de (2) e analoga e a de (3) segue de (1) e (2).
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CAPITULO 4
A DUALIDADE NOS ESPAGCOS DE APROXIMACAO

0 objetivo neste Capitulo e obter a conexao entre os duais
dos espacos de aproximacao introduzidos no Capitulo 3 e 0S
duais dos espagos de interpolacao estudados no Capitulo 2. Pa
ra isso seguiremos as ideias de Butzer-Scherer [14].

Para a obtencao da caracterizacgao explicita do dual do es-
paco de aproximagao (X)e,Q foi necessaria a obtengao de teore
mas duais do tipo Jackson e Bernstein assim como a respectiva

equivalencia. Um lema fundamental foi obtido no contexto quan

do mostramos que uma desigualdade de Jackson para a melhor
aproximacao se converte em uma desigualdade dual do tipo
Bernstein e que uma desigualdade Bernstein converte-se

em uma desigualdade do tipo Jackson para a melhor dual. Estas
desigualdades nos mostram um fato tipico observado em todo o
Capitulo no qual conceitos sao trocados e propriedades inver-

tidas quando passados a versao dual.

4.1. PRELIMINARES SOBRE A TEORIA DE APROXIMAGAO

4.1.1. Seja X um espaco de Banach e {QNINENd} uma escala mul-

tipla de subespacgos vetoriais fechados de X tal que:

(1) Qy © Q.

se N < N' e QO = {0}.

Para todo f ¢ X, definimos a melhor aproximagao de f por
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elementos de QN, como:

(2) EN(F3X) = inf{lf-quly 5 aqy e Qy

Vamos assumir que a seguinte condicao seja satisfeita:

(NX) Lim Ey(f3X) =0 (fe X)

N>
Esta condicao e equivalente a supor que vale um teorema do
tipo do teorema de Weierstrass em X.

Uma consequencia da condigao (WX) e que:

(3) U{Qy:NeN®)

1
>

4.1.2. DEFINICAO: Diremos que Y e um espaco de aproximagao de

X, se
(1) ULQy:NeNdY C ¥ C X

Como a seguir nos restringiremos a espagos de aproximagao

Y, suporemos que vale

(W Lim EN(f;Y) =0 (feY)

N->co

v)

A seguir definiremos duas propriedades que fazem uma cone-

xao entre Y e X.

4.1.3. DEFINIGAO: Diremos que Y satisfaz a:

(Je) Desigualdade do tipo Jackson de ordem e=(e],82) > 0 se
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(1) £y (F.X) < ¢ N°F Ey (F.Y) (FeY,NeN?)
(Be) Desigualdade do tipo Bernstein de ordem 6 = (6],62) =0
se:

¢ 2
(2) th"Y <C N ”qN”X (qNEQNaNEN )

4.1.4. DEFINICAO: Um espaco de aproximacao Y e de ordem o = 0
se satisfaz as desigualdades J, e Bg.
A fim de introduzir o conceito de melhor aproximagao no es-
pa¢o dual vamos introduzir uma importante interpretacao da me
lhor aproximacgao EN(f;X).
Denotaremos por (QN,X) e (QN,Y) 0s subespagos vetoriais fe

chados de X e Y, respectivamente.

4.1.5. Dada uma sequencia de subespagos vetoriais fechados
{(QN;X)[NENZ}; consideremos a sequencia de espac¢os quocien-

tes a ela associada:
(1) X/ (Qy3X)] NeN?)

Vamos interpretar a melhor aproximacao de feX por elementos
de (QN;X) como a norma da classe de equivalencia f + (QN;X) no
espago quociente X/(QN;X).

Assim, se m:X » X/(Qy:X) e a aplicagao quociente, temos:
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E mui to comum identificarmos a classe de equivalencia de f

com a propria f e escrevemos entao:

(3) Il (qysx) = Ex(FsX)

4.2. ALGUMAS CONEXOES ENTRE (QN;X) E SEUS DUAIS

i 1

4.2.1. Como (QN;X)' = X'/(QN;X) e (QN;X)

1

= (X/(Qy3X))', te-

mos que a norma de f' e X'/(Qy;X) e dada por:

(1) ER(FXY) = AnfIE -q)ls gy e (X)) (Flex)

ou seja
(2) E&(f';X') = ”f'"XV(QN;X)l

e em virtude dessas informacoes, podemos escrever que

(3)  E(f'sx') (el (QysX)  (F'ex')
t I.’I = Sup ;q\ 8 .’ IEI
N nan(QN;X) N N
e entao
(4) g\l gl { [ <ays > | f £ 0}
q vy =la . ¢ = sup ;
NT(QysX) N" (X/Qp3%)) "f"X/(QN;X)

e levando em consideragao as informagoes dadas em 4.1.5, pode

mos escrevaer:

|<ql'\l;f>|
(5) Iql = sup{ . » fe X, f#0}
o0t En (350
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Atraves das imersoes canonicas de (QN;X) e X/(QN;X) em

seus respectivos biduais temos, para 9y € (QN;X), que

Iq. I Ay ' -
(6) qN X = SUP{W ; e X'}
e, para f e X,
[<apsf>] L
(7) Ey(F3X) = sup {—" S5y e (QX)T)
HqNH 1
(QN;X)

4.2.2. OBSERVACAO: Um fato tipico observado nas expressoes de

ED(f'3X') e ”qN“X e nas expressoes de EN(f;X) e "qN"(QN;X)l

1
N
e aquele que mostra a troca entre esses elementos. Este feno-
meno no qual conceitos sao trocados e propriedades invertidas

quando passadas a versao dual servira como guia ao longo des-

te capitulo.
4.3. A CONSTRUGAO DO ESPACO DX

Construiremos nesta secao 0 espaco DX com a propriedade de
estar continuamente imerso em todos oS espacos de aproximacao

Y = YO (c 2 0). Estudaremos algumas propriedades de DX que se

rao utilizadas na secgao seguinte.

k
6,0 ¢ Yo,Q

k ¢ O, espacgos de aproximagao e fagamos:

4.3.1. Sejam X ) = 0, 1

VAN
o
N
8
™

onde 6 = (9],62

(1) Dy =N Xy olo.Q
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(2) 0 =ﬂ{Ylg,Q|e,Q} (keo)

Se tomarmos F = Yk no teorema 3.3.6 obteremos:

(3) (X)g q = (¥ k. (6-26) ;0

00 -
para 0 < 0 < 0; 1 Q< =, Y = X e se tomarmos a familia

(Yk]ken) de espacgos de aproximacao no teorema 3.4.6, obteremos:

_ k
(4) (X)g.q = (Vlke™)g 6.0,k
para 0 < 8 <03 1 <Q <o, X =

4.3.,2. LEMA: Os espagos D, e D K definidos em 4.3.1. coincidem,

X
para todo k ¢ O,

DEMONSTRACAO: Realmente; tomando k = (1,1), temos que x ¢ Dy

(i) se e somente se x ¢ (X)o-B,Q R

11
6,Q ’

(ii) se e somente se x ¢ Y

LI

(iii) se e somente se x ¢ N Ye,Q = Y]] ,

para todo 8 > 0 e todo Q com 1 € Q < o,

Para k = (0,1) e k = (1,0) temos uma demonstracao analoga.
4.3.3. LEMA: Definindo

2
(1) D =N (X, IR e N
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temos que
(2) D =D

DEMONSTRACAO: Seja x ¢ D. Assim, x ¢ X w. K P3ra todo R ¢ Ni.

R
Portanto:

sup {NR Ey (X)) < @ ;

para todo R ¢ NE. Assim, para todo g < R e para todo Q com

1 €< Q < o, temos que

I xl = INY E () < cIn® Ry

6,0,k L3 (N2 ed (N

logo x ¢ (X)6 Q,K para todo 6, e para todo Q, donde x ¢ DX‘

Reciprocamente, se x ¢ DX’ entao x ¢ (X) para todo

6,Q’
6 =2 0, e, para todo Q com 1 < Q < », donde x ¢ (X)6 o, K> Para

todo ¢ =2 0, e desse modo x ¢ (X)R para todo R ¢ N2 e as-

a°°aK,
sim x g D.

A demonstracao esta completa.

Em virtude do Lema 4.3.3, consideremos f ¢ DX e a familia

de semi normas

2
3 £l R N
) { (X) ,W,Kl © +}
e definamos entao
(4) IFI, = sup {IFl IR e N

X (X)R 0, K



128.

A partir dessas definigoes, temos a seguinte proposigao:

4.3.4. PROPOSICAO: 0 espaco D, munido da norma definida em

X
4.3.3. (4) e completo.

DEMONSTRACAO: Seja {f } uma sequencia de Cauchy em D,. Assim,

X"
dado ¢ > 0, existe n, € N tal que se m,n = N, temos que:

donde

If - f |
m n

< € >

(X)R e, K

para todo R ¢ N2+ e como cada (X)R e completo, existe pa-

,OO,K
ra cada R ¢ Nz, uma f ¢ (X)R o K tal que

Hfm - f"(X)R,w,K < €

e desse modo temos que f ¢ D, e

X

Hfm - fHDX< €

4.3.5. PROPOSICAO: O espago Dy & denso em Y para todo k ¢ 5.
DEMONSTRACAO: Como para todo k ¢ o, temos
UEQyN € N°) c D, c VK

X

entao



129.

k

2
Y = u(QyNe NI C D Cy

4.3.6. PROPOSICAO: As topologias de DX e X coincidem sobre ca
da (QN;X) fixo.

DEMONSTRACAO: Realmente, sobre cada (QN;X) fixo, temos:

gl . = sup {lq,l }
N'Dy  o<pen N (X)R e K

< sup { sup [ MR Ey(qysX)l)
O<REN  O<MEN

< sup { sup [MRHqNHX]}
OSREN  OsM=N
assim
N
! <
qunDX NN gl

Reciprocamente, temos que

4.4, A CONSTRUGAO DO ESPACO DX

Nesta secao construiremos um processo de aproximagao para

elementos f' ¢ DX em termos de uma "melhor aproximacao dual",

e, em virtude disto construiremos o espaco D

X

sideracao a coincidencia das topologias de DX e X sobre cada

levando em con-

(QN;X) fixo, como foi demonstrado em 4.3.6.
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4.4.1. Construido o espago DX, consideremos agora o dual topo

10gico D; com a topologia O(DX,DX) e Yk = YE (c 2 0) espagos
de aproximacgao.

Desse modo

Em virtude de 4.1.1 (1) e do fato que
.y K ) ,
(2) (QusY ™) < (Qy3X) (ke®)
temos que se M < N, entao
Ly L Lyl
(3) (Q3X)h € (Qy3X)

e entao temos as imersoes:

(4) (03X)" € ... C (g 30" = X y' ¢ b,

Como as expressoes EN(f';X') definem uma melhor aproximacao

dual para elementos f' ¢ X' e a nossa intencao e definir para
]

f' ¢ DX; devemos extender o funcional EN

(f';X') de X' para DX

4.4.2. Em virtude da proposicao 4.3.5. podemos restringir o do

minio do funcional f' ¢ DX ao subespacgo (QN;X) para obter:

| <f! ;qN>l
N (Qy3 %)

(1) 1§ (QN;X)II = sup (g

5 9y £ (Qy3X)!?
(Qy3X)" N

1
m
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e definindo entao
(2) EN(f ;DX) = If H(QN;X). (f'gDX)

teremos que EN(f‘;DX) sera a extensao procurada.

A segqguir apresentaremos uma proposicao que faz uma conexao
entre as desiqgualdades de Jackson e Bernstein (JO;BO) e as de
sigualdades duais de Bernstein e Jackson. Mais precisamente,
mostraremos que uma desigualdade de Jackson para a melhor apro
ximagao se converte em uma desigualdade dual de Bernstein e
uma desigualdade de Bernstein converte-se em uma desigualdade

de Jackson para a melhor aproximacao dual.

4.4.3. PROPOSIGCAO: Seja X um espago de Banach, (Yklkgm) uma fa
milia de espacos de aproximacao de X tal que Y,  seja de ordem

k.o =2 0 com

(1) Y, c©X (keb)
e
(2) Yk C Yk' (k' < k)

(i) A desigualdade de Jackson (JO) e verdadeira se, e somente

se, vale a desigualdade dual de Bernstein (Bé):

(3) oy, < ¢ NTKCg, (ay e (Q3%)")

(ii) A desigualdade de Bernstein (Bo) e verdadeira se, e so-

mente se, vale a desigualdade dual de Jackson (Jé):
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. K.oye &
(4) I £ H(QN;X), < CN I £ "(QN;Yk). (keo)

DEMONSTRACAO PARA k = (1,1): Suponhamos verdadeira a hip6tese

B'. Assim:
e}

’<qN;f>] < b O |<qN;f>|
—WETT;T— = TaqrTy
N N Y]]

e tomando os supremos sobre todos os qN € (QN;X) , teremos

donde

. -0 .
Ey(f3X) <D N7 E (f3¥yq)

Reciprocamente, dado ¢ > 0, existe q& £ (QN;Y”)l tal que

]<q&;f>|

11

e como por hipotese e verdadeira JO, teremos que

|<qN;f>[

. -0
EN(f,X)<C N (T+e) W
11

e pela arbitrariedade de ¢ > 0, temos o resultado.
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DEMONSTRAGAO DE (ii) PARA k = (1,1):Consideremos verdadeira

Bo e qy # 0. Entao

|<fl;qN>]< c NO [<f';qN>]
qNX h lq |

N Y]1

e tomando o supremo sobre todos os ay € (QN;X), obteremos:

RAN ) < C NP hf'

(QysX (Qys¥yq)

Reciprocamente, seja Jé verdadeira. Desse modo

[<f';qN>] 5 ,<f';qN>]
supf "q T 5 qN € (QNaX)}<C N” sup({ Tqol 3 qN € (qN’Y]])
N N YH
donde
|<fl;qN>| _ 5 r‘<fl;qN>|
_WENT;~_~ < C N sup 1“WENW;——*'s y € (QN,Y]])}

para todo gy e (QN;X), e, em particular para o0s qy € (QN;Y]1)’

temos que

<f';q,> <f'sq,>
<Fael g e

Ty Ty aN Vi,

e assim obtemos que

g
_nqNuY]1 < D N hayl,

A seguir apresentaremos um lema que sera utilizado na de-

monstracao da equivalencia entre os teoremas duais de Jackson
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e Bernstein.

4.4.4, LEMA: Seja X um espago de Banach, (Yklng) uma familia

de espagos de aproximacao de X de ordem k.o = 0, com

(1) Y, CX (keO )
e
(2) Y, <Y (k' < k)

Consideremos tambem 6 > 0 e 1 < Q < », Assim, se

_e 1 2
(3) INOuf M(QN;X).} e 1 3(n2)
teremos que f' ¢ Yi] e alem disso
"e i 1 1 Q 2
(4) INOTVIFr Y -fy +f By, e 2y (NS
X,n],O X,O,n2 X,n1,n2 YH A

onde 0 > 8 e fk;n],nz e definido tal que M > N:
(5) f)'(;Mi(QN;X) = TN

(6) <fk;m]’0;qN> =0

(7) “Fx;o,m, 9> © 0

2
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(9) ”fI”(QN;X)' = "fk;N"X'
DEMONSTRACAO: O funcional f*;k.N (keo) existe em virtude do
teorema de Hahn-Banach pois ‘a restricao f' ¢ Dk a (QN;X) e
um funcional linear continuo com ”fI”(QN;X) < o,

Consideremos as notacgoes 9y = q[t]; fk;t = fk;[t] e
[t] = max {(nj,n,) e Ny ony < ts i o=1,2).

Tomemos agora o funcional fX'N tal que:

<f)l(',N;qN> = <f';qN> (qNE(QN;X))
e
11 4, .
Denotemos por A]] f ¥ - | @ expressao:
*t.2
L .2
-I] § - ]+ 2 [
A,k T 2_(22 . )~m(_]) f Pk tek,
B B X,tq2 t,2
Em virtude da desigualdade dual de Bernstein, temos que
]] ] [] k —O 1
(109 A fo. Iy < C(t2™) Iy . Iy
11 X’tzk 11 X,t2k+1 X
e tomando t] = t2 = 1, obteremos
11 -k.o
A fo. I, <C2 ey . Iy
11 X,zk Y]] X,2k+1 X

e desse modo
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11 -k.o
v la foo 1y, <C ¢ 2 hfe . .
K== 1 11 X,2k Y]] K== X,2k+1 X
<C 3 KO g .
o (Q3X)
S CR TSI .
B o k'(O—e)
< C sup {k “Hfd VRN T < ®
2 (QsX) ¢4
keN+

donde concluimos que

™ 8
>
—
— —
=~

X3
k=1 2

e absolutamente somavel e como Yi] e completo, temos a exis-

tencia de um elemento de Yi] para o qual esta serie converge.
Em virtude das propriedades de fk'N’ temos com M > N, que:

11 4
A f . yq > =
11 X,2k Zh

= Lim <fy -fy. -fy. +f) ; >
Mow Ko 1Hmy oldmy TXgodamy o Xsg Hl4my X5 g N
= Lim <fy. sq y> = <fo. N3Q n> = <f'5q n>
AP S PR R X3 N9, N N

e desse modo temos que
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sobre (Qy;X) para todo N e N e como U {QN;NENZ} e denso em .

] ]
Y]], temos que f' ¢ Y1] e

k=-1 X35

sobre todo Y]].

Em virtude de (10) e da desigualdade de Minkowski, temos

que:

INOug - S P

. . h,, | <
X,n],O X,O,n2 X,n],n2 YH QQ(NE)

‘ -6
<{z [z (NTUF-fy o -fy o+ Iy,
n.=0 n.=0 X,n],O X,O,n2 X,n],n2 Y]]

q
0Oy ¢ _g _f! -1 1dt
5 ) 1 1 2 172 11 t

N
(]
—~—
”MS
o
[N
=
~N
=
IIM
N——
=
——

Ndt, q2/q1dt2 179,

* -8
C {([r(t" Ifr =L -f! +f! hyy ) ] £}
0o X310 X350,y Xityat, Vi) t

N

-5, o 11
< C{I [(w(t R TR N
0Jo k=0 11 Kstpki Yy,

oD I -l
k=0 Nt a1ty g X’t]2]+k1,]

-f K +f

. , o
X’t]2 1,0 X’t]Zk Y

1,1 711
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o dt, q2/q1dt2 1/a,
+ 2 £y, T+k,-f. . -fy. k,+f! . T+k, 0y, . ] ]
(-0 X30,t,2" 2 X’1,t22k2 X30,t,2°2" 31,12 2 Vi, Y t

< C{J [[ 9% 3 I T+k )y, +
0o =0 k,=0 X’t]2]+k1’t22 2 Y

[ L &

o o 9dt qz/q1dt2 1/q,
k];O X’t]2k1+];1 y: k=0 %57.t.21%% voh 2

g, dt, %2/% ar, /%

e S 1 2
< C{(D[[ 7 LOIfy. VD R—_— 3
0Jo k=0 Ko TKY T t

@ k,-o
0 5 2T ) T
0 k=0 (Q 143%) t t

- T+k
e tomando a mudanca de variaveis u = t.2 , teremos:

9 1 2
WOlel, . ooy 1 _ 2
0 (Qy3%) Uy

o o a, du, %79 du, /9%
1
< C{f [j
0 s

n,+1 n,+1 q du] q2/q1 du 1/q2

<cf s f ? [ s J ] (WOl ) _2)
=0 ’n n = n] (Qu’ ) U Uz

© © rny+l yn,+] g, du q2/q] du 1/q2
<c{s 20(2 [] (U-B”f'” 1 ]I 2

oy T —=}
n,=0 ny=0'" M (Q,3%) Uy U,
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e esta ultima expressao e dominada por

(N"O1F i

(O, x)

Para mostrar que

0.=-0.
i 1

"{ni e -f by 0

i ediny)

N

-0,
i

< C H{ni el

onde i = (1,0) ou i = (0,1); basta fazer esta demonstracgac de

modo semelhante aquela do caso uniparametrico.

A seguir apresentaremos a equivalencia entre os teoremas

duais de Jackson e Bernstein.

4.4.5. TEOREMA: Seja (Y, |ke0) uma familia de espagos de apro-

ximagao de X tal que a ordem de Y, seja k.o = 0;

(1) Y, C X (keo )
e
(2) Ve ©Ypu 5 Y o = X (k' < k)

admitindo os parametros 6 > 0; 1 < Q < ». Entao, sao equivalen

tes as seguintes afirmacoes:
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-K. Oy o\ | k.Ql N |k]
(3) {N l‘fll(Qk.N;X)l} € Lk (+' )

Oie, (g fken))d e 2 KU lRh
onde & < g, k ¢ O,

DEMONSTRAGAO: Consideremos o caso k = (1,1). Sejam

fl fl Yl . fl

King,0 € Y108 Fxsoun, € Y0,13 Tgnyan, = Y1 ¢ T 0 Yoo
e facamos
floo=fy. g X'
00 X,n],n2
for1 = fx. - fy. e Y;
01 X,O,n2 X,n],n2 0,1
fig = fy. -y e V!
10 X,n],O X’n_l,n2 1,0
fiqg = ' - fy. - fy + f
]] X,n],O X,O,n2 X’n]’n2
Desse modo f' = 2 fL e
ked
KINTO3f (Y[ ken)) < 10 NTR-O0f00,,
keo k
assim

NTTOR(NTOLF (Y ken)) < NOTO0gr0

-0 1
11 + N "foo"

Y ]

11 X

-0 -9 -0
1 2 1 2
+n n., hf: lyy + n n (IR PN I

1 ya 10 Y]O 1 2 01 YO]

e

= X!

19

e em virtude do lema 4.4.4. nos casos k = (1,0) e k = (0,1),
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temos que

n, Ve 0270 u
{n n Ify. -fy. hye 3 , <
AT
< C I{n n £y (N
1 2 X,O,n2 X QQ(NE)
< C I{N"Opf: oy
JN X 2
LI
e analogamente, temos que
g,-06 -6
1 71 2
I {n n hfy - fl. Iy 3 <
1 2 X,n],O X,n],n2 YO] QS(NE)

< C IINTOIFL g 2
KX Q(ng)

Novamente, pelo lema 4.4.4, temos ainda que:

N O - -fy +fy by, 3
Xanys 0 7X,0,n,  Xynyun, Yoy zg(Ni)

<

<C N wey iyl
XN Xt g, 2
’ 1 3(n2)

assim, temos concluido que (3) implica (4).

Reciprocamente, seja uma decomposigao arbitraria de f':
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sendo f& e Y', k ¢ 0. Desse modo

e < X kaﬂ

(QN;X)I keo (QNQX)'

Em virtude da desigualdade de Jackson dual (Jé), temos

. K.oy e
el <C £ N "fk"Y

(Qs %)’ keo k

I i
'y, 4n Can. 21fr 0
1l *m 10"y: Ny 01y,

< C NOqIf +N_0Hfé ..}

o X'
e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposicoes de
f', vem:

(R < C N° KINTT5 05 (Y [ keD))

(QNEX)'

donde o resultado desejado.

4.4.6. Consideremos finalmente a conexao existente entre 0S
duais dos espagos de aproximagao e os duais dos espagos de in
terpolacgao.

Ja mostramos em 3.3.6 que

(X)g,q = (Nlker)y

a|@

e desse modo

1R

[(X), o' =1 (Y lkem), 1

6,Q .Q, K

Qo
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Como tambem ja provamos no teorema 2.8.5 que

[(YklkeD) ' = (YL]keD)

8
=3 Q 6.
g ] G,Q

temos como conclusao que:

[(X)e,Q]' = (YLIkED)1-Q-Q.
0 b ]

Desde que a afirmacao

k. (0-8) ,, k.o oLk Qen, TR

fleY,

K e{N

K(N ;T (Y keo))) e

€ equivalente a

£'oe (Y&!kgm) 1_Q.Q-
O,

quando trocamos Q por Q', o teorema 4.4.5 fornece uma caracte-

rizagao explicita para o dual do espago de aproximagao defini

do em 3.1.5.

Podemos desse modo concluir com o teorema:

4.4.7,. TEOREMA: Para 0 < 5 < g, 1

A

< @, d e
Q o dual de (X)G,Q
0o espaco das distribuigoes f' ¢ D'(X) que satisfaz a uma das

condicoes equivalentes:

(1) (N KBy SRNTRES

(Qk.N,X)n} ) 2*

() frevy e (N0 e v kea) )y ¢ o SR O vk

(k e o)
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CAPITULO 5
0S ESPACOS DE SOBOLEV-NIKOLSKII E DE BESOV-NIKOLSKII

Neste capitulo apresentamos os espacos de Sobolev-Nikolskii
e de Besov-Nikolskii e intermediariamente introduzimos o0s es-
pacos de Bessel-Nikolskii.

Inicialmente apresentamos as principais definicoes e pro-
posicoes necessarias a construcao do espaco das distribuicoes
periodicas sobre o espacgo Rd, assim como a caracterizagao des
te espaco. A seguir definimos os multiplicadores de Fourier
em Li(Rd) e apresentamos algumas de suas propriedades bem co-

mo o papel desempenhado pelos multiplicadores na identificacao

entre algunas espac¢os de Bessel-Nikolskii e de Sobolev-Nikolskii.

Na sequencia apresentamos os operadores potenciais de
Bessel e os utilizamos na construcao dos espacgos de Bessel-
NikoTskii H3(T9).

A sequir definimos os espacgos de Sobolev-Nikolskii wﬁ(Td)

e mostramos que 0S espagos HS(Td

(1Y) quando s = M e N

) coincidem com 0S espagos

W

Os espacos de Besov-Nikolskii, com outra notacao, Bg Q(Rd

)

foram introduzidos por Nikolskii [32] . Aqui desenvolveremos o0s

S d
P,Q

de Peetre [34] quando e utilizada certa particao da unidade.
Obtemos tambem os espagos B> d

P,Q
S E]
Pk(Td) : k e 9) e com este resultado o dual topolo-

d

espacgos B (T7) para o toro d-dimensional do ponto de vista

(T") atraves da interpolacgao da

familia (H
S
P,Q

Finalmente apresentamos uma outra caracterizacao de
d

gico de B (T") e obtido.

), desta vez atraves do modulo multiplo de continuida-
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de em Li(Rd) com a finalidade de recuperar o0s espagos inicial

mente introduzidos por Nikolskii [32].

S d
P,Q

desenvolvida anteriormente, sera feita no proximo capitulo.

A utilizagao dos espagos B (T") na teoria de aproximagao

5.1. CONCEITOS BASICOS

Nesta secao apresentamos as principais definigoes e propo-

sigoes que serao utilizadas neste capitulo.

5.1.1. DEFINICAO: Consideremos uma fungao £:RY 5 R. Para cada

h € R definimos a translagao de f por

5.1.2. DEFINICAO: Seja f ¢ D'(RY) uma distribuicdo. A transla-

¢do da distribuicao f, denotada por T fs e definida por

(1) (Tth‘p) = (f;T_h<P)

para toda ¢ ¢ C:(Rd). Agqui (f.y) sianifica o valor da distribui

cao f sobre a funcao ¢.

5.1.3. DEFINICAC: Uma distribuicio f ¢ n'(RY) & peribdica e

de periodo 2m = (2w,...,27m) se

(1) Tzﬂmf = f R



147 .

qualquer que seja m ¢ Zd.

0 espago de todas as distribuigoes periodicas sera denota

v pd
do por DH(R ).

5.1.4. Denotaremos por aﬂ(Rd) o espaco de todas as fungoes pe
riodicas infinitamente diferenciaveis munido da topologia ge-
rada pela familia de seminormas {Pa} d definida por

aeN

(1) P (f) = sup [D¥f(x)]

xeT

5.1.5. Denotaremos por e%(Rd) 0 espago dos funcionais lineares

continuos definidos sobre eﬂ(Rd).
5.1.6. OBSERVAGAO: 0 conjunto D%(Rd) das distribuicoes perio-
dicas e um subconjunto de D'(Rd), o espaco das distribuicoes.

No teorema 5.1.15 identificaremos 0S espagos e%(Rd) e D%(Rd).

5.1.7. EXEMPLO: Seja f e LV (RY). 0 funcional linear

loc

(1) (fsp) = [ . f(x) ¢(x) dx (v € Eﬂ(Rd))

define uma distribuigao pertencente a e%(Rd), a qual e frequen
temente denotada pela mesma letra f. As vezes denotaremos (1)

por
() aed g = 00 w00 (0 e (RY)

para chamar a atencao sobre o toro d-dimensional.
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-~ . d ~ . d
' C ]
5.1.8. A convergencia em gﬂ(R ). Uma sequencia {fn}ngN eﬂ(R )

converge a f ¢ g%(Rd), no sentido de e%(Rd), e denotamos tal
fato por

1 f oo f ' (RY
(1) > (e (R7))

n T

se, para toda ¢ ¢ eﬂ(Rd) tivermos que

(2) (fs0) > (fle)
n Td n—-o Td
5.1.9. DEFINIGAO: Definimos a transformada periodica de
¢ ¢ D(RY), por:
(]) P(p ) L d TZ’Hm ¥

me Z

Como ¢ tem suporte compacto a serie em (1) so contem um nume-

ro finito de termos nao nulos.

5.1.10. PROPOSIGAO: Sejam ¢, y e 0(RY). Entdo:
(1) Py ¢ eﬂ(Rd)
(2) (Peyy) = (p,sPy)

Vamos agora estender a nocao de transformada periodica ao

espago g'(Rd) das distribuicoes de suporte compacto.

5.1.11. DEFINIGAO: Seja T uma distribuigcao a suporte compacto.

Definimos a transformada periodica de T pela relacao
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(1) (PTop) = (T,.Pp)
onde ¢ ¢ D(Rd).

5.1.12. PROPOSICAO: (i) A aplicacio

(1) P:o(RY) 5 ¢ (RY)

€ a sua transposta

(2) tpiet(RY) & 0 (RY)

sao continuas.

(ii) Para toda T ¢ e'(Rd) a distribuicao PT e periodica e pa-

ra m = (m],...,md) € 74 temos que

(3) P(TZWmT) = TZT]'m(PT) = PT

(iii) Para toda F ¢ D'(Rd) e toda ¢ ¢ D(Rd) temos:
(4) P(eF) = (Pp)F

e para toda f ¢ eﬂ(Rd) e para toda T ¢ g%(Rd)Z
(5) P(fT) = f(PT)

A demonstracao esta em Vo-Khac Khoan, pag. 62, vol. II.
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5.1.13. DEFINICAO: Denomina-se particao periodica da unidade

em D(Rd) a uma fungao 9 € D(Rd) para a qual a transformada

periodica e igual a 1, isto e:

it
—

(1) Po

—

5.1.714. LEMA DA SOBREJETIVIDADE: Toda fungao f ¢ eﬂ(Rd) e a

transformada periodica de uma funcao ¢ ¢ D(Rd) e toda distri-

bui¢ao periodica e a transformada periodica de uma distribui-

cao a suporte compacto.

d
)

DEMONSTRACAO: Seja f ¢ EW(R e 8 uma partigao da unidade em

D(Rd). Se definirmos ¢ = ¢.f teremos que yp ¢ D(Rd) e alem dis

So:

Pp = P(e.f) = (Po)f = f

d

Tomemos agora F ¢ D#(R ), 6 uma partigao da unidade em

D(Rd) e definamos T = g.F. Temos entao que T e uma distribui-

¢ao a suporte compacto e alem disso:
PT = P(s.F) = (Po)F = F

5.1.15. TEOREMA: Os espacos g%(Rd) e D%(Rd) sio algébrica e
topologicamente isomorfos.

A demonstracao esta em Vo-Khac Khoan [48] vol. 11, pag. 64.

5.1.16. DEFINICAO: Uma sequencia {am} d e rapidamente decres
me Z
cente se para todo o = (u1”"’ad) ¢ N9 existir uma constante
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C > 0 tal que

(1) la, | < Clm % (m # 0)

-a -OL.I =Q
(Lembremos que m = m, ce.omy ) -

0 conjunto das sequencias rapidamente decrescentes sera
denotado por s(Zd). Munido da familia de semi-normas

{Qa} g definida por
aeN

(2) 0,(a) = sup [m%a_|
me Z
onde o = {a ay) € Nd e a = {a } ; s(Zd) sera um espa-
1000 0% m g4 P

¢o vetorial topologico localmente convexo.

5.1.17. DEFINIGAO: Uma sequencia {am} d e de crescimento
VA
d me

lento se existem a € N- e C > 0 tal que

(1) la, | < C[m®] (m+0)

0 conjunto das sequencias de crescimento lento sera denotado

por r(Zd).

5.1.18. TEOREMA: 0 espacgo r(Zd) e isomorfo a s'(Zd

dy.

) o dual to

pologico de s(Z
DEMONSTRAGAO: Ver [48] Vo-Khac Khoan, vol. II, pag. 59.

5.1.19. DEFINICAO: Seja f uma distribuigao periodica de perio

do 2m = (2m,...,2m). Para cada mezd definimos os coeficientes
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de Fourier de f por:

(1) Foo= (Fie7 57
T
onde <m,x> = MiXq + oo+ Myxy, M = (m],...,md) € Zd e
d
X = (xl,...,xd) e R7.
A sequencia f = {?m} q sera denominada a sequencia dos
me Z
coeficientes de Fourier de f ¢ g;(Rd)
Mostraremos que a serie de Fourier 3 ?h e M ge fge%(Rd)
d
converge para f no sentido de g%(Rd). me Z
Realmente, para toda ¢ ¢ g“(Rd), temos que:
(o Foe™yey = n Fe™yg) = n F(e!™yy) -
- N<m<N - N<m<XN -N<m<tN

1
—
-+
™
-
3

e esta ultima expressao converge a (f;¢) pois SN(®,X) conver-

ge a ¢(x) no sentido de gﬂ(Rd), isto e, D“ Sy(¢,x) converge

uniformemente para D%y(x) quando N » o, para todo g ¢ Nd.
0 fato que SN(¢,x) converge a ¢(x) no sentido de gﬂ(Rd),

depende do teorema abaixo que aparece demonstrado em Nikolskii

[ 30].

5.1.20. TEOREMA: Seja m = (m,m,...,m) um vetor cujas componen

tes sao todas iguais a um numero natural m e suponhamos que



153.

as derivadas parciais D%f sejam continuas para todo o € Nd
tal que ¢ < m e que as derivadas parciais Dk‘mf £ Li(Rd) pa-

ra todo k ¢ O. Entao:

1 -
(1) £(x) - sy(fox)) = o (v{1/2)=m (N > )
5.1.21. Pelo teorema acima toda fungao ¢ ¢ gﬂ(Rd) pode ser

escrita como a soma de sua serie de Fourier uniformemente con

vergente para ¢, isto e,

(1) s(x) = 5§ C_elM
d m
ng
onde
(2) Cy = (2070 gty T gt
Td

A serie pode ser diferenciada termo a termo qualquer nume-
ro de vezes, sendo que
imx

(3) 0% ¢(x) = = (im)*C e

Mg Zd

e a serie a direita e uniformemente convergente para D% 4(x),
para qualquer o ¢ Nd.
Desse modo, se ¢ ¢ eﬂ(Rd), entao Sy(¢sx) converge para

$(x) no sentido de gw(Rd).

5.1.22. A aplicagao que associa a cada distribuicao periodica
f a correspondente sequencia dos coeficientes de Fourier sera

denotada por



154,

- A(f) = F = (RO
ke Z

onde COO(Z ) e o conjunto das sequencias finitas definidas so

5.1.23. Uma inversa para a aplicagao A nao e trivial e apre-
sentaremos algumas condicOes para a existencia da mesma, an-
tes porem, facamos uma digressao. Se a = {am} d € uma se-

me Z
quencia numerica tal que a serie g a exp(i<m,.>) conver-

me Z
ge para uma distribuigao periodica u, entao diremos que 0S

coeficientes g sao exatamente os coeficientes de Fourier de
u e neste caso poderemos definir
d

(1) S:C_ (Z

0024+ 1 (%)

e esta aplicacao e uma inversa para A.
A seguir apresentaremos uma condigao necessaria e suficien
te para que uma sequencia seja a sequencia dos coeficientes

de Fourier de uma distribuicao periodica.
5.1.24. LEMA: 0 espaco gﬂ(Rd) & isomorfo a s(z9).

DEMONSTRAGAQ: Ver [48] Vo-Khac Khoan, vol. II, pag. 68.

5.1.25. TEOREMA: 0 espago das distribuigoes periodicas c%(Rd)
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e isomorfo ao espaco das sequencias de crescimento lento

r(z").

DEMONSTRAGAO: Pelo lema 5.1.20 temos que aﬂ(Rd) e s(Zd) sao

isomorfos mas pelo teorema 5.1.18, r(Zd) e s'(Zd

d) e r(Zd) sao isomorfos.

) sao isomor

fos donde podermos concluir gque e%(R

Este teorema afirma que uma sequencia {am} q e a sequen
mel- _
cia dos coeficientes de Fourier de uma distribui¢cao periodi-

ca se, e somente se, {am} d e de crescimento lento.
meZ

5.2. MULTIPLICADORES DE FOURIER

Os multiplicadores de Fourier desempenham um panel fundamen
tal neste capitulo e um resultado basico e uma variante do
teorema de Mihlin-Lizorkin. Esta variante fornecera condigoes

para determinar se uma sequencia e ou nao um multiplicador de

Fourier em LE(Rd).

5.2.1. DEFINICAO: Seja {mJ} 4 ¢ r(29), 1P = (pys...py)<e.
ke Z p

Diremos que {mk} e um multiplicador de Fourier em Lﬂ(Rd), e

I)

denotaremos tal fato por {mk} > MP(T , S€e:

(1) S({m}) * v e LP(RD)

para toda ¢ ¢ LP(Rd), onde S & a aplicacao definida em
i

5.1.19, e se

2y 1 {m —sup (I S({m,}) %l ol <13
(2) k rd) K P rd) P, d

MP T )
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for finito.

5.2.2. OBSERVAGAO: Como gW(Rd) e denso em LE(Rd), 0 operador
Tm definido por Tm(w) = S(m) * ¢ pode ser estendido a todo o

espacgo LE(Rd) sem crescimento da norma.

5.2.3. PROPOSICAO: Se 1 < P = (p], .,pd) <» e P' = (pi,...,pé)
e definido por L B 1, j = 1,2,...,d, entao

P pr

J J
(1) Mo (T) = Mg, (T)

Alem disso,

(2) M7y = My e or(Z9) v imy | < w)
1 g oMl
¢ ke Z
e
(3) H{mkﬂk (Td) =z ] ]mk[
1 ke Z
DEMONSTRACAO: Seja {m, } e Mo (1Y), v, v e e (RY). Assim,
k k‘eZd P i

pela desigualdade de HBlder (-Benedek-Panzone) para normas

mistas, temos:
[SCEmEE) * o ¥ w(0)) = [S(m ) * ¢ * ¢(0)]

<SUS({m) * oyl o . del o,

L & L '
T m

< H{mk}ﬂ

gl loll o,
M d p _P

P(T ) LTT l'lT



157.

e tomando o supremo sobre todas as y para as quais Iyl p = 1,
L
vem que:
(4) HS({mk}) ol p s H{mk}n d ol p
Lﬂ MP(T ) L1T

e tomando o supremo em (4) com lpl p = 1 tem que:
L
i

"{mk}"MP.(T) < H{mk}ﬂ

M (T)

p

Finalmente, trocando os papeis de ¢ e y obtemos a desigualda-

de inversa.

5.2.4. PROPOSICAQD: Sejam 1 < pg,p% < » e consideremos a fami-

. 12 d |
lia {P, = (p, Py »..-5P, )|k e B}. Se
k ki’ Pk, kg

(1) {m_} e n M d

" hezd T ken Pi(T)
entao

d

(2) {m_} € M, (T7)

n nezd %

o N
para todo P = (p],pz,...,pd) tal que (pY) ]=(1-9J)(p8) +9J(D%)
0 < gJ = (@f,eg,...,ej) < lej=1,2,...,d. Alem disso
(3) im0 < g d{m (k)

"M ke o p
P € k
d 1+k
onde o(k) = = (1-k;+(-1) Jej) e k = (kyseonsky) e O
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Observemos que quando d = 2 a desigualdade (3) fica da
forma:
(1-6)(1-6,) 8,(1-8,) (1-6)6 6,0
2 1 2 1772 172
h, <
“{mQJMP H{mn}HMP .H{mn}HMP ,H{mn}HMP ,H{mn}H My
00 10 01 11

DEMONSTRAGRO: Seja v ¢ e (RY) e T definido por

Se (mk) e N M_ , segue que
ke O

P P

d k, pd
) > L (R

)

e um operador continuo qualquer que seja k ¢ U. Pelo teorema
de Riesz-Thorin para Zd espacgos LE (ver Fernandez [ 20]), se-

gue que

e um operador linear continuo, o que garante que {m} e MP(Td).

Finalmente, a estimada (3) seqgue de Bertolo-Fernandez [ 04].

5.2.5. PROPOSIGAO: Se 1 < P = (pys--.spy) < Q = (aqs-..,9,)<2,

entao

(1) M1(T) C MP(T) - MQ(T) - MZ(T)

B
—_
w
~—

A demonstragao seqgue de 5.2.
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0 lema seguinte e a contra parte periodica de um resultado

bem conhecido (Ver Bergh-Lofstrom [03]).

5.2.6. LEMA: Sejam o ¢ N_, m e Li(R) e D%m ¢ LZ(R). Entdo,
A(m) ¢ Mp(T) se 1 < p<xe alem disso

) < Chml : 1 D%mp O

1-6
L°(R") LS(R

2
P ™

onde 2.40.0 =1 e A e a aplicagao definida em 5.1.19 (2).

DEMONSTRACAO: Sejam o ¢ N, m ¢ Li(R) e D%m ¢ Li(R). Desse mo
do, a aplicacgao A define uma sequencia A(m) = {ﬁ(k)}kgz que

e a sequencia dos coeficientes de Fourier de m. Em virtude da
Proposicao 5.2.5 temos que M](T) c MP(T) se 1 < P < 2 e sendo

assim bastara estimarmos a expressao

A ideia e comum e consiste em separar a serie em uma parte
limitada e outra nao limitada.

Realmente, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

Do m(k)] < c S Al ,
| k<) 2°(27)
e pela identidade de Parseval
sooakl<caZam,
[kjea Lwr (R )

Tambem temos que:



5 m(k)] = % k)T (k)% m(k) |
K[> [ Kf >
1
2'_‘\/{
< C 2 i A(D%m) I 5
27(7)
ou seja
1
‘2’—0,
Lo qm(k) < Coa 1D%ml o,
1k]>>\ L™(R")
i
Se escolhermos ) ¢ N+ tal que
1 -
3 -1
x < Il D%ml 5 hmil &
L“(R) L™ (R)
il ™
seguira que
5 1A(k)] < cimy 'O 10%mi ¥,
)<
[ k= L2 (R) Ly (R)
e que
_ 1-6 5
o m(k)] < C UIml i D% mil )
b
Lkl>a Lg(R) LW(R)

desde que 2a8 = 1.

Assim, completando a demonstracao temos que

160.
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HA(m)HMp(T) <Ay (7 - JT Im(x) | dx

-0 HD“mHez
(R) LZ(R)

Uma forma multidimensional deste lema pode ser apresentada

na forma de sequencias.

5.2.7. PROPOSICAO: Sejam o. ¢ N, 3 j = 1,2,...,d; as sequencias

J +
. . . 2 . @ j 2
unidimensionais {m_ } e 2°(Z) e {(in.) “m_} e L°(2)

n. J n."n.eZ
com iz = -1. Se definirmos a sequencia multipla
d
(1) {m3} ={m_ .m_ ...m_} ={ ¢ m_ }
n nyton, Ny j=1 Ny

teremos que {mn} € Mp(Td) se 1 <P = (p], ,pd) <o e alem
disso

d Tmoy % 05
(2) I {m }I <C g b{m_ 1} F{n.“m 3

ARG S R R I E S D A€
onde Zajej =1, 3 =1,2,...,d e cada m satisfaz as hipoteses
J

do Lema 5.2.6. Com

d
(3) A(m ) = ¢ m

AR E I
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5.2.8. 0BSERVACAO: Se {m } e M (T%) e m = S(im }), entdo:

ne Z P
(1) Im(t.)l 4. = Im() d (t #0)
Mo(T9) M, (1)
Sem g Mp(T]) entao m(<x,.>) ¢ Mp(Td) e
(2) Fm(<n,.> )l g =m0 |
Mp(T ) Mp(T )

desde que ) ¢ Z - {0}.

As expressoes acima significam que Mp(Td) e invariante sob

transformagoes afins de Td.

Para obtermos aigumas propriedades do operador de Bessel
que sera apresentado em 5.3 assim como algumas propriedades
dos multiplicadores apresentaremos um lema que faz uma cone-

d 1,,d
) e de LW(R ).

xao entre funcoes de L](R

5.2.9. LEMA: Seja g ¢ L' (RY) e definamos

d d
2 2
(1) g (x) = (2r) (Pg)(x) = (2m) £ g(x+2mg)
ngd
com m = (m], ,md) e L Entao:
(2) g & LI(RY)
3 g |l < lgl
(3) 9y L] Rd) g L](Rd)
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_d _d
(5) (2n) 2 j fFx-u)g(u)du = (2n) ¢ j f(x-u)g(u)du  g.s
Td Rd
e para f(x) = exp(-ix). temos que
(6) g (m) = G(m)
para todo m = (m], ,md) £ Zd.

Para concluir este paragrafo enunciaremos dois resultados

fundamentais da teoria de multiplicadores de LE(Rd

). 0 primei
ro deles e o teorema classico devido a J. Marcinkiewicz (ver

[28] ). Para evitar problemas de notagoes apresentaremos o teo
rema de Marcinkiewicz somente no caso d = 2. Para uma discus-

sao do caso geral ver Nikolskii [31].

5.2.10. TEOREMA DE MARCINKIEWICZ: Seja {km n}meN uma sequencia

neN

numerica dupla tal que

2(2%1) 2(2°-1) 2(2%-1)
(1) za ‘8 l>‘m,n_>‘m+1,r1'>‘m,n+1+>‘m+1,n+1I ¥ Za lxm,28+1—xm+1,28+1|
m=2 n=2 m=2
2(28-1)
+ z |)\ -A + [)\ 8 <M
18 “n 2% n+ 2(2%-1),2(2"-1)
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2

onde (a,B8) ¢ N° e M independe de » e 3; entao

A demonstracao encontra-se em Marcinkiewicz [287].

d -

0 seguinte teorema de multiplicadores sobre Li(R ) e uma

variante do teorema de Mihlin-Lizorkin para multiplicadores

sobre L"(rY).

5.2.11. TEOREMA: Seja r(x) uma funcao definida sobre Rd tal

. k . -
que suas derivadas D A sejam continuas e que

<KD A (x) ] < M

para todo k ¢ ©. Entao {Ai(k)} d e um multiplicador em Lfr(Rd

kel

Se x» satisfaz as hipoteses acima, a sequencia {ia(k)} d
keZ

).

satisfaz as hipoteses do teorema de Marcinkiewicz (ver
Nikolskii [ 31 , Pg- 1) 0 que nos garante que

{A(k)} q MP(Td) e desse modo pela definicao 5.2.1 temos
kel

P, nd

para toda ¢ ¢ Lﬂ(R ). Assim, esta funcao pode ser representada

pela sua serie de Fourier, isto e,
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donde

onde (71) = Sk

A penultima expressao nos da a forma geral que deve ter a

d)-

funcao F conhecida a funcao A que satisfaz as hipoteses do
Teorema 5.2.10.
d

C
T7) e H;(T

5.3. 05 ESPACOS Wh d

o )

Definimos aqui os espacos de Sobolev-Nikolskii Wg(Td) € 05

espacos de Bessel-Nikolskii H?(Td).
5.3.1. DEFINIGCAO: Consideremos M = (m],...,md) ¢ N um multi-
E(Td) como

indice fixo e 1 < P = (p1""’pd) < «, Definimos W

e espaco das f = g%(Rd) para as quais
(1) D*f ¢ L (R
para todo u « Nd com x = (u G, <s M= (m,,. m,)
> ) Cqs ety (mys.eesmy).
A proposicao seguinte e basica mas omitiremos a demonstra-

cao.

5.3.2. PROPOSIGAO: Os espagos Wh(T%) munidos da norma
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(1) £l = 5 ID™fi

sao completos.
Apresentaremos agora os operadores potenciais de Bessel ne

cessarios a construgao dos espacos de Bessel-Nikolskii.

5.3.3. DEFINIGAO: Seja f ¢ e%(Rd). Definimos o operador de
S d
Bessel J )de ordem S = (s],...,sd) ¢ R )por
<> d s./2 _
(1) (J°F)(m) = =  (1+m3) f(m)
3=
onde m = (m m,) ¢ Zd
*la---; d [ .
Se tomarmos
el d s./2
S 2
(2) (6)(m) = = (T+m$)
j=1
teremos que
(3) 3°F = GO * f
e assim poderemos escrever que
(4) a0 -1, RS LGRS

5.3.4. DEFINICAO: Definimos HJ(TY) como o espago das f ¢ <! (RY)

para as quais
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(1) % « L (rY)

onde S = (s S .) ¢ Rd e 1 <P = ( ) <
‘l’ 3 d = p]’ ’pd ==

5.3.5. TEOREMA: Seja S = (sq»....s4) ¢ R e

1 <P = (p],...,pd) < ». Entao, HS(T ) e um espaco completo

quando munido da norma

S
(1) £l = 1J fl
) L7 (rd

m

)

5.4. SEQUENCIAS DE FUNGOES TESTES E SUAS CONSEQUENCIAS

Nesta secao apresentamos alguns lemas interligados com a
construcao de sequencias de funcoes testes as quais sao lar-

gamente utilizadas no contexto. Propriedades dos espacgos

H§(Td) sao obtidas em funcao dessas sequencias.
Ao final obtemos a identificacao dos espacos wg(Td) e
Hg(Td) quando S = M o Nd‘

5.4.1. LEMA: Existe uma funcao ¢ «, 6 (R) tal que:

(1) supp 0 = {x ¢ R ;2 < |x <2
(2) 5(x) > 0 se 27V x| < 2
(3) ) EJ(Z_mx) =1 se x # 0

A demonstracgao encontra-se em Bergh-Lofstrom [ 03], pag. 135.
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5.4.2. Usando a funcao ¢ do lema anterior definimos as fun-

coes 8™ e y respectivamente por:

(1) F(6M)(x) = 0(2

(2) Fly)(x) (m ¢ Z)

i
—
1
[T
@
—~
N
)
=
<
S

Consideremos agora a sequencia periodizada de fungoes

m ] -
(aﬂ)mgz em °w(R)' Temos entao, por 5.2.9, que
(3) Flel)(n) = o(27"n) (n e 2)
Tomemos M = (m m,) ¢ Nd e N = (n n,) e 24 e a
-‘,..-’d £ -I’...,d [ Y ,p_
ra cada k ¢ © com |k| = 1 consideremos as sequencias unidimen
sionais (e;‘m(|k.N|)) d obtidas do mesmo modo que a sequen-
MeN
cia (GS)ng' (Observemos que no caso d = 2 temos duas sequen-
’ (m],O) (O,mz)
cias (uﬂ )m]&Z e (6ﬂ )ngz) onde kez = (k]z],...,kdzd)
e [k.z| = kyzy + ... + kyz,, mas sempre lembrando que [k| = 1.
Definimos uma sequencia multipla (oN) 4 Por
i
Ne N
k.M |
(4) ooy = oMk
T kEU T
k=1
onde N = (n n.) Zd
1 N K )
5.4.3. LEMA: Seja f ¢ g;(Rd) e e:) 4 @ sequéncia de fun-
’ Ne N i
coes definida em 5.4.2. Se 8? * f ¢ LP d
i

(R7) e ]gP:(p],,.,,pd)gm,

entao



DEMONSTRACAQ :

pois

para todo L =

Para todo N ¢

A\

N

N5 o'

]

temos que

169.
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5.4.4. PROPOSICAO: Se S = (Sys...,54) <0 el <P = (p,...,pyj<=,
entao, 3° e um operador continuo em LE(Rd).
) . P,.d .
DEMONSTRACAO: Seja f ¢ LN(R ). Assim:
S S N - S, N
[d-fl p = id (EN ﬁﬂ * ) p s ANHJ (ew * ) p
L L L
T i m
, N.S N . N.S
< C(xN 2 ) be, = fHLP C(LN 2 MR
i
donde o0 resultado desejado, pois N.S « O.
5.4.5. PROPOSICAQ: Se S' = (si,...,sé) < S " o= (s?,.. ,sa) e
1 <P = (p],...,pd) < ». Entao
S", .d S', .d
(1) Ho (T9) © Hy (1Y)
DEMONSTRAGAO: Como S'-S" < 0, segue de 5.4.3. que
e, = 032 7l 5 = 09> 00" e L
H PP LP e
p i T p
5.4.6. TEOREMA: Seja S' = (si,...,s&) € Rd. Entao a aplicacgao
S! S, ~d S-S', .d
(1) 37 (T - T (1Y)

e um isomorfismo.

DEMONSTRAGCAO: Considerando S-S' < 0, teremos que
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103 ()1 o 4 = 1T TR) < cladrl < clel
Ho ™2 (T) L L. Hp (T7)
5.4.7. PROPOSICAO: Se o =« NG tal que o < S e
1 « P = (p],..‘,pd) < w, entao D“JS e um operador continuo em
Lf(Rd). Alem disso,
2 s s20)) 2 U 2 O4
2(‘ ( ] d (\
(1) JE - g = (1 - L%) () - )
DX] E)Xd
B d
para todo = (u],...,ud) e N7
d > ~s . /2
DEMONSTRACAO: Seja x(x) = (ix)Y 4 (1+x5) b com
J=1
x = (xy> ,xd) £ Rd. Esta funcao satisfaz as hipoteses do

Teorema 5.2.11 e entao:

d
{a (k) e Mo (T7)
kizd p
Mas
d a -s./2
(k) = o (ik.) Y o(1+kS) I
j=1

nara todo k = (kl""’kd) £ Zd, o que implica que

D%J5F (k) = C 5 (k)F(k)

d

para todo k Zd e para toda f Lf(R ). Assim, o operador

p* g LP ) definido para todo o < S por:
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(D%35)F = C(S({A(K)}  )*F) = C(A*f)
kel

e continuo.

5.4.8. TEOREMA: Se M = (my,....my) e nd e

1 < P = (p],...,pd) < o, entao:
(1) H

DEMONSTRAGAO: Seja f ¢ HA(TY). Assim, existe g e L'(RY) tal

que JMf = g, donde f = J_Mg. Desse modo, para a = (u],...,ud) 3 Nd
tal que ¢ < M ,temos pela Proposigao 5.4.7 que DdJM e um ope-
rador continuo em Li(Rd) e assim
a _unt —M . M B .
I D~ fll P—HD J gl o, < Clhgl p < CiJ7fd p = CH i Mo d
L L L L HP(T )
T i kil i

donde concluimos que

I

wM d < Chfl M _d
p

(1% H (T4)

Reciprocamente, consideremos f ¢ WM d

P(T

). Assim, para todo

d
a e N° com g <M temos que

Agora, dados M = (m],...,md) e N7 e S = (51""’Sd) e N7 exis

te R = (rq,...,ry) 20, R¢ NG ta que M + R = 2S e consideran

do o« < R < 2S teremos novamente pela Proposicao 5.4.7 que

pgRe o LE(Rd). Agora, como
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sequira por 5.4.7(1) que

d 2 s,
b o= (1 - 257 gRey
p K 7 p
L, J_] g X L
n J i
<c 7P,
0 <S L
< C Ifl
uh(T?)

5.5. 0S5 ESPACOS DE BESOV-NIKOLSKII

Os espacgos de Besov-Nikolskii foram introduzidos por
Nikolskii [32] e correspondem aos espagos de Lipschitz com
diferencas parciais e mistas ou modulos de continuidade par-
ciais e mistos. Desenvolveremos agqui esses espacos para o to-

ro d-dimensional sob o ponto de vista de Peetre [ 34]

d

Propriedades dos espacos BS (TY) gque serao definidos a

P,0

sequir sao obtidos quando fazemos uso das proposigoes da secgao

5.4.

5.5.1. DEFINIGAOD: Sejam S = (s],...,sd) .

1 <« P = (p],...,pd) < ». Definimos BE,Q(Td) como o espago de

todas as f ¢ [%(Rd) para as quais

(1) {2 e 29

N'SNGN )
m

* fit o)
LP

T



5.5.2.

do da

(1)

5.5.3.

(1)

norma

J

TEOREMA:

R

Seja R

S
:BP,Q<

e um isomorfismo.

DEMONSTRAGAOQ:

H

i

e pelo lema 5.

Il

T

PROPOSICAD: 0 espaco B>

P

> Q

174,

(Td) e completo quando muni-

.,Y‘d) [ Rd

2 2ieMer

S

BTARIY:

N

i

*

L

J—R

.3 temos que

py2N

13k

B

S
P

'R.N“GN

3

. (S-R)

R

(3°F)1 o

N

T

*Jf

R

R

L sLQ(N

P}H

il

H@H*J il p q H

L(RY)

Entao, 0 operador
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Alem disso

R g oy =2 TR N e Ry
Bp (1) " AR

e novamente pelo lema 5.4.3 temos que:

LaRe N.(S=R),N.R, N

< Cli2 2NR N e
S-R, +d P d
Bp,olT) ! BARFAIE
o2 s woa
’ Lo e
T
< CIfl
S -d
BP,Q<T )

5.6. INTERPOLACAO DOS ESPAGOS DE BESSEL-NIKOLSKII

Neste paragrafo o espaco B2 d

S P,Q
terpolacao da familia (Hpklkgu)_

(T") e obtido atraves da in-

5.6.1. TEOREMA: Sejam S = (si,....54) ¢ RY; i = (075 ny) < 13

- . - _ » I,
1< P = (p],...,pd), Q = (q],.i.,qd) j w e Sj (1 oj)so+bjs
o d i ;
com SO = (s _, ,so) S (s], ,51) Entao
s, .d Sk od
(]> BP Q(T ) = (HP (T )Ik[LJ)"Q
Sk d
DEMONSTRAGAQ: Seja f ¢ (HP (T7)] ke 1) Q e f = fk uma de-
s, U ke U
composicao arbitraria com i HPk(T ), k ¢ 0. Entao:



1M * ¢y o <
g L

m

Agora, para cada k

1M * £l p -
m L

i

N

N

e desse modo

e el o <c s
i

L ke O
m

%
ked

€

2

)

\IeM * f

i

temos:

k

l

L

P

T
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e S] = (s},...,s?). Portanto:

-+
I
e
nNo
w
=
<

[
> 0T BARRITES

<C {2 ©

N

C Ifl

ou seja

l T vkzt““ )

Reciprocamente, consideremos f ¢ Bg Q(T

f =9 BN * £ onde (0 ) q e a sequencia definida em 5.5.2.
- d T m N{ N
Ne N
Mostraremos que esta serie converge para f na norma de

S
‘ k,.d
EoHp (T,

ke td

Realmente, como existe k' ¢ © tal que Sk' < Sk para todo

d) com a decomposicgao

k + O, entao
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donde
N Sk‘ N
% IISTT * £l S < 3 IJd Oﬂ * fl q
NeNd HPk (Td) NLNd LH(R )
N.S, |
<¢c 3 2 K llejj *fl
NENd Lﬂ(R )
N. (S, ,-S)
¢ v g2 KT [{2”'511(:\[‘ (N
NENd Ly (R
e pela desigualdade de Holder temos que
, S, =S).N
lofxgi = clz X PN F I
m
Ny L ey sy (1)
Em virtude da decomposicao de f segue que:
-Me (S -Sy)  M.(S -S;)
I £ < {l2 o Ty 0 T My
S dyy T
(Hp (T )!kEJ)O’Q,J
M.(S-S ) | (S -S;).M.k] S
<li2 ° maxi2 ‘ 1g MoMxel 3 0
kel L R A i)

i

M. (S-S ) (S -S.).M M.S
< cli2 o', 0 T, ]u@j‘:*fu ST



N

ou seja

5.6.2. COROLARIO: Se 1 <P = (p;,.

S, +d, ., ~S, +d
(1) (HP(T )) = HP.(T )
com S = (s s ) Rd
1 > d :
Se alem disso 1 < Q = (q],...,qd) < w, tambem teremos
S d, ., -S d
(2) (BP’Q(T )) = Bpu,Ql(T )
para S = (s s,) v Rd
1o eaSy) e .
DEMONSTRAGAQ DE (1): Tomando
(3) <fog> = n 4 Flk)g(k)
KeZ
d P' ,d

com f ¢ HS(T

Assim

* fl

i

< Cifl

S S

.,pd) < « temos:

), teremos para S >

g(k) = <J°f3d “g-

179.
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Sirdy e o 0

sup{|{<f,g>|;fcHp

- sup(]«°F30 29513070 ¢ LP(TY), £ # 0
Y I I I LI
(L]T)I LTT HP'(T )

0 funcional g pode ser estendido para todo S ¢ Rd em virtude

do Teorema de Hahn-Banach.

DEMONSTRAGCAO DE (2): Pelo Teorema 5.6.1 temos que

S
S dyyve _ k,+d : v
(Bp (T = ((Hpm (T ket )" =
Sy, d -s d
= (HPI (T )tka)G,Ql = BP‘,QI(T )
5.7. OUTRA CARACTERIZAGAO DE Bg Q(Td)

A seguir apresentaremos uma outra caracterizagao de Bg Q(Td)
desta vez atraves do modulo multiplo de continuidade em Ls(Rd).
Desta forma recuperamos o0s espac¢os inicialmente introduzidos
por Nikolskii [32].

5.7.1. DEFINICAO: O modulo multiplo de continuidade em LP(Rd),
m
de ordem M = (m1,...md) £ Nd e definido por
M, .. _ M
(1) wP(t,f) = sup HAffH P



onde t = (t], ,td) € R+ e
(2) Amf(x) = (g)(—])df(x+d.h)
0<JsM
. . d. d

com J = (J],...,Jd) e N73 h = (h1""’hd) ¢ R7; M = (m], >, M

d m d
e ' - v ((H)

=1 Iy
Observamos que

0
wp(t,f) = | fl
LY (r%)

5.7.2. DEFINICAO: Sejam S = (S]""’Sd) > 0 e I<P = (p],...,pd);

Q = (q],...,qd) S w. Diremos que f ¢ Lf(Rd) pertence a
B

-k.S k.M

e g M e) o L Qertkl

para todo k = U e 0 < S = (s;,...,5;) < M = (m s

e amy)

Observemos a introducao da letra M a qual da a caracter?sti
ca da ordem do modulo multiplo de continuidade.
5.7.3. TEOREMA: Sejam S = (Sq,...,54) > 0 e M=(my,...,m )N
e N = (n],...,nd) £ Nd tais que 0 < N « S < N+M. Consideremos
tambem os parametros 1 < P = (p],....pd); Q = (q],...,qd) < .

Entao:

k.S k.M
(1) 1 fl =5 It ()
S d p K0 TiKT

A demonstracao sera feita para dois parametros. Seja

S

f e BP,Q

(Tz) e tomemos
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(2) Fo, (t) = (1 - e 79y (3=1,2)
J
e
th(t) Fﬁ hoh (t]stz) FD} (t]> th (tz)
12 1 2
Assim
m],O O,m2 M
A f=p  *f,a =0, T F e A= *F
h] h hf n
Consideremos agora a sequencia de fungoes (@i) 5 definida
Je N°©
em 5.5.2. Assim:
(ny,0) (n,,0)
o, *o9%0 1T gy =l *( o“]“)*oT;]*D Vo,
1T L (S AN L
ki Kl
(ny,0)
< 5 rdthdh VT
- 1L [ T L
i
(n;,0)
< 1 WF, Fedth T R T
1<) 1 M (T7) T L
e tomando <h,x> = h]x] + ...+ hdxd como o produto escalar em
Rd)a utlima expressao ficara majorada por
-m m (n,,0)
Do Fp <hp,.> N g h<hy, o TR dth g led o T
BNES ] My (TT) i M(TH) i
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Em virtude de (2) e de 5.2.8 esta ultima expressao sera majo-

rada por
. (J+L). (m.0) (ny,0)
s cin 1, 10t fIILP
S ' .
m Jam (n;,0)
<crhgl P2t edwo T e ,
i P
L'ﬂ
(ny,0) Jqm m (n,,0)
loo *g9%p Ve _<c2n ! Ting Tigdxp 1 R
h, P IR 7 P
1 L L
T il
Analogamente obtemos que
(O,n,) Jom m (0,n,)
e | I I A LTS e KR R P
2 Ly L7 (RY)
e
o xod*oler o <c 2t M MredeoNer
L (R™) L. (R™)
T T
e que
IR R < o oo ™ .
”ph1 i o*D fIlLP <comintl,hyl M, fHLP
i T
* * (O,nz) < . m2 *
Iy, *dg 1D FIlp < Comindl, [hy | S Hug (*FI
2 L L
i m
Lo *y. *DNeI < C min{l, |h IT] ATy
P ¥ P AL RPN E 1,1 P

T m
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Mas tambem temos que:

(my,0) (n,,0) (m,,0) J 1 (n,,0)
L S Y’ p=la _]. (& =& 1+w,)*(D ] 0 p
- L 1 ggen T L
1 ﬂ 2 1 i
2
.1] (n],O) 1 (ﬂ] 0)
< 5 lp _. *s '*D Fl +lp_: *y *D fl o
e T L2 T L
e 2 o 2 7
jom,-i,m J (n,,0) -1.m
<c g 2V U ey Ve e min(1,2 Py e
JyeN ' L L L
1 m T
(Jq-iq{)my dyn. =igm
<c opo2 0 VT U ey e min(1a2 L Py *F
Y i LP m L
J'It' M T
(J-T{)m +j,n J J S
=C v 2 Tl ]H_ 5 gﬂz*@ﬂ]*fn P+C min(1,2 1 ])Hf
J]hN J2€N L'”_
(j-7y)my+j4n -i,m
<c v o2 0TI ke e min(z D e,
2 T I_ L
J(;‘N il T
e assim
i,(s,-n,) (m,.0) (n,,0)
2 T S S
1 L
2 T
i, (sy-n;) (Jy=i4)my+j,n
< C2 [ v 2 P ]lle‘]*ﬂl p t
2 n L
Je N I
i,(s,=-n,) -i.m
c2 U Vomin,e Vs,
L



Jy(sqy-n.) =jqn S, J
1413 1
] 1>}*{2 ]

A
(e}
1
-
[a%]
=
—
3
—~
—
-
N

onde aj = 0 se Jp < 0 e a: = [ fl p se

Como m

12 " (2 ;0 £)1
P g 91
Jj-s
S P T (S B
JZEN m LTT j]&:Z 21
<c 2>t e g,
T LTT Je 27 07 (Z27)
< c il
S 12
By o(T2)

TSI
rt L,”,

N

(Z)
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As outras estimadas sao analogas. Assim, fazendo um agrupa
mento das estimadas obtidas teremos aque as tres expressoes

abaixo:

_i
(3) 12 !

sao dominadas por C fl ;
BY (T2
P,Q

Reunindo estas estimadas obtemos

S 2
BP,Q(T )
Para a desigualdade inversa necessitamos do

5.7.4. LEMA: Existe X - A(R) tal aue

(1) X(z) =1
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1

se z e supp 6 = {z]2 < iz] <2} e

(2) supp X,: {z | |z| = 1/3}

onde ¢ e a fungao utilizada no lema 5.4.1.
A demonstracao do lema 5.7.4 encontra-se em [03] Bergh-
Lofstrom. pag. 145.
Utilizando este Tema podemos concluir a demonstracao do
Teorema 5.7.3.
Mostraremos que
k.0 -n,k (m],O) -k (n,.0)

e "*f1 , < cC 2
n
L

Realmente, se y, e S{(R) satisfaz a 5.7.4 (1)-(2) temos que

k,,0 i k. |0
L T L AT TR
i L m L
1 m
B
=IFI(F o ).Ff[HLP
m
-1 -k,
= 1F (s (2 zy) Ff)HLP
m
1oa TR ~k,
_k i
1 A 1.2 ! z] -m] N -k] —k]
= IF [ (o _ (e -1) X1(2 z])Oﬂ(Z z1)
, ]
-Nn n]
(121) (iZ]) Ffl p
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_k]
oo b2 ey e sk ok
= o *F o ((e -1) 2 n, yq(2 z.)
-k] T A1 1
2
(0. (2 "zy))(2 “zy) T *D fll o
LTF
_k1
i.2 tzp o-mo -kqn -k “ky oo
< | (e Ty Vg Vlse Ty tzy Ny
1 1 1 d
Mp (T7)
(n],O)
o k]*D flILP
2 T
-k.n in -m -n
17 ] 1 -~ 1
< C 2 (e '-1) xq(up) o (ugjuy Tl d
Mo (T7)
(my.0) (n,,0)
ha D fll o,
2 1 Lﬂ
-kyn (my,0) -k (n;.0)
<C2]]mP] (2 's5p ! )
pois
S A - 1
(e™-1)"" 25w e (w)u™ e mp (T

e de modo ané]oqo obtemos aque

0,k -k,.n O,m -k (Oyn
g Zxfl ,<c2 22,772
7 L P

e que



~k.n ~-k,n -k

Kok
ueﬂ" 2opl o<z Pl 22 Mg g

L

T

e entao
L L E G LTI I 0
By o(T%) Ly (RE)T e 2,
S j.-nij, (my,0)
1917 ]
< Hw*f"LP + l(2 Wy (2
T
Saja-Na,i (0,m,) -3 (0,n
P2 272 2 (2 2;p 72
s (259N UJD;(Z_J',DNf))“ .
g (N2
S ARSI ST -
kel L, (T )

189.
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CAPITULO 6
TEOREMAS DE JACKSON E BERNSTEIN E SUAS VERSOES DUAIS

Neste ultimo Capitulo vamos particularizar os conceitos e
resultados desenvolvidos nos Capitulos 2, 3 e 4 e utilizar os
resultados do Capitulo 5 para obter versoes "classicas" dos
teoremas de Jackson e Bernstein paralelos aqueles apresentados
no Capitulo 1. Na realidade vamos alem, obtendo tambem versoes
duais. 0s espacos de Besov-Nikolskii Béﬁ(Td) serao caracteri-
zados como espacos de abroximacao para todos os valores de S

d . . .
emIR", via 0os teoremas de Jackson e Bernstein duais. Lembremos

que Fernandez em [22] e [23] nao trata de problemas duais.

P, ,d

6.1. 0 ESPACO DE APROXIMACAO [L (R )]S,Q

Vamos especializar a definigao 3.1.5 (lembrando tambem 0

teorema 3.1.6) no caso que E = Li(Rd) e a escala multipla e a

escala (QN|N € Nd) dos quase polinomios d-dimensionais trigo-

nometricos.

6.1.1. DEFINIGAO: Definimos (L% (RY)]¢ g comn o espago de  to-
das as f € Li(Rd) para as quais

N. S d
(1) M5 g (), e oY)

onde S = (51""’Sd) e R, 1 <Q = <q1""’qd) < w e EN(f)P e
- NP N
a melhor aproximacao de f vor quase polinomios de ordem 2 .

Munimos o espago [Li(Rd)]S q com 2 norma
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N.S
(2) Il V1ol 2NV (F) 1

P,pd
SRR TP e

Agora vamos caracterizar oS espagos [LE(Rd)]S qQ &" termos

dos espagos Bg (Td).

»Q

6.1.2. TEOREMA: Para 0 < S = (s;,...,54) <1 el <Q=

(q],...,qd) < o temos que

P,.d _
(]) [Lﬂ<R )]S,Q - BP,Q

DEMONSTRAGAO: Para simplicidade de notagao vamos nos restrin

gir ao caso d = 2. Sejam f ¢ Bg Q(Td); (OE) a sequencia
> 2
de funcoes testes definida em 5.5.2 e def1n§ﬁ§s
foo, = & a0 T oxf
o’ fn'|<n! m
0
foo,n" = b} Gm’n * f
0 i
inlllénll
nl nll
foo.u = Z 6 > * f
n_sn L i)
0’0 | n [\nO
11 "
|n"|<ny

Se tomarmos as somas parciais das séries de Fourier como estao

indicadas abaixo, obteremos polinomios
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e entao poderemos escrever que

f_p -.OO‘POO. n+p ) wo= % en >N * f
m: 3 =M m ,m (n.i<m, ks
{nlll<mu
e desse modo
£ (F)p stz oMl g g 1" Mg
2 NsM T Ly w2 " L
Ne N T
Assim
b2 SE L (F) 31 <cre2™ Sy eNMMeg gy
Ne N T (N7)
oot p 2 NS NHM) LS NFM e gy
2 m P o
Ne N T (N7)
< ch2® e 50
m L !LQ 2
W (N7)

Reciprocamente, consideremos M > N. Assim

N
0N (K) - e LK) = 0
A
0, (K) « By (k) =0
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1
~—
=
3
—
[¢>]
w
(0]
o
o
=
s3]
-
3
o
[%2]

para todo K > M
WM =D

teremos que

e desse modo

e assim

e x e, < e
it ™

If-Wy,ll
L P 2)

(R MYP R

i i ™

e tomando o infimo sobre todos os possiveis quase polinomios

de ordem menor ou igual a 2M, vem que:

N
e fHLP < CEyl(f)
i

e como M > N temos que

1eN * fI < CE
m L

v

e entao
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2N SugNeer i < ci2VSE (fF) 3
TP NT2TP 0 2
m (N7) (N7)
6.2. 0 TEOREMA DE JACKSON
Como consequencia do teorema 6.2.2 temos o teorema de
Jackson que fornece uma estimada da melhor aproximagao de

f e Bg Q(Td) em fungao de ordem de decrescimento de f. Ver -

soes multidimensionais destes teoremas denominados diretos
foram obtidas tambem por Yudin [52], Kipiani [26], Potapov
[36] e Nikolskii [32].

6.2.1. TEOREMA (DE JACKSON): Se f e B> Q(Td) entio
(1) Ey(f)p = 0 (N72) (N > )
N
DEMONSTRAGAO: Seja f BS Q(Td). Entio, para S < M, existenm
Ne N e 0 <o = (8y,...004) < 1 coml<N<M-1esS =Nig.
S, -d P, d P, d
Como BP,Q(T ) = [LW(R )]S,Q segue que f ¢ [L (R )]S,Q e como
[LT[:(Rd)]S Q e um espaco de aproximacao do tipo Jackson de

classe S, temos pela Proposicao 3.1.7 que

e em virtude da equivalencia entre as normas (1) e (2) do teo

rema 3.1.6 temos que

£)o < C NI fl

(3) E -

P,nd

(R s g
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donde o resultado desejado.

6.3. 0 ESPACO DE INTERPOLACAQ [Li(Rd)

I's,o

d

Em 6.1.2 ja caracterizamos o espaco | Li(R em termos

s g

de um espag¢o de Besov. Agora, para conhecer melhor a estrutu-

ra, obteremos diretamente este mesmo espago atraves da inter-

k.M, +d

polacao da familia (WP (T7)| keo ).

6.3.1. TEOREMA: 0Os espacgos wg(Td) pertencem a classe

H(a;(WE'M(Td)|keD)) com N = o.M, isto e:

(1) Ifl <€t g0 fs (E M) fken))

(2) K(t, (WM Ty keo)) < ¢t uf
p N, -d
W (19
para toda f ¢ wg(Td).

A demonstracao deste teorema e equivalente a demonstracao

de

onde S ¢ N9, em virtude do lema 3.3.2.

Seja f e HY(TY). Assim 9°F ¢ LE(Rd) e novamente utilizando
as sequencias (eN) d definidas em 5.5.2 segue que
S, M p - gNeN
J7(e_ * f) ¢ LT(R ). Desse modo
|

m
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M el

o,
n

-+
i
7]
[l
©

—

N

0 que mostra que H (Td).

Pyw
Demonstremos agora a segunda imersao. Seja f ¢ Bg ](Td). As-

s

sim:

g 2MS M e gy <
d m LP(rY)
M N !
Desse modo
RIS N N P A er R LI
Ho (T4 L (rY) o L7 (rY)
< p 1A,
MeNd LW(R )
< ¢ 2", <
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Portanto, as imersoes em (3) sao verdadeiras e temos que
d k.M
)

p (Td)lkeD)) com

0S €espagos H;(T sao de classe H(a; (W

S = a.M.

6.3.2. TEOREMA: Sejam 1 < N = (n],...,nd) < M-1 = (m]-1,...,
m,~1) e 0 < © < 1. Entao:

N+k k.M, d

(1) IWPRY) g gm0l (T fkem) g o=(s M(T9) kem)

e

DEMONSTRACAO: Pelo teorema 6.1.2 temos que

entretanto pelo teorema 3.4.6 temos que

N+6 , -d k.M, —d
BP,Q(T ) = (HP (T )‘kEE)N+@,Q
M k4
Mas, para cada M ¢ Nd temos que H;‘M(Td) = NE'M(Td) e assim
P, od _ k.M, d .
L (R )]N+@,Q = O (T ke )y Q
M 3

6.4. 0 TEOREMA DE BERNSTEIN

0 espago BS (Td

P,Q

generaliza o teorema unidimensional de Bernstein. Para isso

) com Q = « propicia-nos um teorema que

utilizaremos a relacao 6.3.2 (1).

6.4.1. TEOREMA: Seja 1 < P = (pys...,py) S e S < M. Se

f e Li(Rd) e tal que



(1) Ey(f)p = O(N™>) (N > =)
entao
(2) wl Mitsf) = o(ekeS)

para todo k ¢ UO.

DEMONSTRACAO: Consideremos S < M e 0 < g < 1. Assim, existe
N ¢ NG tad qgue T < N<M-1e S =N+ g de modo analogo ao

que ocorreu em 6.3.2.

Se f ¢ L:(Rd) & tal que Ey(f), = 0 (N7°) entdo
f e [L:(Rd)]S - pelo Teorema 6.1.2 com S = N + g, temos que
fe 83y (19
o que e equivalente a
wp M, F) = 0(t3) (ke o)

em virtude da definigao 5.7.2.

6.4.2. TEOREMA (de reducdo): Seja f ¢ By o"(TY) o
0cN+o<M 1<Q<weMenN . Se0<N<MeO<s<]

entao temos que

(1) £ e up(tY)
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(2) o e By o (T9)

. N+ ,M,.d . - .
DEMONSTRACAC: Como BP Q (T7) pode ser obtido atraves da in-_
terpolacao da familia (H;'M(Td)\kem), conforme o teorema
6.3.2 e como HE'M(Td) = WE'M(Td) em virtude de 5.4.8 bas-
ta demonstrarmos que

oN wg+k(Td) * wé(Td)
e um operador continuo para todo k ¢ O, 0o que e claro em

virtude da definicao de wg(rd).

6.4.3. TEOREMA: Seja f ¢ B

d

S,
P,
S =N+06<McomMeg N e 0<op < 1, entao:

Q(T } e S = (s],...,sd) > 1. Se

N -
(1) Eg(Df)p = O(N9) (N > o)
e S,M, . d _
DEMONSTRACAO: Seja f ¢ BP Q(T ). Pelo teorema de reducao com
S = N +e <M temos que e WN(TY) e DMf c Bg’é(Td). Como

d

6,1 _ . , P . d
BP,Q(T ) = [LW(R )]G,Q em virtude de 6.1.2 e como |Lﬂ(R

)‘e,Q

e um espago de aproximagao de ordem ¢ segue pela desigualdade

de Jackson 3.1.7 (1) que

N

EL(DVFY < ¢ N Oqfl

N

ou seja
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6.4.4. TEOREMA: Seja f e Lz(Rd) €S = (Sys....54) > 1. Se

(1) Ey(f)p = O(N) (N + =)

e S = N+p com 0 < ¢ = (e],...,ed) < 1, entao

(2) Feup(tY

e

(3) e o ngm(Td)

DEMONSTRACAO: Se f ¢ LE(Rd) e Ey(f)p = O(N™°) entdo, com
d

S = N+9 temos que f ¢ B§+2(T ) e novamente pelo teorema de

reducao

feulrdy e N (1%)

N

Py

d

6.4.5. OBSERVACAO: O espaco Bg w(T ) coincide com o espago
d

Lip(S,P) definido em 1.1. Tomando S = R + o com R ¢ N e
R+a d)

0 <o < 1 no Teorema 6.2.1 teremos que se f ¢ BP (T entao

(1) Ey(f)p = O(N

e este resultado coincide com aquele apresentado em 1.2.7 num
caso particular. Recuperamos portanto o teorema de Jackson.
Tomando agora S = R + a com R ¢ Nd, 0 <a<1efe LE(Rd)

tal que
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_R_
Ey(f)p = O(N ey N > w
obteremos, em virtude do teorema 6.4.4, que

R,+d
f € WP(T )

R o

D'f ¢ Bp,m d

(T7)
e este resultado generaliza aquele obtido em 1.3.10 (teorema
de Bernstein).

Observamos entao que o material desenvolvido ate aqui no

60 Capitulo recupera os teoremas de Jackson e Bernstein da

teoria de aproximagao utilizando a teoria de interpolacao.
6.5. DUALIDADE

Nas secoes anteriores caracterizamos os espacos de Besov-

Nikolskii Bg Q(Td) tanto como espagos de aproximagao

P, .d ’ : - kM od
[LW(R )]S,Q como espagos de interpolacao (W (T )IkED)S,Q'
A partir dessas caracterizacoes obtivemos teoremas de

Jackson e Bernstein. Caracterizaremos agora o dual topologico

S d
Bp o

Tinomios. Utilizando as caracterizacoes acima mencionadas e o

de (T7) em fungao da melhor aproximagao dual por quase-po

teorema de dualidade para espagos de interpolacao estabelece-

remos teoremas duais de Jackson e Bernstein.

6.5.1. Consideremos 0S espacos
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k,-d
Y = Hy " (T7) (k € 0)
e
_ P, ,d
X = Lﬂ(R )
e seus respectivos duais
~-S
' k,-d
Yk - HPI (T )
e
v P pd
X' = L1T (R7)

Representando por K(M;f) o K-funcional em relacao a fami-
1ia (Yk]ng), representaremos K'(M,f') o K-funcional em relagao
a familia dual (Y |keo).

Desta forma, o teorema 4.4.8 pode ser interpretado, neste

caso particular, como segue:

6.5.2. TEOREMA: Para 0 < 0 < g, 1 < Q < »: 0 dual topologico

S
P,Q

tisfaz a uma das condigoes equivalentes:

de B (Td) e o espaco das distribuigoes f' ¢ g%(Rd) que sa-

(1) v KSiey poe ol K@Ul R (ke o)
(Q n;LP(rYYy)

™
-S
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6.5.3. OBSERVACAO: As afirmacoes deste teorema tambem podem

ser escritas do seguinte modo:

] -S 1 Q' d
(1) INSTE . } e 2N
(QN;LE (R%)) nend

-5 .
(2') NIRRT (Hp (T keo) )y e 28 (v

Mas, em virtude da definicao da melhor aproximacao dual e

de 4.4.3 (2) temos que

Ey(F')p = 1€ o

(st (RY))

e desse modo a estimada (1') pode ser reescrita na forma

SEL(F s e T
d
NeN
e esta ultima forma nos da a caracterizacao do dual (Bg Q

em termos da melhor aproximacao dual por quase-polinomios

entao escreveremos que

' S dyy
f'oe (Bp o(T%)
se, e somente se,
f' e ai(Rd)

(T

d

)’

e
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=S

INER(F)pi} 4 2 9" (n

Portanto esta caracterizacao coincide com aquela obtida em

S d
p,otT

tuimos S,P e Q respectivamente por -S, P' e Q', i.e., a melhor

5.5.4 para B ) atraves do Teorema 6.1.2 quando substi
aproximacao de f por quase-polinomios EN(f)P, pela melhor
aproximacao dual de P' pelos quase-polinomios EN(f')P"

Os teoremas de caracterizagao e de dualidade fornecem ain-
da como consequencia as desigualdades duais de Jackson e
Bernstein.

Lembrando, em virtude de 6.3.1 e 5.4.5 que 0S espagos
Hg'N(Td) sao espacos de aproximacao de ordem ¢ 2 0 no espago
Li(Rd), obtemos como caso particular do teorema 4.4.4 o se-

guinte:

6.5.4. TEOREMA: Vale a desigualdade de Jackson

se, e somente se, vale a desigualdade dual de Bernstein

: -6 '
(B!) gt < C N Zlgyl 5.
6 N HPG'M(Td) NT P (R

d

. )
s g P, pd .

qualquer que seja ay € (QN,Lﬂ(R )) e vale a desigualdade de

Bernstein

0
() Magl oy 4 < C N gyl
Ho M)
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se, e somente se, vale a desigualdade dual de Jackson

0
(dg) et b d < C NVIF'I oM
R ))l (QN’HP.

(Qy»L( (1))
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