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I N T R O D U Ç Ã O 

Os teoremas clássicos de aproximação direta e inversa 

de Jackson e Bernstein inspiraram J. Peetre ( [ 33] ) a elabo-

rar uma teoria abstrata de aproximação que utiliza resultados 

da teoria dos espaços de interpolaçao e que permite obter no 

vos teoremas de aproximaç·ão direta e inversa em espaços de 

funç6es definidas no nn 

As id~ias de J. Peetre foran exaustivamente desenvol-

vidas por P.L.Butzer e seus colaborauorcs numa série de traba 

lhos ( [09] ,[lO], [111, [12], [13], [14], etc) 

Por outro lado, versões multidimensionais dos teorc -

mas clássicos de Jackson e Bernstein têm sido estudadas por 

diversos autores como Brudnyi [ 05] f r 06] I Johnen[ 25] f Kipiani 

[ 26], Nikolskii[ 31~ ,Potapov [ 36], Yudin [52] , entre outros. 
,./ 

Inspirado na vcrsao dada por Nikolskii para funçoes 

definidas no Rn e seguindo as idéias de Peetre [ 33] D.L.Fer 

nandez ( [ 23] desenvolveu uma teoria multiparamétrica de 

aproximação relacionada com a teoria de interpolaçao de 2n es 

paços de Banach ( [ 20] I r 21] I [ 22] ) e que permite a obten-

ção e recuperação de teoremas de aproximaçao direta e inversa 

de funçÕes definidas no Rn, por funções inteiras de tipo exp~ 

nencial . 

Como o trabalho de Fernandez [ 23] ê paralelo ao de 

Peetre [ 33] , coloca-se o probl(~ma de desenvolvr·r UP1 nroqram<:J 

paralelo àquele levado a efeito por P:L.Butzer e seus colabo-

radares . 

O objetivo deste trabalho é então (i) realizar un es-

tudo de teoremas de aprcximaç5o dir~ta c inversa dos tipos de 
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Jackson e Bernstein para funções periÓdicas de varias variá -

veis, com essa motivação, (ii) desenvolver uma teoria abstra-

ta de aproximaçao multiparamétrica bem como sua versão dual 

(o que não é feito em Fernandez [ 23] utilizando métodos dis 

eretos de interpolação de vários espaços de Banach e, (iii) a-

plicá-la na obtenção de novos teoremas de aproximação dos ti-

pos de Jackson e Bernstein para funç6es peri6dicas de várias 

variáveis . 

Vamos agora descrever sucintamente o conteúdo deste 

trabalho . 

O capitulo 1 é dedicado a anresPntar u~a versao dos 

teoremas de Jackson e Rernstein para funç6es peri6dicas de 

duas variáveis. Como aproximantcs são utiliza~os os quase-p~ 

linômios, isto é, funç6es w de Cn(R2 ) que podem ser decommn 

postas na forma 

w (x,y) = p (x,y) + q (x,y) + r (x,y) mn m n mn 

onde P e a sao funç6es 2"-peri6dicas nolinoniilis nas va-- m ~n 

riáveis x c3 y, de or~c~ ~ c n resnectivamente e r e um noli 
~ mn -

nômio de ordem m na primeira variável e de ordem n na sequnda 

variável . A regularidade das funç6es será dada em termos 

dos espaços de funções com derivadas mistas dominantes e os 

espaços de Lipschitz-Nikolskii, isto é, espaços de Lipschitz 

de funções de duas variáveis que envolvem diferenças mistas . 

Resultados correla~os foram obtidos por Potapov [ 36) , Brudnyi 

[ 5) , Nikolskii [ 32] e Yudin [52] , entre outros . Em partic~ 

lar, o trabalho de Potapov [35)tem uma interseção de aproxim~ 

damente um terço com este capitulo . 
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No segundo capítulo desenvolvemos a teoria de interp~ 

laç~o para escalas d-param~tricas de 2d espaços de Banach,ut! 

lizando variáveis discretas . A hipótese de que as famílias 

de interpolaç~o formam uma escala(i.e.,se Ek, e Ek" pertencem 

à família e k'-::; k" , ent~o Ek .. c Ek') será assumida implici

tamente em todo o trabalho . O desenvolvimento deste capítu-

lo segue a linha de Butzer-Scherer [ 14] sempre apoiado nos 

trabalhos de Fernandez [ 19]e [ 21] S~o introduzidas inicial 

mente as normas funcionais J e K que possibilitam a geraç~o 

dos espaços de interpolaç~o associados a elas . Caracteriza -

mos completamente esses espaços de interpolação que inicial -

- f - N.e mente sao definidos a partir de c~rtas unçoes-pesos a ge-

neralizando de certo modo um capitulo de Fernandez [ 19]e al~m 

disso mostramos que tais espaços podem ser definidos para 

qualquer valor real fixo de a maior que l . Em outra oportu-

nidade mostramos que tais funções podem ser substituidas pe

los pesos N8 eliminando de vez o problema da constante . 

Na sequência identificamos os espaços de tipo J com 

os espaços do tipo K com equivalência das normas. Ao final 

estudamos a dualidade para os espaços de interpolaç~o,que te-

ra um papel fundamental no desenvolvimento dos capítulos Se 6. 

O capitulo 3 contem uma teoria de aproxirnaç~o multip~ 

rarnétrica desenvolvida na linha de Butzer-Scherer [ 14] . In i-

cialmente construimos duas classes de espaços de aproximação, 

que poderiam ser chamados espaços de Jackson e espaços de 

Bernstein, respectivamente . Baseadas em versões abstratas 

de desigualdades dos tipos de Jackson e Bernstein apresenta -

das no capítulo 1 , introduzimos duas classes K e J,mais ge-

rais,de espaços que contém os espaços de Jackson e Bernstein, 
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respectivamente. A partir disso podemos estudar a reiteração 

do peocesso de construção dos espaços de aproximação a fazer 

a conexão com os espaços de interpolação . 

~o capitulo 4 estuda~os a dualidade dos espaços de a-

proxirnação. A dualidade dos espaços de interpolação desempe-

nha aqui um papel fundamental . Por outro lado, um fato tip! 

co que podemos observar no capitulo é que conceitos sao troca 

dos e propriedades invertidas quando passadas as versões duais 

por exemplo, uma desigualdade do tipo Jackson se converte em 

uma desigualdade dual do tipo Bernstein e uma desigualdade do 

tipo Bernstein se converte numa desigualdade dual do tipo de 

Jackson . 

No capitulo 5 estudamos os cspil\-OS d<' ~~o};olev-:JH·:oL>-

kii, os espaços de Bessel-1-Jikolskii E'~ os espaços clr:-'! :'.(~sov-- 1 <i-

' l , ' ' .KO_SY.ll. forma sis-

temática os pré-requisitos n2ra o estudo desses espaços, os 

quais sao encontrados dispersos na literatura . Aqui inclui-

mos a construçao do espaço das distribuiçoes periódicas sobre 

d p d 
o R e os multiplicadores de Fourier em L,.(R) A sequir e~ 

tudamos os espaços de Sobolev-Nikolskii e de Bcssel-Nikolskii 

seguindo o trabalho de Lizorkin-Nikolskii [ 2 1 • A teoria dos 

espaços de Besov-Nikolskii aparece aqui pela primeira vez . 

Para a elaboraçao desta teoria seguimos Fernandez [ 24] que e~ 

tudou o caso nao periodico e Triebel [46] que estudou o caso 

periodico isotropico, isto e, o caso dos espaços de Sesov n8-

riõdicos. Finalmente caracterizamos os espaços de Besov-!:i -

kolskii periódicos como espaços ~c intcrnolaçao entre es~aços 

de Bessel-Nikolskii periodicos e também corno espaços de fun-

çoes que satisfazem certas condiçoes sobre diferenças multiplas 
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. 
recuperando desta forma os espaços introduzidr.s original~ente 

por Nikolskii [ 32] 

No ültimo capitulo particularizamos os conceitos e re 

sultados desenvolvidos nos capitulas 2 , 3 e 4 e utilizamos 

os resultados do capitulo 5 para a obtençao de novas versoes 

clássicas dos teoremas de Jackson e Bernstein, utilizando os 

resultados de dualidade apresentados nos capitulas anteriores 

obtemos tambem versoes duais desses teoremas da teoria de a-

proximação . 

Encerrando o trabalho obtemos a caracterizaçao dos 

duais topologicos dos espaços de Besov-Nikolskii em funçao da 

melhor aproximaçao dual por quase-polinômios, para todos os 

valores do multiparametro de regularidade. Desta forma vamos 

alem de Fernandez [ 24] , onde a caracterizaçao do dual e obti 

da apenas para os valores positivos desses parametros. 
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CAP1TULO l 

OS TEOREMAS DE JACKSON E BERNSTEIN DA TEORIA DE APROXIMAÇAO 

Este cap1tulo estã devotado a apresentar versoes 11 Clãssi-

cas" bi-dimensionais de teoremas diretos do tipo de Jackson, 

ou simplesmente Jackson, e inversos do tipo de Bernstein, ou 

simplesmente Bernstein. Estes teoremas serão estabelecidos 

tomando-se como aproximantes os quase-polinômios trigonometrl 

cos (Ver a definição 1.1.4 abaixo). 

Definindo a melhor aproximação de grau N s N2 de uma fun-

ção f s CTI(R 2 ) por quase-polinômios trigonométricos WN de 

grau N s N2 por EN(f) = inf "f-WN" 2 , o teorema de 
C (R ) 

Weierstrass estabelece que EN(f) te~de a zero quando N ~ w 

para cada f c C (R 2 ). Este teorema não nos informa acerca da TI 

rapidez como EN(f) se aproxima de zero, mesmo quando sabemos 

alguma propriedade de suavidade de f. Por outro lado, teore-

mas de Jackson estabelecem que quanto maior a suavidade de f 

mais rapidamente EN(f) tenderã a zero. Reciprocamente, os teo 

remas de Bernstein asseguram a suavidade de f a partir do 

comportamento de EN(f). 

As propriedades de suavidade de f são usualmente dadas em 

função dos mÕdulos mistos de continuidade, classes de 

Lipschitz-Nikolskii e propriedades de diferenciabilidade. Mais 

precisamente, um teorema de Jackson assegura que se DRf per-

tence a Lip(a) com O < a = (a 1 ,a 2 ) < l então EN(f) deve con-

vergir a zero com a rapidez, de no m1nimo, da ordem de 
-R-a -r,-al -r2-a2 

N = n 1 n2 . Observemos que o resultado e falso se 

tomarmos como aproximantes os polinômios trigonométricos em 
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duas variaveis. Ver Timan [ 45 , pag. 

Reciprocamente, se a sequ~ncia {NR+aE (f)} for limita 
N NEN 2 

d - R ) ) a, entao D f E Lip(a com O < a = (a 1 ,a2 < 1. 

r importante estudar os casos quando os teoremas diretos 

e inversos são rec1procos um do outro e neste caso havera um 

teorema de equivalência. 

A seção 1.1. apresenta os espaços basicos para o estabel~ 

cimento dos teoremas do tipo Jackson e do tipo Bernstein. Nes 

ta seção apresentamos tambem os quase-polinômios trigonometr~ 

cos, a melhor aproximação de f E X por quase-polinômios jun-
1T 

tamente com as suas propriedades basicas, o môdulo m~ltiplo 

de continuidade assim como a definição do espaço de 

Lipschitz-Nikolskii. A seção 1.2. trata do grupo de teoremas 

de J a c k s o n . A s e ç ã o 1 • 3 . e s ta r e s e r v a da a o s te o rem a s de 

Bernstein. A seção 1.4. trata da conexão existente entre os 

teoremas de Jackson e Bernstein. 

Quando consideramos a situação unidimensional nossos quase 

polinômios se reduzem aos polinômios. Portanto, a teoria aqui 

desenvolvida e uma genuina generalização da situação unidimen 

sional. 

Resultados correlatos aos nossos foram obtidos por Potapov 

[36], Brudnyi [ 5], Nikolskii [32] e Yudin [52], entre outros. 

Em particular, o trabalho de Potapov [35] tem uma interse

ção de aproximadamente um terço com o presente cap1tulo. 

l. l. ESPAÇOS 87\SICOS 

l.l.l. DEFINIÇAO: Seja d um inteiro positivo. Definimos o con 

junto 



( l ) o = l •...• d} 

Observemos que no caso d = l temos o = {O ,l} e no caso 

d = 2 temos 

( 2 ) [] = {(O,O),(l,O),(O,l),(l,l)} 

1.1.2. DEFINIÇAO: Sejam N 

2 de N . Escreveremos 

l . l. 3. os ESPAÇOS C (R 2 ) 
TI 

e Lp(R 2 ). Denotaremos 
Ti 

por C (R 2 ) 
TI 

3 . 

o 

espaço de todas as funções cont1nuas definidas no R 2 • 2Tr- p e-

riÕdicas em cada variãvel, munida da norma 

( 1 ) llfllc =sup{jf(x 1 ,x 2 )j; O < X. < 2·rr 
J 

IT 

j = 1. 2} 

Denotaremos por L_~(R 2 ), l < P = (p
1

,p 2 ) <co, o espaço de todas 

as (classes de) funções mensurãveis definidas sobre R2 , 2n-p~ 

riÕdicas em cada variãvel, tais que 

( 2 ) 

o 

No 

< p 

11 fll p 
LTI 

espaço Lp 
TI 

que segue 

= (pl,p2) 

-e completo em relação a 

X 
Tf 

representa rã sempre 

< oo. 

11.11 p (ver l ) . norma 
L; 

c ( R 2 ) ou Lp(R 2 ) para 
TI TI 

1.1.4. DEFINIÇAO: Urn quase-pol inõmio trigonométrico bidimen-
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sional de ordem N (nl ,n2) N2 - função WN X = c e uma E que PQ TI 

de ser decomposta na forma: 

( l ) WN(x1 ,x2) 
i j 1 X l ij2x2 

= L: 'P . ( x
2

) e + L: 1~. (x 1 )e 
I j 1 I <n 1 J 1 I j 2 i <n2 J2 

+ L: L: c .. 
I j 1 I <n 1 I j 2 I <n 2 J 1 J 2 

o n d e '.f: . E X ( R ) e \jJ . E X ( R ) s ã o f u n ç õ e s 2 1r - p e r i õ d i c a s n a s 
J 1 1r J 2 1r 

variãveis x2 e x1 respectivamente e C .. são constantes. 
J 1 J 2 

1.1.5. EXEMPLO: Seja ft: X~lf(R 2 ) e façamos: 

+ 



e um quase polinômio de ordem N 2 = ( n 
1 

, n 
2 

) E. N • 

5. 

l .1.6. O espaço de todos os quase-polinômios trigonométricos 

2 bidimensionais de ordem N = (n
1 

,n
2

) s N serã denotado por 

QN e teremos então algumas propriedades: 

( l ) o0 = {O} 

( 2 ) (N~N') 

( 3) QN e um subespaço fechado de L~(R 2 ). 

Esta ultima propriedade aparece demonstrada em Brudnyi [ 5 ]. 

1.1.7. DEFINIÇAO: Definimos a melhor aproximação de f fc: X 

por elementos de QN, como: 

( 1 ) 

2 onde N t: N . 

i n f { 11 f - W il X ; w c Q N } 
TT 

TT 

As seguintes propriedades da melhor aproximaçao de f c X 

por quase-polinômios decorrem imediatamente da definição. 

1.1.8. PROPOSIÇAO: Se f e:: X • então: 
TT 

( l ) 
1! 

11 

( 2 ) (N ~ N') 
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( 3 ) 

Alem disso, pelo teorema de Weierstrass obtemos que 

( 4 ) o 

Quanto ao exame da existência do quase-polinômio de melhor 

aproximação temos o teorema abaixo que aparece demonstrado em 

Brudnyi [ 5 l. 

1.1.9. TEOREMA: Se f E X = Lp(R 2 ), 1 < P < oo, existe um qua-
n 7T 

- . * se-polinom1o wN em QN tal que 

( 1 ) 

isto e, para cada f E Lp(R 2 ) existe o quase-polinômio de me
Tf 

lhor aproximação de f. 

1.1.10. DEFINIÇAO: Definimos a diferença múltipla de ordem 

R= (r 1 ,r 2 ) c N2 para uma função f c Xn como 

( 1 ) 

onde x 

1.1.11. DEFINIÇAO: Definimos o mõdulo múltiplo de continuida

de de ordem R= (r 1 ,r2 ) E N2 de uma função f E \r(R 2
), como: 

( 1 ) wR(f;t) = sup{IILI ~fllx 
Tf 

[h.,~t., j 
J J 

1 , 2} 
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onde t = (t 1 ,t
2

):;;;. O e h = (h 1 ,t 2 ) E R2 . 

Algumas propriedades do m6dulo de continuidade são aprese~ 

tadas na 

1.1.12. PROPOSIÇJ'\0: Para f E X (R 2 ); wR(f;t) e uma função de
TI 

c r e s c e n t e p a r a c a d a t j ; j = l , 2 • Ma i s a i n d a , p a r a t = ( t 1 , t 2 
) :;;.o 

fixado e f,g E X (R 2): 
IT 

( l ) R R R w (f+g;t) ~ w (f;t) + w (g;t) 

e se O ~ J 

( 2 ) 
R J R-J w (f;t) ~ 2 w (f,t) 

1.1.13. NOTAÇAO: Denotaremos por X(R) o espaço de todas 
TI 

f E XTI para as quais Daf E \
1 

para todo O~ a = (CL 1 .a 2 ) ~ 

as 

R (r 1 ,r 2 ), sendo que estas derivadas são entendidas no sen-

tido generalizado. 

1.1.14. DEFINIÇAO: Seja O< u. = (a 1 .a 2 ) <R 

Diremos que uma função f em C (R 2 ) pertence 
'fT 

Lipschitz-Nikolskii, Lip(u 1 .CJ. 2 ), se 

( l ) 

para todo k t: 0 sendo a 

2 
= (r 1 ,r 2 ) E N+. 

ao espaço de 
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l. 2. O TEOREMA DE JACKSON 

Para a demonstração do teorema direto de aproximação do 

tipo Jackson que estamos interessados precisaremos de dois 

lemas. O primeiro deles ~ cl~ssico e o segundo ~ uma versão 

bidimensional do primeiro (ver Potapov [37] ). 

1.2.1. LEMA: Seja 

( l ) 

-com n E 

f 
2on 

N, r E N, s c N, r = [ n/s) +l e br e uma constante tal 

que Kn(t)dt = l. Então: 

( 2 ) Kn(t) e um polinômio trigonométrico de ordem n; 

( 3 ) 
r2n 
I I ti r K (t)dt < C(l+n)-r j 

0 
, n 

se O< r< 2(s-l). 

(4) Se f E XTI então, Kn *f~ um polinômio trigonométrico 

de ordem n(nE N). 

1.2.2. LEMA: Sejam 

( l ) K ( t.) n . J 
J 

sen(r.t./2) 2 sj 
= b ' J J ) 

r . ( s e n ( t . I 2} 
J J 

·-
onde n . ' 

J 
r., s. c N, r.= [n./s.] 

J2 J J J J 

f TI K (t.)dt. = l para J = 
O nj J J 

+ l e as constantes b r. 
J 

sao 

tais que 1,2. Então: 
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( 2 ) ( 
2n r . 

I t.J J K (t.)dt. ~ 
JO J nj J J 

-r. 
C(l+n.) J 

J 

se O~ rj ~ 2(sj-l) e j = 1,2. 

-r -r 
C(l+n 1 ) 1 (1+n 2 ) 2 

Se f t:~ X • então 
'i f 

( 4 ) 

e um quase polin6mio bidimensiona1 trigonom~trico de 

2 N = (n 1 ,n
2

) c N. 

ordem 

A demonstração do Lema 1.2.2 segue do Lema 1.2.1 e estã 

apresentada em Potapov [35]. 

1.2.3. PROPOSIÇAO: Se f c X • então existe uma constante 
rr 

C = C(R) > O tal que 

( 1 ) 

onde R 

DEMONSTRAÇAO: Definamos as funçôes 

r2rr 

= J o 
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Essas funções sao 2n-periÕdicas nas variãveis x1 e x2 , sendo 

que t são polinÕmios trigonom~tricos de ordens nJ .. Nas res n. 
J 

pectivas variãveis x. e t ~um polinÕmio trigonom~trico 
J nln2 

de ordem n1 na variãve1 x1 e de ordem n2 na variãve1 x2 . To-

mando 

seguirã que WN(f) ~um quase-po1inõmio trigonom~trico de or

dem N s N2 e que 

EN(f) < ~f-WN(f)~X 
1f 

211 r21r R 
11 f O J O K n 1 ( t 1 ) K n 2 ( t 2 ) 6 t f ( . , . ) d t 1 d t 2 11 X 1r 

e pelas propriedades do mõdulo multiplo de continuidade, obte 

remos 

R EN(f) < w (f;l/(l+n 1 );1/(1+n 2 )) . G(R) 

onde 



1 1 . 

e esta ultima expressão ê dominada por uma constante que so 

depende de R E N2 , em virtude do Lema 1.2.2. Assim obtemos a 

desigualdade (1 ), como queriamos. 

1.2.4. PROPOSIÇ.l'\0: Se f f_: X~R), então 

( 1 ) wR(f;t 1 ,t 2 ) ~ tR IIDRfiiX(R) 

IT 

DEMONSTRAÇ.l'\0: Se f E X(R), então DRf ê limitada nas vizinhan
'fr 

ças de (x 1 ,x 2 ) c T2 
= [ 0,2·n] x [ 0,2,r] e temos: 

l l l 2 2 onde du = du 1 . du 2 du . du 1 du ; para todo 
rl r2 

h = (h
1 

,h 2 ) E R2 com hj suficientemente pequenos para j = l ,2. 

Tomando a norma 11 .llx~R) em ambos os lados da identidade aci 

ma obtemos (1). 

l .2.5. PROPOSIÇ.l'\0: Se f E x!R), então existe uma constante p~ 

sitiva C = C(R) tal que: 

( l ) 

A demonstração segue de 1.2.3 e 1.2.4. 

1.2.6. PROPOSIÇAO: Se f E X(R) 
TI ' 

então existe uma constante p~ 

sitiva C = C(R) tal que 
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-r -r 
(l) EN(f) ~ C(l+n

1
) l (l+n

2
) 2 EN(DRf) 

DEMONSTRAÇAO: Seja f c X(R). Assim, por 1.1.8 (3) temos que 
TI 

para todo quase-polinômio wN c QN. Como para todo quase-pol~ 

nômio qN c QN existe wN c QN tal que 

(sendo esta derivada entendida no sentido generalizado) segu~ 

ra que 

-r -r R 
~ C(l+n 1 ) 

1
(l+n 2 ) 

2 
110 (f-wN)IIx(R) 

TI 

-r -r R 
= C(l+n 1 ) 

1
(l+n 2 ) 

2 
IID f-qNIIx(R) 

TI 

e tom a n d o o 1 n f i mo s o b r e to d o s o s q N c Q N , o b tem o s a d e s i g u a l. 

dade (1). 

1.2.7. TEOREMA (DE JACKSON): Seja f c X , 
TI 

tal que 

DRf c Lip (a
1

,a
2

) com O< a= (a
1

,a
2

) < 1 e R= (r 1 ,r
2

) c N
2

. 

Então: 
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( l ) (N -+ oo) 

A demonstração seguirã de 1.2.6 e de 1.2.3, pois: 

-r -r 
EN(f) < C(l+n 1 ) l (l+n

2
) 2 EN(DRf) 

-r -r 
< C(l+n

1
) 1 (l+n

2
) 2 w(l • 1 )(DRf;l/(l+n

1 
);l/(l+n

2
)) 

l. 3. O TEOREMA DE B ERNSTE IN 

Para a demonstração do teorema inverso do tipo Bernstein 

precisaremos de alguns preliminares. 

1.3.1. A FORMULA DE INTERPOLAÇí"\0 DE M. RIESZ 

Consideremos Tm(x,y) E X uma função 2n-peri6dica em cada 

variãvel, a qual ~um polin6mio trigonom~trico de ordem m na 

variãvel x. Desse modo 

( l ) 
l m 
~ a

0
(y) + I(ak(y) cos(ky) + (bk(y) sen(ky)) 

k=l 

onde ak(y) e bk(y) dependem sobre y E T. 

C ·d (Zk-l )n k = l 2 3 2 E ons1 eremos agora xk = m , , , , ... , m. sses 

pontos anulam a função cos (mx) e então podemos escrever que: 

( 2 ) 
2m 

cos (mx) = A ?~ 

k=l 
sen 

x-x 
(-k) 

2 
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Definamos agora 

( 3 ) 

sen(~(x-(7r+xn)) 
-= (-l )n+l cos(111x) c. 

2111 sen- (x-x ) 2 n 

Podemos mostrar, utilizando a regra de L'Hospital, que: 

se n = k 

o se n * k 

onde k = 1,2,3, ... ,2m. 

Utilizando esta função, definiremos 

( 4 ) * T (x,y) m 

2111 
cos(mx) ,.., (-l)k (l( )) T ( ) 

= 2m k~l cotg 2 x-xk m xk,y 

que tamb~m pode ser escrito na forma: 

* -Em virtude das propriedades de qn' temos que Tm e tamb~m um 

polinômio trigonométrico de ordem m na variãvel x e alem dis-

so: 
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para todo k = l ,2,3, ... ,2m. 

Em virtude da anâlise feita, temos que 

'* Tm(x,y) = C cos(mx) + Tm(x,y) 

Mostraremos que C = am(y). Realmente, o coeficiente de Fourier 

em cos(mx) da expressao l cos (mx).cotg (2(x-xk)) e nulo pois: 

n fT (cos(mx) cotg(}(x-xk)) ) cos (mx) dx 

= ~ JT sen
2 

mu cotg(u/2) du =O 

e o integrando e 1mpar. 

* Assim, nem qn(x) nem Tm(x,y) têm coeficientes de Fourier 

em cos(mx), donde 

Então 

( 5) cosmx 
= am(y)cosmx + 2m 
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e derivando parcialmente a expressão acima em relação ã variã 

vel x, obtemos para x = O que: 

~ 2m 
u T (O ) = l ;:: (-1 )k+l 
"x m 'Y 4m 
o k=l 

e como esta ultima expressao e verdadeira para qualquer poli

nomial de ordem m na variãvel x. em particular e também verda 

deira para Tm(x+u,y) onde u é Uma variâvel e X 
-e fixo arbitra 

riamente. Portanto, temos a formula de interpolação de M. 

Riesz: 

( 6 ) 

para todo x s T. 

in, 2~ (-l)k+l 
k = l 

Como Tm(x,y) e uma função 2n-periÕdica infinitamente dife

renciãvel na variãvel x, temos que Tm pode ser escrita através 

de sua série de Fourier que converge uniformemente para Tm' 

isto e 

onde 

ck(y) =-- r Tm(x,y) e-ikx dx 
2n J T 

(k L Z) . 

Como esta série pode ser diferenciada termo a termo qualquer 

numero de vezes, temos que 
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para todo a ~ N e a s~rie ~ direita ~ uniformemente converge~ 
a a 

te para --a Tm(x,y). 
ax 

Tomando Tm(x,y) = sen(mx) na f~rmula de interpolação de 

Riesz, teremos em x = O que: 

( 7 ) 
2m 

I cossec 2 (xk/2) = 4m 2 

k=l 

e esta soma serã muito util na: 

l .3.2. DESIGUALDADE DE BERNSTEIN: Se Tm(x,y) ~uma função. 

2n-peri~dica nas duas variâveis a qual ~ um polin~mio de or-

dem m na variãvel x, então: 

( l ) 
a 

11 _a- T m 11 X ~ mu 
3 /'i 11 

para todo u c N. 

DEMONSTRAÇAO (PARA a = l): 

11 T 11 

m X 
IT 

2m 
ll l , ( - l ) k + 1 2 ( I 2 ) T ( ) 11 

4 ~ cossec xk m .+xk'. X 
k = l 

cossec 2 (xk/2) IIT 11 ~ m 
m X 

11 T 11 
m X 

Para u > l, a demonstração segue por reiteração do processo. 

l .3.3. DEFINIÇAO: Seja f s X . Definimos os nucleos de De La 
TI 

Vallêe Poussin, como: 
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2 n -1 
1 1 

( 1 ) v (f) = L: s ( f ) ( n 1 ~ 1) n 1 ,oo n1 m1 , 00 m1 = n 1 

2n -1 2 
( 2 ) v oo,n 2 (f) = L: s oo,m 2 (f) ( n2 ~ 1) 

n2 m2=n2 

( 3 ) V n (f) = V (V f) 
n1 2 nl,oo oo,n2 

e 

( 4 ) 

onde 

( 5 ) s (f) n 
1 

, oo 
1 r 

= rT JT f(x 1+t 1 ,x 2 ) Dnl (t 1 )dt 1 

( 6 ) s (f) oo, n 
2 

( 7 ) 

e 

( 8 ) 
sen((2m.+l)u./2) 

D (u ) = J J m. j 2 sen(u./2) 
J J 

(j=l ,2) 

e o núcleo de Dirichlet unidimensional. 

1 .3.4. DEFINIÇAO: Definimos os núcleos de Fejer, como: 
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1 
nl 

( 1 ) F o,(x 1 ,x 2 ) 1+n1 2: S k (x l , x 2) 
n 1 ' k =0 l , 00 

1 

n2 
( 2 ) Foo (x 1 ,x 7 ) = 1 +n 2 

~~ soo,k2(xl,x2) 
,n2 - k =O 2 

e 

1 
nl n2 

( 3 ) F (x 1 ,x 2 ) = 
D+n 1 )(1+r12J 2: 2: 5 k k (xl ,x2) 

n l , n 2 k =0 k =O l 2 1 2 

Em virtude dessas definiç6es, podemos escrever que 

e 

1.3.5. LEMA: Seja f t: X . Então: 
TI 

( 1 ) 11 0 n (f,.)llx ~ lifllx 
1 'TT lf 

onde 

( 2 ) a (f . ( X X ) ) = -2'TT Jr T f ( X 1 - U 1 , X 2) F n 1 ( U 1 ) d U 1 
n 1 ' 1' 2 , " 

ê a integral singular de Fejer. 



DEMONSTRAÇAO: Como para todo o1 
dade: 

então 

llon (f)llx 
1 1T 

donde 

l 
~

~TI 

20. 

O< o1 < n, vale a desigual 

Mas existe n
0 

E N tal que se n )o n
0

, temos que n 2 < (l+n 1 )of 
e assim temos a estimada (1). 

1.3.6. LEMA: Consideremos os operadores definidos em 1.3.3. 

Assim: 

( 1 ) 

( 2 ) V :X -+ T l oo , n 2 1r oo ; 2 n 2 -

( 3 ) 

são operadores lineares com normas dominadas por 3, 3 ~ 9, 

respectivamente. (Aqui Tm,oo representa o espaço das funç6es 

2n-periÕdicas nas duas variãveis que são polinômios trigome-

tricos de ordem m1 na variavel x1 . T e T são defini-
B,m2 m1m2 
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dos analogamente) 

( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) X(R) então 
TI ' 

DEMONSTRAÇAO: Como 

segue pelo Lema l .3.5 que 

11 V n l ; co ( f ) li X TI ,;; 2 11 o 2 n l - 1 ; co ( f ) 11 X TI + 11 o n 1 - l ; oo ( f ) 11 X TI 

donde 

(f t: X ) 
TI 

De modo ana1ogo estimamos IIV (f)IIX e IIV (f)IIX . 
oo,n2 Tí n1 n2 TI 

Observamos que 

2 ( N E N ) 
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s k (t ) = sk k (t ) 
oo' 2 nl l 2 nl 

e 

Donde 

* onde ~ = f-(t +t -t ) (a estrela significa que este ê o 
nl n2 nln2 

termo que representa a melhor aproximação poss1vel no sentido 

d a n o r ma 11 • 11 X ) • 

1T 

Em virtude dos fatos acima expostos, temos que: 

e atravês das estimadas obtidas, segue que 

(f E X) 

A demonstração do item (6) segue do trabalho de Csiszper-Freud 

[16, pg. 36]. 
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1.3.7. PROPOSIÇAO: Seja f E X e R E N2 . Então, existe 
TI 

uma 

constante C = C(R) tal que 

(l) wR(f;l/N),;;; C N-R I 2J.R E J-l (f) 
O<J,;;;l+M [2 I 

M M+ l 
onde 2 < N ,;;; 2 . 

* DEMONSTRAÇAO: Seja VN(f) o polinõmio de melhor aproximação de 

De La Vall~e Poussin de ordem N E N2 para a função f c X . As 
TI 

sim: 

R R * R * 
lll (f;l/N),;;; tll (f-V M(f);l/N) + tll (V M(f);l/N) 

2 2 

Pelas propriedades do mõdulo múltiplo de continuidade, temos 

uiR(f-V*M(f);l/N),;;; ZR \lf-V*M(f)IIX,;;; C. 2R. E M(f) 
2 2 2 

Tomando V0 (f) = O 

temos que T. , T. e T. . são pol inõmios trigonom~tricos de 
J1 J2 J1J2 

ordem (2jl,2n2); (2nl;2j2) e (2jl,2j2), respectivamente, don 

de: 
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+ 

e pela desigualdade de Bernstein, temos que: 

e pela proposição 1 .2.4, temos que: 

(r
1 

,0) 
11 O T. 11 X 

J1 TI 

( O , r ) 
11 O 2 T. 11 X 

J2 TI 

e combinando estes dois ultimos resultados, obtemos: 

-r j r 
wR(T. ;1/N) ~nl l 2 1 1 11T. IIX 

J1 J1 TI 

-r j r 
w R ( T . ; 1 I N ) ~ n 

2 
2 2 2 2 11 T . 11 X 

J2 J2 TI 
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Temos tambem que 

donde 

IIT. li X<( C E . l n (f) 
J1 TT [2Jl-] 2 2 

Analogamente temos que: 

IIT. IIX <(( 
J 2 -rr 

e 

e desse modo obtemos 

E . (f) 
J n 

[2 1 -l] ,2 2 
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para concluir que 

m2 -r j 2 r 2 
+ L: n 2 2 E 

2nl ;[ 2j2-l] 
( f ) + 

j =0 2 
2 

ml m2 
-R 2J.R + L: L N E 

[ 2J-ll 
( f ) 

j =O j2=0 l 

e desse modo temos estimada ( l). 

1.3.8. LEMA (Potapov [35] ): Seja f E X , R E N2 e suponhamos 
'iT 

que 

( l ) 

Então 

( 2 ) 

L 2J.R E J-l (f)< oo 

JE N~ [ 2 ] 

DR f E X 
1T 



e existe uma constante C = C(R) tal que 

( 3 ) 
R 

EM_ 1 (Df)~C L 
2 J~M 

para todo M ~ 1. 

2 7 . 

DEMONSTRAÇAO: Pelas considerações feitas na Proposição 1 .3.7 

e tomando QJ = - TJ, seguirã que: 

ml m2 
11 f - L L 

jl=O j2=0 
Q .. 11x 

J1J2 TI 

* * * = llf-V m (f)-V m (f)+V m ; m (f)IIX 

2 1 ;O 0,2 2 2 1 2 2 
TI 

~ C(E m (f)+E (f)+E (f)) m m m 
2 1 ;0 0,2 2 2 1 ;2 2 

e esta expressao converge a zero quando (m 1 ,m2 ) ~ oo, o que 

significa a convergência da sêrie L QJ para f na norma de 
2 

X . 
JsN+ 

TI 

Como 

R 
11 D Q} X 

TI 

~C 2J.R E J-l (f) 
[ 2 ] 

temos que 



R 
L: 11 D Q} X < C 

2 1T 
JE N+ 

-e como X e completo, existe g E X tal que 
1T 7f 

11 g -
R 

L: D QJIIX 
O<J<M 1r 

converge a zero quando M ~ oo e alem disso 

Temos 

DRf-

ainda 

m -1 
l 
L: 

j l =O 

::::: L 
J)oM 

que 

00 

R 
L: D T .. 

j =0 JlJ2 
2 

m -1 
00 2 R 
L: I: D T J . 

j =0 j =0 lJ2 
l 2 

+ 

donde se tomarmos M = (m 1 ,m2 ) ;;. l, teremos que 

28. 

m -1 m -1 
l 2 R 

L L D T. . 
j l =O j =0 J l J 2 

2 

< c L 2J.R E J-l (f) 
J)oM [ 2 ] 

1.3.10. TEOREMA DE BERNSTEIN: Seja f E X , R 
1T 

( 1 ) (N ~ oo) 

= 



então 

( 2 ) 

e 

(3) DRf E Lip(S) 

DEMONSTRAÇAO: Se EN(f) = O(N-R-s) temos que 

E J-l (f) = 0(2-J.(R+S)) 
[ 2 l 

e pelo Lema 1 .3.8 segui rã que 

R 
E M-l(D f)~ L: 
2 J~M 

29. 

(J -;. oo) 

Assim, em virtude da Proposição 1 .3.7 temos que para todo kE 0 

= O(N-k L: 2J.(k-S)) = O(N-k 2M.(k-G)) 
O~J~l+M 

M 2 onde N ~ 2 < N+l e N E N . 
R Temos então que D f c Lip s. como queriamos demonstrar. 
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l .4. A CONEXAO ENTRE OS TEOREMAS DE JACKSON E BERSNTEIN 

Os teoremas de Jackson e Bernstein são equivalentes. Isto 

decorre, como ê simples de verificar dos teoremas 1.2.7 e 

1.3.9. Vamos explicitar este fato com o seguinte teorema. 

1.4.1. TEOREMA: Seja f E x1T, o< a= (al,a2) <leR E N2 . 

Então, são equivalentes as afirmações 

(i) Vale a estimada 

( l ) 

(ii) Existem as derivadas Dsf em X se S ~R e 
1T 

( 2 ) 

(N + oo) 
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CAP1TULO 2 

ESPAÇOS DE INTERPOLAÇAO DISCRETOS, ENTRE 2d ESPAÇOS DE BANAC~ 

Desenvolveremos neste Cap1tulo a teoria de interpolação p~ 

ra 2d espaços de Banach utilizando essencialmente variaveis 

discretas. 

As referências basi cas aqui sao Fernandez [ 19] e [ 21]. En-

tretanto, este Cap1tulo não e meramente expositÕrio. Fazemos 

um estudo mais profundo dos espaços de interpolação gerados 

- d pelos metodos K e J, para 2 espaços de Banach, em suas for-

mas discretas. Isto sera feito seguindo-se a linha de 

Butzer-Scherer [ 14]. 

o objetivo principal e obter caracterizações, dos espaços 

de interpolações, apropriadas para aplicações em problemas de 

aproximação em espaços de funções periÕdicas. Demonstraremos 

que os pesos 2N.e utilizados por Fernandez em [21] podem ser 

substitu1dos por pesos da forma aN.e, com a> 1. Mostraremos 

também que os mesmos espaços podem ser definidos utilizando-se 

pesos monomiais da forma N8 . Por outro lado estudaremos pro

priedades dos espaços de interpolação quando a fam1lia admis-

s1vel satisfizer certas condições de inclusão. Terminaremos o 

Cap1tulo apresentando o teorema da dualidade para os espaços 

de interpolação que sera fundamental em Cap1tulos posteriores 

para obtenção de propriedades de aproximação duais. 

2.1. NOTAÇOES 

Apresentamos aqui algumas notações que serao muito utiliza 
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das na sequencia: t = (t 1 ,t 2 , ... ,td) >O se, e somente se, 

t. >O para cada j = 1,2, ... ,d; se k = (k 1 , ... ,kd) E o então 

t
r k 1 k d 

= t 1 td t = (t 1 , ... ,td) ~ s = (s 1 , ... ,sd) se, e so 

mente se, t. ~ s. para cada j = l, ... ,d; se 
J J 

e= (e 1 ,e 2 , ... ,ed) E Rd e N = (n 1 , ... ,nd) E Nd então 

d N-e = (n 1e 1 •... ,nded) e para a = (a 1 , •.. ,ad) c R+: 
N·e nlel nded 

a = a 1 ... ad 

2.2. DEFINIÇOES BASICAS 

Apresentamos aqui as principais definições bãsicas que se-

rão utilizadas neste Cap1tulo. 

d 2.2.1. Seja [ = (EklkEo) uma fam1lia de 2 espaços de Banach 

imersos algébrica e topologicamente num mesmo espaço vetorial 

de Hansdorff V. Uma tal fam1lia serã denominada fam1lia admis 

s1vel de espaços de Banach em V. 

Se [ = ( E k 1 k E cJ ) e um a f a m 11 i a a d m i s s 1 v e 1 de e s p a ç os de 

Banach, introduzimos a envolt6ria linear~[ e a interseção nE 

como espaços vetoriais nas formas usuais. Os espaços ~[ e nE 

são espaços vetoriais completos quando munidos, respectivame~ 

te, das normas: 

( 1 ) 

(2) llxllnE ma x { 11 xll E kE [J} 

k 

I x k , x k E E k , kE o} 
kEo 

Os espaços I[ e nE estão continuamente imersos em V. 
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2.2.2. DEFINIÇAO: Dada uma fam1lia admiss1vel [, denominare-

mos espaço intermediãrio em relação ã familia (a todo espa

ço de Banach E que satisfaz ãs relações de imersão: 

( l ) n[ c E c L:[ 

onde o simbolo c denotarã sempre uma imersão continua. 

2.2.3. DEFINIÇAO: Diremos que um par de espaços de Banach in-

termediãrios (E,F) em relação ãs familias admissiveis 

[ = (Eklkt:o) e lf = (Fklkt:o) respectivamente, tem a proprieda

de de interpolação se para toda aplicação linear T: L:ll:-+ L:f 

cujas restrições TIE : Ek-+ Fk forem continues para todo kt:Q 
k 

tivermos que T: E -+ F serã continua. 

A condição acima implica necessariamente que T: L:i-+ L:F -e 

cont1nua. 

2.2.4. Seja G um espaço de Banach munido da norma """G e 

R~= (O,co) x ... x (O,co). O espaço das funções g: R~-+ G, for 

temente 
d t l 

11 
denotado 

mensurãveis em relação ã medida d*t = d*tl ~*td = 
d td - . -· . -
-t--e que sao Q-1ntegrave1s (Q = (q 1 , ... ,qd)), sera 

d 
por L2(G). O espaço das funções g: Rd-+ G fortemente 

mensurãveis em relação ã medida usual de Lebesgue sobre o Rd, 

que são Q-integrãveis serã denotado por LQ(G). 

Em todos os casos acima descritos, teremos modificações ha 

bituais quando q. =co para algum ou para todos os j = l ,2, ... ,d. 
J 

Quando G = R ou C denotaremos esses espaços simplesmente 

por L2 e Lo. 

Para toda a teoria dos espaços LQ com normas mistas nossa 

referência bâsica serã sempre Benedek-Panzone [ 1 ] • 
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2.2.5. Diremos que a sequência múltipla (xN) d pertence a 
NE z 

~Q(Zd) se 

q2 

( L: [xNJql)ql 
n 1 E Z 

l/qd 
] < 00 ... 

Aqui estamos considerando .;;;; Q = (q 1 , ... ,qd) < oo com as mo-

dificações habituais para Q = m 

Diremos que (xN) d c ~2(N~) se 
NE z 

( 2 ) 

for finito. Novamente consideramos as modificações habituais 

quando Q = oo 

2.3. OS MtTODOS J E K DE PEETRE 

Nesta seção iniciaremos o estudo dos mêtodos reais de in-

terpolação estendendo os mêtodos J e K de Peetre [ 33], [ 34] 

para varias espaços de Banach. 

Apresentaremos uma extensão dos mêtodos K e J considerando 

2d espaços de Banach e d parâmetros. Outras extensões foram 

obtidas por Johnen [25] e Sparr [43] quando os mesmos conside 

raram d + 1 espaços e d parâmetros. 

Os mêtodos J e K são 11 duais 11 e sob certas condições em re

lação aos parâmetros, geram os mesmos espaços, o que e de im

portância fundamental tanto nos aspectos teóricos como nas 

aplicações. Esta equivalência entre os mêtodos permite demons 

trar resultados de reiteração e dualidade e por outro lado 
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obter teoremas de aproximação dos tipos diretos e inversos. 

2.3. 1. AS NORMAS FUNCIONAIS K E J 

Consideremos [ = (Ekl kEu) uma fam1lia admiss1vel de espa

ços de Banach, t = (t 1 , ... ,td) >O, y s nE ex E L:E. Defini-

mos 

( 1 ) 

e 

J(t,y) = J(t,y,[) = max 
kEo 

-k {t llyiiE} 
k 

( 2 ) K ( t , x ) = K ( t , x , IE ) i n f{ L: t- k li x k li E , x =L: x k , x k t: E k , k E u } 

k 

Para cada t fixo, J(t,y) e K(t,x) definem normas equiva

lentes a llylln[ e llxiiL:[' respectivamente em n[ e L:[ e temos 

a i n d a q u e J ( 1 , y ) = 11 y 11 n [ e K ( 1 , x ) = 11 x 11 L: [ . 

2.3.2. LEMA: Para cada tE Rd as normas funcionais K e J de+, 

finidas acima satisfazem: 

(1) São funções cont1nuas monõtonas e decrescentes em t. 

(2) min(s/t)kK(s,x) < K(t,x) < max(s/t)kK(s,x) (x c L:[) 
kED kc:D 

(3) min(s/t)kJ(s,x) < J(t,x) < max(s/t)kJ(s,x) 
kE o kc:lJ 

(4) K(t,x) < min(s/t)kJ(s,x) 
kEo 

(X E n[) 

(x e: nr) 
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(5) lim K(t,x) = K(s,x);lim J(t,x) = J(s,x) 
t~s t~s 

Atravês das normas funcionais K e J temos mêtodos para g~ 

rar espaços intermediãrios da famTlia [ = (EkjkEo). 

d 
2.3.3. DEFINIÇAO: Seja a E R+, a > 1. Definimos (EkjkEo)e,Q,K(a) 

como o espaço de todos os x E zE para os quais 

( 1 ) 

onde 

2.3.4. TEOREMA: Para O< 8 = (e 1 , ...• od) < l; ~ Q = 

(q 1 , ... ,qd) < oo e/ou O~ o (o 1 •...• od) ~ l, Q = oo os espa-

ços (EkjkEo)e,Q,K são completos sob a norma: 

( l ) llxlle,Q,K(a) 

e valem ainda as seguintes propriedades: 

Para a= (a 1 , ... ,ad) E R~; b = (b 1 , ... ,bd) E R~ com 

a=/= b; a,b > l temos que as normas 

(3) ll.lle,Q,K(a) ~ ll·lle,Q,K(b) 

isto e, as normas são equivalentes. 
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( 4 ) 

( 5 ) ( k E 0 ) · 

DEMONSTRAÇJS.O: Como A(O;Q,a) =il{min (a-N.k)aN.EJ}l1 Q d ê fi-
kc:.u Q. (Z ) 

nito, temos que existe x =F O, x s (EkikE 0 )ú,Q,K" Mostremos 

agora a segunda imersão de (4). Seja x E (Eklh[1 )
8

,Q,K" 

Como 

segue que 

K(aN;x) >- min (a-N.k)K(l,f) 
k E C:l 

>- K(l ,x) A(O,Q,a) ~ Cllx!IL:I[ 

e desta ~ltima desigualdade temos que llx11
8

,Q,K(a) =O implica 

llxlll:[ = O e consequentemente x = O. Mostremos agora a primei

ra imersão de (4). 

Seja x s n[. Como 

temos que 

K(aN;x) ~ min (a-N.k)J(l ,x) 
kED 
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llxlle,Q,K(a) 

< A(e,Q,a) J(l,x) 

A demonstração de (5) segue do fato que 

K(aN,x) ~ a-N.kllxiiE 
k 

para todo k s o e x c Ek. 

Obteremos agora a demonstração de (3) para b > a > l. Dado 
N d k N k+l a E R existe k E Z tal que b < a < b e assim podemos 

escrever que 

onde L l e a soma sobre todos os 1ndices compreendidos en 
n .[ k .] 
k~ J k.+l 

tre b.J e b.J 
J J 

(j = l ,2, ... ,d) e, alem disso tira-se que 

1< Y l<logb./loga. 
nJk.] J J 

J J 

(j=l,2, ... ,d) 
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Assim: 

11 x 11 e Q K ( a ) :s;;;{ L L l [ L L l ( b ( l + k ) o 8 K ( b k ; X ) ) q 1 .. , o } q d 
' ' k d s Z n d [ k dl . . . k l s Z n l [ k 11 

d 

:s;;; b
8 

j~l log bj/log aj llxlle,Q,K(b) 

donde 

li x 11 S ' Q ' K ( a ) :s;;; C 11 X 11 e , Q , K ( b ) 

Reciprocamente, utilizando um racioc1nio semelhante, temos 

que 

:s;;; C 11 xll e , Q , K (a ) 

Mostremos que (Ek[kso)O,Q,K e completo. Suponhamos que 

L 11 f m 11 e , Q , K < oo 

msN 
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Desse modo 

K(l,f )=L: llf 11 .;;;; 
m ms N m ;_:I[ 

L: llf 11 Q K 
ms N m 8 ' ' 

< 00 

-e como L:[ e completo, existe f s L:[ tal que 

11 L: f - fll~l[ + O 
ms N m 6 

N 
;: K(a ,fm), temos que 

mr N 

llfii 8 ,Q,K(a) = ll{aN·
8
K(aN;f)}ll Q d 

9, ( z ) 

e pela desigualdade de Minkowski, temos que 

11 f 11 8 ' Q ' K ( a ) ,;;;; m~ N 11 f m 11 8 ' Q , K ( a ) < oo 

Alem disso 

f -fi! 
m o,Q,K(a) 

-converge a zero quando m + oo e desse modo mostramos que a se-

rie m~N fm e somãvel na norma do espaço (Ekl kc::o) 8 ,Q,K(a)· Por 

tanto o espaço (Eki kccl)
8

,Q,K(a) e completo. 

2.3.5. OBSERVAÇAO: Como as normas 11.11 8 ,Q,K(a) e 11.11 8 ,Q,K(b) 

sã o e qui v a l entes , os espaços (E k 1 ks L-1 ) 8 , Q, K (a ) e (E k I kc 0 ) 8 , Q, K ( b ) 

coincidem. Portanto, quando não houver necessidade de explic~ 
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tar a 11 base 11 considerada, escreveremos simplesmente 11 .11
0

,Q,K 

e (EklkE 0
) 8 ,Q,K" 

2.3.6. PROPOSIÇAO: Sejam [ = (EklkE[l) e f= (FklkED) duas fa

m1lias admiss1veis de espaços de Banach em V e W, respectiva

mente. Se T:z[ ~ If ~ uma transformação linear cujas restri-

çoes 

( l ) TIE :Ek ~ Fk 
k 

sao cont1nuas, então, 

l ~ Q = (q 1 , ... ,qd) ~ oo tem-se que 

( 2 ) T : ( E k I kE o ) 8 'Q ' K ~ ( F k I kE o ) O 'Q ' K 

~uma aplicação linear cont1nua. 

(k c Ll) 

DEMONSTRAÇAO: Seja x E (Ekl kCC1 ) 8 ,Q,K e tomemos uma de suas d~ 

composições x I xk com xk E Ek. Desse modo, existem cons
kED 

tantes ck > o. tal que as desigualdades 

sejam verdadeiras para todos os xk E Ek e k E o Assim, 

-N k -N k 
~ I a · .CkllxkiiE ~ (max Ck) I a · llxkiiE 

kt:O k kt.:D kcLJ k 
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e tomando o 1nfimo sobre todas as poss1veis decomposições de 

x, segue que 

N N K(a ,Tx;f) ~C K(a ;x,[) 

donde 

11 Txll Q K r 8 ' , , 

~ Cll{aN.eK(aN;x,E)}II Q d ~ Cllxii 8 ,Q,K,IE 
Q, ( z ) 

Com esta ultima propos1çao mostramos que os espaços 

(Ekl kEo)e,Q,K têm a propriedade de interpolação e a partir da 

qui nos os denominaremos espaços de interpolação. 

2.3.7. DEFINIÇAO: Seja a= (a 1 , ... ,ad) E R~, a> 1. Definimos 

(Eklkco)
8

,Q,J como o espaço de todos os x c t:IE para os quais 

existem sequências {UN} d c n [ tal que 
NE z 

( l ) 

e 

( 2 ) 

onde e d =(e 1 ••.• ,ed)cR el~Q 
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2.3.8. TEOREMA: Para O < 8 = (8 1 , •.• ,8d) < l, 

l < Q = (q 1 , ... ,qd) ~co e/ou O~ e= (8 1 , ... ,od) ~ 1, Q = l, 

os espaços (Ekl kE 0 ) Q J são completos sob a norma 
8 ' ' 

e 

( 2 ) 

com a* b; a,b > l temo~ 

( 3 ) ll.lle,Q,J(a) ~ 11.118,Q,J(b) 

isto~ as normas 11 .lle,Q,J(a) e 11 .lle,Q,J(b) são equivalentes; 

( 5) (k E Ll) 

( 6 ) n [ = ( E k I kE o ) f) ' Q ' J ( a ) ( l~Q<cv) 

DEMOf\STRAÇAO: Como A(8,Q';a) = ll{min a-N.k.aN.e}ll Q' d 
kt: D 9, ( Z ) 

-e fi 

nito, existe x *O com x E (Ek!kEo)e,Q,J(a)· Mostremos a se-

gunda imersão de (4). Seja x E (Ekl kcu)e,Q,J(a)· Assim, exis-

te uma sequ~ncia {UN} em n[ tal que x = 

NE zd 
L: UNE L:[. Logo 

NE zd 
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e pela desigualdade de HBlder, temos que: 

llxiiiE ~ A(e,Q',a) llxii 8 ,Q,J(a) 

donde obtemos que 

llxll E~c llxll Q J() z: e, ' a 

Da Gltima desigualdade, temos que 11x11
8

,Q,J(a) =O implica 

llxiiiE = O e consequentemente x = O. 

Mostremos agora a primeira imersão de (4). Seja x L nE. 

Assim, tomando a particular decomposição UN = x se N = O e 

UN = O se N ~O, N E zd, poderemos escrever que x = 

donde 

,;;; J(l,u 0 )=J(l,x)=llxlln[ 

Façamos agora a demonstração de (5). Consideremos 

x E ( E k I kE o ) k , 1 , J ( a ) . 

{UN} c nE tal que 
NE zd 

Desse modo, existe uma sequência 

X = L: UNellxllk,l,J(a)<oo. Logo 
Ns Zd 



11 xll E ~ 
k 

L: aN.kJ(aN,UN) 

NcZd 

45. 

e tomando o intimo sobre todas as possiveis decomposições de 

x = L: UN' temos que 
Nc Zd 

11 X 11 E k ~ 11 X 11 k , l , J ( a ) 

para todo k c o. 

-Demonstremos agora que (Ekl kco) 8 ,Q,J(a) e completo. Seja 

{fr}rcN c (EkjkcD)o,Q,J(a) tal que 

L: llfrii8,Q,J(a) 
r c N 

< 00 

Pela definiçao de intimo, temos que para um dado c > O, existe 

uma sequ~ncia {U~} d c n[ tal que: 
Nc Z 

N.o N r -r 
11 { a J ( a , U N ) } 11 Q d ~ 11 f 11 , Q J ( ) + 2 • E 

i (Z ) r e, , a 

Desse modo, para cada N s zd temos que: 

~ [ ma x ( a N · k ) a- N · 8 ][ L: llf 11 Q J ( ) + c] < oo 

kco rcN r 8' ' a 



e como n[ e completo, existe UN E n[ tal que UN = 

Alem disso temos que 

e pela desigualdade de HBlder, obtemos: 

,;;;;; A(e,Q',a) L 
rc~ N 

-r 
( 11 f 11 Q J ( ) + 2 E ) r e ' , a 

,;;;;; c 1:: llf 11 Q J( ) + c.E rE N r e , , a 

46. 

,. U r 
L N" 

r E N 

e como I[ e completo, existe f E L:[ tal que f = L: UN e pe-
NE zd 

la desigualdade de Minkowski, temos que 

L llf 11 ()+E< ao 
rE N r e , Q' J a 
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e como E > O ~ arbitr~rio, temos que 

e 

M 
11f- I: f 11 ,ç; 

r=O r e,Q,J(a) ;;_:: 11f 11 Q J( ) -> o 
r> M r o , , a 

quando M __. oo, donde o resultado desejado. 

Mostremos agora a densidade de n[ em (Ekl kEo) 8 ,Q,J(a). Se

ja f s (Ek!kEo)e,Q,J(a)· Desse modo, existe uma decomposição 

da forma f = I: UN na norma de I:[ tal que 
NE zd 

Definindo RM 

teremos 

e se tomarmos a particular decomposição da forma 

f-f 
R~1 

poderemos escrever, para M ~ oo, que 

N N ql q2/ql l/q 
11f-fRMII 8 ,Q,J(a) ,ç; {I: ((a ·

8
J(a ,VN)) ) .•• } d __.O 

NE RM 
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donde obtemos a densidade desejada. Façamos a demonstração 

d e ( 3 ) . C o n s i d e rem o s b > a > l e x s ( E k 1 ks o ) e , Q , J ( b ) . A s s i m , 

x = L: UN e alêm disso: 
Ns Zd 

Definindo 

d 
Vk = UN/ n L: l _ 

j = l n .[ k .] 
J J 

d 
L: L: l 

Ns zd N[ K) 

UN/ 1T L: l = 
j=l n.[k.] 

J J 

= X 

e alêm disso 

e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposições de 

finidas acima: 

llx11 0 ,Q,J(a) .s;; c llx11 0 ,Q,J(b) 

Reciprocamente, seja x E (Eklkso)e,Q,J(a)· Desse modo existe 

{vK} d c n[ tal que x = L: vK na norma de L:[ e alêm disso 
Kt: z Ks zd 
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D e f i n i n d o a g o r a { U N} d a t r a v e s d e 
Ns Z 

teremos que 

= X 

e 

d q. I q '. K o K 
'li ( l o g b . 1 l o g a . ) J J 11 {a · J (~;v ) } 11 

j.c::l J J b K 9,Q(Zd) 

e tomando o 1nfimo sobre todas as decomposições acima teremos 

que 

llxiiO,Q,J(b) ~C llxiiO,Q,J(a) 

A demonstração estã completa. 

2 . 3 . 9 . O B S E R V A Ç J1. O : C o mo a s n o r ma s 11 • li 0 , Q , J ( a ) e 11 . 11 (:J , Q , J ( b ) 

sã o e q u i v a l entes , os espaços ( E k I ktJ 1 
) 0 , Q , J (a ) e ( E k I kt_ rJ ) CJ , Q , J ( b ) 

coincidem. Portanto, quando nao houver necessidade de explicl 

tar a 11 base" que estã sendo usada, escreveremos simplesmente 

li . li E; , Q , J e ( E k I k c:' : ) ,1 , Q , J . 

2.3.10. PROPOSIÇAO: Sejam [ = (Ek[kL'j) e 1f (Fkikt[l) duas f~ 

m1lias admiss1veis de espaços de Banach em V e W respectiva-

mente. Se T:IE ~ EF e uma transformação linear cujas restri-

--çoes 



( 1 ) 

são contlnuas, então para todo e = (e 1 , ... ,od) E R~ e 

1 ~ Q = (q 1 , ... ,qd) ~ oo, tem-se que 

( 2 ) 

e uma transformação linear contlnua. 

50. 

DEMONSTRAÇAO: Seja x c (Ekj kccJ)e,Q,J ex= L: UN uma decom 
Nc Zd 

posição de x na norma de L:(. Por hip6tese, existem constantes 

ck > o tal que 

11 T U 11 ~ C k 11 U 11 E 
N Fk N k 

desde que UN E n[ e k c o 

Desse modo: 

N -N k11 11 J(a ,T UN;f)=max(a . T UN F ) ~ 
kco k 

Assim 

e tomando o lnfimo sobre todas as posslveis decomposições de 
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x = Z UN seguirã que 
NcZd 

IITxii 8 ,Q,J,If ~C llx11 8 ,Q,J,[ 

Concluimos assim que os espaços (Ek\kcCJ)G,Q,J têm a pro

priedade de interpolação, sendo denominados a partir daqui es 

paços de interpolação. 

2.4. A EQUIVALtNCIA ENTRE OS MtTODOS J e K DE INTERPOLAÇAO 

2.4. l. PROPOSIÇAO: Para O < 8 < 1, l ~ Q ~ oo temos: 

(EkJ kctJ)o,Q,J c (EkJ kccJ)O,Q,K 

DEMONSTRAÇAO: Seja x c (EkJkcu) Q J" Assim, existe uma 
() ' ' 

se-

quência {uM} d c niE, tal que 
McZ 

e 

Como 

N K(a ,x) 

X = Z: UM 

McZd 

-M.k N-M 
L: min (a ) J(a ; uN-M) 

d kc CJ 
Mt:: Z 

(a > l ) 
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temos que 

llx118,Q,K(a) = ll{aN.e K(aN,x)}ll Q d 
f ( z ) 

e tomando o infimo sobre todas as decomposições da forma 

X = , temos que 

llx11 9 ,Q,K(a) < C llx11 8 ,Q,J(a) 

Antes de introduzir o lema seguinte, ser~ necess~ri~ 

a inclusão de uma hioôtese essencial a sua demonstração . Esta 

hipôtese garante que a familia (EkJk6D passa a ser uma 

escala de espaços de Banach ; isto ê, se k 1 < k 11 então Ek.c Ek .. 

parak 1 ,k 11 6D Quando temos dois parâmetros a familia sa-

tisfaz ãs imersões abaixo : 

c 

c 

Esta hipôtese ser~ considerada ate o final deste tra 

balho P. ser~ essencial nas aplicações • 
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2,4.2.LEMA : Seja (Eklk6D) uma famllia de espaços de Banach tal 

que Ek' c Ek,. se k 11 .:S k', k' ,k .. 60. Vamos supor que exista uma 

sequência (Pn)nGN de operadores lineares Pn:v- V com Pn(Ek)cnE 

k6D , tal que Pnx -- x em Ek para cada x fixo em Ek e para to

do k 6 o. Se para x 6 ~[ , tivermos que 

( l ) m n -ma -n[3 K(a ,a ,x) ~ C(x) a a 

c o m O < (a , [3 ) < l , e n t d' o ex i s ti rã ( um n ) em n[ ta l que 

( 2 ) 

e 

( 3 ) 

D010NSTRAÇJI:O 

X = ~ 

m6Z n6Z 
u mn (em 1[) 

m n m n J(a ,a ,umn) <C K(a ·,a ,x) 

Como 

m n . { m -n m K ( a , a , x ) = 1 n f K 
0 

( a , x 
0 

) + a K 1 ( a , x 1 )} 

onde x=x
0

+x 1 , x
0

6E 00 +E 10 , x16E 01 +E 11 , K
0

(am,x
0

)=K(am,x
0

,E 00 ,E 10 ) 

e K1 (am,x 1 )=K(am,x 1 ,E 01 ,E 11 ), seguirã param< O, que: 

K ( a m , x ) - 11 x 11 E 
o o o 00 

e 

K
1

(am,x
1
)- llx 11 

1 E O 1 

Teremos então para m < O , que 

m n K(a ,a ,x) - in f{ 11 x 11 
o Eao 

-n + a 11 X 11 ) 

l E O 1 
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Então, dado K(l,an,x) , existe uma decomposição de x = x
0

+x 1 em (E00+E 10) + 

( E01 + E11 ) , que depende somente de n , tal que 

Para todo m ~ O e para todo n G Z e x G ~ E 

Agora, dado x G ~ [ seja y = Px em n E e uma decomposição de y da forma 

n n y = (Px)
0 

+ (Px) 1 tal que 

II(Px)niiE + a-n II(Px)n
1

11E <C K(l,an,y) 
0 00 Ol 

Usando o fato que P2 = P , seguirã que Py = y~ + y~ onde y~ =P(Px)~ e 

n n n n -yl = P(Px) 1 , sendo que y
0 

e y 1 pertencem a nE e alem disso 

n -n n n 
lly 11 E + a lly111 E <C K(l ,a ,y) 

0 lO ll 

Consideremos agora m :? O , m G Z , Assim 

(4) m n -n m n -m n -m -n n K (a ,y) +a K1(a ,y1) <a lly IIE +a a lly111E 
o o - o lO ll 

m n K(a ,a ,y) 

pois y~ = O + y~ e y~ = O + y~ sao decomposições possíveis de y~ e y~ em 

E00+E1 0 e E01 +E 11 , respectivamente 

Consideremos x G ~E m n -rr.o: - rY3 e suponhamos que K(a ,a ,x) :=:_C a · a 

De (4) segue que dados m e n , existe uma decomposição y = y~ + y~ que so 

depende de n , tal que 
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Tomando m = O , teremos que 

llynll 
0 EOO+ElO 

~ o (n ._ -"" ) 

e 

n o lly111 E E ~ 

Ol+ ll 
(n - oo ) 

e fazendo 

seguirã que 

y = (em ~E) 
nGZ 

Agora, para todo m G Z , existe uma decomposição de vn da forma 

v = v0 + v1 
n mn mn 

tal que 

o -m 1 m 
li v li E + a li v li E < C K

0 
(a , vn) 

mn 00 mn lO 

e novamente usando a projeção P teremos a existência de w0 e w1 em í'[ tal mn mn 

que 

v = w0 + w1 
n mn mn 



e 

e definindo 

seguirã que 

e ainda teremos 

o -m l m 11 w li E + a 11 w 11 E < C K( a , vn) 
mn 01 mn ll 

= 
mGZ 

w1 
m+l,n 

m n m -n m J(a,a,v )<J(a,v )+a J1(a,v) mn - o mn mn 

-m + a llw0 11 01 +llw0 
1 11 01 ) + m,n m+ ,n 

< c 

l 1 
(li w li 11 +li w l li 11 ) m,n m+ ,n 

m n K(a ,a ,y) 

5 6 • 

(em 2:[ ) 

Considerando agora x G ~E , teremos que x = ~ x ; Px = y = 
kf o k 

mEZ nEZ 



57. 

Assim , quando À ..... ro, temos que 

e teremos então 

m n m n m n ( m n ) K(a ,a ,y'A-x) < K(a ,a ,y'A) + K(a ,a ,x) <C K a ,a ,x 

o que garante para 8 =(o: ,[3) que 

11 Yx- x11 

( E k I k GD ) 8 ' Q ' K 
< C 11 xll 

(EktkfD) 8 ,Q,K 

2.4.3. PROPOSIÇ~O Para O < 8 < l , < Q < =, temos que 

DEMONSTRAÇ~O 

donde 

-N 8 a . 

e em virtude do Lema 2.4.2. , existe uma sequência (uN)NGZd em 

n[ , tal que 

X = ~ (na norma de ~[) 
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Assim, 

li X 11 G 'Q • J 

donde 

llxll Q J <C llxll, Q K G, , G, , 

2.4.4. TEOREMA: Para O < G < l, l < Q < oo, temos: 

( l ) 

e para os casos limites, onde o = k E 0 temos: 

2.4.5. COROLARIO: Para O < e < l, l < Q < oo, temos: 

( l ) 

e para O < e < l e l < P < Q < oo, temos: 

( 2 ) 

( 3 ) 
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2.5. TEOREMAS DE REITERAÇAO 

Nesta seçao estudaremos quais espaços intermedi~rios pro-

vêm da iteração dos processos de interpolação J e K. Como re 

sultado disto, mostramos que (Ek[kccJ) 8 ,Q,(.) são estãveis 

sob os metodos J e K. 

2.5.1. DEFINIÇAO: Seja E um espaço de Banach intermediãrio da 

fam1lia IE = (Ek[kE:Il) e O~ CJ ~ l. Então: 

( l ) E f.: K(8,[) se K(t,x) ~C t- 8 
llxiiE 

( 2 ) E c J(e,[) se llxiiE ~C t 0 J(t,x) 

( 3 ) E c H ( u , [ ) s e E t:. K ( o , I[ ) n J ( 8 , [ ) 

Uma caracterizaç~o dessas classes, e dada pelo: 

2.5.2. LEMA: Seja E um espaço se Banach intermedi~rio da faml 

( l ) sse 

( 2 ) E c J(8,E) sse 

( 3 ) E c H(8,[) sse 

DEMONSTRAÇAO DE ( l): Como 

E c ( E k I kt: o ) K e ,oo, 

sup {t6 K(t,x)} 
tE. R d 

+ 



temos que 

E E K(G,IE) sse sup {t 8 K(t,x)} ~C llxiiE 
d 

t~::~ R+ 

sse sup {aN.e K(aN,x)} ~ CllxiiE 
Nc zd 

sse E c (Ek[ksLJ) K 
El ,co. 

60. 

DEMONSTRAÇAO DE (2): Seja E E J(G,[) ex t:: (Ek[ké_:u)o,l,J" As-

sim, existe {uN} d c n[ tal que x 
Nc Z 

{aN.e J(aN,UN)} c ~l (Zd) para a> l e 

Assim 

I lluNIIE ~ D llaN.e J(aN;uN)II l d 
NE Z d ~ ( Z ) 

e como E e completo, temos a existência de g E E tal que 

(na norma de z::IE) 

logo, podemos afirmar que g = x c n[, donde: 
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R e c i p r o c a m e n t e , s e j a ( E k 1 k E Ll ) 
8 

, 1 , J c E , x c ( E 1 k s o ) e k G,l,J 

X E nl[. 

Então 

N.o N ) 
11 x 11 E < D i n f { 11 a J ( a , u N 11 1 d 

Q_ ( z ) 

e para a particular decomposição x = L: vN' onde vN = x pa-
d 

d Ns Z 
ra apenas um lndice N s Z , sendo x E n[, temos que 

N ti N ú o 
11 x 11 E < D a · · J ( a ; x ) < D t J ( t I a ; x ) < a D t J ( t , x ) 

assim 

E l. J ( e , [ ) 

DEMONSTRAÇ.l\0 DE (3): Segue de (l) e (2). 

Um fato importante ê que as classes K(8,[), J(o,l) e H(o,[) 

são não vazias. 

2.5.3. COROLARIO: Para O< o< l, l < Q < oo e/ou O< o< l, 

Q =co, temos que: 

( l ) 

e para O < o < l , l < Q e/ou O < 8 < l, Q = l, temos que 

( 2 ) ( E k I ks u ) ~ Q J E: H ( 8 , [ ) 
tJ ' ' 
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Alêm disso para e = k E o temos que: 

( 3 ) 

e para O< e < 1, 1 ~ p ~ Q ~ oo: 

Consequentemente 

( E k I k E o ) e • l 'J c ( E k I kt:u ) o' Q 'J - ( E k I k [lJ ) o Q K c (E k I k Ul ) o (X) K 
' , , ' 

2.5.4. LEMA: Sejam Fk espaços de Banach intermediârios perte~ 

l 2 d 
centes ãs classes K(ek,[); ek = (ok ;ek ; ... ;Gk ), 

1 2 d 
k = (k 1 ,k

2
, ... ,kd) E o, o~ e = (el,e2, ..• ,ed); 

o o o o 

- ( 1 2 d) ~ l '~ ( ,l Àd) < l e1 - e
1

,e1 , ... ,e1 """' . Entao, se o <fi= t\ ••••• e 

l d G = (e ; ... ; e ) ; l ~ Q < oo e/ou O ~ 1\ ~ l, Q = co, temos que 

( F k I kE o ) 1\ ; Q ; K c ( E k I kE o ) El ; Q ; K 

l , 2 , • • . • d • 

DEMONSTRAÇAO: Seja x E L:lf ex E L:IE. Então, para cada decompo-

sição da forma 

(xk E Fk, k E o) 
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e escrevendo b 
(:)1-(:J 

=a 0 teremos: 

-N.o 
< M a 0 N K(b ;x;lf) 

Portanto 

llxlle,Q,K(a) 

N . ( o - (l ) 

< r~ 11 a o N 
K ( b ; X ; f ) 11 Q d 

Q, ( z ) 

Consequentemente 

li x li . . Q K ( ct ) < M 11 X 11 • Q • K tJ , , ft , ' !f 

(KJ est~ significando aqui a norma funcional em f). 

2.5.5. LEMA: Sejam Fk espaços de Banach intermediãrios perte~ 

centes ãs classes J(t~k;[); Ok 

k = (kl, ... ,kd) c 

E n t ã o , s e O < 1\ 

Q = 1, temos que: 

o. o < f'; = ' . o 
l d 

( À , • • • , À ) < 1 , 1 < Q < ex' e I o u O < 1\ ~ 1 , 
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DEMONSTRAÇAO: Seja x E (EkJ kEu) ex= L: uN (em/~[) 
e,Q,J d 

NE Z 
uma representação para x, com {uN} d c n[ e 

NE Z 

N.E' N Q d {a J J(a ;uN)} E ~ (Z ) 

Pelo fato de nEk c Fk para todo k c u temos que 
el-e o 

{uN} d c nf e tomando b = a vem que: 
NE Z 

N -k.N . -j.N(ül-ao) . 
J ( b , U N , f ) = m a x { b } 11 U N 11 F = 1~1 a x { a li u N 11 F _ _;. 

kED k Jt::Ll J 

N.tl 
< M a o 

e como 

11 x 11 " rr < A ( G , Q ' , a ) . 11 x 11 Q J ( ) 
~~u- tl,, a 

temos que 

e em virtude de z:r ser completo, existe g E Z:f tal que 

g = L: uN e temos então que, na norma de L: [, x = g, donde 
NE Zd 

tomando o 1nfimo sobre todas as decomposições de x = L: uN 
NE Zd 

seguirã que 
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11 X 11 Q J 
11. ' ' lf 

~ Mllxlle,Q,J(a) 

-onde Jf e a norma funcional J em F. 

1 d 1 d 2.5.6. TEOREMA: Dados e~ e0 = (o 0 , ... ,e 0 ); e1 = (e 1 , ... ,o 1 ) ~ l, 

consideremos a sequ~ncia de par~metros associada 

Dados O< 11. = (,\ 1 ,:\ 2 , ... ,:\d)< 1, definimos e= (o 1 , ... ,od), 

por Gj = (1-,\j)G~ + Àj e1. Suponhamos que para todo k E ~ os 

Fk sejam espaços de Banach intermediãrios de classe 

H(ok;[) e !f= (FkJkELJ). Assim: 

( 1 ) 

e em particular, se Fk temos que: 

( 2 ) 

2.5.7. COROUiRIO: Para0< 11. < 1, 1 ~ P,Q,R ~ oo, O~ o0 < e1 ~ 1 

e e = (1-11.)80 + 11.81, temos: 

( 1 ) 

e 

( 2 ) 
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onde f= (FkjksD) e uma fam1lia admiss1vel de espaços inter

mediârios de Banach da fam1lia I[= (Ekjkso). 

2.6. INTERPOLAÇAO DE ESCALAS DE ESPAÇOS DE BANACH 

2.6. l. Lembremos que uma fam1lia arbitrãria (XÀ)ÀEA de espaços 

de Banach e denominada uma escala de espaços de Banach se A 

for um sistema reticulado e se Àl ,À 2 s A com Àl ~ À2 tivermos 

que 

2.6.2. Neste parãgrafo estudaremos a interpolação de escalas 

finitas (mais precisamente de 2d espaços de Banach). 

Seja então [ = (Ekj kt:u) uma escala de 2d espaços de Banach. 

Vamos ter então 

para todo k s o e se k' ~ k", teremos 

No caso biparametrico, onde o 

temos 

Eoo 

E 
C/ lo 

~E 
ol 

{(O,O),(O,l),(l,O),(l,l)} 
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2.6.3. LEMA: Seja IE = (Eklkf;u) a escala referida em 2.6.2. 

Então: 

( l ) K(l ,f) = 11 f li;;: E = 11 fll E (f E E 1 ) 
l 

( 2 ) J(l,f) = 11 fll nE = 11 f 11 E (f E E ) o o 

( 3 ) K(t,f) = K(l ,f) = 11 f 11 E (fcE 1 , 0< t~l ) 
1 

( 4 ) t.J(t,f) J(l ,f) = li filE (fcE
0

, o< t~l ) 
o 

- de ( l ) ( 2 ) -Uma consequencia e e que: 

e 

2.6.4. DEFINIÇAO: Seja a > 1, a c Rd+. Definimos (Ek[ kcu)+ Q K 
8 , ' 

como o espaço de todos os x c E1 para os quais 

onde O ~ e ~ l; l ~ Q ~ oo 

2.6.5. TEOREHA: Para O< e< l, l ~ Q < oo e/ou O~ 8 ~ l, 

Q = 00' 
+ os espaços (Ek[ kc'1 ), Q K sao completos sob as normas: 
t) , , 
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( 1 ) + 
11 x 11 e , Q , K ( a ) 

e valem ainda as seguintes propriedades: 

( 2 ) 

e 

( 3 ) 

Para a > 1, temos que: 

( 4 ) + 
11 x 11 e , Q , K ( a ) - 11 x 118, Q , K ( a ) 

para todo x em =[. 

+ 
DEMONSTRAÇ:z\0 DE (2): Mostraremos que (EkJkt: 0 )o,Q,K C E1 . Con-

sideremos x E (EkJ kt:o);, Q,K· Assim 

+ 
llxlle,Q,K(a) = 11 a N • e K ( a N , x ) 11 Q d 

Q, ( N ) 

< llmin(a-N.k)aN.e K(l,x)ll Q d 
kt: o Q, ( N ) 

< Cll xll E 
l 

Mostraremos agora que E
0 

c (EkJ kt: 0 )+ Q K" 
G ' , 
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+ 
li X li O , Q , K ( a ) llaN.eK(aN,x)ll Q d 

9- ( N ) 

~ llmin (a-N.k)aN· 0 J(l,x)ll Q d 
kE o 9, ( N ) 

= J(l,x) llmin (aN.(o-k))ll 
kt:cJ ;<,Q(Nd) 

~ c 11 XII E 
o 

DEMONSTRAÇAO DE (4). 

+ 
li x li O , Q , K ( a ) = li a N ' G K ( a N , x ) 11 Q d 

9- ( N ) 

N • o N 11 11 
~ 11 a K ( a , X ) li Q d = X e , Q , K ( a ) 

9, ( z ) 

Reciprocamente, 

11 X li e , Q , K ( a ) = 11 a N • O K ( a N , x ) 11 Q d 
9, ( z ) 

~ llaN.oK(aN,x)ll Q d +1ia-N.oK(a-N,x)ll Q d 
9, (N ) 9- (N ) 

+ -N 8 )li 
~ 11x11 8 ,Q,K(a) +lia · K(l,x 9-Q(Nd) 

llxii;,Q,K(a) + llxiiE
1

11a-N.oii9-Q(Nd) 

e como 
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11 x 11 E l ~ C 11 x 11 ; , Q , K ( a ) 

e 

< co 

temos que 

11 x 11 Q K ( ) ~ C 11 X 11 + Q K ( ) 8, , a f:l, , a 

DEMONSTRAÇAO DE (5): t semelhante ã demonstração de 2.3.4 (3). 

Em virtude de 2.6.5 (3) passaremos a escrever 

se O ~ e ~ l e l ~ Q ~co. 

2.6.6. COROLí'l.RIO: Sejam e, 8 1 
l Rd com O~ o< 0 1 < l. Então 

( l ) ( l ~p' Q<co) 

e 

( 2 ) ( l~P~Q~) 

DEMONSTRAÇAO: Seja R tal 1/Q = l/P + l/R. Então, pela desigual 

dade de Hôlder (-Benedek-Panzone) temos 
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+ 
11 x11 8 ,Q,K 

,ç; D llxll+, p K 
o ' ' 

A demonstração de (2) jã foi feita anteriormente. 

2.6.7. TEOREMA: Para O.::::;; (1 < l, l ~ Q ~ w, são equivalentes 

as seguintes afirmações: 

( l ) {Me K(M;x)} 
Q d 

t~ Q,*(N+) 

( 2 ) to K(t;x) Q d 
c R,*(R+) 

( 3 ) ja N.o K(a 
N 

; X) : 9"Q(Zd) t 

sendo que todas as três expressões são normas para (Ekl k.t::rJ);,Q,K' 

DEMONSTRAÇAO DE (3) IMPLICA (2): 

11 t 8 K(t;x)ll Q d = { (ooo • .. (fooo 
Q,*(R+) J 

( I 
n ,- Z 
l~ 
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n. n. + l 
etomandoa.J<t.<a.J paraj 

J J J 
l ,2, ... ,d, segue que: 

DEt~ONSTRAÇAO DE (l) IMPLICA (3): Consideremos aN < M N+l 
< a 

Desse modo 

co 

llaN.eK(aN;x)ll Q 
2 

= { L: 
~ (N ) n2=0 

co 

( L: 
n =O l 

(a passagem acima foi possivel em virtude de l < I l/M) e 
M[ N] 

assim tem-se na continuação que 
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Nesta demonstração tudo o que fizemos para d ~ 2 valerã tam

bém para d maior que 2, d s N+. 

DEMONSTRAÇAO DE (2) IMPLICA (l): Tomemos M < t < M+l. Assim 

00 00 

8 ql l q2/ql l· l/q2 
~ {L: ( L: (M K(M;x)) -) ~ 

1 1 ml m2 
m2~ ml= 

< c { L: 
m = l 

2 

Observamos novamente que tal demonstração também valerã p~ 

N N·t-1 ra d maior que 2, d s N+ e salientamos ainda que se a < M < a 

com a > 1, então teremos: 

onde M[ N] 

a -1 --< a 
L: 

M[ N] 
1 M < a-1 

d ~-2.6.8. LEMA: Para a s R , sao equivalentes as normas: 

( 1 ) 

( 2 ) 
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DEMONSTRAÇAO: Segue do teorema 2.6.7, tomando t = sa. 

2.6.9. DEFINIÇAO: Seja a > 1, a s R~. Definimos (Ekl kt::cl)+ Q J 
o ' ' -como o espaço de todos os x E E1 para os quais existem seque~ 

cias {uN} d c E tal que: 
Ns N ° 

( 1 ) X = 

e 

( 2 ) 

onde O ~ e ~ 1, 1 ~ Q ~ oo. 

2.6.10. TEOREMA: Para O < e < 1, 1 < Q ~ oo e/ou O~ o ~ 1, 

Q = 1, os espaços (E 1 kc 0 )+ são completos sob as normas: k o,Q,J 

e valem ainda as seguintes propriedades: 

( 2 ) E 0 C ( E k 1 ks o ) ; , Q , J C E 1 

( 3 ) ( E k 1 ks o ) ; , Q , J ~ ( E k I kE 0 
) 0 , Q , J 

Mais ainda, para a,b > l, a * b e x s ~E. temos que: 

( 4 ) + ~ + 
11 x 11 0 , Q , J ( a ) li x 11 e • Q , J ( b ) 
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DEMONSTRAÇAO DE (2): Mostremos que E
0 

C (EkJksD):,Q,J" Seja 

x s E
0

. Assim, tomando u
0 

"" x e uN "" O para N =F O, teremos 

e 

+ 
11 X 11 O 'Q 'J 

= J(l,x) = 11 X 11 E 
o 

+ Mostremos agora que (E 1 kcD) c E1 . Consideremos 
k o,Q,J 

(Eklkso);,Q,J" Assim, existe uma sequência (uN) d c E 
Ns N ° 

ta 1 que 

(na norma de E1 ) • 

Assim 

11 x 11 E ~ L: 11 u N 11 E 

1 Ns N d l 
= 

~ -N.o( N.o J( N. )) """' L: a a a ,uN 

Ns Nd 

e utilizando a desigualdade de Htllder, obtemos: 

11 xll E 
l 

-N e N o N 
~ ll{a · }11 Q' d ll{a • J(a ;uN)}II Q d 

9, (N ) 9, (N ) 
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e tomando o 1nfimo sobre todas as poss1veis decomposições de 

x, seguirã que 

OxOE <C OxO+ Q J 
l o • • 

DEMONSTRAÇ.z.\0 DE (4): Seja x E (EklkE 0 );,Q,J com a decornposi

çao x = ;;:; wN. Se tornarmos uN = wN para N ~O e uN = O nos 
NE Nd 

outros casos obteremos x = 

N. EJ N 
O{a J(a ;uN)}O Q d 

~ ( z ) 

e tomando o 1nfimo sobre todas as poss1veis decomposições de 

x, obteremos 

0 X 0 I) ' Q ' J ~ 0 X Jl ; ' Q ' J 

Reciprocamente, consideremos x c (EklkEu)
8

,Q,J" Assim exis 

te uma sequência {uN} d tal que x = 
NE Z 

;;:; uN na norma de 
NE Zd 

e tal que 

Se para k E o definirmos 

teremos que 
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e a1êm disso 

11 11 + ~ 11 a N • 0 J ( N ) 11 
x 8,Q,J a ,v(k.N) .Q,Q(Nd) 

<( llaN.8 J(aN; r. uN)II Q d 
Nc (Z-N )d-J kl 9, (N ) 

+ 

<( r. llaN.e.k J(aN.k,uN)II (Q.k) Nlkl 
N c ( z -N ) d - I k I 9, ( + ) 

+ 

Façamos agora a estimada para 

M = li N • 8 • k J ( N • k )li 
a a ,uN Q.k lkl 

.Q, ( N+ ) 
(k c ll) 

Vamos ter 

M-Il N.8.kJ( N.k. )li ,ç: li N.8.k { N.(1-k).j}J( N.u )li 
- a a , uN Q k I k I '""'- a max a a , N Q k 

.Q,. (N+ ) jt:D .Q,. (Nlkl) 

Logo 

M ,ç: li ( N . ( 1 - k ) . j ) N . o . ( k - l ) N • 8 J ( N . ) li 
~ ma x a a a a , u N Q k 

jt:o .Q, • (NJ kJ) 
+ 

= li ( N • ( 1 - k ) • ( j - 8 ) ) N • 8 J ( N ) li 
~a x a a a , u N Q. k 
Jco .Q, (NJkl) 

+ 
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-e voltando a primeira estimada, temos 

e pela desigualdade de H5lder, obtemos 

+ 
11 X 11 Q J e , , 

donde 

e tomando o 1nfimo sobre todas as decomposições de x, segue 

que 

+ 
11 X 11 Q J < C 11 X 11 Q J e, , o, , 

2.6.11. COROLARIO: Sejam e, e' E Rd com O< e< e'< 1. Então: 

( 1 ) ( 1 < p' Q~) 

( 2 ) 

2.6.12. TEOREMA: Seja a> 1, O< O< 1, 1 < Q < oo e 

x E (EkjkEo);,Q,J" São equivalentes as seguintes afirmações: 
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(i) Existe uma sequência {vM} d c E
0 

com 
Nc N - + 

( 1 ) X = 2: ( 1 I M ) v ~1 
M Nd c + 

na norma de E1 , e 

( 2 ) 

(ii) Existe uma sequência {uN} d c E com 
Nc N ° 

( 3 ) X (na norma de E1 ) 

e 

( 4 ) 

(iii) Existe uma função fortemente mensurãvel u=u(t), em re

lação~ medida dt/t em E
01

tal que 

X = ( U ( t) dtt 
J Rd 

+ 

(na norma de E1 ) 

e 

Faremos a demonstração para o caso bi-param~trico. 

DEMONSTRAÇAO DE (ii) IMPLICA (i): Seja x c (Ekjkt:u)+ Q J e va 
G , , 
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mos assumir que existe uma decomposição da forma x = L: uN 

NENd 
na norma de E1 com 

N N+ l Se tomarmos a ~ M < a 11M 

( 5 ) v M = u ~ 1 ( L: l I M ) - l 
M[ N] 

poderemos escrever 

e alem disso 

11 M 8 J ( M , v M ) 11 Q d ~ 11 a ( N + l ) . 0 J ( a N u N ( 2~ 1 I M ) - l L: l I M 11 
2- * ( N ) M[ N I M[ N] 51_ 2 ( N ~ ) 

~ a8 11aN.e J(aN;uN)ll( z liM)II Q d 
M[ N] 9-*(N+) 

~C llaN.e J(aN;uN)II Q d 
2- ( N ) 

DEMONSTRAÇAO DE (i) IMPLICA (ii): Seja x t: (EkjkE:u)+ Q J e va 
(l • • 

mos assumir que 

x = z (liM)vM 
M Nd c + 

(na norma de E1 ) 
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e 

Usando um argumento semelhante ao do caso rec1proco, obte 

mos 

x = ~ (1/M)vM = 
d ME N + 

com vM dado por (5). Alêm disso 

llaN.oJ(aN;uN)IIQ d ~ IIM 8 J(M/a;vM. 2: l/M)IIQ d 
x (N ) M[ N] l:k(N+) 

donde a equivalência entre (i) e (ii). 

2.7. A DUALIDADE DOS ESPAÇOS I[ e n[ 

2. 7.1. Dada uma fam11 i a admi ss1vel de espaços de Banach 

[ = (EkJkEo), existe uma dualidade natural entre nl[ e 2:[ e en 

t r e o s e s p a ç o s d e i n t e r p o 1 a ç ã o ( E k I k E Ll ) 8 , Q , K e ( E k I k E cJ ) 8 , Q , J . 

Para examinar essa dualidade vamos fazer a seguinte hipÕt~ 

se de densidade (D) sobre a fam1lia admiss1vel [: 
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( D ) n[ e densa em Ek (k E Ll). 

Consideremos [ 1 = (Ek_jkEo) a fam1lia constituida pelos 

duais dos elementos da fam1lia E. 

Os espaços Ek (kEu) podem ser imersos em (n[)' de maneira 

canônica: 

Esta imersão esta assegurada pela hipÕtese de densidade 

(D) e assim [I = (Ek_i kE 0 ) sera uma fam1lia admiss1vel de esp~ 
I 

ços de Banach. 

2.7.2. TEOREMA: Seja [ = (EkjkELJ) uma fam1lia admiss1vel de 

espaços de Banach que satisfaz ã hipõtese de densidade (D) e 

[
1 = (EkJ kEo) a sua fam1l ia dual. Então: 

( l ) (n[) ' 

e 

11 X I 11 L IE I { <~X,X
1

>j sup 
11 x niE 

X E n[} 

onde <. .>n denota a dual idade entre n[ e (n[[) 1
• 

DHIONSTRAÇAO: Seja X
1 E LIE 1 com X

1 

ra x E nl!:, temos 

L X k , X k E E k ( kE o ) • P a 
kE o 



I< X I ; X> I ~ 

~ ma x { 11 xll E 

k 

~ 11 x 11 n r 11 x I 11 z: [ I 

Donde podermos escrever que: 

li x I 11 ( n I[ ) , ~ 11 x 1 
11 2= E , 

Reciprocamente, seja ql t: (n[) 1 ex t: n[. Então: 

llq;(x)ll ~ llcpll(n[)l llxlln[ 

Consideremos agora o subespaço diagonal de e Ek: 
kc CJ 

e definamos a forma linear 

F 

- -onde d e o numero de espaços envolvidos. 

Como F~ cont1nua sobre 6, na norma: 

max {llxkiiE} 
kc u k 

temos pelo teorema de Hahn-Banach a exist~ncia de 

8 3. 
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tal que 

e 

com (x 00 ,x 10 ,x 01 ,x 11 ) E 6. Então, se tomarmos x00 =x 10 =x 01 =x 11 =x, 

com x E nE, temos que 

F(x) = L <Xk,X> = 
kEC 

e em virtude da hipôtese de densidade, temos que os xk sao 

determinados por seus valores em n[. Assim, pondo ~ = ~ 

teremos que: 

11 ~ 11 I [ = 11 I xkiiiitl ~ 
kED 

kc [J 

2.7.3. TEOREMA: Seja IE = (Ek[kEll) uma fam1lia admiss1vel de 

espaços de Banach que satisfaz ã hipÕtese de densidade (D) e 

f 1 = (Ek[ kEo) a sua fam1l ia dual. Então: 

( l ) 

e 
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( 2 ) X E L:IE} 

onde<. .> 2 ~ denota a dualidade em L:[ e (L:[)'. 

2.7.4. COROUiRIO: Seja [ = (Ek[kccl) uma fam1lia admiss1vel 

de espaços de Banach que satisfaz ã hipÕtese de densidade (O) 

e IE' = (Ek_[kELJ) a sua fam1lia dual. Então 

( 1 ) K(t,x' ;[') 
- 1 

sup {j<x;x'>[/J(t ,x,[) X t:: il[} 

e 

( 2 ) J(t,x' ;[') 
- 1 

sup {j<x;x'>[/K(t ,x;[) X E L;[} 

DEMONSTRAÇAO: Seja E um espaço normado e t > O. Denotando por 

t E o e s p a ç o E m u n i d o d a n o r ma li • 11 t E = t 11 • 11 E , t e r e mo s q u e 

e considerando a fam1lia (tk Ek[kso), teremos o resultado de

sejado em virtude das fÕrmulas para II.IIL~IE' e ll.lln[' exibidas 

nos teoremas anteriores. 

2.8. A DUALIDADE DOS ESPAÇOS (Ek[kEu)EJ,Q 

2.8.1. Consideremos agora uma fam1lia admiss1vel de espaços 

intermediãrios de Banach que satisfaz ã hipÕtese de densidade 

(0). Podemos então considerar espaços intermediãrios em rela

ção ã fam1lia dual [' e em particular aos espaços de interpo-
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1 ação ( E k I k s 0 
) 8 , Q . 

Seja E um espaço intermediãrio em relação ã fam1lia admi~ 

s1vel E. Então, para que E' seja um espaço intermediãrio em 

relação ã fam1lia dual [' e necessãrio e suficiente que n[' 

seja denso em E; e em particular se [ = (EkJkso) Q o teor~ e, , 
ma de densidade assegura que E' = ((EkJkcD) o)' e um espaço e, 
intermediãrio em relaçao ã familia [' = (Ek_Jkso). 

Estudaremos agora as relações entre os espaços intermediã 

2.8.2. PROPOSIÇJ.\0: Seja [ = (Ek!kf::tJ) uma fam1lia admiss1vel 

de espaços de Banach que satisfaz ã hipÕtese de densidade (D) 

e[' (Ek.JkED) a sua fam1lia dual e consideremos os parâme-

tros ~ Q < oo e O < e < 1. Então: 

DEMONSTRAÇAO: Seja x' E (Ek_Jkc_:t::J) 1_8 ,Q';J e escrevamos 

x' N 
(na norma de L:E'=(n[)') 

Desse modo 

<x' ;x> ~ L: <xN;x> ~ 2:: J(2-N;xN;IE') K(2N;x;IE) 
NsNd NsNd 

em virtude da expressao que aparece em 2.7.4(2). Como 



temos que 

< X I ; X> ~ I 2- N J ( 2 N ' X N ' I[ I ) K ( 2 N ' X ' [ ) 
d NE N 

e desse modo 

87. 

11 X I li ( ( E I k E o ) ) I = s u p { I < X I ; X > I I 11 X 11 o ' Q • K ; X =I= o } 
k e,Q,K 

q L: ( 2- N ( 1 - 8 ) J ( 2 N • x N • [ I )( 2- N .u K ( 2 N , x; [ ) ) } 1 11 x li ( 
1 

, Q , K 

NENd 

e pela desigualdade de HBlder, temos 

11 X I 11 ( ( E I kE o ) ) I 
k 8,Q,K 

e tomando o 1nfimo sobre todas as decomposições de X 1
, temos: 

11 X I 11 ( ( E I kE o ) ) I ~ c 11 X I 11 ( E I I kE o ) I 

k e,Q,K k 1-e,Q ,J 

2.8.3. DEFINIÇAO: Definimos o espaço de sequ~ncias A8 '0(zd) 

como 

onde o < e < l' l ~ Q < 00 e d e a dimensão do espaço base so-

bre o qual estamos trabalhando. Uma norma neste espaço e dada 

por 
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11 xll e Q d 
A' ( Z ) 

-N e 
= 112 · 1xN111 Q d 

Q, ( z ) 

2.8.4. LEMA: Para O< e< l, l < Q < 00 os 

l Q I d 
A -e, (Z ) estão em dualidade, ou seja, para qualquer fun-

cional f E (Ae'Q(Zd))' corresponde 1-e,Q' d 
um i3 = Sf = (SN)EA (Z ) 

tal que 

-N 
= L 2 xN SN 

NE zd 

<f; X> 

para todo x = (xN) E Ae,Q(Zd) e alem disso 

= llsll l-e Q' d 
A ' Z ) 

(Q' ê o conjugado de Q e significa que se Q = (q 1 ,q 2 , ... ,qd) 

então Q' = (ql, ..• ,qd) sendo (l/qj) + (l/qj) = l, j = l, ... ,d. 

DEMONSTRAÇAO: Definamos 

<f; X> = 

Assim 

-N 
I < f ; X> I < L I 2 X N i3 N I 

NE zd 

< L (2-N.e lxNI) (2-N.(l-e)ISN\) 

NE zd 

e pela desigualdade de H~lder, temos 



I < f ; X > ! ~ 11 X 11 El Q 11 G 11 l - Q I 
~ ' A 8 > 

h 1\ 

donde 

11 f 11 CA 8, 0 ) , ~ 11 e 11 A 1 _ 0 , Q I 

e se em particular tomarmos a sequ~ncia x = (xN) com 

teremos 

d n o ( l - q 'o +o o q 1
o ) q 'o - 2 

2 J J J J 's 1 J ·1r I no 
j = l J 

Q' 
11 B 11 

Al-o,QI 

Temos tamb~m em virtude da definição de x = (xN) que 

<f;X> 11 X 11 A o ' Q 11 B 11 A l - o ' Q I 

89. 

donde podermos afirmar que o supremo ~ atingido por x = (xN) 

na norma do funcional e isso nos garante que 

= 11 p 11 l _ fJ Q I d 
A ' ( Z ) 

2.8.5. PROPOSIÇAO: Seja [ = (Eklkt:u) uma fam1lia admiss1vel 

de espaços de Banach que satisfaz ã hipõtese de densidade (D) 

e [ 1 (Eklkc=u) a sua fam1lia dual e consideremos os parâme-

tros ~ Q < oo e O < El < l. Então: 
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DEMONSTRAÇAO: Seja x' E ((Ekikr:: 0 ) Q J)'. Em virtude de, e ' , 
2.7.4 (1), temos que dado E> O arbitrârio, existe {YN} c nE, 

yN -=F O tal que 

Seja agora uma sequência a = (aN) dE Ae,Q e coloquemos 
NE Z 

X 
a 

= L: aNYN/J(2N;yN;E) 

NE Zd 

e desse modo 

donde 

11 x 11 (E I k o) ~ 11[2- N 'ela N ~11 Q d 
a k E e ' Q ' J IJ Q, ( Z ) 

assim 

donde concluimos que 

xa E (EkJkso)e,Q,J 

Como 



e pela arbitrariedade de s > O, temos que 

Alem disso: 

<X' ;x > 
a 

e desse modo temos: 

L: aN K(2-N,x, ,E') 

NsZd 

< llx'II((E lk [J) )' llxll Q J 
k L e,Q,J e. , 

-N 
L: a N • K ( 2 ; x ' ; E ' ) < 11 ex 11 ~ 8 , Q 11 x 

1 

11 ( ( E 1 k u ) ) 1 

Ns zd 1l k I s 8, Q, J 

91 . 

e como são espaços que estão em dualidade atra 

ves da dualidade definida por 
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temos para B = (BN), com a particular definição: 

que 

llx
1

11(Ae,Q) 1 = IIBIIAl-e,QI 

Mais ainda 

11 X 
1 

11 e Q 
(A ' ) I 

= sup{I<X 1 ,X >1/llall Q} 
a fie. 

ou seja 

IIX
1

11(Ae,Q) 1 ~ IIX
1

11((E lkED) )I 
1l k e,Q,J 

e como 

llxiii(EIIk o) 
k E 1-e,QI;K 

IIBIIl-e,QI 

temos que 

11 X I 11 ( E' I k o ) 
k E l-e,Q 1 ;K 

= 11 x I 1(1 A e • Q ) I ~ 11 x 
1

11( (E 1 kE o ) ) t 
1l k e,Q,J 

concluindo assim o resultado desejado. 

2.8.6. TEOREMA: Seja E= (EklkE 0 ) uma fam1lia admiss1vel de 

espaços de Banach satisfazendo ã hipÕtese de densidade: 
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( D ) -nE e densa em Ek ( kE ll ) 

e[' = (Ekjkt::D) a sua fam1lia dual. Sejam os parâmetros 

O < e < 1, 1 ~ Q < oo e Q' o conjugado de Q (definido em 

2.8.3). Então: 

DEMONSTRAÇ~O: Em virtude da proposição 2.8.2., temos que 

Pelo teorema de equivalência 2.4.4., temos que 

(EkjksD) Q K (J , , 
_ (Ekjk,_~u) - o,Q,J 

e 

Pela proposição 2.8.5., temos que 

((Ekl kcD)e,Q,J)I c (Ek.J kccl)l-e,Q' ,K 

Em virtude de todas essas imersões citadas acima temos o re-

sul tado desejado. 



CAPTTULO 3 

ESPAÇOS DE APROXIMAÇ~O E A CONEX~O ENTRE OS MtTODOS DE 

INTERPOLAÇ~O E OS MtTODOS DE APROXIMAÇ~O 

Neste Cap1tulo estabeleceremos conexões entre os espaços 

de interpolação (Ekl kEo)a,Q e os espaços de aproximação (E)e,Q 

impondo algumas restrições aos espaços e parâmetros envolvi-

dos. 

Com o objetivo de mostrar a estabilidade dos métodos de 

aproximação, são introduzidas duas classes de aproximação. Es 

tas classes são inspiradas nas desigualdades de Jackson e 

Bernstein. 

Ao final mostraremos a identidade entre os espaços de aprQ 

ximação e os espaços de interpolação. 

3. l. OS MtTODOS J E K DE MELHOR APROXIMAÇ~O 

3.1.1. Consideremos E um espaço de Banach e uma escala multi

d pla de subespaços de E, isto e, uma fam1lia (WNIN E N) tal 

que 

( l ) 

N'-( '),;;::: N11
-"(" ") W -{O} se - n1 , ... ,nd - - n1 , ... ,nd e 

0
- . 

3.1.2. DEFINIÇ~O: Para todo x E E, definimos a melhor aproxi-

mação de x por elementos de WN, como: 

u r" 1 ,_: A-. M P 
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Desta definição seguem algumas propriedades. 

3.1.3. PROPOSIÇAO: Seja x E E e y E E. Então: 

( 2 ) (N'<N") 

( 3 ) (a E R) 

( 5 ) 

( 6 ) 

3.1.4. DEFINIÇAO: Um espaço F ê um espaço de aproximação de 

E, se: 

(l) WN c F c E 

d 
para todo N = (n 1 , •.. ,nd) E N . 

3.1.5. DEFINIÇAO: Seja (WNjNENd) uma escala múltipla de sube~ 

paços de E, O< e= (e 1 , .•. ,ed) < l; l < Q = (q 1 , ... ,qd) < oo. 

Definimos (E)e,Q,K como o espaço de todos os elementos x E E 

para os quais 



( l ) {aN.e E N(x)} E ~Q(Nd) 
a 

onde a= (a 1 , ... ,ad) > l, E N(x) = 
a 

[aN] =max{MEZd!M<aN}. 

97. 

E N (x) e 
[ a J 

3.1.6. TEOREMA: Para O< E:i = (e 1 , ... ,ed) < l, a= (a 1 , ... ,ad) > l, 

l < Q = (q 1 , ... ,qd) < oo; o espaço (E)e,Q,K e completo sob qual_ 

quer uma das normas equivalentes: 

( l ) 11 x 11 8 ' Q ' K ( a ) = 11 x 11 E + 11 { a N • E N ( x ) } 11 Q d 

a Q, (N ) 

Mais ainda para a = (a 1 , ... ,ad) E R~, b = (b 1 , ... ,bd) E R~ 

com a* b, a,b > l temos a equivalencia entre as normas 

11 • 11 8 ' Q • K ( a ) e 11 • 11 t3 ' O ' K ( b ) • 

Valem também as imersões 

( 3 ) 

para todo N 

DEMONSTRAÇAO: Demonstremos a primeira imersão de (3). Seja 

pM E WM c o m M E N ~. Assim: 

e pela Proposição 3. 1.3. a expressão da direita serã dominada 

por 
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nd 
ad <md 

,:;;; { 2: 

nd=O 

e assim temos que 

o que mostra que WM c (E)t3 ,Q,K' 

Mostraremos agora a equivalência entre (l) e (2) 

n . n. + l 
e tomando a.J.:;;; m. < a.J para cada j = l,2, ... ,d, seguirã 

J J J 
que a ultima expressao pode ser reescrita na forma 



Reciprocamente, mostraremos que (2) majora (l) 

00 00 

~ c { ;;: I: 

nd=O md[ nd] 

00 

<C { t: 
m =O 

d 

{ I: 
n =0 

d 

donde a equivalência entre as normas (l) e (2). 

99. 

A demonstração das demais equivalências ê anãloga aquela 

apresentada em 2.3.4 (3). 

3.1.7. PROPOSIÇAO: Se x c (E)lJ,oo,K' então 

( l ) 

e alem disso 

( 2 ) (M -+ oo) 

DEMONSTRAÇAO: Segue do te o rema 3. l. 6. 

A desigualdade 3.1. 7 (l) serã denominada desigualdade de 

Jackson de ordem e, e~ O e os espaços (E)e,Q,K serão chamados 
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espaços de 2proximação do tipo Jackson. 

3.1.8. PROPOSIÇAO: Seja (WNINE:Nd) uma escala múltipla de sub-~ 

espaços de E, O < e < 1 e 1 ~ Q ~ oo. Definimos (E) Q J como 
e ' ' 

o espaço de todos os elementos x E E para os quais existe uma 

decomposição da forma 

( 1 ) 

sendo uN E W N e 
a 

( 2 ) 

(na norma de E) 

3.1.9. TEOREMA: Para O< e< l, 1 ~ Q ~ oo; o espaço (E)o,Q,J 

ê completo sob qualquer dês normas equivalentes: 

Mais ainda, para a,b > 1; a* b, temos que 

( 3 ) llxii 8 'Q,J(a) ~ llxii 8 'Q,J(b) 

e valem as seguintes inclusões 

( 4 ) WN c (E) Q J c E 
8 ' ' 
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para todo N 

DEMONSTRAÇl\0 DE (4): Seja pM E W~ 1 , M = (m 1 , ... ,md) E N~ e de-

N-1 N finamos UN = pM se a ~ M <a e UN O nos outros casos. 

Desse modo, UNe:: WaN para cada N c Nd e pM = L: d UN" Assim 
NcN 

donde o resultado desejado. 

DEMONSTRAÇAO DA EQUIVALtNCIA ENTRE (1) e (2): Seja x c (E)e,Q,J; 

x = :>:: U N c orn U N c W N e 
NENd a 

Se N (n
1

, •.• ,nd) c Nd definimos o conjunto 

n . 1 +n. 
a J~m-<a J;j=l,2, ... ,d} 

J 

N l+N e se a ~ M ' a definiremos 

e 

L: I IM 
M[ N] 

Desse modo vM c WM e alem disso: 
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L L (l/M) VM = 

NcNd M[ N-1] 

Temos tambem que 

co 

co 

donde, tomando o 1nfimo sobre todas as poss1veis decomposições 

de x apresentadas acima, segue que 

llxii 8 'Q,J.::;;; Cllxii 0 'Q,J(a) 

Reciprocamente consideremos x L (l/M)vM com vM E WM e 
d 

Me N+ 
N+l M < a tomarmos 



com M s N~ e UN = O se algum n. 
J 

O com j 

L: 2: (1/M)vM = 

NsN~ M[N-1] 

e alem disso 

~{ L: 
n = 1 
d 

00 

~{ L: 
n = 1 
d 

OJ ()() 

L: L: 2: 
n2=1 n1 =1 m1r n1

-11 

e reiterando o processo, obteremos: 

1 o 3. 

= l,2, ... ,d. Então 

L: (1/M)vM = X 

M Nd s + 

e tomando o infimo sobre todas as decomposições de x nas for-

mas acima, seguirã que 

llx11°'Q,J(a) ~ Cllx11°'Q,J 

A demonstração de (3) e anãloga ~quela de 2.3.7 (3). 
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3.1.10. PROPOSIÇAO: Se w c WM' então: 

( l ) 

A demonstração segue do teorema 3.1.9. 

A desigualdade que aparece na Proposição 3.1 .lO sera deno-

minada desigualdade de Bernstein de ordem e~ O e os espaços 

(E)e,Q,J serão chamados espaços de aproximação do tipo 

Bernstein. 

3.2. A EQUIVALtNCIA ENTRE OS MtTODOS J E K DE MELHOR APROXI

MAÇAO 

3.2.1. LEMA: Para O< e,;:;;;l, l,;:;;; Q,;:;;; co, temos, 

( l ) (E)e,Q,J c (E)e,Q,K 

DEMONSTRAÇAO: Seja x c (E)e,Q,J' Assim, existe {uN} c W N tal 
a 

que 

(na norma de E) 

e 

Desse modo 
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a - M • 8 a ( ~1 + N ) • o 
E N(uM+N)}II Q d 

a 9, (N ) 

e pela desigualdade de Minkowski, temos que: 

~ L: a-M.oll{aK.e E N(UK)}II Q d 
Mt:: N d a 9, ( N ) 

~ C 11 { a K • 0 11 u K 11 E } 11 Q d 
Q, ( N ) 

e tomando o 1nfimo sobre todas as decomposições de x na forma 

apresentada no in1cio da demonstração, temos que: 

ll{aN.o E N(x)}ll Q d ~ Cllxii 8 'Q,J 
a 9, (N ) 

donde o resultado desejado. 

3.2.2. LEMA: Para O< e~ l; l ~ Q ~co, temos: 



( 1 ) (E)e,Q,K c (E)e,Q,J 

DEMONSTRAÇAO: Seja x E (E)e,Q,K' Desse modo, 

Logo e possivel encontrar wN E W N tal que 
a 

"w N-x"E ~C E N(x) ~C "wN-x"E ~ O 
a a 

quando N ~ oo. Se escolhermos (no caso bi-parametrico): 

w - w n1-l;n 2 
- w + w n1-l;n2-l N 

n 1 ; n2 n1 ;n 2-l 

w n 1 ; O - w n -1 ·O se nl ;;;. 1 e n2 = o 
1 , 

UN = 

w - w se nl o e n2 ;;;. 1 O;n 2 O;n 2-l 

o se N = (0,0) 

poderemos escrever que 

00 00 Nl N2 
L: L: u = Lim L: L: UN = Lim WN = 

n -o n -o nln2 N~oo n =0 n -o N~oo 1 - 2-
N=(N 1 ,N 2 ) 1 2-

na norma de E e alem disso 

106. 

> ( 1 , 1 ) --

X 



donde 

e 

C E n -1 n -1 (x) 
1 2 

a 1 a2 

C E n _1 (x) 
1 a 1 , O 

o 

00 

{ L: 
n,.,=O 

L 

1 o 7 . 

se N > (1,1) 

se N = (0,0) 

(X) q q /q 1/q 
L: ( a N • fJ 11 u N 11 E ) 1 ] 2 1 } 2 

n
1

=0 

oo n e q 1/q co n 8 q
2 

1/q
2 < { L: ( a 1 1 11 u O li ) 1 1 1 + { i~ ( a 2 2 2 11 u O n 2 11 E ) } 

n =1 1 n1 E · n =0 
1 2 

+ 11 a N • G 11 u N 11 E 11 Q 
2 

9- (N+) 

n CJ 

< C { 11 { a 1 1 E ( x ) }11 1 n 1-1 q 
a 1 ;O 9-

1 (N+) 

n 8 
+ 11 { a 2 

2 2 
E n _ 1 ( x ) } 11 q 

O·a 2 9- 2 (N ) • 2 + 

+ ll{aN.8 E N-1(x)}ll Q 2 
a Q, (N+) 

<C ll{aN.o E N(x)}ll Q 
2 a .Q, ( N ) 

donde 
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llxlle,Q,J <; Cllxlle,Q,K 

3.2.3. TEOREMA: Para O < e< l; l <; Q <; oo, temos: 

( l ) (E)e,Q,K- (E)e,Q,J 

3.2.4. COROLARIO: Para e• <e< l, l <; P, Q <; oo, temos: 

( l ) (E)e,Q,K c (E)e•,P,K 

( 2 ) (E)e,Q,J c (E)e•,P,J 

e para O< e < l e l <; P <; Q <; oo, temos: 

( 3) (E)e;P,K c (E)e,Q,K 

( 4 ) (E)e,Q,J c (E)e,P,J 

3.3. A ESTABILIDADE DOS MtTODOS J E K DE MELHOR APROXIMAÇAO 

3.3.1. DEFINIÇAO: Seja F c E um espaço de aproximação e 8 ~O. 

Então: 

AK A~( E) EN(x) <; C 
-e 

( XE: F ) ( l ) F E = SEE N llxiiF e 

( 2 ) F E AJ = A~(E) SEE 11 wll F <; c NellwiiE (wEWN) 
8 

( 3 ) F E: Ae Ae(E) SEE F E AK n J 
= A e e 
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3.3.2. LEMA: Para e> O, seja F c E um espaço de aproximação. 

Então: 

( 1 ) SEE F c (E)EJ,oo,K 

( 2 ) SEE (E)o,l,J c F 

( 3 ) SEE (E)G,l,J c F c (E)G,oo,K 

DEMONSTRAÇAO: Temos que F s A~(E) se e somente se 

-G EN(x) ~C N UxOF e como 

sup{aN.eE N(x)} ~ 
Ns Nd a 

temos que 

donde 

11 x o e ' o ' K ~ c u x u F 

o que e equivalente a afirmar que F c (E) K" e ,oo ' 

DEMONSTRAÇAO DE (2): Seja (E) l J c F. Então, existe urna cons 
8 ' ' 

tante C > O tal que 

0 X li F ~ C a -O 0 X 11 EJ ' l ' J 



l l o . 

e por 1.9 (4) temos que 

assim 

11 p J. li F ~ C a - 8 11 p . li 8 ' 
1 

' J ~ C a - e m a x { j k • e} 11 p . 11 E 
J kEo J 

donde 

e podemos concluir que F E A~(E). 

J Reciprocamente, seja F c A
0

(E) e x E (E) 1 J" Então, exis e , , 
te {uN} c W N tal que X = zN un(em E) e 

a 

L: aN.e lluNIIE < oo 

NE Nd 

Assim, obtemos que 

e como F e completo, temos que a soma L: uN converge na no.!:_ 
NENd 

ma de F para um elemento x' c F e consequentemente na norma 

de E também, donde concluimos que x = x' e assim pela desigual 

dade acima temos que 
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donde 

11 X 11 F ~ C 11 X 11 e ' l ' J 

DEMONSTRAÇAO DE (3): Segue de ~l) e (2). 

Uma consequência deste último lema ê que as classes Ae(E) 

são não vazias. 

3.3.3. COROLJ\RIO: Para G >O e l ~ Q ~ '"-'• temos que: 

( l ) 

( 2 ) 

3.3.4. LEMA: Se F E Ak(E), a;;_;;, O e l < Q < oo, então: 
a 

( l ) 

d para todo e E R . 

DEMONSTRAÇAO: Consideremos 

a melhor aproximação de x por elementos de WN na norma does

paço F. Temos então para cada x E F, a existência de p~ E WN 

tal que 
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Dai segue que 

e então 

Como x E (F)e- Q K , então 
a • , F 

donde 

o que implica que x E (E)e,Q,K" 

3.3.5. LEMA: Se F E AJ(E), a< e, 1 ~ Q ~ oo e/ou e= a, Q = l, 
a 

então: 

( 1 ) E c (F) e , Q, J e -a • Q, J F 

d 
para todo e E R . 

DEMONSTRAÇAO: Para x E (E)e,Q,J' seja x 

uma poss1vel decomposição de x em E, e 

= L N u N, com u N t: W N, 
a 
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Então 

11 { a N • ( 8 - a ) 11 u 11 } 11 ,ç: C 11 { N • 8 11 11 } 11 N F Q d ~ a uN E Q d 
SL (N ) SL (N ) 

e assim 

-e como F e completo, a soma IN uN converge para um elemento 

x' E F na norma de F e tambêm na norma de E, donde x = x' , 1 o 

go 

e concluímos então que x E (F)e- Q J . 
a, ' F 

3.3.6. TEOREMA: Seja F E A (E), O< a< 8 e 1 :!.( Q :!.( oo. Então: 
a 

( 1 ) (F) ~ (E) ~ (E) ~ (F) 
e-a,Q,KF e,Q,K e,Q,J e-a,Q,JF 

3.3.7. COROLARIO: Seja O< e':!.( e e 1 :!.( P, Q :!.( oo. Então 

(l) ((E)e-e' Q K)e• P K=(E)e P K=(E)e P J~((E)e-e• Q K)e, P J '' '' ,, '' ,, ,, 

Este ultimo corolãrio caracteriza a propriedade dos espaços 

de aproximação denominada estabilidade. 
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3.4. A CONEXAO ENTRE OS MtTODOS DE INTERPOLAÇAO E OS MtTODOS 

DE APROXIMAÇAO 

1 d 1 d = 3.4.1. LEMA: Sejam o~ e
0 

= (e
0

, ... ,e
0

) ~ ek = (ek, ... ,ek) ~ e 1 
1 d 1 d e,= (e,, ... ,e,); eo <e,; o< a= (a •... ,a)< 1,1 ~Q~co 

e/ou O~ a~ 1, Q =co; e= (l-a)e
0 

+ae 1 ; ~ = (EklkEo) uma fa 

mília de espaços de aproximação pertencentes ãs classes 

Ak (E). Então: 
ek 

DEMONSTRAÇAO: Seja x E (Eki kEo)a,Q,K e x = l::k xk uma poss1vel 

decomposição para x, com xk E Ek, k E o, I:[ c E. Então 

e tomando o infimo sobre todas as decomposições para x, temos: 

-e e -e 
EN(x) ~C N ° K(N l 0 ;x) 

Pelo fato de I[ c E, existe uma constante C > O tal que: 

donde obtemos: 
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11 xll 8 'Q 'K = 11 xll + 11 {aN·
8 

E N(x)}ll Q d 
E a Q, (N ) 

N • (O -8 
0 

) N • ( G l -e 
0 

) 

< C { K ( 1 ; X ) + 11 { a K ( a ; X ) } 11 Q d } 
Q, ( N ) 

8 -e 
e tomando b = a 1 0 vem: 

llxii 8 ,Q,K< C{K(l;x) + ll{bN.o. K(bN;x)}ll Q d} 
Q, ( N ) 

e pelo fato de (Ekj kEo )o. ,Q,K c L:[, existe C> O tal que 

11 xll L: [ = K(l ;x) < C 11 xll Q K 
lt ' ' 

donde obtemos 

llxii 8 •Q,K<cllxll QK 
o. ' ' 

3.4.2. COROLARIO: Se alem das hipóteses do lema 4.1., aceitar 

mos que 

( 1 ) ( kED ) 

para O< o. < 1, 1 < Q < oo e/ou a = 1, Q = oo então: 

( 2 ) 

DEMONSTRAÇAO: Para O< a< 1, 1 < Q < oo e/ou O< a< 1, Q = oo 

temos que 
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(E k I kso ) + Q K = (E k I ks o ) Q K a, , a, , 

donde o resultado desejado. 

3.4.3. LEMA: Sejam O~ 8 . o 

e l = (e ~ ' ... 'e ~) ; e o< e l ; o < a = (a l ' ... ,a d) < l ' l < Q < 00 

e I ou O ~ a ~ l , Q = l ; 8 = ( l -a ) e 
0 

+ a e 1 , I[ = ( E k I ks o ) um a 

fam1lia de espaços de aproximação pertencentes ãs classes 

A~ (E). Então: 
k 

DEMONSTRAÇJ\0: Seja x s (E) 8 ,Q,J" Assim, existe {uN} C W N tal 
a 

( a > l ) . 

A s s i m , tem os ta m b ê m que u N E n { E k I ks o } e 

N N k N k N .e k 
J(b ;uN)=max{b- · lluNIIE} ~C max{b- • a lluNIIE} 

kE O k kE O 

e tomando b = 
o l -8 o 

a , vem: 

N - N. k . ( 8 l -8 ) + N . k. 8 k 
J(b ;uN) ~ C max{ a 

0 
11 uNII E} 

kE. [] 

N . 8 
0 

- N. k . (e l -8 ) - k . 8 k +G ) 
~Ca max{a 

0 0
}11uNIIE 

ks 0 

N .G 
0 

~ C a 11 uNII E 
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Definindo agora vN = uN se N [ Nd e vN = O nos outros ca

sos obtemos que x = L:N vN = LN uN, 

e 

N. e 
a o 

Portanto 

llxll;::[ :>;;; L d llvNIIL:[ = 

Ns Z 

:>;;; ~~ min{bN.k} J(bN;uN) 

Ns zd kt:D 

:>;;; L: m i n { b N . ( k -a ) } { b N . a J ( b N ; u N ) } 

Ns zd kco 

e pela desigualdade de HBlder, temos: 

E 11 v N 11 L: [ :>;;; 11 { m i n b N · ( k -a ) } 11 , . 11 { b N ·a J ( b N ; u N ) } 11 Q d 
Nt: z d kt: o 9- Q ( z d ) 9- ( z ) 
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e como Z[ e completo, temos que x = ZN VN (em E) e então po

demos concluir que x E (Eklkc 0 )a,Q,J" 

Tomando o 1nfimo sobre todas as poss1veis decomposições 

para x, na desigualdade (2), vem que: 

llxll ~C llxlle,Q,J 
a,Q,J 

3.4.4. COROL~RIO: Se alem das hipóteses do lema 3.4.3, acei-

tarmos que 

(1) E
0 

c Ek c E1 (k[D) 

onde a > O, 1 < Q ~ oo e/ou a ~ O, Q = 1, então: 

( 2 ) 

DEMONSTRAÇAO: Nas hipóteses que temos, segue que 

donde o resultado desejado. 

3.4.5. LEMA: Sejam Ek E A (E), O~ e
0 

< e1 ; O< a< 1, 
ek 

1 ~ Q < oo; e = a(e 1-e
0

). Então: 

( l ) 

Temos então o teorema que caracteriza a conexão existente 

entre alguns espaços de aproximação e outros espaços de inter 

polação. 
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l d ' l d 3.4.6. TEOREMA: Sejam o~ e
0 

= (e
0

, .•• ,e
0

) ~ ek = (ek, ... ,ek) ~ 

el = (e~ •... ,e1); 80 < el' o< a= (a1
, .•. ,ad) < l, l ~ Q ~ oo, 

e= (l-a)e
0 

+a e1 ; [ = (EklkEo) uma famllia de espaços de 

aproximação pertencentes ãs classes A (E). Então: 
ek 

DEMONSTRAÇAO: Segue do Teorema 2.4.4.; do Lema 3.4. l, Lema 

3.4.3. e do Teorema 3.2.3. 

3.4.7. COROLARIO: Se alem das hipõteses do Teorema 3.4.6 acei 

tarmos que 

( l ) 

para todo k E o, teremos: 

( 2 ) (E)e,Q,J (E)e,Q,K 

l d l d 3.4.8. TEOREMA: Sejam O~ e0 = (e
0

, .•• ,e
0

) ~ ek = (ek•···•Gk) ~ 

81 = (e~, ... ,e1); 80 < el; o< a= (al, ...• ad) < l; 

e= (l-a)e
0 

+a u1 e [ = (EkikEo) uma fam1lia de espaços de 

aproximação pertencentes ãs classes A (E), k E o. Então: 
e k 

( l ) 

( 2 ) 

( 3 ) 

F E 

FE A (E) e 

SEE F E K (u;E) 

SEE F E J (a; E) 

SEE F E K (a ; E) n J (a ; E) 
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DEMONSTRAÇAO: Pelo Teorema 3.4.6, temos que 

Pelo Lema 2.5.2. e pelo Lema 3.3.2.: 

SEE 

F E K(a;E) SEE 

donde o resultado desejado para a demonstração de (1). A de

monstração de (2) ê anâloga e a de (3) segue de (1) e (2). 
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CAPTTULO 4 

A DUALIDADE NOS ESPAÇOS DE APROXIMAÇAO 

O objetivo neste Cap1tulo e obter a conexão entre os duais 

dos espaços de aproximação introduzidos no Capitulo 3 e os 

duais dos espaços de interpolação estudados no Capitulo 2. Pa 

ra isso seguiremos as idéias de Butzer-Scherer [141. 

Para a obtenção da caracterização explicita do dual do es

paço de aproximação (X)e,Q foi necessãria a obtenção de teor~ 

mas duais do tipo Jackson e Bernstein assim como a respectiva 

equivalência. Um lema fundamental foi obtido no contexto qua~ 

do mostramos que uma desigualdade de Jackson para a 

aproximação se converte em uma desigualdade dual do 

melhor 

tipo 

Bernstein e que uma desigualdade Bernstein converte-se 

em uma desigualdade do tipo Jackson para a melhor dual. Estas 

desigualdades nos mostram um fato t1pico observado em todo o 

Cap1tulo no qual conceitos são trocados e propriedades inver

tidas quando passados ã versão dual. 

4.1. PRELIMINARES SOBRE A TEORIA DE APROXIMAÇAO 

4.1.1. Seja X um espaço de Banach e {QNINfNd} uma escala múl

tipla de subespaços vetoriais fechados de X tal que: 

( 1 ) 

se N <( N' e Q0 = {0}. 

Para todo f E X, definimos a melhor aproximação de f por 
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elementos de QN, como: 

( 2 ) 

Vamos assumir que a seguinte condição seja satisfeita: 

Lim EN(f;X) = O 
N-+oo 

( fc X ) 

Esta condição e equivalente a supor que vale um teorema do 

tipo do teorema de Weierstrass em X. 

Uma consequência da condição (Wx) e que: 

( 3 ) 

4.1.2. DEFINIÇAO: Diremos que Y e um espaço de aproximação de 

X, se 

( 1 ) 

Como a seguir nos restringiremos a espaços de aproximação 

Y, suporemos que vale 

Lim EN(f;Y) = O 
N-+oo 

(ft::Y) 

A seguir definiremos duas propriedades que fazem uma cone-

xão entre Y e X. 

4.1.3. DEFINIÇAO: Diremos que Y satisfaz ã: 

(J
8

) Desigualdade do tipo Jackson de ordem G=(e 1 ,e 2 ) ~O se 
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2 (fcY,NcN ) 

(Be) Desigualdade do tipo Bernstein de ordem e = (e 1 ,e 2 ) ~O 

s e : 

( 2 ) 

4.1.4. DEFINIÇAO: Um espaço de aproximação Y e de ordem e~ O 

se satisfaz ãs desigualdades Je e Be. 

A f i m d e i n t r o d u z i r o c o n c e i to d e m e l h o r a p r o x i ma ç ã o n o e s -

paço dual vamos introduzir uma importante interpretação da me 

lhor aproximação EN(f;X). 

Denotaremos por (QN,X) e (QN,Y) os subespaços vetoriais fe 

chados de X e Y, respectivamente. 

4. l .5. Dada uma sequência de subespaços vetoriais fechados 

{(QN;X)INEN 2}; consideremos a sequência de espaços quocien

tes a ela associada: 

( 1 ) 

Vamos interpretar a melhor aproximação de fEX por elementos 

de (QN;X) como a norma da classe de equivalência f + (QN;X) no 

espaço quociente X/(QN;X). 

Assim, se n:X + X/(QN;X) e a aplicação quociente, temos: 

( 2 ) 
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E mui to comum identificarmos a classe de equivalência de f 

com a prÕpria f e escrevemos então: 

( 3 ) 

4.2. ALGUMAS CONEXOES ENTRE (QN;X) E SEUS DUAIS 

4.2.1. Como (QN;X)' =:= X'/(QN;X)1 e (QN;X) 1 
::= (X/(QN;X))', te

mos que a norma de f' E X'/(QN;X)1 ê dada por: 

( 1 ) (f'EX') 

ou seja 

( 2 ) 

e em virtude dessas informações, podemos escrever que 

( 3 ) q~(f' ;X') 

e então 

( 4) 
l<qN;f>l 

11 q N, 11 ( o r .. · ·, x ) = 11 q N, 11 ( x I o N ·, x ) ) , = s u P { 11 f 11 
, X/(QN;X) 

f =I= 0} 

e levando em consideração as informações dadas em 4.1.5, pod~ 

mo s e s c r e v c·- : 

( 5) 
l<qN;f>l 

= s u P{ E N ( f ; X ) , f E X , f =I= O } 
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Atrav~s das imersões can~nicas de (QN;X) e X/(QN;X) em 

seus respectivos biduais temos, para qN E (QN;X), que 

( 6 ) 

e, para f E X, 

( 7 ) 

l<fl;qN>I 
= s u p{ E N (f I ; X I ) 

f I E X I} 

sup 
l<qN;f>l 

{--__;_ __ _ 
11 qN 11 1 

(QN;X) 

4.2.2. OBSERVAÇAO: Um fato t1pico observado nas expressões de 

E N ( f 1 
; X 1 

) e 11 q N li X e n a s e x p r e s s õ e s d e E N ( f ; X ) e 11 q N 11 ( Q N ; X ) 1 

~ aquele que mostra a troca entre esses elementos. Este fenõ-

meno no qual conceitos são trocados e propriedades invertidas 

quando passadas ã versão dual servirã como guia ao longo des-

te cap1tulo. 

4.3. A CONSTRUÇAO DO ESPAÇO Dx 

Construiremos nesta seçao o espaço Dx com a propriedade de 

estar continuamente imerso em todos os espaços de aproximação 

Y = Y
0 

(a> 0). Estudaremos algumas propriedades de DX que se 

rao utilizadas na seção seguinte. 

k 
4.3.1. Sejam xe,Q e ve,Q' onde e = (e 1 ,e 2 ) >o, l < Q <co e 

k E o espaços de aproximação e façamos: 

e 



( 2 ) 

( 3 ) 

o k 
y 

Se tomarmos F= yk no teorema 3.3.6 obteremos: 

""' k 
(Y )k.(o-2e);Q 
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00 ~ para O< e< o; l ~ Q ~ oo, Y = X e se tomarmos a fam1lia 
k (Y I kfa) de espaços de aproximação no teorema 3.4.6, obteremos: 

( 4 ) 

para O < e < o; l ~ Q ~ oo, X = y00
. 

4.3.2. LEMA: Os espaços Dx e O k definidos em 4.3. l. coincidem, 
y 

para todo k E o 

DEMONSTRAÇJ\0: Realmente; tomando k = (1,1), temos que x E Dx 

(i) se e somente se x E (X)o-e,Q 

(ii) se e somente se x E v11 
e , Q 

(iii) se e somente se x E n v11 =O 11 e,Q v 

para todo e > O e todo Q com l ~ Q ~ oo, 

Para k = (0,1) e k = (1,0) temos uma demonstração anãloga. 

4.3.3. LEMA: Definindo 

( l ) 
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temos que 

( 2 ) 

DEMONSTRAÇAO: Seja X E D. Assim, X E xR,oo,K para todo R E N~. 

Portanto: 

R sup {N EN(x;X)} < oo 

para todo R E N: Assim, para todo 8 < R e para todo Q com 

l ~ Q ~ oo, temos que 

11 X 11 (X) 
8, Q, K 

logo x E (X) 8 ,Q,K para todo 8, e para todo Q, donde x E Dx. 

Reciprocamente, se x E Dx, então x c (X) 8 , 0, para todo 

8;;;;,: o, e, para todo Q com l ~ Q ~ao, donde X c (X)8 K' para 
• ao • 

2 todo 8 ;;;;,: O, e desse modo x E (X)R K' para todo R E N e as-
, ao ' 

sim x c D. 

A demonstração estã completa. 

Em virtude do Lema 4.3.3, consideremos f c Dx e a fam1lia 

de semi normas 

( 3 ) 

e definamos então 

( 4 ) 11 fll D 
X 

= sup {llfll (X) I R c N:} 
R ,ao, K 
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A partir dessas definições, temos a seguinte proposição: 

4.3.4. PROPOSIÇAO: O espaço DX munido da norma definida em 

4.3.3. (4) e completo. 

DEMONSTRAÇAO: Seja {fm} uma sequencia de Cauchy em DX. Assim, 

dado E > O, existe n E N tal que se m,n > n temos que: 
o o 

donde 

11 f m 

lif - f li < E 
m n Dx 

- fnii(X) <E 
R,oo,K 

para todo R E N2+ e como cada (X)R,oo,K e completo, existe pa

ra cada R E N2 , uma f E (X)R,oo,K tal que 

11 f 
m - fll (X) < E 

R,oo,K 

e desse modo temos que f E Dx e 

11 f m - fll 0 < E 
X 

- k 4.3.5. PROPOSIÇAO: O espaço Dx e denso em Y para todo k E o. 

DEMONSTRAÇAO: Como para todo k E o, temos 

então 
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4.3.6. PROPOSIÇAO: As topologias de Dx e X coincidem sobre c~ 

da (QN;X) fixo. 

DEMONSTRAÇAO: Realmente, sobre cada (QN;X) fixo, temos: 

= 

R s u p { s u p [ M 11 q Nll xl } 
~I«N ~fvKN 

assim 

N 
~ N llqNIIX 

Reciprocamente, temos que 

I 

4.4. A CONSTRUÇAO DO ESPAÇO DX 

Nesta seção construiremos um processo de aproximação para 
I 

elementos f' E Dx em termos de uma "melhor aproximação dual", 
I 

e, em virtude disto construiremos o espaço Dx levando em con-

sideração a coincidência das topologias de DX e X sobre cada 

(QN;X) fixo, como foi demonstrado em 4.3.6. 
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4.4. l. Construido o espaço Dx• consideremos agora o dual topQ 
I I k k 

lÕgico Dx com a topologia o(Dx,Dx) e Y = Y
0 

(o> O) espaços 

de aproximação. 

Desse modo 

( l ) 

Em virtude de 4.1.1 (l) e do fato que 

( 2 ) ( kED ) 

temos que se M ~ N, então 

( 3 ) 

e então temos as imersões: 

( 4 ) 

I 

Como as expressoes EN(f' ;X') definem uma melhor aproximação 

dual para elementos f' E X' e a nossa intenção e definir para 
I I I 

f' E Dx; devemos extender o funcional EN(f' ;X') de X' para Dx. 

4.4.2. Em virtude da proposição 4.3.5. podemos restringir o do 
I 

minio do funcional f' E Dx ao subespaço (QN;X) para obter: 
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e definindo então 

( 2 ) 

I I 

teremos que EN(f 1 ;Dx) sera a extensão procurada. 

A seguir apresentaremos uma proposição que faz uma conexão 

entre as desigualdades de Jackson e Bernstein (J ;B ) e as de 
o o 

sigualdades duais de Bernstein e Jackson. Mais precisamente, 

mostraremos que uma desigualdade de Jackson para a melhor aprQ 

ximação se converte em uma desigualdade dual de Bernstein e 

uma desigualdade de Bernstein converte-se em uma desigualdade 

de Jackson para a melhor aproximação dual. 

4.4.3. PROPOSIÇAO: Seja X um espaço de Banach, (Ykjkso) uma fa 

m1lia de espaços de aproximação de X tal que Yk seja de ordem 

k.o;:;;. O com 

( l ) 

e 

( 2 ) 

( i ) 

( 3 ) 

A desigualdade de Jackson (J ) ê verdadeira se, 
o 

se, vale a desigualdade dual de Bernstein (B 1 
): 

o 

(ii) A desigualdade de Bernstein (B ) ê verdadeira 
o 

mente se, vale a desigualdade dual de Jackson 

( kt:D ) 

(k 1 
~ k) 

e somente 

se, e so-

( J I ) : 

o 
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( 4 ) ( kED ) 

DEMONSTRAÇí'I.O PARA k = (1, 1): Suponhamos verdadeira a h i pÕtese 

B'. Assim: 
a 

e tomando os supremos sobre todos os qN E 

donde 

teremos 

Reciprocamente, dado E > O, existe qN E (QN;Y 11 )1 tal que 

e como por hipÕtese e verdadeira J ' teremos que 
a 

e pela arbitrariedade de E > O, temos o resultado. 



133. 

DEMONSTRAÇAO DE (ii) PARA k = (l,l):Consideremos verdadeira 

B
0 

e qN *O. Então 

e tomando o supremo sobre todos os qN E (QN;X), obteremos: 

llf'II(QN;X)' ~C N° llf'II(QN;Yll)' 

Reciprocamente, seja J' verdadeira. Desse modo 
o 

/<f';qN>J 
qN E (QN;X)}~C No sup{ llq 11 ; qN E (qN;Yll) 

N y 11 

donde 

para todo qN c (QN;X), e, em particular para os qN c (QN;Y 11 ), 

temos que 

e assim obtemos que 

A seguir apresentaremos um lema que serã utilizado na de

monstração da equivalência entre os teoremas duais de Jackson 
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e Bernstein. 

4.4.4. LEMA: Seja X um espaço de Banach, (Yk\ke::o) uma fam1lia 

de espaços de aproximação de X de ordem k.o ~O, com 

( l ) ( kt::D ) 

e 

( 2 ) (k' ~ k) 

Consideremos tambem 8 > O e l ~ Q ~ oo. Assim, se 

( 3 ) 

teremos que f' E Yll e alem disso 

( 4 ) { No - 8 11 f • - f • - f • +f x' . li} v , c 9, 2 ( N 2 ) X;n 1 ,o X;O,n 2 ,n 1 ,n 2 11 
+ 

-onde o > 8 e f' e definido tal que M ~ N: X;n 1 ,n 2 

( 5) 

( 6 ) <fx· O;qN> = o 
, m l , 

( 7 ) <fx;o,m
2

;qN> = o 

( 8) f' X; O, O - o 
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( 9) 

DEMONSTRAÇAO: O funcional fX;k.N (kEo) existe em virtude do 

teorema de Hahn-Banach pois a restrição f 1 
E D~ a (QN;X) 

um funcional linear continuo com llf•II(QN;X) 

Consideremos as notações qt = q[ t]; fX;t = 
2 [t] = max {(n 1 ,n2 ) E N; ni <ti; i= 1,2}. 

< 00 

e 

Tomemos agora o funcional f~;N tal que: 

Denotemos por 6~~ 

l l f 1 6 l l X; t
2 

k = 

<f I • q > 
' N 

f• k a expressao: 
X; t. 2 

Em virtude da desigualdade dual de Bernstein, temos que 

e tomando t 1 = t 2 = l, obteremos 

11 6 ll ll f x· . k 11 Y • < c 2 - k . a 11 f x· . k + l 11 x • 
'2 ll '2 

e desse modo 

-e 



ll 
L: 116 11 fx·· k11 v· 

k=-1 '2 11 
< c 

co 

L: 2-k.ollfx;2k+lllx· 
k=-1 

co 

co 

= c L: 
k=l 

k-(o-e) -e 
[k llf•II(Qk;x)·l 

co -e 
<C sup {k llf• II(Qk;X) .} L: 

2 k=l 
kE N+ 

donde concluímos que 

co 

L: 

k=l 
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< co 

e absolutamente somãvel e como yll e completo, temos a exis

tência de um elemento de Yll para o qual esta serie converge. 

Em virtude das propriedades de fX;N' temos com M > N, que: 

= Lim <f• -f• -f• +f• ·q > 
M -+co X ; 2 l + m l 2 l + m 2 X ; 2 l + m 1 , O X ; O , 2 l + m 2 X ; O , O ' 

2 
N 

= Lim <fX· M+l ,q N> = <fX· N ;q N> 
M -+co ' 2 2 ' 2 2 

e desse modo temos que 
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00 

f I = L 
k=-1 

sobre (QN;X) para todo N E N2 e como U {QN;NEN 2} ~ denso em 

v11 , temos que f 1 
E Yll e 

fi = 

sobre todo v; 1 . 

Em virtude de (lO) e da desigualdade de Minkowski, temos 

que: 

(X) ÇY) 

~{2:[ 2: 
n =0 n =0 

2 l 

00 qldt q2/qldt~ l/q~ 

~ c {{ [ l(to-ellfl-fxl ·t o-fx1 ·o t +fxl ·t t llyl ) _t_lJ -t L} 
oJo 'l' ''2 '1'2 11 1 2 

00 



00 00 

L: 
k =O 
2 

[ f
oo 00 ql dtl q2/ql dt l/q2 

:::::::.C{ o[ o to-e kr=OIIf• 11 ) 2} """" - x· l+k v· -J -' t2 11 tl t2 

00 00 q dt qzlql dt l/q2 
~ C{ f Jooo e -e L: ( t2 k ) -() li f I li ) l l 2} 

k
=o (Q ;x)· -t-l -t-

tzl+K 1 2 

e tomando a mudança de variâveis u = t.2l+k, teremos: 

l 38. 



e esta ultima expressao e dominada por 

-e 
{ N 11 f I 11 ( Q ) 1}11 Q 2 

N;X Q.*(N+) 

Para mostrar que 

o.-e. 
1 1 

11 { n . 
1 

11 f I -f I 11 1 11 ~ 
X;n. Y. nq.(N ) 

-8. 
1 

1 1 "'*1 + 

~ C 11 { n . 11 f 1 
11 ( Q • X ) 1 11 

1 
ni' Q,~i (N+) 
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onde i = (1 ,0) ou i = (0, l); basta fazer esta demonstração de 

modo semelhante ãquela do caso uniparametrico. 

A seguir apresentaremos a equivalência entre os teoremas 

duais de Jackson e Bernstein. 

4.4.5. TEOREMA: Seja (YkJkt:o) uma fam1lia de espaços de apro

ximação de X tal que a ordem de Yk seja k.o ~O; 

( 1 ) 

e 

( 2 ) y = X 
00 

(k 1 
~ k) 

admitindo os parâmetros e > O; l ~ Q ~ oo, Então, são equivale~ 

tes as seguintes afirmações: 
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( 3 ) 

( 4 ) 

onde e < o, k s o 

DEMONSTRAÇAO: Consideremos o caso k = (1,1). Sejam 

fxl os v,~ o; fxl·o s vol ,; fxl· s v,~, e fi s v~ x~ ;n 1 , , , ,n
2 

, ,n 1 ,n 2 oo 

e façamos 

f 1 = f 1 
E X 1 

oo X;n 1 ,n 2 

f i fi - fi VI 
01 = € X;O,n 2 X;n

1
,n 2 0,1 

f I = f I 

lO X;n 1 ,O fxl E v,~ ,o ;n
1 

,n
2 

fi = fi - fi 
ll X;n

1
,o f I + f I v I 

X O X l ll , ,n
2 

;n
1

,n
2 

Desse modo f 1 
= L: f I e 

k 
kso 

assim 

o-e 
N llfllllvl 

l l 

-e -e -e 
2 11 f 1 11 + n 1 n 2 

2 11 f 0
1 

1 11 V 
0 1 

lo v I 1 
1 o 

e em virtude do lema 4.4.4. nos casos k = (1,0) e k = (0,1), 
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temos que 

e analogamente, temos que 

Novamente, pelo lema 4.4.4, temos ainda que: 

assim, temos concluido que (3) implica (4). 

Reciprocamente, seja uma decomposição arbitrãria de t•: 

f I = L: 
kco 

t• 
k 
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sen~o fk E Y~, k E o Desse modo 

Em virtude da desigualdade de Jackson dual (J' ), temos 
o 

-o -o 
~c No{llflliiY. +nl lllf1olly• +n2 211f0111Yo'l+N-ollf~oiiX,} 

1 1 1 o 

e tomando o infimo sobre todas as possiveis decomposições de 

f', vem: 

donde o resultado desejado. 

4.4.6. Consideremos finalmente a conexão existente entre os 

duais dos espaços de aproximação e os duais dos espaços de in 

terpolação. 

Jã mostramos em 3.3.6 que 

e desse modo 
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Como tambem jã provamos no teorema 2.8.5 que 

temos como conclusão que: 

Desde que a afirmação 

-e equivalente a 

f' E (Yk'l kEu) 
1 _Q; Q I 

a 

quando trocamos Q por Q', o teorema 4.4.5 fornece uma caracte

rização expl1cita para o dual do espaço de aproximação defini 

doem3.1.5. 

Podemos desse modo concluir com o teorema: 

-4.4.7. TEOREMA: Para O< e< a, 1 ~ Q < oo, o dual de (X)e,Q e 

o espaço das distribuições f' E D' (X) que satisfaz a uma das 

condições equivalentes: 

(2) f'EYk e {Nk.(a-e)K(N-k.a;f';(YklkEo))} E Q,ik.Q)(Nlkl) 

( k E O ) 
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CAP1TULO 5 

OS ESPAÇOS DE SOBOLEV-NIKOLSKII E DE BESOV-NIKOLSKII 

Neste cap1tulo apresentamos os espaços de Sobolev-Nikolskii 

e de Besov-Nikolskii e intermediariamente introduzimos os es-

paços de Bessel-Nikolskii. 

Inicialmente apresentamos as principais definições e pro

posições necessãrias ã construção do espaço das distribuiçoes 

periÕdicas sobre o espaço Rd, assim como a caracterização de~ 

te espaço. A seguir definimos os multiplicadores de Fourier 

em LP(Rd) e apresentamos algumas de suas propriedades bem co
" 

mo o papel desempenhado pelos multiplicadores na identificação 

entre algunas espaços de Bessel-Nikolskii e de Sobolev-Nikolskii. 

Na sequencia apresentamos os operadores potenciais de 

Bessel e os utilizamos na construçao dos espaços de Bessel-

Nikolskii H~(Td). 

A seguir definimos os espaços de Sobolev-Nikolskii W~(Td) 

e mostramos que os espaços H~(Td) coincidem com os espaços 

W~(Td) quando S M s Nd. 

Os espaços de Besov-Nikolskii, com outra notação, 

foram introduzi dos por Ni kol ski i [ 32] . Aqui desenvolveremos os 

s d espaços BP,Q(T ) para o toro d-dimensional do ponto de vista 

de Peetre [ 34] quando e utilizada certa partição da unidade. 

também os espaços B~,Q(Td) através da interpolação da Obtemos 

fam1lia 

gico de 

s 
(Hpk(Td) 

BS (Td) 
p 'Q 

k E o) e com este resultado o dual topolÕ-

ê obtido. 

Finalmente apresentamos uma outra caracterização de 

s d - - -BP,Q(T ), desta vez atraves do modulo multiplo de continuida-
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de em Lp(Rd) com a finalidade de recuperar os espaços inicial 
7T 

mente introduzidos por Nikolskii [ 32]. 

A utilização dos espaços B~,Q(Td) na teoria de aproximação 

desenvolvida anteriormente, serã feita no prõximo capitulo. 

5.1. CONCEITOS BASICOS 

Nesta seçao apresentamos as principais definições e propo

sições que serão utilizadas neste capitulo. 

5. l. l. DEFINIÇAO: Consideremos uma função f:Rd ~R. Para cada 

h E Rd definimos a translação de f por 

( l ) 

d com x E R . 

5 . l . 2 . O E F I N I Ç A O : S e j a f E D'( R d ) u ma d i s t r i b u i ç ã o . A t r a n s l a -

ção da distribuiçãO f, denotada por Thf' e definida por 

( l ) 

para toda 'P E C~(Rd). Aqui (f~'P) sianificn o valor da distribui 

ção f sobre a função <p. 

5.1.3. DEFINIÇAO: Uma distribuição f E D'(Rd) e periódica e 

de periodo 2TI = (2TI, ••• ,2TI) se 

( l ) T 2 f 
Tim 

f 
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qualquer que seja m c zd. 

O espaço de todas as distribuições periódicas sera denota 

do por D'(Rd). 
1T 

5.1.4. Denotaremos por c (Rd) o espaço de todas as funções p~ 
1T 

riÕdicas infinitamente diferenciãveis munido da topologia ge-

rada pela familia de seminormas {Pa} d definida por 
acN 

( 1 ) p (f) = 
a 

sup 
d xcT 

5. 1.5. Denotaremos por c' (Rd) o espaço dos funcionais lineares 
1T 

continuas definidos sobre c (Rd). 
Tr 

5.1.6. OBSERVAÇAO: O conjunto D' (Rd) das distribuições periõ
n 

dicas ê um subconjunto de D'(Rd), o espaço das distribuições. 

No teorema 5.1.15 identificaremos os espaços c'(Rd) e D'(Rd). 
1T 1T 

5.1.7. EXEMPLO: Seja f c L~ 0 c(Rd). O funcional linear 

( 1 ) (f ;IP) ( f(x) IP(x) dx 
j Td 

d (IP E E (R)) 
1T 

define uma distribuição pertencente a E I (Rd)' a qual e freque.!!_ 
1T 

ten;ente denotada pela mesma 1 etra f. As vezes denotaremos ( l) 

por 

( 1 I ) (f,~P) d = f f(x) ~P(X) dx 
T Td 

para chamar a atenção sobre o toro d-dimensional. 

d (IP E E (R)) 
1T 



5.1.8. A 

converge 

fato por 

( l ) 

convergência em s 1 
( Rd). Uma 

Tf 

a f s s 1 (Rd), no sentido de 
Tf 

f n -+ f 

se, para toda ..p E E (Rd) tivermos que 
Tf 

( 2 ) ( f n ,..p ) d 
T 

-+ 
n-+m 

(f,..p) d 
T 

l 48. 

sequência{f} NCs 1 (Rd) 
n nE 1r 

s 1 (Rd), e denotamos tal 
Tf 

5.1.9. DEFINIÇAO: Definimos a transformada periódica de 

..p s D(Rd), por: 

( l ) 

Como ..p tem suporte compacto a série em (l) sõ contem um nume-

ro finito de termos não nulos. 

5.1.10. PROPOSIÇAO: Sejam ..p, 1jJ s D(Rd). Então: 

( l ) d P..P s s ( R ) 
Tf 

( 2 ) ( P..P , 1J; ) = ( "P , p 1J; ) 

Vamos agora estender a noção de transformada periÕdica ao 

espaço s 1 (Rd) das distribuições de suporte compacto. 

5.1.11. DEFINIÇAO: Seja T uma distribuição a suporte compacto. 

Definimos a transformada periÕdica de T pela relação 



( 1 ) 

d onde 1P E D(R ). 

( P T ,~f' ) = ( T , P~P ) 

5.1.12. PROPOSIÇJ\0: (i) A aplicação 

( 1 ) 

e a sua transposta 

( 2 ) 

sao cont1nuas. 

14 9. 

(ii) Para toda TE E 1 (Rd) a distribuição PT e periódica e pa

ra m = (m 1 , ... ,md) E zd temOS que 

( 3 ) P(T 2 T) = T2 (PT) = PT nm nm 

(iii) Para toda F E D1 (Rd) e toda IP E D(Rd) temos: 

( 4 ) 

e para toda f E E (Rd) e para toda TE E 1 (Rd): 
TT TT 

( 5) P(fT) = f(PT) 

A demonstração estã em Vo-Khac Khoan, pag. 62, vol. II. 
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5.1.13. DEFINIÇAO: Denomina-se partição periódica da unidade 

em D(Rd) a uma função e E D(Rd) para a qual a transformada 

periódica e igual a l' isto e: 

( l ) P e = 1 

5.1.14. LEMA DA SOBREJETIVIDADE: Toda função f E E (Rd) e a 
TI 

transformada periódica de uma função~ E D(Rd) e toda distri-

buição periÕdica e a transformada periÕdica de uma distribui-

ção a suporte compacto. 

DEMONSTRAÇAO: Seja f E E (Rd) e e uma partição da unidade em 
TI 

D(Rd). Se definirmos~ = e.f teremos que~ c D(Rd) e alem dis 

so: 

P~ = P(e.f) = (Pe)f =f 

Tomemos agora F E D' (Rd), e uma partição da unidade em 
TI 

D(Rd) e definamos T = e.F. Temos então que Te uma distribui-

çao a suporte compacto e alem disso: 

PT = P(e.F) = (Pe)F =F 

5.1.15. TEOREMA: Os espaços E'(Rd) eD'(Rd) são algébrica e 
TI TI 

topologicamente isomorfos. 

A demonstração estã em Vo-Khac Khoan [48 l vol. I I, pag. 64. 

5.1.16. DEFINIÇAO: Uma sequência {am} de rapidamente decre~ 
maz 

cente se para todo a = (a 1 , ... ,ad) c N existir uma constante 



C > O tal que 

( 1 ) 

(Lembremos que 
-a 

m 
-a 

= m 1 
1 
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(m =F O) 

-a 
d 

md ) . 

O conjunto das sequências rapidamente decrescentes serã 

denotado por s(Zd). Munido da fam1lia de semi-normas 

{Qa} d definida por 
aEN 

( 2 ) Q (a) a 

onde a= (a 1 , .•. ,ad) E Nd e a= {am} d; s(Zd) serã um espa-
mEZ 

ço vetorial topológico localmente convexo. 

5.1.17. DEFINIÇJW: Uma sequência {a} de de crescimento 
m mEZ 

lento se existem a E Nd e C > O tal que 

( l ) I a I ~ c I ma I m (m =F O) 

O conjunto das sequências de crescimento lento serã denotado 

por r(Zd). 

5.1.18. TEOREMA: O espaço r(Zd) ê isomorfo a S
1 (Zd) o dual to 

polÕgico de s(Zd). 

DEMONSTRAÇAO: Ver [ 48] Vo-Khac Khoan, vol. I I, pag. 59. 

5.1.19. DEFINIÇAO: Seja f uma distribuição periÕdica de per1.Q_ 

d o 2 n = ( 2 n , • .. , 2 n ) . P a r a c a d a mE Z d d e f i n i m o s o s c o e f i c i e n t e s 



de Fourier de f por: 

( l ) 

onde <m,x> = m1x1 + ... + mdxd' m = (m 1 , ... ,md) c: zd e 

x = (x 1 , .•. ,xd) c: Rd. 

A sequência f = {fm} d serã denominada a sequência 
mE Z 

coeficientes de Fourier de f E c:• (Rd). 
1T 

Mostraremos que a serie de Fourier 

converge para f no sentido de c: • (Rd). 
'f[ 

d Realmente, para toda~ c: sn(R ), temos que: 

( I 
-N~~N 

~ imx rm e ;cp) -
ímx 

i~ fm e ;rjJ) = 
-N~~N 

eimx 
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dos 

= I (f;e-imx)(eimx;~) 
-N<~N 

= (f; ~ (eimx;rjJ)e-imx) 
-N<~N 

'f eimx) = ( ; I cpm = 
-N<~N 

e esta ultima expressão converge a (f;cp) pois SN(~,x) conver

ge a ~(x) no sentido de E1T(Rd), isto e, oa SN(rjJ,x) converge 

uniformemente para Dacp(x) quando N ~ oo, para todo a E Nd. 

d O fato que SN(cp,x) converge a cp(x) no sentido de En(R ), 

depende do teorema abaixo que aparece demonstrado em Nikolskii 

[ 30] . 

5.1.20. TEOREMA: Sejam= (m,rn, ... ,m) um vetor cujas compone~ 

tes são todas iguais a um numero natural m e suponhamos que 



as derivadas parciais Daf sejam cont1nuas 

tal que a~ m e que as derivadas parciais 

ra todo k E o. Então: 

( l ) 

l 53. 

para todo a E Nd 

Dk.mf E L2(Rd) pa
TI 

(N-+ co) 

5.1.21. Pelo teorema acima toda função rp E E (Rd) pode ser 
1T 

escrita como a soma de sua serie de Fourier uniformemente con 

vergente para rp, isto e, 

( l ) rp(x) = z em eimx 
mEZd 

onde 

( 2 ) 

A serie pode ser diferenciada termo a termo qualquer nume-

ro de vezes, sendo que 

( 3 ) 

e a serie ã direita e uniformemente convergente para oa rp(x), 

para qualquer a E Nd. 

Desse modo, se rp E E
11

(Rd), então SN(rp,x) converge para 

cp ( x ) no se n t i do de t:: Ir ( R d ) . 

5.1.22. A aplicação que associa a cada distribuição periódica 

f a correspondente sequência dos coeficientes de Fourier serã 

denotada por 
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( l ) 

f -r A(f) = t' = (t(k)} d 
kt: z 

onde C
00

(Zd) e o conjunto das sequências finitas definidas so 

bre zd. 

5.1.23. Uma inversa para a aplicação A não e trivial e apre-

sentaremos algumas condições para a existência da mesma, an-

tes porem, façamos uma digressão. Se a = {a } d e uma se-
m mt: Z 

quência numérica tal que a série z 
d mt: Z 

am exp(i<m,.>) conver-

ge para uma distribuição periódica u, então diremos que os 

coeficientes am são exatamente os coeficientes de Fourier de 

u e neste caso poderemos definir 

( l ) 

a -r- S (a) = u 

e esta aplicação e uma inversa para A. 

A seguir apresentaremos uma condição necessâria e suficien 

te para que uma sequência seja a sequência dos coeficientes 

de Fourier de uma distribuição periÓdica. 

5.1.24. LEMA: o espaço E (Rd) e isomorfo a s(Zd). 
TT 

DEMONSTRAÇAO: Ver [48] Vo-Khac Khoan, vol. II, pag. 68. 

5.1.25. TEOREMA: O espaço das distribuições periódicas c' (Rd) 
TT 
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e isomorfo ao espaço das sequencias de crescimento lento 

r(Zd). 

DEMONSTRAÇAO: Pelo 1 ema 5. 1 . 20 temos que E ( Rd) e s(Zd) sao 
TT 

isomorfos mas pelo teorema 5.1.18, r(Zd) e s' (Zd) sao isomor 

f os donde podermos concluir queE'(Rd) 
TT 

e r(Zd) sao isomorfos. 

Este teorema afirma que uma sequência {am} d ê a sequê~ 
mEZ 

cia dos coeficientes de Fourier de uma distribuição periõdi-

-ca se, e somente se, {am} d e de crescimento lento. 
mEZ 

5.2. MULTIPLICADORES DE FOURIER 

Os multiplicadores de Fourier desempenham um panel fundame~ 

tal neste cap1tulo e um resultado bâsico ê uma variante do 

teorema de Mihlin-Lizorkin. Esta variante fornecera condições 

para determinar se uma sequência ê ou não um multiplicador de 

Fourier em Lp(Rd). 
TT 

5.2.1. DEFINIÇAO: Seja {mk} dE r(Zd), 1 ~ P 
kt: z 

Diremos que {mk} ê um multiplicador de Fourier 

= ( p 1 ' .•• 'p d )~. 

em Lp(Rd), e 
TT 

denotaremos tal fato por {mk} E Mp(Td), se: 

( 1 ) 

para toda~ E Lp(Rd), onde Se a aplicação definida em 
TT 

5.1.19, e se 
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for finito. 

5.2.2. OBSERVAÇAO: Como En(Rd) ~ denso em L!(Rd), o operador 

Tm definido por Tm(~) = S(m) * ~ pode ser estendido a todo o 

espaço Lp(Rd) sem crescimento da norma. 
1[ 

5.2.3. PROPOSIÇAO: Se 1 < P = (p 1 , ... ,pd) < oo e p• = (P1•·· .,pd) 
1 1 

~definido por--+ ~p. = 1, j = 1,2, ... ,d, então 
Pj J 

( 1 ) 

Além disso, 

( 2 ) = { { M k } d s ~~ ( Z d ) I 1: i m k i 
ke: Z kc z d ' 

< co} 

e 

( 3 ) 

DH10NSTRAÇAO: Seja {mk} d t:~ Mp(Td), ~, \jJ E E (Rd). Assim, 
kE l lf 

pela desigualdade de Htllder (-Benedek-Panzone) para normas 

mistas, temos: 

< IIS({mk}) * \j!ll p, 11~11 P' 
Ln, LTr. 
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e tomando o supremo sobre todas as 1)! para as quais 111)!11 p = l, 
L 

vem que: TT 

( 4 ) 

e tomando o supremo em (4) com li~PII p = l tem que: 
L 

TT 

Finalmente, trocando os papeis de IP e 1/J obtemos a desigualda-

de inversa. 

5.2.4. PROPOSIÇAO: Sejam 1 ~ p6,p~ ~ oo e consideremos a fam1-

l 2 d 
lia {Pk = (pk ,pk , ... ,pk )I k E D}. Se 

1 2 d 

( 1 ) 

então 

( 2 ) 

para todo P = (p 1 ,p 2 , ... ,pd) tal que (pj)- 1 =(l-ej)(p6)-
1
Hlj(d)-l 

o< 8 j = (e~.e~ •... ,e~) < 1 e j = 1,2, ... ,d. Alem disso 

( 3 ) 

d l+k. 
onde e(k) = TT 

j = 1 
(1-k.+(-1) Je.) e k = (k 1 , ... ,kd) e.: 0 

J J 
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Observemos que quando d = 2 a desigualdade (3) fica da 

forma: 

DEMONSTRAÇAO: Seja~ s s (Rd) e Tm definido por 
TI 

Se (mk) s n MP , segue que 
ks ll k 

~um operador cont1nuo qualquer que seja k cu. Pelo teorema 

de Riesz-Thori n para 2d espaços Lp (ver Fernandez [ 201), se
TI 

gue que 

ê um operador linear cont1nuo, o que garante que {mk} s Mp(Td). 

Finalmente, a estimada (3) segue de Bertolo-Fernandez [ 04]. 

5.2.5. PROPOSIÇAO: Se 1 < P = (p 1 , ... ,pd) < Q = (q 1 , ... ,qd)~2, 

então 

( 1 ) 

A demonstração segue de 5.2.4 (3). 
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O lema seguinte e a contra parte periÕdica de um resultado 

bem conhecido (Ver Bergh-Lofstrom [ 031 ). 

5.2.6. LEMA: Sejam a t: N , m t: L2 (R) e oam t: L2(R). Então, 
+ Tf Tf 

A(m) t: MP(T) se l ~ p ~ oo e alem disso 

( l ) IIA(m)IIM (T) 
p 

l- 8 
~CIImll 2 l 

L (R ) 
Tf 

onde 2.a.e = l e A -e a aplicação definida em 5.1.19 (2). 

DEMONSTRAÇAO: Sejam a t: N+, m t: L;(R) e oam t: L 2 (R). Desse mo 
Tf -

do, a aplicação A define uma sequência A(m) = {m(k)}kt:Z que 

e a sequência dos coeficientes de Fourier de m. Em virtude da 

Proposição 5.2.5 temos que M1(T) c Mp(T) se l < P < 2 e sendo 

assim bastarã estimarmos a expressão 

IIA(m)IIMl(T) 

A ideia e comum e consiste em separar a serie em uma parte 

limitada e outra não limitada. 

Realmente, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz 

l 
2 

L iiil(k)j ~C IIA(m)ll 2 l 
I k I~~. ~ ( z ) 

e pela identidade de Parseval 

L I m ( k ) I ~ c À l I 2 
11 mil 2 l 

I k I E: À L 1f ( R ) 

Tambem temos que: 



'("' I m ( k) I = L I k I -a l(ik) 0 m(k)l ú 

I k I> À I k I> À 

l -z-a 
< c À 11 A (ou rn) 11 

2 2 (Z) 

ou seja 

1 
-z-u 

L I m ( k) I < c À 11 oarnll 
L2(Rl) I k I> À 

TT 

Se escolhermos À E N+ tal que 

-1 
a 

:\ < 11 o a m 11 2 11 m 11 a2 
L (R) L (R) 

TT TT 

. -segu1ra que 

2: lm(k)l 
I kl < À 

e que 

L: 
! k 1 >À 

1 -8 
1 m(k)J <c llmll 

L2 (R) 
TT 

desde que 2a e = 1 . 

Assim, completando a demonstração temos que 

160. 
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11 A(m)ll Mp(T) ~ 11 A(m)ll Ml (T) = ( Jm(x)jdx 
J T 

~ c C[ ( L + L )Jm(n)JJ 
In I >À In I ~À 

~ C 11 mil 1 ~e 
L (R) 

1T 

Uma forma multidimensional deste lema pode ser apresentada 

na forma de sequências. 

5.2.7. PROPOSIÇAO: Sejam aj E N+; J = 1 ,2, ... ,d; as sequências 

unidimensionais {m } E 9, 2 (Z) e {(in.)ajm } zE 9, 2 (Z) 
n j n ·E z J n j n jE 

J 
com i 2 = -1. Se definirmos a sequência mültipla 

d 
( 1 ) { 1T 

j = 1 
m } n. 

J 

teremos que {mn} E Mp(Td) se 1 ~ P = (p 1 , ... ,pd) ~ oo e alem 

disso 

( 2 ) 
d 1 -e . a . e . 

ll{m }11 d ~C 1T ll{m }11 2 Jll{n.Jm }11 J 
n M (T) j=l nj 9, (Z) J nj 9,2(Z) 

p 

onde 2a .e. = 1, j = 1 ,2, ... ,de cada m satisfaz ãs hipõteses 
J J n j 

do Lema 5.2.6. Com 

( 3 ) 
d 
1T 

j = 1 
m n. 

J 
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5.2.8. OBSERVAÇAO: Se {mn} d s Mp(Td) e m 
ns Z 

S({mn}), então: 

( 1 ) 

( 2 ) 

llm(t.)ll d 
M ( T ) 

p 

= llm(.)ll d 
Mp(T ) 

11 m ( < À , • > ) 11 d 
M ( T ) 

p 

desde que À E Z - {O}. 

(t =I= O) 

As expressões acima significam que Mp(Td) e invariante sob 

- d transformaçoes afins de T 

Para obtermos algumas propriedades do operador de Bessel 

que serã apresentado em 5.3 assim como algumas propriedades 

dos multiplicadores apresentaremos um lema que faz uma cone-

- 1( d l d) xao entre funçoes de L R ) e de L (R . 
1T 

5.2.9. LEMA: Seja g E L1 (Rd) e definamos 

( 1 ) 

com m 

( 2 ) 

( 3 ) 

g (X) 
1T 

d 
"2" 

= (2Tr) (Pg)(x) 

d 
2 

= (21T) 

d 
= (m 1 •... ,md) c Z . Então: 

1 d g E L (R ) 
1T 1T 

< 11 gll l d 
L (R ) 

g ( x +2 mTI ) 



d d 

( 4 ) (2TI)-2 f g (u)du 
d TI 

= (2TI)- 2 J g(u)du 
Rd T 

se a 1 em di s s o f E L: ( R d ) ' c o m 1 ~ p = ( p 1 ' ... ' p d ) < 00 ; 

d d 

( 5 ) (2TI)-2 
J f(x-u)g(u)du = 

Td 
(2TI)-2 

J f(x-u)g(u)du 
Rd 

e para f(x) = exp(-ix). temos que 

( 6 ) g ( m) TI "" = g(m) 

d para todo m = (m 1 , ... ,md) E Z . 
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q. s. 

Para concluir este parãgrafo enunciaremos dois resultados 

fundamentais da teoria de multiplicadores de Lp(Rd). O primei TI -
ro deles e o teorema clãssico devido a J. Marcinkiewicz (ver 

[ 28]). Para evita r problemas de notações apresentaremos o teo 

rema de Marcinkiewicz somente no caso d = 2. Para uma discus-

são do caso geral ver Ni kol ski i [ 31]. 

5.2. 10. TEOREMA DE MARCINKIEWICZ: Seja {À } uma sequência m,n mEN 
nEN 

numérica dupla tal que 

( 1 ) 
2(2('(-1) 

IÀ -À -À +À I + I IÀ -À I m,n m+l ,n m,n+l m+l ,n+l m, 2s+l m+l , 28+1 
m=2a 
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onde (a,B) E N2 eM independe de~ e S; então 

2 
{ .:\ } F: M p ( T ) 

m,n·( )_N2 m,n c 

A demonstração encontra-se em Marcinkiewicz [28]. 

O seguinte teorema de multiplicadores sobre L~(Rd) ~ uma 

variante do teorema de Mihlin-Lizorkin para multiplicadores 

sobre LP(Rd). 

5.2.11. TEOREMA: Seja :\(x) uma função definida sobre Rd tal 

que suas derivadas Dk:\ sejam cont1nuas e que 

k k 
lx O \(x)l,;;; M 

para todo k E~. Entao {\(k)} d 
kt:Z 

Se \ satisfaz âs hip6teses acima, a sequ~ncia {\(k)} d 
kEZ 

satisfaz ãs hipôteses do teorema de Marcinkiewicz (ver 

Nikolskii [ 31 , pg. ]) o que nos garante que 

{\(k)} dE r~p(Td) e desse modo pela definição 5.2.1 temos 
kEZ 

que 

F 
p d 

S({\(k)} d * ..P)t LTT(R) 
kt:Z 

para toda ..p c LP(Rd). Assim, esta função pode ser representada 
TT 

pela sua série de Fourier, isto é, 

F '~ I À ( k ) ;p ( k ) 
'd 

kF:Z 

e i k ( . ) 
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e então para todo k c zd: 

F ( k) \(k) ~(k) 
-1 .... 

( ... i;? ) ( k ) '"' ( k ) 
:r 

donde 

F ( '"- l . ) * .' A \f? 
TT 

o n d e ( -
1 

> ) ·r = S ( ; ) ( k ) l d ) . 
k f z 

A penGltima expressão nos dã a forma geral que deve ter a 

função F conhecida a função A que satisfaz às hip6teses do 

Teorema 5.2.10. 

Definimos aqui os espaços de Sobolev-Nikolskii W~(Td) e os 

espaços de Bessel-Nikolskii H~(Td). 

5.3.1. DEFINIÇAO: Consideremos M = (m 1 , ... ,md) l Nd um multi

fndice fixo e l ~ P = (p
1 

, ... ,pd) ~ oo. Definimos W~(Td) como 

e espaço das f F F;(Rd) para as quais 

( 1 ) 

para todo ,x t 

A proposição seguinte ~ basica mas omitiremos a demonstra-
·-

çao. 

5.3.2. PROPOSIÇAO: Os espaços W~(Td) munidos da norma 
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( 1 ) 11 fll 
W~(Td) 

I 11 Dufll 
Lp(Rd) O~cx~M 

1r 

sao completos. 

Apresentaremos agora os operadores potenciais de Bessel 

- - construção cessa rios a 

5.3.3. DEFINIÇAO: Seja 

Bessel JS) de ordem S = 

~ 

( 1 ) (Jsf)(m) 

onde m = (ml, ... ,md) [ 

Se tomarmos 

./">. 
( 2 ) (Gs)(m) 

teremos que 

( 3 ) 

= 

dos espaços de Bessel-Ni kol ski i. 

f c s' (Rd). Definimos o operador 
n 

d 
(s 1 •...• sd) ,_ R) por 

d 2 s . /2 
'li ( 1 +m. ) J f(m) 

j = 1 J 

zd 

d 2 s. /2 
n ( 1 +m . ) J 

j=l J 

e assim poderemos escrever que 

( 4 ) 

se S, R s Rd. 

ne 

de 

5.3.4. DEFINIÇAO: Definimos H~(Td) como o espaço das f E c~(Rd) 

para as quais 
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( 1 ) 

onde S d ( s 1 , . . . , s d ) c. R e 1 ~ P (pl, ... ,pd) ~ '" 

5.3.5. TEOREMA: SejaS= (s 1 , ... ,sd) ,~ Rd e 

1 ( ) E ~ . s( d) -
~ P = p1 , ... ,pd ~ oo. ntao, Hp T e um espaço completo 

quando munido da norma 

( l ) 11 fll s d 
Hp(T ) 

s 
11 J fll p d 

L ( R ) 
IT 

5.4. SEQUtNCIAS DE FUNÇOES TESTES E SUAS CONSEQUtNCIAS 

Nesta seçao apresentamos alguns lemas interligados com a 

construção de sequências de funções testes as quais sao lar-

gamente utilizadas no contexto. Propriedades dos espaços 

s(Td - -Hp ) sao obtidas em funçao dessas sequencias. 

A f . 1 b ·d ·f· d w~p~(Td) o 1na o temos a 1 ent1 1caçao os espaços e 

s d Hp(T) quando S = M, 

5.4.1. L01A: Existe uma função u <.,.;S(R) tal que: 

( 1 ) s u p p lJ { X L R 
- 1 

2 ~ I xl ~ 2} 

( 2 ) r; ( x ) > O s e 2 - 1 
< 1 x 1 2 

( 3 ) 
-m 

f1 ( 2 X ) se X i= 0 

A demonstraçào encontra-se em Bergh-Lofstrom [ 031, pag. 135. 
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5.4.2. Usando a função o do lema anterior definimos as fun

ções em e ~ respectivamente por: 

( 1 ) ( n <~ Z ) 

00 

( 2 ) F(~;)(x) = 1- L: 
-m 

8(2 x) (m fé: Z) 
m=l 

Consideremos agora a sequência periodizada de funções 

(t4m) Z em c (R). Temos então, por 5.2.9, que 
TI mt: 'iT 

( 3 ) (n c Z) 

d d 
Tomemos M = (m 1 , ... ,md) t: N e N = (n 1 , ... ,nd) c Z , e, P! 

ra cada k c o com 1 kl = 1 consideremos as sequências unidime~ 

sionais (ek.m(l k.NI )) d obtidas do mesmo modo que a sequen-
TI Me N 

cia (em) z· (Observemos que no caso d = 2 temos duas sequên
TI mt:: 

(m
1 

,0) (O,m
2

) 
cías (uTI )m ,z e (EJ

1
_ )m .z) onde k .. z = (k 1 z 1 , ... ,kdzd) 

,~ I 2~ 

e I k.zj = k 1 z 1 + + kdzd' mas sempre lembrando que 1 kj = 1. 

Definimos uma sequêncía multipla (ON) d por 
TI Nt: N 

( 4 ) OM(N) 'TT ok.M(I k.N[) 
TI kt:: [J 

'TI 

l k I = 1 

onde N = ( n l ' ... 'nd) E zd. 

5.4.3. LEMA: Seja f E t:'(Rd) e (eN) da sequencia de fun-
TI TI Nc N 

ções definida em 5.4.2. Se e~ * f c: L_~(Rd) e l~P=(p 1 , ... ,pd)~X>. 

então 



( 1 ) IIJSI (HN) * f 11 ,ç:: c 2N.S 1 

/lo 
N 

* f/1 Lp 
~ 

Lp n 'li 

Tj n 

onde SI ( s i ' . . . ' s ~ ) r~ Rd. 

DEMONSTRAÇAO: Para todo N E Nd, temos que 

com L 

r) N * f 
'Ti 

\' 
I 

-1~[~1 

N+L * N 
1,) f) * f 

IT '11 

sI N sI 
11 J G * f li = 11 I J 

i! L p -1 ~t~1 
N+L * u N u * f/1 

IT L p fi 

IT 71 

~ y 11 J sI 
-1 ~t.~1 

N+L N () * (l * f/1 
rr · rr L P 

'IT 

í' 11 s (A ( J s I (! N +L ) ) 11 11 () N * f/1 
-1~I~1 rr LP n Lp 

TI 1! 

~ y li A ( J s I ( ,, N + L ) ) 11 d li ( J N * f li p 
- 1 ~t ~ 1 i f M ( T ) Tf L 

p TI 

~ c 2 N . s I 11 u N * fll p 
n L 

Tf 

pois 

11 A ( J s I (i N +L ) 11 ~ c 2 N . s I 
n M (Td) 

p 

para todo L c 
d Z com -1 ~ L ~ 1. 

1 6 9. 
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5.4.4. PROPOSIÇAO: Se S = (s 1 , ... ,sd) <O e 1 < P = (p 1 , ... ,pd)<~, 

então, JS ê um operador cont1nuo em LP(Rd). 
TI 

O E ~1 O N S T R A Ç A O : S e j a f t:: L p ( R d ) • A s s i m : 
1T 

11 J s ( P.J N I: N , 
11 

< C (i~ N 2 N. S) 11 fJ~~ * f 11 L p C('' 2N.S)IIfl\ 
L, N L p 

1[ 1[ 

donde o resultado desejado, pois N.S < O. 

5.4.5. PROPOSIÇAO: Se S' = (sl, ... ,sd) < S" = (s;' •... ,sd) e 

l < P = (p 1 , ... ,pd) <oo. Então 

( 1 ) 

DEMONSTRAÇAO: Como S'-S" < O, segue de 5.4.3. que 

11 f\1 s 1 

Hp 

S' 
= 11 J p fi\ p 

L 

5.4.6. TEOREMA: Seja S' 

( 1 ) 

-

S' 
J 

e um isomorfismo. 

DEMONSTRAÇAO: Considerando S-S' < O, teremos que 



1 71 . 

s~ 

IIJ (f)ll s-s~ d 
H p ( T ) 

:= 11 J s - s I ( J s I f ) 11 ~ 
Lp 

Ti 

A d -5 . 4 . 7 . P R O P O S I Ç O : S e r x ,: N e t a 1 q u e ex "'( S e 

1 < P == (p
1 

, ... ,pd) < w, então DaJS ~um operador cont1nuo em 

LP(Rd). Alem disso, 
11 

( 1 ) 2 . ( 2 IX l > • • • , 2 a d ) 2 U l 
J '.i -= J == ( 1 - ~ ) 

para todo ,x 
d 

(IX l , . . . , ({ d ) L N . 

d 
DEMONSTRAÇAO: Seja )l(x) = (ixrx n 

j == l 

ZJ X l 

2 -s ./2 
(l+x.) J com 

J 

d - -x = (x 1 , ... ,xd) ( R . Esta função satisfaz as hipoteses do 

Teorema 5.2. 11 e então: 

Mas 

d ,x . 
2 

- s . I 2 
(ik.) J (1+k.) J 

J J 
,\ ( k ) '/f 

j == l 

para todo k 
d ,_: Z , o que implica que 

on J S f ( k ) = C .\ ( k ) f ( k ) 

para todo k ~ zd e para toda f l: Lp(Rd). Assim, o operador 
'I 

Da J S : L p ( R d ) -+ L p (R d ) de f i n ido p a r a todo ,~, ~ S por : 
)[ 
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(DaJS)f = C(S({À(k)} d)*f) = C(À*f) 
kt:Z 

e cont1nuo. 

d 
5 • 4 • 8 . T E O R E ~1 A : S e M = ( m 1 , . . . , m d ) c N e 

1 < P = (p 1 , ... ,pd) < w, então: 

( 1 ) 

O E MO N S T R A Ç A O : S e j a f t~ H~ ( T d ) . A s s i m , e x i s te g c L~ ( R d ) ta 1 

M - t~ d que J f = g, donde f = J g. Desse modo, para a = (o. 1 •... ,cxd) c: N 

tal que a< M ,temos pela Proposição 5.4.7 que DaJM ~ um ope-

_,. p ( d radar cont1nuo em L R ) e assim 
TI 

donde concluimos que 

11 fll M d 
Wp(T ) 

M d Reciprocamente, consideremos f l Wp(T ). Assim, para todo 
d a E N com a < M temos que 

Agora, d d dados M = (m 1 , ... ,md) c N e S = (s 1 , ... ,sd) c N exis 

te R (r 1 , ... ,rd) ~O, R s Nd tal que M + R = 2S e consideran 

do a< R< 2S teremos novamente pela Proposição 5.4.7 que 

DaJ-Rf E Lp(Rd). Agora, como 
rr 



seguira por 5.4.7(1) que 

d 
11 TI ( 1 -

j = 1 

2 s . 
.L_) J 
' 2 
rl X j 

~ C 11 fll M d 
Wp(T ) 

5.5. OS ESPAÇOS DE BESOV-NIKOLSKII 

·r r 

Os espaços de Besov-Nikolskii foram introduzidos por 

1 7 3 . 

Nikolskii 132! e correspondem aos espaços de Lipscllitz com 

diferenças parciais e mistas ou mõdulos de continuidade par-

ciais e mistos. Desenvolveremos aqui esses espacos para o to-

ro d-dimensional sob o ponto de vista de Peetre [ 34J 

Pro~riedades dos espaços B~.Q(Td) que serão definidos a 

seguir sâo obtidos quando fazemos uso das proposições da seçao 

5.4. 

5.5.1. DEFINIÇAO: Sejam S = (s 1 , ... ,sd) <. Rd e 

s d l <. P = (p 1 , ... ,pd) ~:o. Definimos BP,Q(T) como o espaço de 

todas as f c r' (Rd) para as quais 
TI 

( l ) 

Tl 
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5.5.2. PROPOSIÇAO: O espaço B~.Q(Td) e completo quando muni

do da norma 

( l ) 

( ) 
d -5.5.3. TEOREMA: Seja R= rl' ...• rd c R. Entao, o operador 

( 1 ) 

-e um isomorfismo. 

DEMONSTRAÇAO: 

e pelo lema 5.4.3 temos que 

R 
~ li J fi! S- R d 

BP,Q(T ) 
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Alem disso 

R 
IIJ til S-R d 

BP,Q(T ) 
11 f 2 N · ( S - R ) 11 (J N * J R f 11 } 11 

t p Q d 
TI L v (N ) 

'!f 

e novamente pelo lema 5.4.3 temos que: 

R 
IIJ til S-R d 

BP,Q(T ) 
~ C 11 { 2 N • ( S - R ) 2 N • R 11 ll N * f 11 p } 11 Q d 

rr L t (N ) 
-n 

~ Cllfll S d 
BP,Q(T ) 

5.6. INTERPOLAÇAO DOS ESPAÇOS DE BESSEL-NIKOLSKII 

s d Neste parãgrafo o espaço Bp Q(T ) e obtido atraves da in-
S , 

te r p o 1 a ç a o da f a m 11 i a ( H p k I k (_ lJ ) • 

5.6.1. TEOREMA: Sejam S = (s 1 , ... ,sd) c: 

1 ~ p = (p1, ... ,pd); Q = (ql, ... ,qd) ~ 00 

1 d l d com S
0 

(s
0

, ... ,s
0

) s1 = (s 1 , ... ,s 1 ). 

( 1 ) 

d 
R; CJ<O = (o 1 •...• ud) 

e sj = (1-oj)s~+ojs~ 

Então 

s 
DEMONSTRA Ç A O : Seja f , ( H k ( T d ) 1 k, 1 1 ) e 

P s u,Q 
f = ; f k uma de

ktc I i 

composição arbitrãria com fk c Hpk(Td), k cu. Entao: 

< l ; 



li eM * fll 
TI Lp 

11 

Agora, para cada 

M 
11 8 * f k 11 p 

TI L 
TI 

e desse modo 

~ L: 11 eM * f k 11 p 
kt:Ll TI L 

TI 

k t: [] temos: 

-s s 
11 J k J k 8 r~ * f k 11 p = 

Tí L 
TI 

- S k. ~1 S k M 
~c 2 IIJ 8TI * fi\ p 

L 
"C ,, 

-sk.M M sk 
~ c 2 11 8 * J f k 11 p 

TI L 
IT 

-sk.M M sk 
~c 2 !le 11 1 1\J fkll p 

TI L L 
TI TI 

I I b. 

e tomando o 1nfimo sobre todas as decomposiç~es de f, segue 

que: 

M -S (S -S 1 ).M 
11 e * f 11 P ~ c 2 ° K ( 2 ° ; f ) 

TT L 
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l d l d (s
0

, ... ,s
0

) e S1 = (s 1 , ... ,s 1 ). Portanto: 

11 f li s d 
BP,Q(T ) 

(S-S ).M (S -S ).M 
~C ~{2 ° K(2 ° l ;f)J~ Q d 

ç ( N ) 

- ( S - S l ) . r 1 • M ( S - S l ) . ~1 
~C 11{2 ° K(2 ° ;f)}~ Q d 

9, ( N ) 

ou seja 

s d Reciprocamente, consideremos f L BP,Q(T ) com a decomposição 

f N N -I e *f onde (o ) de a sequ~ncia definida em 5.5.2. 
N L N d 'iT r r N t~ N 

Mostraremos que esta serie converge para f na norma 
s 

2: H k(Td). 
k LJ p 

[ 

de 

Realmente, como existe k' L :1 tal que sk' ~ sk para todo 

k L cJ , então 

L: 
kc l' 



donde 

~ c 

c 

\-' 

d 
Ns N 

L 
d 

Ns N 
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11 J s k I o N * f 11 

IT L~(Rd) 

N. sk I r" 
2 lle~*fll 

11 L P (R d ) 
TI 

[ {2N. (Sk~-S)}] [ (2n.SIIoN 
_
11 

* f 11 p d } I 
L (R ) 

TI 

e pela desigualdade de Hijlder temos que 

(Sk 1 -S).N 
'~, c 11 2 11 Q 1 d • 11 f 11 s d 

~ (N ) BP.Q(T ) 

Em virtude da decomposiçao de f segue que: 

M. (s-s ) t (s -s ) .M. kl s 
~11{2 °max{2 ° 1 IIJ kGM*fll p}ill Q d 

kc li íT L ~ ( N ) 
11 

M.(S-S) (S -S ).M M.S 
~ Cll{2 ° 2 ° 1 2 1 uo~ 1 *fll }li 

rT L,~ Q,Q(Nd) 



ou seja 

~ c 11 f li s d 

B p • Q ( T ) 

5.6.2. COROL~RIO: Se l ~ P 

( l ) 

Se al~m disso l ~ Q ( q l • . . . ' q d ) ' cXJ ' t a m b ~ m t e r em o s 

( 2 ) 
-s d 

BP' ,Q' (T ) 

para S 

DU~ONSTRAÇAO DE ( l): Tomando 

( 3 ) 

( 4 ) 

com f '· 

Assim 

<f,g> = ~ d f(k)g(k) 
k~c~ z 

s d - s d 
Hp(T) e g f Hp,(T ). 

s -s <J f;J 9> 

l 7 9. 



s -s +S P d sup{[<J f;J g>[;J f t L (T ), f*- O} 
I ' 'IT 

-s 
11 J g 11 p I :: 

L 
1T 

llgll -s d 
Hp 1 (T ) 

180. 

O funcional g pode ser estendido para todo S c Rd em virtude 

do Teorema de Hahn-Banach. 

D E t~ O N S T R A Ç A O D E ( 2 ) : P e l o Te o rem a 5 . 6 . l t em o s q u e 

-sk d 
= ( H Pl ( T ) 1 k t- r I ) B , Q 1 

-s d 
BP 1 ,Q 1 (T) 

5.7. OUTRA CARACTERIZAÇAO DE B~,Q(Td) 

s d A seguir apresentaremos uma outra caracterizaçao de BP,Q(T ) 

desta vez atraves do modulo múltiplo de continuidade em Lp(Rd). 
11 

Desta forma recuperamos os espaços inicialmente introduzidos 

por Nikolskii [32]. 

5.7. l. DEFINIÇAO: O modulo múltiplo de continuidade em Lp(Rd), 
1T 

de ordem M:: (ml, ... md) E: Nd e definido por 

( l ) 
M 

s u p 11 i\ f f 11 p 
I h! ~t L11 



( 2 ) 

com J = ( j 1 ' . . . , j d ) 
d m 

( 9. ) 11 . 

= 1 J 9. 

Observamos que 

11 fll p d 
L rr (R ) 

1 c 1 . 

d (m 1 , ... ,rnd)cN 

5.7.2. DEFINIÇAO: Sejam S = (s
1 

, ... ,sd) > O e l~P = (p
1 

, ... ,pd); 

O= (q 1 , •.. ,qd) ~ oo. Diremos que f c LP(Rd) pertence a 
11 

BS'M(Td) se 
P,O 

p a r a to do k ': cJ e O < S = ( s 1 , . . . , s d ) < M = ( rn 1 , . . . , rn d ) . 

Observemos a introdução da letra Ma qual d~ a caracter1sti 

ca da ordem do modulo multiplo de continuidade. 

d 
5.7.3. TEOREMA: Sejam S = (s 1 , ... ,sd) >O e M=(rn 1 , ... ,md)EN 

d e N = (n 1 , ... ,nd) c N tais que O~ N < S < N+M. Consideremos 

também os parâmetros 1 ~ P = (p 1 , ...• pd); O = (q 1 , · · · ,qd) ~ w • 

Entào: 

( 1 ) 11 f 11 s d == ;: 11 t - k • s w ~ • M ( t ; f ) 11 L *k • o ( T I k I 
BP,O(T) kcu 

A demonstração ser~ feita oara dois parâmetros. Seja 

f t: BS (T2 ) e tornemos 
p 'o 



( 2 ) 

e 

Fph (t.) 
j J 

i h . t . m. 
(l -e J J) J 

Fp h h (tl,t2) 
l 2 

l R 2. 

(j=l,2) 

Assim 

* f • * f e ph * f 

Consideremos agora a sequencia de funções (oJ) definida 
rr JcN2 

em 5.5.2. Assim: 

J (n 1 ,0) J+L (n 1 ,0) 
lloh *u *D fil p=llf)h *( >: o )*oJ*D fll 

l iT L - l ~L ~l TI 1í L p 
iT Tf 

~ \ 

-l~L~l 

( n , O ) 
li * , J + L* J * D l f li 
~·h o o p 

l TI rr L 
TI 

e tomando <h,x> = h1x1 + ... + hdxd como o produto escalar em 

RdJa utlima expressao ficarã majorada por 

-m rn (n ,O) 
r li F ~ h - 1 li 11 h 1 F LJ J + L 11 11 o· J * o 1 f 11 ~ ph < ,,.:- d < ,,.> \ d p 

- l ~L~ l l ~1, ( T ) TI M l ( T ) TI L 11 
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Em virtude de (2) e de 5.2.8 esta ultima expressao serã majo-

rada oor 

I C I h 1 I m 1 2 ( J + L ) • ( m 1 • O ) 11 o~ * D ( n 1 , O ) f 11 L p 

-l.çL.çl 
11 

m j m (n ,0) 
.ç Cl h1 I 1 2 1 1ueJ*D 1 fll 

TI L p 
TI 

(n ,0) j rn rn (n ,0) 
li ~· h * e_;! * D l f li p .ç C 2 l l : h I l 11 u J * O 1 f 11 

11 I 1 I 11 L p 
1 L 

'IT i! 

Ana1oqamente obtemos que 

(O,n ) j m m (O,n ) 
11 r h * o J * o 2 f 11 P .ç c 2 2 2 I h I 2 11 o J * o 2 f 11 

2 TI LTI 2 TI L~(Rd) 

e 

e que 

(n 1 ,o) m 
11 p h 

1 
* ~) 1 , 0 * D f 11 L p .ç C m i n { 1 , I h 1 I 

1 
} 11 iJ; 1 • 0 * f 11 L p 

TI TI 

(O,n
2

) m
2 

11 p h 
2 

* iJ; 0 , 1 * D f li L p .ç C m i n { 1 , I h 2 I } 11 l)J 0 , 1 * f li L p 

TI TI 

N . m 1 m 2 ~1 * 
11 p h * l)J 1 1 * D f 11 p .ç C rn 1 n { l , I h 1 I ; l h 1 ; I h I } 11 W 1 1 f 11 p 

' L ? ' L TI TI 
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Mas tambêm temos que: 

jl l (nl,O) 
R +~ )*(O f))~ p 

1r li L 
1[ 

.i 
1 

( n 
1 

, O ) 1 ( n 1 • O ) 
L: ~p -i *en *O f~ p+~p_· *lJJ *O f~ p 

J. l t:~ N 
2 

l L 1 l .,r L 
TI 2 TI 

< c 

< c 
( j - i ) m .i n j - i m 

~~ 2 
1 1 1 . 2 

1 1 ~ o n 1 * f ~ p + C m i n ( l , 2 
1 1 )Ih~ 

1 * f ~ p 
j ll~ N L rr n Lrr 

== c 

< c 
(j -i )m +j n -i m 

,. 2 1 1 1 1 1 
11 '! J * f 11 + C m i n ( l , 2 1 1 ) ~ f 11 p 

2 TI Lp L 
JcN TT TI 

e assim 



'(; c L ( L 
.i 2EN j 1EN 

+ C min 

Tr 

j (s -n ) -j n s j 
{ 2 1 1 1 m i n ( 1 ; 2 1 1 ) } * { 2 1 1 

11 8 J * f 11 } 
" Lp 

onde a. 
J 1 

Como 

temos que 

= O se j 1 < O e 1/f/1 p se J 1 
L 

1T 

< (X) 

'(;C 11{2S.JIIeJ*f/l } 11 
Tr L p Jc~ z 2 Q, Q ( z 2 ) 

1T 

Ir 

o. 

1 8 5. 
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As outras estimadas são anãlogas. Assim, fazendo um agrup~ 

menta das estimadas obtidas teremos que as três exoressões 

abaixo: 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 
. (S N) M . (nl,n2) 

112 1 " - , (2- 1 ·0 f)\1 
~p ' Q 

9, ( z ) 

são dominadas por C llf\1 S 2 . 
BP,Q.(T ) 

Reunindo estas estimadas obtemos 

Para a desigualdade inversa necessitamos do 

5.7.4. LEfVIA: Existe A_,p(R) tal aue 

( l ) 
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se 2 E suop E3 
-1 

=={z\2 ~!z\~2}e 

( 2 ) 
,... 

supp X. { z \Zi > 1/3} 

onde (l e a função utilizada no lema 5.4.1. 

A demonstração do lema 5.7 .4 encontra-se em [031 Bergh-

Lofstrom. pag. 145. 

Utilizando este lema podemos concluir a demonstracao do 

Teorema 5.7.3. 

Mostraremos que 

Realmente, se v1 E:./.S(R) satisfaz a 5.7.4 (l)-(2) temos que 

kl ,o l k o 
11 r• ~, *f 11 p == 11 F- F O l > *f 11 

L 7r L p 
'í[ 

l k l , o 
== 11 F - [ ( F o ) . F f[ 11 p 

n L 
TI 

-1 - k l 
== IIF (o

1
r(2 z 1 ).Ff)\1Lp 

n 

- k - k 
IIF-1(71(2 1:::1)o~r(2 l.zl).Ff)I\Lp 

TI - k 
. 2 1 1 1 ' . .zl -ml 

== IIF- [ (p -k (e -1) 

2 l 

- k - k 
xl(2 lzl)OTI(2 lzl) 

- n 1 n l 
(iz 1 ) (iz 1 ) Ffj\1 p 

L 
TI 
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-k 
. 2 1 _

1 
1 .. z

1 
-m

1 
= llc' -k *F ((e -1) 

2 1 

-k -k -n (n .. O) 
(0.:1(2 1z1))(2 1z1) 1*0 l flllp 

I f 

-k 
. 2 1 k k k 1 • 21 - m 1 - 1 n 1 - 1 - 1 - n 1 

< 11 (e - 1 ) 2 X. 1 ( 2 z1 ) . ( 2 2
1 ) 11 d 

Mp (T ) 

(n
1 

,0) 
llo -k *O fll p 

2 1 LTI 

(m
1

.0) (n
1 

,0) 
111'1 -k o fli p 

2 1 L n 

(m
1 

,0) -k (n
1

.0) 
(U p ( 2 1 ; 0 f) 

pois 

e de modo ana1o9o obtemos aue 

e que 
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k k -k 1n1 -k 2 n2 M -k -2k 
lle 

1
' 2 *fll ~C2 2 wp(2 1 ;2 2 ;DNf) 

TI L p 
ií 

e então 

+ 

S J -N J M -J N li + 11 ( 2 • · ( 2 D f ) ) uJ p ; Q 
9" (N2) 



191. 

CAPITULO 6 

TEOREMAS DE JACKSON E BERNSTEIN E SUAS VERSOES DUAIS 

Neste ultimo Capitulo vamos particularizar os conceitos e 

resultados desenvolvidos nos Capitulas 2, 3 e 4 e utilizar os 

resultados do Cap1tulo 5 para obter versões "clilssicas 11 dos 

teoremas de Jackson e Bernstein paralelos aqueles apresentados 

no Capitulo l. Na realidade vamos alem, ohtendo tamhem versões 

duais. Os espacos de Besov-Nikolskii B~(Td) serão caracteri

zados como espacos de aoroximaçÃo p~ra todos o~ valores dP S 

d em lR , via os teoremas de Jackson P Bernstein duais. Lembremos 

que Fernandez em [ 22] e [ 23] nao trata dP problPma~ duais. 

6 . l . O E S P A Ç O O E A P R O X H1 A C A O [ L p ( R d ) ] 
n S,Q__ 

Vamos especializar a definiçâo 3.1.5 (lembranrlo também 

teorema 3.1.6) no caso que E= Lp(Rd) e a escnla múltipla 
7T 

o 

-e a 

escala (QNIN F- Nd) dos quase polinômios d-dimensionais trigo

nométricos. 

6.1.1. DEFINIÇAO: Definimos { L~(Rd)] S,Q romo o espaço de to

das as f E L~(Rd) para as quais 

( l ) 

onde S = (sl , ... ,sd) E Rd, l ~ Q = (ql ·· .. ,qd) ~ oo e EN(f)p e 

a melhor aproximação de f oor qua~e polinômios de ordem 2N. 

Munimos o espaço f L~(Rd)] S,Q com a norma 
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( 2 ) 

A t . [Lp(Rd)J t gora vamos carac er1zar os espaços TI S,Q em ermos 

s d 
dos espaços BP,Q(T ). 

6.1.2. TEOREMA: Para O< S == (s 1 , ... ,sd) < 1 e l,;;:; Q = 

(q 1 , ... ,qd) ,;;:; oo temos que 

( l ) 

DEMONSTRAÇAO: Para simplicidade de notação vamos nos restrin 

S d N gir ao caso d = 2. Sejam f s BP,Q(T ); (OTI) 
2 

a sequência 

de funções testes definida em 5.5.2 e defin~m~s 

f = n 1 
; oo o 

f co; n 11 = 
o 

f n,. nu = 
o' o 

I 
In I I ,:;;n; 

L 

I nu I ,:;;n; 

L 
\ n I I ,:;;n~ 
In 11 I ,:;;n~ 

n I • o ,co * 

o 

TI 

oo;n 11 

* TI 

n I nu e , 
TI 

f 

f 

* f 

Se tomarmos as somas parciais das s~ries de ~urier como estão 

indicadas abaixo, obteremos polinÔmios 

Pml. ,oo 



= soo,mll(fCXJ nll) 
. • o 

Pm I • mil = S m 1 m 11 ( f n 1 • n 11 ) 

• o' o 

e então poderemos escrever que 

f-p -p +p m I ; co co ; m 11 m I • m li -

e desse modo 

Assim 

2: 
In 1 l<m 1 

I n11 1<m 11 

n 1 ·n 11 

8 ' * f 
TT 

Reciprocamente, consideremos M > N. Assim 

0 /'---. 
e N ( K) Pml ,oo ( K) o 

TT 

~ /' e N ( K) Pco m11 (K) = o 
TT • 

l 9 3. 
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para todo K > M = (m' ,m 11
) e se tomarmos 

WM = Pm• ;oo + Pcx,,mu - Pm• ;mu 

teremos que 

eN * w = o 
TT M 

e desse modo 

e assim 

N < 11 e 11 l 2 11 f- WM 11 p 2 
TT L (R ) L (R ) 

lf TT 

e tomando o infimo sobre todos os poss1veis quase polinômios 

de ordem menor ou igual a 2M, vem que: 

lleN * fll p <C EM(f) 
TT L p 

TT 

e como M > N temos que 

11 e N * f li p < C E N (f) 
TT L p 

i[ 

e então 
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6.2. O TEOREMA DE JACKSON 

Como consequência do teorema 6.2.2 temos o teorema de 

Jackson que fornece uma estimada da melhor aproximação de 

s ( d) -f E BP,Q T em funçao de ordem de decrescimento de f. Ver -

sões multidimensionais destes teoremas denominados diretos 

foram obtidas também por Yudin [52], Kipiani [26], Potapov 

[36] e Nikolskii [32]. 

6.2 .1. TEOREMA (DE JACKSON): Se f E BS (Td) então P,Q 

( l ) (N -~ oo) 

s d DEMONSTRAÇAO: Seja f E BP,Q(T ). Então, paraS< M, existem 

d N E N e o< e = (e 1 , ... ,ed) < l com l ~ N ~ M-1 e s = N+e. 

Como B~,Q(Td) = [ L~(Rd)] S,Q segue que f E [ L~(Rd)l S,Q e como 

[ Lp(Rd)] e um espaço de aproximação do tipo Jackson de 
n S,Q 

classeS, temos pela Proposição 3.1.7 que 

( 2 ) 

e em virtude da equivalência entre as normas (l) e (2) do teo 

rema 3.1.6 temos que 

( 3 ) 
-s 

EN(f)p~ C N llfll p d 
[Ln(R )lS,Q 



donde o resultado desejado. 

6.3 . O ESPAÇO DE I NTERPOLAÇAO [L p ( Rd) l 
11 s 'Q 

Em 6.·1 .2 ja caracterizamos o espaço f L~(Rd)l S,Q em termos 

de um espaço de Besov. Agora, para conhecer melhor a estrutu-

ra, obteremos diretamente este mesmo espaço através da inter

polação da fam1lia (W~"M(Td)jkEcJ). 

6 .' 3 • 1 • T E O R EM A : O s e s p a ç o s W ~ ( T d ) p e r te n c e m 

H(a;(W~"M(Td)JkELJ)) com N = cx.M, isto e: 

e 

(2) K(t,f,(W~"M(Td)jkEcl)) ~C ta llfll N d 
Wp(T ) 

N d para toda f E Wp(T ). 

-a classe 

A demonstração deste teorema e equivalente ã demonstração 

de 

( 3 ) 

d onde SE N , em virtude do lema 3.3.2. 

Seja f E H~(Td). Assim J 5f E L~(Rd) e novamente utilizando 

as sequências (eN) d definidas em 5.5.2 segue que 
n NN 

JS(eM * f) E LP(Rd)~ Desse modo 
1T 'Ti 
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~C 2-M.S IIJ 5 (e~ * f)ll p d 
L (R ) 

TT 

e 

~C IIJ
5

(oM * f)ll p d < oo 
TT L (R ) 

TI 

s d s d o que mostra que Hp(T ) c BP,oo(T ). 
s d Demonstremos agora a segunda imersão. Seja f c BP, 1(T ) . As-

sim: 

< co 

Desse modo 

s 
IIJ fi! P d 

L (R ) 
TI 

S M 
~ IIJ ( ;_: e * f)ll p d 

d TI L (R ) 
Mt: N Tf 

< 00 
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Portanto, as imersões em (3) sao verdadeiras e temos que 

os espaços H~(Td) são de classe H(a;(W~'M(Td)jksD)) com 

S = a.M. 

6.3 .2. TEOREMA: Sejam l ~ N = (n 1 , ... ,nd) < M-1 = (m 1-1, ... , 

md-1) e O< 8 < 1. Então: 

( l ) 

DEMONSTRAÇ7'í0: Pelo teorema 6 .l . 2 temos que 

entretanto pelo teorema 3.4.6 temos que 

p d 
[LTI(R )JN+U,Q-

6.4. O TEOREMA DE BERNSTEIN 

O espaço BS (Td) com Q = oo propicia-nos um teorema P,Q que 

generaliza o teorema unidimensional de Bernstein. Para isso 

utilizaremos a relação 6.3.2 (1). 

6.4.1. TEOREMA: Seja 1 ~ P = (p 1 , ... ,pd) ~co e S < M. Se 

p d -
f s L (R ) e tal que 

1T 
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( 1 ) (N ~ oo) 

então 

( 2 ) 

par a to do k c:: o . 

DEMONSTRAÇAO: Consideremos S < M e O < e < 1. Assim, existe 

N E Nd tal que 1 < N < M-1 e S N + G de modo anãlogo ao 

que ocorreu em 6.3.2. 

P d - ( ) ( -s -Se f E Ln(R ) e tal que EN f p = O N ) entao 

f E [ L~(Rd)] S,oo e pelo Teorema 6.1 .2 com S = N +e, temos que 

-o que e equivalente a 

( k E O ) 

em virtude da definição 5.7.2. 

6.4. 2. TEOREMA (de redução): Seja f E 8N+e,M(Td) 
P,Q com 

o < N + e < M, < Q < 00 e M E Nd. Se O < N < M e o < e < 1 

então temos que 

( 1 ) 

e 
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( 2) 

DEMONSTRAÇAO: Como BN+e,M(Td) 
P,Q pode ser obtido a traves da in-

terpolação da familia (H~.M(Td)\kso), conforme o teorema 

6.3. 2 e como H~.M(Td) - W~.M(Td) em virtude de 5.4.8 bas-= 

ta demonstrarmos que 

e um operador continuo para todo k s o, o que e claro em 

virtude da definição de W~(Td). 

6.4.3. TEOREMA: Seja f t: B~:~(Td) e S = (s 1 , ... ,sd) > l. Se 

S = N + e < M com M s Nd e O < e < l, então: 

( l ) (N-+ oo) 

DEMONSTRAÇAO: Seja f s B~:~(Td). Pelo teorema de redução com 

S = N +e < M temos que f s W~(Td) e DNf c B~:~(Td). Como 

BeP,Ql (Td) = [ Lp(Rd)l e Q em virtude de 6. 1.2 e como I LP(Rd)l Q 
, TI , TI t1, 

e um espaço de aproximação de ordem e segue pela desigualdade 

de Jackson 3.1.7 (l) que 

ou seja 

(N-+ oo) 
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( l ) (N -+ oo) 

e s = N+e com O< e= (e 1 , ... ,ed) < l, então 

( 2 ) 

e 

( 3 ) 

p d - s 
DEMONSTRAÇAO: Se f E Ln(R ) e EN(f)p = O(N ) então, com 

S N f BN+e(Td) t l t = +e temos que E e novamen e pe o eorema p , 00 
de 

redução 

e 

6.4.5. OBSERVAÇAO: O espaço B5P (Td) coincide com o espaço ,oo 

Lip(S,P) definido em l.l. Tomando S = R +a com R E Nd e 

O l T 6 2 1 t f c BR+a(Td) enta-o < a < no eorema . . eremos que se ~ p, 00 

( l ) 

e este resultado coincide com aquele apresentado em l .2.7 num 

caso particular. Recuperamos portanto o teorema de Jackson. 

Tomando agora S = R +a com R E Nd, O< a < l e f E Lp(Rd) 
TI 

tal que 
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N -+ oo 

obteremos, em virtude do teorema 6.4.4, que 

e 

e este resultado generaliza aquele obtido em 1.3.10 (teorema 

de Bernstein). 

Observamos então que o material desenvolvido ate aqui no 

69 Cap1tulo recupera os teoremas de Jackson e Bernstein da 

teoria de aproximação utilizando a teoria de interpolação. 

6.S. DUALIDADE 

Nas seçoes anteriores caracterizamos os espaços de Besov

Nikolskii B~.Q(Td) tanto como espaços de aproximação 

[ Lp(Rd)l como espaços de interpolação (Wpk.M(Td)j kco)S,Q" 
TT S,Q 

A partir dessas caracterizações obtivemos teoremas de 

Jackson e Bernstein. Caracterizaremos agora 

s ( d) - -de BP,Q T em funçao da melhor aproximaçao 

o dual topolõgico 

dual por quase-p~ 

linômios. Utilizando as caracterizações acima mencionadas e o 

teorema de dualidade para espaços de interpolação estabelece-

remos teoremas duais de Jackson e Bernstein. 

6.5. 1. Consideremos os espaços 



( k E O) 

e 

e seus respectivos duais 

e 

Representando por K(M;f) o K-funcional em relação ã fam1-

lia (Ykl kco), representaremos K' (M,f') o K-funcional em relação 

ã fam1lia dual (YkjkEo). 

Desta forma, o teorema 4.4.8 pode ser interpretado, neste 

caso particular, como segue: 

6.5.2. TEOREMA: Para O< G <o, l.;:;;; Q ~ oo: O dual topolÕgico 

de B~,Q(Td) e o espaço das distribuições f' E E~(Rd) que sa

tisfaz a uma das condições equivalentes: 

( l ) ( k E O ) 

( 2 ) 



6.5. 3. OBSERVAÇAO: As afirmações deste teorema tambêm podem 

ser escritas do seguinte modo: 

( l I ) 

( 2 I ) 

Mas, em virtude da definição da melhor aproximação dual e 

de 4.4.3 (2) temos que 

11 f I 11 p 1 d 

(QN;Ln (R )) 

e desse modo a estimada (1 1
) pode ser reescrita na forma 

e esta ultima forma nos dâ a caracterização do dual (B~,Q(Td)) 1 

em termos da melhor aproximação dual por quase-polinômios e 

então escreveremos que 

se, e somente se, 

e 
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Portanto esta caracterização coincide com aquela obtida em 

s d -5.5.4 para BP,Q(T ) atraves do Teorema 6.1.2 quando substj_ 

tuimos S,P e Q respectivamente por -s, P' e Q', ·j .e., a melhor 

aproximação de f por quase-polin6mios EN(f)p, pela melhor 

aproximação dual de P' pelos quase-polinômios EN(f' )p,. 

Os teoremas de caracterização e de dualidade fornecem ain-

da como consequ~ncia as desigualdades duais de Jackson e 

Bernstein. 

Lembrando, em virtude de 6.3.1 e 5.4.5 que os espaços 

H~'N(Td) são espaços de aproximação de ordem 8 >O no espaço 

Lp(Rd) obtemos como caso particular do teorema 4.4.4 o se-
Tr ' 

guinte: 

6.5.4. TEOREMA: Vale a desigualdade de Jackson 

se, e somente se, vale a desigualdade dual de Bernstein 

( B I ) 

(J 

qualquer que seja qN c (QN;L~(Rd)) e vale a desigualdade de 

Bernstein 



se, e somente se, vale a desigualdade dual de Jackson 

( J I ) 

8 

206. 
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