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TNTRODUCAO

A modelagen da dinamica de Fenomenos que ocorrem em Termodi-

namica, Quimica, Biologia, ctc. leva, frequentemente,  a  equagoes

diferenciais parciais parabolicas nac lineares, ou seja equacoes
p ¢ ¢ Ja, quag

de reacao-difusac.

Estas sao equacoes da forma

ou _ 9 3
3T T Sk (k(x,t) 5% u) + f£(x,t,u)

r

i
onde o primeiro termo do sequndo membro, descreve a difusac espa-
cial do fenomeno estudado e f(x,t,u) descreve as recacoes e intera

¢ocs cnvolvidas. (
Um dos exemplos mais simples de uma cquacao de reacao-difusao

nao linear foi obtido por Fisher ao estudar a evolucao da frequen-

cia, p(x,t), de um gen dominante em uma populacao determinada. Ele

obteve a equacao

3 '02
L= 2Py osp(l - p)
ot ax

r

onde s & uma medida de intensidade da selecgao.

Muitas vezes, tais equacoes aparecem naturalmente em dominios

ilimitados ¢ isto causa dificuldades na sua resolugao numérica. Uma
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das razoes para tais dificuldades ¢ que os desenvolvimentos tedri-
cos, como resultados de tecoria de aproximagao, sao usualmente fei-
tos em dominios limitados. Também, do ponto de vista pratico, as
bases de fnnqﬁhg mais uwtilizadas sac polinomiais por p S, © quc'ﬁ
causa dificuldades no infinito.

Neste trabalho estudamos o caso de uma equacao de reacgao—-di-
fusao unidimensional em dominio ilimitado. Propomos uma base de
funcoes adequada ao problema, cuja principal caracteristica e o
uso de elementos infinitos e fungoes de forma sobre eles que simu-
lam o comportamento da solugao no infinito. A seguir, utilizamos
uma adaptacao do método de Galerkin para obter uma solucac aproxi-

mada dé problema.



CAPITULO T
PRELIMINARES

Vamos recordar noste capilulo as definicocs a4 sorem usadas nes-

te trabalho, e apresentar algumas condigoes que serao adotadas nos

capitulos seguintes.

1.1. NOTAGOES E DEFINICOES. Todas as funcoes gue aparecerem neste

trabalho sao fung¢oes dgue assumem valores reais.

Para 1 - p < ey Lp(H2) ¢ o espaco vetorial real de funcgoes

u definidas em IR tal gue J lu(x) |Pdx existe e & finito. A

norma em LFP(IR), com a identificacdo de que duas fungdes sdo iguais
se seus valores forem 0s mesmos para quase todos os pontos,se

gundo a medida de Lebesgue, sera definida por:

ihall = (( |U(X){de)l/p » L 2 p oo
LP(R) J—oo

. . ~ . r -
Para qualguer inteiro nao negativo ¥, C (IR) e o espago de
fun¢oes com derivadas de ordem ate r, inclusive, continuas. Cha-

(69

maremos C (IR) o espaco de funcgoes infinitamente derivaveis em IR,

cf(®).

D8

. > [
isto e, C (IR) =
r=1
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Dizemos que uma fungao u © C (IR) €& de decaimento rapido se

[
. o d . . s
’llm b4 ——% = 0 para gqualquer «,5 inteiro positivo. Essas fun-
| X ‘ B dx

¢oes formam um espago vetorial que denotaremos por S(IR).

O suporte de uma funcao u vai ser o complemento do maior

conjunto aberto no gqual u = 0, ou o fecho de {x : £(x) # 0}.

[o9] o

CO(HQ) & o conjunto de todas as funcoes C (IR) cujo suporte

(e8]

€ um conjunto compacto contido em IR. O conjunto CO(H{)com<3 cri

tério de convergéncia que definimos a seguir, vamos chamar de espa

co de fungoes testes e serd denotado por D(IR):

i~ Diz-se que a sequéncia de fungoes (¢i) C Cé(ﬂ?) converge
!

a ¢ & CO(D?) quando todas as funcoes v da sucessao poOs-—

suem seus suportes contidos em um compacto comum e, wi e

todas as derivadas de v convergem uniformemente a deri-

£

vada correspondente de ¢, isto & Efig (wi —w)im -— 0, pa-
dx

ra todo B inteiro positivo. (Entenda-se por

o

d” (¢, -¢)

— =¥, - 9)
ax®

Das definigoesg, acima, dos conjuntos S(IR) e D(R) e claro

que D(IR) C S(IR).

Um funcional linear em ?(IR) que & continua com a nogao de

convergéncia definida antes, & denominado uma distribuicac sobre IR.



O conjunto das distribuigoes sobrc IR ¢ um cspag¢o vetorial,c mais
o seguinte critério de convergencia de uma sequéncia de distribui
g&as(Tj) ao T,descrita pela convergéncia de Tj(w) — T(y) para to.
do v &€ D(IR), define o espago de distribuicoes sobre IR e repre—f
senta-se por U'(IR). No espagco U'(IR) defiﬁe—oe as derivadas de
todas as ordens, que sao tambem distribuicoes sobre IR. Prova-se
que, em particular, toda funcao u € Lp(IR), 1 <« p < » possui de-
rivada no sentido de distribuigées em IR, e este fato vai ser usa
do para definir os espa¢os de Sobolev que tem larga aplicagéo no

estudo da Analise Matematica e Numérica das equagoes diferenciais

parciais.

. . . . m - .
Sejam m inteiro positivo e p tal quel < p < . Wp e o conjunto

das fun¢oes cujas derivadas no sentido de distribuic¢oes até ordem
m sao elementos de LP(IR). Este conjunto & um espago vetorial
real e e chamado o espago de Sobolev de ordem m,p sobre IR. Quan

do p=2 o W?(DR) denota-se Hm(ﬂz). Em Hm(IR) define-se a nor

ma
2 m
Tall < SR
(IR) =0 dx L (IR)
~ m dBw 2
Com a definicao acima H (IR) = {w : 7 €L (IR), B <m inteiro
dx”

positivo} & um espaco vetorial real normado.

o0

Seja © C IR, limitado, entdo as definicdes de C (), C,(2)



sao similares as definigaes de C (IR) e CZ(H{). Também D' (Q)
significa o conjunto de funcionais em D(&), e V(%) com a topolo
gia relativa, como um subespaco de D (IR). Defina o Hm(Q) =
dBu 2 s
= {u : —x € L°(Q) , B <m , inteiro positivol e norma
it
m B2
Il

Definimos HS(Q) como o fecho de Cz(Q) em Hm(Q). Quando & = IR,
m m 1
prova-se que HO(HQ) = H (IR). O espagco H (IR)

D\

um espaco de

Hilbert com o produto interno definido por:
i

S - s LA
(u,v) J_m (dX P + uv) dx

Na analise dos problemas dependentes dc tempo a notagao seguinte é

ftil. Seja L2 (}R) um espago com norma ll-Il e ¢ :[0,T] —
L7(IR)

L2(HQ), representa-se por Lp(O,T;Lz(HQ)) o espac¢o vetorial de fun

- — — 2 ' . .
coes ¢ tais que para cada t fixo ¢(t) € L"(IR). Nestas condi-

¢oes define-se as nocrmas

T
Il ol = ({ o () IIP dE)l/p L < p <=y,

LP(0,T;L° (IR)) Jo Lo (IR )

[N



ol 5 = max o ()l
L (0, T;L (IR)) O<E5T L7 (1IR))
e o produto interno gquando p = 2
"]‘ o B . B
(u,v) 5 2 = J (( ulx,t)vix,t)ydx)dt
L7(0,T; L7 (IR)) 0 J-»
Denotemos por L () o conjunto de funcoes u em § tails que
Nall = sup ess |u(x)| < o.
L (22) x € 0
. ' -1 1. . . -
Finalmente com H (2) denotamos o espacgo dual de HO(J), isto e, O

. . . 1
espaco de todos os funcionais lineares em HO(H).

1.2. O METODO DE GALERKIN.

O metodo de Galerkin & uma técnica poderosa para se obter apro

ximacoes de solugOes de problemas que envolvem equagoes integrais

e diferenciais.

Para entender a idéeia basica do metodo, vamos antes definir
uma solugaoc classica e uma solugao fraca de uma equagac operacio —
nal.

Consideremos o problema de se encontrar uma funcaoc u que

satisfaz a equag¢ao definida pelo operador diferencial L



Lu = £ (1.1)

com u(-) uma funcdo definida em um conjunto @ C R, A funcao

u(x) que satisfaz a equacgao (1.1) chamaremos solu¢ac classica.

Pode-sc escrever uma outra formulacao do problema que, sob

certas condicgoes, & cquivalente a (1.1)

~

> que chamaremos formula-
¢ao variacional de (1.1). Consideremos um espaco vetorial V de fun
goes com "as caracteristicas convenientes ao problema"”, e munido

de um produtoc interno (-,:). Entao uma funcao u € V tal que

(Lu,v) = (f,v) para todo v &V (1.2)

& chamada uma s0fug¢ac fraca ao problema (1.1).

Na condigcao que V tém um subconjunto denso em V e separa-

vel, vamos definir os subespacos My de V, de dimensao finita Ny

tais que, Mh tenha como uma base o conjunto {¢ AP YERRNL N b

h
Trabalhando na hipotese de existéncia de solucaoc de (1.2), po

1

demos definir o problema restrito a Mh (problema discretizado), is

to e, achar U, € M, tal que

(LUh,v) = (f,v) para todo v € M cv. (1.3)

Observemos que, por definicao, Uh tem a forma Uh = TR A



fungéo[&lé chamada a aproximagao de Galerkin a u no espaco M, . As

e
incognitas o sao determinadas por (1.3).

Quando trabalhamos com problemas dependentes do tempo os coe.
ficientes o sao fungoes do tempo enquanto que, nas aplicacdes usu-
ais do metodo as funcoes de base {wj , 1= l,Nh} dependem somente

das variaveis do espacgo. Neste trabalho teremos que utilizar uma

variante desse procedimento.

O sucesso do metodo esta fortemente condicionado a escolha

dos subespacos M, ea construcao adequada das funcoes de base
lo o i o b
1772 Ny,
"Quando  C ™ & limitado & usual tomar Mh como um espa-

¢o de fungoes polinomiais por partes, tal que cada funcao base po-

de ser escolhido de suporte compacta contido em .. Neste caso O m&

todo de Galerkin obtém solucoes aproximadas de solug¢oes fracas, OS U, s com
boa precisaoc. Esta aproximacao e determinada resolvendo sistemas

de equagoes esparsas cujas solugdes podem ser obtidas por técnicas

eficientes desenvolvidas especialmente para sistemas esparsos.

Quando & © IRn e um conjunto ilimitado, a escolha dos espa
cos de aproximacao Mh € mais delicada. Em geral, o comportamento
no infinito, requerido para a solugao do problema, impede que‘fun—
cOes polinomiais sejam utilizadas para a construcao de fungoes ba-

sicas no infinito. Uma possivel solucao pratica para este problema

€ a separacao de { em duas regioes: uma regiao limitada, onde



fungoes polinomiais por partes podem ser usadas, e a "regiao no in
finito" para a qual a montagem das funcoes basicas tem que levar
em ccnsideragao o comportamento mais detalhado da solugao. Isto im.
plica que tal comportamento no infinito tem gque ser obtido através.’
de uma analise prévia do problema particular) que esta sendo estu-
dado. Neste trabalho propoe-se que esta analise seja feita utili —
zando-se expansoes assintoticas para a solugao. Uma vez obtido tal
comportamento assintotico, pode-se construir um espag¢o de aproxima

cao adequado ao problema. Estas idéias serao expostas mais detalha

damente quando estudarmos o problcma quc serve de modelo para este

trabalho.



CAPITULO II

O PROBLLEMA

O objetivo deste capitulo € apresentar o problema a ser re-
solvido numericamente utilizando uma variante do método de Galer-
kin. Para isto sao definidos os elementos finitos e infinitos no
dominio de definigao do problema e as respectivas fungoes de base
que geram o subespag¢o de aproximacac M a ser utilizado no célcg

h
lo da solugac aproximada.

i

2.1. A FORMULACAO DO PROBLEMA.

Estamos interessados em equagoes diferenciais parciais nao
lineares do tipo parabolico. Estas equagoes sao vistos em modelos ma
tematiccs de fendmenos que ocorrem cm problemas de reagao-difusao,

transporte, ecologia, etc.

O problema & o de obter aproximacoes para a solugao generali

zada

1 2 2

u(x,t) € v = C0,T;H (IR) N Cl(O,T;L (IR)) N L (O,T;sz(nn)

(onde p & definido abaixo) da equagao:
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ju(x,t) _ 9

31
()t BX (k(xlt) Lg"%‘i—!'g"): f(xltlu) (2.la)

para (x,t) € IR = (0,T) ,

satisfazendo a condicgao inicial

i)

ii)

u(x,0) = uo(x) , x € IR (2.1b)

Admitiremos que as seguintes condigoes sao satisfeitas

@ 2
ki{x,t) € ¢ (IR x [0,T]) N Cb(IR x [0,T]) e existem constantes
k

co,cl > 0 tais que Co < (x, t) < cl para todo (x,t) &€

€ IR x [0,T]. Além disso suponiiamos que cxistam constantes po-
s + - . +

sitivas ko ’ ko tais que ki{x,t) = ko + O(1)/x quando

X ~— + @ e k(x,t) = k; + 0(1l)/x gquando x -— -» , uniforme

mente para todo t € [0,T].

(Cﬁ(IR x [0,T]) indica o conjunto de funcoes derivaveils duas

vezes com tais derivadas limitadas. O(l) segundo a definicao:
diz-se gue uma funcao g(x) = 0O(l), com o x cm um certo do-
minio D, se existe uma C  tal que ligh - C IIl1ll, sendo o 1

a funcao constante em D).

fix,t,u) € ¢ (TR x (0,T) xTR) e existem constantes p > 1 e C >0

tal que Jf(x,t,u)]‘i'CHqu para todo (x,t,u) & IR x (0,T) > IR.
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1 2
iii) uo(x) € H (R) N LP(m) tem suporte compacto.

Observamos que se u C V cntao recescrevendo (2.la) como

2 du B ou
- gg(k(x,t) " (x,t)) = f(x,t,u) - TS (x,t)

- - 2
temos que o segundo membro da ultima igualdade esta em L w,TﬂP(Hm

e utilizando resultados da teoria de equagées eliticas, conclui-se

que

2 2
€
u(x,t) L (O,I,Hloc(nz))
: 2 Co B
onde por uf(-,t) € HlOC(HQ) indicamos que a restricao de u a qual-
quer compacto K € IR pertoncoe a HZ(K).

1

Como queremos obter aproximacocs utilizando o méetodo de  Ga-

lerkin vamos escrever a formulagéo variacional de (2.1).

Para isto multiplicamos (2.la) por uma funcac qualquer v €
2
€ Hl(ﬂk) N L p(H{) e integramos com respeito a x entre -» a «,
obtendo:
{m Ju v dx - (m 2 (k(x,t) gE)'vdx = [m f(x,t,u) vdx ,
) —o ot J—oo 90X ! 0X J o T
vv € gt (m) N 1P (m) (2.2)

e aplicando a integrag¢ao por partes (identidade de Green gquando
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trata-se de IRn) obtém-se

o0

[ au (7 du 9v o
j_m Szﬂvdx + j—m k(x,t) "% O dx = J_m f(x,t,u) vdx
vv € nt(m) N 2P (m) (2.3a)
com
u(x,0) = uO(X) , (2.3b)

a equacgao (2.3) é a formulacao variacional do nosso problema.

2.2. CONSTRUCAO DA BASE.

Para aplicar o mctodo de CGalerkin ¢ fundamcental dividir o do
minio da func¢ao soluc¢ao, neste caso IR, cem subconjuntos qgue devem

satisfazer as condigoOes que mencionaremos a seguir.

Chama-se triangulacgac " de IR a classe finita de sub-

conjuntos K € IR tal que

U x|,
x €
< Th

- cada K € % e fechado e o int(K) nao vazio ,

- para cada K KZ'G T distintos int (K

h ) N int(KZ) = .

1’ 1
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Os subespacos dc aproximagao devem scer de dimensao finita in
. 1 2 ~
cluidos em H (IR) N L°P(m) com uma base de fungoes com suporte

pegqueno ¢ de facil descricgao.

Vamos separar entao, seguindo as pautas anteriores, o conjun
to IR em duas regioes: uma regiao O C IR limitada tal que supp u_C

C (0, e seu complementar 0° (ver figura 1).

onsid mos a partica nor o= < < .. < S =
C ideramo particao Xq X Xy &XN+1 L,

onde os X, serao chamados de nos da particao,

§2
f— — }
o 2 0 L ()€
Figura 1
Dividimos a regiao ¢ em intervalos de comprimento hi sendo
hi = Xi41 "~ xi , i=1,2,...,N resultando N intervalos, ao fe-
cho desses intervalos chamaremos elementos finitos, gue vao ser
parte dos conjuntos K da triangulacao 1, de I®.A regiac res-

tante define dois intervalos infinitos os quais fechamos e consi-

deramos mais dois elementos da triangulacao T (ver Fig. 2), es-

h
tes elementos serao chamados de elementos infinitos.
O parametro que identifica a triangulagao, h, & definida

como h = max hi em caso de particdes nao uniformes.
i .
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‘~ﬁ___A____j Kl K2 K3 K4 Koo

0 \
,//////{ Q:Xl X, X4 X, X .. .0 X Xye1= L

IKl X

IKi: elementos infinitos, i=1;2

K,. elementos finitos , i=1,2,...,N

Figura 2

Vamos agora construir o subespaco de aproximacao M_ adequado

h

ao nosso problema. Este deve ser de dimensao finita e associado a
triangulagac ty, + © tal quec tenha uma kasc de funcoes que sejam
polinomios por partes, de suporte pequeno, quando restritas a & e
de decaimento rapido em 0C. Entretanto, como veremos posteriormen-
te, a taxa de tal decaimento depende do tempo e, portanto, devemos
wtilizar uma variante do método de Galerkin em cue o subespaco de
aproximacao depende do tempo, adaptando-se ao comportamento da so-
lucdo. Isto & feito impondo certa dependéncia temporal em algumas

das funcoes de base.

No nosso caso, para cada t € (0,7], M sera o subespaco ge

h

rado pelas fungoes {wl’w2’°"’¢N+l} (ver Fig. 3) onde:



¥

¢ . (x)

(x,t)

~
SR !
TR I |
_ Xipp °X
v T
L 0
i= 2,3,
f %2
1
exp (——
4k
O
X2 - Xl
0

<) guando x €& (-, x

outro caso

quando x & [xl,x2}

outro caso

15

(2.4)
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- 2.2
exp(-N+l+-——) quando x(E[xN l,m)
4kt +
o
) X = Xy ,
<PN+l(X,t) = e D quando x € [XN'XN+IJ (2.6) "
: X - X
N+1 N
B 0 outro caso

+ . ~
onde ko e ko sac como em (ii) na definicao do problema.

Lt e ¢ - e U

—

Figura 3

A escolha das funcoes wl e ¢N+l

gumentos mencionados abaixo. Utilizaremos desenvolvimento assintéti

€ justificada com os ar-

co da solugao quando x tende a * . Para isto observemos que a for

ma assintotica no infinito,das sclugoes do problema

u, = (ki(x,t)u ) + f£(u) , (2.7)
t X %
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onde, por simplicidade, nao escrevemos a dependéncia em X e t das

fungdes envolvidas, & :[usando técnicas de Tcoria de Perturbagoes | 21] |

Recordamos, também, que a forma assintotica de k(x,t) no in

finito e:

ki(x,t)

I

k; +0(1) /% , X —» o
k(x,t) = k_ + 0(1)/x , X — — .

Alcém disso, obscrvamos que ¢ cxpansao assintotica no infini-

to de f(u(x,t)) e da forma

+ 1+ 1+
(QO(X,t)-+§ gl(x,t)-+—7 gz(x,t) + ... quando x —

X
fu(x,t)) =

(% t)+l g-(x t) +—£-a-(x t) +... gquando x — -®

gO ’ X 1 7 X2 =y} ’
com

+
g;(x,t) = 0(1) , i=1,2,3,... quando x — %

Agora,como u(x,t) — 0 quando x — '« e f(0) =0 (consequéncia de

{ii)) observaios gue:
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+

go(x,t) =0
i

lim f(u(x,t)) = <

X >t
go(x,t) =0
Portanto, a expansao assintotica de f(u(x,t)) e tal que
flulx,t)) = 0lL)
X

Colocando estes resultados na equagac (2.7)

e} _ o O(l) «
‘ut + 0(1)/x = kouxx + = quando x — ¢

14

implicando, gue o termo de primeira ordem na expansao assintotica

de u(x,t) deve satisfazer

o _ .+ o
ug = ko u . quando x — = (2.8)
e
o - .0
u ko u guando x —r —® (2.9)
Vamos tomar, portanto, como base referida aos elementos infi
nitos a solugao fundamental das equacoes (2.8) e (2.9); isto &, es

tamos tomando como aproximac¢ao no infinito o termo da primeira or-
dem na expansao assintdotica, "coladas" ao polinomio por partes que

existem, naturalmente no contorno, guando o trabalho e feito com o



19

metodo de Galerkin em um dominio limitado de IR. O fato de colar a

solugao de (2.8) e (2.9) significa manter no minimo a continuidade

dessas fung¢oes de base.

Como as solugoes fundamentais de (2.8) e (2.9) sao respecti=

vamente

2 1 2

—— exp(=x /[, + ) e ——
— =

2/nkc')t © 2/”kot il

a fim de manter a continuidade, com relacao a variavel x, em cada

tempo t € (0,T] devemos multiplicar por c//t , e assim ¢l(x,t) é
2 2
X —x
exp (—=——) quando x € (-»,x]
4k t
o
X, =3
= . . c ,
wl(x,t) quando x [xl x2]

& 0
L 0 quando X [x2,

A obtencgao de ¢N+l(x,t) resulta analoga.

Pode-se melhorar as informacoes assintoticas anteriores . se
utilizarmos as informagoes j& obtidas. Por exemplo poderiamos pro-

por uma expansao assintotica
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-x2 ul(x,t) u2(x,t)
u(x,t) ~ expl = ) [uo(x,t) + + > + ol
4k t b4 X
o
para x — + « , ondc ui(x,t) = 0(1l)y, 4+ = 1,2,3,... . Neste caso.
também obteriamos uo(x,t) = C//t'. Expansoes analogas podem ser

feitas para x — - ©.



CAPTTULO IT1

APROXIMACAO COM O METODO DE GALERKIN

Neste capitulo descrevercmos o uso do metodo de Galerkin com
tempo continuo e fazemos consideracoes sobre o erro, a seguir des-
creveremos o uso do metodo de Galerkin com tempo discreto, final-

mente, aplicamos o método de Newton ao nosso problema e descreve —

mos sua discretizacao.

3.1. METODO DE GALERKIN COM TEMPO CONTINUO.

Para a aplicacao do método de Galerkin com tempo continuo

lembremos a formulacao variacional do problema.

[o.0] [ee] rOO
du vdx -+ k(x,t) ou ?V dx = f(x,t,u)vdx ,
o ot o X Ox j_m
1 2p
v E€H(R) N"LF(R), t € (0,T] (3.1a)
u(x,0) = u (x) , X € IR (3.1b)

onde por comodidade nao explicitamos a dependéncia das variaveis x

e t em algumas funcgoes. - As condicgoes das funcoes k, f e u, o que
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foram descritas no capitulo I sequem validas.

Queremos chamar a atencao para o fato de que neste trabalho
estamos interessados apenas no calculo de aproximagoes numéricasj
e, portanto, no que seguc vamos supor que a solucao fraca do vpro—?
blema (3.1) existe ¢ € unica. O leitor intefessado podera encon —
trar teoremas de existéncia e unicidade das solugoes de (3.1) nas

y o y AR . T A | . [, 1
scguintes referdncias Fricdman 91, TLadyzenskaja (10] e Lions (11].

Passamos agora a descrever uma adaptacao do método de Galer-
kin ao nosso problema. A diferenc¢a essencial e que duas funcgoes de

base cenvolvidas dependem do tempo t.

Seja Mh 0 subespac¢o finito em Hl(Hz) N sz(ﬂi) Como foi

definido no capitulo anterior. O meétodo de Galerkin com tempo con-

tinuo consiste em achar uma aplicacao Uh : [0,7T] — Mh tal que
[3%) 22U o au o0
h h oV _
J—m TE vdx + J_m k(x,t) % w dx = J—m f(x,t,Uh)de '
vV & My t € (0,7] , (3.2a)
Uh(X,O) = uo(x) pequeno (3.2b)
O valor Uh(x,O) inicial @ usualmente determinado por interpolacao
‘ L . 2 1
de u, ‘em M, ou por projegoes de tipo L ou H sobre My -

Ssendo M, = Span{wl,¢2,..,¢ I onde 0. sao linear independentes,

N+1
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em cada t € [0,T], escrevemos

N
Uh(x,t) = ul(t)wl(x,t) + .z ul(t)wl( )+
i=2
4 “N+l(t)¢N+l(X't) . (3.3)

Substituindo a expressao (3.3) em (3.2a) e fazendo V = wj escre-

vemos abreviadamente

N+1 Jw O(Qi(t)wi) N+1 (u 3wl dy
; p. dx + | kKiix,t)a, (t) -—— dx =
i:l -0 at j l:l J o ERS DX
o N+1
= ( f(x,t, = a(t)¢)¢ﬁ dx (3.4)
) —o l:l L .

Assim, (3.2) transforma-se num sistema de equagoes diferenciais or

dinarias nao linear, com valor inicial. Em forma matricial tem-se

dgét) + GAK(t)a(t)

GBK (t) GF(a (t)) (3.5a)

il

[al(O)«pl(x,O) +

- uo(x)] pegueno (3.5Db)



onde as matrizes GAK e GBK sao:

—
2, )
) ( vl(x,t)dx [ wl(x)w (x) dx 0
) o Ix 2
1 :
*2 "3, %3
J vl(x)wz(x)dx J wz(x)dx Jx s:z(x);}(x)dx 0
! X )
X3 X4 ) ’X4
0 { e (x)v, (%) ( ¢~ {x)Ex I e, (X)e, (x)ax
. 2773 w2 J 737
2 2 3
GBK(t) =
5
0 Q J
-1
0 . 0

Ve



—
X X
2 3¢ 2 o0, o9
1 1,2 1% .
j Fr “’1”‘(x’)dxkax X X 0
1
X P
R LY X d¢ ¢
. Jzk ) f3k( 2,2, P2 Ty 0 0
X °x ox X ax =
Xl xl X2
X X - -
3 %, 4 ¥ g dv_ dy
| 2 3.2 : 37
’ J, NEow & k) % o & 0 0
X X X
2 2 3
GAK(t) =
0 S 3¢ . *N-1 3¢ Al el el
° : j x 52—1 \i & ( 1(BXN)2dX ; : YN Fil
B J J EBN
-1 -1 XN
|
[ , P ey g T N
0 0 : k-'_ - ; - »-.v‘ L
I 3 ax o, At N+1
l\\;.

T
e af(t) = (al(t),az(t),a3(t),...,aN+l(t))

0 vetor GF tem por componente j-&sima , j = 1,2,...,8+1,

¢
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J —w i

+ uN+l(t)"pl\}ff[(x't)) xp_,] dx)

Observemos que, pcla cscolha das funqSos de base do subespa-
go M ., as matrizes GAK e GBK sao tridiagonais. Nao e dificil
provar que as matrizes GAK e GBK sao positivas definidas. Com as
condic¢oes supostas para as funcoes k e f o sistema de equacoes
ordinarias com valor inicial (3.5) possui solucao Unica. Também po

de-se observar que quando a funcao f & independente de u a solu

-

cao de (3.5) e

t
E(t)zexp(—tGBK‘lGAK)E(O) +J expl(w—t)cBK_chK]GRK lGP(C)d(T)
0 .
(3.6)
ondec, como ¢ usual, exp(-tC) = 7 (—tC)m/ml , sendo C o uma  matriz

el
guadrada.

3.2. CONSIDERACOES SOBRE O ERRO DE APROXIMACAO.

Neste trabalho tomamos como definicao de enno de aproxdimagac
o valor de Hu-—UhH onde |Il-| representa uma norma no espacgo de

fungoes considerado. A seguéncia do trabalho esclarecera qual e a

norma considerada.
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Inicialmente argumentarcmos heuristicamente: uma dificuldade
ao se trabalhar com problemas em dominios ilimitados & que os re-
sultados da teoria de aproximacao necessarios para se estabelecer .
estimativas do erro, somente sao validos em dominios limitados. Egﬁ
tretanto, pelos resultados da expansao assinfética, sobre o compor
tamento da solugao no infinito ¢ pelo fato da base por nos conside
rada capturar exatamente tal comportamento, a contribuicao para o
erro proveniente da parte nao limitada deve ser desprezivel, com
uma escolha conveniente de (I, em relagao a contribuicao, para o er

ro, proveniente da parte limitada.

Esta argumentacao implica que, com a escolha conveniente de
{2, uma. estimativa a priori para dominios limitados da informacgao

razoavel sobre o crro comctido.

'

Para isto, damos a seguir resultados sobre estimativa de er-—
ro em dominios limitados (sob certas hipoteses) e, ao final da se-
cao, formalizamos a arqumentacao heuristica anterior, derivando uma

estimativa a posteniondi para o nosso dominio ilimitado.

Comecemos com o problema associado a (2.1) em um dominio li-
mitado € = [-L,Ll, com condiqées de contorno dadas, em sua formu-
lacao fraca:

1

seja wi(x,t) € v(Q) = C(0,T;H (Q))fﬁcl(O,T;L2(Q))

a solucao de



28

(%% , V) + (kVw,Vv) = (f(w),v) , Vv € Hi(Q) (3.8a)
AL .
wi{x,0) = wo(x) €U, (3.8b) .
w(-L,t) =g, (t) , wil,t) = g,(t) , g;,9, € clo,T] (3.8c)

onde («,+) denota o produto interno em Lz(Q), definido no capitg
lo I, e suporemos que as condicoes sobre k(x,t), f(x,t,w) sejam
satisfeitas (em 3.8 por facilidade de notacao, sO explicitamos a

dependéncia em W) .

Observemos que diferentemente do caso de dominio ilimitado,

- . - . . .2 2 .
nao e necessario exigir que w & [,7(0,7;L p(5%)), porque como w €
C(O,T;Hl(ﬂ)), utilizando os teoremas de imersaoc de Sobolev temos
imediatamente

w € C(0,T5L (), e como £ & limitado w € c(0,T:1Y(9))

para qualquer gel[l,~).

Alem disso, observamos que (3.8) pode ser reescrito como se

segue:
) 1
seja w € V() tal que wi{x,t) € h(x,t) + HO(Q)
onde

hix,t) € v(Q), h(-L,t) = ql(t) e h(L,t) = 92(t) '



29

(posteriormente faremos uma cscolha para hix,t)) solugao de:

oW

Fys

;v o+ (KVw , Vv) = (f(w),v) , VYv & Hi(&) (3.9a)
w(x,0) = w (%) (3.9b)
o

- 1
Agora, dado um subespaco de aproximacao, Nh C HO(M), de dimen-

sao finita, o problema discretizado tem uma Solugéo wh € V(Q) tal

que Wy € h(x,t) + Nh satisfazendo

oW oW
h h JVv
- - = = - S
(Dt Y V) o+ T ’Dx) (f(wh),v) AV N (3.10)
Wh(x,O) - w(x,0) pegueno .

Para o resultado que aprescntarcmos a seguir faremos a hipo-
tese adicional de que f(x,t,u) & uniformemente Lipschitziana em u,

com constante de Lipschitz L, istc &,

)| nlhua, = ull

fix,t,u,) - f£(x,t,u
| 200 - 1 27w (1)

1

Com estas hipoteses temos o seguinte teorema.

TEOREMA 3.1. Sejam w e wh como acima. Entac existe uma constante

C que depende de co,cl,L e T tal que:
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lw — w I + Hw = w
h - 2 h 5 1
L (0,T;L (Q)) L7A(O,T; 10 7 (5))

(3.11)

- - ] oy Y(w =17)
< clliw=-zll 5 +Hiw -zl -, ST

L (0,T;L7(5)) L A(0,T; (0))

+1i

LZ(O,T;H—lKN)V

+ llwh Al 5 (0)]

para qualquer 2 € V() tal que Z € h(x,t) + N

h
DEMONSTRACKO. Denotamos ¢ = w - Wh , fo= Wh -4 ¢ n=w-=-12 e
reescrevemos (3.9) como
(21 V) (RVZY) = (W) V) 4+ (k97 =) UY) = (], V) (3.12)
{ (

para todo V & Nh , £t C (0,7].

Subtraindo (3.12) de (3.10) com V = § (o0 gue pode ser feito

porque &£ = W_ - 2 é elemento de Nh) obtém-se

(3.13)

(k(Vw - VvZ),VE) + — 8.

Temos agora a seguinte sequéncia de estimativas



NF [ 07 1 4a 2 1 d .2
(5=, &) w2 fdx = = —— j ¢ 7dx = = &l
ot JQ Jt 2 dt 0 2 dt L2(§2)
(kvE,vE) > c llvel? 2o et
© LE(5) ()
(f(w,) - £(w),&) <« Lltell el
h LAy LA
C (I nfl + el ) E
- L2 (0) L2 () L2 (0)
Scdmlt, st )
Le () Lo ()
(onde C depende de L,).
(k(VZ = Vw),VV) = (kVn,vi) o clivall 5 vl
Lo () LE(0)
C
o2
<clal®y w2ty
H™(Q) H ()
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(3.14)

(3.15).

Ve )

(3.17)

onde a ultima desigualdade foi obtida usando a desigualdade de Sch

wartz e a desigualdade

2

ab < ca + L b2
4

para a,b > 0. com &€ conveniente (co e ¢, foram definidos na

1

segao



32

(2.1), c, & a constante de relacac entre as normas de 3.15).

Finalmente,

an B ) an ,
(<, ) sy I
ot Ity l(sz) Hl(ie)
. 2 C
<At e et (3.18)
Y H (D) H™ (D)

obtida como a anterior.

Utilizando as estimativas (3.14) até (3.18) em (3.13), obteéem

se
Spen?, el occhar®, wuniiy s a2
12 () nlio) L2 (1) i) BN TR
Integrando em t, de t =0 até t =1 - T , vem

. :
hen®,  (n o« J 1en?,  (sas < ctl 12, (sias +
L7 (§2) ' ' , {

TR ] S LTS i}
L™ (0, T;H (Q)) T L0, T;H

e

l(Q» L ()

Aplicando a desigualdade de Gronwall e tomando o supremo em

TE€(0,T], vem:
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len?, N EAE L climn?y L+
L (0,T;L°(Q)) L°(0,T;H (D)) L°(0,T; H (2))
an, 2 2
12y ° _ + el o1,
120, ) 1.2 ()

o que implica (evidentemente com C diferente)

el + el
oo 2 2
L7 (0,717 () L0, Tt (0))
<l L N s, (o)
L7007 () CTOLTO, () L7 ()
Finalmente, uvusando a desiqualdade triangular el < ol + 112l ,
onde |- |l representa as diversas normas da ultima desigualdade ,

obtém-se o resultado enunciado ¢ a demonstracao esta completa.

O teorema 3.1 @ uma variante do teorema 4.1 pag. 135 de Fair
weather [7]. A diferenca & gue la o resultado & enunciado para pro
blemas com condigSes de contorno homogénea e, para O nosSsSO caso ,

temos que fazer apenas uma adaptacac. Aléem disso, em Fairweather

a constante C depende de [llvwil .Tal dependéncia & de-

(o]

L (0,T;L (£2))
vida ao fato de se trabalhar com constante de difusao k dependendo

de w. No nosso problema como k depende apenas de x e t, a dependéncia
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de C com relagao ao IlVwll nao ocorre.

(V)

L0, ;17 (0)

Para os resultados scqguintes, precisamos da

DEFINIGCAO. Uma familia de subespacos {Nh}th/] de Hl(Q) (ou
1, - . .o - o
0 (0 it a de subes ) N 5 :
o( )) €& dita uma familia de subespacos gk,r (ou W) para
r > 2, se para todo h€&(0,1), Nh - Hk(m), 0 <k < r, e para todo
u € HS(Q) com 1 < s < r existe uma constante C independente de
h e u tal gque

inf {flu =2l ,  +hlu=-zl 1 - ch®lull _

2EN L7 (%) n(52) H”(5)

OBSERVACAO IMPORTANTE. Os subespacos . Mg.(O -~ h - 1) gerados pelas

restri¢coes ao intervalo [Xl’XN+lI’ das fungoes v (de

1727 ¥ (98

finidos em Scott [17]) constituem uma familia s, , enquanto que

- 1 , -
as restricoes gue pertencem a HO(M), isto e, ¢2,¢3,...,¢N ;.  ge-

Ir < q .
ram subespacgos Nh que constituem uma familia Si 5

Os dois resultados escritos a sequir também sao pequenas va-
riantes de resultados de Fairweather [7], com demonstracoes que sao
exatamente as mesmas que la, uma vez feita a translacao por h(x,t)
no espago V(Q), e, por isto, nao as faremos limitando-nos a enun-

ciar os resultados.

Para isto vamos supor que N% (S r » 2, e consideramos
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a aplicacao 2 : [0,T] — Ni definida como solucgao de

(k(x,t) (w=(h +2)), V) + (w-(h+2),V) =0 , ¥V E N (3.19) .

=

- 1 .~ '
Z e chamada a H (Q)-projecao, com peso, de w em NI. No caso em

h
que © = (-L,L) vale a condicao de rcqularidade elitica sequinte:
se ¢ € HS(Q) onde s =0 ou s =1 e § € Hé(m) satisfaz
1

(k(x,t)Vy,Vv) = (¢,v) , VYv € HO(Q) (3.20)

entao
1l c ol .
St T8 nS ()
1K (x, 1)

onde CS depende de S de - >t~ (No caso em que { & conjun-

Ox

n ~ - -
toem IR, n > 1, entao CS depende tambem do proprio 2 mas, co-

mo nosso caso ) @ um intervalo na reta, isto nao acontece). Temos

entao:

LEMA 3.2. Se as segundas derivadas de k(x,t) sac limitadas em
— 0 2 ou 2 1 ~ .

QO x [0, T] e se uw€L (0, T;H (R)) e TE € L7(0,T;H (2)) entao exis
te uma constante C, independente de h, tal que n = w - Z satis-

faz
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Inll LUV N
L (0,T;L"(Q)) L7(0,T;H ()
(3.21)
< chflwll , S L/ TR -
L (0,T;H"(R)) L7(0,T;H™(Q))
Usando este lema, deduv—=5c¢ uma estimativa com a norma

[o.¢]

L0, T L2 () .

TEOREMA 3.3. Suponhamos que as hipdteses do lema 3.2 sao satisfei-

tas e que existe uma constante K > 0 tal que

vzl "
L (0,T;L (2))

Se W, (0) & escolhido tal gue llw, =" (h + 2)l(0) = 0(h“), onde 2

verifica (3.19), entao existe uma constante C tal que

A

hw = w 5 - ch“ . (3.22)

L (0,T;L (9))

A consicao sobre Z imposta no teorema 3.3 esta garantida
quando escolhemos o subespaco de aproximacao formando por polino-

mios por partes como N; (ver Scott [17]).

Uma observacgao importante & que a constante C no Teorema 3.3
nao depende do tamanho do intervalo € = [-L,L] no caso de proble-

mas de dimensao um,na variavel espacial.
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Precisamos também do seguinte resultado:

LEMA 3.4. Sejam u,v € V(22); com 2 = (-L,L), L > 1, solugGes fra-
cas de
u, = (k(x,t)ux) + f(x,t,u) , x € @ , t € (0,7]
X
1, .
ﬁ u(x,0) = g(x) € H (2)
_ _ 1
\fu(—L,t) = gl(t) , u(L,t) = gz(t) r 97:9, € H (0,T)
com a relagao de compatibilidade q(-L) = g,(0), q(L) = g,(0), e
(v, = (k(x,t)v) +f(x,t,v) , x €0, t € (0,7
X
1
v(x,0) = g(x) € H (L)

V(L&) = h (8 , v(L,t) = hy(t) , hh, €u 0,1 ,

1 2 1’

com a relacao de compatibilidade g(-L) = hl(O) e g(L) =h2(0) res-

pectivamente; f(x,t,u) uniformemente Lipschitziana respeito de u;

Ekigizl limitada em (x,t) € R x [o0,T].
Entao, existe uma constante C dependendo do max{IQEL%LELI ,

(x,t) € R x [0,T]}, da constante de Lipschitz e de T tal que
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la -l (1) < c/L |
L™ (52) i

K
I..l.
|
on
F_
[\
+

+ llg! -hill + |g. (1) = hi(T)!].

DEMONSTRAGAO. Defina w = u-v. IEntao w & solucao fraca de

w, = (ka) + g(x,t) (3.23a)

w(x,0) =0 (3.23b)

w(-L,t) = gl(t) —hl(t) ,w(L,t)=g2(t)—h2(t) (3.23c¢)

onde gl(x,t) = f(x,t,u(x,t)) - f(x,tﬁv(x,t)) e w(-L,0)=w(L,0) =0.

Considere agora a extensao linear das condicoes de contorno

de w(x,t) ao interior de &, isto &, a fungao

g, (t)-h,(t))-(g, (t)-h, (t)) (g, (t) =-h, (£))+(g, (£)-h, (¥))
hix,t) = 2 2 1 1 < + 2 2 1 1
2L 2
Observamos que h(x,0) = 0 (pelas relacoes de compatibilidade) e
também que
2
Ih(x,t)ll 5 < c/n % ]gi(t) - hi(t)] ’ (3.24)

L7(8) ‘ i=1
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Ih. (x,t)l ,
t 2 () i

| A
@]
S
>

lqi(t) -~ hi(t)l (3.25)

I (k(x,t)h_(x,t)) |

< ¢/ ]gi(t) - h, ()] (3.26)

onde em (3.26) a constante depende de max{kx(x,th(x,u €RrRx [0,T]}.

Seja agora
wix,t) = w(x,t) - h(x,t). (3.27)

Temos,' entdo, que w(-,t) € Hé(Q) é solucao fraca da equagao

Gt = (kGX)X + g(x,t) (3.28a)
w(=-L,0) = w(L,0) =0 (3.28b)
w(x,0) = 0 (3.28c)

onde g(x,t) = f(x,t,u(x,t)) - fix,t,v(x,t)) +

+ (k(x,t)hX(x,t))X - ht(x,t) (3.29)

Multiplicando (3.28a) por w e integrando com respeito a X

sobre (, apbs uma integragéo por partes, vem que
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1 d =2 R ~ - - —

L d (£) + (kw_,w ) = (3, < lgl (£) Nl (t)

2 dt L2(Q) XX — L2(Q) L2(Q)
d =2 — 2 — ;
4w (t) < I3l + (t) (3.30)
at =2 () L2 (0) 2 (0)

Mas, utilizando (3.29), o fato que f €& Lipschtiziana, (3.24)

ate (3.27), temos

lgll , < cliwl®,  + LH(t)]
L% (2) L% ()

U

2 U 2.
{]gi(t) - hi(t)i + ]gi(t) - hi(t)i |

Dessa forma, utilizando a condig¢ao inicial para w, a inte-

gragao de (3.30) com respeito a t em [0,1] fornece

-2 T 2 t
hwll ™, (1) < c[[ hwll =, (t)dt + L j H(t)dt |
L7 (&) 0 L™ (Q) 0

donde, pela desigualdade de Gronwall, obtém-se

T

W, () < c/f‘(J H(t)ar) /2

L (%) 0

De (3.24), (3.27) e a ultima desiqualdade obtemos o resultado enun

ciado. .
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Finalmente temos o seguinte resultado:

TEOREMA 3.5. Seja u € V uma solucao de (2.1) cujo comportamento.

assintotico para x — t « seja

2 C
u(x,t) = exp( ﬁ )y [ liZ + O(l)] para X — + ©
4Tt ot %
o
uniformemente para t € [0,T].
2 C
ulx,t) = exp/( —f ) l/g + O(l)] para X — - ®
4k t t
o
. uniformemente para t € [0,T].
2 2
_ - 1 0(1)
u, (x,t) = exp(ZE—)[c, (—F—s5 - ) + ~——] para x — +» ,
t 4kt Ligpte5/2 0 5372 x ,
uniformemente para t € [0,T].
_x? 1 0 (1)
u, (x,t) = exp( ) [C,, (—— - ) o+ ] para x — - » ,
t ax’t 2 4x"e2/2 0 gp3/2 X

uniformemente para t € [0,T].

Se Uy & a solucao de (3.1) calculada em IP dividido em

O =1[-1,L] e 9, L > 1 entio

la - Uh” (1) < ¢ch® + m(1,L) + F(Uh,L)(T)

-
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onde C & uma constante, m(1,L) & uma funcao independente de h tal

que
lim m(t,L) = 0 uniformemente em 1 € [0,T]
Lo
e
F(U,,L) = VL [llu_ll + llu, (-1, ) + lu_ (L, )
h h™12 (0% h L2 (0, 1) h L% (0, 1)
oU
d h
+ = U, (-L, )l + = (1, ) +
ot "h L2(0,T) ot L2(0,T)
+ ]Uh(-L,T)I + IUh(L,'I)H;
(onde Qc = IR - Q).

OBSERVAGAO. A dependéncia de F(U,,L) em relagao a U, € realmen-

te dos coeficientes de v, e ¥

DEMONSTRAGCAG. Temos

la - Ul (1) < 2Wla - u.ll (1) + llu - Ul
h'12 ) - h™ 12 h'12 0%

<20u-ull 5, (o) #lul , (1) +HUl

L°(Q) L7 (2% h'1 20

(t) . (3.31)

Consideremos agora uma funcao auxiliar v € V(Q) que & solugao do

problema:
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v, = (k(X,t)Vx) + f(x,t,v) , x € Q

€
‘ , t (0,T]
X

Mo

v(x,0) = uo(x) , x € 0

v(-L,t) = U (-L,t) , v(L,t) = Uh'(L,t)

[

Podemos aplicar o Lema 3.4 e obter:

la-vll (1) < ¢/Llllu(-L,*)-U, (-L, =) |l +llu(L, ) -Uu (L, ) +
L2 () - h L2(0,1) h 120,17

fu _(-L,*) -U +Hua (L, ") -u,_ (L, ) +
t i t 1% (0,1) t - Thy 120, 1)

lu(-L,1) - Uh(—L,‘f)| + ju(L,1) - Uh(L,'l)il

< CV/L [lhu(=L, ) 2 +la(w, ) +lhua, (<L, )l +lu (L, )l 5 +

12(0,1) 20,7 ¢t 20,1 ¢ 12(0,7)

lu(-L,0) | + Ju@,t)| + IIUh(—L,-)H 5 +I|Uh(L,-)II 5 )+ Iluht(—L,-)H +

120, 1) .20, £2(0,7)

o, (L, )l + |U
t L (0,T1)

(-L,1) | + |u (L, |l ,

h h

assim, utilizando o comportamento assintotico de u e u obtém-

se, que existe uma constante C tal que
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2
C 1 -
Tu - wll (1) < — exp(——) + F_(U_,L) (1) (3.32)
L2 () 1372 3 ak 1'h
onde
'Fl(uh,mm = Vi (o, (=L, )1, + o, (@, I, +
L7(0,1) L°(0,T)
+ o (L, )l + lu,_ (L, )| + U (-L, V) |+]Uu_(L,1)])
hy L2 (0, 1) he L2 (0, 1) h h

Além disso, a restricac de U, a @ coincide com

W, de (3.10) que & a aproximacao de (3.9), com

a solucgao

I
!

g,(t) = U_(L,t), w(x,0) = u (x), se tomarmos h(x,t)
2 . h o

‘ . k
= Uh(—L,t)wl(x,t) + Uh(L,t)wN+l(x,t) e Nh = Np - Podemos, portan

to aplicar o Teorema 3.3 e concluir gue existe uma constante C

tal que

v - Uh” 5 (t) < Ch , 1T €1o0,T]. (3.33)

Assim, usando (3.22) e (3.33),

la = Ul 5 (1) < llha-vl , (1) + llv-u.ll

(1)
L% (Q) L (0) h™ 12 o)

2
;;2 é% exp (T2 4 F (U L) + ch? . (3.34)
L T 4k01
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Utilizando outra vez o comportamento assintotico de u, exis

te uma constante C tal que

hal 5 o0 < et o Y lerse (L 12 (3.35)
L (27) T /2kow
onde erfc(p) = 2 J o~¥ dx e a funcao erro complementar. (Sabe
/i p
se que lim erfc(p) = 0).
p—>+oo
Usando (3.33), (3.34) e (3.35) temos:
2
lua - Uh” 5 < Ch™ + m(L,1) + F(Uh,L)
L™ (IR)
onde
2
- 1 1/2
m(L, 1) = C{ 5;2 ~%— exp ( L )+ (fl/2+—17§+lj / [erfc(——é—j)]l/z},
L T 4kOT T VZkOT
e, F(U_,L) (1) = ol (1) + F, (U _,L) (1)
h h L2(QC) 1 "h

donde o resultado esta provado.

O resultado anterior fornece uma estimativa a posteriori, is
to &, ela depende da obtencdo prévia da aproximagao U, - Entretan-
to, como observamos logo apdos o enunciado do Teorema 3.5, se por

uma analise do problema discretizado tivéssemos informagoes
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assintoticas sobre os coeficientes de vy e Pui poderiamos usa-
los ¢ transformar a estimativa a postecriori em uma estimativa a
priori. Além disso, espera-se gque o comportamento assintdtico des--

tes coeficientes para L — + =« seja semelhante ao de u, isto &,

com decaimento exponencial.

Estas questoes serao temas de futuras investigacoes.

3.3. METODO DE GALERKIN COM TEMPO DISCRETO.

Com o objetivo de obter solucoes aproximadas ao sistema de
equacoes diferenciais ordinarias (3.5) vamos discretizar a varia-
vel témpo. Seja t, = sAt , onde At = T/M, s,M sao inteiros po-
sitivo. A discretizacac do Método de Galerkin pode ser obtida pelo
uso de diferencas finitas na variavel temporal em (3.5). Uma pri-

meira discretizacao é:

a

GBK (t) —i%—t——a—s + GAK(t) g q,p = GF(ag,q,5) + 20 (3.36a)
o, = al(0) (3.36b)
onde &s representa uma aproximacao de &(ts) e
&S " _s+l
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Aqui a solucao aproximada a (3.1) vamos escrever como segue

, teifi BERSSTRRTE RIS (3.37)

d
v

e escolhemos UO com os coeficientes obtidos pela interpolacao de u

em Mh ; assim os & ., sao solucoes do sistema
o1l s
N
= 0y + 2 o _.¢. (x.) + , .
uO(Xj) aolwl(xj’ ) 112 “01¢1(Xj) “oN+l¢N+l(Xj’O) !

j=1,2,...,N+1

resulgando, pela cscolha do conjunto & & IR contendo o suporte da

funcao uo(x), que os valores de 51 T “Yonil 0 e os restantes

a . =u (x.) , 3 =2,...,N.
oJ o ]

A discretizagao (3.36) e tambeém chamado de aproximagao Crank-
Nicolson Galerkin e a solucao desse sistema tem muito a ver com a

dependéncia do vetor GF em relacao a o

Para facilitar a exposicao dividiremos em dois casos:

- CASO DO VETOR GF LINEAR. Neste caso o sistema (3.36) se torna
um sistema de equacoes algébricas lineares, em cada passo do tempo
e temos que resolver M sistemas de equagoes com N+1 incognitas pa-

ra obtér uma aproximag¢ao da solucao.

Existem para este caso, estimativas a priori do erro da



48

aproximagéo Crank-Nicolson-Galerkin, no caso de 9 limitado. Estas
estimativas de erro sao similares aos Teoremas 3.1 e 3.3, embora
aqui, sejam necessarias condic¢oes adicionais da suavidade da fun-
¢ao u na variavel t, pelo fato de substituir a %% por diferengas,}
A titulo de ilustragéo a seguir apresentamos'os teoremas que mos-

tram que a aproximacao acima, tem a ordem de convergéncia dois no

tempo, pelo menos para dominios limitados.

Antes, adotaremos as notagoes seguintes: se ¢ : {t - X
s=0
once X & um espag¢o normado, com norma -1, entao
ol = max ¢l
L, (0,T;X) 0<s<M X
M
2
ol %, = % ot at
L, (0,T;X) s=0 %
M
2 . 2
I ol = % ¢ = At
L2 (0,m:x)  s=0 StHZy

TEOREMA 3.6. Seja u solucao de (3.1) e Ug solugao aproximada de

u segundo (3.36), onde as funcoes k e f dependem somente da varia-
3

vel x. Supor que u € L (O,T;HZ(Q)), %% (S L2(O,T;Hl(9)) e §~% S
‘ ot
€ L2(0,T;H-l(Q)). Se HUh- Wil (0) = 0(h) entao existe uma constan-

te C ihdependente de h e At tal que para At suficientemente pe-

quena,
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2
lu-u I + fhu-u Il - C(th+(At)") . (3.38)
hp (O,T;L2(Q)) h L:/Z\ 1 -

; 9)
A (0, T;H"(52))
Outra estimativa com as hipoteses dadas no Lema 3.2 pode ser}

obtida, como vem no teorema seguinte.

TEOREMA 3.7. Suponhamos satisfeitas as hipoteses do Lema 3.2 e que

3
9—‘% e L?,r;0 ). se o= Wil (0) = 0(h’), onde W & definido co
ot -

mo em (3.19); entao existe uma constante C, independente de h e At

suficientemente pequeno,

ha-u i . ,  ccm’eun’) (3.39)
LA(O,T;L (2))

As demonstracoes dos dois teoremas anteriores podem-se encontrar em

Fairweather [7].

- CASO DO VETOR GF NAO LINEAR. Quando o GF & nao linear o sistema
(3.36) & também nao linear e podera ser resolvido pelo método pre-
ditor-conector ou o método (que escolhemos para este trabalho) que
inclui trés niveis do tempo (dois passos em t) e que produz o va-
lor que envolve a incognita em (3.36), extrapolando dois valores
anteriores desta. Chamaremos a este procedimento de Crank-Nicolson
Extrapolado. Outro métodq desenvolvido neste caso & o Método New-

ton-Galerkin que sera exposto posteriormente.
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3.3.1. PROCEDIMENTO CRANK-NICOLSON EXTRAPOLADO.

O sistema (3.36) vai ser substituldo pelo sistema

s+l T Y% — ~
GBK(t)(———Z;—~——) + GAK(t) us+l/2,8 =GF(uS+l/2) r s > 1
(3.40a)
EO = a(0) , El = a(tl) (obtidas cam erro pequeno) (3.40b)
onde o vetor GF wvai ser avaliado em t = (s + 1/2)At , e
o as+l + as
“s+1/2 ~ ) (3.41a)
OLs+l/2,6 =Ocs+l/2 +(ﬂus+l -Zas + us—l) (3.41b)
A 3as - &s 1
= - 3.41
%5412 ( c

Usando este procedimento & necessario resolver um sistema de
equacoes lineares em cada passo no tempo, ja que no vetor GF, de

(3.36), usamos o valor extrapolado de ES+1 , que e defini

“s+1/2

do em (3.41c). Alem disso, precisamos dos valores de a, € a

1 i

tomaremos a, como a interpolacao de UO em Mh' O mesmo que no caso
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do GF linear, e o valor de oy solucao do sistema a seguir

GBK (t) T— + GAK(t) Otl/z = OLO (3.42) .

Aqui 0 & um parametro que garante a estabilidade do método.

Se escolhemos Mh como elemento de uma familia sz, esta pro

vada a seguinte estimativa de erro; embora oy seja solucgao de

(3.42), que vale para dominios limitados.

TEOREMA 3.8. Suponhamos 0 nao negativo. Seja u solucao de (3.1) e

Uh solugéo aproximada de u segundo (3.40). Suponhamos também que
S
pp— : 2
u € C3 (@ x [o,T1]), %% € L2(O,T;H (2)) e as estimativas no tempo
(@
t e t satisfaz
o] 1

4 2
I w,~=u) | + | (U,=u) .|l < C ((At)® + h) (3.43)
h o Lz(m h 1 Lz(m —~ Te

para algum Ce > 0 independente de h e At.

Entao, existe uma constante K, sendo & = u - Uh’ tal que
en?, , o+ e, . =xrmfranh. (344
L,(0,T;L (§2)) L,(0,T;H" ()

A prova do teorema anterior pode-se encontrar em Dupont-Fairweather

Johnson [6].
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3.3.2. METODO NEWTON-GALERKIN.

Lembremos que o problema com que trabalhamos & o seguinte:

I: Achar u € Vv tal que

_ ou
= 5k (k({x,t) Dx) + f(x,t,u) (3.45a)

=

(x,t) € IR x (0,T] e T < « e

com

u(x,0) = Uo(x) ’ uo de suportc compacto. (3.45Db)

As hipoteses descritas no capitulo TT sequem validas.

Para resolver a equacgao (3.45) pelo método de Newton vamos

2
definir o operador P :V — L (O,T;Lz(ﬂz)) por

|o

P(u) = (k (x,t) %g-) - f(x,t,u). (3.46)

{1
I

%)

b

Como f(x,t,u) @ em geral nao linear em u o operadpr P &, em geral,

nao linear.

Escrevendo o problema (3.45) em termos do operador P obtemos o

problema

ITI: Achar u € VvV tal que
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Plu(x,t)) = 0 , (x,t) € R =« (0, 7], T - » (3.47a)
com
u(x,0) = uo(x) de suporte compacto. (3.47b)
Estamos interessados, entao, em achar uma raiz u* do opera-
dor P ou ao menos uma aproximagao de u*. Um modo de aproximar a

solugao do problema II, supondo que ela existe e & Unica, sera uti

lizar uma equacao linear

Au = b (3.48)

que aproxima (3.47a) em uma vizinhanca de u*; de tal modo que re-
solver (3.48) seja simples. Dessa forma obteremos, uma solugao apro
ximada da equagao (3.47a) por meio do ‘que chamaremos linearizacgao

de (3.47a).

Para a construcao do operador A, o método de Newton utiliza
o conceito de derivada do operador. Assim, a titulo de recordacgao,
vamos definir a derivada de Frechet de um espago de Banach em ou-

tro espacgo de Banach.

DEFINICAO. Seja P um operador que aplica um espago X, de Banach,em
um outro Y também de Banach. Se existe um operador linear limitado,

L, de X em Y tal que
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IP(x + Ax) = P(x_) - Lol
lim S S LAY =
I AxIl—0 HAxHX

entao P e dito fortemente diferenciavel em X, eo operador li-'

near limitado P'(xo) = I, sera chamado derivada forte ou derivada

de Frechet de P em X -

Observemos que a diferencial de Freéechet
SP(x_,Ax) = P'(x )Ax
o) o
& uma ;boa aproximacao de P(XO + Ax) - P(xo), relativa a llAxll, pa-
ra llAxll suficientemente pequeno.
Se o operador & diferenciavel,' entao & facil construir uma

equacao linear (3.48) que aproxima a equagao nao linear. Obtém-se

) +1(u,u’) (3.49)

onde lIn(u,u®M = olllu-u°l) gquando llu ~a°l — 0 .

A notagao of(A) quando X — 0 corresponde a qualquer fungao esca

lar £f(A) tal que 1lim f£(X)/X = 0.
A0

Se P(u*) = 0, isto & u* & solucao a equagao (3.47), de

(3.43) ven



55
p(u®) + p' (u°) (u* —u®) = - (u*,u°). (3.50)

. - o .
Se u* estiver proximo a u , desprezamos uma quantidade extrema--

d
v

mente pequena , por hipoOtese, e obtemos a equag¢ao linear

P' (u°) (ur -u®) = -p (%) . (3.51)
~ 1 ~ . - -
Espera-se que a solugao u = u desta equacao, se existe e e uni-
ca, seja uma boa aproximagao de u* com P(ul) = n(ul,uo) a partir
de (3.49). A equacao (3.51) vai ter uma solugao unica, ul, se
[P'(uo)]—l existe. Assim, podemos escrever
Pl(uo)(ul - u%) = -p(u%)
na forma '
b = @ - (e ® 17 () (3.52)
e} 1 e} - ~ .
Se chamamos Au = u - u , chegamos a equac¢ao linear
Pt (u) s = -p(x®) e ut = u® 4 An° (3.53)
- -1 .
Entao, no suposto gque existe [p'(u™] para m = 1,2,... , defi
nimos a sequéncia de Newton: um+l = um + Aum ;, onde ™ & solu-

¢ao do sistema
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pruad™ = @™ , m=1,2,3... . (3.54)

m . . .
A norma do Au nos fornece uma estimativa do erro cometido
m . ~ ~ ~ .
ao tomarmos u como uma aproximagao da solucao u* da equacgao
(3.47), como fica explicito na demonstracao do teorema de conver —

géncia do Metodo, Teorema de Kanforovi¢ (ver Rall [16]).

Resta, entao, assegurar que o operador P & diferenciavel,tan
to como estabelecer as condicoes para a convergéncia do método de

Newton.

TEOREMA 3.9. Seja P :V — LZULTBLZUR)) o operador definido em 3.46. -

Entao 'P @ diferenciavel em u € V e o operador linear

_0 Dy afGut,u)
L = o X (k(x,t) 0X) A (3.55)
& a derivada de Fréchet do operador P em u € V.
DEMONSTRACAO. Temos que provar que
( R
1P (wkdu) =P (W) - (22 === (k (%, £) 2 (x,t,0)T) Aull
I~ 9x 7u 120 m:12(R))
lim r—1 =0.
Il 0 Hally

Para isto facamos as seguintes observagoes:
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i) Como f € C (IR x (0,T) x IR)

)

2 _
f 2
If(x,t,utAu) - f(x,t,u) - 35 (u) Au | :.% max —3~£1545LELJlAul
uEB(r) u
onde B(r) e uma bola de raio r contendo u e u+Au.

ii) Usando os teoremas de imersao de Sobolev e a definicao do

espago V

sup sup |u(x,t)| < € sup lu(-,t)l

1 < Clhulty < + =
0<t<T x€IR 0<t<T H

(IR)

e como HAqu — ¢ , podemos tomar HAuHV -4 < + =«, e, analogamen-
te, sup sup |Aul(x,t)]| < @©d. Portanto
0<t-T xCIR
sup sup |u(x,t) - u(x,t)]| < cliuly, + 4 < + @
0<t<T x€IR

De (i) e (ii), concluimos que

£l t,u €x,8)) = £00tu00) = 250 t,ule ) Ml t) | <
1 | 9E (%, £,0) 2
<5 omax. |25 A t) |

U €B(r) u
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com a escolha r = E(Hu“v + d) -+ »

Pelas propriedades de f(°), ecxiste entao uma constante C

tal que para todo (x,t) € R ~ 0,1 |

I F(x,t,ulx,t) + Aulx,t)) - £(x,t,ulx,t)) - j—fl (x,t,u(x,t))Au(x,t) ]

< Clbu(x,t) 12 .

Portanto,

[ob]
+h

|

(x,t,u)Aull
1 12 (0,7 L2 (R))

ol

{lf(x,t,u+Au) = f(XItIu) -

I Aull

[

2 1/2

T (® .
(f Jf Clbou(x,t) |4dxdt)l/ cr 2
O -— OO

( sup NAu(-,t)ll 4 )
0SteT L (IR)

HAuHV I aull g,

| A
\

Mas outra vez usando a definigéo de V, a definigéo de norma em um
espago normado que & a intersecao de outros (soma das normas) e a

imersao continua Hl(ﬂi) - L4(H{) (Sobolev) temos

haull, > I Aull = sup llu(-, D > Csup llu(-, )l
v CO(O,T;Hl(IR)) 0<t<T Hl(ﬂz) 0<t<T L4CR)
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Assim, como HAqu -— 0 temos sup llu(-,t)l 4 -— 0 e
0-t-T L (1R)
I f(x,t,u+ u) - f£(x,t,u) - %% (x,t,u)rull 5 >
f L7(0,T;L" (IR))
HAqu
cr'/2( sup HuC, 0, )7
<y < .
< O-t.T LR e sup uce, 00, (3.56)
sup llu(-,t)ll 4 0-e’?T Lo (R
0<t<T L™ (IR)

gque vai para zero quando HAuHV — 0 e o resultado esta provado.

-~ . - . m -
Para falar da convergéncia da sequéncia {u !} gerada pelo me-

o) . .
todo dec Newton, comecando de alqum ponto u”, suponha-sc¢  primeiro

o

que [P'(u)1~ existe. Assim pode-se calcular o proximo ponto ,

al = u® - [P'(uo)]“l p(u®) e as constantes By e ngs tal que

-1
NP (0 < B
av,2o,mLl(m) ~ °©

1

fu™ - w°l < n_
O

onde £(V,L2(O,T;L2(HQ))) e o espaco de operadores lineares de V

em LZ(O,T;LZ(IR)) e I & o operadot inclusao neste espago.
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A seguir descreveremos um teorema que assegura a existéncia e a

convergéncia da sequéncia gerada pelo método de Newton em espacos

. LV
de Banach como foi formulada por Kantorovic.

TEOREMA 3.10. Se HP"(UO)H - K em algquma bola fechada U(u ,r) e

o} ~ a .
h™ = BOnOK < 1/2 entao a sequencia (3.54) que comega em u®  con-

verge a solugao u* de (3.47) aue existce no ﬁ(uo,r) sempre que

1 - /l - 2h
O

e} h T
O

A prova deste teorema fornece um método de calculo da solucao de
(3.47), porque da, nac sO as condicoes de existéncia de u*, mas
também da informacao sobre regioces onde a existéncia e unicidade de
u* sao asseguradas e uma estimativa do erro, cometido, ao calcqlar
os termos u" da sequéncia gerada pelo metodo. Do ponto de vis
ta pratico a escolha de e determina, de fato, a existén

¢)

cia de [P'(uo)]—l . Quando [P' (u )]~1 existe, entao calculam —

se as constantes BO PNy d logo seria necessario conhecer alguma

. . o .
coisa com respeito ao comportamento de [[P"(u”)ll em uma vizinhanga

o) . .~
de u’, e assim completariamos as condicgoes do teorema. Dependendo

do problema a estimativa da IP"(u®)ll n3o & dificil. Para o opera-

dor (3.46), por exemplo, a partir de sua derivada , P'(uo) =
d - __8_ ..g_ - ¢ o " O — _fu o

(8x ™ (k(x,t) Bx) f ‘u )I) temos P"(u) = -f"(u)I
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1" ()l = I-£" (u)yal < 1£" (u®) | (3.57)

que depende sO da fungao forcgante; trabalhando em

o]

uma vizinhanga.
de u , de raio 1. A norma do operador

P"(u®) que se usa @ a do

espaco de operadores lineares f(V,£(V,L2(O,T;L2(H<)))). Aqui, e a

sequir f£' e f" indicam derivadas parciais de f com respeito a u.

Voltando ao nosso problema de

aplicacao. adotaremos  que
k(x,t) @ constante e que f(x,t,u) vai depender somente de u; en-
tio os operadores P e P'(u°) sdo
U ”2u
A . R
P(u) = T > f {u)
axX
2
p' (u°) = 53 R U
t .
0x

. “ . ~ . m, -
A fim de gerar a sequéncia de aproximacoes sucessivas {u } a

colocaremos primeiro a equacao linear que devemos resolver

P'(um)(um+l —um) = —P(um) , m=20,1,2,

o s =

com uo(x,t) escolhido tal que seja a solugac de

SE k(~—7) -‘O , (x, )€ IR x [0,T] (3.58a)



62
u(x,0) = uo(x) i X € IR. (3.58b)

Definamos wm+l(x,t) = um+l(x,t) - um(x,t) com isto, (3.58)

pode-se escrever

m+1 2 m+l m 2 m
ow ]
__*___k__v_q_?:___f,(um)wm+l:_(88ut _k‘éuz —f(um))
ot Yx ox
(3.59a)
Pelo fato, que devemos ter u'(x,0) = um+l(x,0) = uo(x), com m =
= 0,1,2, ., a rolacﬁo que define a condiq5o inicial da equaq5o
(3.59a) e
)
w00 =0, m=1,2,3,... . ' (3.59b)

A equacao (3.59) & uma equacao linear parabdolica, que resolveremos

usando o método de Crank-Nicolson-Galerkin que foi estudado no ini

cio da segao 3.3.

Descreveremos a scquir a aplicacao da aproximag¢ao Crank - Ni-

colscn-Galerkin para a equacao (3.59). De (3.59%9a) tem-se
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0 m+1 w m+1 «
ow AW a3 ¢ o.om o m+l
[_m 5E vdx +[_m k % % d (_m fr(u)w vdx -
® aumv Dum v m
[—w T k % % f (u )y)dx . (3.61)

As equagoes (3.60) e (3.61) vao ser chamadas equacoes da iteracgao

m+l do método Newton-Galerkin, com m = 0,1,2,..
Para calcular a solugao da iteracao 1 (m = 0) vamos precisar de
u®(x,t), solucdo da equacdo (3.58). Ao calculo da solucio de (3.58)

chamaremos iteracao zero.

| Vamos chamar 2 funcao wt : [0, 7] — M, de fungao aproxima
+ ~
da de w" 1 no espago M, e Um+l, de solugao aproximada de um+l
(onde M, e u™1 como foram definidos no Capitulo II), portanto
m+1 m+1 Nl
W (x,t) = «a (e, (x,t) + ¥ o, “(t)e, (x) +
1 1 L i i
i=2
n+l
+ aN+l(t)wN+l(x,t) (3.62)

Substituindo (3.62) em (3.61) obteremos um sistema de equagoes di-

ferenciais ordinarias

GBK (t

(£)1" +GAR (£)a™ 1 (v) = @R ™) + ery) (3.63)

onde as matrizes GAK e GBK sao as mesmas que, no caso do vetor GF

linear, na secgao 3.3, e na subsecao anterior 3.3.1. Sendo que a matriz GAK é:



— x,
J £ WMol x,0)

X

X

*5
dxf £ (u’“wlw L8
X1

X

2 3
] 1] 2
f f' (U )salspzdx f f'(u )vz(x)dx

*1

X

%

3
j,f'(tf“)«p2¢3dx j f'(Um)wg(x)dx

0 0
*3
J £ (Um)w2w3dx 0 .
*2
%, rx4 '
: f'(um)sa_,f 48 0
X2 ‘X3
XN N1
0 £ (UM ey ax J f’(u‘"wédx
“*N-1 *N-1
Xl
0 0 J f'(um>¢h+‘ldx

vo
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e o vetor GF €& como seqgue:

X
2 . . d¢
, ou™ U™ oY1
—J_Oo(f Um)wl(x t) D—twupl(x t) -k Prvai (x,t)dx
X
3 RY%
3 ‘
—J L(Um)¢2(x)-§gﬁwz(x) k %gi —55 (x))dx
X1
GF(t) =
N+l Je
- ( EWe ) 20y o - x 200 N ) ax
I J N ot N % JX
| *N-1
e _ag® ‘ 3" % Nl
fN(f (Um)‘PN_*_l(X,t) Py tPI\H_]_(X,’C) -k % ow (x,t))dx
B _

Finalmente, discretizando no tempo para resolver (3.63), usando di

ferengas finita, segundo Crank-Nicolson, obtém-se

, —m+l -—m+1, ,, ., . _ e —m+1 e . .
GBh\t)(ak+l Gy y /At + (GAK (t) GAK(t))ak+l/2 Gb(tk+l/2) (3.64)
onde 'E§+l € a aproximagao do vetor wa(t) na iteraciao m+l e no
tempo‘ t

k I
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—m+1 —mn+1
(o -
k+1 k k+1 k

—m+1 _
= boooe Yem

“x+1/2

Com os resultados anteriores estamos em condigSes de fazer :

os calculos a fim de obter a solucao aproximada para o problema.



carITULO TV

ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo descreveremos os aspectos relacionados com ©
calculo da solucgao aproximada do problema. Isto sera feito aprovei
tando a vantagem que o metodo de elementos finitos tem, e que, de
forma breve, consiste em estabelecer o problema em cada elemento,
para logo junta-los e obter a forma final da aproximacao 4o probie
ma. Este Ultimo procedimento scra chamado montagem. Finalmente, apre
sentaremos alguns detalhes da implementacac computacional dos métg
dos descritos na secgao anterior e uma breve descricao das rotinas

1

mais importantes.

4.1. MONTAGEM DAS EQUACOES A PARTIR DOS ELEMENTOS FINITOS E INFINITOS

A fim de obter as equacoes por elemento, vamos supor um domil

nio X, uma triangulagéo Th = {ﬁi ,i:l,2,...,Nh} de X e que o espa

co de aproximagao My associado, de dimensao finita seja um ele-

mento de uma familia Sk . Com 1 < k < r com as condigGes acima
7

0 problema (2.2), em qualquer elemento ﬁi e todo vh c Mh es-

creve-se
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an e OUE Bvi [ e, e
. w— V.o dx + k(x,t) — —— dx = | £(U) Vv, dx (4.1)
ot h 5 9x 99X j 5 h” "h
K, K. K.
i i 1
e 2 ~ . ~ _
onde Vh e Uh sao restricoes de Vh e Uh ao elemento hi res- .

pectivamente.

Nas integrais em (4.1) estamos usando coordenadas x originais
para explicar como as contribuicoes de cada elemento serao usadas
para gerar as matrizes finais e o vetor forcgante final. Os calcu-
los dessas contribuigées serao, na pratica, feitos sobre um elemen
to padrao (referencial) em termos de coordenadas normalizadas lo-
cais &, ver fig. 4 , e logo serao transformadas as coordenadas apro

priadas para cada elemento.

elemento padrao

1 oz 1
2x - (x. + X )
Eo=oT(x) = 1
Xiv1 ~ Xl

r
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Lembremos agora qgue, pelo método escolhido, UE em (3.1) tem
a forma
N
e = e -
Uh = L a.(t)e.(x) (4.2)-
j=1 .
onde N, e o numero de nos em K, e as funcgoes ¢§ sao as fun-
¢oes de forma para o elemento ﬁi (Ne = 2 neste trabalho, com ex
cecao dos elementos Rl e ﬁN+l que sao elementos especiais) e os

valores de a?(t) sao os valores de Uﬁ(xj,t) com j=1,2,...,N

-

e
Substituindo (4.2) em (4.1) e escolhendo Vi = wi chegamos a
um sistema de equacocs diferenciais ordinarias
c e . .
Ng 2(pSeD) Ne : 1aSe ) e
2 [A T Yy dx+ 7 kix,t) - 3i J g dx =
j=1 k. 3=1 Jx. ' ’ ‘
1 1.
Ne
f 5 e e
= fCr aleD)el ax (4.3)
JK. J=1 J
i
ou escrito, matricialmente
EBK(qd ©)' + EAKa© = EF(a°) , (4.4)

onde as matrizes, que chamaremos de matrizes

elementares,

sao
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. By . Dy
EBK = (JA 0% dx) . BAK = (. k(x,t) —t =3 ax ,
g, 13 J g ax 99X
1 i
e os vetores
—e e, e ¢
62 - ((Xl(t—)laz(t)l" I(XN(‘(t)) e
N
—e e e
F(a™) = (JA £ a.(t)e.(x))e.(x)dx) .
K, j=1 J 8

Os calculos numéricos sao feitos supondo k(x,t) constante e
normalizando o tempo final ao valor de 1. Assim o calculo das in-
tegrais que formam os sistemas sao feitas usando integragao numéri
ca, especificamente a regra de guadratura de Gauss; nos elementos
finitos usamos trés pontos de Gauss e, nos elementos infinitos uég

mos sete pontos de Gauss.

No que segue vamos justificar, basicamente, o fato de traba-

lhar elemento a elemento. Para isto vamos dar algumas definigoes:

sejam X = IR, { =[2,L], uma particao T de R, 7w : -® = x_ <=
X, < Xy < Xy < vee < X< X =L < x = » onde N & o nimero
1 2 3 N N+1 N+2 _
de elementos da triangulagao de {}. Além disso, denotemos K, =
R = - = R = U = 4 4 .
K) U Ryr Ky = Kg,oon Ky = Ky Ky = Koy UK, e K= ey gyl

vamos agora descrever. a montagem das matrizes finais a par-

tir das matrizes associadas a cada elemento. Para facilitar a
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exposicao separemos em dois casos:

CASO 1: FORCANTE INDEPENDENTE DA SOLUCAO u.- Usando as notagoes
acima e o sistema (3.4), vamos ver como resultam os sistemas por
elemento apresentado em (4.3), e com isto ter uma idéia de como

fazer a montagem final do problena.

Escrevemos a linha i # 1, N+1 do sistema da equacao (3.4)

X . X.
i i+1 2
" (x)p, (x)a! _dx + | o (x)ar (t)dx +
i-1 -1 J i i
X X,
i-1 i-1
(Xi+l (Xi e (%) Do (%)
. 0y (e g (e g (Bhdx v k=5 Tix *pa P
i j-1
(4.5)
i+l de, (%) 2 [i+1 Bo . (x) dw g (x)
+ J k( " Yo, (t)dx + | k ST o mi+l(t)dx =
X, X
i-1 i
i+l
- j £(x, )y, (0 ax .
X.
i-1

Facamos agora as seguintes observagoes:

i) o lado esquerdo de (4.5) & iqual a:



X,
s T
e+ (5570 +
I« .
i-1
g’xi+l E\ﬂi 5 Rie1 e, 3.1
; K== "a, {t) + J k
i % i ax ex
Xi Xi

L
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1i) » lado direito de (4.5) torna-se

.
J f(x,t)e.dx +
1

X.
i+1
J f{x,t)e. dx ,
i
X

i

a esouematizacao feita nas observacoes acima da uma idéia da relacao que exis-—
te entre os calculos dessas integrais com o elemento associado. Lo

go as matrizes elementares EAK, EBK e o vetor EF do elemento K

il
i #1, N que concordando com (4.4), sao
[~ 1
i+l i+1 ‘
wz dx ( @9 dx
< i JX i i+l
i i
EBK = (4.0a)
(Xi+l i+l )
) i¥i+1 9% J (i) &
X, X,
B ]




EAK

EF

74

X, X -
i+l e . . i+l 9y oy
2
( k (-5 “ax ( K (s—2) (— ity gy
] ox J X ox
X, X.
1 1
= (4.6b) -
X, X .
i RIS oY f i+1 D¢ .
( k(525 (-—thyax | k (—td) 2ax
J b X J Ix
X. X
1 1
___ .
Xivl
[ fx,t)e
JX.
1
= (4.6c)
Xivl
: J f(x,t)so.+l
x5

¢

Pelas formas das matrizes elementares, podemos concluir gue a mon-

tagem das matrizes finais (ou matrizes globais) GAK, GBK e o vetor

GF, podem ser feitas seguindo o esquema da figura 5. Estes resulta
dos indicam que devemos reservar espacos na memoria de um computa
dor para duas matrizes de (N+1l) = (N+1), duas matrizes (2x2) e tam
bem para dois vetores de tamanhos N+1 e 2, tais cue seus conteudos
vao variar pela dependéncia da variavel tempo que a funcaoc f e
as funcoes vq o1 ¥y.p tem.

Em sintese, essa montagem, algebricamente significara,em nos

so exemplo, mexer com as entradas diagonais, somando a segunda
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-,

entrada da diagonal da matriz elementar do elemento K’—l a primei

ra entrada diagonal da matriz elementar do elemento Ki. Para o ve

tor forcante, neste caso, deve somar-se a segunda componente do ve

5
A~

tor elementar Ki—l a primeira componente do vetor elementar'Ki._7

>
o

-

AN
\\

|
&\\\
N

{ ey R
V 4 "‘,/’, \\\:\ \
4 v l : /////J RN
' N 7 GAk *j§
;:’\ fé s/ ou AN GE
. F
. .M Ul 6Bk i

Figura 5

N

Finalmente o primeiro e o Ultimo elementos, Ki ,1=1 e N

r

vao ter um tratamento especial pelo fato de nosso problema nao ter

fronteiras. Os calculos das primeiras entradas diagonais das matri

~

zes EAK, EBK e IF, associada a elementos Kl , e das segun-
das entradas diagonais dessas mesmas matrizes, associadas ao ele-

A

mento Ky sao explicados a seguir.



Consideremos, por exemplo para o Ultimo elemento KN

trizes EAK, EBK ¢ o vetor EF que sao

76

as ma

r

XN+1 &pN(x) 2. (XN+1 &0N+l(x)
k( 3 ) Tdx i ) dx -
. X J ox
*N N
EAK=
L (%) Y - (x) N B, (%) © o (x,t)
N N+1 ' N+1 2 [ N+1
J( Kl 3 )dxf k) Tax S g (KB
'y : i
"N+ N1
[ (kPN(X)) dx J («PN+1(X)) (upN(x)dx
*N
EBK=
('}ﬁ\H‘l ( o 2
J \@Nﬂ(x))(wN(x))dx J] (¢N+l(x,t)) dx
g %y |
N+1
j f(x,t)wN(X)
N
EF =
J f(X’t)¢N+l(X’t)
,.,XN p—
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Pela conformagéo das entradas nas matrizes acima, lembrando

a definicao de funcao basica (x,t) em (2.6), os calculos

N+1

ferentes aos anteriores, que precisamos fazer sao:

o0 ) ( t) x 2 — 2
o PN+ X _ S \ | N+l ~ %
i) e e dx = | ~A«m~—~—-exp(w-»~—-) +
J Tt N+1 j i te? e
“N *N+1 ;
(XN-F.L
+ I o] ¢N+l(x)dx
N
2 2
w Qe (x, ) a 2 X -
ii) (Q (— NF%Q‘* )2 dx = j 5 2 exp(»uil1~—~)dx +
J . )
*N Xpia1 4(k ) 2kt
N+1 Dy
+ J( r (——Tgil) 2 dx
*N
oo © AP —xz N+1
. 2 f S 2
iii) { (¢N+foU) ax = J exp ) ax + [ (¢N+l(x)) dx

) ’ J
*N N1 't N

As integrais em i) e ii) formam a segunda entrada de EAK, que

grando por partes, transforma-se enm

di-

inte
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+ 2 2 2
2k t x o0 b g
(i)+(ii) = - Nt1 ( exp Nl ydx +
J 5
4kot AN+l 2k t
+ X
X kK t N+1 9y (x) ' ?
+=RELo J o (4.7)"
L X .
4k t X..
O N

Em (iii), em (4.7) e as outras entradas necessarias com inte

grais relativas ao intervalo [ x I, o valor & calculado na mes

NN+

ma forma que no caso dos elementos diferentes de 1 e N usando
quadratura gaussiana (de trés pontos). Mas as integrais definidas
em [XN+1"”> sao obtidas fazendo uma aproximacao a integral da fun

O R
N+1

cao exp ( s
2kot

) somente, pelo resultado obtido em (4.7} .

\

A aproximacao mencicnada acima @ estimada como segue. Obser-—

ve gue
oo X2 - X2 A X2 X2
( exp ( N+l+ ydx = { exp ( N+l+ ydx +
XN+1 2k Jt X0l 2k "t
N 2 Ly2
+ J exp ( N*l;~-)dx (4.8)
a 2kot

portanto, se o valor do segundo termo de (4.8) fosse menor que 10~

para todo t € (0,1], entao
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N+1

) . (4.9)
N+1 N+1

Falta somente saber, para que valor de a a integral restante sa--

tisfaz a condi¢ao do erro, mencionado acima; majorando obtemos
o0 x2 —x2 o0 x2 - X x2 -a
( exp (L) < J exp(-—N+l+——) =2kt exp (L) (4.10)
'a 2kt a 2kt © 2kt
o o o]
Fazendo avaliagSes para o lado direito de (4.10), com wvalores de

t € (0,T], obtemos o valor de a que faz que este seja menor do

-
que 10 7, 0 gue para © trabalho resultou a = X§+l + 26; e foi o

valor que colocamos ha rotina que avalia a aproximacao em (4.9).

Os calculos das integrais para o primeiro elemento saoc fei-

tos em, forma similar, ao acima exposto, aproveitando que a funcgao

2 2 2 2
X, 7 X Xpl ~ X
_ . +1
exp ( ——) € uma funcgao simétrica, o mesmo que a exp( )
2k _t 2kt
o o
Lembramos ao leitor que normalizamos o tempo final T para
T =1

CASO 2. FORCANTE DEPENDENTE DA SOLUCAO u.- Neste caso a montagem
das matrizes globais vao ter algumas modificacoes, sO no método de

Newton-Galerkin, mas as -maiores modifica¢ces caem no calculo do
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vetor forcante. O calculo desse vetor tem de ser feito componente

a componente, significando rotinas diferentes segundo o meétodo ado

tado.

Para a montagem das matrizes GAK e GBK, usando o método Ga-'?
lerkin com o procedimento Crank-Nicolson extrapolado, usaremos as
mesmas rotinas que para o caso 1. Mas para calcular o vetor forcgan
te construlmos a rotina FORCANTE «que calculs o componente a componen
te, ou seja, elemento por elemento. Assim por exemplo a componen-

te i #1 e N do vetor GF, pela equacao (3.40) tem-se:

X. X
R ( i+l . [ i !
GF (o )1 J % f(Us)widx N . f.(usqtl/Z,i('oi—1 us+l/2piwl)¢1dX+
i-1 i-1
(4.11)
[Xi+l ) .
I % Flogiiy2,1%1 * %sriy2,i%i417 9 O
i
~ N ~
= & G / x,t) e
onde U = a5 19p(x,t) + 12 Ogi1/2,1%5 T Qa1 2ty (08

~

o . definido em (3.4lc) e ,é o valor extrapolado do a, no tem
s+1/2,1 i

PO toyr -

Finalmente, a primeira e Ultima entrada do vetor GF sao cal

culadas mediante
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X
~ l ~
GF(ch+l/2)l = | 1‘_((>LS_+1/2 l(«pl(x,t))¢l(x,t)ax +
X2 sl ~
+ { f(a vyt ¢2)wl(x)dx
Jxl s+1/2 1 s+1/2 2
A Nl .
GF (« ) = | fla Y.+ o« ¢ ) {x)dx +
s+1/2 N+1 ij s+1/2 N N s+1/2 N+1 N+1" N+l

+ JX f (o N N+l¢N+l(x,t))«pN+l(x,t)dx .
N+1 ST

(‘1'
Pelas expressoes acima, também sao feitas estimativas para as in-

tegrais ao infinito como no caso 1.

A montagem no método Newton-Galerkin das matrizes GAK e - GBK
é feita como no caso 1. Embora observando a equacgao (3.63) encon-
tramos uma outra matriz, GAK que depende da primeira derivada da
funcao forgante e vai ser calculada em cada elemento usando as ro-
tinas LINEAK e QGAUSLI. Mas da equacao (3.64) as matrizes GAK e

GAK Jjuntam-se a fim de calcular a solucao aproximada. Alguns de-

talhes desta montagem sao apresentados a sequir.

Na montagem da matriz GAK precisamos definir matrizes elemen

tares | EAK , gue tem a forma:
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Xi+l m (Xi+l m
f DF (g Hoib g 9 y) ¥ 4 - J DF (1 i1 e Y e 9
X *y
EAK, =
i
(Xi+l m
fgual ac (1,2) I DEGy; 4 +(k 41 %41 %1
X.
| i
definido para cs N-2 elementos da regiao limitada & = [-L,L] ou se-
ja i = 2,3,...,N-1,e onde uii & o coeficiente da Solugéo aproxi

mada na iteracao m, no nd X, € no tempo kiAt. O Df representa a

derivada da funcao forg¢ante.

(']'
Também:'a matriz elementar EAK relacionado ao primeiro e ulti-
mo clementos precisam ser completados com as integrais ao infini
to. Com respeito ao primeiro elemento a entrada EAKl(l,l) ¢ incre
b
1
m

mentada com o valor de J Df (o Oy l( ))¢ (x,t)dx , e com respei

-0

to ao Gltimo elemento, a entrada EAK (2,2) e somada o valor

[s¢) m
J Df(ukN+lWN+l(X,t))¢N+l(x,t)dx .

XN+l

O resultado das matrizes elementares EAK & diretamente agregado
a matriz GAK na montagem, assim nao precisamos um espago, a mais,

na memdria do computador para a matriz GAK

O vetor forgante, no método Newton-Galerkin , & calculado
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componente a componente mediante a rotina FORCANEW. A fim de apre
sentar algumas peculiaridades de rotina FORCANEW explicaremos

uma aproximacao que foi preciso fazer.

I3

Considerar a componente GFj , J = 1,N+1, que segundo a equacao

{3.63) e de forma

341 m B R G R j+1 .
GF. (t) =-( —— ¢, dx - — ax - f(U )y, dx
ot J X 0 X ]
X. X . X
j-1 -1 i-1 (4.12)
onde
/'ll' N
m | m,, . m,, . m
U = al(t)wl(x,t) + iiz ui(t)wi(x) +uN+l(t)¢N+l(x,t). (4.13)
Assim substituindo (4.13) em (4.12) obtém-se
Xj+1 j+1 D(u?wi) Xj+1 J+1 0 Dvl awj
GF.(t) = ~ (J - ¢ . dx - ( k ) T i e dx
% -1 ot 7 J i=5-1 X X
j-1 j-1
X,
( j+1 ]‘t-l m \
- f( 2 o.¢.)e.)dx) (4.14)
> -1 2 1
j-1

onde precisamos calcular =T - 0O valor desta derivada vai ser es-

timada usando a aproximacao seguinte:
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auT () WM rat) - e - ot
i ~ A i (4.15)
dt 20t .
que, segundo sua expansao de Taylor, assegura uma aproximacao = de ;

ordem (At)z.

O computo de GFj , na pratica, fica entao aproximado por

3 o . Gy g s
GF. (t, ) = - ( kil dml  k=lgnlo 1t
Jx: 2At J
J-1
OLm Otm
! T SE Y k210 o ye, ax +
20t
X ‘X
J oY oy 3
m j-1 m ( m :
+ JX k(uk, 1 5% t e 5 3§—)¢j + Jx £lary 175-1 + 0 jw.)w.dx
j-1 i-1
ij+l 3, .m m
—_ (1 —_— 3 -
+ aprox| (JIX Bt(ukjwj M4l j+l)¢j dx
J
X
j+1 1Y ¢
m +1
- - - - ST + ..
I k((xkj TR + akj+l 7 )¢j )]
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Por ultimo, damos alguns detalhes do calculo da componente

GFl; a componente GFN+1 tem um calculo analogo ao de GFl. O GFl

e avaliado segundo a expressao

(X2 3 m m : (Xz m 79 (¥t
- J—m 5t (alwl(x,t) + u2¢2)¢fX,tﬂb<+ j_m k(ul e 4

o e, (x) v (x,0) 2 o

—— dx + § : ;

+ <12 % ) e dx Jl__m f(wl\pl(x,t) + A 2)¢l(>\,t)d> ,
isto divide-se em duas partes, uma

X m m . -
—{{ 2l(dul v, + fiz v Ve (x) = k(u] 2il + ol Iiz) fwl -

J % dt 1 t 2°71 1oax 2 Ox X

1

- f(aTwl + ang)wl(x)]dx}

e a outra, que @ a integral ao infinito seguinte

X1 @™ e (x, ) - ( 1
—[J (g ¢y (x0t) + o] —=5——)v, (x,t)ax - Kk

— 00

X.

1
, m
- j_m,f(alwl(x,t))wl(x,t)dx]
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No caso da componente GFN+l a inteqral no infinito que precisamos e

w alon. ) 0¥
- _ N+l : b INFL(x,t) -
([X S T TS R A Y A et

N+1

o Dkﬂ (X t) ) R
m N+1 "7 < [ m

- dx - <

JX kaN+l( e )y dx ] f(wN+1¢N+l(x,t))¢N+l(x,t))dA.
N+1 N+l

As integrais ao infinito sao, também, aproximadas usando a estima-

tiva expressa em (4.10).

4.2. DESCRICAO DOS PROGRAMAS

Apresentaremos nesta segao uma descricao da estrutura glbbal
dos programas desenvolvidos para achar a solugao aproximada do pro
blema parabdlico (3.1) com condicoes inicial e sem fronteiras, on-
de por simplicidade k(x,t) vamos tomar como uma constante. No fim

apresentamos o diagrama de blocos dos programas.

Do ponto de vista do usuario, os programas que chamamos de
EVO EXTP e EVO NEW 2, segundo o método utilizado, consiste em trés

unidades funcionais: Pré-processo, Processo e Saida (ver Figura 6).

Pelo fato do modelo de elementos finitos empregados (explici

tamente uma regido limitada simétrica, ¢ = [-L,Ll, elementos finitos

-
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do mesmo comprimento e partigao em tempos iguais), precisamos de
uma quantidade de dados que podem ser gerados internamente e tam-
bém de outros dados de controle cque vao ser lidos no arquivo
FOR022.DAT e FOR024.DAT, segundo o metodo, respectivamente. A 7
geragcao e leitura dos dados constitui a unidade Pré-Processo.

Os calculos das matrizes elementares, a montagem das matri-
zes globais, o calculo do vetor forcante e a solucao do sistema de
equagoes globais formam parte da Unidade Processo que & de im-

portancia central.

A unidade Saida dos programas varia com o método usado para
resolver o problema, assim, ou simplesmente imprime os valores nos
nds em um tempo fixado da soluqao ou calcula também, © erro maximo

obtido de iteracao em iteracao no método Newton-Galerkin.

Os programas EVOEXTP e EVONEW2 foram escritos em lingua-
gem FORTRAN, rodado em um computador da Digital Equipament Corpo-
ration VAX/VMS versao V4.3, em precisao simples e os graficos obti

dos na impressora PLOTTER do VAX.



EVOEXTP ou

EVONEW2

basicas

chama as unidades

L

SETINT
Calcula os

dados para

PREP
Pre-Processo - chama

rotinas que lé e

PROC

Processo:Forma

e resolve o

|
|

§

SATDA
Imprime a

lsolucao e

88

|

. ~ . ’
integracao geram dados sistema de equag calcula

, !
numérica coes Globais | |os erros

!

do problema |

|

Figura 6 - Diagrama Geral dos Programas

A segulr escreveremos uma relacac com o nome das variaveis

usadas

nos dois programas e também o diconario das rotinas principais en-

volvidas.

VARIAVEIS:-

N,NN - Nimero de nds por elemento, neste caso €& dois.

pontos gaussianos ‘para a integracao numérica.

NUumero

de
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X{(-) - Vetor das coordenadas dos nos.

XI (NN,NN) ,XIV(NN) - Matriz dos valores dos pontos de Gauss usados .
para integragao dos elementos finitos. Vetor contendo os va- "

lores dos pontos de Gauss para integracao dos elementos in-

finitos.

W(NN,NN) ,WIV(NN) - Matriz e vetor respectivamente dos pesos para a

quadratura gaussiana.

EAK(N,N) ,EBK(N,N) - Matrizes elementares ja definidas na segéo 4.1.

NNODE , NELEM,NTEMPO - Numero de nos, numero de elementos total (fi-

nitos mais os infinitos), numero de intervalos no tempo.

GAK (NNODE,NNODE) , GBK(-,-) e GF(-) -~ Matrizes globais do sistema de

equagoes diferenciais definido no capitulo III.

ALFA (NNODE,NTEMPO+1) ,TETA - Matriz das solucoes no método Galerkin

com aproximagoes Crank-Nicolson extrapolados no programa

EVOEXTP. Parametro do método (9).

ERR(NTEMPO) ,LAM,IT - Vetor do erro cometido em cada nivel do tempo.

Parametro do programa EVONEW2, usado para resolver o problema
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. 2
oo M4 Af(uw) , com 0 < A < 1 (4.15)
ot 2 =
[Eh:
até chegar ao nossoc problema, com X = 1. Contador do numero-
de iteracoes.
ALFA (21 ,NNODE,NTEMPQO) - Matriz das solug6es, considerando como ma-

ximo até 20 iteragoes no programa EVONEW2, mais a iteracgao

Zero.

NODES (2,NNODE) ,KIND (NELEM) ,NINT (NELEM) - Matriz da enumeragéo de
nos. Vetor que contém o tipo de funcgoes de forma que vai ter
fcada elemento. Vetor gue contém o numero de pontos de Gauss

a usar na integracao numérica sobre cada elemento.

BB (3,NNODE) ,BF (NNODE) - Matriz do sistema do metodo Crank-Nicolson,

‘armazenando sO a banda tridiagonal e o vetor do lado direi-

to do sistema BBY = BF_ (onde Yy = a(t, ;) - a(t,) em forma
genérica) .

ROTINAS:

SETINT - Esta rotina armazena numa memoria comum os valores dos

pesos e coordenadas dos pontos de Gauss, para a integracgao

numérica dos elementos finitos.
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GRULE - Gera os pontos dce  Gauss © 0S8 pesos respectivos para

a integracao nos elementos infinitos.

QGAUSS e QGAUSLI - Faz a integra¢ao numérica nos elementos infini-"
tos.
RTEM - Lé os limites inferior e superior da variavel tempo e o na-

mero de divisoes.

RCON - Lé os parametros de controle do programa, isto &, nUmero de

nos e numero de elementos.

RNODE - Lé e gera as coordenadas de nos .

‘

RINI - Nesta rotina atribui-se os valores da condicao inicial.

RELEM - Lé o numero de elementos, o tipo de funcoes de forma e o
numero de pontos de Gauss a usar, para cada elemento, final-

mente faz a enumeragéo global de nos e elementos.

PREP - Constituido pelos chamamos as subrotinas RCON,RNODE e RELEM.

1
RINTEG - Calcula as entradas das matrizes EAK, EBK que estao asso-

ciadas ao primeiro e Gltimo elemento (os elementos infinitos).
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ELEM,LINEAK - Calcula as matrizes elementares EAK e EBK. Calcula a

matriz elementar EAK .
SHAPE - Calcula os valores das funcoes de forma e de suas derﬁm@asf
ASSMB - Faz a montagem das matrizes GAK e GBK.
CRANKSOLVE - Gera o sistema lincar BBy =DBF, onde BB =CBK +At(0.5 +0)GAK,

e BF = -At(0GAK(a,_; = o) + GF + GAKa,), basta 0 = 0 para

o metodo de Newton.

BANDA#RI - Resolve o sistema tridiagonal sem pivotamento.
FORCANTE - Calcula o vetor forc¢ante .no método de Crank-Nicolson ex
trapolado.

FORGCANEW - Calcula o vetor forcgante no metodo de Newton (EVONEW2) .

PROC. - Rotina que faz o calculo total chamando rotinas de integra
¢ao, montagem e solucgao.

RCHUTE - Atribui o valor, da Gltima iteracao, de ALFA(IT , NNODE ,

' NTEMPO) a iteragao zero, novo chute, quando o lambda muda

(ver 4.15) no programa EVONEWZ.
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A seguir apresentamos o diagrama de blocos dos programas

EVONEW2, EVOEXTP.
( EVOEXTP )

Chama SETINT !
i

Chama RTEM

- 2
Chama PREP

¥
Chama RINI

¥
Eé na tela TETA

|
|
¥
Chama PROC

1

e
g
o)
a)
o]
=

i

ate NTEMPO ;>*-—’“"
|

Calcula ALFA(-,I)

| |
| Continue Fﬂ——~w~~Wﬂ<—w~~m‘ﬁ~a




A

EVONEW?Z2
GEED)

Chama SETINT

L

Chama RTEM

‘ Chama PREP

Chama RINI

(EE na tela o LAM inicial

f
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. SIM —
IT = 20; —-9-——</_PARAR
—
NAQ R
{ vara 1-1, aré prEMPO . ,._,___A____,[ Chama PROC
.~-_¥.._-.. S _,_.,L.__ - _,.__.,/’/ |
I Calcula ALFA(IT, -, 1)
“ Continue “’- - i
///t\\\\\
— ~
e -7 NAO r 1
S~ ERR < 10 '~ - TIT = IT+1
S~ T L j

Chama SAIDA |
& 4
CHAMA ~ RCHUTE ——#——( 1)




4.3, ENSATOS NUMERICOS

O programas BEVORXTP o EVOHEW?2 foram ucados  com  diferontens

P

fungoes forcantes ¢ diferentes condigoes iniciais. Apresentamon c
graficos das solugdes aproximadas obtidas com EVOEXTP, emdois oxem
plos usando 200 elementos c¢m ¥ e 20 divisoes no intervalo de tempo

[o,1 1.

EXEMPLO 1 U, T ou + U '
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Continuacgao do

Ulx.T2)

232

Exemplo 1.

SOLUCAD DO PROB. REACAD-DIFISAD MO 17-. 10.F Han LINEAS
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EXEMPLO 2.

= u + u3
e T Yyex
2o L x e -r
. 3
ul(x,0) =- -62.5(x - 1.2) , ®x 1 1,1.2)
0 , outro caso

Apresentamos os graficos da condicao inicial e trés solugocs

aproximadas.
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Continuagao do Exemplo 2.

UR.T2)

UtR,.T71

e 16

 SOLUCAD DO PROB. REACAO-DIFUSAD NO T2-. 16

@ 30

Q. 25

18 g 1S

2. 85

o
(]

~6. 09 Ta. 00 ~2. 00

OnECA LINITAIO = (-6.9.6.9)
FCUXUUIL PARMETRO TETA=. 8625

8. 2¢

828

8. 88 8 12

8. 84

. 88

6. 00

2. 00

1. ee

© SOLUCAD DO PROB. DE REACAG-DIFUSAD NO 17:.35 .

-6. 00 -4. 00 Iz.00,

FCURUIILIU  PARAIETROD TETA=. 8623
OnEGA LINCTALO = [-6.0.6.0]

. ¢

2.00

Te. o0

2. ca



CONCLUSOES E COMENTARIOS

Entre os dois métodos de aproximacao utilizados, o Galerkiﬁ
com o procedimento Crank-Nicolson Extrapolado e Newton-Galerkin, nos
sos ensaios numéricos favorecem o primeiro com relacao ao numero
de sistemas lineares a serem resolvidos e memdria. Tambem a imple-
mentagao computacional do procedimento Crank-Nicolson Extrapolado

resultou muito mais simples gue o Newton-Galerkin.

Com relacao a base do espaco de aproximagao, as mesmas idéias
utilizadas aqui poderiam ser extendidas a sistemas de equacoes de

reacao-difusao em uma variavel espacial.

Finalmente, parace-nos que a combinag¢ao das tecnicas da ana
lise assintotica junto  com o método de Galerkin & util para

tratar problemas em dominios ilimitados ou com singularidades.
g
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