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INTRODUGAD

Em 1954 , L.Nachbin [15], apresen-

tou teoremas de caracteriza¢ao dos espac¢os topologicos
para os quais o espaco de fung¢ces continuas sobre R ou

C , munido da topologia compacto aberta , resultasse to
nelado ou borndlogico

Estes resultados foram tambem obti
dos independentemente por T. Shirota BO], e 5a0 agora
conhecidos como os teoremas de Nachbin-Shirota

Posteriormente em 1971-75 ,G.Bach
man , E.Beckenstein , L.Narici e S.Warner [1], [2], [3]
provaram os teoremas de Nachbin-Shirota para o caso de
um corpo valorizado nao arquimedeano completo . W.Gova-
erts [71, apresentou em 1980 um teorema de Nachbin-Shi-
rota para o caso F-bornologico sem a hipotese do corpo
ser completo

A partir de 1975 var%os autores
procuraram teoremas do tipo Nachbin-Shirota para o ca-
SQ vetoria1 (real ou complexo),isto & , para espacos de
fungces continuas definidas num espago topologico X e
com valores num espago vetorial topologico localmente
convexo E sobre o corpc R ou C

0s resultados mais importantes nes
diregﬁd , sao devidos a Schmets [187], Mujica ﬁ4], R,
Hollstein (9], e Mendoza [11]



Nosso estudo e dedicado a obter teo-
remas do tipo Nachbin-Shirota para o espaco de fungoes
continuas definidas num espago topologico ultraregular X
e con valores num espacgo localmente F-convexo E .0 es-
tudo e extendido a outros tipos de espagos alem dos F-to
nelados e F-bornologico .

0s espacgos localmente F-convexos fo
ram introduzidos por A. Monna e tratados detalhadamente
na tese de Van Tiel [22] .

Desde a definigao de Monna , a teo-
ria dos espacos Tocalmente F-convexos teve um gradual de
senvolvimento que ainda nao alcanza o nivel dos espagos
localmente convexos reais ou complexos . Introduziremos
algumas definigoes ainda nao consideradas nos trabaThos
de espacos vetoriais topologicos nac arquimedeanos . No -
ssa preocupac¢ao foram o0s resultados essenciais para uma
boa analise do espago de fungoes continuas

Despois de introduzir alguns tipos
de espag¢os localmente F~convexos , analizamos 0 espacgo
de fungdes continuas escalares , isto e , as fungoes defij
nidas num espago topclogico ultraregular X com valores
num corpo valorizado (F,| |} , e obtivemos alguns resul-
tades do tipo teoremas de Nachbin [15] e Warner [23] .

No primeiro capitulo apresentamos um
resumo das definigoes e proposigoes principais que usare-
mos nos capitulos posteriores

No segundo capitulo , paragrafo pri-
meiro ,apresentamos resultados importantes do espacgo de
funcoes continuas que permitem dar condigoes necessarias

ii



para propriedades do espago localmente F-convexo C{X;E}.
No segundo paragrafo damos as pincipais propriedades dos

espacos F-tonelados . No § 3 , apresentémos uma exten -
sao de um teorema de Mujica [14] , que permitira junto a
uma extensao de um teorema de Mendoza [11], obter um dos

resultados mais gerais sobre condigoes para C(X:;F) e E

que implicam ser C(X;E) wum espago F-tonelado

No capitulo 3 estudamos condigoes
para que o espago C(X;E) seja F-bornologico . Neste ca
pitulo como tambem no anterior sac considerados as nogoes
de suporte de um subconjunto F-convexo de C(X:E) e de
um funcional linear continuo sobre C(X;E) . 0 metodo de
demonstracao dos teoremas principais do capitulo 2 e 3
sequem 0 esquema de demonstracao dos teoremas 1 e 2 de
Nachbin [15] .

No capitulo 4 consideramos o analogo
para o caso de espagos localmente F-convexos dos DF-es-
pacos definidos por Grothendieck [8] para o caso real ou
complexo . No priméiro paragrafo damos as propriedades
gerais dos DF-espagos e no segundo extendemos um teorema
de Hollstein ao caso nao arquimedeano . Obtemos tambem um
teorema para o casoc de fungoes escalares que extende o
teorema de Warner [23]. Aqui consideramos os espagos to-
pologicos que chamamos de W-compacto (espagos com a con-
digao dada por MWarner em [23] Th. 12 )

No primeiro paragrafo do capitulec 5
introduzimos uma definicao de espaco de Schwartz que e a
naloga a definigdo de Grothendieck [8] . Damos as propri
edades gerais destes espacos e obtemos um teorema de ca -
terizacdo para o caso do espago de fungoes escalares e
condigees para o caso vetorial . 0Os espagos guase norma -
dos sao definidos tambem em forma analoga a de Grothendi-



ek | 8] . As propriedades e o estudo de C(X;F) e C{X;E)
sao apresentados

No segundo paragrafo do capitule 5,
provamos um analogo do teorema de Warner [231 Th. 1.,s0-
hfe a completude e quase cdmp1etude do espago C{X;F), u-
samos na demonstracao essencialmente o teorema de Tietze
provado por ETllis [6] para o caso nio arquimedeano

No ultimo paragrafo os espagos refle
xivos , semi reflexivos , Montel , semi Montel , c-Montel
e semi-c-Montel sao introduzidos , apresentamos algumas
propriedades gerais e obtemos condigoes sobre X e sobre
E para que C{X;F) e C(XsE) tenham algumas destas pro-
priedades

iy



CAPITULO 1

PRELIMINARES
§ 1 Corpos valorizados e espacgos vetoriais topologicos.

Un corpo valorizado ndao arquimedeano(n.a) (F,| |)
e um par onde F & um corpo e | | & uma valorizagdo nao arguime-
deana,isto significa que a fungao
| |: F —m R
verifica as seguintes propriedades:
i) |xf > 0 para todo X ¢ F e [x|=0 se e somente :se
A=10
Pi) [ hevi= A
i) | x+y| <max {[x|,[y]} para todo A,y em F

vy| para todo A,y € F

1.1 OBSERVAGAO : a) iii) implica que [A + y] < |X} + |y[para todo

A,y € F.
b) Se |x] = |vy| entdo |A + y| = max{|r],]|v]|}
1.2 DEFINIGAO : a) Uma valorizacdo & dita trivial e {(F;| | } &
dito trivialmente valorizado se |[A|= 1 ,para todo xeF ,x=£0
b) Se (F;] | ) & um corpo ndo trivialmente valo -

rizado e G = {aelFl ; a>1)} , entdo a valorizagao €& dita dis-

creta se & possui um elemento minimo,em caso contrario a va-

lorizagao & dita densa.

1.3 OBSERVAGAO : Uma valorizagao de um corpo F define uma topolo-
gia que converte F num corpo topologico de maneira natural.

1,4 DEFINIGAG : Um corpo nao trivialmente valorizado n.a.(F,| |)
e um corpo tocal se & um corpo topologico localmente compac-
to quande (F,! | } & munido da topologia natural.lsto equiva-

le a dizer que (F,| | )} tem valorizagao discreta,que o corpo



1.

dos restos e finito (o corpo dos restos & o quociente do a-
nel {ieF 3]al <1} e o ideaT{eF ; |x]<1} ),e que o corpo
topolagico (F,| | ) & completo.

EXEMPLO : 0 exemplo mais importante de corpo Tocal & 0
do completamento de Q (corpo dos numeros racionais) munido
da valorizagao p-adica. Esta valorizagao € definida da se-
guinte forma: p tem gue Ser um numerc primo e para cada X

em Q escrever x == pk a/b onde k € um numero inteiro e
p nao divide o produto ab , entao
x| . = p-k se x=0 Ix] =0 se x=0.
p p
DEFINIGAO : Um corpo valorizado n.a. (F,| | ) & esferica -~

mente completo se dada uma familia de bolas de F ,duas a

duas com intersecaoc nhao vazia,essa familia tem intersecao
ndo vazia.Isto & equivalente a dizer que toda colegao de bo
las fechadas totalmente ordenada (<) tem intersegao nao va
Zia,

1.7 OBSERVAGAO : a) Todo corpo esfericamente compieto & comple-

1.

to (Van Tiel [ 22] Th,1.2.)
b) Todo corpo local e esfericamente completo
( Van Tiel [ 22] Th,1.2 Cer.)

Um estudo mais detalhado e complieto sohre cor-
pod valorizados pode ser visto em Prolla [17]Chap.1, e em
Narici et al.[16 ] Chap.T.

DEFINIGAO : Um espago vetorial topologice (e.v.t) sobre um
corpo (F,| | ) e um par (E,7p) onde E & um espago veto-

rial sobre F e g e uma topologia sobre E compativel
com a estrutura de espago vetorial.lsto quer dizer que as a
plicagoes

(X y)———> x+ty e ( Ax) ————> AX

de ExE em E e de FxE em E respectivamente,sao conti
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1

.9

.10

11

.12

.13

.14

nuas. { ExE e FxE munidos de suas correspondientes topo-
logias produto ).

DEFINICAD : Seja& E um espago vetorial e M um subconjun
to de E

DL

a) M dite ndao arquimedeano se
M+ M _M

b}y M e dito F-convexo se para todo },y F

tal que | ,|Y¢agl e para todo x,y M , o vetor
' Ax + vy pertence a M.

OBSERVACAD : Seja (E,TE] um e.v.t. e M um subconjunto
de £E;

a) Se M e F-convexo entao o fecho de M ,
M, e F-convexo.

b) S8 M & F-convexo entao M €& aberto ou
o interior, M ,de M & vazio.

c} Existe um menor conjunto F-convexo em E
que contém M . Este conjunto € chamado envoltoria F -

convexa de M e e denotado por . <M>
d)  <M> = <M
e) Se M € aberto, <M> ¢ aberto.

DEFINICAO : Seja E ume.v.t., & um filtro em [ .Se
possui uma base de conjuntos F-convexos,entao & € dito
um filtro F-convexo.

DEFINIGCAQ : Se o filtro de vizinhanzas da origem em
(E,TE) e um filtro F-convexo entao (E,TE) e dito um

espaco locaimente F-convexo.

EXEMPLO : Um corpo valerizado (F, | |) nac arquime -

deanc & de maneira natural um espago Tocalmente F-conve
xo,pois as bolas abertas centradas em 0 sao F-convexas

DEFINICAO : Um subconjunto M de (E,TE) e dito c-com



pacto se todo filtro F-convexo em M possui algum pon-
to aderente em M. Esta definigao & devida a T.A Springer
(ver [21], p.21 )

OBSERVAGAO : Um corpo (F,! | ) € esfericamente completo
se ¢ somente se a bola unitaria &

ger [21] p.21)

c-compacta.{T.A Sprin-

DEFINICAO : Sejam M, N, L, subconjuntos de (E,TE);
a) M absoryve N se existe § >0 tal que
N< AM para tcdo A eF tal que [A] > ¢
b) M & absorvente se absorve todos oS pon-

tos de E.

c) L e limitado se & absorvide por todas
as vizinhangas da origem de (E,TE).

d) M e bornifvoro se absorve todos 0s con-
juntas limitados de (E,TE).
OBSERVAGAO : Se M & F-convexo entdo M absorve N se
existe X eF tal que N C M.

DEFINICKO : Uma fungao p: E —— R, e uma seminorma
nao arquimedeana (n.a) Sobre o espaco vetorial E ,se sa-
tisfaz:
i) p{xx) = |x|p{x) para todoreF , xet
1) p(x + y) < max{p(x),p{y)} para tedo x,yek
NOTACAQ : Denotamos por P(TE) o0 conjunto de seminor -

mas n.a. continuas sSobre o espago vetorial topologico (E,TE)
tais que p(E) c|F|.

Quando nao houver perigo de confusao escreveremos [ em vez
de T ("IE).



§ 2 Classes de espacos localmente F-convexgs.

Nesta segao (E,TE) e um espaco localmente

F-convexo sobre (F, | |),um corpo valorizado nao arquimedea-
no.
1.20 DEFINIGAO : (E,T;) & um espago metrizavel ndo arquime

deano se verifica alguma das condigoes Sseguintes:

a) A topologia Te e definida por uma dis-
tancia d , invariante por translagoes e verificando

d(x,y) <max {d(x,z),d{y,z)}
para todo x,y,z em E.

b) Existe um sistema fundamental enumeravel
de vizinhangas F-convexas da origem,que pode ser esco -
Thido decrescente.

c} A topologia Tg e definida por uma fa -
milia enumeravel crescente de seminormas nao arguimedea-

nas.

DEFINIGAQ : Se (E,TE) é metrizavel n.a. e completo,diz
se que (E,T ) € um espago de Fréchet.

DEFINIGCAO : Um subconjunto T de ume.v.t. (E,TE) e
chamade F-tonel se € F-convexo,absorvente e fechado.

DEFINICAO : Um espacgo Tocalmente F-convexo (E,TE) e di
to F-tonelado , se todo F-tonel de (E,TE) for TE~vizj

nhanga da origem.

EXEMPLOS : a) Se (E,TE) e um espacgo localmente F-con
vexo de Baire , entao (E,TE) e F-tonelado.

h) Como consequencia de a} ,todo espacoc de
Fréechet {em particular todo espaco normado n.a.completo}

-

e F-tonelado.



Para a) e b) ver Monna([12] p.366).

1.25 DEFINICAO : Se todo conjunto F-convexo e bornivoro de

(E,T¢)
um espago F-bornoldgico

e uma vizinhanca da origem,entdo (E,TE) & dito

1.26 EXEMPLO : Se (E,TE) & um espaco metrizavel n.a., en-

tao  (E,tg) e F-bornologico. (Van Tiel [22] Th.3.17 e
Th, 4.30).

1.27 DEFINIGAO : Seja (E,TE) um espago localmente F-conve-

X0 , dizemos gue:

a) (E,TE) € um espago semi-c-Montel se to

do conjunto fechado e limitado em E @ c-compacto.

b} {(E,Tc) @ um espago semi-Montel se todo

conjunto fechado e limitado em E € compacto.

c) (E,TE) & um espago c-Montel se (E,TE)

g F-tonelado e semi-c-Montel.

d) (E,7p)
¢ F-tonelado e semi-Montel.

€ um espago de Montel se (E,TE)

§ 3 Espacos de transformacoes lineares.

Nesta secgao (E,TE) e (G,TG) sao espagos
localmente F-convexos scobre o mesmo corpe valorizado n.a.
(F,] |). £(E,G) denota o espago de transformagoes linea

res continuas de E em G



1

.28

.29

.30

Dada uma cobertura ©& de E por conjuntos

limitados,define-se em L(E,G) wuma topologia T Um sis
tema fundamental de viginhangas da origem em T & forma-
do pelos conjuntos %‘M(Ai,ui) ,» onde meN , M(A,,U.)=

fe L(E,B) 5 F(A;)C Ui}, Abe G e U, € uma r-vizinhap

ca da origem em G, para todo i

EXEMPLOS a) A topologia definida pela familia © dos
conjuntos finitos de E.Esta topologia e denotada por T,

b) A topologia definida pela famiiia © dos
conjuntos compactos de E. Esta topologia & denotada por
T .

c

c) A topologia definida pela familia S dos
conjuntos limitados de E. Esta topologia € denotada por
Tb.
NOTACDES : a) Nocaso particular em que (G,TG) € 0 cor
po {F, | 1), L£L(E,B) & denotado por (E,Tg)', e & di-
to o dual topologico de (E,TE). Quando nao houver perigo
de confusao.escreveremos simplesmente E°

b) (E',TS) & denotado por Eé ou tambem
por (E',0(E',E)) e & dite dual fraco de E.

c) (E',Tb) e denotado por Eg ou tambem
por (E'.B{(E',E)) e & dito o dual forte de E.
DBSERVAGAD : Se 5x: E' ~———>» F & a funcao definida
por 8 (f)=f(x) para FeE' e xeb ,a aplicagao
K > éx e uma aplicacao de E sobre (Eg)'
{Yan Tiel, [22} Th.4.10). Por tanto pode-se identificar E
com (Eg)'. Como consequencia disto,existe em E wuma to
pologia induzida pela topologia T, de (Eq) ', esta topo

logia e chamada topologia fraca sobre E e denotada

por O(E,E'), e o espago E com a topologia o(E,E')
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.31

.32

.33

e denotado por E

§ 4 Dualidade .

Se (E,TE) e um espago localmente F-conve-
xo,diremos que uma topologia v sobre E € compativel

com a dualidade {emtre E e E' ) se (E,r) € localmen

te F-convexo e (E,TEY::(E,T)‘.

EXEMPLO : A topologia fraca de E & uma topologia com
pativel com a dualidade e & a menos fina das topologias
compativeis sobre E.

Suporemos de agora em diante que © corpo
(F,| |) & esfericamente completo,jad que esta hipotese ga
rante a nao trivialidade do dual de um espago localmente
F-convexo.Isto & consequencia do teorema de IngIeton[l@
e sua generalizagao para espagos F-convexos{ver Monna[?G]
e Van Tiel[22]).

DEFINICAG : Dado M um subconjunto de E,definimos:

a) 0 polar de M em E' como o conjunto

MO = {feE' ; |f(x)] <1 para todo xeM}

b} O bipolar de M em E como o conjunto

MOO = {fef ; |f(x)|<1 para todo § ¢MO}

DEFINICAO : Dado M um subconjunto de E , dizemos que
M & T-fechado se para todo xeE, x ¢ M, existe uma semi
norma p € P==P(1E) tal que p(M) <1 e p(x)>1

1.34 EXEMPLO : Se (F,| | ) & um corpo esfericamente com -
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.35

.36

.37

pleto e McE & um subespago fechado de (E,7e), entao M
e TF-fechado. (A prova segue dos teoremas 3.11 e 4.7 de

Van Tiel [22]).

OBSERVAGCAO : Se M e um subconjunto de E ,entao

a) M=Moo se e somente se M & TI-fechado
(Van Tiel [22] Th.4.13, 29}.

h) Numa &-topologia sempre se pode supor
que todo Me© & T-fechado (Van Tiel [22] Th.4.9).

c) Se M & TI-fechado,entao M & F-conve-

%0 e fechado.

Na teoria da dualidade n3ao arquimedeana,nhao
existe um analogo geral do teorema dos bipolares do caso
arquimedeano.Existem dois resultados que dependem das pro

pricdades do corpo (F,| |);

PROPOSICAD : a) Se (F,|l |) & um corpo discreto e se M
@ um subconjunto F-convexo e fechado de (E;TE) , entao

M = MOO

b) Se (F,| |} & um corpo denso e se M @&

um subconjunto F-convexo e fechado de (E,TE) , entao

Moo & AM

para todo A eF tal que|A|>T.

§ 5 DF-espagos e espacos reflexivos .

DEFINICAO : Uma familia {Bi}iel de conjuntos limitados

de (E,T @ dita fundamental se para todo limitado L

£)
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.38

.39

.40

.41

de (E,TE) , existe jel tal que L.gBj

—_

DEFINICAO : Um espaco Tocalmente F-convexos (E,T e
um DF-espaco se:

i) Existe uma familia fundamental enumera -

E)

vel de timitados de (E;TE).

ii) Todo conjunto bornivore que & intersecgao
de uma familia enumeravel de vizinhangas F-convexas da
origem em E , @ uma vizinhanca da origem em E,.

OBSERVACAD : Se (F,! [} €& um corpo esfericamente com -
pleto,a condigao 1ii) de 1.38 pode ser enunciada da
seguinte forma equivalente:

ii)' Todo conjunto fortemente limitado de E'
que € uniao enumeravel de conjuntos equicontinuos de E'
g um conjunto equicontinuo.

EXEMPLOS : a) Todo espaco normado n.a. € um DF-espago.

b) Todo espaco em que os F-toneis bornivo -
ros sio vizinhangas da origem e que possui uma familia

fundamental enumeravel de limitados,e um DF-espaco.

¢) Todo corpo valorizado,com a topologia in-
duzida pela valorizagao,e um DF-espago.

DEFINICAO : Seja (E,TE) um espago localmente F-conve-

x0,dizemos que:

a) (E,TE) & um espaco semi-reflexivo se

isto significa que a topologia forte B(E',E} & compati-
vel com a dualidade emtre E' e L

10
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b) (E,TE) € um espaco reflexivo se (Estp)
e semi-reflexivo e a topologia Tg € a topologia B(E,E")
isto significa que E & o dual forte de Eé

§ 6 Classes de espagos topologicos,

1.42 DEFINIGCAO : Um espacgo topclogico X €& dito ultraregular

1

.43

se & Hausdorff e cada ponto tem um sistema fundamental de
vizinhangas abertas e fechadas.

OBSERVACAO : Um espago topologico que verifica a segunda
propriedade de 1.42 1i.e. que cada ponto possui um siste~
ma fundamental de vizinhangas abertas e fechadas,& chamado
de espacgo O-dimensional.

Pode-se ver facilmente que um espago e ultra-

regular se e somente se e O-dimensional e T,

Se X e um espago ultraregular,existe uma
compactificagao B¢X de X , que e chamada a compactifica

cao de Banaschewski ,tal que:
a) BoX & um espaco ultraregular.

b} Dado um espago ultraregular Y e uma fun-
cao f de X em Y continua,existe uma tnica extensao
continua Bof de BoX em BoY.

c) Se C e um subconjunto aberto e fechado
de X ,entdo o fecho de € em B¢X € um conjunto aberto
e fechado de BoX.

d) Dois conjuntos abertos e fechados disjun -
tos em X tem fechos abertos e fechados disjuntos em BoX
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A demonstragao dos enunciados anteriores e
mais detalhes sobre a compactificacao de Banaschewski po-
dem ser vistos em Bachman et al. [3] .

NOTAGAQ : Dado um espago X wultraregular denotamos

por voX o conjunto dos xeBoX tais que se '{Vn} e

neN
uma sequencia de vizinhancas de x abertas e fechadas em
BoX , entao
n N
(D) X < ¢
DEFINIGCAO : Um espago X wultraregular € um Qp-espago

se X = wyX

DEFINIGCAOD : a) Um espago topologico X & dito W-compac
tec se toda uniao enumeravel de compactos de X & relati
vamente compacta.

b) Um espag¢ce tcpologico X e dite fortemen
te contavelmente compacto se toda sequencia em X & re-

lativamente compacta.

EXEMPL. DS : a) Todo espago compacto € W-compacto e con

sequeniemente fortemente contavelmente compacte.

b} Se £ @ o primeiro ordinal nao contavel,
entao o espago [0,9] com a topologia da ordem & um es-
pago W-compacto que nao & compacto.

§ 7 Espagos de fungoes

Vamos supor nesta secao que X €& um espacgo
topclogico, (E,TE) &€ um espago vetorial topologico so -
bre (F,!{ ]) , um corpo valorizado nao arquimedeano.



1.48 NOTAGAO : a) Denotamos por e o espaco das fungoes

de X em E ,munido da topologia que tem uma base de vi-
zinhangas da origem dada pelos conjuntos

M(S,U) ={feE’ ; £(S)CU }
onde SCX & finitoe U & uma vizinhanca da origem em
(E,tp)

b) Denotamos por C(X,E) o espaco das fun-
¢oes continuas de X em E , munido da topologia compac-
to-aberta,isto €,a topologia que tem uma base de vizinhan
¢as da origem dada pelos conjuntos

M(K,U) = {feC(X,E) ; f(K)cCuU}

onde KCX & compacto e U & uma vizinhanga da origem

em (E,TE)

c) Denotamos por C*{X,E) o espag¢o das fun-
coes continuas de X em E tal que sua imagem € relati-
vamente compacta em E , munido da topologia da convergen
cia uniforme,isto &€ ,a topologia que tem uma base de vi -
zinhangas da origem dada pelos conjuntos

M*(X,U) = {feC*(X,E) s Ff(X)CU}

onde U €& uma vizinhanca da origem em (E,TE)

13



2.

1

CAPITULO 2

ESPACOS F-TONELADOS

§1 Relacoes entre C(X,F) , E,e C(X,E)

Consideraremos nesta secao X um espa-
co topelogico ultraregular, (F,| |) um corpo valoriza-
do nao arquimedeano esfericamente completo, C(X,F) o es
pag¢o das fungoes continuas sobre X com valores no cor-
po F , C(X,F) & considerado com a topologia compacto -
aberta . Consideraremos tambem (E,TE) um espacgo local-
mente F-convexo e C{X,E} o espago das fungoes conti -
nuas com valores em [ ,munido da topologia compacto - a
berta. Supomos (E,TE) Hausdorff

PROPOSIGAD : C(X,F} pode ser identificadc com um
subespago fechado complementado de C(X,E)

DEMONSTRAGAD : Seja e € E e vek' , yv(es)=1, a e-
xistencia de vy €E' com esta condigao & garantida pela
hipotese de completude esférica do corpo {F,| |

Considerar a fungao ¢: C{X,F) — C{X,E)
definida por Y(f)=f+e .Claramente ¥ & injetora.

Vamos mostrar que y{C(X,F)) e fechado
em C{X,E) . Seja h wuma funcao de C{X,E} no fecho de
P(C(X,F)),entac existe um net {fa} em C{X,F) tal que

(1} w(fa)=:fa-eg > h em C{X,E)

Logo como vy € continua resulta que fa——wa yoh em
C{X,F) donde

{2) fa'en———w———a(yoh)eg em C(X,E).
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como  C(X,E) € Hausdorff de (1) e (2) tem-se que
h=19(yoh) , isto mostra que h e¥(C(X,F)).
Note-se que :C(XiF) ——> P{C(X;F)) €& um isomorfismo
vetorial topologico.

a) Seja f, ———= f ; temos que demostrar
que ¥(f,} ———> W(f). Seja M(K:U) wuma vizinhanga F-
convexa de 0 em $(C(X;F) ,entao existe B6CF tal que
Bs*eo cU , entac para a2ag, existe as, tem-se que
(f,— 1)(K)C By ,donde (f_— f)eo(K) CBey CU

b} Seja w(fa) -——>¢({f} temos que de -
monstrar que f ———> f. Seja M(K;Bﬁ) uma vizinhancga
de 0 em C{X;F) ,entao existe U vizinhanga de 0 em
E tal que p;feq) <1/8 (pU(e)zzinf'{[l[ s e €Ul ),pa-
ra M(K;U) existe oo tal que a>ao ,¥(f )= ¥(f)eM{K;U)
isto e py((f, ea—f eg)(k)) <1 para todo keK. Logo
para  a>as , |f (k)= f(k)[+1/6 <1  para todo k eK .Don
de (f_ —f)(K) CBg

Falta mostrar que VW{C(X:;F)) & complemen-
tado em C{X;E}. Para isto consideremos

Tt C{X3E)——— Y(C(X;F)

a fungao definida por T(h)= (yoh)eo .Claramente a funcao
m e linear e sobrejetoras;vamos mostrar que ela & idempo-
tente,isto @ que W =T

Se h=yg+e onde geC{X;F) ,entao yoh=g
g (voh)esegreo=h por tanto T(h)=h se heP(C(X;F)}.
Logo se h e€C{X3;E) como w(h)e Y(C(X;F)) resulta 7(mn(h))
=m(h}. Donde mi=m

Finalmente vamos provar que m & continua,
Seja M(K;Bﬁ) uma vizinhanga de O em C(X;F) , como ¥
e um elemento de E' ,existe uma vizinhanga U de 0 em
E tal que v(U)CByg ,entdao  m(M(K;U))}< w(M(K:Bs)). Con
cluimos que m € uma projecgdo continua de C(X;E) sobre
V(C(X:F))
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2.2 PROPOSICAD : E pode ser identificado com um subespa-
go fechado complementado de C{X:E)

DEMONSTRACAQ : Considerar a fungao v: E———> C{X;E)
definida por Y(e)==fe onde fe(x)==e para todo X e X.
Claramente +y €& injetora sobre o subespaco de C(X:E)
das fungoes constantes . Vamos provar que vy{(E) & fecha-
do em C(X3E). Seja h um elemento no fecho de «y(E)

em C{X:E), entao existe um net {ea} em E tal que

fe“ ——> h | em C(X;E) . Vamos provar que h @
constante.Sejam x,y eX , considerar a vizinhanga de O
M{ (x,y},U) de C{X;E) onde U @& Fe-convexa,entdo exis -

te a, tal que o> o, implica

(fF, —h) € H(1,y},U)

a
donde e ~h{x) el N —~h(y)elU e como U e F-
a [
convexa h(x)—h{(y)eVU 1logo como E e Hausdorff temos

gue h{x)=h{(y) logo hevy(E)}.

Note-se que vy @ um isomorfismo vetorial
topologice de E sobre «y(E).

a} Seja e~ e ;temos que demons -
trar que Y(eu) ———— v (e} .Seja M{K:;U) uma vizi -
nhanga F-convexa da origem em C{X;E), entao existe Qg
tal que a> ag implica e, €o eU .Logo (Fe -fe)(K)C U

de aqui resulta que (Y(ea)n-y(e))(K) CU.

b} Seja y(e )———— v(e) em C(X;E)
temnocs que demonstrar que eOt ————> 8 am B ., Seja U
uma vizinhanca F-convexa de 0 em E , entao existe o
tal que oa>a, , Y(eu)——y(e))({x}) CU logo resulta que

(fe v-fe)(x) =e e e U
o
Falta mostrar que E & complementado,Pa-

ra isto consideremos a fungao
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T C(XGE) s y(E)

a funcao definida por w(f) = ~{f{x,)) onde x, & um

elemento arbitrario fixo de X , Podemos anotar ¢ =vyod,

{ S s € a fungao avaliagao ). Claramente 5 & linear

Vamos mostrar que w?=g¢ , Seja fevy(E) ,entao existe
ecE tal que f =~y(e) , isto e .f(x) = e para todo
xeX . Logo Gxo(f) = @ , entao Y(axo(f)) = vy(e) =f
portanto (Yoﬁxu)(f) = q(f) = f . Logo se f eC(X;E)

como nw(f) ey(E; temos que 7{n(f)) = x(f) donde re -

sulta que mi= g

Finailmente vamos provar gque « @& conti -
nua. Como y & uma fungao continua basta provar que Sy
by . . .. A
e continua .5eja U uma vizinhanca de 0 em E ,entao

8y (M{{xe1},U)) cU logo 8y € continua de C(X;E) so-

] 0

bre ¢(E)
NOTAGAQ : Sejam (En,Tn) uma sequencia de espa -
¢os localmente F-convexos;

a) (E,1) = 1im (En,Tn) dencta o limite
indutivo dos espacos localmente F-convexos (En’Tn)

E) nE1V” denota o conjunto de todas as
somas finitas ¥ X. onde x. egV..

i 1 1 1
PROPOSICAO : Seja  (E,r) = 1im (E ,7,) ande a se-
quéncia dos espacos (E_,t. ) & crescente ,entao uma ba

se EE vizinhangas gg Urigem em E E'EEEE pe1a fFanTlia

{ =V H Vn eL& s U; ¢ uma base de vizinhangas F-
convexas de 0 em (E ,t )
DEMONSTRAGAO : Seja U wuma vizinhanga F-convexa da
origem em (E,t) . Como a topologia induzida por =t SO
bre £ e mencs fina que T, » existe para cada neN

0

17
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uma vizinhanga Vn ed; tal que Vnc:U.
Seja vy e¥ Vn » existe N, tal que

No N
Yy e Z Vi clb+ ...~ + UcClU

i=1
a Gltima inclusao obtem-se da cgondigao que U € F-con-

vexa. Logo I v, cU . Concluimos que a familia{ % Vn }
1 i
& uma base de vizinhangas de 0

TEOREMA : Seja X um espacgo ultraregular, HW-com
pacto e (En,Tn) uma sequencia crescente de espagosﬁlg-
calmente  F-convexos. Se (E,t) = 1lim (En,Tn) , entao

Tim C(X;En) e um subespacgo topologico denso em  C{X;E)

DEMONSTRACAO  : Seja i: 1im C(X3E ) -———> C(X3E)

a funcao inclusao que e evidentemente continua,vamos mos
trar que i e aberta na imagem para concluir que o es -
pagco 1im C(X;En) tem a topologia induzida por C(X3E).

Seja W uma vizinhanga F-convexa de O
em 1im C(X;En), temos que provar que i{W) & uma vizi-
nhanga de 0 em i{lim C(X;En)) . pela proposicao 2.4,
existe uma vizinhanga da forma n21 M(Kn,vn) contida
em W , onde Kn € um subconjunto compacto de X para
cada neN e v, e uma vizinhanga de 0 em E.~ para
todo nel

Consideremos o compacto K tal que

UK CK
n=1 "
e a vizinhanga

VvV = 1 V
n=1 "

Afirmamos que a vizinhanga da origem M{K,V) wverifica

M{K,¥) n w C{X;E_ ) ci(W)
n=1 n

18



como WU & um conjunto fechado,basta mostrar gue
o0 1im

M(KsV) n U C(X;En)c {1: M(Kn,Vn)
1

Sejam g eM(K;V) n C(X;Ep) e W uma vi-
zinhanga de 0 em Tim C(X;En) , temos que mostrar a e-

xistencia de uma fungio v € M(Knlvh) que satisfaz
veg + W ,mas como W € uma vizinhanca de 0 no limi-

te indutivo,existe M(L ,Sp) vizinhanga de 0 em
C(X;Ep) tai gue M(Lp,Sp)(:N. Finalmente so temos que
mostrar a existencia de uma funcao v e'fM(Kn;V ) que

n
satisfaz

VeEG + M(Lp;Sp)

Consideremos ¢ conjunto seguinte
Gla) = [ xeX ; g{x) - ﬁa)asp}

G(a) & uma vizinhanca aberta e fechada de a em X co
mo K¢ X & compacto,existe G(a1), ...... G{a_)} tais que
K c'ﬂ'G(ai) . Sem perda de generalidade podemos supor
que Edta unido & disjunta.

Por outra parte como geM(K;V) e ay e K

para todo 1 =1,...... m , temos que g(ai) eV isto
significa que existe q; el tal que
g(ai) ==-gib;
. ‘]:-I
onde b} EVj para cada J =T,..... q; » € para cada 1
i =1,....... m . Vamos supor que Gy=0,= -...=q.=4¢

onde gqeZ e g € maior que P

Definimos u. eC(X) @ Ej pela formula

J
m bi
u., = % X .
J 1 G(a—) J

i

i -
como b, eV, e V. e F-convexo,resulta que u.(X)CV.
0 3 J J 9 3( ) J

19



donde uj € M(Kj;vj) . Podemcs agera definir

j=1 J j=1 J'a
temos entao que
(*) (u-9)(x) e S,
m
para cada X € I G(ai) . Com efeito,da equivalencia
@ - b 7 (a.)
u = U, == z X . = X gia.
5= 3 g=r qap CE(ag)E oy Te(ay) T
m
obtemos que u(x) - 9(x) = T xg(, (x)(9(s;) - 9(x))

Como a uniao dos G(ai) e disjunta,para cada x na u-
niav existe um unico iy tal que x eG(aio),1ogo

u{x} - g{x)= g(aiﬂ) - g(x) € sp

Definimos finalmente a funcao v como

Vo= oxgeu b (1 - xydeg
m
onde ¥ = U G(a,) , entdo v - g = XgclU = 9)
i=1 ]

Usande (*) pode-se ver claramente que (v - g)(X)C Sp

donde resulta que (v - g)(Lp) CSp

Afirmamos que a fungao assim definida &
um e¢lemento de b M(Kj,Vj) . Com efeito ja que u &
1

um 2lemento da soma finjta zq M(K.,V.) tem-se que
q 3=1 J )
¥ U £ I M(K. V.)
j:'] J: \]
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7

familia {{E,,u;)}

temos mostrado que T(1im C(X;Eh)) tem a topologia in-
duzida por C{X;E).

Para concluir,a densidade & consequencia
da densidade do produto C(X) @ E em C(X3;E} Jja gue

C(X}) R Ecu C{X:E)
n=1 n

§7 Propriedades dos espagos F-tonelados.

Nesta secao (E,TE) & um espago local -
mente F-convexc sobre um corpo nao trivialmente valori

zado nac arquimedeano.

PROPOSICAD ; Seja S um subespago vetorial topolo-
gico denso de (E,TE) , entao [E,TE) € F-tonelado se
S e F-tonelado

DEMONS TRAGAQ : Seja T um F-tonel em E ,entao
TNS & um F-tonel em S ,logo existe U vizinhanca
aberta de 0 em S tal que UCTNS | Como U & aher
to na topologia relativa,existe VYV wvizinhanga de O
em E tal que U = VN5

Afirmagaoc : V estad contido em T.

Com efeito suponhamos que V nTC = ¢
Como V¥ NT® & um aberto de E e S & denso em £ e-
xiste xeVnTSn S . Logo existe x tal que xegVnS
e xeT® .mas VNSc T .Esta contradigdo permite afir-
mar que T & uma vizinhancaa de 0 em E , logo E @
F-tonelado.

PROPOSICAQ : Se (E,TE] e o limite indutivo de uma

iel de espagos F-tonelados,entao
(Eytg) e F-tonelado

21
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DEMONSTRACAG  : Isto € imediato da definicao de limite
indutivo. Com efeito se T & um F-tonel em E , entao
u;I(T) e um F-tonel em cada E; que por ser F-tone=
lado & uma vizinhanga de 0 em cada E. do qual dedy
cimos que T & uma vizinhanca de 0 em E na topolo-

gia limite indutivo.

COROLARIO : 0 quociente separado de um espago F-
tonelado e F-tonelado .

DEFINIGAD : Dado (E,TE) um espago localmente F
convexo Hausdorff,um subconjunto M de E , Timitado
e F-convexo,é dito completante se o espacgo ({M},DM}
& um espac¢o normado hao arquimedeano completo.

{ [M] denota o éubespago vetorial de E gerado por M
e Py denota a seminorma n.é. definida por

pylel = inf{lal ;5 ecaM ).

PROPOSICAO : Sejam  (Ey.Ty)g.; uma familia de es-

pacos Tocalmente F-convexos e Hausdorff, (F,[l} um

corpo esfericamente completo , T C(E,T) = ? (E,.T,)
um suhconjunto F-convexo que absorve 0s conjuntos cam
pletantes de E , entao existe um conjunto finito JCI
tal que %} ECT
—_— e — o

ael-J

DEMONSTRAGAQ : Podemcs sem perda de generalidade su-
por que T = E . Para provar a proposicao vamoes Supor
contrariamente que para todo JC I , J finito,existe

e € B E, tal que e & T
I-J

Se J =¢ existe e'€® E, , e:= (Sé)GEI
acl

tal que se [l]!>1 , e' ¢ 3T . Chamemos J1=={a€I :
1
sa#o}.

2 2 2

Se J =14 existe e € @ E , & =(s.)
1 GEI—J1 o ( o/ oe]

22



2.

1

23

tal que se |A2|>2 , e’ d AZT. Chamemos J2 o conjunto

gy = Jy viael ; sé = 0} . Por inducao podemos formar as
. - . n
seguintes sequencias {e"} ne N , Jn } ,{ln}n

ne N N

gue verificam

n .. n-1
> = u{laey - }
e 0y e I 6T ; s 40
n-1
Mg A Al
e ¥ nT , | nl n
. _ n . _
Consideremos B = {e sIa] <1}, B C I E,
OLSI-\Jn_-I

Bn e F-convexo , completo e Timitado , ja que Bn e i

somorfo a bola unitaria de {F,| |) , que & c-compacta
e portanto completa { T.A.Springer [21],n0 2.1 e N.De
Grande-De Kimpe,[SJ.prop. 1)

Podemos considerar B = I. B ., como um
0 conjunte B & F-convexo , 1i

L]

subconjunto de ugIE
mitado e completo em £ , portanto B & completante .Lo

go existe &8cF , tal que B c 8T . Seja neN tal que

|xpf=]8] » para A, tem-se que eneAnT , esto contra-
diz a eleigao dos e . Loge existe JdcI , J finito

. o
que verifica e [-J EqcT
PROPOSIGAD : Se (E,tg) & Hausdorff e TCE & um
F-tonel , entao T absorve os conjuntos completantes de
(Eer)
DEMONSTRACAD : Seja M um conjunto F-convexo de E ,

e seja  ([M].,py) o espago normado n.a completo corres

D1

pondente . Pela observacao 1.24.b) ,o espacgo ([M],pM)
F-tonelado.

0 conjunto TnNM & um F-tonel em ([M},pM)
ja que a topologia induzida por 7g e menos fina que a
topologia dada pela norma py, sobre [M]
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Com efeito seja U uma TE-vizinhanga de 0 , como M
& limitado, existe A ¢ F tal que AMc<c U , de aqui ob-
temos que a pM—bo1a B{(O,]x[)= {xeM 3 pM(x)< (x|}
& contida em U n [M] .

Logo Toa M € uma Py
rigem em [M] que absorve o py-limitado conjunto M

-vizinhanca da o

logo existe vy ¢ F tal que

Mcy( TnM] ) cxyT

DEFINIGAD : Seja (E,t) um espacgo localmente F-
convexo, consideremos sobre E a topologia Tt que
tem como um sistema fundamental de vizinhangas da ori-
gem a familia de todos os F-tonéis de (E,t)

PROPOSICAD : 0 espago (E,r) & F-tonelado se e
somente se T = Tt
DEMONSTRACGAD : Supomos que (E,t) & F-tonelado en-

tdo todo +t- F - tonel e vizinhanga de 0 1logo T &
mais fina que Tt

Por outra parte ,como (E,t}) & F-con-
vexo as T-vizinhancas de 0 que sao F-convexas & 1T
fechadas forman um sistema fundamental,logo Tt e

mais fina que T

Supondo agora que T = Tt ,resulta que

todo F-tonel de (E,Tr) @ uma Tt-vizinhanca da origem.

Logo {E,t) e F-tonelado.

PROPOSIGAD : Sejam  (E,1p)
¢os localmente F-convexos e f: (E,rp) —> (G,7)

e (G,TG) dois espa -

uma aplicacao linear continua, entao a aplicagao

f !(E,Tt) —— (G,Tfj e continua .

DEMONSTRACAD : Seja U uma rG—vizinhanga de G ,
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pela definigao de TE ,existe T um F-~tonel em

(G,TG) tal que TcU , come f € linear e continua o
=1

conj?nto f (T) e uma TE-vizinhanga de 0 e

f(f (T))CTCU 1logo f & continua

TEOREMA : Seja (Ea’Ta)aaI ~uma familia de espa
¢os localmente F-convexos e Hausdorff

t
Se (E,t) = 0 (E ,1 ) e (E,y) = 1T (E ,1°) tem-
T ael & @ acl @& ¢
se que y = ¢

t . . t

DEMONSTRAGAD ta) Yot .Seja i (Eyv) >(E,)

temos que demonstrar que 1 €& continua,.
A projecgao Py ¢ (E,T} =—————> (Ea,Ta)

e linear continua;logo pela proposicao 2.14., a aplica
cao Py (E,Tt)-——-—+ (EQ,T;) e continua. Se q, )
a projegac do produto n(c ,Tt) sobre (L ,Tt) en

el © O a’ o -

tao 1 e continua se e somente se a composicao qaoi
@ continua para todo ael ,mas qaoi = P, logo i &
coentinua,

b) tte y 19 caso} I @& finito . En -
tao a topologia produto coincide com a topolegia soma
direta localmente F-convexa.

29 caso) I e infinito.Va-
mos mostrar que tode F-tonel T de (E,T) € uma vi-
zinhanga de 0 em {E;y) .Pela proposigao 2.11., T
absorve o0s conjuntos completantes de (E,1) Tlogo pe-
la proposigao 2.10. ,existe Jc I , J finito ,tal que

@ E cT ., Como T e fechade temos que
ael-J

(1) Il EcT
ael-d ¢
Por cutra parte T n{ I E ) & um F -

tonel em nm{E ,t ) portanto
ged © 9

(2) Tn 1t

aed &
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e uma vizinhanca de 0 em T (E ,Ti) , de aqui obte -

4.8
mos que aed

Tn T E + m E
aed & ael-J ©

) e finalmente de
F-convexo

e uma vizinhanca de 0 em m (E ,Tt
. acy , & &
(1) e (2) e da hipGtese gue T e

Tn TE + n BEcT+ TCT
acd @ acl-J 2

logo T e uma vizinhanca de 0 em n{E ,Tt)

ae] & C
COROLARID : 0 produto de espacos F-tonelados & F
tonelado.

43 CondigOes para que C(X;E) sej F-tonelado .

Nesta secao X e um espacgo topclogico
ultraregular e E e um espago localmente F-convexo
sobre um corpo esfericamente completo (F,]||)

Nas proposicoes 2.1. e 2.2 temos mostra
do gue C(X:F) e E sao subespacos fechados comple -
mentados de C(X;E} e portanto existem dois espagos
quocientes separados de C(X;E) , isomorfos a C(X;F) e
E respeitivamente . Pelo corolario 2.8. a propriedade
de ser F-tonelado € invariante sob formacao de quocien
tes separados. Loge podemos enunciar o seguiente teore-

ma

TEQOREMA : Se C(X:;E) & F-tonelado,entao C{X,F)

e E sao F-teonelados

A seguinte parte desta secao e dedicada a

blisqueda de condigoes suficientes para que C{X;E) seja

26
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F-tonelado.

LEMA : Dada uma funcao YeC(X;E) , existem
f ., g em C{X;E) e existem U , V abertos nao vazios
de B,X tais que

1) Bof € nula em U

2) Bog & nula em V

3) ¥ = f +g
DEMONSTRAGAOQ :Seja U # ¢ um conjunto aberto e fecha
do de X tal que e #+¢ . Fazemos V = U¢ e defini-
mos

(W(x) se xeV 0 se xeV

f(x) = g{x) =
LO se xel Y{x) se xel

0s fechos de U e ¥ em BRBygX s$ao conjuntos abertos e
fechados de B¢X (ver 1.43. d)) Pela continuidade temse

Bof e Bog sao nulas em U e V vrespectivamente e
pela definigao = ¥ + g
PROPOSIGAO : Seja T um subconjunto proprio do es-

pago C(X;E) tal que 0T e T & nao arquimedeano

Entao existe um menor compacto X(T)C ByX tal que ,pa-

ra todo $eC(X;E) , se B,y & nula numa vizinhanca de
K(T) entao yeT.

DEMONSTRAGAD : Denotemos por A o© conjunto de todos
0s compactos KC BoX para o$ quais se verifica a pro -
priedade

(*) Se ypeC{X3E) e By e nula numa vizinhanga de K
entdo ¢ € um elemento de T

0 conjunto A & nao vazio ja que a funcas 0 perten-



ce a T donde B¢X pertence a §

0 conjunto vazio nao e um elemento de A .
com efeito,supomos que ¢ A ,entao se pyeC{X:E) e B,
¢ nula num aberto de B,;X entdo ¢eT , mas pelo Tema an-
terior isto significa que toda fungao peC{X;E) €& um e -
lemento de T ja que existe f , g em T tal que
p = f+g , como T €& nao arquimedeano peT , esta e u
ma contradicao ja que temos suposto T = C{X;E).

Vamos mostrar agora que a intersecao de
dois elementos de A € um elemento de A . Sejam H e
Ke A,seja ¢eC(X;E) tal que

Bow = 0 em W

onde W @& uma vizinhanga aberta de HNK.

Sejam U vizinhanga aberta e fechada de H em RByX e
V vizinhanga aberta e fechada de K\ W em B¢X , dis -
junta de U , entao definimos as seguintes funcoes:

Bol{ x) se  xel 0 se xel

f{x)= g{x)=
0 se  nao Bew(x) se n3o

Ja que U & aberto e fechado, f , g pertencem a
C(B.X;BoE) e ainda mais como f(x) = 0 se xeWuV |,
que & uma vizinhanga de K , resulta que f/X , a res -
tricao de ¥ a X , pertence a T ; da mesma forma como
g(x) = 0 em U, e U & vizinhanga de H , entdo qg/X
pertence a T . Podemos concluir ent3o que

Y = Bo¢/X = f/x + g/X e T+ TcT
0 que prova que HNK pertence a A

Finalmente vamos mostrar que a intersecao
de todos os elementos de A & um elemento de A
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Seja W vizinhanga de Nn K ,aberta em B4X , como o
Kef
complemento W" & compacto de BgX e Wee U IKC ,e-
xiste neN tal que Kef\
n
Wee v Kf
i=1
para Ki , i=1....n ,enm . De agqui obtemos que
n
n K W

Seja YeC(X;E) e Bey nula numa v%zinhanga W da in-
tersecgao n K, pelo anterior n K.c W ,logo B,Y
e nula numaK%ﬁzinhanga de uma inte?géggo finita de ele-
mentos de A , usando indugao podemos concluir que

pertence a T . Fazemos K(T) = o K , K{(T}) e o me-

nor elemento de A . Ke

DEFINICAOQ : 0 conjunto K(T) da proposicao ante -
rior & chamado de suporte de T

PROPOSICAO : Seja TCC(X;E) um conjunto ndao ar -
quimedeano tal que 0OeT e o suporte K(T) de T es

ta contido em X . Se existe U vizinhanca F-convexa
de 0 em E tal que M{(X;U)C T , entao

M(K(T);U) T

DEMONSTRAGAOD : Seja ¥ uma funcao em M{K{T);U)
Considerar T_l(U) , este conjunto & aberto e fechado
de X que contem K{(T) . Definimos as fungbes Seguin -
tes:

po=x _, -V no={1-x_; )¥

€ um elemento de M(X;U) Tlogo ¥eT , n & uma fun -
¢ao nula numa vizinhanga aberta de K(T) , logo ne’d
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donde ¥ =p +ne T+ TCT , logo Ye¥

NOTACKD : Dado AeC{X;E)' ; D, denotara a fami
lia de todos os conjuntos U abertos e fechados de X

que verificam a condigao

A(¥-xy) =0 para todo YeC(X;E)

PROPOSIGAD : Dado UeD, e V um conjunto aberto e
fechado de X al que VcU , entao ‘.feDA

DEMONSTRACAD DXy Xy Xy ,10go A(W-xv) = h((?-xv)- XU)
COROLARIO : D, 2 um anel de conjuntos . Isto quer
dizer que D, & fechado para uniao finita e diferenca

de conjuntos .
DEFINICAO : Dado AeC{(X;E)' definimos o conjunto
supph = (v V)C

VEDh

que sera chamado suporte do funcional

0BSERVAGAQ : Para cada AeC(X;E)' existe uma semi
norma h.a. em E , um compacto K de X e AAER+

tal que

Py
A (9) | 22 sup p, (W(k})
A A
k K
Comu consequencia disto tem-se que supp AC K

PROPOSICAOD : Seja AeC(X:E)" ,A #0 , entdao o su -

orte de A e nao vazio
porte gé e

DEMONSTRAGAOD : Suponhamos que SuppA= ¢ =( V V)C
VeD
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ou equivalentemente que X = U ¥
veD
A
Seja K o compacto da observagao 2.26.,
entao existe neN tal que KC B Vi com Vieq\ , Como
i=]
n
q\ e um anel de conjuntos a uniao, U Vi pertence a
i=1

D, e portanto a fungao carateristica desta uniao,que

chamaremos X (A = ; v, }, verifica
A m-xA) = 0 para todo yeC(X3E}
finalmente pela propriedade de K e como ACc k°  temos
AW) = R{¥oxy) +AQex,c) =0 +0 = 0

para todo $eC(X;E} . Logo A=0 o que contradiz no -
ssa hipotese inicial.

PROPOSICAD : Seja AeC(X3E)' , A= 0 , e A um sub

conjunto aberto de X que intersepta o suporte de A ,

entao existe uma funcao YeC(X3E) tal que

P(AS) = {0} e A(p) = 1

DEMONSTRAGRD : Seja xe ANsupph , como A e aberto
e X & ultrareqular existe U aberto e fechado de X
tal que xUC A , donde resulta que Unsupp A = ¢

Logo Uéq\ e pela definicao de %\ . existe peC(X;:E)
tal que A(Q-XU) == 0 . Considerando a fungao

1

b= xyrer A {orxy)

resulta A{(p)y = 1 e como ACc y® R w(AC) = {0}

PROPOSICAD : Seja AeC{X;E)' , se A(yp) = O para
todo ® gque & nula numa vizinhanca aberta e fechada de

supp A, entdao A{p) = 0 para toda p que & nula em

31
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supp A

DEMONSTRAGAD : Supondo que Y(x) = 0 para tode
x esupp A, seja Py @ seminorma nao arquimedeana em E
considerada na observagao 2.26. Seja

Ci = {xeX pﬂ(w(x)J<1X1 .

Cada Ci e um conjunto aberto e fechado que contém o

Supp, - Como ¢ = xc_ow + (1 - xc_)-w , resulta que
i i

Av) = Awexg )
i
ja que a fungao (1 - XC.) e nula numa vizinhanca aber-
i
ta e fechada Ci do SUpp, . Seja agora K o compacto

considerado na observacao 2.26. Resulta que

RO = Ixgw V12 2 -sup B (xg (x)-0(x)) 22y (/1)
1 £ 1

Logo Aly) = O

NOTACAOD : Dade W CC(X;E)' denotamos por suppW
a uniao dos conjuntos supp A para todo AheW

DEFINICAD : Um conjunto LC X @ dito F-Timitante
se toda fungao de C(X;F} e limitada em L

DEFINICAOQ : Dados X um espaco ultraregular e
(E,wE) um espago localmente F-convexo ,diremos que X
tem a propriedade do suporte anulante ,se para todo A
em C{X;E)', ¢ @& nula no supp A implica A(y) = 0

PROPOSICAC : Se X @& ultraregular e Lindelof , en-

tao X tem a propriedade do suporte anulante

DEMONSTRACAD : Seja C{X;E}' e seja WcCX um con-



junto aberto e fechado que contem suppA, isto implica

que wec Uy, como X & Lindelof e W® & fechado
VED% ©
c u

i=1

temos que W V. com Ui el . Supomos sem perda

A

de generaltidade que & uniaoc & disjunta

Consideremos ¢ conjunto aherto e fechado

U, = W ny.
1 1

pela proposicao 2.23. I eDA , entao em cada ponto X

de X temos que

Seja Lc X um conjunto compacto entao LWt & compac
c N{L) n

to ,lego LOW'c v U <c U
i= i=1

donde Ln Wc L n{ U, )} , para todo n >N(L).

Por cutra parte como Uic WS tem-se que U Uic W
i=1

N
portanto L n{ wv U, JcLn " , para todo n »>N(L)
i=1
Resulta entao que Ln{ u Ui ) = Ln W © , para todo
i=]
n>N(L} . Logo
n
(5 xy, = xye (1) =10}

para todo n >N(L). Finalmente se ¢ & nula em W

Ui , para tcedo n >N(L).

33
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Ay = Ayoxyd + Alexc) = Alwxc) =
= A{ye I Yy = £ A{u- = 0
(v =X 3 (v Xy, )

pela proposicao 2.29. resulta que X tem s propriedade

do suporte anulante.

PROPOSIGAD : Seja X um espago topologico ultraregu
Tar com a propriedade do suporte anulante . Entao dado
um F-tonel T de C{(X;E}) , o conjunto supp 70O €

um conjunto F-limitante

DEMONSTRACAC : Supomos que existe feC(X;E) nao limi
tada em supp T9 , entao podemos escolher uma sequencia
de pontos { Xq } em supp TO e uma sequéncia de fungoes

{ﬂn‘ em TO que verifiquem

i} f{xn) + 1 < f(xn+]) para todo neN

1) X €SUupp ﬁn para todo neN

iii} x ¢ UV supp A para todo neN
_ j<n j
Seja ¥V = { xeX ; |f{x) - f(xn)}< 1/2 3 e seja
= A U ¢
B v, O supp A4 )

J=n

para todo nEN . Pode~se observar que X eBn e Xn+1¢Bn
e que Bn e um conjunto aberto que intersepta o supor-
te de Ay s pela proposigac 2.28. ,existe U, conjun-
to aberto e fechado de X tal que

y<cB
n n

e existe hns C{X;E) que cumpre
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construimos a funcgao Y = % ct-ht-xU ., onde o0s €y
t=1 t
sag definidos por
¢, = f(x1)
t-1
cp = flxg) - 121 C5 “t(hi'xui]

a sequéncia {Un } & localmente finita logo ¥ eC(X;E).

. c c
Por outra parte ja que Un+j (supp ﬂn)

tem-se que
A { he-x ) =0
n Un+j
para todo h eC(X:E) e para todo jeN (X tem a pro -
priedade do suporte anulante)
Obtemos entao que

[+ &) fi—-
Cohoxg V=1 ¢ + Iy by ) |

A {(w) ] = 'a
(0] 1 t ot

L

I o=

= If(x) >0 -

podemos concluir com isto que a sequéncia {An} de TO
nao e fracamente limitada ,0 que contradiz o fato que T
& absorvente (ver van Tiel [22] Th. 4.11 ,50 ) . Logo
supp T e um conjunto F-limitante de X

TEOREMA : Seja X um espago topologico uitrare-

gular , com a propriedade do suporte anulante e tal que

C(X;E) & F-tonelado . Entdo se C(BoX;E) & F-tonela
do , C(X;E) & F-tonelado .

DEMONSTRACAD : Consideremos C*(X;E) o espago defini
do em 1.48.,c) . Observemos que C*(X;E) e isomorfo ao

espaco C{ B X;E)

Seja T um F-tonel em C(X3E) , ja que



seja T um F-tonel em C(X3;E} , ja que

a jinclusao

i C*{X;E) >  C{¥X;E)

g continua ,resulta que TCC*(X;E) & um F-tonel em
C*{X;E)Y , como C(Re¢X;E) & F-tonelado o espago C*(X;E)
e F-tonelado e portanto T cC*(X;E) e uma vizinhanga
de 0 em C*(X3E) . Logo existe U wvizinhanca de 0O

em E tal que

M*(X;UYn Tc C*{X;E)

onde M*(X;U) = { feC*(X3E)  f(X)c U } & uma vizinhan-
ca de 0 em C*(X;E)

Vamos mostrar que o feche de M*{X;U) em
C(X;E) € o conjunto M(X:U) . Com efeite, seja ¥  um
elemento de M(X;U) e seja K<€ X compacto e seja V
uma vizinhanga F-convexa de 0 em E . Formamos o0s con
juntos

U, = {yeX 5 w(x) - ¥(y)eV ]

cada Ux e um conjunto aberto e fechado de X . Como K

e compacto existe Kkq,....... k em K e U ,..... U
1 n kl kn
tal que
n
K € v U
i=1 Ky
anotamos Ui em lugar de Uk . Podemos supor sem perda

.i
de generalidade que a uniao dos U, e disjunta. Afirma-

mos que a fungao
Y = Xy, "8y
;

i=1
onde e, = ¥(k;} , e a fungao de M*(X;U) que verifica

13
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Yy o~ ¥oe M(K;V)

mas isto e claro ja que se keK entao ker para algtm
je {1, .... n} , logo

donde ~y{k) - ¥{k)eV.

Concluimos que dado T wum TF-tonel em
C(X;E) , existe U wvizinhanga F-convexa de 0 em £
tal gue

(*) M{X;U)c T
ja que T e fechado e M*{X;U) estd contido em T

Analizamos agora o conjunto supp TO
Pela proposicaoc 2.34., supp TO € um conjunto limitan-
te de X , como C(X;F) & F-tonelado,pelo teorema de
Nachbhin-Shirota nao arquimedeano provado por Bachman,
Beckenstein e Narici (ver [1],e [2].84.), podemos con -
cluir que supp 70 e um conjunto relativamente compac-
tec de X

Consideremos YeG(X;E) tal que ¥y & nu
la em supp 70 . Tem-se que ¢ & nula em supp A para
todo AeTO . Logo como X tem a propriedade do suporte
anulante

Afp) = 0 para todo AeTO

A{ap) =0  para tode AeF ,!Al>1 e AeTO
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donde ApeTO0C AT (ver proposicao 1.36. a) e h) ).
Portanto ¥ nula em supp TO implica que ¢ eT. Pela
propriedade de K{(T) temos que

K{(T)< supp To C ¥
logo pela proposigac 2.21 e por (*) ohtem-se

M(K{T);U)C T

donde T e uma vizinhanga de 0 em C(X:E)

COROLARIO 1 Seja X um espacgo ultraregular com a
propriedade do suporte anulante . Se C(X;F) & F-tone-
tado e E = lim Ei s onde Ei € uma sequencia cres -

cente de espagos normados n.a. e completos (ou espacgos
de Frechet, mais generalmente ) , entdo C(X;E) & F-to

nel 1do

DEMONSTRACAQC : Se K e compacto e Ei € normado n.a e
complteto ou Ei e um espaco de Frechet, entaoc o espaco
C(K;Ei) @ F-tonelado.

Pelo teorema 2.5 ,0 limite indutive
dos espagos C(K;Ei) € um subespacgo denso de C(X;E).

Pela proposicao 2.7 o limite indutivo
dos espacgos C(K;Ei) & F-tonelado , e pela proposicao
2.6 ,resulta gque C{K;E) & F-tonelado

Em particular tomando K =RB,X resulta
C(ByX3;E) F-tonelado . Pelo teotema 2.35 obtemos fi -
nalmente que C(X;E) & F-tonelado
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CAPITULO 3

ESPAGCOS F-BORNOLOGTICODOS

Consideramos neste capitulo X espacgo
topologico ultraregular , (E,TE) um espac¢o localmente
F-convexo T, e (F,| |[Jum corpo ndo trivialmente valoriza
do, ndo arquimedeano . C{(X;E) & o espaco definido em
1.48. b) , isto & o espaco das funcgoes continuas com a

topologia compacto aberta

OBSERVACAD : Da mesma forma trivial como foi provada
a proposigao 2.7. Pode provarse o seguinte:

0 limite indutive de espagos F-hornologi
cos e F-bornologico . Consequentemente , 0 quociente de
um espago F-bornologico &€ F-bornoslogico

TEOREMA : Se C(X;E) @& F-bornologico ,entao

C(X:F) e E sao F-bornoldgicos

DEMONSTRACGAQ : Como a propriedade de ser F-bornologi-
co € invariante sob formagdc de quocientes , das proposi
goes 2.1 e 2.2., resulta que C(X;F) e E sao iso -~
morfos a quocientes de C(X;E) e portanto ambos sao F-

bornologicos

PROPOSICAD : Seja TcC{X;E) um conjunto bornivoro.

Se E é metrizavel entao existe uma vizinhanca F-conve
xa U da origem em E tal que M(X;U)cT

DEMONSTRACAD : Seja | U, } uma sequencia fundamental
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de vizinhancas F-convexas de 0 em E,supomos que a se
quencia dos R e decrescente

Yamos supor que a afirmacao da proposicao
e falsa , entdo para cada n , existe _lnEF , |1n|>n e

. -1
existe anM(X3An*Un )} , tal que ‘fn g€ T . Como a se -

quencia dos U e decrescente temos que
rf ——— 0 em C(X:E)

Com efeite seja M(K;V) uma vizinhanga de 0 em C(X;E)
existe N tal que UnC V e ainda mais Un+jc VY npara
todo jeN , como AN+j FN+j(x) EUN+j para tqqq XEXI

temos que lnfn e M(K:V) para todo neN . Como T e

bornivoro , existe §>0 tal que |Ax]l>6  implica que
{AnfnP?kT, em particular para algum je {1,..... n} te-
mos ]Aj|>6 e

hjfj € AjT

donde fj €T isto contradiz a eleicgao de fj;Logo existe U.

Da proposicao 2.19 resulta que para um
conjunto F-convexo e bornTvoro T CC{X;E) , existe um
conjunto compacto K(T) € X chamado suporte de T
que verifica o seguinte : Se  BofeC(BX3E} & nula numa
vizinhanca aberta de K(T) , entag feT7

PROPOSICAO : Seja TCC(X;E) um conjunta F-conve-
x0 e bornivoro e (E.Tg) um espago localmente F-conve

xo metrizavel., Se K(T)C X , entao existe U uma vizi-

nhanca ¥F-convexa de 0 em E tal que
M(K(T)sV) T

DEMONSTRACAQ : Pela proposigao anterior,existe U wvi
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zinhanga F-convexa de G em E tal que M(X;U)CT.
Pela proposigao 2.21. conciuimos que

M{K(T)sU)CT

PROPOSIGAD : Se Tc C{X;E) & F-convexo e bornivo -
ro , entao K(T}C voX

DEMONSTRACAOQ : Supomos que K{(T) ¢ voX ,seja xeK(T) e
x¢vp, X entao existe uma sequencia { A;} de vizinhangas
abertas e fechadas de x em RB,X tal que

podemos supor que A_. =R.X e que’{ Ai} e decrescente.

Consideramos

{Bi} e uma sequencia crescente de conjuntos ahertos e
fechados tal que

<

c 8

X B,

1 1

.i
Temos que para cada ieN , existe fiEC(X;E) tal que

Bgfj(Bi) = 0 e fi ¢ T

a existencia das f, e garantida pela definigao de K{T)
Com efeito suponhamos que existe ioeN tal que para to-
da feC(X;E) se Bof(Bi y) = 0 entao feT , isto sig-
nifica que K(T) deve eftar contido em B. Ja que o

conjunto B, @ compacto de B.X , esta &%ma contradi
cio ja que XeK(T) e «x¢ B

Afirmagac : Dado X.,eF , a sequéncia {3, f.} & conver -
gente a 0 em C(X;E)}. Para mostrar isto ,consideremos
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M(K;U) wuma vizinhanga de 0 em C{X;E) . Como K e
um subconjunto compacte de X , existe JnC N tal que
Jn e finito e

K oY B.n¥X
© o ded L

seja M = max Jn , Jja que {Bi} e crescente tem-se

N n
KCBm XCBM+j X

para todo JjeN . Entao

AM+j fM+j(K)C lM+ij+j( BM'WX)

AM'ijM'I'j( BM+j nX) =1{0}

logo para todo n>M | Anfn e M{K;U)

Consideremos A ::{Aifi} onde Ai eF e
[ki[-+ w , A & um conjunto limitado e T & bornivoro,
logo existe 8>0 tal que para todo xeF , |A|>8 tem-
se

ACAT

em particular existe A com [AM!>6 tal que

M
AMfM ElMT
donde fu eT: o0 gue contradiz a eleigao dos fo Es~

ta contradicao implica que K(T)<C vgX

TEOREMA : Se  C(X;F)
€ metrizavel . Entao C{X;E)

F-bornologico e (E,TE)
F-bornologico

e
e

DEMONSTRACAO : Seja T CC{X:E) F-convexo e bornivoro
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_ Vamos provar que T e vizinhangca da o -
rigem de C(X;E) . Pela proposicao 2.19. ,visto que T
g f-convexo, existe um compacto K(T) CByX , conjunto
suporte de T . Pela proposigao anterior,na verdade K{T)
esta contido em wvoX . Entretanto como C(X:;F) e F-bor
nologico , pelo teorema de Nachbin-Shirota nao arquime -
deano provado por Govaerts (|7|) , podemos afirmar que

X e um GQgespag¢o . Logo K(T)C X . Pela proposicao 3.4.
existe U vizinhanga de 0 em E tal que

M(K(T);U) cT

donde T & uma vizinhanga de 0 em C(X;E).
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CAPITULDO

bF - ESPACOCS

§ 1 Propriedades dos DF-espacgos

Nesta secao E,TE) e um espago local -

(
mente F-convexo T1,(F,| {) €& um corpo valorizado nao
a

—

arquimedeano onde a valorizacao € nao trivial

PROPOSIGAD : Supomos que (F,| |} e esfericamente

completo . Se (E,TE} € metrizavel n.a. ,entao Eé e

um DF-espago .

DEMUNSTRAGAO : Seja {U } um sistema fundamental enu
meravel de vizinhancas da origem em (E,TE) . Considere-
mos {Ug} a familia dos.polares de U, em E' . {Ug }
resulta uma familia enumeravel de limitados em Eé ja
que cada U0 € equicontinuo {ver Yan Tiel [22]. Th.4.3)
portanto fortemente limitado

A familia {UQ} e fundamental . Com e -
feito ,se Lc Eé ¢ limitado , L9 @ wuma vizinhanca de 0
em E Togo existe Un tal que Unc L . Portanto tem -

Se que LOCZUg . Isto prova (i) da definigao 1.38.

Seja agora V = n ¥ um conjunto bhor
nen
nivoro ,onde cada Vn @ uma vizinhanga F-convexa da o
rigem em Eé . V resulta F-convexa e fechada , logo pe-
lo teorema dos bipolares nao arguimedeano (Proposicao

1.36 ) , dado XeF , |A[>1 obtem-se

4
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(*) yoocC y

Vamos mostrar que VO e limitado em
(E,IE) . Seja U vizinhanga de 0 em E ,como Uo e
limitado em E' e V e bornivoro ,existe AeF tal
que U0 C V . Logo

VO C alioo C gyl

para algum vyeF ,|y|> . Isto prova que VO @& lTimitado.
Portante VOO ¢ uma vizinhanga de 0 em E' . Por (*)
0 mesmo ocorre com V . Logo (ii) da Definigao 1.38.
esta satisfeita entao E' & um DF-espacgo.

um DF-espago , entac E!

ROPOSICAD Seja (E,TE)
um

P
€ espaco de Fréchet .

DEMONSTRAGAO : Seja {Bn} uma familia fundamental enu
meravel de limitados de E , e seja Um uma base enu-
meravel de vizinhangas de 0 em (F,| |) , entao a fami

Tia {M(Bn’um)}n,mEN

¢as da origem no espago Eé

€ uma base enumerdvel de vizinhan

Para mostrar a completude , escolhemos
(fi)irN uma sequencia de Cauchy em E' , esta sequencia
é fortemente limitada em E' , logo como (E,TE) e um
DF-espago , (fi) e equicontinuo . Por outra parte defi-
nimos f(x) = Tlim fi(x) (a existencia de f(x) e ga -
rantida pela completude de (Fsl 1)). Entao f pertence
ao fecho de (fi) na topologia da convergencia simpies
em FE . Finalmente por Prolla ([22],2.57) obtemos que
feE' e portanto (fi] e convergente

PROPOSICAD : Seja (F,| |} um corpo esfericamente
completo . Se E @& um DF-espaco e MCE €& um subes-
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paco fechado de E , entac E/M & um DF-espago .

DEMONSTRACAD : Para provar a existencia de uma fami -
lia fundamental enumeravel de limitados em E/M vamos a

nalizar o dual forte de E/M

Consideremos a fungcao Y : MO -———=(E/M)"'
definida por Y{(f) = fov™  onde v € a aplicagao quocien
te. Vamos mostrar que ¥ & um isomorfismo vetorial topo-
logico do espago (MO,B{E',E)) sobre o espacgo
((E/M)",B((E/M)",E/M))

Claramente podemos ver que ¥ €& um iso -
morfismo vetorial . Para mostrar a continuidade de V¥ ,co
me MO & metrizavel com a topologia induzida pelo dual
forie do DF-espago E basta mostrar que V¥ leva sequen-
cias convergentes a 0 em MO sobre conjuntos limitados
em {(E/M)'

Seja {fi} uma sequencia convergente a
0 oem Mo, {fi} € um conjunto fortemente limitado em E'
Togo {f.} e equicontinuo em E' , portanto {fiovhl} e
equicontinuo em (E/M)' , Togo {fiov_l} =={W(fi)} g 1i-
mitado em (E/M})'

Para mostrar que ¥ & aberta, considere-
mos a vizinhanga de 0 seguinte U = MONAO , onde A
e um Timitado de E , entao

¥(U) = ¥{ MON A0) =
= { fov ' ; feMO e feAO }
Podu-se verificar facilmente que ({v(A))O & uma vizi -

nhanca da origem em (E/M)' que esta contida em Y{u),
basta observar para isto que se ge(v(A))0 entao



-1
g = {gov)ov onde gov e MO e govu e AO

Assim mostramos que ¥ e um isomorfis -
mo vetorial topologico de MO sobre (E/M)' com as co
rrespondentes topologias fortes

Seja agora L um Timitado em (E/M) ,
entdo L@ & uma vizinhanga de O em (E/M)' .Pelo pro
vado acima , afirmamos que existe ACE limitade ,que
podemos ainda supor T-fechado pela observagao 1.35. b}
tal que

(*) ¥( AOnMO }CLO
ohtemus entao que

vIHL) e Aoame jo
Togo
L Cv( AOCOUMOO )} = y[(A00)U y(MOO)

como A e M sap T-fechados entado

LCu(A) Uu(M)c v(A)

podemos portanto afirmar que dado um limitadoe L de
E/M existe um Timitado a em E tal que L Cv(A) ,
logo existe em E/M um sistema fundamental énumeravel
de Timitados ({v(Bp)} onde {38 ) e 0 sistema funda-
mental enumeravel de limitados de E

Para mostrar a segunda condigao de DF-
espago , seja Vn uma sequencia de vizinhangas de 0

em E/M tal que a intersegao V= N ¥ e um con
neN

junto bornivoro em E/M . A seguinte relagao e valida
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V) =T (n V) = a T
neN neN

& evidente que v (V) & bornivoro em E , ja que se A
e limitado em E , v(A) & limitado em E/M . Logo exis
te xeF tal que v(A)C AV ou seja

-1

ATy (v(A)) Cav !

(V)

v (V) & bornivoro e & a intersecao de uma familia enu-
meravel de vizinhangas F-convexas de 0 no DF-espacgo

E e em consequencia VY & uma vizinhanca de 0 em E/M

LEMA : Seja E um espago vetorial topoldgico
com um sistema fundamental enumeravel de vizinhangas de
0 . Entao dada uma sequencia Hn de limitados, existe

{1 sequéncia limitada em (F,| |) tal que

n'

U
nelN “an
e limitada .
DEMONSTRAGAQ : Seja { Vn } sequéncia fundamental de -

crescente de vizinhancas de 0 em E . Dado o par
(Vn,Hn) existe 6,0 tal que , para todo AeF tal

que [x[>8, tem-se HoCav .
Para (V],H1) seja 5% =38, » para
(Vs”Hs) seja §o = max {SS_] , GS}. Obtemos desta

forma uma sequéncia creScente de numeros {Gi} em R
Escolhemos A; e¢F tal que ]Ai|>6i

Afirmagap : U Agl H, e um conjunto 1i-

ieN
mitado em E . Com efeito seja V uma vizinhanca de O
em E , temosS que provar que existe 0 tal que para

aef e Jaul>s entao U AL H. aV
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Podemos supor sem perda de generalidade que VY € equi-
librada . Existe np, tal que Vmc V para todo m>ng
Donde AéleC V.SV  para todo m>n, . Logo

[zl

(1) VH SV
s=n,
ngl -1 ~
Por outra parte consideremos A= Y _~ H_, A e limi

tado logo existe §>1 tal que se aefF e |al>$
-1
(2) A = 531 A HSC:1V

como V & equilibrado , de (1) e (2) obtemos que

U l;lHiCrlv , para todo aefF ,|a|>s . Fazemos

igN

wy = A; e resulta {u.} limitada

PROPOSIGAD : Seja E um DF-espacgo sobre (F,| |)

esfericamente completo . Dada {V 1} uma segquencia de

vizinhangas de 0 em E , existe sequencia {x,} em

Ftal que V :zﬂknvn € uma vizinhanga de 0 em E

DEMONSTRAGAQC : Podemos supor sem perda de generalida
de que Vn e F-convexa para todo neN . Consideremos

H, = Vg s R e equicontinuo , logo fortemente Timita
do em E' . Como E & um DF-espago , E' @& metrizavel

( ver proposicao 4.2 ) ,logo pela proposicao 4.4. ,e-
xiste uma sequencia limitada {u,} em F tal que

H = YU y H
noon
nelN
& Timitado em E' .Temos um conjunto H que & uniao
enumerivel de conjuntos equicontinuos e que & fortemen-
te limitada . Usando novamente o fato que E e DF -
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4,

espaco , obtemos pela Observagac 1.39. que H e equi -
continuo . Loge HO e uma vizinhanga de 0 . Consideran
do as relagoes seguintes ;

HO = ( U g H )0 = Ny yooC N u_la v
neN "D neN n‘ n nen * 0

onde a ef e [an[>1 , para todo neN , obtemos que

se Kn = U, % entao o conjunto
v = N 3V
neN N

e uma vizinhangca de 0 em E

§ 2 Condigoes para que C(X;F) e C(X;E) sejam DF-espacgos.

Nesta segao o espago topologico X e ul
trareguiar , o espaco vetorial teopologice (E,TE) e local
mente F-convexo e o corpe (F,| |) tem uma valorizacgaoc
nao trivial nao arquimedeana.

PROPOSICGAD : Sejam Ml’ ...... M conjuntos F-conve

x0s de E , sejam U wuma vizinhang¢a F-convexa de 0 em

E e K umconjunto compacto de X . Entao

k
M{K;U + 5

n o~

Mm)C:M(K;U) +

M{X3M )
1 m=1 m

m

n ™=

DEMONSTRAGAD i Seja feM(K;U +
remos o compacto

M(X;Mm) » conside~

m=1

S = {xeK ; pU(F(x)) >1}

BIELIGTECA CENIRAL
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e consideremos 0SS conjuntos ahertos e fechados

Vj = {xeX ; pU( f{x) - f(xj) Yy< 13}

onde oS X sao elementos de S . Notamos que Uj e a-

berto e fechado porque a seminorma € nao arquimedeana e

Vj 2 imagem inversa por f da bola Bp ( f(xj),1/2 ).
U

A compacidade de S implica a existencia de telN tal

t
que SC u Vj » podemos supor que esta uniaoc e disjunta
j=1
Por outra parte , para cada xj ., J=1,..
.t ., existe K K
r hT e T M
m=1 J m=] ™
tal que
k m
() f(x.) + £ hie U
J m=1 J
Finalmente podemos mostrar que
k t k t
f= f4 I Ty, 8h7 -~ 3 zxv_@hm
m=1 j=1 ‘'J J m=1 j=1 'J 3
pertence ao conjunto
k
M(K;U} + 2 M(X3M_)
m
m=1
para issc basta mostrar que
k t - t t (x.)
f o+ I Loy B h, =Ff - T ¥ B f{x.) + I x,. 8 f(x
m=1 j=1 'j J 5=1" V5 J j=1 Vi J
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k t 0
+ L X 8 h,
m=1 j=1""; J
t
e que G](K) ={f - I Xy & f(x.) )Y{K)
3=t !
t k t m
e 6,(K) =( I x, @& F(x.)+ I Ixy, &hn7)(K
j=1 7 m=1 j=1 "j J
verificam G1(K)C U . GZ(K)C U

Seja xeK , se XxXe U Vj entao existe Jj, tal que xeV .

Jo

lTogo G](x) = f(x} - f(xj ) . portanto pU(Gl(x))>1
0
0 que significa 61(x) e U
Seja xeK , se x ¢ UVj entao x¢S ,logo 61(x) = f{x)
como X¢S , pU(f(x)J<1 logo G1(x) el
Seja xe X , se «xeg UVj s existe Jj, tal que XEVj en -
0
tdo  Gy(x) = f(x. ) + I h™ , logo por (*) tem-se
Jo m=1
GZ(K) e U
Seja xeK , se x¢ UVj Gz(x) = 0el
k

Concluimos que feM(K;U) + £ M(X;Mm)
PROPOSIGAD : Sejam X um espace topologico fortemen

te contavelmente compacto . Se {Bn} € uma sequéncia
fundamental de Jimitados em E , entao M(X;B ) e uma
sequencia fundamental de limitados em C{X;E)

DEMONSTRAGAD : E evidente gue cada M(X;Bn) e limita~
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8

do . Supomos contrariamente que existe L CC(X;E) Tlimi
tado tal que L\ M(X;Bn) = ¢ para todo nesN . Seja
f el CM(X;Bn) e X, e X tal que

fn(xn) ¢ Bn
Consideremos A = { X, b neN }. Pela hi
potese sobre X sua aderéncia A € compacta em X
Afirmamos que VY fn(i) e limitado
nelN

Com efeito , seja V ‘uma vizinhanca de 0 em E , co-
mo L CC(X;E) & Timitado , existe 6>0 tal que AeF ,
|x]>8 dimplica

Lc AM{A;V)

Donde { f(a) ; fel e achA }C V ,em particular
{ fn(a) ; neN e aeh }C V , portanto o conjunto

U f (A) e limitado em E , e de aqui que existe jeN

tal que U fn(A)c Bj . Em particular obtemos que
neN

. (A) <8, ind is ob f.(x.)eB. . Isto
fJ( ) 5 ¢ ainda mais o temos que J(xJ) €8

contradiz a eleigao dos f. e x., , e estabelece a

J J
proposicao
TEOREMA : Sejam X um espago ultraregular e W-
compacto e (F,0 1) um corpo esfericamente completo
Entdoc se E & um DF-espaco , C(X;E) & tambem um DF-

espago .

DEMONSTRAGAO : Seja {Vn} uma sequencia de vizinhan
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¢as F-convexas de 0 em C{X;E) . Seja V = n V
neN

-

Temos que mostrar que se V € bornivoro, entao V e
uma vizinhanca de 0 em C{X;E) . A prova & por reco -
rrencia . Constroem-se sequencias {1 {Ui} R {Ki} de
escalares de F , vizinhangas de 0 em [ e compactos
em X , respactivamente , com as propriedades seqguintes

(1) M(X;AiBi)C ¥ para todo ieN
{2) M(Ki,Ui)C Vi para todo igN
(3) AijC Ui para todo 1 , jJ em N

cada Bi pertence a uma familia fundamental de Timita-
dos de E que €& enumeravel , esta familia existe ja
que E e um DF-espago . Vamos supor que cada Bi [

F-convexo e fechado

Supomos que extste Ay o Ui , Ki para
o= 1,....... , n , com as propriedades (1) , (2) , {3).
Como Bn+1 e limitado em E , Siiiig An+1€ F tal que
n
N
a) ln+1Bn+? « . _ U1
i=]
b) M(X’ln+1 n+1) v

a existencia de hn+1 para 0 caso a) & garantida ja
que a intersegao finita dos Ui @ uma vizinhanca de 0

em E , para o caso b) a hipotese que V¥V & bornivoro

garante a existencia do 4]

Ja que Vn+1 € uma vizinhancga de 0 em

COXSE) , existe K4

nhangca de 0 em E tal que

compacte de X e Nn+] vizi -
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. C
c) M(Kn-ﬂ"""nﬂ) vn+1
_ n+l
Construimos o conjunto Un+1 = wn+] + i§1 AiBi 3 Un+1
¢ uma vizinhanca de 0 F-convex e satisfaz
.B.C
AJBJ Un+1

para todo j = 1,....,n,n+1 . Por a) obtemos que
An+1Bn+1c Ui , para todo 1 = 1,...... ,N . Logo tem-se
que thjtiui para todo i,j = 1,....... SN+l

Entao existem ln+1 , Un+1 s Kn+1 s, que
verificam as propriedades (1) e {3), falta mostrar que
M(Kn+1;Un+])CZVn+] » 0 que estabeleceria (2)

Como N V., = VtZVn+] e como

ieN
M(X;liBi)CiV para todo i = 1,....... ,n+1 _Entao , ja
que Vn+] e F-convexa
n+1
. C
d) I M(X;A.Bi) SV,

i=]

Por ¢} e d) vresuita

n+l

IOMOGAB) SV

M(Kn+1;wn+1) * i1

1

usando a proposigcao 4.6. resulta que

n+1
MKneney 2 OGRS,
cu seja
. C
M(KnH’UnH) Vn+1
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Logo {Ai} R {Ui} , {Ki} existem e verificam as proprie-
dades (1) , (2) , {3)

Resulta da propriedade (3) que a sequen
cia de vizinhangas F-convexas e fechadas {Un} tem in -

tersecdo hornivora em E , Se chamamos U = n U_, en -
neN

tdo U € uma vizinhanca de 0 no DF-espago E

Como X & W-compacto ,existe K subcon
junto compacto de X tal que U KnCIK . Pela proprie-
dade (2) obtemos nel

N M{K;U )N MK ;U ) DY =¥
neN n neN noon neN n

Donde

M(K;U) € 0 M{K;U YCV
n
neN

Loge V e uma vizinhanga de 0 em C{X;E)

A primeira parte da definicac de DF-espa
¢o e verificada neste caso ja que existe uma sequencia
fundamental de limitados {Bn} em E e pela proposigao
4.7. a sequencia {M(X;Bn)} € uma familia fundamental e
numeravel de limitados em C(X;E)

TEOREMA : Seja (F,] |) um ccrpo esfericamente
completo . Entao, C{X;F} e um
0

DF-espago se e somente

se , X & W-compacto .
DEMONSTRAGAD : Se X e MW-compacto,como (F,] |) e
um DF-espaco , pelo teorema 4.8 resulta gque C{X;F)

€ um DF-espago
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Reciprocamente,suponhamos que C(X;F)
e um DF-espacgo. Seja (K.} uma sequencia de subconjun-
tos compactos de X , devemos provar que existe K& X ,
compacto tal que

U KnC K
nelN

Formamos as vizinhangas de 0 em C(X;F}

M(K 3B)

onde B, = {XeF ;[x]<é8}. Pela proposicaoc  4.5. exis -

te uma sequéncia {kn} em F tal que

n X M(K 3B.)
neN n n’>"1

€ uma vizinhanga de 0 em C{X;F) . Logo existe K sub
conjunto compacto de X tal que

(*) M{K;B }C M X M{K ;B.)
8 neN M n’ i
Afirmagao : KnC K para todo neN

Suponhamos contrariamente , exista nyeN tal que Kn ¢ K,
1]

Entao existe x eKn0 , X¥K e existe T eC({X;F) tal que

f(x) = 1 e f(K) =1{0}

considerande yeF tal que ly]>]kn | ,obtemos que
1}
vT EM{K;Bé) ja que f{K} = {0} B
Por outro lado vyf ¢ hnnM(Knn;B1) , ja que yf{x) = v

e |v[-lx, | , o que contradiz (*)
]

Na proposicao 4.3. mostramo$ que 0 quo-
ciente separado de um DF-espage € um DF-espago. No ca-

pitulo 2 , teoremas 2.1 e 2.2 mostramos que C{X;F)
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e E , podem ser considerados como subespagos fechados
complementados de C(X;E) .Com estes elemertos e com os
teoremas 4.8 e 4.9, , temos demonsirado o seguinte

4,10 COROLARID : Seja X um espago topologico ,(F:;| )

um corpo esfericamente completo ,» entao C(X;F) e E

sap DF-espagos se,e somente se , C{X;E) e um DF-espa-

o . £5P4505 58,5 HUNENLE 5%
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CAPITULDO 5

ESPACOS REFLEXIVOS , DE SCHWARTZ e DE MONTEL,

1 Propriedades dos espagos de Schwartz e quase-normados

Nesta segao (F,|{ |} € um corpo nao tri-
vialmente valorizado ,nao arquimedeano e (E,TE) e um es-
pago vetorial topologico

As definigoes apresentadas a continuacao,
sao uma adaptagac direta das definigoes apresentadas por

Grothendieck [8] , a0 caso nac arquimedeano

DEFINIGAD : Seja V um subconjunto de E , V & di-
to totalmente limitado rejativamente a um subconjunto U
de E se : dado XeF ;% # 0 , existe S EREEFE em E
tal que N

Vo u ( x, + al )
i=1 !

DEFINICAD : Um espacgo localmente F-convexo € cha -
mado espago de Schwartz se dada U uma vizinhanga F-

convexa de zero , existe uma vizinhanga F-convexa de ze=-
ro V que e totalmente limitada relativamente a U

DEFINICAD : Um subconjunto A de E , e dito total
mente limitado se & totalmente limitado relativamente a

todos as vizinhangas de zero do espago E

OBSERVACAQ : Todo corpo local e um espago de




Schwartz , ja que existe uma vizinhang¢a compacta de O
que € totalmente Timitada relativamente a qualquer outra
vizinhanca de 0 do corpo

PROPOSIGAD : Seja L E b, uma familia de espagos
de Schwartz e E = n E. , entdo E € também um espa-
iel

go de Schwartz .

DEMONSTRAGAO : Seja U wuma vizinhanga de 0 F-conve
xa em E , e seja xeF ,X # 0 . Supomos sem perda de ge
neralidade que

U= m UuU. x il E

igd ! jel J

onde J € um subconjunto finito de I e cada Ui , ie
g uma vizinhanga F-convexa de 0 em Es - Como E. e
um espaco de Schwartz , para cada iegd , existe V v
zinhanga F-convexa de 0 em E. tal que

(<) Voo U xl oAl )

Consideremos

igd iel J
pela inclusao (*) temos que
M .
Ve m (v o (x; o+ oAby ) oxoom o E,
ieg j=1 Y ! iel J

por outra parte vemos claramente que

;
I {

. t
(xi +AU))c U (e +aT U )
ied j =

(I s=1 ° ied

nc =

60
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m4 3 n
onde o e I ( UV X ) e t = 1 ms
ied ji=1 ied
logo
t
Vo Va, + )1 U1 ) X 1 Ei
s=1 ied feIVd
finalmente fazendo a. = (aS,O)

1S jed jelvg

e portanto V & totalmente limitada relativa a U

PROPOSIGAD : Todo subespago de um espago de Schwartz

61

e um espago de Schwartz

DEMIONSTRAGAD : Seja S subespago de E , E espag¢o de
Schwartz . Seja U wuma vizinhanga F-convexa de 0 em S
entio existe M vizinhanga da origem em E tal que
U=MnS , e existe N wvizinhanga da origem em E tal
que N & totalmente limitada relativamente a M

Afirmamos que V = NNS e uma vizinhan -
ca de 0 em S , totalmente limitada relativamente a U.
Seja AeF , A # 0 ,entao existe Xpaeo-aXpy em E tal

que NC { X5 + AM )} . Consideremos
i

I {Z S

:
J={i;Sﬁ(xi+}\M)#¢}

Para 1ied , seja SiES N { X + AM ) , entao se veV ,

VoEoxg tom e veS . De outra forma podemos anotar
VoEosy b Xg - so b , como M & F-convexo resulta
V=S, F m' . Logo v - siehM e v - s{eS , entao

ve { 5.+ AM NS )

5.7 PROPOSIGAD : Todo subconjunto limitado de um espago
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de Schwartz £ , € totalmente Timitado

DEMONSTRACAD : Seja A E limitado e seja U wuma vi-
zinhanga F-convexa da origem em E . Dado XeF ,X # 0 ,
temos que para AU existe uma vizinhanca V da origem
em E tal gque dado aeF , o # 0 ,"existe 9ys-+-59, em
E que verificam

(*) ve
J

n =

g5t a3y

Por outra parte A & limitado . Logo pa-
ra veF ( |y| maior que um certo 6>0 ), tem-se

ACyy

Fazendo o = Y‘] em (*) vresulta

N
YVe ul yvg, + Ai)
j=t

se e. = yg., vresulta
J J

Acu (e, + 2al )
j=1

Jjogo A e totalmente limitado em E

DEFINIGAO : Seja (E,TE) um espag¢o localmente F-
convexo . (E,TE) e chamado quase normado se para toda

yvizinhanga U de zevro em E , existe V vizinhanga de
zero em E tal que : dado xeF , X #0 , existe Bk 1i
mitado em E que verijfica

Ve BA + U

EXEMPLO : Todo espago de Schwartz € quase nor-
mado



5.10 PROPOSIGAD : Se E & quase normado e M E & um

subespaco de E , entap E/M € quase normado

DEMONSTRAGAOQ : Seja U wuma vizinhanga de 0 no espa
¢o quociente E/M entagc U = v(S) onde S & uma vizi-
nhanca de 0 em E e Vv & a aplicacao candonica de E
sobre E/M . Para S existe T wvizinhangca de 0 em E
tal que se AeF , A # 0 existe By YTimitado em £ tal
que

logo em E/M  temos

V(T)e v(By) + v(s)

3 )

portanto como v(Bl) ¢ limitado em E/M , resulta o es-
paca E/M ser guase normado

§ 2 Condigoes para que C(X;F) e C({(X;E) sejam
espacos de Schwartz ou gquase normados

Nesta seg¢ao supomos que X & um espago
topclogico ultraregular , (F,| |) & um corpo nao tri -
vialmente valorizado nac arquimedeano , e (E;TE) um
espa¢o localmente F-convexo, Hausdorff

5.11 TEQREMA : Dadas as seguintes proposicoes

a) C(X;F) e um espago d

Schwartz .

b) Todo subconjunto Iimitado de C(X;F)
€ totalmente limitado .




¢) Todo subconjunto compacto de X &
finito .

d) A topologia induzida por A e a to-

pologia compacto aberta coincidem em
C{X;F)

tem-se que 19) a) implica b) , 29) b) implica c) , 39)
c) implica d) , 49) Se o corpo {(F,| |) for local d) i
plica a)

DEMONSTRAGAD : 19) segque da proposicao 5.7.

20) Seja K um subconjunto compacto e
infinito de X . Denotamos por 81 0o conjunto

By =1 acF slal-<1 3

e por V1 0 conjunto

Vo, ={aeF sja|l <1}

1

Entao o conjunto limitado M(X;B1) ={ feC{X;F); f(xX)<1 1}
para todo x€X e totalmente Jimitado relativamente a
vizinhanga M(K;V]) de 0 em C(X;F). Portanto existem

{ f T 1 o= 1,.0...... ,n , em C(X;F) tal que
n
M{X3B ) w ( Ff. + MKyV.) )
1 . i 1
i=]
Escolhendo k]"""kn s h pontos diferentes de K , te-
mos que para cada i , existe uma funcao gieC(X;F) tal
gque
191(X)¢‘1 para todo xeX
gi(kj) = Gij para todo 1,3 = 1,...,n
n
Fazemos ¥ = I a9, onde o0s a sac elementos de F
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que verificam as condigoes sequintes

la,f =1 se | fi(k,) <]

Afirmacao YEM(XB,)

Com efeito , para cada i =1,....,n , temos gue
n
Oy = F 001 = 13 ageslk) = (k)] -
= la, -~ f.(k,)]|

max { Ia1|, !fi(ki)|}i]
Logo { ¥ - fi Y ¢ M(K;Vl) para todo i=T,....,n ,{ a
ultima equivalencia tem-se pela definigao dos a, e

pela observagcaoc 1.1. b) )}

Por outra parte, pela eleigao das fun-
coes g; & como BI & um conjunto F-convexo , tem-se
que z aigi(x)eB1 , para todo xeX . Esta contradi-

¢ao prova que K deve ser finito

390) A topologia de C(X3F) e a compac-
to aberta . Se todo compacto de X e finito , entao a
topulogia da convergencia simples e a topologia compac-
to aberta coincidem, ( Fx tem a topologia da convergen

cia simples )

49) Pela observagcao 5.4 se F e lo -
cal entao F e um espago de Schwartz e pela proposi -
gao b.5. o produto FX & tambem um espacgo de Schwartz
donde o espago C(X;F) resulta ser de Schwartz.

5.12 O0BSELRVAGAD : Na demonstracgao de 39) do teorema



5.

2.

13

14

anterior , foi prcvado que se todo compacto de X e
finito , entdao a topologia simples e a topologia compac-
to aherta coincidem em C{X;F) . Pcdemos tambem concluir
que a topologia fraca O(C(X;F)},C{X:F)') <coincide com
as anteriores . Com efeito seja M(S;V} wuma vizinhanca

de 0 na topologia simples , isto e S = {x],....,xn}

e V @ uma vizinhanga de 0 em F . Mas se considera -

mos U = N 5;] (V) , onde GX e a fungao avaliagao
i=1 %y i

resuylta que U e uma vizinhanga de 0 em O(C{X;F), -
C(X;F)"') tal que Uc M{S;V)

TEOREMA : Se (E,TE) € quase normado ,entao o

espago C(X;E) & quase normado

DEMONSTRAGCAO : Seja W wuma vizinhanca de 0 em E ,
e seja M(K;U)cW onde KcX @& compacto e U e uma vi
zinhanga de 0 em E que e F-convexa . Como E e gua-
se normado existe V vizinhanca de 0 em E tal que

para todo AeF , X # 0 , existe B lTimitado em E tal

A
gue

VC BA + AU
por tdanto no espaco C(X;E) temos a relagao
M{K3V) C M{K32U + B, ) C AM(K3U) + M(X3B,)
a ultima inclusao & consequencia da proposigao 4.6,

Logo dado W wexiste a vizinhanga M(K;V) com as pro -
priedades requeridas

COROLARIO : Dado qualguer espacoc ultrareqular X

C(X;F) & sempre quase normado

13
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.14

15

Pelas proposicoes 2.1 e 2.2. , C(X;F)
e E sao subespagos complementados de C(X3;E) e portan
to isomorfos a quocientes separados de C{X:;E) . Logo pe
la propos{ggo 5.10. epelo teorema anterior podemos £ -
nunciar o seguinte teorema

TEQREMA : 0s espagos C(X;F)

e E sao gquase
normados se, e somente se , C(X;E) & quase normado

§ 3 Completude de C(X;F)

Durante toda esta segac X & um espago
ultraregular , {(F,] |} €& um corpo nao trivialmente valo
rizado esfericamente compieto

No caso que (F,| |) @& um corpo local ,
E1tis |6], provo um analecgo do teorema de extensao de
Tietze para um espago ultraregular

Observamos que da prova do teorema de E-
I1is-Tietze , pode-se deducir que uma fungao f defini-
da ¢ continua num subconjunto K compacto de um espacgo
uttraregular X , tem uma extensao a todo o espago X
que resulta ser limitada pela mesma constante que limi -
ta f em K

NOTAGAOQ : 0 conjunteo & (X3;F) dencta o espago
das fungoes definidas em X com valores em F , com &
topologia da convergencia uniforme sobre os compactos de
X

5.16 OBSUERVAGAD : Quando (F,| [} & um corpo local nao
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7

18

trivial , (F;| |) @& completos , donde resulta que o espa
¢o & (X;F) & completo (Bourbaki [4], Chap. X,§ I,5 ,
th .1 ).

DEFINIGAOQ : Um espaco vetorial topologico e dito
quase completo se todo subconjunto fechado e limitado e
completo
TEOREMA : Se (F,| |} & um corpo local nao tri-
vial , as proposigoes seguintes sao equivalentes
a) C{(X;F) e completo
b) C(X;F) e quase completo.
¢) Toda fungac fe@(X;F) ,cujas restri -
goes a cada compacto de X sao conti
nuas , € um elemento de C({X;F).
DEMONSTRAGAD . 19) a) impiica b) segue da definigao

20) Para mostrar b) implica c¢) , vamos
a considerar primeiro o caso em que f & uma fungao 1i-
mitada .Denotaremos por f, a restricao de f ao com -
pacto K
Supomos que fK pertence a C(K;F}, pe-
la observagao concernente aoc teorema de E11is-Tietze ,
existe %K em C(X;F) , extensao de fe tal que

sup [F(x) | <sup [£(x)]
X X

Consideremos K o0 conjunto dos compac
tos de X e consideremos a rede trivial formada em s
denotamos por D o filtro gerado pela rede . Seja o
uma funcao definida em K  tal que o(K) = FK . Seja
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A o conjunte seguinte
A ={ heC(X;F) 5 suplh{x)] <sup|Ff(x)]| }.
X X

Resulta do anterior que af(D) @ uma base de filtro em
C(X;F) e em A . Afirmamos que o filtro gerado & conver
gente a f em & (X;F) . Com efeito , seja M(K:U) + f
uma vizinhanga de f em G (X;F) , entac o conjunto

B, =" { ?S i H S, S compacto} , pertence a af(D) e
esta contido em M(H3;U) + f , ja que dado ?SEBH , tem
se que f. =Ff. - f + f , e como H S segue que

S S
?S - f =0 em H . Logo of{D) e convergente a f em
(X;F) . 0 conjunto A e fechado e Timitado em C(X;F)
logo & completo em C(X;F) , portanto A & fechado em
)

§(X;F) , resulta entao que feA C(X;F)

Para o caso geral , supomos que f & um
elemento de & (X;F) cujas restricgoes aos compactos de
X sao continuas ., Seja (un)n uma sequencia em F
com valores absolutos estritamente crescente . Considera

mos as fungoes o definidas por
Fo(x) = f(x) se Ifn(x)]<an

= ‘
fn(x) a, se |fn(x,[>an
cada f_ e uma funcao limitada cujas restrigoes aos con
juntos compactos de X sao continuas . A continuidade
das restricoes a cada compacto K de X segue do fato
que

£ B0, o DAk e £71(8(0,

sao conjuntos abertos e fechados de K
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Pode-se concluir que fHEC(X;F)

Por outra parte como 1im fn = f em
n

& (X:F) e como o fecho da sequencia f e completo

n

em C(X3;F) e portanto fechado em & (X;F) , resulta

que TeC(X;F)}

39) ¢) implica a) Ver Bourbaki ([4]
Chap.X ,§1.5 )

§ 4 Espacos reflexivos e de Montel .

Nesta segao consideramos X wultraregu
lar , (E,TE) espago localmente F-convexo T, (Fs] |)

3

corpo esfericamente completo

PROPOSIGAO + Se (B, ;7 & uma familia de espa-
¢os semi-c-Montel , entao o produto cartesiano

E = 1L E; & um espago semi-c-Monte]
it ]
DEMONSTRACAD : Seja ACE um conjunto limitado F-
convexo , existe em cada Ei , conjuntos limitados Ai
tais que Ac T Ai , podemos supor sem perda de gene-
iel
ralidade que A1 g F-convexo . Como Ei g um €spaco
semi-c~Monte]l , cada Ai e relativamente c-compacto
em E. . Por um teorema de T.A.Springer [21] (Th,1.17)
0 produto il Ai e relativamente c-compacto, e co-
igl
mo Ac T Ai , A e relativamente c-compacto
iel
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5.20 OBSERVAGAQ :oa)
do . ( Van Tiel [22]

k)
( Van Tiel L22], Th,

c)
( Van Tiel [22], Th,

d)

Todo espago reflexivo
,Th,4.27. ).

Todo espago de Montel
4.28. Cor. 1 . )

Todo espacgo c-Mentel
4.28. Cor, 1. )

Todo espaco reflexivo

( De Grande-De Kimpe [5] p. 178 .)

3

13

71

F-tonela-

reflexivo.

reflexivo.

¢-Montel.

e) Todo espaco semi-c-Montel & semi-
reflexivo . { Van Tiel {22] Th. 4.26. )

5.21 TEOREMA : Considerar as seguintes proposigoes

a) C(X:F) @ um espaco c-Montel.

b) C(X;F) e um espago reflexivo.

c) C{X:F) e um espago de Montel.

d) C(X;F) &

e} C{X:;F)

espago semi

m
c
=

Montel.

| @y
=
3

espa¢o semi-c-Montel,

f)y C{X;F) e um espacgo semi

reflexivo.

g) C(X;F) & exatamente o espago FX

entao , a) implica b) , ¢) implica d) , d) implica e) ,
e) implica f) , g} implica a) . Se F & um corpo local

entao todas as proposigoes sao equivalentes
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DEMONSTRACGAQ : 19) a) implica b) segue da observacao
5.20. ¢

20} Se ({F,! |} e um corpo local, N
De Grande-De Kimpe{[5] p. 178 ) mostrou que todo espacgo
reflexivo € um espago de Montel , Jogo temos a) impli-
ca b) ,neste caso

30) ¢} implica d) e d) implica e)
seguem diretamente das definigoes

49} e) implica f) segue da observa -
.20 e

w2
a3
o
&3]

50) Supomos que (F3;| |) e um corpo
Tocal e que C({X;F) & um espaco semireflexivo . Vamos
provar que todo conjunto compacto K de X e finitc.

Suponhamos contrariamente que K e com
pacto e infinito ; escolhemos uma sequencia (ki) de
pontos diferentes de K , chamamos k o© ponto aderen-
te de (ki) em K , supomos sem perda de generalidade

que k # ki para cada i

Como X & wultraregular, podemos cons -
truir uma sequencia (fn) de fungoes em C{X;F) que
cumprem

i) f (k) = se ixn
i) f (k) =0
1ii)[fn(x){ <1 para todo xeX

da propriedade 1iii), segue que { fn} e um conjunto Vi
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motado . Pela semireflexividade de C(X;F) existe f ,
ponto aderente de | f em C(X;F) ( Van Tiel [22] Th.
4.25, 20 .). Claramente se ve que f e também um ponto
-aderente dos conjuntos { fn ; n>m } , para qualquer m
Temos entao que dado § positivo , existe neN , n>m

tal que

I _
Flk ) - £ (k)] <6
de aqui necessariamente resulta gue |f(km)|= 1 , para
todo meN . Da mesma forma podemos ohter que f(k) = O
Come f e uma fungac continua e k @ um ponto aderen-
te de ki . a contradigac resultante neos indica que

K e um conjunto finito.

Pela observagae 5.12. , C(X;F} tem a
topologia fraca o(C(X;F),C{X;F)") , logo C{X;F) e
guase completo , ja que todo limitado fechado e fracamen
te compacto,donde compacto em C(X;F) . Pelo teorema
5.1¢. toda funcao fe®(X;F) cuja restricao aos compac -
tos de X e continua & um elemente de C(X;F) , como oS
compactos de X sao finites tem-se que toda fef(X;F)

pertence a C(X;F) .

60} g) implica a) . Como todo corpo valo
rizado esfericamente completo e um espaco c-Montel {Van
Tiel [22], p 271 ) , e como X vresulta ter a topologia
discreta entaoc C(X;F) = FX . Segue da proposigac 5.
19 e do corolariec 2.16 , que C(X;F) @& um espaco

c-Montel

PROFOSICAD : Se (Ei)iel € uma familia de espagos

locaimente F-convexos sSemi reflexivos , entao 0 produ -

to cartesiano E = T E. & um espago localmente F-conve
iel - -

x0 semi reflexivo
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.24

DEMONSTRACGAQ : Seja A um subconjunto de E , F-con-
vexo , fracamente Timitado e fracamente fechado , entao

existe (Ai) uma familia de conjuntos fracamente 1i-

el
mitados e fechados , que podemes supor que sao F-conve-

xo0s , tal que A_iCE_i e A Cig A1 , segue de Van Tiel {

igl
[22] Th. 4.25. ) , que cada’ A, @ fracamente c-compac-
to e segue de T.A.Springer ([21],1.17. ),que o produto
m A, e fracamente c-compacto e como consequéncia de
igl

Van Tiel {[22], 4.26 ), resulta que E & semi reflexi -
VO

OBSERVAGAD : 0 produto de espagos de Montel e um es
pago de Mcentel . A demonstracao segue a mesma direcao da
prova da proposicao 5.19. , sobre o produto de espacos

semi-c-Montel , e usa ¢ resultado do corolario 2.16.

Temos mostrado que o produto de espagos
reflexivos , semi reflexivos , Montel , semi Montel ,
c-Montel e semi-c-Montel , & novamente um espaco do mes-
me tipo

Do teorema 5.271. resulta que se C(X:F)
tem alguma das propriedades acima mencionadas e se o cor
po e local , entae X tem a topologia discreta e portan
to C{X;E) = EX para todo espaco localmente F-convexo
E . Podemos entac enunciar ¢ seguinte teorema:

TEOREMA : Se (F,| |) & um corpo local e se os

espagos C{X;F}) e E sao ambos espacos Tocalmente F -

convexos reflexivos (respectivamente semi reflexivos ,

Montel , semi Montel , c-Montel , semi-c-Montel ),entao

C(X;E) e reflexivo (respectivamente semi reflexivo ,

Montel , semi Montel , c-Montel , semi-c-Montel )
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No capitule 2 , § 3 .provamos que se
C(X;E) e F-tonelado , entaoc C{X;F) e E sao F-to-
nelados

Facilmente se prova que se M & um sub
espaco fechado de um espa¢o S Tsemi reflexivo (respec-
tivamente semi Montel , semi-c-Montel }, entao M @& se
mi reflexivo ( respectivamente semi Montel , semi-c-Mon
tel }

Destas observagoes concluimos que o re-
ciproco do teorema 5.24. e verificado.Podemos enun -

ciar:

TEOREMA : Se (F,{ |) & um corpo Jocal, entao

C(X.F) e E sao reflexivos ( respectivamente semi re
fiexivo , Montel , semi Montel , ¢-Montel , semi-c-Mon-
tel ) se, e somente se , C(X;E) e reflexivo ( respec-

tivamente semi reflexivo , Montel , semi Montel , ¢~

Monzel , semi-c-Montel )
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