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I N T R O D U Ç Ã O 

Em 1954, L.Nachbin [15], apresen­

tou teoremas de caracterização dos espaços topológicos 
para os quais o espaço de funções continuas sobre R ou 

C , munido da topologia compacto aberta , resultasse to 
nelado ou bornõlOgico . 

Estes resultados foram também obti 
dos independentemente por T. Shirota [20 J, -e sao agora 
conhecidos como os teoremas de Nachbin-Shirota . 

Posteriormente em 1971-75 ,G.Bac~ 

miln , E.Beckenstein , L.Narici e S.Warner [1], [2], [3] 

provaram os teoremas de Nachbin-Shirota para o caso de 

un1 corpo valorizado nio arquimedeano completo . W.Gova­

eJ ts !7~, apresentou em 1980 um teorema de Nachbin-Shi­

rota para o caso F-bornológico sem a hipótese do corpo 
sPr completo . 

A partir de 1975 varias autores 
procuraram teoremas do tipo Nachbin-Shirota para o ca­

so vetorial (real ou complexo),isto e ' para espaços de 
funções continuas definidas num espaço topo1Õgico X e 
com valores num espaço vetorial topolâgico localmente 
convexo E sobre o corpo R ou C . 

Os resultados mais importantes nes 
direção , sao devidos a Schmets [18], Mujica [14], R. 

Hollstein [9], e Mendoza [11] 



Nosso estudo é dedicado a obter teo­

remas do tipo Nachbin-Shirota para o espaço de funções 

continuas definidas num espaço topológico ultraregular X 
e con valores num espaço localmente F-convexo E . O es­

tudo é extendido a outros tipos pe espaços alem dos F-to 

nelados e F-bornolÕgico 

Os espaços localmente F-convexos fQ 

ram introduzidos por A. Monna e tratados detalhadamente 
na tese de Van Tiel [22] . 

Desde a definição de Monna , a teo­
ria dos espaços localmente F-convexos teve um gradual d~ 

senvolvimento que ainda não alcanza o nivel dos espaços 

localmente convexos reais ou complexos . Introduziremos 

algumas definições ainda não consideradas nos trabalhos 
de e·spaços vetoriais topolÕgicos não arquimedeanos . No 
ssa preocupação foram os resultados essenciais para uma 
boa anãlise do espaço de funções continuas 

Despois de introduzir alguns tipos 
de espaços localmente F-convexos , analizamos o espaço 

de iunções continuas escalares ' isto e ' as funções defi 
nidas num espaço topclõgico ultraregular X com valores 
num corpo valorizado (F,I I) • e obtivemos alguns resul­

tados do tipo teoremas de Nachbin [15] e Warner [23] 

No primeiro capítulo apresentamos um 
resumo das definições e proposições principais que usare­
mos nos capitulas posteriores . 

No segundo capitulo , paragrafo pri­
meiro ,apresentamos resultados importantes do espaço de 

funcões continuas que permitem dar condições necessarias 

i i 



para propriedades do espaço localmente F-convexo C(X;E). 

No segundo paragrafo damos as pincipais propriedades dos 

espaços F-toneladas . No § 3 , apresentamos uma exten 

sao de um teorema de Mujica [14] , que permitirâ junto a 

uma extensão de um teorema de Mendoza [11], obter um dos 

resultJdos mais gerais sobre condições para C(X;F) e E 

que implicam ser C(X;E) um espaço F-tonelada . 

No capítulo 3 estudamos condições 
para que o espaço C(X;E) seja F-bornol5gico . Neste ca 
pitulo como tambêm no anterior são considerados as noções 

de suporte de um subconjunto F-convexo de C(X;E) e de 
um funcional linear continuo sobre C(X;E) . O método de 
demonstração dos teoremas principais do capitulo 2 e 3 

seguem o esquema de demonstração dos teoremas l e 2 de 
Nachbin [15] . 

No capitulo 4 consideramos o anãlogo 
para o caso de espaços localmente F-convexos dos DF-es­
paços definidos por Grothendieck [8] para o caso real ou 

comple~o . No primeiro parãgrafo damos as propriedades 
gerais dos DF-espaços e no segundo extendemos um teorema 

de Hollstein ao caso não arquimedeano . Obtemos tambêm um 

teorema para o caso de funções escalares que extende o 
teorema de Warner [2:l]. Aqui consideramos os espaços to­
polOgi(OS que chamamos de W-compacto (espaços com a con-
dição dada por Wa rner em [23] Th. 12 ) 

No primeiro paragrafo do capitulo 5 

introdLIZimos uma definição de espaço de Schwartz que e a 
nãloga ã definição de Grothendieck [8] Damos as propr! 

edades gerais destes espaços e obtemos um teorema de ca -
terização para o caso do espaço de funções escalares e 

condiç~es para o caso vetorial . Os espaços quase norma -
dos são definidos tamb~m em forma an~loga ~ de Grothendi-

i i i 



ek [BJ . As propriedades e o estudo de C(X;F) e C(X;E) 

são apresentados . 

No segundo paragrafo do capítulo 5, 

provamos um anâlogo do teorema de Warner [231 Th. l. ,so­

bre a completude e quase completude do espaço C{X;F), u­
samos na demonstração essencialmente o teorema de Tietze 
provado por Ellis [6] para o caso não arquimedeano 

xivos 

No ultimo paragrafo os espaços refl~ 

semi reflexivos , Montel , semi Montel , c-Montel 
e semi-c-Montel são introduzidos , apresentamos algumas 
propriedades gerais e obtemos 

E para que C(X;F) e C(X;E) 

pri edades . 

condições sobre X e sobre 

tenham algumas destas pro-

i v 



C A P I T U L O 1 

P R E L I M I N A R E S 

§ 1 Corpos valorizados e espaç~s vetoriais topológicos. 

Un corpo valorizado não arquimedeano(n.a) (F, I I) 

é um par onde F é um corpo e I I e uma valorização não arquime­

deana,isto significa que a função 

I I : F ·---~> R 

verifica as seguintes propriedades: 

i) IÀI;;, O para todo À < F e IÀI~O se e somente ·se 

À~ o 
ii)IÀ·yi~IÀI·IYI para 

iii)IÀ+YI ~max\IÀI,IYil 

todo J...,y ~:: F 

para todo À,y em F 

l .l OBSEEVAÇAD 

À,y E F. 
a) iii) implica que IÀ + Yl 'SI À: + h I para todo 

1.2 DEFI~IÇAO a) Uma valorização é dita trivial e (F; I I ) e 

dito trivialmente valorizado se IÀI= l ,para todo À sF ,J...=f-0 

b) Se (F;I I ) é um corpo não trivialmente valo­

rizado e G ={a e.IF\ ; a >1} , então a valorização é dita dis­

creta se G possui um elemento minimo,em caso contrario a va­

lorização e dita densa. 

l .3 OBSERVAÇAO : Uma valorização de um corpo F define uma topolo­

gia que converte F num corpo topolõgico de maneira natural. 

1,4 DEFinÇAD :Um corpo não trivialmente valorizado n.a.(F,j ll 

e um corpo local se é um corpo topológico localmente compac­
to quando (F,i I ) ~munido da topologia natural .Isto equiva­

le a dizer que (F, I I ) tem valorização discreta,que o corpo 
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dos restos é finito (o corpo dos restos é o quociente do a­

nel {ÀoF ;IÀI,<;ll e o ideaÍ\À<F; IÀI-<1} },e que o corpo 

topológico (F,I I ) e completo. 

1.5 EXEMPLO : O exemplo mais importante de corpo local é o 

do completamente de Q (corpo dos n~meros racionais) munido 
da valorização 

gui nte forma: p 

em Q escrever 

p-ãdica. Esta valorização e definida da se-

-p na o 

tem que ser um nUmero 
k x = p a/b onde k 

divide o produto ab , então 

I -k I X p = p se x=f O I X I p 

primo e para cada x 
é um nUmero inteiro e 

=O se x= O. 

1.6 DEF!NIÇAO : Um corpo valorizado n.a. (F, I I ) e esferica -

mente completo se dada uma família de bolas de F ,duas a 
duas com interseção não vazia,essa familia tem interseção 
nao vazia.Isto é equivalente a dizer que toda coleção de bg 

las fechadas totalmente ordenada (ç) tem interseção não va 

z i a. 

1.7 OBSERVAÇAD a) Todo corpo esfericamente completo e comple-

to (Van Tiel [ 22] Th,l.2.) 

b) Todo corpo local e esfericamente completo 
( Van Tiel [ 22] Th,1.2 Cor.) 

Um estudo mais detalhado e completo sobre cor­

pod valorizados pode ser visto em Prolla [17]Chap.l, e em 

Narici et a1.[16] Chap.l. 

1.8 DEFINIÇAD : Um espaç_'!_ vetorial topológico (e.v.t) sobre um 

corpo (F,I I ) e um par (E,TE) onde E e um espaço veto-

rial sohre F e TE é uma topología sobre E compativel 
com a estrutura de espaço vetorial.lsto quer dizer que as a 

plicações 
(x,y}-·----> x+y e ( À, X) ÀX 

de ExE em E e de FxE em E respectivamente,são conti 
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nuas. ( ExE e FxE munidos de suas correspondientes topo­

log1as produto ) . 

l .9 DEFINIÇM 
to de E 

Seja E um espaço vetorial e M um subconjuo 

a) M e dito nao arquimedeano se 
M + M M 

b} M e dito F-convexo se para todo \,y F 

tal que l!.l, IYI <l e para todo x,y M, o vetor 
Àx + yy pertence a M. 

l. lo OBSERVAÇM Seja (E,TE) um e. v. t. e M um subconjunto 

de E ; 
a l Se M e F-convexo então o fecho de M , 

H -
e F-convexo. 

b ) Se M e F-convexo então M e aberto ou 
o 

o interior, M ,de M e vazio. 

c) E Xis te um menor conjunto F-convexo em E 

que contém M Este conjunto - chamado envoltoria e F -

convexa de M e e denotado por <M> 

d) <M> <M> 

e) Se M e aberto, <M> e aberto. 

l . l l DEFI~IÇM Seja E um e.v.t., (}' um fi 1 t r o em E .Se 

possui uma base de conjuntos F-convexos,então iF - dito e 

um filtro F-convexo. 
---

1.12 DEFINIÇAO Se o filtro de vizinhanzas da origem em 

(E,Tf) e um filtro F-convexo então (E,TE) ~ dito um 

espaç~ localmente F-convexo. 

l .13 EXEMPLO : Um corpo valorizado (f, I I) nao arquime-
deanc ê de maneira natural um espaço localmente F-conve 
xo,pois as bolas abertas centradas em O sao F-convexas 

1.14 DEFINIÇAo Um subconjunto M de (E,TE) e dito e-com 



pacto se todo filtro F-convexo em M possui algum pon­
to aderente em M. Esta definiç~o ~ devida a T.A Springer 

(ver [21], p.2l 

l .15 OBSERVAÇAO : Um corpo (F,! I ) e esfiricamente completo 
se e somente se a bola unitaria e c-compacta.(T.A Sprin­
ger [21] p.2l) 

l . l 6 DEFINIÇAO Sejam M, N , L ' subconjuntos de (E,TE); 
a ) M absorve N se existe 6 >o tal que 

Nc: ÀM para te do À s F tal que I À I > 6 
-

b ) M e absorvente se absorve todos os pon-

tos de E. 
c) L e limitado se e absorvido por todas 

as vizinhançis da origem de (E,TE). 
d) M e bornlvoro se absorve todos os con­

juntos limitados de (E,TE). 

l .17 OBSERVAÇAO : Se M e F-convexo então M absorve N se 
existe À c F tal que N c ÀM. 

l .18 DEFINICAO : Uma função p: E 
não arquimedeana (n.a) sobre o 

tisfaz: 

R+ e uma seminorma 
espaço vetorial E ,se sa-

i) p(Àx) ~jÀip(x) para todoÀcf, xcE 
ii) p(x + y)~.nax{p(x),p(y)J para todo x,y c E 

4 

1.19 NOTAÇM : Denotamos por f(TE) 
mas n.a. continuas sobre o espaço 

o conjunto de seminor -

vetorial topologico (E,TE) 
tais que p(E) c I FI. 
Quando n~o houver perigo de confusão escreveremos r em vez 

de r ( 1 E) . 



§ 2 Classes de ~ç_os loca 1 mente F-convexç_~. 

Nesta seção (E,TE) ê um espaço localmente 

f-convexo sobre (F, I I) ,um corpo valorizado não arquimedea-

no. 

1.20 DEFINIÇAO : (E,•E) i um espaço metrizivel nio arquim! 

deano se verifica alguma das condições seguintes: 

1 . 21 

a) A topologfa 'E i definida por uma dis­

tancia d , invariante por translações e verificando 
d(x,y) ~max· {d(x,z) ,d(y,z)l 

para todo x,y,z em E. 
b) Existe um sistema fundamental enumerãvel 

de vizinhançãs F-convexas da origem,que pode ser esco -

lhido decrescente. 

c} A topologia TE ê definida por uma fa -
milia enumer~vel crescente de seminormas não arquimedea­

nas. 

DEFINIÇM : Se 

se que (E,•E) 

(E,TE) ~ metrizavel n.a. 
e um espaço de Fr~chet. 

e completo,di~ 

1.11 DEF!NIÇAO : Um subconjunto T de um e.v.t. (E,TE) e 

chamado F-tonel se e F-convexo,absorvente e fechado. 

1.13 DEFINIÇAO : Um espaço localmente F-convexo (E,TE) ~ di 

to F-tonelada , se todo F-tonel de (E,TE) for •E-vizi 

nhança da origem. 

1.24 EXEMPLOS : a) Se (E,•E) e um espaço localmente F-coo 
vexo de Baire , então (E,TE) e F-tonelada. 

b) Como consequencia de a) ,todo espaço de 

Fréchet (em particular todo espaço normado n.a.completo) 
e r-tonelada. 

5 



Para a) e b) ver Monna( [12] p.366). 

1.25 DEFINIÇAO Se todo conjunto F-convexo e born1voro de 

(E,TE) e uma vizinhança da origem,então (E,TE) e dito 
um esp~ F-bornolÕgico 

1. 26 EXEMPLO 

tão (E,TE) 
Th, 4. 30) . 

1.27 DEF!NIÇAO 

Se (E,TE) e um espaço metrizavel n.a., en­
i F-borno15gico. (Van Tie1 [22] Th.3.17 e 

Seja (E,TE) um espaço localmente F-conve-
xo , dizemos que: 

a) (E,TE) e um espaço semi-c-Montel se to 
do conjunto fechado e limitado em E e c-compacto. 

b) (E,TE) e um espaço semi-Montel se todo 
conjunto fechado e limitado em E e compacto. 

c) (E,TE) e um espaço c-Monte1 

e F-tonelada e semi-c-Montel. 

d) (E,TE) e um espaço de Monte1 se (E,TE) 
e F-tonelada e semi-Montel. 

§ 3 Espacos Q_e transformações lineares. 

Nesta seçao (E,TE) e (G,TG) sao espaços 
localm~nte F-convexos s0bre o mesmo corpo valorizado n.a. 

(F, I I) . ..C(E,G) denota o espaço de transformações 1inea 
res co11tinuas de E em G . 

6 



Dada uma cobertura B de E por conjuntos 

limitados,define-se 

tema fundamental de 

em .t:(E,G) 

vi,fi nhanças 

do pelos conjuntos rM(A; ,Ui) 

uma topologia T 

da origem em T 

, onde 

{fc.t(E,G) ;f(Ai)<,;;Ui}'Aic6 e e uma 

ça da origem em G, para todo i. 

.Um sis 
e forma-

1.28 EXEMPLOS a) A topologia definida pela família 

de E.Esta topologia ê denotada 

6 dos 

conjuntos finitos 

b) A topologia definida pela família G dos 

conjuntos compactos de E. Esta topologia ê denotada por 

T • 
c 

c) A topologia definida pela família 6 dos 

con.luntos limitados de E. Esta topologia ê denotada por 

"b" 

1.29 NOTAÇOES : a) Nocaso particular em que (G,TG) e o cor 

1 . 30 

po (F, I I)' .C(E,G) e denotado por (E,TE) '' e e di-

to o dual topolõgico de (E,TE). Quando n~o houver perigo 
de confusão.escreveremos simplesmente E1 

• 

b) (E',Ts) e denotado por E~ ou taMbem 

por (E',o(E',E)) e é dito dual fraco de E. 

c) (E',Tb) ê denotado por Es ou tambem 

por (E' .S(E' ,E)) e ê dito o dual forte de E. 

OBSERVAÇAO : Se o 
X 

E' ___ _,. F e a função definida 

por óx(f)=f(x} para fE:E 1 e xe:E ,a aplicação 

X ----> ó é uma aplicação de E sobre (E')' 
X O 

(Van Tiel, [22] Th.4.10). Por tanto pode-se identificar E 

com (E~)
1

• Como consequencia disto,existe em E uma to 
pología induzida pela topologia Ts de (E~)', esta top9 

logfa é chamada topologia fraca sobre E e denotada 
por cr(E,E 1

), e o espaço E com a topologfa o(E,E 1
) 

7 



-e denotado por E
0 

§ 4 Dualidade 

Se {E,TE) - localmente F-conve-e um espaço 
xo,diremos que uma topologia T sob r e E e compatível 

com a dualidade ( emt re E e E' ) ( E '') 
- localmen se e 

te F-convexo e (E,cE)'= (E,c)'. 

1.31 EXEMPlO : A topologia fraca de E é uma topologia co~ 

pativel com a dualidade e é a menos fina das topologías 

compatíveis sobre E. 

Suporemos de agora em diante que o corpo 

(F,I I) e esfericamente completo,já que esta hipótese g~ 

rante a não trivialidade do dual de um espaço localmente 
F-convexo.Isto é consequencia do teorema de Ingleton(lü] 

e sua generalização para espaços F-convexos{ver Monna[16] 
e Van Tiel[22]). 

1.32 DEF!NIÇAO Dado M um subconjunto de E,definimos: 

a) O polar de M em E' como o conjunto 

MO ~ {f e E' lf(x) I ::,1 para todo x c M} 

b) O bipolar de M em E como o conjunto 

MOO ~{fcE; lf(x)J:;,l para todo fcMO} 

1.33 DEF!NIÇAO : Dado M um subconjunto de E , dizemos que 

M e r-fechado se para todo x c E, x i M, existe uma semi 

normapcr~r(cE) talque p(M)::,l ep(x)>l 

1. 34 EXEMPLO Se (F,I I) e um corpo esfericamente com-

8 



p1eto e M>;E e um subespaço fechado de (E,TE)' então M 

e f-fechado. (A prova segue dos teoremas 3.11 e 4.7 de 

Van Ti e1 [22]). 

1.35 OBSERVAÇAO : Se M i um subconjunto de E ,então 

a) M= MOO se e somente se M e f-fechado 

(Van Tie1 [22] Th.4.13, 29). 

b) Numa 0-topo1og1a sempre se pode supor 

que todo MsEl e f-fechado (Van Tie1 [22] Th.4.9). 

c} Se M e r-fechado,então M e F-conve-

xo e fechado. 

Na teoria da dualidade não arquimedeana,não 

existe um anâlogo geral do teorema dos bipolares do caso 

arquimedeano.Existem dois resultados que dependem das prQ 
pri•dades do corpo (F,I IJ; 

1.36 PROPOSIÇAO : a) Se (F, I I) i um corpo discreto e se M 

~ um subconjunto F-convexo e fechado de (E,TE) então 

M = MDO 

b) Se (F,I 11 e um corpo denso e se M e 

um ';ubconjunto F-convexo e fechado de (E,cE) , então 

MOO S_ ÀM 

par<~todo Àcf talquel:\l>l. 

§ 5 DF-espaços e espaços reflexivos. 

1.37 DEFrNIÇAO :Uma família {Bi}isl de conjuntos limitados 

de (E,TE) é dita fundamental se para todo limitado L 

9 



de (E,TE) , existe J c I tal que L c B. 
~ J 

1.38 DEFINIÇAO : Um espaço localmente F-convexo (E,TE) e 

um DF-espaço se: 

i) Existe uma família fundamental enumera -

vel de limitados de (E,TE). 

ii) Todo conjunto bornivoro que e interseção 
de uma famllia enumerave1 de vizinhanças F-convexas da 

orige1n em E e uma vizinhança da origem em E. 

1.39 OBSERVAÇAO : Se (F, I ll i um corpo esfericamente com­
pleto,a condição ii) de 1.38 pode ser enunciada da 

seguinte forma equivalente: 

i i) • Todo conjunto fortemente limitado de E' 

que e união enumeravel de conjuntos equicontinuos de E' 
~ um conjunto equicontinuo. 

1.40 EXEMPI.OS a) Todo espaço normado n.a. é um DF-espaço. 

b) Todo espaço em que os F-toneis bornivo -

ros SJo vizinhanças da origem e que possui uma familia 
funda1nental enumerável de limitados,é um DF-espaço. 

c) Todo corpo valorizado,com a topologia ln­

duzida pela valorização,é um DF-espaço. 

1.41 DEFINIÇAO : Seja (E,,E) um espaço localmente F-conve­

xo,dizemos que: 

a) (E,TE) é um espaço semi-reflexivo se 

E" ~(Ei;)' =(E~)' =E 

isto significa que a topologia forte S(E' ,E} e compati­

vel com a dualidade emtre E' e E 

10 
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b) (E,TE) ê um espaço retl ex i v o 
e semi-reflexivo e a topologia TE e 
isto significa que E é o dual forte 

se (E,TE) 
a topolog1a S(E,E') 
de 

§ 6 Classes de espaços topológicos. 

l .42 DEFINIÇAO : Um espaço topológico X e dito ultraregular 

se é Hausdorff e cada ponto tem um sistema fundamental de 
vizinhanças abertas e fechadas. 

l .43 OBSERVAÇAO : Um espaço topológico que verifica a segunda 
propriedade de 1.42 1 .e. que cada ponto possui um siste­

ma fundamental de vizinhanças abertas e fechadas,é chamado 
de espaço O-dimensional. 

POde-se ver facilmente que um espaço e ultra­
regular se e somente se é O-dimensional e T1 . 

Se X e um espaço ultraregular,existe uma 

compactificação SoX de X , que ê chamada a compactif1~~ 
cão de Banaschewski ,tal que: 

a) SoX e um espaço ultraregular. 

b) Dado um espaço ultraregular V e uma fun­
çao f de X em Y continua,existe uma única extensão 

continua Sof de SoX em SoY. 

de X ~então 
e fechado de 

c) Se C e um 

o fecho de C 

S o X. 

subconjunto aberto e fechado 
em SoX é um conjunto aberto 

d) Dois conjuntos abertos e fechados disjun -

tos em X tem fechos abertos e fechados disjuntos em BoX 
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A demonstração dos enunciados anteriores e 

mais detalhes sobre a compactificação de Banaschewski po­
dem ser vistos em Bachman et al. (3] . 

1 .44 NOTAÇAO : Dado um espaço X 

por v 0 X o conjunto dos xe:SoX 

ultraregular denotamos 

.tais que se {Vn}n E. N e 

x abertas e fechadas em uma sequência de vizinhanças de 

6oX , então 

nv)nX=f.~ n n 

1.45 DEF!NlÇAO : Um espaço X ultraregular e um Q0 -espaço 

se X=v 0 X. 

1.46 DEFIN!ÇAO : a) Um espaço topológico X e dito W-compac 

te 5(' toda união enumerãvel de compactos de X e relati 

vamente compacta. 

b) Um espaço topolõgico X é dito fortemen 

.!!:_ COIJtavelmente compacto se toda sequência em X e re­

lativ.tmente compacta. 

1.47 EXEMPLOS : a) Todo espaço compacto e W-compacto e con 

seque11temente fortemente contavelmente compacto. 

b) Se g 

entio o espaço [O,g] 

e o primeiro ordinal não contavel, 

com a topologia da ordem e um es-

paço W-compacto que não é compacto. 

tope ll)gi co, 

b r e í F, I I ) 

9 7 Espaços de funções 

-Vamos supor nesta seçao que X e um espaço 

{E,<E) ê um espaço vetorial topolõgico so -

, um corpo valorizado não arquimedeano. 



l . 48 NOTAÇAü a) Denotamos por EX o espaço das funções 

de X em E ,munido da topologia que tem uma base de vi­

zinhanças da origem dada pelos conjuntos 

M(S,U) . {f E EX f(S) ó=U } 

onde S ,SX é finito e U e uma vizinhança da origem em 

(E,rE) . 

b) Denotamos por C(X,E) o espaço das fun­

çoes continuas de X em E , munido da topologia compac­
to-aberta,isto ~,a topologia que tem uma base de vizinhan 
ças da origem dada pelos conjuntos 

M(K,U) ~.{f E C(X,E) f(K) ,;;u l 

onde K ex e compacto e U e uma vizinhança da origem 

em (E,TE) 

c) Denotamos por C*(X,E) o espaço das fun­

çoes continuas de X em E tal que sua imagem é relati­
vam~nte compacta em E , munido da topologia da converge~ 

cia uniforme,isto é ,a topologia que tem uma base de vi -

zinl1anças da origem dada pelos conjuntos 

M*(X,U) ~ {f E C*(X,E) f( X) ,SU } 

onde U é uma vizinhança da origem em (E,TE) . 

l 3 



C A P I T U L O 2 

E S P A Ç O S F - T O N E L A D O S 

§1 Relações entre C(X,F) , E e C(X,E) ,_ 

Consideraremos nesta seção X um espa­

ço topolõgico ultraregular, (F,I I) um corpo valoriza­

do não arquimedeano esfericamente completo, C(X,F) o e~ 

paço das funções continuas sobre X com valores no cor­
po F , C(X,F) é considerado com a topologla compacto -

aberta . Consideraremos tambêm (E,TE) um espaço local­
mente F-convexo e C(X,E) o espaço das funções conti -

nua~ com valores em E ,munido da topologia compacto - a 
berta. Supomos (E,TE) Hausdorff 

2.1 PROPOSIÇAO : C(X,F) pode ser identificado com um 
subl!spaço fechado complementado de C(X,E) . 

DEMONSTRAÇAO : Seja e c E o e ycE', y(eo}=l, a e-

xistencia de y EE' com esta condição e garantida pela 

hipôtese de completude esférica do corpo (F,I IJ 
Considerar a função lj;: C(X,F) --> C(X,E) 

definida por 1/J(f)= f•e .Claramente l)J ê injetora. 

Vamos mostrar que lj;(C(X,F)) e fechado 
em C(X,E) . Seja h uma funçâo de C(X,E) no fecho de 

w(CIX,F)),então existe um net {fa} em C(X,F) tal que 

i 1 ) h em C(X,E) 

Logo como y é continua resulta que f a.----?1 yoh em 

C(X,F) donde 

( 2) f ·eo---->(yoh)eo a em C(X,E). 



como C(X,E) ê Hausdorff de (l) e (2) tem-se que 

h~~(iüh) , isto mostra que hcw(C(X,F)). 

Note-se que w:C(X;F) ~(C(X;F)) e um isomorfismo 

vetorial topolÕgico. 

a) Seja fa f ; temos que demostrar 

que ---"' W(f). Seja M(K.;U) uma vizinhança F-

convexa de O em w(C(X;F) ,então existe B0CF tal que 

B0 ·eo cU , então para et~a.o, existe ao, tem-se que 

(f
0

- f)(K)c B0 ,donde (f
0

- f)e 0 (K) CB 0e 0 cu . 

b) Seja ~o(fa) ---"~(f) temos que de -

monstrar que fa f. Seja M(K;B 0) uma vizinhança 
de O em C(X;F) ,então existe U vizinhança de O em 
E tal que Pu(eo) < l/ô (Pu(e)~inf {[ÀI ; e EÀU} ),pa-

ra M(K;U) existe ao tal que a>ao ,W(f )- w(f)cM(K;U) 
a 

isto é Pu((f
0 

eo-f e 0 )(k)) ~l para todo k cK. Logo 

>>ao , lfa(k)- f(k) 1•1/ô, ~l para todo k c K .Don par a 

de (f,- f)(K) CB 0 . 

Falta mostrar que w(C(X;F)) e complemen-

tado em C(X;E). Para isto consideremos 

TI : C(X;E)----" W(C(X;F) 

a função definida por TI(h)= (yoh)eo .Claramente a função 

n ê linear e sobrejetora;vamos mostrar que ela é idempo­

tente,isto ê que 1T
2

=1T • 

Se h~ g·e onde g c C(X;F) ,então yoh~g 

e (yoh)e<Fg'eo~h por tanto rr(h)~h se h cw(C(X;F)). 

l 5 

Logo se h c C(X;E) como rr(h)c 1/0(C(X;F)) resulta rr(rr(h)) 

~rr(h). Donde rr'~rr. 

Finalmente vamos provar que TI e continua. 
Seja M(K;B 0 ) uma vizinhança de O em C(X;F) , como y 

é um elemento de E' ,existe uma vizinhança U de O em 
E tal que Y(U)C B0 ,então rr(M(K;U))C I/O(M(K;B 0 )). Co~ 

cluimos que n ê uma projeção continua de C{X;E) sobre 

~(C(X;F)) . 
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2.2 PROPOSIÇAO : E pode ser identificado com um subespa-

~ fechado complementado~ C(X;E) . 

0Et10NSTRAÇM : Considerar a função y: E-----+ C(X;E) 

definida por y(e)~f onde f (x)~e para todo x E X. e e 
Claramente y é injetora sobre o subespaço de C(X;E) 

das funções constantes . Vamos 'provar que y(E) é fecha-

do em C(X;E). Seja h um elemento no fecho de y(E) 

em C(X;E), então existe um net {e J em E tal 
o 

f 
e c ... 

h em C(X;E) . Vamos provar que 

que 

h e 
constante.Sejam x,y e:: X , considerar a vizinhança de O 

M( {x,y},U) de C(X;E) onde U e f·convexa,então exis -

te ao tal que a~ a 0 implica 

(fe -h) c M({x,y},U) 
a 

donde e -h(x)EU 
no 

e - h ( y) c U e c amo li e F­
ao 

convexa h(x)-- h(y) EU logo como E e Hausdorff temos 

QUE h(x)=h(y) logo h sy(E). 

NOte-se que y e um isomorfismo vetorial 

to~ol6gico de E sobre y(E). 

trar que y(e ) 
a 

a) Seja e 
o 

---> y(e) 

e ; temos que demons -

.Seja M(K;U) uma vizi -

nhança F-convexa da origem em C(X;E), então existe a 0 

tal que o~ o 0 implica e -e 0 EU .Logo (f -f )(K)CU 
a ea e 

de aqui resulta que (y(e
0

)-y(e))(K) cu. 

b ) Seja y(e ) 
a 

y(e) em C(X;E) 

temos que demonstrar que e e em E . Seja u 
a 

uma vizinhança F-convexa de o em E então existe ao 

tal que a~a~ • y(e )--y(e))({x)) cu logo resulta que 
a 

(f E - fe)(x) ~e -e E U . 
o o 

Falta mostrar que E e complementado,Pa­

ra isto consideremos a função 



n : C(X;E) ----. -~ y(E) 

a função definida por n(f) ~ y(f(x 0 )) onde x 0 e um 

elemento arbitraria fixo de X . Podemos anotar TI =yoô 
( ô 

X o 
Vamos 
e E E 

ê a função avaliação } . Claramente n é linear . 

mostrar que rr 2 = n . Seja f Ey(E) ,então existe 

tal que f ~y(e) , isto ê f(x) ~ e para todo 

x, 

x E X . Logo ô (f) ~ e , então x, 
portanto (yoõ )(f) ~ n(f) ~ f x, 

y(õx,(f)) 

. Logo se 

como n(f) Ey(E) temos que n(n(f)) ~ n(f) 

~ y(e) ~f 

fcC(X;E) 

donde re -

sulta que 

Finalmente vamos provar que TI e conti -

nua. Como y ê uma função continua basta provar que 8 x, 
é continua .Seja U uma vizinhança de O em E ,então 

6 (M({x,},U)) cu logo ôx i continua de C(X;E) so-x, o 
bre r(E) 

2.3 NOTAÇ.\0 : Sejam (En.Tn) uma sequência de espa -

2.4 

ços localmente F-convexos; 

a) {E,1) = lim {En,Tn) denota o limite 

indutivo dos espaços localmente F-convexos (En,Tn) . 
w 

b) E 
n = l n 

somas finitas ~ x. 
1 l 

PROPDSIÇAO Sej~ 

quenc ~ dos espaços 

se de vizinhanças da -- -

{ ') v 
> n 

n = 1 

DEMONSTRAÇM Seja 

v 
denota conjunto de todas as n o 

onde xi E V i . 

( E , T) 1 i m (En'"n} onde a se-
+ ----

(En'"n) e crescente ·~!!tã_~ ~ ~~ ------
origem em E e dada pela família 

u 

e uma base de vizinhanças F­

convexas de O em (En,Tn) 

uma vizinhança F-convexa da 

origem em ( E 'T) . Como a topologia induzida por T so 

b r e E e menos fi na que 
n "n ' existe par a cada n c N 

1 7 



uma vizinhança v nfn tal que v cu. n n 
00 

existe Seja y E [ vn • 
No 

.... ~ y E L v. cu + + 
1 

i = l 

a Ultima inclusão obtem-se da cqndição 

vexa. Logo 

e uma base 

E V cU • Concluimos que a 
l n 

de vizinhanças de O . 

No tal que 

u cu 

que U e F-con­

fam1lia! l: vn J 

2.5 TEOREMA : Seja X um espaço ultraregular, W-com 
~to~ (E

0
,T

0
) uma sequência crescente~ espaços lQ­

calmente F-convexos, Se (E,T) = lim {E ,T ) , então 
n n 

lim C(X;En) e um subespaço topológico denso em C(X;E) 

DEMONSTRAÇAO : Seja 

a função inclusão que 
i: lim C(X;En) 

e evidentemente 

C(X;E) 

continua,vamos mo~ 

trar que i e aberta na imagem para concluir que o es -

paço 11m C(X;E 0) tem a topologia induzida por C(X;E). 

Seja 11 uma vizinhança F-convexa de O 

em lim C(X;En), temos que provar que i(U) e uma vizi­
nhança de O em i(lim C(X;En)) , pela proposiçio 2.4, 

exi~te uma vizinhança da forma n~l M(K
0

,V
0

) contida 
em U onde K

0 
é um subconjunto compacto de X para 

cadJ n E N e Vn é uma vizinhança de O em E
0 

para 

tod•J nEN 

e a vizinhança 

Consideremos o compacto K tal que 

u K c K 
ncoo 1 n 

v - [ v 
n = 1 n 

Afirmamos que a vizinhança da origem M{K,V) verifica 

M(K,V) n u C(X;E ) c i (U) 
n = l n 

l 8 



como U e um conjunto fechado,basta mostrar que 
oo lim 

00 

u C(X;E )c E M(K ,V ) 
n r n n 

M(K;V) n 
l 

Sejam g s M(K;V) n C(X;Ep) e W uma vi-

zinhança de 

xistencia de 

O em lim C(X;E ) , temos que mostrar a e-
+ n 

uma função v e M(K ·,v ) que satisfaz 
n n 

v e g + W ,mas como W e uma vizinhança de O no limi-

te indutivo,existe M(Lp,Sp) vizinhança de O em 
C(X;Ep) tal que M(L ,S ) cW. Finalmente so temos que 

p p 00 

mostrar a ex.istencia de uma função v c: L M(K
0

;Vn) que 

satisfaz 

Consideremos o conjunto seguinte 

G(a) ~ { x EX ; g(x) - g(a) ESP ) 

G ( a ) e uma vizinhança aberta e fechada de a em X co 

mo K' X ê 
m 

KcuG(a.) 

compacto,existe G(a 1), ...... G(am) tais que 

. 1 1 
Sem perda de generalidade podemos supor 

que
1
e~ta união ê disjunta. 

Por outra parte como g e M(K;V) e 

para todo i = 1, ...... m temos que g( a1 ) E V 

significa que existe qi E Z tal que 

a i e K 

isto 

onde b~ sV. para cada j =l, ..... q
1
., e para cada 1 

J J 
i =l, ....... m Vamos supor que q 1=q 2= .... =qm=q 

onde q EZ e q é maior que p . 

i 
como hj EVj 

Definimos uj E C(X) &I Ej pela fórmula 

m 
u. - E 

J 

e e F-convexo,resulta que 
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donde u. E M(K.;V.) . Podemos agora definir 
J J J 

q q 
u ~Eu. E E M(K.;V.) 

j=l J j=l J J 

temos então que 

( *) (u- g)(x) E sp 

m 
par a cada X E E G(a.) Com efeito,da equivalencia 

. 1 1 1 = m q q m i u - E uj - E E XG(a.)bj - E XG(a.)g(ai) 
j = 1 j = 1 i = 1 1 i = 1 1 

obtemos que u(x) - g(x) -

Como a união dos G ( a i ) e 

m 
E 

i = 1 

disjunta,para cada X na 
. - existe Uni co tal xEG(a. ),logo n1au um 1 o que 

1 o 

U ( X) - g( x) ~ g(a. ) - g ( X) E s 
1 o p 

Defini mos finalmente a função v como 

v - XJ( U + ( 1 - xJ,) • g 

m 
ondl~ J{ - u G ( a i ) então v - g Xx( u - g) ' 

i = 1 

Usando ( *) pode-se ver claramente que (v - g)(X)c 

donde resulta que (v- g)(LP) csp . 

u-

sP 

Afirmamos que a função assim definida e 
um elemento de ! M(K-,V.) . Com efeito ja que u e 

1 J J q 
um 2lemento da soma finita I M(K .• V.) tem-se que 

j = 1 J J 
q 

X ·u E E M(K. V.) 
j=l J, J 

também temos que 

logo 
q 

v E E 
j = 1 

M(K.,V.) 
J J 

+ 
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temos mostrado que iClim C(X!En)) tem a topologia in" 

duzido por C(X;E). 

Para concluir,a densidade e consequencia 

da densidade do produto C(X) 9 E em C[X;E) ja que 

C( X) 9 E cu C(X;En) 
n=l 

§2 Propriedades dos espaços F-toneladas. 

Nesta seçio (E,TE) ~ um espaço local 
mente F-convexo sobre um corpo não trivialmente valor! 

zado não arquimedeano. 

2.6 PROPOSIÇAO ; Seja S um subespaço vetorial topolo-

gico _denS() de (E,TE) ' então (E,TE) e F-tonelada se 

s -e F-tonel a do 

DEMONS TRAÇAO Seja T um F-tonel em E ,então 

T ns e um F-tonel em S ~logo existe U vizinhança 

aberta de O em S tal que U c r ns . Como U e aher 

to na topologia relativa,existe V vizinhança de O 

em E tal que U ~ V r1 S . 
Afirmação : V está contido em T. 
Com efeito suponhamos que V nrc =f- rp 

Como V nTc e um aberto de E e S é denso em E e-

xiste x s V nTc n S . Logo existe x tal que x E V nS 

e x E rc ,mas V nsc T .Esta contradição permite afir­

mar que T é uma vizinhançaa de O em E , logo E e 

F-tonelada. 

2.7 PROPOSIÇAO ; Se (E,TE) e o limite indutivo de uma 

famili,l {(E.,u.)}. 1 de espaços F-tonelados,entâo 
1 1 1 E 

(E,TE) e F-tonelada 
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DEMONSTRAÇAO 
indutivo. Com 

uj'(T) ê um 

. Isto 
efeito 

F-tonel 

e imediato 
se T e um 

em cada E; 

da definição de limite 
F-tonel em E ' então 

que por se r F-tone:;. 

lado ê uma vizinhança de O em cada E; do qual ded~ 

cimos que 

gia limite 

T é uma vizinhança de 

indutivo. 

o em E na topolo-

2.8 COROLARIO : ()quociente separado de um espaço F-
-tonelada e F-tonelada . 

2.9 OEFINIÇAO : Dado (E,TE) um espaço localmente F 

convexo Hausdorff,um su-bconjunto M de E • 1 i'mitado 

e F·convexo,ê dito completante se o espaço ( [M] ~PM} 

e um espaço normado não arquimedeano completo. 

( [M] denota o subespaço vetorial de E gerado por M 
e pM denota a seminorma n.a. definida por 

; e c ÀM l I . 

2.10 PROPO~>IÇAO SeJ·am (E • ) uma familia de es-a' a aci 
paços localmente F-convexos~ Hausdorff, (F,I ll um 
corpo esfericamente completo , T C(E,T) = n (E .T ) 

I a a 
~ sut1conjunto 

.P..!_etar1tes de 

F-convexo que absorve ~ ~Qnjuntos com 

@ 

aci-J 

E , então ex'iste ~121_ ~nj~nto finito 

E c T a 

JC] 

DEMONSTRAÇAO Podemos sem perda de generalidade su­

por que T =f E . Para provar a proposição vamos supor 

contrariamente que para todo JC I , J finito,existe 

e s @ E o: ta 1 que e rt T 
I -J 

Se J ~4 existe e 1 c@ E a e 1 = (s~)ac] 
as! 

tal que se I \ 1 I > 1 e 1 ~ Àl T Chamemos J -1- {as I 
s 1 

a =I o } . 
Se J ~J ex i s te 

2 
€ @ E a ' - ( '\ 

1 
e ' e ~ 5 a,aE:I 

acr- J 1 
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tal que se IÀ 21>2 , 

J = J u { a.s I · s 2 
= 2 l ' a. 

seguintes sequências 

que verificam : 

e" c lil E 
l-J a 

n -l 

J n-l 

e" 9 À T 
n 

e 2 ? À2T. Chamemos J 2 o conjunto 

O} . Por indução podemos formar as 

{e "l N { J } N O } N nE n nE , n nE 

J u { a< I 
n-2 

s~-l # O l 

Consideremos Bn = {e" ;IÀI <_l l. B c IT Ea 
n ac:I-J l n-

Bn e F-convexo, completo e limitado, ja que Bn é i 

so~orfo i bola unitaria de (F, I I) • que ~ c-compacta 

e portanto completa ( T.A.Springer [21] ,n9 2.1 e N.De 

Grande-De Kimpe,[5].prop. l ) . ~ 

Podemos considerar 
subconjunto de ITIE . O conjunto 

a< 
mitado e completo em E • portanto 

go existe OcF , tal que B c OT 

B n~l Bn , como um 
B e F-convexo , 1! 

B e completante .LQ 

Seja nEN tal que 

IÀnl>lol , para Àn tem-se que e"cÀnT , esto contra-

diz a eleição dos en . Logo existe Jcl , J finito 
ID que verifica a.c:I-J Ea.cT 

2.11 PROPOSIÇAO -e Hausdorff e TcE e um 
F-tonel • então T absorve os conjuntos completantes de 

DEMONSTRAÇAO : Seja M um conjunto F-convexo de E 
e seja ( [M] ,pM) o espaço norma do n.a completo corres 

pondente . Pela observação l.24.b) ,o espaço ( [M] ,pM) e 

F-tonelada. 

O conjunto TnM e um F-tonel em ( [M] ,pM) 

ja que a topologia induzida por TE e menos fina que a 

topologia dada pela norma pM sobre [M] 
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Com efeito seja U uma TE-vizinhança de O , como M 

e limitado. existe À E F tal que ÀMc u de aqui ob-

temos que a pM-bola B(O,IÀI)~ { x eM pM(x) < IÀil 

e contida em U n [M] . 

Logo T n [M] e uma pM-vizinhança da o 

n gem em [M] 
logo existe y 

que absorve o pM-limitado conjunto M 

o F tal que 

M c y ( T rl [MJ c y T 

2.12 DEFINIÇAD : Seja ( E , T) um espaço localmente F-
convexo. consideremos sobre E a topologia ,t que 

tem como um sistema fundamental de vizinhanças da ori-

gema familia de todos os F-tonéis de (E,T) . 

2.13 PROPOSIÇAO 

somente se 

DEMlJNSTRAÇAO 

tão todo T-

Q espaço 
t 

T - T 

Supomos 
F - tonel e 

t 
mais fina que • 

( E , T) e F-tonelada se 

que ( E , T) e F-tonelada 

vizinhança de o logo T 

e 

en-

e 

Por outra parte ,como ( E , -r ) e F-con-

vexo as T-vizinhanças de o que -sao F-convexas e T 

fechadas forman sistema fundamenta 1,1 ogo t 
um • e 

mais fina que T . 

Supondo agora que t 
T = T ,resulta que 

todo F-tonel de (E,T) e uma T-vizinhança da origem. 

Logo (E,T) -e F-tonelada. 

2.14 PROI'OSIÇAO : Sejam (E,TE) e (G,-rG) dois espa -

ços localmente F-convexos e f: (E,TE) (G,TG) 

uma aplicação linear continua, ~tão~ aplicação 

f :(E,T ) (G,-r ) e continua . 

DEM1lNSTRAÇAD Seja U uma TG-vizinhança de O 
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pela definição de T~ 

(G,TG) tal que TeU 

,existe T um F-tonel em 

conjunto 
' 

- ' 
f (T) e uma 

como f ê linear e continua o 

T~-vizinhança de O e 
f(f (T)) creu logo f ê continua . 

2.15 TEOREMA : Seja (E
0

,T
0

)
0

El uma família de esp~ 

ços localmente F-convexos e Hausdorff 
Se (E,T) ~ TI (E ,T ) e (E,y) = TI (E ,Tt) tem-

a.EI a a cn::I a a 

se que y = T t 

DEMONSTRAÇM : a) y cTt .Seja i : (E,Tt) -~"(E,y) 

temos que demonstrar que é continua. 
A projeção p

0 
: (E,T) (E ,T ) 

a a 
e linear continua;logo 

(E,Tt)---;. 

pela proposição 2.14., a aplic~ 
çao p : 

' 
(E ,Tt) e continua. Se qN e 

a a t tu 
a projeção do produto TI (E ,T ) sobre (E ,T ) en 

a c.: 1 a a a a 

tão ê continua se e somente se a composição 

ê continua para todo asi ,mas qaoi pa logo 

continua. 

q oi 
a 

i e 

t b) c c y. 19 caso) I é finito . En -

tão a topologia produto coincide com a topologia soma 
direta localmente F-convexa. 

29 caso) I ê infinito.Va­
mos mostrar que todo F-tonel T de (E,T) ê uma vi­

zinhança de O em {E;y) .Pela proposição 2.11 ., T 

absorve os conjuntos completantes de (E,T) logo pe­
la proposição 2.10. ,existe Jc I , J finito ,tal que 

W E c T . Como T e fechado temos que 
a E: I - J 

I l ) TI 
asi-J 

E c T 
o 

Por outra parte Tn(rrE) 
asJ a tonel em l1 {E ,T ) portanto 

aEJ ct a 

( 2) T n Il E 
n~cJ a 

e um F -
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e uma vizinhança de o 
mos que 

t em rr (E ,T } , de aqui obte -
J o. a 

e uma 
( l } e 

T n n E + 
acJ a 

vizinhança de o em 
( 2} e da hip6tese 

T n n E 
aEJ a 

+ 

a E 

n E 
a:ci-J a 

t 
11 (E ,T ) e fi na 1 mente 

a: c I a S'!: 
F-convexo que ' T e 

n 
o.t:I-J 

E c T + Te T 
a 

logo T e uma vizinhança de O em t 11 (E ,T ) 
a:EI a a: 

de 

2. 16 COROLARI O 

tonelada. 

O produto de espaços F-toneladas e F 

·,·3 Condições para que C(X;E) seja F-tonelada . 

Nesta seçao X é um espaço topologico 

ultraregular e E e um espaço localmente F-convexo 

sobre um corpo esfericamente completo (F, I I) . 

Nas 
do que C(X;F) e 
mentados de C(X;E) 

proposições 2.1. e 2.2 temos mostra 
E são subespaços fechados comple 

e portanto existem dois espaços 

quocientes separados de C(X;E} , isomorfos a C(X;F) e 
E respeitivamente . Pelo corolario 2.8. a propriedade 

de ser F-tonelada ê invariante sob formação de quocie~ 

tes separados. Logo podemos enunciar o seguiente teore­

ma : 

2. 17 TEOREMA : Se C(X;E) e F-tonelado,então C(X,F) 
e E sao F-toneladas . 

A seguinte parte desta seçao é dedicada ã 

bfisqueda de condições suficientes para que C(X;E) seja 
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2. l 8 

2. 19 

F-tonelada. 

LEMA Dada uma funçào ~EC(X;E) ' existem ----
f ' g em C(X;E) e existem u ' v abertos na o vazios 

-

de s,x tais que 

l ) Sof e nula em u 

2) So9 e nula em v 

3) ~ - f + g 

DEMONSTRAÇAO :Seja 
do de X tal que Uc 

mos 

f ( X) 
í ~ ( X) 

lo 
u e v 

SoX (ver 

se XE V 

se XC U 

em 

l . 43. 

um conjunto aberto e fecha 
Fazemos V = Uc e defini-

[: (X) 

se xEV 
g ( X) -

se XE U 

SoX sao conjuntos abertos e 

d) ) Pela continuidade temse 

Os fel:hos de 

fechados de 

Sof t~ Sog são nulas em Lr e \( respect.i vamente e 
pela definição ~==f+g 

PROPOS IÇAO 

paço C(X;E) 

: Seja 

tal que 
Então existe um menor 
ra todo ~EC(X;E) se 

K(T) então ~cT. 

T um subconjunto proprio do ~­
ÜET e T ~ não arquimedeano . 

compacto K(T)c S0 X tal que .~­

So~ e nula numa vizinhança de 

DEMONS TRAÇAO Denotemos por A o conjunto de todos 

os compactos KC 6 0 X para os quais se verifica a pro­
pri edade : 

(*) Sr ~oC(X;E) e So• e nula numa vizinhança de K 
então ~ e um elemento de T . 

O conjunto A e não vazio ja que a função o perten-
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ce a T donde ~oX pertence a A . 
O conjunto vazio nao e um elemento de A 

com efeito,supomos que cf!E: A ,então se ljJ E C(X;E) e Boi!J 

é nula num aberto de 60 X então WET , mas pelo lema an­
terior isto significa que toda função pEC(X;E) e um e -

lemento de T ja que existe f , g em T tal que 
- - -p = f+ g , como T e nao arquimedeano pET , esta e u 

ma contradição Ja que temos suposto T =f- C( X; E}. 

Vamos mostrar agora que 

dois elementos de A é um elemento de 

a interseção de 

A . Sejam H e 
K E A,seja \j>EC(X;E) tal que 

em W 

onde W e uma vizinhança aberta de H n K. 

Sejnm U vizinhança aberta e fechada de H em BaX e 

V vizinhança aberta e fechada de K\ W em B0 X , dis -

junta de U , então definimos as seguintes funções: 

l 
Sol/>(x) se XE U 

f( À)= 

o se não lo 
9 (X)= 

Sol/>(x) 

se xE U 

se nao 

ja que u é aberto e fechado, f , g pertencem a 

C(~,,X;S 0 E) e ainda mais como f(x) = O se X E W u V 
-que e uma 

tri ção de 

g(x) = O 

vizinhança de K , resulta que f/X , a res -
f a X , pertence a T ; da mesma forma como 

em U , e U é vizinhança de H então g/X 
pertence a T . Podemos concluir então que 

o que prova que H n K pertence a A 

Finalmente vamos mostrar que a interseção 
cte tactas as elementos cte A e um elemento cte A . 

28 



Seja W vizinhança de n K ,aberta em 60 X , como o 
KcA 

complemento 

xis te 

par a 

nc N 

K. 
1 

wc - compacto e 
tal que 

Wcc 
n 
u K:' 

i = l 1 

i =l. ... n ,em 
n 
n K. W 

i ="' "l l 

de S0 X e Wcc u Kc 
' e-

KcA 

De aqui obtemos que 

Seja wcC(X;E) e Sow nula numa v~zinhança W da in-
terseção n K , pelo anterior n K.c W ,logo So~ 

é nula numaK~4zinhança de uma inte}Séçãa finita de ele­

mentos de A , usando indução podemos concluir que 
pertence a T . Fazemos 

nor elemento de A . 
K(T) == n K , K( T) 

KcA 
e o me-

2.20 DEFIN!ÇAO : O conjunto K(T) da proposição ante -
rior 0 chamado de suporte de T 

2.21 PROPOSIÇÃO 
quimedeano tal 

ta contido em 

Seja T cC(X;E) um conjunto nao ar 

que Od e '!.suporte K(T) de T es 
X . Se existe U vizinhança F-convexa 

de O em E tal que M(X;U)c T, então 

M(K(T);U)cT 

DEMONSTRAÇAO : Seja ~ uma função em M(K(T);U) . 
Considerar ~-

1

(U) , este conjunto é aberto e fechado 
de X que contém K(T) . Definimos as funções seguin -
tes: 

P ==x ·~ 
~-I(U) 

n==(l-

~ um elemento de M(X;U} logo ~ET , n e uma fun -

ção nula numa vizinhança aberta de K{T) logo 
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donde ~ o p + n E T + T c T , logo ~ET . 

2.22 NOTAÇAO : Dado AoC(X;E)' ; DA denota rã a fam1 

lia de todos os conjuntos U abertos e fechados de X 

que verificam a condição : 

paTa todo ~sC(X;E) . 

2.23 PROPOSIÇAO : Dado UsDA e V ~conjunto aberto e 

2.24 

2.25 

fechado de X tal que vcu , então VoDA . 

DEMONSTRAÇAO 

COROLAR!O 

.di zc~r que DA 

de conjuntos 

DEFINIÇAO 

e 

: DA e um anel de conjuntos . Isto quer 

fechado para união finita e diferença 

: Dado AsC(X;E)' definimos o conjunto 

suppA = ( u V)c 
V o DA 

que sera chamado suporte ~ funcional 

2. 26 OBS[RVAÇAO Para cada AoC(X;E)' existe 

norma n.a. PA 

tal que 

em E , um compacto K 

[A(~) I :J,sup PA(~(k)) 
"k K 

de X e 

Como consequência disto tem-se que supp Ac K . 

2.27 PROPOSIÇAO Seja AcC(X;E)' ,A i O então o su 

J!E.!:te de A e não vazio . 

DEMONSTRAÇAO S h ( V) c : upon amos que suppA= ~ = u 
VcD 
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ou equivalentemente que X - u V 
v c DA 

Seja K 
m:N tal 

o compacto 
n 

da observação 2. 26 .• 
então existe que KC u Vi 

i = 1 
com VicDJ\ , como 

n 
e um anel de conjuntos a união. u Vi 

i = 1 
pertence 

DA e portanto a função carateristica desta união,que 

chamaremos 
n 

(A == u 
i = l 

v. ). verifica 
1 

para todo ~cC(X;E) 

a 

finalmente pela propriedade de K e como Acc Kc temos 

para todo $EC(X;E) 

ssa hipõtese inicial. 
Logo A= O o que contradiz no -

2.28 PROPOS!ÇAO :Seja AcC(X;E)' , A=f O,.". A um sub 

conjunto aberto de X que i ntersepta .2. suporte de A 

então existe uma função 1)JEC(X;E) tal que 

~(Ac) == {O) e A (~) == 1 

DEMONSTRAÇAO : Seja x E P. n s upp f\ , como A ê aberto 

e X é ultraregular existe U aberto e fechado de X 

tal que XE: uc A , donde resulta que U nsupp A =f. 4> 

Logo U<"DA e pela definição de DA . existe pcC(X;E) 

tal que A (p·xul ==I= O . Considerando a função 

$ == Xu'P·IA(P·xull 

resulta A(~)== 1 e como Accuc 

2.29 PROPOSIÇAD : Seja AcC(X;E)' , _5.". A(~) == O 

todo ib que e nula numa 

supp A, então A (p) == O 

vizinhança aberta e fechada 

para toda p que! nula 

par a 

de 

em 
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supp A 

DEMONSTRAÇAO : Supondo que ~(x) = O para todo 

x c: supp A, seja pi\ a semi norma não arquimedeana em E 

considerada na observação 2.26. Seja 

C. = {xEX 
1 

Cada C. e um conjunto aberto e fechado que contém o 
1 

Como ~ = xc. ·~ 
1 

+ ( 1 

= A(~·x ) c i 

- X ) ·~ , resulta c i que 

ja que a função (1 - x ) e nula numa vizinhança aber­c. 
1 

ta e fechada Ci do suppA Seja agora K o compacto 

considerado na observação 2.26. Resulta que 

(xc(x)·~(x)) ~AA·(l/i) 
1 

Logo o 

2.30 NOT11ÇAO Dado W c C( X; E)' denotamos por suppW 

a união dos conjuntos supp A para todo AEW 

2.31 DEFINIÇAO : Um conjunto Lc X e dito F-limitante 

se Loda função de C(X:F) -e limitada em L 

2.32 DEFINIÇAO : Dados X um espaço ultraregular e 

(E,1E) um espaço localmente F-convexo ,diremos que X 

tem a propriedade do suporte anulante ,se para todo A 

em C(X;E)', ljJ e nula no supp A implica A(ljJ) = O 

2.33 PROPOSIÇAO : Se X e ultraregulai:_!:.. Lindelof en-

tão X tem~ p'fo-priedade ~suporte anulante 

DEMONSTRAÇAO : Seja C(X;E)' e seja W eX um con-
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junto aberto e fechado que contêm s upp A , isto implica 

que wcc u v como X e Lindelof e wc e fechado • 
V c D~ 00 

temos que w c u v. com V. s D Supomos sem per da 
i = l 1 1 A 

de ger1eralidade que a união~ disjunta . 

Consideremos o conjunto aberto e fechado 

U. ~ Wc n v. 
1 1 

pela 
- 2.23. c DA então cada proposiçao u. em ponto X 

1 

de X temos que 

00 

X WC (X) " 
X ( X) u. 

i = l 1 

vamos a mostrar que 

00 

X c l: X 
w u. 

i = l 1 

-e campas; 

n>N(L). 

donde LnWcLn( para todo n > N(L). 

Por outra parte como 

portanto L n ( 

Resulta então 

n > N(L) . Logo 

n 
u u. 

i = l 1 

que 

n 
l: 

i :: 1 

L 

U Wc .c 
l 

tem-se que 
n 
u 

i = I 

)c L rl Wc par a todo 

n( u 
i =i 

ui -

Xu. - xwc )(L) 
l 

L n .,c • 

~{O) 

n>N(L) 

par a todo 

para todo n >N(L). Finalmente se \); e nula em W 
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00 00 

A (>j;· E XU ) = 
i = 1 i 

E A(w·xu. 
i = 1 l 

) = o 

pela proposição 2.29. resulta que X tem a propriedade 

do suporte anulante. 

2.34 PROPOSIÇAO : Seja X um espaço topolôgico ultrareg~ 

lar com~ propriedade do suporte anulante . Então dado 

um F-tonel T de C(X;E) o conjunto supp TO e 

um _conjunto F-limitante 

DEMDNS TRAÇAO Supomos que existe f c C(X;E) nao limi 

tada em supp TO , então podemos escolher uma sequência 
de pontos { x

0 
} em supp TO e uma sequência de funções 

{A · em 
n 

TO que verifiquem 

i ) f ( X } + l < f(xn+l) para todo ncN n 

i i ) x ~ s upp A o n para todo ncN 

i i i ) X i u supp A. par a todo ncN n j <n J 

Sej ,1 v -
n 

{ xeX if(x) f(x
0

)i < lI 2 ) e seja 

B - vn () ( u s up p A j ) c 
n J<n 

par a todo nc N Pode-se observar que X n E B n e xn+léBn 
B - conjunto aberto i ntersepta e que e um que o supor-n 

te de A , pela proposição 2. 28. ,existe un conj un-n 
to aberto e fechado de X tal que 

U c B 
n n 

e e\iSte h0e C{X;E) que cumpre 

) = l 
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00 

construímos a função 

-sao definidos por 

t-1 
ct- f(xt)- " c. At(h;'Xu.l 

i = 1 1 
1 

a sequência {Un} e localmente finita logo tjJ E C(X;E). 

Por outra parte ja que U.C(suppA)c 
n+J n 

tem-se que 

An ( h ·xu ) ~ o 
n+J 

para todo h c C(X;E) e para todo jcN .(X tem a pro -

priedade do suporte anulante) . 
Obtemos então que : 

00 n-1 
~A ( E c ·h ·x ) I ~ I 

n t=l t t ut 
cn + L ct ·A ( ht ·xu ) I 

t= l n t 

podemos concluir com isto que a sequência {A } de TO 
n 

não ê fracamente limitada ,o que contradiz o fato que T 
e absorvente (ver Van Tiel [22] Th. 4.11 ,59), Logo 

supp TO e um conjunto F-limitante de X . 

2.35 TEOREMA : Seja X um espaço topolÕgico ultrare-
gular , com~ propriedade ~suporte anulante ~ tal que 

C(X;E) e F-tonelada . Então se C( BoX;E) e F-tonel a 

do , C(X;E) e F-tonelada . 

DEMONSIRAÇAO Consideremos C*(X;E) o espaço defini 

do em l .48.,c) . Observemos que C*(X;E) ~isomorfo ao 

espaço C( 8 0X;E) . 

Seja T um F-tonel em C(X;E) , ja que 
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Seja T um F-tonel em C(X;E) , ja que 
a inclusão 

i : C*(X;E) C(X;E) 

ê continua ,resulta que T c C*(X;E) e um F-tonel em 

C*(X;E) , como C(S 0 X;E) e F-tonelada o espaço C*(X;E) 
e 

de 

F-tonelada e portanto 

O em C*(X;E) . Logo 

TcC*(X;E) 

existe U 

e uma vizinhança 

vizinhança de O 

em E tal que 

M*(X;U) n Te C*(X;E) 

onde M*(X;U) ~ { fcC*(X;E) 

ça de O em C*(X;E) . 
; f(X)c U } e uma vizinhan-

Vamos mostrar que o fecho de M*(X;U) em 
C(X;E) e o conjunto M(X;U) . Com efeito, seja ~ um 
elemento de M(X;U) e seja KC X compacto e seja v 
uma vizinhança F-convexa de o em E Formamos os con -
juntos 

Ux = { ycX ; ~(x) - ~(y) c V } 

cada U é um conjunto aberto e fechado de 
X 

é compacto existe kl , ....... kn em K e 
tal que 

n 
K c u uk. 

i = 1 1 

X . Como K 

uk , ..... uk 
1 n 

ano ta mos Ui em 1 uga r de Uk. 
1 

Podemos supor sem perda 

de generalidade que a união dos Ui é disjunta. Afirma­

mos que a função 
n 
E xu ·e. 

i = 1 i , 

onde e; - \fl(k;) , é a função de M*(X;U) que verifica 
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y- ~ cM(K;V) 

mas isto e claro ja que se 

jc {1, .... n}, logo 

kEK então kc::U. 
J 

para algúm 

y(k) - ~(k) = 

donde y(k) - ~(k) c V. 

n 

L 

i = l 
xu (k)e.·- ~(k) 

• 1 
1 

Concluimos que dado T um F-tonel em 
C(X;E) , existe U vizinhança F-convexa de O em E 

tal que 

(*) M(X;U)c T 

ja que T e fechado e M*(X;U) está contido em T . 

Analizamos agora o conjunto supp TO . 

Pela proposição 2.34., supp TO é um conjunto limitan­
te de X , como C(X;F) e F-tonelado,pelo teorema de 
Nachbin-Shirota não arquimedeano provado por Bachman, 

Beckenstein e Narici (ver [l],e [2].§4.), podemos con­

cluir que supp TO é um conjunto relativamente compac­

to de X . 

Consideremos <jJcC(X;E) tal que <jJ e nu 

l a em supp TO Tem-se que <jJ e nula em supp h para 

todo h c TO . Logo como X tem a propriedade do suporte 

anulante 

A ( <jJ) - o par a todo 11. E: TO 

A ( À <jJ) =0 para todo À c F I À I > 1 . . ' e A E:: TO 
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donde ,l~sJOOc H (ver proposição l .36. a) e b) ). 

Portanto ~ nula em supp TO 

K( T) temos que 
implica que~ c T. Pela 

propriedade de 

K(T)C supp To c X 

logo pela proposição 2.21 e por (*) obtem-se 

M( K(T) ;U) c T 

donde T e uma vizinhança de O em C(X;E) . 

2.36 COROLARIO : Seja X um espaço ultraregular co~~ 

~~priedade ~suporte anulante Se C(X;F) e F-tone-

lad,~ ~ E = lj.m E; onde Ei f uma sequência cres -

~!!_te ~espaços norma dos n.a. e completos_ (~ espaços 

~ ~rechet. mais generalmente ) , então C(X;E) e F-to 
nel.:~do 

DEM1JNS TRAÇAO Se K e compacto e E; 
E. ê um espaço de Frechet, 

1 
completo ou 

C(K;Ei) e F-tonelada. 

-e normado n.a e 

então o espaço 

Pelo teorema 2.5 ,o limite indutivo 

dos espaços C(K;E 1) e um subespaço denso de C(X;E). 

Pela proposição 2.7 o limite indutivo 
dos espaços C(K;E 1 ) e F-tonelada e pela proposição 

2.6 ,resulta que C(K;E) e F-tonelada 

C(S"X;E) 

Em particular tomando 

F-tonelada . Pelo teotema 
nal1~ente que C(X;E) e F-tonelada 

K = S 0 X resulta 

2.35 obtemos fi -
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C A P I T U L O 3 

E S P A Ç O S F - B O, R N O L O G I C O S 

Consideramos neste capltulo X espaço 

topolÕgico ultraregular , {E,TE) um espaço localmente 

F-convexo T2 e (F,J l)um corpo não trivialmente valoriza 

do, não arquimedeano . C(X~E) ê o espaço definido em 

1 .4R. b) , isto ê o espaço das funções continuas com a 

topologia compacto aberta 

3.1 OBSf RVAÇAO : Da mesma forma trivial como foi provada 

a pt·oposição 2.7. Pode provarse o seguinte: 

O limite indutivo de espaços F-bornolÕgi 
cos e F-bornolÕgico . Consequentemente , o quociente de 

um espaço F-bornolõgico é F-bornol5gico . 

3.2 TEOREMA : Se C(X;E) e F-bornolÕgico ,então 
C(X:F) e E sao F-bornolõgicos 

DEMONSTRAÇAO : Como a propriedade de ser F-bornolõgi-

co e invariante sob formação de quocientes • das proposi 
ções 2.1 e 2.2., resulta que C(X;F) e E são iso­

mortos a quocientes de C(X;E) e portanto ambos são F­
bornolôgicos 

3.3 PROPOSIÇAD : Seja T c C(X;E) um conjunto bornlvoro. 

Se E é metrizavel então existe uma vizinhança F-conve 
xa U ~origem em E tal ~~ M(X;U) cT 

DEMONSTRAÇAO Seja { Un} uma sequência fundamental 
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3.4 

de vizinhanças F-convexas de O em E,supomos que a se 
quência dos un ê decrescente 

ê f a 1 s a 

existe 

Vamos supor que a afirmação da propos1çao 

então para cada n , existe ÀncF , 1;\l>n e 
- 1 

f EM(X;À U ) , tal que f ~ T Como a se n n n · n 

quência dos U ê decrescente temos que 
n 

o em C(X;E) 

40 

Com efeito seja M(K;V) uma vizinhança de O em C(X;E) 

existe N tal que U c V e ainda mais U .c V para 
n n+J 

todo j E N , como ÀN+j fN+j(x) c: UN+j pa~a tod,o xcX, 

temos \1ue Ànfn E M(K~V) para todo n E N Como T e 

bornivuro , existe ô>O tal que IÀI>ô implica que 

{;\nfn}t:ÀT, em particular para algum JE {1, ..... n} te-

mos ]Ãj ]>o e 

ÀjfjEÀjT 

donde fj E T isto contradiz a eleição de fj .Logo existe U. 

Da proposiç3o 2.19 resulta que para um 
conjunto F-convexo e bornivoro T c C(X;E) , existe um 

conjunto compacto K(T) c X chamado suporte de T 

que verifica o seguinte : Se S0 fE:C(StX;E) e nula numa 
vi zi nh,1nça aberta de K( T) então f c: T . 

PROPOS IÇM . Seja TCC(X;E) um conjunto F-conve-. 
-

xo e bornlvoro e (E,TE) um espaço localmente F-conve ---- - ---
xo metl~izãvel. Se K(T)CX ' então existe u uma v i z i -------- -----
nhança F-convexa de O em E tal que 

M(K(T);U)CT 

DEMONS IRAÇAO Pela proposição anterior,existe U vi 



zinilança F-convexa de O em E tal que M(X;U) c T. 

Pela proposição 2.21. concluímos que 

M(K(T);U)CT 

3.5 PROPOS!ÇAO : Se Te C(X;E) e F-convexo e bornívo -

ro , então K(T) c v 0X 

DEMONSTRAÇM : Supomos que K(T) ~ v 0 X ,seja xcK(T) e 

xiv 0 X então existe uma sequência {Ai} de vizinhanças 

abertas e fechadas de x em 8 0 X tal que 

( n A. ) n X ~ ~ 

1 "'1 
1 

pod~mos supor que A
0 

= SaX e que' {A;} e decrescente. 

Consideramos 

{B. I 
1 

e uma sequência crescente de conjuntos abertos e 

fecllados ta 1 que 

X c u B. 
i = 1 1 

Temos que para cada iEN existe ficC(X;E) tal que 

o e 

a existencia das f, e garantida pela 
1 

Com efeito suponhamos que existe i
0

EN 
definição de K(T) 

tal que para to-

da fcC(X;E) se S0 f(Bi ) ~ O então fET , isto sig­

nifica que K(T) deve e~tar contido em 

conjunto Bi e compacto de S0 X , esta 

ção ja que ~cK(T) e x' Bi 

B. 
1 -o 

ja que o 

e uma contradi 

Afirmação : Dado À;EF , a sequência 
gente a O em C(X;E). Para mostrar 

{ Àifi} e conver­

isto ,consideremos 
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M(K;U) uma vizinhança de 
um subconjunto compacto de 

Jn e finito e 

o em C(X;E) . Como 
X , existe J c N 

n 

K -e 

tal que 

seja M 

para todo j~::N 

+ "" , A 

logo existe 

se 

Kcu B.nx 
. J 1 

" n 
ja que {Bi} e crescente tem-se 

Então 

Consideremos A= {A. f.} ande Ã
1
. c F e 

1 1 
e um conjunto limitado e T e bornivoro, 

6>0 tal que para todo AsF IÀI>õ tem-

AcH 

em particular existe ÀM com IÀMI>õ tal que 

donde fM E T; o que contradiz a eleição dos f. . Es-
1 

ta contradição implica que K(T) c v 0 X • 

3.6 TEOREMA 
e metrizável 

DEMONSTRAÇAO 

: Se C(X;F) e F-bornologico e (E,<E) 
Então C(X;E) e F-bornolÕgico 

Seja T c C(X;E) F-convexo e bornlvoro 
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-Vamos provar que T e vizinhança da o 
rigem de C(X;E) . Pela proposição 2.19. ,visto que T 
ê F-convexo, existe um compacto K(T) Ci3 0 X , conjunto 

suporte de T 
esta contido em 

Pela proposição anterior,na verdade K(T) 
-"oX . Entretanto como C(X;F) e F-bor 

nolGgico , pelo teorema de Nach~in-Shirota não arquime -
deano provado por Govaerts (j7j), podemos afirmar que 

X ê um Q0 espaço . Logo K(T)C X . Pela proposição 3.4. 

existe U vizinhança de O em E tal que 

M(K(T);U)cT 

donde T -e uma vizinhança de o em C(X;E). 
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C A P I T U L O 4 

D F E 5 P A Ç O 5 

§ 1 Propriedades dos DF-~~ 

-Nesta seçao (E,TE) e um espaço local 

mente F-convexo T1 ,(F,I I) e um corpo valorizado nao 

arquimedeano onde a valorização ~ não trivial 

4.1 PROI'OS!ÇM 

completo . Se 

um DF-espaço 

:Supomos que (F,I !J 
(E,TE) e metrizãvel n.a. 

e esfericamente 

,então E' s e 

DEMLJNSTRAÇM : Seja {Un} um sistema fundamental enu 

merJvel de vizinhanças da origem em 
mos {Ug} a famllia dos polares de 

. Considere-

E' {UO } 
n 

resulta uma famllia enumerâvel de limitados em E' j a s 
[22]. Th.4.3) que cada 

portanto 

ug e equicontinuo 
fortemente limitado 

(ver Van Tiel 

A f a mil i a { uo 
n 

} - fundamental e . Com e 

feito ,se L c E 1 

s e limitado ' 
LO e uma vizinhança de 

em E logo existe u ta 1 
n 

que u c 
n L Portanto tem 

se que LO c uo 
n . Isto prova ( i ) da definição 1 . 38. 

-
o 
-

Seja agora v n 
noN 

v 
n 

um conjunto bar 

nlvoro ,onde cada v 
n 

e uma vizinhança F-convexa da o 

F-convexa e fechada • logo pe-rigl!m em EB V resulta 

1 o teorema dos bipo1ares nao arquimedeano (Proposição 

1 . 3t-i ) , dado \cF , l\l>l obtem-se 
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( *) 

(E,TE) . Seja 

limitado em E1 

yoo c V 

Vamos mostrar que 

U vizinhança de O 

e v e bornivoro 
que uo c V Logo 

yo c a.UOO c ayU 

vo ê limitado em 

em E ,como uo e 

,existe ÀEF tal 

para algum rcF .IYI>l . Isto prova 

Portanto voa é uma vizinhança de 

o mesmo ocorre com V Logo (ii} 

que vo e limitado. 
O em E ' . Por ( *) 

da Definição 1.38. 

esta satisfeita então E' e um DF-espaço. 

4.2 PROPOSIÇAO Seja (E,TE) um DF-espaço , então E' 

e um espaço de Frêchet . 

DEMON~TRAÇAO : Seja {Bn} uma familia fundamental enu 

meravt·l de limitados de E e seja U uma base enu-
m 

merãvrl de vizinhanças de O em (F,] I), então a fami 

lia { M(Bn,Um)}
0

,mEN e uma base enumer"ável de vizinhan 

ças dil origem no espaço E~ 

Para mostrar a completude , escolhemos 

( f ) uma sequência de Cauchy em E' , i i,. N esta sequência 

ê fortemente limitada em E' , logo como -
e um 

DF-espaço , (f;) é equicontinuo . Por outra parte defi­

nimos f(x) ~ lim fi(x) (a existencia de f(x) e ga-

rantida pela completude de (F,j j)). Então f pertence 

ao feLho de (f.) na topologia da convergencia simples 

em F[ . Finalme~te por Prolla ( [22},2.57) obtemos que 

fc::E' e portanto (f;) e convergente 

4.3 PROPO,:IÇAO 

comple.!.Q. 

Seja (F,j ll um corpo esfericamente 

Se E e um DF-espaço e M c E e um subes-
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paç~ fechado de E • então E/M e um DF-espaço 

DEMONSTRAÇAO : Para provar a existencia de uma fami -
lia fundamental enumerãvel de limitados em E/M vamos a 

nalizar o dual forte de E/M . 

definida por 

Consideremos a função ~ : MO ---->(E/M)' 
- 1 

lf(f) = fov onde v e a aplicação quocie!} 

te. Vamos mostrar que o/ e um isomorfismo vetorial topo­

logico do espaço (MO,S(E',E)) sobre o espaço 

((E/M)' ,S((E/M)' ,E/M)) : 

Claramente podemos ver que 1f e um iso 

morfismo vetorial . Para mostrar a continuidade de 1f ,c~ 

mo MO e metrizãvel com a topologia induzida pelo dual 

for:;e do DF-espaço E basta mostrar que \fi leva sequên­

cia~ convergentes a O em MO sobre conjuntos limitados 
em (E/M)' 

o MO ' 

Seja {f;} uma sequencia convergente a 

{f.} ê um conjunto fortemente limitado em E' 
l 

e equicontinuo em - 1 E' , portanto {f
1

ov } e 

equicontinuo em (E/M)' 

mitado em (E/M)' 

• 1 og o {f;ov- 1
) ~ N(f;)l e li-

Para mostrar que \f e aberta, considere-

mos a vizinhança de O seguinte U = MOn AO , onde A 
~ um limitado de E então 

- 1 - { fov ; fcMO e fcAO ) 

Pod~-se verificar facilmente que (v(A})O e uma vizi 

nha11ça da origem em (E/M)' que esta contida em ~ ( u) ' 

bas~a observar para isto que se gE(v(A))D então 
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- 1 
g - (gov)ov onde gov E MO e gov t: AO 

Assim mostramos que~ ê um isomorfis -

mo vetorial topologico de MO sobre (EIM)' com as co 

rrespondentes topologias fortes 

Seja agora L um limitado em (E/M) 
então LO e uma vizinhança de O em (E/M)' .Pelo prQ 

vado acima afirmamos que existe AC E limitado ,que 

podemos ainda supor r-fechado pela observação l .35. b) 

tal que 

( *) ~( AOnMO )eLO 

obtemLJS então que 

logo 
L C v( AOO UMOO ) ~ v(Aüü)U v(Müü) 

como A e M sao r-fechados então 

L Cv(A) Uv(M)c v(A) 

podemos portanto afirmar que dado um limita~o L de 
E/M existe um limitado a em E tal que L c v(A) 

logo existe em E/M um sistema fundamental énumeravel 

de limitados \v(Bnll onde { B ) 
n 

-e o sistema funda-
mental enumeravel de limitados de E . 

espaço , 
em E/M 

Para mostrar a segunda condição de DF-

seja Vn uma sequência de vizinhanças de O 
-tal que a interseção V - n V

0 
e um con 

ncN 

junto bornivoro em E/M . A seguinte relação e valida 
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- 1 ( v) - 1 
( ) v- 1 (Vn) v - v n v - n 

noN n 
no N 

-e evidente que v- 1 (V) e borni varo em E ' ja que se A 

e limitado em E v(A) e limitado em E/M Logo ex i s 

te hoF tal que v(A) c H ou seja 

v- 1 (V) e bornivoro e e a interseção de uma família enu­

merável de vizinhanças F-convexas de O no DF-espaço 

E e em consequencia V e uma vizinhança de O em E/M. 

4.4 LEMA : Seja E um espaço vetorial topológico 

com um sistema fundamental enumerãvel ~vizinhanças de 
O . Então dada uma sequência Hn de limitados, existe 

{~n' sequência limitada em (F,I ll tal que 

e l-imitada 

DEMONSTRAÇAO : Seja { Vn} sequência fundamental de -

crescente de vizinhanças de O em E Dado o par 

(Vn,Hn) existe 8n>O tal que , para todo ÀsF tal 

que IÀI~"ó" tem-se Hnc ),Vn. 

Para (V
1 

,H
1

) seja ó] ~ o
1 

para 

(V
5

.Hs) seja ó' ~ max {ó •
1 

, ó }. Obtemos desta s s- s 
forn1a uma sequªncia crescente de numeras {6~} em R 
Escolhemos ), . e F tal que I À. I >ó. 

1 1 1 

Afirmação u À: 1 H
1
. E um conjunto li­

. N 1 
1 o 

mitudo em E . Com efeito seja V uma vizinhança de O 
em E , temos que provar que existe O tal que para 

ct t: F e lal>6 então u 
isN 

a V 
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Podemos 

li brada 

Donde 

( l ) 

supor sem perda de 

. Existe 
- 1 

À H c v m m m 

no tal 
c v par a 

00 

u H c V 
s s =n 0 

generalidade que v e 

que v m c v para todo 
todo m > n0 Logo 

nrrl 
- 1 Por outra parte consideremos Ao u Às Hs ' A 

ta do logo existe 

( 2) 

õ > l 

A -

tal 

n,-1 
u 

s = l 

s = 1 

que se 

H c a V s 

acF e lal>õ 

e qui-

m>na 

e 1 i m i 

como V ê equilibrado , de (l) e (2) obtemos que 
- 1 

u À. H. c a V , par a todo a E F , I o I >O Fazemos 
. N 1 1 
l E 

- 1 
\J; = À; e resulta {\J;} limitada . 

4.5 PROPOSIÇAO : Seja 

esfericamente completo 
vizinhanças de O em 

F ta_!_ que V =nÀnvn 

E um DF-espaço sobre (F,I ll 
Dada· { Vn} uma sequência de 

E , existe sequência {Ãn} em 

e uma vizinhança de O em E . 

DEMONSTRAÇAO : Podemos supor sem perda de generalide 
-de que Vn e F-convexa para todo nEN . Consideremos 

Hn- V~, Hn e equicontinuo, logo fortemente limitª 

do em E' Como E e um DF-espaço , E1 
~ metrizivel 

( ver proposição 4.2) ,logo pela proposição 4.4. ,e­

xiste uma sequência limitada {un} em F tal que 

H 

~ limitado em E' .Temos um conjunto H que e união 

enumerável de conjuntos equicontinuos e que e fortemen­

te llmitada . Usando novamente o fato que E e DF-
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) 

v 

espaço , obtemos pela Observaçio 1 .39. que H e equi -
continuo . Logo HD e uma vizinhança de O Consideran 

do as relações seguintes 

HO ~ ( U W H )O == 
N n n 

nc 

- 1 
IÍ "W voa c 

N n n 
nc . 

onde ancF e lanl>l, para todo ncN, obtemos que 

-1 
se \ - J.1 a , então o conjunto · n - n n 

v - n 
nc N 

À v 
n n 

e uma vizinhança de O em E . 

§ 2 Condições para que C(X;F) e C(X;E) sejam DF-espaços. 

Nesta seçao o espaço topologico X ê ul 

trart!gular , o espaço vetorial topol5gico (E,TE) ~ local 

mente F-convexo e o corpo {F, I I) tem uma valorização 
não trivial não arquimedeana. 

4.6 PROPOSIÇAO Sejam M1 , •••••• Mk 

xos (~ E , sejam U uma vizinhança 

E e K um conjunto compacto ~ X 

k 
M(K;U + " 

m=l 

k 
I 

m= l 

k 

conjuntos 
F-convexa de 

Então 

F-conve 
O em 

DEMONSTRAÇAO 

remos o compacto 

Seja f s M(K;U + L M(X;Mm} , conside-
m= l 

s Pu(f(x))_':.ll 

Cli'iiKAL 
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e consideremos os conjuntos abertos e fechados 

v
5 

= {xrX; Pu( f(x) f(x.))<l} 
J 

onde os xj sao elementos de S . Notamos que Vj é a­

berto e fechado porque a semi norma~ não arquimedeana e 

vj e imagem inversa por f da bola B ( f(x.),l/2 ). 
Pu J 

A compacidade de S implica a existencia de te N tal 

que 
t 

s c u 
j = 1 

v. 
J 

. . . t , existe 

( . ) 

k 
f - f + E 

m= 1 

podemos supor que esta união ê disjunta 

Por outra parte , para cada xj , j= 1, .. 

k k 
L h~ E L M 

m=l J m=l m 

f( X.) + 
J 

Finalmente podemos mostrar que 

t k t 
E Xv. Q hm E E X Q hm 

j = 1 J J m=l j = 1 v j J 

pertence ao conjunto 

k 
M(K;U) + E M(X;Mm) 

m= l 

para isso basta mostrar que 

k t t t 
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k t 
+ E E X B hm 

m= 1 . 1 v . J J = J 

t 
e que G l ( K) = (f E X B f ( X j ) ) ( K) . 1 v . 

J = J 

t k t 
e G2(K) =( E X v. ~ f(xj) + E E X ~ hm ) ( K) 

j = 1 v j J j = 1 J m= 1 

verificam G1 ( K) c u • G2(K)C u . 

Seju X € K • se X€ u v. então existe jo tal que XE V. 
J J o 

logo G l ( X) - f ( X) -- f(x. ) portanto Pu(G 1(x))>l ' J o 
o que significa G1(x)sU . 

Sej .1 X s K se X ~ U V. 
J 

então xi'S , logo Gl ( X) f( X) 

como xiS Pu(f(x))<l logo G l ( x) € u 

Sej-1 xsK se XE uv. 
J 

f(x. ) + 
J o 

existe 
E hm 

j 0 tal que xc.V. en -
J o 

tão G2 (x) 
m=l J 

, logo por (*} tem-se 

Se j J x E K , se xi' uv. 
J 

Concluimos que fcM(K;U) 

G2(x)=OcU. 

k 
+ E M(X;M ) 

. 1 m J= 

4.7 PROPOSIÇAO : Sejam X um espaço topol5gico forteme~ 
~ ~ontavelmente compacto . Se {Bn} e uma sequência 

fundamental de limitados em E , então M(X;Bn) -e uma 

sequência fundamental ~ limitados em C(X;E) . 

DEMONSTRAÇAO : E evidente que cada M( X; B ) 
n 

-e limita-



do . Supomos contrariamente que existe L CC(X;E) limi 

tado tal que L'\ M(X;Bn) =f ~ para todo nsN . Seja 

fnsLCM(X;Bn) e xnsX tal que 

Consideremos A- { xn ; ncN }. Pela hi 
põtese sobre X sua aderência ~ é compacta em X . 

Afirmamos que n~N f
0

{A) e limitado 

Com efeito , seja V uma vizinhança de O em E , co-

mo L CC(X;E) ê limitado ,,existe 6>0 tal que l..cF , 

IÀI>ó implica 

Lc ÃM(A;V) 

{ f(a); fel e aEA }c V ,em particular 

nt:N e a E A } c V , portanto o conjunto 

n~Nf 0 (1\) e limitado em E , e de aqui que existe jEN 

tal que u 
nsN 

f(A)cB. 
n J 

. Em particular obtemos que 

fj(A) cBj e ainda mais obtemos que f. ( x . ) s B . . Isto 
J J J 

contradiz a eleição dos e xj , e estabelece a 

proposição 

4.8 TEOREMA : Sejam X um espaço ultraregular! W-
campal~ e (F, I I) um corpo esfericamente completo . 
Entio se E e um DF-espaço , C(X;E) e tambem um DF-

espaço . 

DEMONSTRAÇAO Seja {V
0

} uma sequência de vizinha~ 
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ças F-convexas de O em C(X;E) . Seja V 

Temos que mostrar que se V é bornivoro, então V e 
uma vizinhança de O em C(X;E) . A prova ê por reco 
rrencia . Constroem-se sequências {À.} , {U.} , {K

1
.} de 

1 1 
escalares de F , vizinhanças de' O em E e compactos 

em X 
' 

respactivamente ' com as propriedades seguintes 

( l ) M(X;À.B.) c V 
1 1 

para todo i t:: N 

( 2) M(K.,U.)CV. 
1 1 1 

para todo it::N 

( 3) À jB j c u. para todo 1 • J em N 
1 

c a d,l B. 
1 

pertence a uma família fundamental de limita-

dos de E que e enumerave1 • esta famil i a ex i s te ja 

E - DF-espaço Vamos cada B. que e um . supor que e 
1 

F-convexo e fechado . 

Supomos que existe À; , Ui , K; para 

- l , ....... , n , com as propriedades (l) , (2) (3). 

Como Bn+l e limitado em E ' ~~i~!~ Àn+l E F tal que 

n 

a) Àn+lBn+l c i~l U; 

b) M(X;À 1B l )C V 
n+ n+ 

a existencia de Àn+l para o caso a) 
que a interseção finita dos U; é uma 
em E para o caso b) a hipótese que 

garante a existencia do Àn+l 

e garantida ja 

vizinhança de O 
v e bornlvoro 

Ja v - vizinhança de o que n+l e uma em 

C(X;E) ' 
existe ====== Kn+ 1 compacto de X e w n+l v i z i 

nhança de o em E tal que 
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u ~ w + 
n+l n+1 

n+l 
E 

i o l 

ê uma vizinhança de O F-convex e satisfaz 

\. B. 
1 1 

para todo j -· 1, .... ,n,n+l Por a) obtemos que 

Àn+ 1 Bn+ 1 c Ui par a todo i 1, ...... , n . Logo tem-se 

que >c.B.cU. para todo i,j- l, ....... ,n+l 
J J 1 

Então existem 

propriedades ( l) 
Àn+l • un+l 

e ( 3) , falta 

, Kn+l , que 
verificam as mostrar que 

M(Kn+l ;Un+l) c Vn+l , o que estabeleceria (2) 

Como n Vi = V c Vn+l e como 
it:N 

M(X;\ 1Bi) c V 
-

que vn+l e 

para todo 

F-convexa 

i -- 1 •......•• n+ 1 

d) 
n+l 

E 
i o l 

M(X;\.B.) c V l 
1 1 n+ 

Por <) e d) resulta 

usando a proposição 4.6. resulta que 

ou seja 

n+l 
E 

i o l 

M(K ·U )CV 
n+l' n+l n+l 

.Então ja 
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Logo Oil, {Ui} 
dades (1) , (2) 

{K.} existem e verificam as proprie-
1 

( 3) . 

Resulta da propriedade 

cia de vizinhanças 

(3) que a seque~ 
{Un} tem in -F-convexas e fechadas . 

terseção bornivora em E , Se chamamos u ~ n U
0 

en -
nrN 

tão u e uma vizinhança de o no DF-espaço E . 

junto 

da de 

Como 
compacto de X 

(2) obtemos 

X e W-compacto ,existe K subcon 

tal que u K c K . Pela proprie-
nEN n 

n M(K;U ) 
nEN n 

cnM(K;U)C 
nEN n n 

- v 

Donde 

M(K;U) c n M(K;Un) c V 
nr N 

Logo V e uma vizinhança de O em C(X;E} . 

A primeira parte da definição de DF-espª 
ço é verificada neste caso Ja que 

fundamental de limitados {Bn} em 

existe uma sequência 
E e pela proposição 

4.7. a sequência {M(X;Bn)} é uma famllia fundamental e 
numeravel de limitados em C(X;E) 

4.9 TEOREMA Seja (F,j ll 
Então, C ( X; f) -

e um 
se , X e W-compacto 

um corp~ esfericamente 
DF-espaço se e somente 

DEMONSTRAÇAD 
um DF-espaço 

: Se X e W-compacto,como (F,j j) e 
pelo teorema 4.8 resulta que C(X;f) 

e um DF-espaço 
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Reciprocamente,suponhamos que C(X;F) 

~ um DF-espaço. Seja {K
0

} uma sequincia de subconjun­

tos cornpactos de X , devemos provar que existe Kc X , 
compacto tal que 

u 
nsN 

K c K 
n 

Formamos as vizinhanças de O em C(X;F) 

onde 8
0 
~ { ÀEf ; li< I< o}. Pela proposição 

te uma sequência {À
0

} em F tal que 

nÀM(K;B
1

) 
N n n 

ns 

4.5. exis -

-e uma vizinhança de O em C(X;F) . Logo existe K sub 

conjunto compacto de X tal que 

I *) M(K·B )C n À M(K ·B ) 
' 6 n n' 1 nsN 

Afirmação : K c K 
n 

para todo n s N • 

Suponhamos contrariamente , exista tal que K ct K. 
no 

Então existe x E K , xiK 
no 

e existe fcC(X;F) ta 1 que 

f( x) - e f(K) ={0) 

considerando ycF tal que IYI>Ii<n,l ,obtemos que 

yf cM(K;B
0

) ja que f(K) ~{O) B
0

. 

Por outro 1 a do yf i À M(K ;B 1 ) 
no no 

ja que yf(x) ~ y 

que contradiz (*) . 

Na proposição 4.3. mostramos que o quo­

cient\! separado de um DF-espaço ~ um DF-espaço. No ca­

pitul0 2 , teoremas 2.1 e 2.2 mostramos que C(X;F) 

57 



e E , podem ser considerados como subespaços fechados 
complementados de C(X;E) .Co~ estes elemer.tos e com os 
teoremas 4.8 e 4.9. , temos demonstrado o seguinte : 

4.10 COROLAR!D : Seja X um espaço topolõgico ,(F; I ll 
um ~urpo esfericamente completo ,. ~tão C(X;F) e E 

sao DF-espaços~'~ somente se C(X;E) e um DF-espa-

~· 
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C A P I T U L O 5 

ESPAÇOS REFLEXIVOS DE SCHWARTZ e DE MONTEL. 

§ 1 Propriedades dos espaços de Schwartz e quase-normados 

Nesta seçao (F, I I) e um corpo na o tri­

vialmente valorizado ,nio arquimedeano e (E,TE) e um es­

paço vetorial topológico . 

As definições apresentadas a continuação, 

são uma adaptação direta das definições apresentadas por 

Gror hendieck [8] ao caso não arquimedeano 

5.1 DEF!NIÇAO : Seja V um subconjunto de E , V e di-

5. 2 

5. 3 

to 1otalmente limitado relativamente a um subconjunt~ U 
de E se : dado E 

tal que 

DEFINIÇAO 

mado espaç:o 
convexa de 

r o v que 

: Um espaço localmente F-convexo e cha -

de Schwartz se dada U uma vizinhança F­

zero , existe uma vizinhança F-convexa de ze­

é totalmente limitada relativamente a U . 

DEFJNIÇAO : Um subconjunto A de E , ê dito total 

men1e limitado se e totalmente limitado relativamente a 

todils as vizinhanças de zero do espaço E . 

5.4 OBSERVAÇAO Todo corpo 1 oca 1 e um espaço de 
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Schwartz , ja que existe uma vizinhança compacta de O 
que e totalmente limitada relativamente a qualquer outra 

vizinhança de O do corpo . 

5.5 PROPOSIÇAO 

de Schwartz e E. 
1 

então E e também um espa-

SE_ de Schwartz 

DEMONSTRAÇAO Seja U uma vizinhança de O F-conve 

xa em E , e seja À€F ,À # O . Supomos sem perda de 9§ 
neralidade que 

U = TI X TI 
i eJ 

u. 
1 i E I J 

E. 
1 

onde J é um subconjunto finito de 

e uma vizinhança F-convexa de O 

um esi'aço de Schwartz 

zinhar1ça F-convexa de 

( '} 

Consideremos 

v.c 
1 

v = 

m. 
u1 

j = l 

TI 
iE:J 

• para 
o em 

i x. 
J 

v. X 
1 

pela inclusão ( *} temos que 

mi 
v c rr ( u 

ÍEJ j = l 

cada 

E. 
1 

+ /.U. 
1 

TI 
iE:: I 

i 
X , + 

J 

I e cada u
1 

, 

em E; . Como E1 
ieJ , existe V. 

1 

tal que 

E. 
J 1 

/.U. } X rr 
1 i E I J 

por outra parte vemos claramente que 

mi 
i t 

rr ( u ( xj + i.U.}) c u ( as + À TI u. } 
it::J j = l 1 s = l iEJ 1 

Y1 

E. 
1 
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m· n 1 i 
onde as E rr ( u xj ) e t = rr m; 

it:J j = 1 i E: J 

logo 
t 

v c ( u a + À rr u. ) X rr E. 
s o= 1 s ÍEJ 1 iE I I J 1 

finulmente fazendo as = ( "s 'O) 

t 
v c u ( - À( u. E. ) ) "s + rr X rr 

s = 1 ieJ 1 is!IJ 1 

e portanto v e totalmente limitada relativa a u . 

5.6 PROPOSIÇAO 

~ ~~~ espaço de Schwartz . 

DEMJNSTRAÇAO : Seja S subespaço de E , E espaço de 

Schwartz . Seja U uma vizinhança F-convexa de O em S 

que ent.lÕ existe M vizinhança da origem em E tal 
U = Mn S , e existe N vizinhança da origem em 

que N ê totalmente limitada relativamente a M 
E tal 

Afirmamos que V = Nn S e uma vizinhan -

ça Je o em s totalmente limitada relativamente a u. 
Sejct ÀEF ' À f o ,então existe xl, ... ,xn' em E tal 

n 
que N c u ( X i + ÀM 

i = l 

J = { 

seja s.ES 
1 

V = X; + m e VES 

V = Si + X i - Si + 
v = s. + m' . Logo 

1 

v E( si + ÀM n S ) . 

m 

v 

i 

) . Consideremos 

S n ( X; + ÀM ) f ~ } 

r1( x. + ÀM) , então se vEV , 
1 

De outra forma podemos anotar 
, como 
s. dM 

1 
e 

M e F-convexo resulta 
v- s.eS , então 

1 

5.7 PROI'OSIÇAO Todo subconjunto li~tad~ de um ~spa~~ 
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de Srhwartz E , ê tot~lmente limitado . 

DEMONSTRAÇ~O Seja 

zinhança F-convexa da 
A E limitado e seja U uma vi­

origem em E . Dado \cF ,À 1 O 

temos que para \U existe uma vizinhança V da origem 

em E tal que dado acF , a f O ; existe g1 , ... ,gn em 

E que verificam 

( *) 
n 

VC U( g. +a(ÃU) 
j c l J 

Por outra parte A é limitado . Logo pa­
ra yEF ( IYI maior que um certo ó>O ), tem-se 

se e. c 

J 

logo A e 

5.8 DEF!NIÇAO 

convexo . 
vizinhança 
zero em E 

mitado em 

5.9 EXEMPLO 

mado . 

Fazendo a 
- 1 

c y em ( *) 

n 
yV c u ( yg. + \iJ ) 

j c 1 J 

yg, resulta 
" 

n 
A c u ( e. + ÀU ) 

j c 1 J 

totalmente limitado em E ' 

Seja (E,TE) um espaço 

e chamado quase normado 

zero em E , existe V 

tal que : dado ÀEF , À ' O 
E que verifica 

resulta 

localmente F­
se para toda 

vizinhança de 

, existe BÀ li 

: Todo espaço de Schwartz e quase nor-
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5. lo PROPOSIÇAo Se E ~ quase norma do e M E e um 
subespa~ ~ E entaõ E/M ~ quase normado 

DEMONSTRAÇAO Seja u uma vizinhança de o no esp~ 

ço quociente E/M então u = v ( s) onde s e uma v i z i -

nhança de o em E e v e a s.plicação can6nica de E 

sob r e E/M Par a s existe T vizinhança de o em E 

tal que se ÀE F 
' 

À f. o existe BÀ limitado em E tal 
que 

logo em E/M temos 

portanto como v(BÀ) i limitado em E/M , resulta o es­
paço E/M ser quase normado . 

§ 2 Condições para que C(X;F) e C(X;E) seja~ 

espaços ~ Schwartz ou quase normados 

Nesta seçao supomos que X e um espaço 

topolÓgico ultraregular , (F,[ [) e um corpo nao tri -

vialmente valorizado não arquimedeano , e (E;TE) um 
espaço localmente F-convexo, Hausdorff 

5.11 TEOREMA : Dadas as seguin~~ ~qp~sições 

a) C(X;F) ""um es!'_aço de Schwartz 

b) To~ ~ubconjunto limitado de C(X;F) 
-e totalmente limitado 
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c) Todo subconjunto compacto de X e 
finito . 

d) ~topologia induzida fl.2..!:. FX e a to-
pologia compacto aberta coincidem em 
C(X;F) . 

tem-se que 19) a) implica b) 29) b) implica c) , 39) 

c) implica d) 49) ~ ()_ G_()_J'"E_O (F,I ll for local d) im 

plica a) . 

DEMONSTRAÇAO 19) segue da proposição 5.7. 

infinito de X 
29) Seja K um subconjunto compacto e 

Denotamos por B1 o conjunto 

B l = { ao F ; I a I s l } 

e por v1 o conjunto 

V 1 = { a c F ; I a I < 1 } 

Então o conjunto limitado M(X;B
1

) "l fcC(X;F}; f(x)'Ól J 

para todo xEX é totalmente limitado relativamente à 
vizinhança M(K;V

1
) de o em C(X;F). Por tanto existem 

l fi 
• l = 1 , ....... , n em C(X;F) tal que f • ' 

n 
M(X;B

1
)c u ( fi + M(K;V

1
) ) 

i = l 

Escolhendo k1 , .... ,kn 
mos que para cada i , 

que 

n pontos diferentes de K , te­

existe uma função 9;EC(X;F) tal 

lg.(x)l-<1 par a todo xcX 
l 

g . ( k . ) = o .. par a todo i • j = 1 , ... , n . 
l J l J 

n 
Fazemos ~ = l: a.g. onde os a. sao elementos de F 

i = l l l l 
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que verificam as condições seguintes 

Afirmação 

Com efeito 

I ( o/ -

I a. I 
1 

1 

= o 

o/iM(X;B 1 ) 

se 

se 

lf;(k;)l<l 

lf;(k;ll~.l 

para cada i = l , .... ,n temos que 

n 
f, )(k;ll = I ~ a.g.(k.) - f . ( k . l I 

1 
j = l J J 1 1 1 

= I a i - fi(k;ll 

= max{ la-!, !f (k.)ll:>l 
l 1 1 ---

= 

Logo ( o/ - f; ) i M(K;V
1

) para todo 1 = 1 , .... , n 

Ult•ma equivalência tem-se pela definição dos a. 
1 

pele~ observação 1 . l . b ) ) 

Por outra par te, pela eleição das 

, ( a 

e 

fun-

çoes 9; e como s
1 

e um conjunto F-convexo , tem-se 
que L a1g1(x)EB 1 , para todo XEX . Esta contradi-
-çao prova que K deve ser finito . 

39) A topologia de 

to nberta . Se todo compacto de X 

C(X;F) -e a compac-

é finito , então a 

toptllogia da convergencia simples e a topologia compac­
to uberta coincidem, ( FX tem a topologia da convergen 

cia simples ) . 

49) Pela observação 5.4 se F é lo -
cal então F e um espaço de Schwartz e pela proposi -

X çao 5.5. o produto F ê tambêm um espaço de Schwartz 
donde o espaço C(X;F) resulta ser de Schwartz. 

5.12 OBSLRVAÇAO : Na demonstração de 3Q) do teorema 
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anterior , foi provado que se todo compacto de X e 

finito , então a topologia simples e a topologia compac­
to aberta coincidem em C(X;F) . Podemos também concluir 
que a topologia fraca o(C(X;F),C(X;F)') coincide com 

as anteriores Com efeito seja M(S;V) uma vizinhança 
de o na topologia simples isto e s = {xl ' .... ,xn} ' . 
e v e uma vizinhança de o em F Mas se considera -

n o -1 mos u = n ( v) onde o e a função avaliação ' 
i = 1 xi xi 

resulta que U e uma vizinhança de O em cr(C(X;F), -
C(X;F) ') tal que Uc M(S;V) 

5.13 TEOREMA Se (E,TE) e quase normado ,então o 

espaç~ C(X;E) e quase normado 

DEMONSTRAÇAO Seja W uma vizinhança de O em E , 
e sejJ M(K;U) c W onde Kc X e compacto e U e uma vi 

zinhança de O em E que e F-convexa . Como E e qua­
se normado existe V vizinhança de O em E tal que 

para ~odo ~EF , À #O , existe BÀ limitado em E tal 
que 

por t.tnto no espaço C(X;E) temos a relação 

a Ultima inclusâo e consequência da proposição 4.6 .. 

Logo dado W existe a vizinhança M(K;V) com as pro 
pried.tdes requeridas 

5.14 COROLi\RIO : Dado qualquer espaço ultraregular X 

C(X;F) e sempre ~uas~ normado . 
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Pelas proposições 2.1 e 2.2. , C(X;F) 

e E sao subespaços complementados de C(X;E) e porta~ 

to isomorfos a quocientes separados de C(X;E) . Logo p~ 

la proposição 5.10. epelo teorema anterior podemos e­

nunciar o seguinte teorema 

5.14 TEOREMA :~espaços C(X;F) e E -
sao quase 

normados se, e somente se , C(X;E) e quase normado . 

§ 3 Completude de C(X;F) 

Durante toda esta seçao X -e um espaço 

ultraregular, {F,] ]) ê um corpo não trivialmente valo 

rizJdo esfericamente completo . 

Nocasoque (F,] I) eumcorpolocal 

Ell is 161. provõ um análogo do teorema de extensão de 

Tietze para um espaço ultraregular 

Observamos que da 

llis-Tietze , pode-se deducir que 
da 8 continua num subconjunto K 

prova do teorema de E­

uma função f defini­

compacto de um espaço 

ultraregular X • tem uma extensão a todo o espaço X 
que resulta ser limitada pela mesma constante que limi -

ta f em K . 

5.15 NOTAÇAO : O conjunto c;: (X;F) denota o espaço 

das funções definidas em X com valores em F , com a 

topologia da convergencia uniforme sobre os compactos de 
X . 

5.16 OBS':RVAÇM Quando (F,I ll e um corpo local nao 
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trivial , (F;I IJ e completo , donde resulta que o espê 
ço (J' (X;F) e completo (Bourbaki [4], Chap. X,§ !,5 , 

t h • 1 I . 

5.17 DEF!NIÇAO Um espaço vetorial topologico ê dito 

quase ~ompleto se todo subconjunto fechado e limitado ~ 

completo 

5.18 TEOREMA :Se (F,j 11 e um corpo local nao tri-
vial as proposições seguintes são equivalentes 

OEMONSlRAÇAO 

-a) C(X;F) e completo 

b) C(X;F) e quase completo. 

c) Toda função 

çoes a cada 

nuas e um 

fc(;(X;F) ,cujas restri -

compacto de X são conti 
elemento de C(X;F). 

19) a) implica b) segue da definição 

2Q) Para mostrar b) implica c) • vamos 

a considerar primeiro o caso em que f e uma função li­
mitada .Denotaremos por fK a restrição de f ao com -

pacto K . 

Supomos que fK pertence a C(K;F), pe­
la observação concernente ao teorema de Ellis-Tietze 

existe fK em C(X;F) , extensão de fK ta 1 que 

s u p ll'K(x)j< s u p I f( X I ! 
X X 

Consideremos K o conjunto dos campa~ 

tos de X e consideremos a rede trivial formada em 

denotam<JS por D o filtro 
uma fun(ão definida em K 

gerado pela rede . Seja a 
tal que o(K) = l'K . Seja 
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A o conjunto seguinte 

A={ hcC(X;F) ; suplh(x) I ':_Suplf(x) I }. 
X - X 

Resulta do anterior que a(D) ê uma base de filtro em 

C(X;F) e em A . Afirmamos que.o filtro gerado ê conver 
gente a f em~ (X;F) . Com efeito , seja M(K:U) + f 

uma vizinhança de f em ~(X;F) então o conjunto 

BH =' { f S ; H S S compacto} pertence a a( D) e 

esta contido em M(H;U) +f , ja que dado l'5cBH , tem 
se que f

5 
= f

5 
- f + f e como H S segue que 

l'5 - f = O em H . Logo a(D) ê convergente a f em 

~(X;F) . O conjunto A e fechado e limitado em C(X;F) 
logo ê completo em C(X;F) , portanto A ê fechado em 

~(X;F) resulta então que fcA C(X;F) . 

Para o caso geral , supomos que f e um 

ele:nento de 6í (X;F) cujas restrições aos compactos de 

X são continuas , Seja (an)n uma sequ~ncia em F 
com valores absolutos estritamente crescente . Considera 

mos as funções fn definidas por 

se lf(x)l<o n n 

f (x) =a 
n n se lf (x)l>o n n 

cada fn e uma função limitada cujas restrições aos con 
juntos compactos de X são continuas A continuidade 
das restrições a cada compacto K de X segue do fato 

que 

sao conjuntos abertos e fechados de ~ . 

69 



Pode-se concluir que f cC(X;F) 
n 

Por outra parte como lim fn 
n 

f em 

&(X;F) e como o fecho da sequência fn e completo 

em C(X;F) e portanto fechado em r;: (X;F) , resulta 

que fcC( X ;F) 

39) c) implica a) Ver Bourbaki ( [4] 

Chap.X ,§1.5 

§ 4 Espaços reflexivos e de Montel . 

Nesta seçao consideramos X ultrareg~ 

espaço localmente F-convexo T1 (F; I I) , 
corpo esfericamente completo 

5.19 PROPOSIÇAO : Se {E. ). I ê uma famllia de esna-
- 1 1E --- = 

ços 

E = 

:emi-c-Montel , então ~ produto cartesiano 

Il E. e um espaço semi-c-Montel 
. I 1 
l\ 

DEMONSTRAÇAO : Seja A c E um conjunto limitado F-

convexo , existe em cada E1 , conjuntos limitados A; 
tais que A c rr A. , podemos supor sem perda de gene-

. I 1 1 E 

ralidade que A1 e F-convexo . Como Ei e um espaço 
semi-c-Montel , cada Ai e relativamente c-compacto 
em E .. Por um teorema de T.A.Springer [21] (Th,l.l7) 

l 

o prociuto 

mo A c TI 
i ~:: I 

A. 
1 

e relativamente c-compacto, e co-

, A e relativamente c-compacto . 
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5.20 

5 . 21 

OBSERVAÇAü a ) Todo reflexivo 
~ 

F-tonel a-espaço e 

do ( Van Ti e 1 I 2 2] ,Th,4.27. ) . 

b ) Todo espaço de Montel -e reflexivo. 

( Van Tie1 I 221 , Th , 4. 28. Co r. 1 ) . 

c ) Todo espaço c-Mcntel -e reflexivo. 

( Van Ti e 1 [22], Th, 4.28. Cor. 1 . ) . 

d) Todo espaço reflexivo -e c-Montel. 

( De Grande-De Kimpe [5] p. 178 . ) 

reflexivo 

TEOR EMA 

ente-lo ' a ) ---
e) 1mplica 

enLío todas ---

e) Todo espaço semi-c-Montel e semi­

( Van Tie1 [22] Th. 4.26. ) . 

Considerar as seguintes proposições 

a ) C(X;F) e um espaço c-Montel. 

b ) C( X; F) -e um espaço reflexivo. 

c ) C(X;F) -e um espaço de Montel. 

d) C(X;F) e um espaço semi Montel. 

e) C(X;F) e um espaço semi-c-Montel. 

f) C(X;F) - semi reflexivo. e um espaço 

g ) C(X;F) e exatamente o espaço Fx_ 
-

implica b ) ' c ) implica d) ' d ) implica e) ' 
f) ' g ) implica a ) Se F e um corpo 1 o c a 1 -
as proposições -sao equivalentes 
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DEMONSTRAÇAO 

5. 20. c . 
19) a) implica b) segue da observação 

(F' I I ) -e um corpo local, N 2 Q) Se 

De Grande-De Kimpe( [5] p. 178) mostrou que todo espaço 
reflexivo é um espaço de Montel , 'logo temos a) impli-

ca b) ,neste caso. 

39) c) implica d) e d) implica e) 

seguem diretamente das definições . 

49) e) implica f) segue da observa-

çao 5.20. e . 

59) Supomos que (F; i I) -e um corpo 

local e que C(X;F) ê um espaço semireflexivo . Vamos 

provai que todo conjunto compacto K de X e finito. 

Suponhamos contrariamente que K e com 

pacto e infinito ; escolhemos uma sequência (k;) de 
pontos diferentes de K , chamamos k o ponto aderen­

te de (k 1) em K , supomos sem perda de generalidade 

que k # k. para cada i . 
l 

Como 
truir uma sequência 
cumprem 

i ) f ( k . ) 
n 1 

i i ) f n ( k) 

iii) lfn(x)! 

e ultraregular, podemos cons -
de funções em C(X;F) que 

= se i~n 

= o 

< 1 para todo xoX 

da propriedade i i i ) ' segue que ' ( fn} e um conjunto 1 i -

72 



motado . Pela semireflexividade de C (X; F) 

( Van 
existe f 

Tiel [22] Th. ponto aderente de f
0 

4.25. 29 .) . Claramente 

-aderente dos conjuntos 

Temos então que dado 8 

tal que 

em C (X; F) 

se ve que f 

l f ; n >m ) n ~ 

e também um ponto 

para qualquer m 
positivo , existe nt:N , n>m 

de aqui necessariamente resulta que lf(k ) I= 1 , para 
m 

todo mEN Da mesma forma podemos obter que f(k) = O 

Como f e uma funç~o continua e k e um ponto aderen-
te de k; , a contradição resultante nos indica que 

K e um conjunto finito. 

Pela observação 5.12. , C(X;F) tem a 

topologia fraca o(C(X;F) ,C(X;F)') , logo C(X;F) e 
qua5e completo , ja que todo limitado fechado ê fracame~ 
te compacto,donde compacto em C(X;F) . Pelo teorema 
5.18. toda função fEF(X;F) cuja restrição aos compac -
tos de X ê continua ê um elemento de C(X;F) , como os 
comr,actos de X sao finitos tem-se que toda fE~(X;F) 

per1ence a C(X;F) . 

69) g) implica a) . Como todo corpo vale 
rizodo esfericamente completo ê um espaço c-Montel (Van 
Tiel [22], p 271 ) , e como X resulta ter a topologia 

discreta então C(X;F) • FX Segue da proposiçio 5. 
19 e do corolario 2.16 , que C(X;F) e um espaço 
c-Montel . 

5.22 PROPOSIÇAO : Se (Ei)icl ~uma fam1lia de espaços 
loc0lmente F-convexos semi reflexivos , então~ produ -
to cartesiano E = TI E. e um espaço localmente F-conve 

1 ---i E I 
xo semi reflexivo . 
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DEMONSTRAÇAO Seja A um subconjunto de E 

vexo , fracamente limitado e fracamente fechado 

F-con­
então 

existe (Ai)iEI uma familia de conjuntos fracamente li­

mitados e fechados , que podemos supor que sao F-conve­

xos , tal que A;cE; e A ci~IAi , segue de Van Tiel ( 

[zz] Th. 4.25. ) , que cada A; ê'fracamente c-compac-

to e segue de T.A.Springer ([21],1.17. ),que o produto 

IT A. ~ fracamente c-compacto e como consequ~ncia de 
. I 1 1 E 

Van Tiel ( [22], 4.26 ) , resulta que E e semi reflexi -

vo . 

5.23 OBSERVAÇAO : O produto de espaços de Montel e um es 

paço de Montel . A demonstração segue a mesma direção da 

prova da proposição 5.19. , sobre o produto de espaços 

semi-c-Montel • e usa o resultado do corolario 2.16. 

Temos mostrado que o produto de espaços 

reflexivos semi reflexivos , Montel , semi Montel 

c-Montel e semi-c-Montel , e novamente um espaço domes­
mo tipo . 

Do teorema 5.21. resulta que se C(X;F) 

tem alguma das propriedades acima mencionadas e se o cor 

po e local I então X tem a topologia discreta e portaD 
to C(X;E) =EX para todo espaço localmente F-convexo 

E . Podemos então enunciar o seguinte teorema: 

5.24 TEOREMA : Se (F, I I) _<[ !!_111 corpo local _e_ _s__e_ os 

espaço~ C(X;F) e E são ambos espaços localmente F­
conve~os reflexivos (respectivamente semi reflexivos 

Montel semi Montel , c-Montel , semi -c-Montel ) ,então 
C(X;E) e reflexivo (respectivamente semi reflexivo 
Montel semi Montel , c-Montel • semi-c-Montel ) . 
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No capltulo 2 , § 3 .provamos que se 

C(X;E) e F-tonelada , então C(X;F) e E sao F-to­
neladas 

Facilmente se prova que se M é um sub 

espaço fechado de um espaço 5 ~emi reflexivo (respec­

tivamente semi Montel , semi-c-Montel ) , então M e se 

mi reflexivo 

te l ) . 

respectivamente semi Montel , semi-c-Mon 

Destas observações concluímos que o re­

ciproco do teorema 5.24. e verificado.Podemos enun -

c i a 1·: 

5.25 TEOREMA 

C(X.F) e E 
Se (F, I I) e um _c_c>~Jl.Cl. local, então 

sao reflexivos ( respectivamente semi r~ 

fle,dvo ----
tel ) ~· 
ti v~tmente 

Mon::el 

Montel , semi Montel , c-Montel , semi -c-Mon­

~ somente~ , C(X;E) é reflexivo ( respec­

semi reflexivo ~ Montel , semi Montel ~ c-

semi -c-Montel } . 
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