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CAPITULO I

INTRODUGAO

1.1. HIS_JRICO

O estudo matematico de processos de aprendizagem se origi-
nou de certos experimentos da escola de psicologia denominada com
portamentalismo. A fim de entender melhor os conceitos aqui usa-

dos, vamos apresentar um experimento introduzido por Humphreys

(1939).

Foi colocada uma lampada na extrema direita e outra de igqual
intensidade na extrema esquerda de um lado de uma mesa. A ilumina
cao dessas lampadas era manipulada pelo experimentador ("profes-
sor"), fora da vista dos sujeitos ("alunos"). As lampadas eram fa
cilmente observadas pelos "alunos" de varios angulos na sala de
experiéncia. A primeira lampada era estiImulo inicial e quando acen
dia indicava o inicio de um ensaio. A lampada esquerda era sempre
ligada pelo experimentador e os "alunos" foram instrulidos para es
creverem em espacgos preparados: "X" se eles esperavam que em Se-
guida seria acesa a lampada direita e "O" a auséncia da luz. De-
pois de 5 segundos, algumas vezes a lampada direita era acesa,
indicando se os alunos acertavam ou n3o a resposta. Por causa dis

so, o sinal da lampada direita & chamado de reforco, e os alunos



tinham que "aprender" a frequéncia de acendimento da lampada - re-
forgo. ApdOs um certo nimero de ensaios, Humphreys constatou que a
frequéncia de acendimento da lampada direita era quase igual a
frequéncia de "X". No sentido restrito em que nds induzimos a pa-

lavra "aprender", podemos dizer que os alunos aprendiam.

Em seguida varios autores construiram modelos matematicos ,
demonstrando o mesmo comportamento daquele observado por Humphreys.
O interesse em uma discussao matematirca nao estd em expli
car os fenomenos que podemos observar na "natureza", mas estudar
sobre os fenOmenos apresentados por maquinas com caracteristicas
de imitar as construgoes e os comportamentos das preposic¢oes de-
senvolvidas por seres humanos. Estas maquinas sao as que fazem:
leitura automatica de caracteres, classificagac de figuras geomé-

tricas, algoritmos de classificagao, etc.

Agora, temos como objetivo principal resolver a questao de

como podemos construir tais algoritmos capazes de aprender.
1.2. UM SISTEMA LINEAR CAPAZ DE APRENDER

DEFINICAO 1.2.1. Um sistema linear capaz de aprender medidas: é

dado pela quintupla

(Qr S, g, fr V)

onde temos:



Q: @ a classe dos conjuntos do "ambiente" do sistema com uma o-

algebra S;

+ - ~
g: S > IR e a medida de um "evento" A € S como ‘"apresentagao"

de um evento no meio do sistema;

+ . . .~
v: S » IR e uma medida de um evento A € S como "suposicao"

do sistema sobre um evento:;

f: gxv » v & uma funcao de corregao da "memdria" (o conjunto das

suposicoes) do sistema apds ocorréncia de um evento A € S.

Se as medidas na definicao 1.1.1 sao normalizadas a 1, o
sistema & chamado um sistema capaz de aprender probabilidades. E
nesse sistema, para S' uma subclasse de S, podemos obter equa-
¢oes funcionais através da propriedade de medida de v, para os

seguintes casos:

o
n
0]

uma subclasse que contém conjuntos disjuntos;

2. S' & uma subclasse que contém conjuntos que sao p-inde-

pendentes.
No primeiro caso, através das equagoes

v(A U B) = v(Aa) + v(B) =

f'(g(AUB), v(AUB)) = £'(g(d),v(a)) +£'(g(B)),v(B))

seque a fungao ajuste aditivo



£ (g(A) ,V(A)) = Bg(A) + av (4)
B + «

’ (1.2.1)

(B,a) #(0,0), B,a € R

E para o segundo caso, temos através das
v(A N B) = v(a) - v(F)
f*(g(anB), v(ANB)) = f*(g(a), v(A)) + £*(g(B), v(B))

segue a fungao ajuste multiplicativo

(g(a))B(v@a)®
£*(g(A), V(A)) = — 3 . (1.2.2)
J (g0)) B (v(w)) Yaw
Sl

com B,o € IR

Desde que c¢ * log(f*) = f£f', com ¢ > 0, entao f* e uma
funcao monotonicamente crescente de f. Portanto achamos suficien

te tratar a funcao dada por 1.2.1.

Existem, claramente, varios tipos de aprendizagem, associa-

dos a sistemas capazes de aprender; um deles é:

O sistema puramente estocastico, definido pela formula de

recorréncia

Ve = B9y T ONVn-1 ¢ (BN,aN) € (0,1)" , VN - (1.2.3)



onde N é o Indice de tempo, e as distribuicgdoes das  variaveis
aleatorias IN+1’ BN+1 e oy, Saoc copias das distribuicoes
aleatorias gyr By © @y para N > 1. Os coeficientes ¢ e B po-

dem ser considerados como parametros para a classificagao de pro-

cessos de aprendizagem, isto &, para sequéncias de ajustamentos

ou corregoes.

Aqui tratamos do caso mais geral, onde em cada etapa de
"aprendizagem", os parametros ay € BN sao escolhidos indepen-
dentemente das distribuigoes sobre IR® com E(a) e E(B) fi-
nitas e 0 < W(a) < e 0 < IW(B) < «, E também em cada etapa

um vetor g é escolhido de uma distribuicao sobre R" com es-

perangas e variancias finitas.

Entao

a) lim E:(VN) existe e tem o valor
N-o0

E(wv) = 28 (1.2.4)
1-Eo 9

se e somente se IEaoa < 1.

b) 1lim IV (v,,) existe com
N
N
1 2
V(v,) =——>5 (NBg + E" (v )NVa) (1.2.5)
l1-IEa

2
se e somente se ITEo < 1.



Agora, gueremos uma relagéo entre as variaveis aleatbrias «
e B para termos um processo de aprendizagem nao-viciado, um pro-

cesso para qual vale I (v ) =IEg. Achamos que para isso:

IER + IEa = 1 (1.2.6)

Certamente, a maneira mais facil de assegurar a validade da

equagao (1.2.6), consiste em fazer

B =1~ a, (1.2.7)

perdendo a independéncia entre o e . Procedendo dessa maneira,

temos o segundo tipo de aprendizagem:

O sistema reduzido, caracterizado pela formula de recorréen-

cia

* — - *
vy (1 = o) gy + oagvi_q (1.2.8)

onde: as distribuicgoes das variadveis aleatdrias

IN+1 € On+l sao
copias das variaveis Iy © Oy respectivamente, para todos os
N > 1, e as variaveis sao p-independentes entre si.

Entao valem:
a) lim ﬂﬂ(v&) = Ev*=IEg (1.2.9)

N0

se e somente se IEo < 1.



2
b) lim W (v}) = I (vx) = =00 g (1.2.10)
N>e E (1 - o)
2
se e somente se IEaoa < 1.
Temos O seguinte corolario que descreve vantagens que um

processo reduzido tem sobre puramente estocastico.

COROLARIO 1.2.1. Se as variaveis a e g sao idénticas as variaveis

a € g no processo reduzido, temos

2

NVv* < Ng«——>Ea > Ea (1.2.11)
Se Eg =0, entao
2 2
Vv, < Ng<«—ER" < E(l-a) (1.2.12)
Se IEg #0
2
NB’*‘[l]E_?EOL]lVOL
NVv_< Ng — 5 5%1— (1.2.13)
- 1 - (ER” + Ea) Eg

Se IEBR™ + IE:oc2 > 1 ==>1Vv°O > IV g.



A equagao (1.2.1) restringe os parametros o e B8 no espaco
+ ~
IR , entao para o caso reduzido o > 0 e 1l-a > 0. Nesse caso a

é uma variavel aleatdria definida sobre o intervalo (0,1) cumprin-

do sempre IEa > IEOL2.

Entao o processo reduzido sempre produz uma distribuicao da
variavel aleatoria v_. cuja variancia & menor do que aquela va-
riavel aleatdoria a ser aprendida, isto & W (v*) < IVg. As demons

tragoes e maiores discussdes acham-se em Rohrer (1978).

1.3. CONSIDERAGOES SOBRE A CONSTRUGCAO DE UM SISTEMA CAPAZ DE

APRENDER.

O nosso sistema "capaz de aprender" esta exposto a um ambien-
te, que produz sequéncias de padroes a serem classificados. Ele
deveria aprender classificagoOes certas. A probabilidade deverd ser
entendida como uma estimativa da chance de que a designagao de pa

droes para as classes, tenha sucesso.

O nosso sistema capaz de aprender (2, S, g, £, v) sabe que
existe um agrupamento T sobre , com va: ias subclasses Ci € C.
E também que qualquer padraoc g pertence a uma subclasse Ci' No
sistema que esta sendo apresentado, as subclasses sao descritas

por "modelos" Rj (= vj).

. n
No nosso caso especifico, trabalhamos sobre um espago R

onde localizam-se as subclasses caracterizadas por hipercubos



com distribuigao inicial uniforme para os R., e os padrdes tem
distribuig¢ao multinormal. Supomos que o sistema conhece os nime-
ros das subclasses de @ em C, mas nao conhece o préprio (. Supo
mos tembém que, pelo menos na parte inicial do processo de apren-
dizagem, o sistema tem um professor ao lado que pode verificar as
classificagoes do sistema de tal forma gue guando o sistema errou
(isto e, g € C; nao vale) ele da a classificacao certa (isto §&,
g € Ck’ com k#i). No outro caso (quardo o sistema nao errou) ele

simplesmente reafirma a classificacgao dada.

Quanto ao sistema, € depende apenas do professor, e se ele
mudar, o connecimento aprendido anteriormente sobre € pode es-
tar sujeito a mudangas. Se as subclasses Ci e Ck tinham repre-
sentantes v, e vy na memdria do sistema (vi # Vk), e estas
classes nao sao consideradas mais distintas (por exemplo, por uma
mudanga do professor), queremos entao como uma exigéncia  minima
que os representantes v, e v, se "aproximem", talvez até coin
cidir, isto &, que o sistema extinga da sua memdria a distingao
entre as duas classes. Verbos como "aproximar, coincidir" impli-
cam tacitamente na existéncia de uma métrica. Explicitamente va-
mos exigir que o R" das "apresentacoes" e das "suposigoes" pos-
sua a métrica euclidiana, denominada por I-:l. As decisoes tomadas
pelo sistema sdao baseadas em medicdes de distancias entre "mode-
los" e os padrdoes submetidos. Quer dizer & escolhido como certo o

mocdelo Rj que apresentou a menor distancia do padrao submetido.

No nosso caso especifico, calculadas as distancias Dj,entre pontos
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Rj uniformes n-dimensional e o padrao normal n-dimensional, es-

colhemos como certo o modelo Rk correspondente a menor distan-

1 D] .
Ccla

to, a fim de que ele realmente sempre forneca a menor distancia

D..
J

Entao, para que ocorra a convergéncia do processo de apren-
dizagem, € necessario que a fungao correc¢ao satisfaca a seguinte

condicao de Lipschitz:

ﬂf(g,V£N)). f(g,vé“)) n
sup <1 . (1.3.1)
(N) . (N) (N) (N)
vy #Vk "Vi - Vi |

Isto €, f & uma funcao que diminui distancia, pois apli
cando-o sobre o sistema reduzido, pelas vantagens citadas anterior

mente, a condigao fica:

(N)

(N)
P l-a gy + ooV - ((1-By)ay +

BNVk )

<M Wy gy [Ny (D) (1.3.2)

Apenas com as condi¢Oes anteriormente impostas sobre o e B
(ou o € (l-g) no processo de aprendizagem reduzido), ou seja,

(a,B) € (0,1)2; ndo podemos obter a propriedade de adaptagao a

qualquer mudan¢a no ambiente do sistema. Entao para que pOSsamos
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obter tal propriedade, devemos impor mais algumas restrigoes

so-
bre as variaveis o e B.
Entao Rohrer (1978) chegou que um operador definido como
(N)
i -V l
- 1_ _(N) _ IN i +
B=1 a(gN,{vi }) = S , a € IR (1.3.3)

max lg ~y N
1<jzs Y

cumpre a condicao (1.3.1).

A fungao de aprendizagem reduzido serd escrita explicitamen

te como:
. (N) _ (M)
vﬂﬂi)_ ﬂ%ﬂ vi | f - ﬂ%q vy Il )
max IlgN—v. I+a max IlgN—v, l+a
s © 1<gss ©
a > 0.

Segundo ¢ teorema de Iosifescu (1969), esta funcao de apren

dizagem introduz para v uma distribuicao assintoticamente normal.

Podemos ver que a forma de (1.3.4) mostra um comportamento
que se espera intuitivamente de uma tal funcgao: se o padrao em
questao esta perto do representante de sua classe, este represen-
tante nao precisa ser corrigido muito, e no caso contrario, se o

padrdo se encontrou muito distante, a fung¢ac assegura que a memo-

ria sobre esta classe seri mudada drasticamente. Isto quer dizer
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que quando cria-se Os representantes de uma subclasse (a maneira
nao importa) e se eles forem mal criados, a fungdo de correcdo as
segura que a aproximacao aos representantes "verdadeiros" aconte-
ce relativamente répida, e se forem bem criados, esta mesma fun-

cao de corregao assegura que este estado bom nado é deixado.

1.4. OBJETIVO DO NOSSO TRABALHO.

Dado um ambiente, se utilizamos a fungéo de corregao B da

maneira como foi definida em 1.3.3, ocorre a convergéncia do pro-

cesso de aprendizagem.

Entao temos como interesse principal determinar a distribui
cao dersa variavel aleatdria B, em um caso especifico. No6s esco-

lhemos o seguinte ambiente experimental:

1) os pontos (padroes) g sao criados através de uma dis-

tribuicao multinormal.

2) cada classe é caracterizada por um hipercubo com distri-

buicao uniforme.

No capitulo II, fazemos um desenvolvimento analitico e deri
vamos a distribuicdo da variavel aleatdria B. Devido a intratabi-
lidade da fung¢ao densidade de probabilidade B, numa forma simples
e explicita, recorremos ao auxilio de um computador. No capitulo

-

III, damos um enfoque paramétrico, simulamos as varidveis B8 e



13

estimamos os parametros de uma distribuicao Beta (p,q); a distri-
buigcao que propomos para a nossa variavel B. Essas variaveis nem
sempre podem ser consideradas distribuidas como Beta (p,q). Entao
no capitulo IV, verificamos quais as condigOes necessarias  para
que B venha a ter distribuicao proposta. No capitulo V tiramos as
conclusoes finais expondo uma eonjetura que possibilite um siste
ma capaz de aprender, nao necessitar mais de uma presenga constan
te de um "professor". Anexamos também um Apéndice, com o programa

de simulagao e um resultado fornecido por este programa.
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CAPITULO II
DESENVOLVIMENTO ANALITICO

2.1. DISTRIBUICAO EXATA.

Sejam Xl’XZ""’Xn varidveis aleatdrias independentes ten

do a densidade normal

fo (g = ———%::— exp{ - %(——E———) P, ome < x, < w (2.1.1)

Denoteamos X. " N (u.,0.).
1 1 1

O k-ésimo momento dessa variavel pode ser calculado através

de
(t) |t = 0) /4", i =-1 (2.1.2)

(

te IR, k >0 & um inteiro, onde M k)(t)]t=0 é a k-ésima deri-

2.2
04
vada da sua funcao caracteristica M(t) = exp(piti - 12 ) no

ponto t = 0.

Sejam Yyr¥oreao, Y variaveis aleatdrias independentes e

tendo a densidade uniforme -
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1
—— . a, <y, < b,

bi ai i i i

£ = IS
Yi(yi) a, /b€ R (2.1.3)
0 , caso contrario
Denotamos Y. v U(a,, b.).
i i i

O k-&simo momento da variavel aleatoria Yi é definido co-

mo

k+1 k+1
k) _ P T3
HSYi = kK > 0 inteiro. (2.1.4)
(k+l)(bi—a )

Sejam Wl'w2""’wn variaveis aleatdrias, onde Wi sao de
finidas como o quadredec da diferenca entre as variaveis aleatodrias

X, e Y.. Isto €,
i i

Como primeiro passo, determinamos a funcao densidade da va-

ridvel aleatdria Z,. Por convolugao temos que:

£ (Zi) = J_w in(xi-zi) fxi(xi)dx.l ' (2.1.5)

para -® < X, < ® e a, < x,=2, <Db
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Substituindo as densidades das variaveis X; e Y, na fun

¢ao acima, temos:

b.+z
h 1
£, (z,) = J £, (x, -z,) £, (x.)dx. =
Zi a.+z,. Yi 1 * Xi =
i “i
b.+z, 1,7i i2
_Jl SRS W S A )
= e dx, =

) . (bi+zi—-ui)/0i —t2/2

= e

bi i VI (a.+z.-u.) /o
1 1 1

dt.

i

Portanto, Zl,Zz,...,Zn € uma sequéncia de variaveis aleatd

rias independentes com a funcao densidade

. L (bi+zi—ui)/o.
£, (z.) = '
Z, i

2
— J e"t /2dt
i i 7i V27 (ai+zi—ui)/Oi

: (2.1.6)

- < 7z < ®

N -
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Tendo a densidade de Zi’ queremos obter a densidade da va-

onde W, = Zz.

riavel aleatdoria W,, ) )
i i i

A fungéo densidade de Wi’ para os valores de wi > 0 e

. ,
£ (w,) = {£, (Vvw,) + £_ (-vw,)} =
Wyt 2447, Z;, 1 Z, 1
(b.~u.+vw.)/c
i i i 2
_ 1 1 1 | 200
2vw. b, —a, V27 (a,-u.+v/w,) /0,
i Ui i i i i
(by=ny=vw;) /oy 22
+ e dt. (2.1.7)

a,-u.-vw,)/o,
( i 11 i / i
A média e a variancia da variavel aleatodria W foram cal-

culadas e sao respectivamente

_ _ 2 2 _ 2
E (wi) = 1E (xi Yi) = JEX.l 21E (Xi) E (Yi) + IE (Yi)

Utilizando os resultados (2.1.2) e (2.1.4), temos que

2 2 bi +,aibi-+ai
EI(Wi) = 0y + ny - ui(ai—+bi) + 3

(2.1.8)
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IV(Wi)

I
g
<

1
i
I
H
]

P-

1
K
1
=
>
|
e
I

_ 4, 3 2 2
= IE (Xi) 41E (Xi)IE (Yi)+6]E (Xi)IE (Yi) -

2

iECE () +E @Y - E2x, -v.)
1 1 1 1 1

Novamente, utilizando os resultados (2.1.2) e (2.1.4) mais

os resultados (2.1.8) temos que

VW) - 4“§0§'*201"§ ”ibi +v% “1aibi + 3 Uiaibi
-3 uialbl * % “iai - 403y - dogub, + f% bi
- = bla, - = a?b? - & alh, + or a) (2.1.9)

Agora, queremos estudar uma distribuicao que meca a distan-

cia das variaveis normais e uniformes, seja esta medida Dn a dis
n n
tancia euclidiana. V_ = I W, = I (X.-Y.)2, W, independentes.
n -1 1 =1 1 i i

1

Entao -
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n n
D =/\7‘=/z W =/z (X -Y.)2 (2.1.10)

LEMA 2.1.1. A distribuigao da variavel aleatdria vV, soma das di

ferengas ao quudrado entre variaveis normais e uniformes & a se-

guinte:
- n
—%— ﬂ-n/z T (b.-a,) 1 K ,
n . i i (n)
- i=1
2
£, (V) = 3 para v, >V, >-..2V; >0 (2.1.11)
n
B 0 , caso contrario
onde
v
" K(n) (v_-v ) K dv ara n > 2
0 n-1 (n-1) “Vn-1 * P —
K(n) =g
K(l) (Vl) , para n = 1.
L
e
o (bi"LL-F/V )/oi —t2/t (bl—ui—vv )/0l —t2/2
k) ) = Lo e dt+J ) e at ]
YA eyt /o (a;=1; =) /o,
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Vl = wl = (Xl - Yl)z, temos a densidade por (2.1.7)

(b,=u.,+/v.) /o
S L {f 17H17V 1e_t2/2
2/¥. b -a; V2T (al—ul+/VI)/ol

dt +

f (vl) = 9 ‘ e dt}, para v, > 0 (2.1.12)

o , caso contrario

Esta funcao densidade pode também ser escrita como:

- L1
£, vy) = 77 ¥ (2.1.13)

onde

L ) (by=uy+/V)) /0y 2 (o) =1, =/v1) /0
K(l)=K (vi)=~——-[ e dat +
Ay (et Vl)/Gl I a

2
et/2

R /o)

dt |
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V2 = Wl + W2 ’ Wl e W2 sao incdependetes.

A funcao densidade da varidvel aleatdria v, é por convolu

cao:

fv, (V2! =J_m fy, (V2 V1) v, (vildvy + 0 S vymvy <= =) <V,
v v
2 2
= J fW (v2-vl) fV (vl)dvl:=J 1 1 1 &
0 2 1 0 2»/v2--vl b2—a2 vom
(by=uy+vy=vy ) /o, 2 (by—py=vvy=v;) /0, 2
x { e at + e at} x
Haymuytivyvy ) /o, (ay=py=vvy=vy) /o
X { J e dat +
2/;; bl—al V2T (al—ul+/§z)/cl
(by=uy=vvy) /0y 2/,
+ ' e dt}dvl
(ay=uy=vvy1/0g

-

[p)

Portanto, a funcdo densidade da varidvel aleatdria V
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V) (by=uytvy=vy) /o, 5
1 5 J L g ot/ 2t
(b2—-a2) (bl—al)2 (27) ‘0 /vz—vl (512--112+;/v2—vl)/02
(bymhy=/vy=vy) /o, 2n 1 (o) =1y +/4y) /0y 2,
| e at }— { | et /% gt +
(@y=uy=vv,=vy) /o, N C e
(2.1.14)

0 , caso contrario.

Esta funcao (2.1.14) também pode ser escrita da seguinte ma-

neira

onde

1 -1

v (V2) = ™ + K (2.1.15)

3. - - (2)
2 (b2 a2)(bl al)



bymiy v 0, 2
/2

(ay=p,+vv,=v,) /o,

(2) 1

)=—__._
YVT™

K (v2-vl [

(by=p=vVy=vy ) /0 2/,
+ e dt]

(ay=Hy=vvy=vy) /o,

Suponhamos que

\Y

= + +
n-1 W W

1t W, W

-1°

caso contrario.

onde

temos a validade da funcgao para

23

dat +

n-1, isto e,



- -1
L T g L [(
n-1 'n-2 =V (a_ -~-U_ -+/v_ _.-v_ _.)/¢o
n~-1 n-2 n—-1 -1 n-1 n-2 n-1
(bn-l_“n—l_ Vn—l—vn-2)/on 1 —t2/2
+ J e dt]
- ~/v .=
(an—l Hn-1 Vn-—l Vn—2)/on—l
Entao para n, temos Vn = Wl + W2 + + Wn—l + wn
= Vn-l + Wn.
A fungao densidade da varidvel v é
£, vy) = f £, vymvo ) &y (v _)dv, 4 +» 0 < Vo TV
n - n n-1
::>Vn~l < Vn
v
n
= J fo i ™Va-1) By (vpddvpy T
0 n n-1
[Vn 1 1 1 (bn—un+/vn—vn—l)/gn _,(_‘2/2
= J {J e dt
0

2/v -~V b -a V27
n n-1 n n

(annun+ Vn_vn—l)/on

24
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(b "ML TV TV, _1)/9, ) ~(n-1) _
+ et /2 dt} -T;G%:IT m I (b.-a )—l
(a nH —/5—:57—~)/0 2———5—— i=1
) K(n-l)dvn—l -
\% b -1 +vw~-v .)/0
- n . .. n n nl’'n _.2
='~I?E H(ba) n/2J 1 [ o724
275- i=1 0 WV . -+ v )/
n n—l n n
(bn-un_ Vn_vn-l)/o -t2/2
+ i e dt ] K(n—l)dv 1=
(a_-u_=/v_-v ) /o n
n n n n-1 n
1 n -1 -n/2
B »3n H (bi - ai) m K(n) (2.1.16)
5 i=1
onde
Vi
- (n) _
X(n) JO K v mVoy) ®n-1) 9
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| . (bn—pn+an+vn_l)/on —t2/2
= e [ e
1 VYV =V (a_~u_+/v_-v ) /o
n n n n-1 n

(n)

(vn-vn_ dt +

(bn-un_ Vn_vn—l)/gn 2
.\ -te/2
(an—un— Vn_vn—l)/gn

dt ]

Com isto, a fdormula de recorréncia esta provada.

Pensamdo em Dn (2.1.10) como Dn = VVn, a densidade desta

variavel e obtida:

2
24 fvn(dn) ' dn > 0
fD (dn) = (2.1.17)
n - .
0 , caso contrario
d n
_n -n/2 _ -1
fD (dn) = -7 (2m) .g (bi a,) K(n) (2.1.18)
n 2 i=1
onde
K(l)(di) , para n =1
Ky ~
a;
(n) , 2 _ ;2 2
2[0 K (d d —l)K(n-l)dn—l(idn—l para n >
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(b,=u.+d.) /o. (b.,-u.-d.)/o.
. i "1 71 i 2 i i i i 2
K(l)(di) = éL [ e—t /zdt-fj e-t /2

dtij,
1 p— . + -— -
i (ai uy di)/Gi (ai My di)/Oi

para d

i
-

O desenvolvimento anterior foi feito para calcular a distan
cia de um ponto normal n-dimensional em relacgao a um ponto conti-
do em uma das classes uniforme n-dimensional. Mas & de nosso in-
teresse calcular a distancia desse ponto, em relagao a varios pon
tos uniformes n-dimensionais. Onde cada ponto uniforme esta conti
do num hipercubo que representa uma classe. A seguir estendemos

para o caso de multiclasse.

Seja a variavel aleatoria (Xl,X2,...,Xn) com uma distribui-
¢ao normal n-dimensional. Entao a sua densidade f(xl,xz,...,xn)é
da forma:

] n
Fo (X, Xoyees,X ) = 2 — exp[- —— » l kl ) ( ukH,

(2.1.19)

-0 < X, < ®

onde |Vv| # 0 & o determinante da matriz V de momentos de se-

gunda ordem C definidos por:

jk
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2
o] Opp ==+ Oyp
o 02 o
Vv = 21 2 2n e 0y & a covariancia
. . . de Xi e Xk.
2
o ...
nl Gn2 On

e |ij| € o complemento algébrico do termo O, MO determinante

da matriz V.

No problema apresentado aqui, supomos que as variaveis alea

torias Xl’XZ""’Xn sao independentes, portanto, Oip = 0 (i#k),

isto e, Xy rkyreeo X sao ndo correlacionadas e |V| toma o seu
. 22 2

valor maximo |[V]| = 0105 -+ -

E a fungao densidade (2.1.19) fica como:

1 (-1/2 o )
fx(xlrle---lxn) e —Z: (' ‘_"—"‘) ) (2.1.20)

(2m)

para -« < X, < .

Jy

Seja Yj = (yi,y%,...,yn ;, j=1,...,k, indicando as k «clas

ses; um vetor aleatdorio formado por variaveis aleatdrias uniformes

independentes com densidade:



Para a primeira apresentacao de um vetor

vetor aleatorio

n

J_ 3
by = (I va

m=1

1
n . ’
I (b?-—aj)
i=1 *
0 i
L

definido como

L 12, 1/2
x ),

E para a variavel aleatodria

densidade &

£ .(ad) =
pJ ™ T
n

0

onde

2
para (dn) > |

caso contrario

caso contrario

'.l
|_|
}-a .

o> (ad

29

(2.1.21)

X temos entao o

(2.1.22)

fungao

0

(2.1.23)
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(
K(l)(di) ' para n =1
J _ .
K(n N (ad)? |
' 2| x™uah?-@) pid &l ad
0 n (n_l,dj ) n-1 n-1
n-1
L , para n > 2
e
o (b3-p +ad) /o,
K(l)((dg)z) = % 1. ; et /2 qr 4
d (aj-u;+d )/0l
(bj—u.-dj)/O 2
1 1 1 1
+ 3 3 et /2 dt] .
(aj-u;-d ) /0,

Afinal lembramos que & de nosso interesse encontrar a dis-
tribuicdo de 8 , uma varidvel aleatdria que denominaremos BETAJ e
e definida como:

pJ

n

BETAJ = 3 j = um valor entre 1l e k (2.1.24)
max D
1<i<k B

onde Di & a variavel aleatdria cuja fungao densidade foi dada

em (2.1.23). -
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. 1 .2 k , . . 1 .2
Seja (Dn,Dn,...,Dn) um vetor k-dimensional e seja (dn,dn,
k , 1 .2 k
""’dn) valores assumidos por (Dn,Dn,...,Dn). Denotamos
2 . :
(dél), dé ) P dék)) a estatistica de ordem dos valores dg

que a variavel aleatdria Déj) pode assumir.

Ent3o a variavel aleatdria BETAJ pode ser escrita como

5 (3)

BETAJ ’}k) , 3=1,2, ... k. (2.1.25)
D
n

A fungao densidade conjunta da i-ésima e da j-ésima estatis

tica de ordem Dél) e Déj) (L <i<3<k) é

T

(1) (3), _ k! (i)
g..(d ,d ) = — [F . (d
t1-n n (1-1)' (5=-1i-1) ! (k=3) ! D; n

D o, Dg n
@ty £ @' ara a't < g (2.1.26)
x fDi n Dj n r P n n
n n

)

- - . P (k
A funcido densidade da variavel aleatoria para 0 < dn <
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£ . (beta”)
BETA”

i

” (k) L (k)y (k) (k) _
J_mgik(beta a™’, d; )]dn ld d =

j” k! 3 (k)
0 (i-1)! (k-i-1)! Dg n D

F j(betajdék))]k—i_l . £ . (betad a'k)y
n

D D7
n n
(k) (k) (k)
ka(dn ya "’ aa; (2.1.27)
n

Fazendo as substituicoes com resultados obtidos em (2.1.23)

temos:
~
7. (k) J
) ™ betaJ ( t
' - ——
£ . (betal) = [ k. I "B a2
BETA 0 (i=1)!(k-i-1)! J-w 2
n : : N
x 1] (bi-—ai)_l K7 . <itg]l L
i=1 ’ (n, tj)
n
dék) tk n k
- x -1k
Ax[J —25(2m) n/2 (b, -a;) Ik . at
t’ -0 2 i=1 (n,t7)



~
betalda®) 5
" ‘n n/2 J_. 313 j k=i-1
- —=5 (2m) T (b2 -al) "k . dt?)
—o 2 i= (n,t)) ©
n
j . (k)
betaj ( n . . )
x — D onyTR/2 g3 3y 1 3 x
2n-l . i i J . (k)
i=1 (n , beta n )
<
d(k) n
- k -
L en™? 0 el -dH K m,a®aWag K
2 i=1 n n n
J,2 J 2 3,2
(@) (@_p° > > @h® > o
L_ 0 , caso contrario
onde
2
(hg)
J _J (n) m, 2 m 2, m m n
K = 2K [(h)" - (h ) 71K (h )d (h )
m n n-1 m n-1 n-1
(n ,h) J0 (n-1,h._,)
e
. (LY -y, +h™ /o, 2 (b=, -h") /o 2
2 - [ | -
K(l)((h?) ) :_%E[ 171717701 -t /zdtj R R /2dt]
h. m m 1 m
K - \ . _
1o (ajmuy+hit /oy (a;=u;=hy) /o;

que descreve a distribuigao exata da variavel aleatdoria 8.

33



2.2. DISTRIBUIGAO DA ESTATISTICA DE ORDEM ASSINTOTICA.

Para podermos tratar nao somente o primeiro caso de classi

ficag'éo de um vetor X, mais também os seguintes para £ = 2,3,..

<N,
SUupmOS agora gue para um k grande, DI?IQ/ tem aproximadamente uma
distribuic;éo normal, com média Ug e variancia OQ.
Entao a funcao densidade de Beta% é:
J (k) : 9
- L B NV R I
£ . (beta)) =r : [ ( e at) |
BETA) 0 (1-1)! (k-i-1)! J— /21 o,
k. . j, k) . 5
% N TR N - S e oY) (83 =) /0)2/2
1 S A ) 1 nt "2 78
X[ J e I dt.]Q— J e ’ SL]
_ j . (k) 2 _ d(k)_ 2
2T o, /T o, ng  ng
j 2
) coetada® o002,
= = { - J N
(1-1) ' (k-i-1): JO V2§ o
k) 3.k
(@™ -u)/oc (beta”d > -n. ) /0
ny "' % 2 I = I = |
x[—!'-— et/zdt——l— e /dt]
VI J=oo VI e

34
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(k)

- J _ 2 _ak) 2
! . ((betazdng “Q)/Gg) /2 1 . ((dnz _”,ov)/oz) /2d(k) dd(k) _
V2m o o G n?  n?
L 2
k! A %2 . i-1
== . | = J 5.0),, € Tatl
(i-1) ! k-i-1)! ‘o /2« (u,~"etayd )/Oﬁl
0 _ 2 e _ 2 L
x[}l__J et/zdt__/%:J ot/2 gy Kinl
2T (k) 27 pepndq K)
(ig=dng )79, (ng-betapd \*) /0,
_ j k) _ 2 &) 2
N S ((betapd ,"=np)/op)7/2 4 . (A" —my) /o) /2 gk gq®)
V2 o, V2T o, ng —nt
(2.2.1)
fazendo a mudancga L t = s, temos que
V2
' oo + 0 _.2 .
= k. J [7_1_ e S ds]l L
(i-1) ! (k-i-1)! Jo /= G (K)
(HSL betajd )/ (V2 02)
1 (7 ~s° 1 (7 ~s° k-i-1
x [-= e " ds "7: _ e ds|
7 (k) m j (k)
(“z'dnz )/ (V2 OJL) (1 -~betard )/ (/2 OQ)



(k) (k)
((beta]d ) ") /) 12/2 (@ ' =1,) /o)) 2/
9 1 o 1 o d(};) dd() _
2T o, V21 O n
£
~betala ¥
k! ® 1 e bl
= . — J [5 erfc( — )] o
(i-1) ! (k-i-1)! 0 V2 9,
k) i, (k)
u.—d 1. —beta-d _
x[%‘erfc(l nR) lerfc( % % Nt )]kll
V2 a, V2 o,
3 5 (k) 2 ek 2
y 1 ((betagd 9 —U»Q)/OQ,) /2 1 ((an, UQ)/OQ,) /2 k) x) B
e —_— e d ) ddnsl =
21 © 21 O n
L 2
(k)
' w beta] -
_ k! [ [%—iErf( 2y i-t
(i-1) ! (k-i-1) ! 0 vy V2 o 2
(k) (k)
u,—-d beta d i
x[___l_Ef(Q nﬁ)_%+__l_Ef(SL 2nsk )]kll
T 2 I, Ve V2 o
(k) 2 (k)
1 ((beta d UQ)/OQ() /2 1 —((dnSL _U,Q,)/OSZ,) / (k) %)
X e e d 3 ad 2 .
o 02 21 OQ n n



Portanto, a fungéo densidade de BETAJ pode ser escrita como:
J, (k)
. r® beta’d "'~y
j(beta%J_ k! J [%+_1_( ne z)x
BETAY (1-1) * (k=i-1) :oﬁzn 0 Mmoo V2o
r j (k)
103 farbetayp d i o 5
X l 1(2, EII_ ( ) ]
/2'02
(k) _ _ a(k)
1 Sy e 13 Mo dpT o
x [ ( )lFl(E;-z—, ( )7) +
Ym0 /2_02
3 4 (k)
-betal -beta-d i
L1 zdnsz,)F %)_( 1%t 2 k-i-1
v /ZO’SL V20
4
i k)
betalg' ak)y
£
N i - ' Fleie -2t
OQ/Z— V2 gy
(k) (k) (2.2.3)
para c # 0 e 0 < dé];)
0 , caso contrario.
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onde lFl é a funcao hipergeométrica definida em Luke (1969)como:

k
oo (a)kz
lFl(a;c,z) = I ——ee (2.2.4)
k=0 (c)kk!
a e c qualisquer valores
exceto ¢ = 0.
e (a)k = a(a+l) ... (a+k-1),
(a) =1,
o}
z — -
e’ = lFl(a,a,z).

Erf e Erfc s3o respectivamente fungao erro e fungao  erro

complementar definidas como:

z
cerf(z) = ( e t dt = YT erf(z) (2.2.5)
Jo 2
R /T
Erfc( )=J e at = 5 erfc(z) (2.2.6)
z
erfc(z) + erf(z) = 1.

A fungao erro pode ser escrita como uma funcao hipergeomé —

-

trica do seguinte modo:
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Erf (z)

w1 3
ZlFl(E P52 ) (2.2.7)

Chegamos a uma distribuicgao exata da variavel aleatdria B8
na subsegao 2.1. E como vemos por (2.1.28), ela envolve fdrmulas
recursivas, que mesmo quando conhecemos os fatores e os formos

substituindo na formula, ainda teremos resultcdos de formas com-

plexas.

A fim de se evitar essas formulas recursivas, usamos o ar-
gumento de que a variavel distancia tem distribuigao normal assin
toticamente e obtivemos o resultado (2.2.3). Mas, ainda este cami
nho simplificado nos levou a utilizagao de recursos como as fun-
¢Oes especiais e o resultado permaneceu dificil de manusear e se-
gundo Rathie e Rohrer (1978),, até seu desenvolvimento numérico

€& de extrema complexidade.

¢ "a contornar o problema da intratabilidade das distribui-
¢oes resultantes do modelo (padrao normal, classe uniforme) assu
mido em (2.1.28), propusemos um enfoque paramétrico; trata-se de
simular a varidvel B e comparar a distribuicao observada com uma
distribuicdo familiar encontrando as condig¢Oes necessarias  para

um bom ajuste.
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CAPITULO III

DESENVOLVIMENTO POR SIMULAGAO

3.1. PROCEDIMENTO DA SIMULAGAO.

l.

3.

A simulacao envolveu as seguintes etapas:

Partimos de um espago ®r" (n > 1), sobre ele uma normal n-va-
riado com parametros u e I identificada como a dos padroes. Es-

pago este contendo k (k > 1) classes Cp inicialmente unifor

mes Com OS paranetros ﬂaﬁ,bt),...,(ai , bk».

Para iniciar a simulagao, em cada classe Cj’ escolhemos alea-
tori¢ iente segundo a distribuicao U(a.,b.) um ponto Y% =
= (yil,ygl)...,xgl). Denominaremos este ponto de "referente"

R} da classe C.
J J

Geramos aleatoriamente .Xm = (Xml’XmZ""’an)’ um vetor com

distribuicao normal (u,I) que envolve os seguintes passos:

1. OQueremos um vetor de dimensao n, mas inicialmente geramos
- 2 . s .
(zl,zz) um par de numeros de (0,1)" com distribuig¢ao unifor

me U(0,1l). Fazemos:
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yj = 2zj-l r J = 1,2 (3.1.1)
2 2
s =y ty, (3.1.2)

Para s<1, 2o Y47 ‘221’18’2:5“], yJ=L,2, £=0,..0, 5] (3.1.3)

J

s

Isto &, geramos dois nimeros normalmente distribuidos e re-
petimos esse processo de geracao até obtermos no total n
nameros, ou seja 2=[%]. Juntamos todos esses nimeros no ve
tor Zm = (zml’sz""’Zmn) que deste modo tem distribuicao
N(0,I). Fazendo a nos.a matriz de covariancia I fica facil
gerar amostras normalmente distribuidas, porque as varia-

veis sao independentes e identicamente distribuidas com va-

riancia 1.

Para obtermos Xm, um vetor com distribuicao normal com mé-
dia p e matriz de covariancia I, usamos a seguinte transfor

me tao (ver por exemplo Fukunaga (1972))

X = QLl/2

n Zm + u, onde Q= matriz de autovetores (3.1.4)

de I

L= matriz diagonal de autovalores
A de I.
m

Nesta etapa, verificamos se o ponto gerado pertence a alguma

das classes Cj. Se o ponto nao pertencer a nenhuma classe,vol

-

tamos a etapa 3 e procedemos até localizarmos Km, um ponto que

partence a alguma das k classes.



5.

42

Calculamos as distancias do ponto gerado com relacdo a todas

as k classes, ou seja, as distancias do vetor Xi do referen-

m jm jm
te Ry = (Y] ,...,¥70) m 21
j T Lim 2.1/2
D) = (iil(Yi - X %) , 3=1,2,...,k (3.1.5)

3 ) -~ . . . m
Diremos que xm € Cj se a distancia euclidiana entre xm(a Rj
. P m )
for a minima entre todas as distancias de Xm e Rj ; 3=, ...k,
E verificamos sobre o acertamento, se realmente o ponto perten

cia a classe que resultou na menor distancia do referente com

o ponto. Senao, j=j', onde j & iIndice da classe correta.

Como o referente tem que ser aprendido, efetuamos uma corregao
sobre ele a fim de que numa proxima etapa produza a menor dis-
taricia do ponto aleatdrio, se realmente X~ pertence a esta

classe Cj' Entao

m+1 m
Rj = amxm + (1 - Bm)Rj ’ (3.1.6)
onde
pJ
B = m . (3.1.7)
m max DJ
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7. Voltamos a etapa 3 e repetimos esse processo até m =N, o tama-

nho da nossa amostra. Portanto cbtemos o vetor amostral (81,82,...,8 ).

N
8. A fim de testarmos o ajuste dos valores obtidos com o modelo

Beta (p,q) proposto, utilizamos o teste X2.
8.1. Fazemos o histograma da variavel Bi, dividindo em r inter

valos. Calculamos a frequéncia absoluta fa(l) das variawveis

Bi em cada intervalo (L(%),s(2)1, 2 =1,...,r.

£.(2)y = ¢ X (B,) , (3.1.8)
a ;=1 A() 74

onde A(2) =[L(2),5(2)], (obviamente A(L) C (0,1) V&)

0 se Bi £ A(L).

8.2. Calculamos a frequéncia estimada fe(ﬁ), segundo a distri-

buigao Beta (p,q) que propusemos.

8.2.1. Estimamos os parametros p e g da distribuig¢ao Beta,
pelo método de maxima verossimilhanga que descrevere

mos na subsegao 3.2.
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8.2.2. Calculamos a probabilidade

) S(L) oomvnmy -

p(R) = J Le)ria  gp=ly )3 1g (3.1.9)
L) T(p + q)

Onde a integral
S(2) s ~_

I(%) = j £P7l -6y 9 dae (3.1.10)

L(R)

€& resolvida usando o método de Simpson com 60 subin-
tervalos. Como a fungao tem derivadas continuas de
quarta ordem, segundo Bakhavalov (1975), a regra de
Simpson convevge para o verdadeiro valor da integral,
no pior caso com velocidade k—4, onde k & o numero

de subintervalos utilizados.

8.2.3. A frequéncia estimada & obtida por:

- No - I(L
£, (4) =Np(R) =N x — ST o, ~ ,
g J tP™4(1-t)974at
i=1 ‘L(1i)
L =1,...,r (3.1.11)
Estimados os parametros p e g através das amostras, quere-

mos verificar se a caracteristica BQ tem uma distribuicgao

- B(p,Q) .
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Entao finalmente aplicamos o teste X2,
, T () - ()P
X" = I (3.1.12)
2=1 fe(ﬁ)

O modelo Beta(p,q) sera considerado satisfatdrio se houver

Coam . . . 2 2 -
evidencia de ajuste, ou seja, se Xr—3 < Xa,r—3 para o pre
fixado.
tamos a etapa 8.2.2 para outros valores dos parametros, a

fim de verificar se o método que utilizamos para estimacgao dos

par

2%

Beta

Q
n
Q1
i+

ametros deu bom resultado. Entao, fazemos p e q variarem até

em torno de seus valores. Tomamos

0,005s p (3.1.13)

o)
1+

0,005s g (3.1.14)

3.2. ESTIMACAO DOS PARAMETROS DE UMA BETA (p,q).

Para testarmos o ajuste dos valores obtidos com o© modelo

p,q), temos que estimar os parametros desta distribuicgao.

Seja B uma variivel aleatdria, cuja distribuigao & Beta com

parametros p e g. Sua densidade & definida como: N
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WPl a-1
b (1-b) , 0 <b <1
B(p,q)
fB(b) = (3.2.1)
L 0 , caso cu.atrario
Usando o fato que
T'(p)T(q)
B(p,q) = —— , (3.2.2)
I'(p + gq)

podemos escrever essa fun¢ao densidade como

Ipra) el el g oy <
T(p)T(q)
fB(b) = 4 (3.2.3)
L 0 , caso contrario
onde
[® g-1 -x
[(s) = J X e "dx , s >0 (3.2.4)
0

A nossa hipdOtese nao especificou os valores dos parametros
p e g. [ .tao usamos o seguinte método desenvolvido por Beckman e

Tietjen (1978) para estimar o valor desses parametros.

R de variaveis aleatdrias

Dada uma amostra 81,82,..., n



47

independentes de uma distribuicao B(p,q), as equagoes de maxima

verossimilhanga para os estimadores D e J sao os seguintes:

P (p) - ¢ (p+a) on Gl

(3.2.5)

P (q) - y(p+q) an G2

onde

1/n

n
Gl I b, e G2 = 1

dQnT(Z) . jog .
—az funcao Psi.

e y(z) =

Resolvemos a primeira equagéo em (3.2.5) para ¥ (p)

Y(P) = n Gl + Y (P+q) (3.2.6)

Da segunda equagao em (3.2.5)

P(p+q) = ¥(q) - n G2 (3.2.7)
Substituindo essa expressao em (3.2.6), obtemos

Y(P) = &n Gl - &n G2 + Y(J), entao -
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-~

p = w'l(zn GL - %n G2 + V(qQ)) (3.2.8)

Substituimos esse valor de P na segunda equacgao de (3.2.5),

para obtermos uma equagao ccm uma Unica variavel:
Y (q) —w{[w"l(zn Gl - 2n G2 + Y(q))] + gt -8an G2 =0 (3.2.9)

Para resolver a equagao (3.2.9) para J, usamos um método
baseado no método da secante para encontrar a raiz. Este método

requer que especifiquemos um intervalo (A,B) dentro da qual a raiz

esta localizada.

A solugao requer que estejamos capacitados para estimar am-

bos Yy (z) e w_l(z).

. -1 - . .
Estimar ¢ ~(z) e equivalente a encontrar a raiz c da equa-
cao Y(c) - z = 0, e isso & realizada pela técnica de resolver rail

zes discutida acima.

Para calcular aproximadamente y(z), usamos a seguinte apro-

ximagao

p(z) ~ nz- 5% - 12—+ 14 - 1 t » para z > 3 (3.2.10)
12z 120z 256z

v(z) = Y(z+1) -

N~

, para z < 3 . (3.2.11)



49

Essas aproximagoes segundo Beckman e Tietjen (1978) dao uma

precisao de 6 casas decimais.

Pcueriamos ter estimado esses parametros por outros métodos
mais simples, como por exemplo usando método dos momentos. Porém,
nesse caso nao poderiamos garantir a validade do teste X2. Pelo
contrario, se os parametros p e g sao estimados pelo método de
maxima verossimilhanca, a distribuicdo da estatistica X2 definida

em etapa 8.3 da subsec¢ao 3.1, quando n + = tende para a distri-

buicao X2 com k-3 graus de liberdade (Fisz (1963))..
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CAPITULO IV
RESULTADOS

Em seguida apresentamos os resultados obtidos e como prosse

guimos para encontrar as condigoes sob as quais a variavel Bi tem

distribuicao B(p,q).

Quando trabalhamos no espa¢o com dimensao n=2 e tomamos o

nimero de classes k=5, obtivemos o seguinte:

| ' '

Caracteris- 5 5
' - X X Graus de
ticas das |{Acertamento|Parametros Observado| para 5% | Liberdade
classes I
classes pe=| 1 105=2000| p =3.26
qjuenas e se 91.207 32.671 21
aradas. Errados =0 g=35.37
aumentado as - = _
classes, ain | eFtos=1982 | p = 3.12 53.083 | 31.410 20
da sem inter | g o3og=18 | §=18.37
secgao
aumentando -
X Certos = 1848 p = 2.81
nais as clas 47.891 | 33.924 22
J Errados =152 q=10.83
bontos camins
auarentando | Certos=1610 | § = 2.68
b ioisvar?%s 40.285 33.924 22
pONTtos o Errados =390 q = 8.40
grandes clas _ -~ _
: S | certos=1331| p = 2.16 )
ses interoep 13.407 | 28.869 18
tando uwm g ados=669 | §= 5.43
.|Ra outra. : B

TABEIA 4.1.



51

Para n=3,k =5
! s
Caracteristi N X2 Graus de
cas das Acert to Parametros Cbservaco | para 5% | Liberdade
classes
classes peque|Certos = 2000 p = 5.42
nas e se- 38.490 28.869 18
paradas Errado = 0 q=40.89
aumentando UM Gertos = 1998| B = 4.39
pouco, al 38.620 27.587 17
da, Sem IN-i b ados = 2 =22.67
terseccgao d :
aumentado malg oo = 1943| B = 3.97
as classes
27.219 26.296 16
com alguns g d0s=57 | §=17.00
tos comuns : :
aumentando _ ~
mais as clag |°Ft0s = 1786] b = 3.59 43.860 26.296 16
Ses oom VanSS g aq0s = 214| §=13.34
pontos camms
varias clas- |t s=15.77| B = 2.06
ses intercep
214.017 30.144 19
tando WA pagos= 423 ] § = 3.98
na outra ! :
TABELA 4.2.
Para n =5, k =5
Caracteristi-
- : X2 X2 Graus de
cas das Acertamento | Parametros .
Observado | para 5% Liberdade
classes
éﬁiﬁig o | Certos = 1991 B = 9.10 23.512 27.587 17
separadas Errados = 9 g = 42.02
classes Pe~| qoriog = 1916 p = 7.36
quenas com 21.967 27.587 17
alguns ponto§ po36g = 84 | § = 28.20
em ocmuam
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aumentando i b

mais as clas _ ~

ses oom V= Certos = 1792 |p = 6.72

Sos santon ] 31.010 27.587 17
em. comm Errados = 208 | g = 22.78

aumentando _ ~

mais  as Certos = 1397 |p = 5.05 67.409 26.296 16
classes Errados = 603 { § = 14.57

Sas%es I | Gertos = 902 |H = 4.92

ondo R ) 111.941 23.685 14
na outra Errados =1098 | g = 12.16

TABELA 4.3. l

Os resultados acima pela tabela (4.1) parecia nos permitir
conjeturar o seguinte: a medida que fomos aumentando o tamanho
das classes, obtivemos valores menores de X2. Até chegarmos a nao
ter nenhuma evidéncia em rejeitar que a nossa variavel Bi tem dis
tribuicdo Beta com parametros p = 2.16 e g = 5.43, quando to-
mamos as nossas 5 classes bem grandes, interceptando uma na outra
Ja a analise das tabelas 4.2 e 4.3 nos levaria a uma conclusao

2

exatamente oposta a anterior, pols obtivemos valores de X pe-

quenos quando tomamos as 5 classes pequenas e separadas.

Entao tivemos que deixar esses resultados de lado e partir
em outras buscas, pois eles nao nos levam a uma conjetura coeren
te.

Visto que a distribuicdo multivariada em k dimensoes tem
uma densidade constante sobre elipsdides da forma

(x =)' I F(x-w 2

il
Q
~
W
’_l
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C sendo uma constante. Entao concentramos as nossas classes nes

ta elipsodide.

Iniciamos com pontos normais bivariados que formam uma re-
giao de concentragdo de forma eliptica com a direcao dos eixos da

das por autovetores da matriz de covaridncia.

Obtivemos resultados semelhantes para diferentes vetores mé
dia e matrizes de covariancia. A fim de ilustrarmos as conclusoes

obtidas, tomamos como exemplo uma das matrizes por nds trabalhada.

Temos n = 2, o vetor média y = (-10, 80) e a matriz de co
//2412.77 —1780.40\\
variancia I = ( j
\<l780.40 2681.12//

Tomamos k = 10 classes (retangulos) que sao:

CLASSES EIX0O 1 EIXO 2
1 (=50, -=30) (120, 140)
2 (-80, —60) ( 90, 115)
3 (-30, -10) ( 90, 115)
4 (=60, -30) ( 55, 75)
5 (=52, -27) ( 22, 42)
6 (=20, 20) ( 50, 75)
7 (=10, 25) ( 24, 42)
8 (35, 60) ( 50, 75)
9 (8, 30) ( 80, 102) )

10 (0, 30) (110, 130)



a seguinte tabela:

Com os valores estimados p = 2.88

INTERVALOS
.0000 — .0162
.0162 — .0323
.0323 — ,0485
.0485 —1 .0647
.0647 — ,0808
.0808 — .0970
.0870 — .1132
1132 — .1294
.1294 — .1455
.1455 — .1617
.1617 — .1779
1779 —1 .1940
.1940 —I .2102
.2102 — .2264
.2264 —I1 .2425
.2425 — .2587
.2587 — .2749
.2749 — .2910
.2910 —I .3072
.3072 — .3234
.3234 — .339¢

FREQUENCIA ABSOLUTA

33

89
140
189
231
262
226
192
154
156

90

39
30
25
29

15

e
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-

q = 23.31, obtivemos

FREQUENCIA ESTIMADA

20.7
93.6
166.0
214.0
234.0
231.0
212.0
185.0
155.0
125.0
98.4
75.3
56.4
41.3
29.6
20.9

14.4
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.3896 —I .3557 2 1.8
.3557 — .3719 0 1.1
.3719 —I ,3881 1 .7
.3881 —I .4042 4 .4
TABELA 4.4. : !

E o X2 observado foi 42.293 com 17 graus de liberdade

2

X5

= 27.587

Graficamente, as 10 regioces estao localizadas da seguinte

forma:

o ' i . . ! 3 o 1
-100 -8 - 60 —40 =20 20 40 60 80 100

Figura 4.1
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Quando aumentamos as nossas regioes, ou seja, a elipse onde
estao localizados os pontos normais bivariados fica mais coberta,

da forma a seguir:

=100 - 80

80 100 120

2
|
!
|
!
|

Figura 4.2

A situacdao melhora e as classes sao:



CLASSE EIXO 1 EIXO 2
1 (-52, -28) (118, 142)
2 (-82, -58) ( 88, 117)
3 (=32, -8) ( 88, 117)
4 (-62, -28) ( 53, 77)
5 (-54, -25) ( 20, 44)
6 (-22, 22) ( 48, 77)
7 (-12, 27) ( 22, 44)
8 33, 62) ( 48, 77)
9 6, 32) ( 78, 104)
10 ( -2, 32) (108, 132).

Os valores estimados foram p = 3.01 e g = 20.88 e obtive

mos as seguintes frequéncias

INTERVALO FREQUENCIA ABSOLUTA FREQUENCIA ESTIMADA
.0000 — .0184 28 16.
.0184 — .0369 82 84.
.0369 — .0553 133 158.
.0553 — .0738 183 211,
.0738 — .0922 221 235.
.0922 — .1106 253 235
.1106 — .1291 235 218.
.1291 — .1475 211 191
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.1475 — .1660 180 160.0
.1660 — .1844 137 129.0
.1844 — .2028 97 101.0
.2028 — .,2213 76 76.5
.2213 — .2397 42 56.5
.2397 < .2581 48 40.8
.2581 — .2766 18 28.8
.2766 — ,2950 17 19.8
.2950 — .3135 14 13.4
.3135 — .3319 9 8.8
.3319 — .3503 8 5.7
.3503 — .3688 1 3.6
.3688 — .3872 4 2.2
.3872 — .4057 0 1.3
.4057 — .4241 1 .8
4241 — .4425 1 .5
.4425 — .4610 1 .3
TABELA 4.5.

E X2 observado foi 33.77 com 17 graus de liberdade
2
XS% = 27.587.

E finalmente tomamos as nossas regioes independentes cobrin

do praticamente toda a elipse, como podemos ver no grafico seguinte:



=100

~—80

As 10 classes sao:

CLASE .S

=20 20

Figura 4.3
EIXO 1
( -8, 25)
(=25, =-9)
(=72, -26)
(=72, -26)
(-65, =-26)

EIXO 2

(104,
(104,
(108,

( 86,

126)
160)
160)
107)

85)

100

59
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6 (=25, -9) ( 38, 103)
7 { -8, 42) ( 71, 103)
8 ( -8, 18) ( 48, 70)
9 ( 19, 60) ( 48, /0)
10 ( -8, 50) ( 22, 47)

Obtivemos os seguintes resultados:

p=2.55 , §=12.64

X2 observado = 27.46 com 18 graus de liberdade.

Obtivemos as seguintes frequeéncias:

INTERVALOS FREQUENCIA ABSOLUTA FREQUENCIA ESTIMADA
.0000. —i ,0230 30 24.5
.0230 — .0459 87 90.6
.0459 — .0689 128 150.0
.0689 — .0919 176 189.0
.0919 — .1148 216 207.0
.1148 — .1378 212 209.0
.1378 — .1608 204 199.0
.1608 — .1837 193 180.0
.1837 — .2067 184 158.0
.2067 — .2297 118 134.0
.2297 — .2527 120 110.0
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.2527 —H .2726 85 88.9
.2726 — .2986 67 70.0
.2986 — .3216 40 53.8
.3216 — .3445 29 40.6
.3445 4 .3675 36 29.9
.3675 — .3305 19 21.6
.3905 — .4134 21 15.3
.4134 < .4364 15 10.3
.4364 — ,4594 8 7.1
.4594 — ,4823 3 4.7
.4823 — .5053 6 3.0
.5053 — ,5283 2 1.9
.5283 — .5512 0 1.1
.5512 — ,5742 1 .7

TABELA 4.6.

Nao temos nenhuma evidéncia em rejeitar a hipOtese que as
variaveis Bis tem distribuicao B(p,q) ao nivel de confianca de
5%. Pois a esse nivel de confianga e com 18 graus de liberdade
sO rejeitaremos a hipdtese para valores do qui—quadrado maiores que
28.869.

Este raciocinio, isto &, deixar cobrir as classes o espacgo
mais provavel criado pela I da multinormal, foi seguido para ou-
tros valores de médias e matrizes de covariancia e também para di

ferentes dimensoes n e obtivemos resultados semelhantes.
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Como j& citamos, na etapa 11 da nossa simulacao, calculamos

2 . .
o X~ para diferentes valores de p e g. Variamos p e gq em tor
no de até 2% de p e G, a fim de verificar o comportamento das

est.imativas obtidas pelo método de maxima verossimilhanca.
Vejamos em duas situagoes diferentes.

Primeiro, quando tivemos uma situacao em gque as classes
nao cobriam a elipsdide que & regiao de concentragdao dos pontos
padroes, as estimativas obtidas pela maxima verossimilhanca nao
justificavam a explicagao de B por uma Beta. A estimativa do pa
rametro g apresentou um valor demasiadamente grande. Fomos va-
riando os valores dos parametros p e g e notamos que quando
diminuimos ambos p e g, o gui-quadrado também decresceu ate
certo valor e voltando a crescer novamente. E quando houve aumen-

to de valores de p e q, X2 cresceu sempre.

Podemos observar no seguinte exemplo. Para variaveis aleatd

rias normas bidimensionais com média uy = (0,0) e matriz de cova-
1 -1"

riancia ¥ = | . Os pontos normais estao concentrados
1 2 /

na elipse seguinte (fig. 4.4) e tomamos as 10 classes da seguinte

forma
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Figura 4.4

Obtivemos p = 3.41 e g = 50.27 e X2 = 105.7 com 18

graus de liberdade
= 28.869.

O grafico da variagdo de p e ¢ em torno de até 2% de D

e J & apresentado em seguida.



Os valores de X2 para
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Na vizinhanga de até 2% que tomamos, sempre rejeitamos a hi

pOtese que a variavel B tem distribuicao Betal(p,q).

Temos a segunda situagao, quando as classes cobrem a elipse.
Nesse caso, calculamos o X2 para p e g na vizinhangca de até
1% em torno das estimativas e obtivemos valores proximos a aque-
les obtidos anteriormente para p e J. As vezes chega ate a
"melhorar" o valor de X2 obtido para as estimativas, mas essa
"melhora" & pouco significativa. Ja para p e g proximos a 2%
de p e g, obtivemos valores de x? grandes, isto &€, a medida
que fomos afastando dos valores estimados p e g, o valor de X2
foi aumentando de tal forma que chegamos em alguns casos, ateé a
rejeitar a hipdtese que a variavel aleatodria B, tem distribui-
¢ao B(p,q). Entao o uso do estimador de maxima verossimilhanga ,
mais uma vez, se justificou plenamente, mesmo em um caso de simu-

lagao.

Podemos observar no mesmo exemplo anterior, onde as classes

foram tomadas conforme a figura a seguir.



E obtivemos o seguinte comportamento do

coes de p e (g.

-

p=2.8 , g = 18.01

X2 observado = 21.81 com 17 graus de liberdade.

X = 27.587.

2
5

oo

A figura 4.7 representa as variagoes de

-~

de até 2% dos valores estimados p e (.

Figura 4.6

X2

P

e

66

para as varia-

d

em torno
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Apresentamos alguns resultados obtidos, ilustrando casos nos

quais a distribuicao da variavel

ta (p,q)

n =2

=
1]
P

CLASSES

10

(1

(1.

EIXO

.251,
.350,
.350,
.200,
.251,
.350,
.200,
.251,

.350,

251,

.000)
.250)
.250)
.349)
.120)
.250)
.349)
.120)
.250)

.850)

pode ser explicado por uma Be-

EIXO 2

.660,
.001,
.252,
.980,
.900,
.252,
.000,
.252,
.500,

.450,

.430)
.500)
.000)
.000)
.649)
.251)
.979)
.899)
.251)

.251)
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-

Distribuicao beta com p = 3.14 e g = 15.38.

INTERVALOS FREQUENCIA ABSOLUTA FREQUENCIA ESTIMADA
.0000 — .0206 11 7.9
.0206 — .0412 54 45.8
.0412 — .0618 87 97.7
.0618 — .0824 131 145.0
.0824 — .1030 181 180.0
.1030 — .1237 174 198.0
L1237 — .1443 197 202.0
.1443 — .1649 220 194.0
.1649 — .1855 190 178.0
.1855 — .2061 156 157.0
.2061 — .2267 140 134.0
.2267 — .2473 122 111.0
.2473 — .2679 87 89.4
.2679 —i .2885 66 70.3
.2885 — .3091 56 54.0
.3091 — .3298 32 40.6
.3298 — .3504 33 29.8
.3504 — .3710 16 21.4
.3710 — .3916 14 15.1
.3916 — .4122 8 10.4
.4122 — .4328 11 7.0
.4328 — .4534 8 4.6



70

.4534 — .4740 3 2.9
.4740 — .4946 1 1.8
.4946 — .5152 1 1.1

Qui-~quadrado observado = 23.617 com 19 graus de liberdade.

Qui-quadrado critico = 30.144 com a = 5

ov

n = 3 ' k = 10

e
+ 1087.02 728.30 837.7g\\

L = (60, -45, 75.9) 5 = 728.30  2209.00 325.71

/
\ 837.76 325.71  1089.00 /
. /

CLASSES EIXO 1 EIXO 2 EIXO 3
1 ( 20, 60) ( -80, -10) ( 100, 150)
2 ( 60, 100) ( -80, -10) ( 100, 150)
3 (=10 60) (=150, -80) ( 50, 100)
4 ( 60, 130) (=150, =-80) ( 50, 100)
5 (=10, 60) ( -80, -10) ( 5G, 100)
6 ( 60, 130) ( -80, -10) ( 50, 100)
7 (=10, 60) ( =10, 60) ( 50, 100)
8 ( 60, 130) ( -10, 60) ( 50, 100)
9 ( 20, 60) ( -80, -10) ( 0, 50)

10 ( 60, 100) ( -80, -10) ( 0, 50)



Distribuicao beta com p = 3.88

INTERVALOS
.0000 — .0252
.0252 — .0504
.0504 — .0756
.0756 — .1008
.1008 — .1260
1260 — .1512
1512 — .1764
1764 — .2016
.2016 — .2268
.2268 — .2520
.2520 — .2772
.2772 —4 .3024
.3024 — .3276
.3276 — .3528
.3528 — .3780
.3780 — .4032
.4032 — .4284
.4284 — .4536
.4536 — .4788
.4788 — .5040
.5040 — .5292
.5292 — .5544

FREQUENCIA ABSOLUTA

15
33
61
85
138
132
177
193
201
173
150
133
122
94
79
56
44
39
22
20

16

e

-

g

= 11.12

FREQUENCIA ESTIMADA

10.5
32.9
64.6
99.6
132.0
158.0
175.0
182.0
180.0
171.0
156.0
137.0
117.0
97.2
78.2
61.1
46.3
34.1
24.3
16.8

11.2

71



.5544
.5796 —

.6048 —

Qui—quadrado observado

.5796
.6048

.6300

Qui-quadrado critico

CLASSES

8.81

12.31
15.39

~11.12

EIXO 1

30)
20)
35)
20)

35)

76.
12.
15.

22.

72

18.414 com 20 graus de liberdade.

31.410 com o =
32, 14, -30)
.81 12.31
56 12.26
26 26.94
32 6.06
08 10.56
EIXO 2 EIXO 3
( -4, 12) (28, 35)
(-4, 12) (28, 35)
(=16, -4) (21, 28)
(=16, =-4) (21, 28)
(=16, -4) (28, 35)
(=16, =4) (28, 35)

5%

15.

15.

%4.

39

32

.06

67

.50

EIXO 4

34)

34)
20)
20)
20)

20)

11.
22.

10.

66.

2
5
6

\\
12"
08
56
.50

26

EIXO 5
(-36, -25)
(-36, -25)
(-47, -36)
(-47, -36)
(=36, -25)

(-36, -25)



-4)
-16)
-16)

Distribuicao beta com p

7 (5,

8 (20,

9 (10,

10 (20,

INTERVALOS

.0000 — .0249
.0249 — .0497
.0497 — .0746
.0746 — .0995
.0995 —f .1243
.1243 — .1492
.1492 — .1740
.1740 — .1989
.1989 — .2238
.2238 — 2486
.2486 — .2735
.2735 — .2984
.2984 — .3232
.3232 — .3481
.3481 — .3729
.3729 — .3978

15
35
63
96
139
154
188
201
188
174
187
139

120

6.10

43)

43)

35)

e

FREQUENCIA ABSOLUTA

= 14.

20)

20)

7)

76.

14.
34.
63.
99.
135.
167.
189.
200.
198.
186.
166.
141.

115.

73

(=25, -13)
(-25, -13)
(=36, -25)
(-36, -25)

FREQUENCIA ESTIMADA



.3978 — .4227 100 89.7
.4227 — .4475 66 66.9
.4475 — .4724 54 47.9
.4724 — .4973 28 32.7
.4973 — .5221 21 21.4
.5221 4 .5470 17 13.3
.5470 — .5718 4 7.9
.5718 — .5967 3 4.4
.5967 — .6216 2 2.4

Qui-quadrado observado = 11.794 com 18 graus de liberdade

Qui-quadrado critico = 28.869 com o = 5%.
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CAPITULO V
CONCLUSAO

O nosso sistema "capaz de aprender" (@, S, g, f, v), aqui
como sistema de aprendizagem reduzido, sabe que existem varias

classes C, sobre @ e qualquer padrao a ser classificacao per-

tence a uma das classes Ci'

As classes do professor sao hipercubos distribuidos unifor-
me inicialmente, as classes do sistema sao hiperbolas (a regra
de decisao e a da minima distancia), e o ambiente & gerado por va

riaveis aleatorias multinormais.

Apds uma analise sobre o comportamento da variavel aleatdria
B, a funcgao correg¢ao dada em (1.3.3), chegamos que uma distribui-
cao Beta com parametros p e g da um ajuste satisfatdrio gquando as
classes aprendidas estao sobre a regiao onde os pontos "eventos"
estao concentrados. Ha entao, indicacao pelos resultados das simu
lagoes que podemos por como indicador de uma apredizagem correta
o ajuste da distribuicao amostral da variavel aleatdria B a uma
distribuigao tedrica Beta.

Lembramos que da maneira como foi construida, as variaveis
B8's nao sao independentes. Pois os pontos referentes podem ser al
terados em qualquer das etapas iterativas e estas alteracoes- dependem do

valor de B numa certa etapa anterior. Mesmo assim, obtivemos que
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a variavel B pode ser explicada por uma distribuicao Beta (p,q)
nas condigoes descritas anteriormente. O fato de uma classifica —

gao ser correta ou incorreta também nao influi no ajuste de uma

distribuicao Beta (p,q).
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