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INTRODUGCAO

Seja
n L}
T oa, DY oule) =wviv), ... (1)
j=0
j a3 . . .
onde D denota —— , uma equagao diferencial com coeficientes
at’
constantes. Essa equacdo & dita estavel assintoticamente se © erro

> 0 com &t

-.>m‘

de ult), u(t)

O conceito de estabilidade € um conceito muito importante na

teoria matemidtica de controle.

-

Podemos provar que a equacao (1) & estivel assintoticamente se,
e somente se as partes reais de todos os zeros do polindmio caracteris

tico associado.

f{x) = I a. xJ
j=0

sao negativas. -

Por outro ladeo, muitas vezes, procuramos na pratica aproximar a

equacao diferencial (1) por uma equacdo de diferenga e podemos mostrar



que essa equagaoc de diferenga & assintoticamente estavel (no  sentido
da definigao acima) se, e somente se, todas as rafzes do polindmio ca-

racteristico associado estao dentro do clirculo unitario.

De fato, esses dois problemas sao casos especiais de dois pro-

blemas antigos.de matematica: o de Routh-Hurwitz e o de Schur-Cohn.

No primeiro devemos encontrar o niimero de zeros de um polind-—
mio dado nos semi-planos direito e esquerdo, e o segundo & um problema
relacionado com a localizacgao de zeros de um polindmio dentro e  fora

- hY
do circuleo unitario.

—

Exiétem virios métoddés diferentes para a resolugao desses pro-
blemas. Alguns sdao bem conhecidos na“iiiératura: o método de solﬁgéo
através de formas quadriticas (como o método antigo de Fujiwara); a
técnica de equagoes m;ﬁriciaié'(discutidas por Taussky, Wimmer, - Chen,
Ostrowski e Schneider, Carlson e Schneider e outrog); o método __de

Barnett e Datta usando uma certa matriz polincmial; o método das matri

zes de Hankel dos parameﬁros de Markov obtido recentemente por Datta.

Uma pergunta natural &: todos esses métodos sao realmente inde-
pendentes? Para responder essa questao, fazemos nessa tese um  estudo

sobre os relacionamentos entre os métcodos mencionados acima.

Os resultados sao de importancia fundamental no sentido de que
eles nos dao uma base racional para escolher uma ou outra avaliagao pa

ra estes problemas de ponto de vista do calculo automatico.



carITULO I

ALGUNS CONCEITOS BASICOS SOBRE TEORIA DE MATRIZES

Neste capitulo apresentamos um resumo de alguns resultados so- .
bre a teoria de matrizes necessarios para uma boa compreensao dos as-

suntos desenvolvidos nos capitulos subsegquentes.

1.1 - MENCR DE UMA MATRIZ I O TEOREMA DE CAUCHY—BINET

.

DEFINICAC 1.1 ' -

O determinante da matriz obtida pela intersecgdo das linhas

i, 350-0-01, e colunas jl,\jz,...,]k onde 1, < i, < ... <1y e
jl <J, < el < jk & um menor, -da matriz A, de ordem k
lf l2f-'-:"lk
Notagao: A _
- jlf jzr--°fjk
Se i, =93y 1, = Jgse.. i) ¥ Jp O menor e chamado menor prin
cipal. '
Sea i, =3, = 1, i, =13, = 2,...,;k =0, = k nos temos os cha-

mados menores principais lideres.



Um interessante resultado sobre o menor do produto de matrizes

& dado no Teorema de Cauchy-Binet.

THOREMA 1.1 (Cauchy-Binet [14 -vol. I])

Sejam A = (a..) uma matriz mxn e B = {(b..) ura matriz
3 mxn lj'nxq ‘

nxg e C=24a°+*B oprodutode A e B entao:

11’12""’lk 11{%2,...,Lp kl'k2""’kp
C =. Z x B
’ i<k <k <...<k <n
Jyrdgreeidy o prKRgreee ik, 3qrdgreseid
1€3) €3, < .en <3 <4 P<q

1.2 -~ FORMAS QUADRATICAS! HERMITIANAS E A REGRA DA INERCIA

Uma matriz A & hermitiana guando A = A%, onde' A* = (E)Tr a

transposta conijugada de A.
Seja A = (aij) uma matriz hermitiana de ordem n.

Entdaoc uma forma hermitiana associada com A & dada por



onde x @& um vetor coluna com componentes X,

Uma forma hermitiana x* Ax, pode ser escrita de varias manei-

ras na seguinte forma:

n
x¥ Ax = I a;X.X, onde a,, i=1,...,n sdao nimeros reais
i=1 .
n _ _ : _
e X, = I ai£ X i=1,.,..,n . . . {0) s3c formas lineares in
oi=1
dependentes nas variaveis X 1Xgypeaa X . Como X X, = |Xi]2 o termo
™~

a X, X, e positivo,negativo ou nulo de acordo com ai >0, a; <0 on

a, = 0. Entdo, uma forma hermitiana

i A({x) pode ser representada na

T

forma (0) como uma soma de quadrados. Essa representagao & dita'rep:g

sentagao candnica da forma hermitiana A(x).

L.

REGRA DA INERCIA DE SYLVESTER

Numa representacao candnica da forma x* Ax, os nimeros de qua-

drados positivos e negativos sao independentes da selegao da represen

tacio.

Uma forma hermitiana & dita:
a) positiva definida se x* Ax > 0 ¥x # 0
b} negativa definida se x* Ax < 0 ¥x # 0

c) positiva semi-definida se x* Ax > 0 ¥Yx # 0

d) negativa semi-definida se. x* Ax < 0 ¥x # 0
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Uma matriz A é positiva definida (semi-definida) se, a forma her
mitiana associada com A & positiva definida (semi-definida) .Definimos

matrizes negativas definidas (semi-definidas) analogamente.

Notagao: A > 0 -~ positiva definida
A< 0 - negativa definida
A>0 - positiva semi-definida
A<0O0 - negativa semi-definida

TEOREMA 1.2 ({(Jacobi [14 - vol. I])

D "’Dn os menoresg principais lideres de uma ma-

_Sejam_ ?l’ ot

triz hermitiana A. Se D;r i =1,.../n sdo diferentes de zero, oS

nimercs de guadrados positivos e negativos numa representacdo candni-

ca da forma hermitiana associada com A sao respectivamente

p(1, D,,D

l’ 2;---?DnJ EV(l, D D ;--.;Dn)

1772

ondé P(1l, D ;.,Dn)“e V(L, D D ..,Dn} denotam os nimeros de

lfDZ" 17~z

permanéncia. e variagao dos sinais de sequéncia

lf Dl’t.lf Dnl

Usando este teorema podemos obter, para uma matriz hermitiana A,

08 seguintes critérios:

i) A & positiva definida gse, e somente se D, > 0, 1 =1,...,n.



ii) A e negativa definida se, e somente se, (—l)l D, < 0, 1 =1,...,n,

(D

1ii) A positiva semi-definida, se e somente se, Pi >0, £t =1,...n,

onde Pi sac os menores principais de A.

iv) A &€ negativa semi-definida se, e somente se, (-1)" P, > 0,

i=l' 2;..., Ne

Uma matriz A & dita simétrica'quando a=2a" onde aT & a trans

posta de A. : _ .

No cagb em que A & uma_matriz simétrica, nos definimos XTAX uma
forma quadrética associada com A. Todos os resultados sobre a forma
hermitiana, dados acima, sac validos tambéﬁmngéte caso com algumas mo
dificagoes Obvias. i

1.3 ~ ALGUNS RESULTADOS SOBRE AUTOVALORES DE UMA MATRIZ

DEFINICAO 1.2.

Sejam A uma matriz guadrada de ordem n e A um nimeroc . complexo

tal que

AX = AX onde x #0

Entao A & chamado autovalor de A e x & chamado autovalor corresponden

. te de AL

0 polindmio p(A} = det{A — AI) € chamadc o polinﬁhio caracterigl

tico de A e p{A) = 0 & chamada a equagao caracteristica.



As ralzes de p()) = 0 sao os autovalores de A.

TEOREMA 1.3.

Seja A = (aij) . uma matriz triangular inferior (superior}.
nxn

Entdo os autovalores de A sdao os elementos da diagonal principal:

11 Y22 *°* ' “nn

- COROLARIO 1.1

L

Os elementos da diagonal principal de uma matriz D sdo os au-

tovalores de D.

Um impertante résultado;na teoria de autovalores & o Teorema de

Cayley - Hamilton.

TEOREMA 1.4 (Cayley -~ Hamilton [14 - vol. I ])

Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e p(i) o polindmio ca

racteristico de A. Entido p(A) = 0 onde 0 & a matriz nula.
Existe um conjunto de polinomios q(x) tais que qi(A) = 0. Um
polindmio m(x) de minimo grau tal que m{A)} = 0 & chamado polindmio

minimal de A.

DEFINIGAO 1.3.

Uma matriz A € dita ndo-derogatdria se o polinOmio caracteristi

co & igual ao polinomio minimal.



A transformagao TA ! & chamada transformagdo de similarida-

de. A e T  sd3o matrizes quadradas e T & n3o-singular.

TEQREMA 1.5.

T A T——l.e A tém os mesmos autovaloreé.

. T -
As matrizes A e A tem os mesmos autovalores. Se os autovalo-

res de A sao Xyr Aysee-sh, 05  autovalores de A* sao'fl,fz,...,ih.
TEOREMA 1.6 A

Seja A uma matriz quadrada dehgrdem cujos autovalores séo
Apr Agreeer A h
Ent3o os autovalores de A" sdo A ? , l?,...,ki .

Em geral se P(A) & uma matriz polindmic na forma

P(A) = COAn + c.an Loy +C

1 .. A + Cn-I entao os autovalores de

n-1

P(A) 5480 p(kl),...,p(hn) Qnde Al,kz,...,kn sac 0s autovalores de A.

0Os autovalores de uma matriz simétrica ou hermitiana sao feais.
1.4 -~ TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES E FORMA CANONICA DE JORDAN.

DEFINICAO 1.4.

Ura matriz A & dita matriz de Hessenberg inferior(superior) se_

aij =0 para F > i + 1 (aij =0 para i > 3 + 1).
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) , i=1,...,n sao chamados ele-

{

0Os elemen .. . .
tos a1,1+l a:|_+1,1

mentos da diagonal superior (inferior}.

DEFINICAC 1.5

Uma matriz € na forma

AN
o =
0 0 . . .
3.2 a_.3 . .
& chamada matriz companheira.
P e - _ \n n-1
0 polindmio caracteristico de C e det(C = AT} = X - a, A -

- !.ll..ﬂC— azk - al

A matriz - C & uma matriz de Hessenberg inferior.

DEFINICAO 1.6.

Uma matriz na forma



& chamada matriz de Schwarz.

-

Essa matriz também & uma matriz de Hessenberg inferior.

E interessante observar que gualquer matriz de Hessenberg infe-
rior(superior) com elementos nac nulos na diagonal superior (inferior)
& nio~derogatdria. Assim a matriz companheira e a de Schwarz s@o nio-

derogatorias.

Schwarz provou gque para gqualquer matriz A, nao-dercgatdria sem-

pre existe uma matriz T nao-singular tal que

raT ! = g

ocnde S & uma matriz de Schwarz. .

~Além disso as partes reais de todos os autovalores de A s3ao negativas,

5e e somente se, Si > 0 i=1,..., n.



DEFINICAQO 1.7

Uma matriz T & chamada tridiagonal se & matriz de Hessenberg

inferior e superior.

Se T = (ti.) & tridiagonal temos tij =0 para i > i + 1 e

j <i_l' ifj =l;n-.’n-

Para o problema de autovalor podemos, assumir, sem perda de gene
ralidade, que dada uma matriz A ela & matriz de Hessenbérg inferior(su

perior) pois existe um métode bom e numericamente estavel (por exemplo,

s

o método de.Householder [20] ) para transformar qualquer matriz na for

ma de Hessenberg inferior (superior) por similaridade.

.

Além disso, podemos assumir que todos os elementos da .diagonal
superior (inferior) desta matriz saoc diferentes de zero. Pois, seja
A uma matriz de Hessenberg inferior gue tem um elemento nulo na'diagg

nal superior. Entao A pode ser escrita na forma

onde Al e Az sao matrizes de Hessenberg inferior e pelo mencs uma

delas tem os elementos da diagonal superior diferentes de zero. Entao

det (A - AT) = det(a- AL) - det (A, - AI)

Se Al ou AZ tem um elemento nulo na diagonal superior ela pode ser_

decomposta na forma acima e
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det(A - AI) = detﬁAl - AT) det(A2 - KI)...ﬁ.,_det(%kjm AT)

onde Ai i=1,...,k s3o matrizes de Hessenberg e nenhuma destas na

trizes tem zero na diagonal superior.
Entdo os autovalores de A sao os autovalores de Al'AZ""’Ak'

0 Teorema a seguir & um dos principais da Teoria de Matrizes.

TEOREMA 1.7

Para qualquer matriz de ordem n existe uma matriz P nao-singu- -

lar tal quei

- ) N -
onde J sao submatrizes que tem a forma

e X & um autovalor de A.
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Suponhamos gque vl, vz,..., vs sao as ordens de Jl’ Jz,...,Js.

Entao Vi + vé + ... + vy = n. As ordens de Ji = 1l,...,8 corresponden

a multiplicidade de A,. Essa forma & dita a FORMA CANONICA DE JORDAN e

as matrizes Ji sdao chamados blocos de Jordan.

_ v. |
Det(Ji - A1) = (ki-A) 1 sao chamados divisores elementares da

matriz A. Se tivermos Ul = vz T oesee T VT 1l os divisores elemen—

tares sao chamados divisores elementares lineares. Quando todos os au
tovalores de A sao distintos os divisores elementares sao lineares.
Para uma matriz simétrica ou hermitiana os divisores elementares sao

sempre lineares.

1.5 - EQUACOES MATRICI_IAIS'

>

Toda equagao da forma ~

AlXBl + A2X B2

& dita eguagdo matricial geral. As matrizes A;r By i=1,...,n e
¢ sao-conhecidas e a matriz X & incdgnita.

Para o estudo de localizagao de autovalores de uma matriz inte-

ressa~-nos apenas alguns casos especilais dessa equagao geral:
AX + XB = C

X -~ AX A* = I

Daremos agora alguns resultados basicos sobre a existéncia e u-

nicidade das solugdes dessas equagoes:



TEOREMA 1.8

‘A equagao AX + XB =C tem uma solugao Unica se, e somente se

A e =B nao tem nenhum autovalor em comum.

A equacdo de Lyapunov A X + XA* = - I & um caso particular da

equagac AX + XB = C,

Na proxima_ segao mencionaremos alguns teoremas importantes sobre
esta equacao. Todavia, apresentaremos aqui alguns resultados interes-

santes.
o )
Sejam A AZ""’ hn 0s autovalores da matriz A, entao 08

ll'
autovalores de . A* sao, Xl’ 72,..., In . Portantoc do Teorema 1.8 ,

obtemos o seguinte resultado sobre a unicidade da solucdo da equagio

de Lyapnov:

TEOREMA 1.9

A equacao de Lyapunov AX + XA* = - I tem uma solucio uUnica
se, e somente se ki +'Ij#;0 para todos os 1 e J.°
Para matrizes.de Hessenberg, temos um resultado que nos da um

critério de existéncia e unicidade da solugado da equagao de Lyapunov,

sem conhecimento dos autovalores.

TEOREMA 1.10.

Sejam A uma matriz de Hessenberg com co-diagonal nac nula e
f{x) o polindmio caracteristico de A. Entdo a eguacdo de Lyapunhov tem

uma solugdo Unica se, e somente se, £(-A) & nao singular,
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A equagdo X - AX A¥ =1 & chamada da eguagdo de Stein, pois

foi P. Stein que a introduziu na literatura.

Um resultado basico sobre esta equagao é:

TEOREMA 1.11.

A eguagdao X - AX A* = I tem uma solugao inica se, e .somente

se, ki- Tj - 1 ; 0 para todos os hi i=1,...,n autovalores de A.

Temos um teorema analogo ao teorema 1.10.

TEOREMA 1.12.

Sejam A uma matriz de Hessenberg de ordem n com co-diagoral

nao-nula e Y(x) = xn'f(méﬂ),.pnde £(x) &€ o polindmio caracteristico
*

de A. Entao a equagac X - AXA = I tem uma solugao unica se, e so-

mente se, P(A) & naoc~singular.

1l.6. DEFINIQKO DE INERCTA DE UMA MATRIZ E ALGUNS TEOREMAS IMPORTANTES.

DEFINICAO 1.8

A inércia de uma matriz A & definida pela tripla (n(a),v(a),5(a))
oende w(A), v(A), §{(A) . sao respectivamente os nlmeros de autovalores

de A com partes reais positivah, negativas e nulas.
A inércia de A & denotada por -In(A).

Os teoremas sobre a ‘inércia de uma matriz A e os que nosg dao in
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formagdes sobre a localizagao de autovalores de A no circulo unitd —
rio, sao chamados os Teoremas de Inércia. A seguir apresentaremos al

guns teoremas de inércia que nos usaremos freguentemente.
A regra da inércia de Sylvester, dada anteriormente pode ser re

sumida da seguinte maneira:

Sejam A e P matrizes quadradas e P nao-singular entdo:

In{A} = In(P AP¥%)

Qutro resultado muito interessante de Sylvester sobre a inércia

de uma matriz A &

in(P A) = In({A)

r

N -

onde P & positiva definida e A & hermitiana.

0 resultado fundamental sobre a inércia de uma matriz & de

Lyapunov:

TEOREMA 1.12. (Lyapunov) "

Seja A uma matriz quadrada de ordem n . Entdo as partes re-

ais de todos os autovalores de A sao negativos (isto & In(aA)=(0,n,0))

se, e somente se, existe uma matriz X hermitiana e positiva defini-

da tal que

onde A* = (K)T e C & qualqguer matriz positiva definida.
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E claroc que o resultado de Lyapunov nac da a inércia de & em
termos da inércia de X completamente. O seguinte teorema € uma gene-

ralizagao da idéia de Lyapunov.

TEOREMA 1.14 (Ostrowsky — Schneider [16] Taussky [ 19] )

Dada uma matriz A, existe uma matriz hermitiana H tal que

A*H + HA = C

onde C & positiva definida se, e somente se, §{(A) = 0. Neste caso

In(aA) = In(H3.

Este teorema foi provado por Tausskf'bafa C =1 e por Ostrowski

e Schneider para C qualquer.

Qutros resultados mais gerais foram obtidos com os seqguintes
teoremas:
TEOREMA 1.15 (CARLSON E SCHNEIDER [ 2] )

Se H & nao-singular e A nao tem autovalores no eixo imagi-

nario (isto & &(A) = 0} entao AH + HA* > 0 implica In(aA) = In(H).

Baseado neste teorema Wimmer provou um outre resultado. Indepen

dentemente dele, Chen chegou a mesma conclusao.

TEOREMA 1.16 ~ (WIMMER - CHEN [ 22] [3] }

Seja X uma matriz hermitiana tal que XA + A*X = S, onde § &
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hermitiana positiva semi-definida e posto (S,AS,Azs,...,An“lS) =n .
Entdc In(A) = In(X) e também nas condic¢oes acima &(A) = 0.
A matriz (S5, AS, Azs,...,Anuls) & chamada a.matriz de contro-

labilidade.

TEQREMA DE INERCiA PARA UMA MATRIZ DE HESSENBERG 1.17 (DATTA[ 8] )

Seja - A uma matriz de Hessenberg superior (inferior) com diago-

nal inferior (superior) ndo-nula, e X uma matriz simdtrica tal gque

\ .

H
=

AX + XA

‘onde W & uma matriz positiva semi-definida com uma coluna de forma

T

w=+{(a, 0...0) a #0 [(0,...,0, a)] a #0 entao:
If) \\.
i) A ndo tem nenhum autovalor com parte real nula.
ii) Os numeros de autovalores de A com partes reals positivas e ne

gativas sao respectivamente os nimeros de autovalores positivos e

negativos de ¥, (isto & In{(ad) = In(¥X)).

TECREMA 1.18. (TAUSSKY —.HILL - WIMMER [ 18] , [15] , {211 )

Seja A uma nxn matriz complexa. Entao existe uma nxn matriz
hermitiana H com A*HA - A > 0 se, e somente se, A nao tem autova-

lores de modulo unitario.

-



- 18 = -

Se A*HA - H > 0, entao A tem m(H) (v{H)) autovalores de mddu-

lo maior (menor) gue um.

TEQREMA 1.19 (CARLSON — DATTA [5] )

Seja A uma nxn matriz complexa sem autovalor de médulo um. Sg

ja H wuma nxn matriz hermitiana nao-singular tal gque A*HA - H > 0.

Entdo A tem w(H) (v(H)) autovalores de modulo maior (menor) que

.

TECREMA l.Zd.(WIMMER -_ZEIBUR [24] )

-

Seja X uma matriz hermitiana tal que

i,
:

A*¥XA - X = C

onde C & uma matriz hermitiana, positiva semi~definida e posto

(C, A*C, A*Zc,..., A*n_lC) = n. Entac A nao tem nenhum autovalor
Z com Iz[ = 1, e o nuamero de autovalores com moduloc menor {(maior)que

um, € igual ao nimero de autovalores negativos (positives) de X.

Um teorema analogo a este para matriz de Hessenberg é demonstra-

do por Datta.

_ TEOREMA 1.21 (DATTA [81] )

Sejam A uma nxn matriz real de Hessenberg superior (inferior)
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com diagonal inferior (superior) nao nula e H wuma matriz simétrica

tal que
ATHAk— H=W
onde W & uma matriz positiva semi-defiﬁida, que tem uma coluna na
forma
- " |
W= (0,...,0, o) a #0 [(a, 0,...,0) a # 01}
_ entao: -
N
i) A nao tem nenhum autovalor com mdoduleo unitario

"ii) Os nimeros de autovalores de A dentro e fora do circulo unita -
rio sao respectivamente os nuUmeros de negativos e positivos auto-

N

valores de H.

1.7 - 0 BEZQUTIANTE

Sejamn f(x) = aog. + a)x L IR & a, a, #0 e
gix). = boxn + bixn—1 + ...t b b, #0 dois polindmios de grau n.
Entao a forma
B(f,qg; xo""‘xn—l) = -B{qg,f; Xoreens Xn—l}
£(x)gly) - £(y)gix)  n-1 < p
K{F) = : = E bk 2 X" %
!

X -y
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como fungao geradora, & chamada a forma de Bezout de f e g. A

matriz simétricé B = (bk £) & chamada a MATRIZ DE BEZOUT.
F . .

Uma propriedade fundamental do Bezoutiante &: o posto de Bezou —
tiante & igual 3 ordem do Ultimo menor principal nio-nulo da matriz
ée Bezout B = (bk,é)' se éo construirmos os concecutivos menores prin
cipais comegarmos do canto direito inferior.

Algumas propriedades fundamentais da matriz de Bezout B sao

dadas nos seguintes lemas:

LEMA 1.1 (DATTA (5] )

A matriz de Bezout B associada ao Bezoutiante de dois polino-

mios £(x) e ‘g(x) de mesmo grau n, & téimqué

onde A € a matriz companheira associada a f£(x).

LEMMA 1.2 (BARNETT [1] , DATTA [4] ).

A matriz de Bezout B associada com a Bezoutiante de dois polind-

mios £(x) e g{x) de mesmo grau satisfaz

B =Ug(A), onde A & a matriz companheira associada a .



- R - 1
U =
1 ] L[] - 0 N O
0 » . . 0' 0
\
1.8 - MATRIZES DE HANKEL DOS PARAMETROS DE MARKOV E. ALGUMAS DE SUAS
PROPRIEDADES .- _ . T
. _ U < S « Ll S n~-2 _ ~
Seja f{x) =a % a_ X a,..1% .. aX = a;
_ _ m _ m-1 _ ; . P
(an+l = 1} e g(x) = bm+lx bmx .o bzx bl dois polino

mios de grau n e m com coeficientes reais; m < n. As guantidades

Si’ i =-1,0, 1, 2,... definidas por
S S s
09 N B T
- F{X) -1 b x2 x3 o

sdo chamadas Parametros de Markov associados a4 funcdo racional

g{x) :
R(RX}) = —— . .
f (%) '



As matrizes

sao as chamadas matrizes de Hankél dos Parametros de Markov.

Existe uma relagdo recursiva para gerar.os coeficientes das ma—

trizes de Hankel. Por exemplo, no caso n =m esta relacao é dada

por
S—l = bn+l
SO - ans_l = - Dn . . . .v -(2)
Sn-l - an Sn__2 I 51 Sl = - bl
St - a St—l = s a4 St-n = 0 (t = n, n+tl, H+2,;...)

Algumas propriedades das matrizes de Hankel sao dadas .nos seguin

tes lemas:
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LEMA 1.3 - (DATTA {11] )}
Sejam f(x) e g(x) dois polinomios de grau
matriz de Hankel dos Pardmetros de Markov € tal que
nn nn

onde A @& a matriz companheira de " f(x).

- \\
IEMA 1.4 (-DATTA - [11]) |
- . ) S h B . S_.
Seja ._f_(__x..)__. - S"l 4- ° + 1- +
£(x). - x x”

LEMA 1.5 (DATTA {111 )

£{-%) _ 5, 84
Sejam ——— = 5_q't + 5 + ..
£(x) oo x

e V a matriz definida por

n.

Entao a

H

nn



entio V° = I, onde I & matriz identidade de ordem n.

1.9 - A INBRCIA DE UMA MATRIZ HERMITIANA.

Muitas vezes nesta tese, encontraremos o problema de achar a
inércia de uma matriz hermitiana. Gostarlamos de discutir alguma manei

ra pratica de se fazer isso.

Se os menores principais lideres de A san diferentes de zero,
podemos usar o método de Jacobi dado anteriormente. Mas como no método
de Jacobi precisa-se calcular os determinantes, ele nao & Gtil na pra-

tica.

A melhor maneira & primeiramente transformar A numa matriz tri
diagonal por similaridade usando o método estawvel e eficiente de- House
holder [20] e depois aplicar o seguinte teorcema da inércia de uma ma-

triz tridiagonal, obtido recentemente por Wimmer {23] .
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TEQREMA 1.22

Seja

a, 0 . . . 0
ib2 Aqe o« s 0
m o=
0 N
0 e -c,
uma matriz tridiagonai}com éi) b, e = i=1%x,...,n reais ay # 0 e

1

a, ¢, # 0 i=2, 3,...,n.
Entao

In(T) = In (D)

onde D = dg(al, 818,C, ;-8 8583C,Car 0 ny ala2,...;anc203,...,cn).
£ claro que o teorema acima tamb&m tem algumas restrigoes. No ca
50 deste teorema nao poder ser aplicado, temos que reswolver o problema

de autovalores da matriz triadiagonal obtida.



capITULO II

DEFINICOES E ALGUNS PROCESSOS PARA RESOLUCAO DOS PROBLEMAS

DE ROUTH~HURWITZ E SCHUR~COHN

Neste capitulo nds apresentaremos os problemas de Routh-Hurwitz e

Schur~Cohn, e alguns métodos conhecidos para solugao destes problemas.

™~
2.1 - DEFINIGOES
0 problema de Routh-Hurwitz consiste basicamente em localizar os
zeros de um dado polindmio nos semi-planos esquerdo e direito, ‘trata-
se em particular de determinar condigOes necessarias e suficientes pa-

ra que todos os zeros pertencam ao semi~planc esquerdo.

0 problema de Schur-Cohn & o de encontrar o numero de zeros de um
polindmio dentro do circulo unitario, estabelecendo em particular uma
condicdo necessaria e guficiente para que todos os zeros pertengam ao

circule unitario.
2.2 - PROCESS0OS DE SOLUC@ES PARA O PROBLEMA DE ROUTH-HURWITZ.

2.2.1 - PROCESSO DE ROUTH.

0 algoritme de Routh, que apresentaremos a seguir, determina o nﬁ

mero de zeros de um polindmio real no semi-plano direito.
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Dado um polinomio real

fix) = aoxp + boxnﬂl +ax™? b3 .

forma-se © esquema abaixo conhecido como o Esquema de Routh.

) a, ay s v v o
b0 bl b2 v oe .
_\‘
— co Cl C 2 L 3 - -
- d0 dl. d2 . s _
onde as gquantidades Co, do' Cyr dl etc. . . sao encontradas a par-—

tir dos coeficientes do polindmio da seguinte maneira:

. a'o ao

Co = ay T g by Cp = &, ~ b, b? . e
P, b,

d, = b, - . ¢y dy = b, - w;—n Cy o o -
o 0

O teorema de Routh diz que o ntmero de zeros de £(x) gue estd no

semi-plano direito € igual do nimero de variagtes de sinal da primeira
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coluna do Esquema de Routh. Em particular, todos os zeros tem parte re

al negativa se, e somente se, todos os elementos da primeira coluna do

esquema sao diferentes de zero e de mesmo sinal.

2.2.2 - PROCESS0 DE HURWITZ.

0 critério de Hurwitz & obtido da seguinte maneira:

. _ n . n-1 n-2 n-3
Seja f(z) = a z  + boz +agz T blz ...
um polindmio de grau n. Definimos &i i =1,...,n pelos determinan’
tes: -
) b, bl
Al = bO _ ;32 = - -
% a5,
bo bl ) -+ bp-1
a a3 0 . .oa
L - - ﬂ
n
0 b0 s e e Do
a, =0 nara' k > [wﬁm]
13 E | 2

b, = ¢ para k > [Hﬂéiﬁ]



~
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0 Teorema de Hurwitz estabelece que todos os zeros de £(z) tem
parte real negativa se, e somente se, os determinantes Ai i=1,...mn
sao todos positivos. Os determinantes Ai - i =1,...,n sao conheci-

dos como determinantes de Hurwitz.

2.2.3 - PROCESSO DE FUFIWARA.

Fujiwara, um matematico japonés, resolveu os problemas de Routh-
Hurwitz e Schur-Cohn usando © concéito da Bezoutian.

Dado um polindmio f(x), Fujiwara egbolheu convehientemente outro
polindmio ékx), e mostrou que a indrcia da matriz hermitiana, chamada
a matriz de Fujiwara, construlida da'maneira, §baixo discutida, a paf—
tir da matriz de Bézout assoéiada é f(x}) e gl(x}, feSOlve o} préblema
dado. | b L

A seguir apresentaremos o método de Fujiwara para resolver o pro-

blema de Routh-Hurwitz.

TECREMA 2.1 (ROUTH-HURWITZ - FUJIWARA {4] )

Sejam f(x) = X% - anxn—l = ... T AX -2y e gix) = f£{-x}. De-

fina a matriz de Fujiwara Frog = (fi k) construlda da matriz de Bezout
. !

B = (bi,k) de f{x) e g(x) como

£

ik = (-1)l b i,k = G,l,.,.,' n-1 ... (3}

i,k
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Assuma que FRH & nac-singular (ﬂ(FRH) + v(FRH) = n). Entao:

i) os nimeros de zeros de f(X) com parte real negativa e’ positiva
sao respectivamente os nimeros de autovalores positivos.e negati

isto €, In(A) = In(~F

vogs de F ), onde A & a matriz com-

RH’ RH

panheira de f£(x).

ii) Fry & positiva definida se, e somente se, todos os zeros de

£{x) tem parte real negativa;
™~

2.2.4 -~ PROCESSO DAS EQUACOES - MATRICIAILS

Baseado no Teorema 1.14 o© problema de Routh~Hurwitz produz a

conhecida equagao matricial de Lyapunov

—

AX + XA* = - T . . . (4}

onde A & uma matriz companheira e I €& a matriz identidade.Se f(x)
nao tem zeros puramente imaginérios,(isto e €y = ) e se In(X)=
= (m, v, ), entao " & o nlmero de zeros de f{x) no semi-planc es-
querdo e v & o nimero de zeros no semi-plano direito.

No caso em que A é uma matriz real a equacao ﬁatricial {4y se

reduz a

Das discussoes acima, observa-se gue para este processd precisa —

se da resolugao numérica da equagio (4) . Existem varios métodos na lite-
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ratura para faéer isso. Apresentamos agqui um método de DATTA-DATTA ,que
funciona para uma matriz de Hessenberg inferior com elementos nac nu-
los na diagonal superior. Como a matriz companheira é um caso especial
desta matriz, este método pode ser usado para resolver, em particular,

o problema de Routh-Hurwitz.

2,2.4.a) - METODO DE DATTA-DATTA PARA SOLUCAO DA EQUACRO MATRICIAL (4)

[71.

Sejam A:(aij) uma matriz de Hessenberg inferior com diagonal su-

perior unitaria e -xl, XZ""’Xn as n sucessivas linhas de X. Entac

a equacgao matricial (4) se reduz para

N * . + . 3 + - = 8 . s . + . =. — - - -

xlA + al;xl a;zxz + as 5 Xy Xis1 ey

(i = 1,...,n~1) ... (5)

-, F 3 . D) g

‘an + anlxl + anZ‘{Z + ... + annxn en,
onde. e, & a i-ésima linha da matriz identidade I . Eliminando
X2‘ x3,...,xn estas equagaes produzem um sistema de equagaes na forma:

- g (R) K]_ = C « & s (6)
T - iy n - T

onde C = -e_ + gn_l(ik) €1 = Ipmp -t oe- F {(-1) gl(A} ey e
gi(x) = fi(—x), i = l,.}ﬂ,hﬂl, sendo fi(x) o polinomie caracteristi-
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co da submatriz obtida de A eliminando-se as i primeiras linhas e

colunas. gi{x) = f(=x) onde f(x) @ o polindmio caracteristico de A,

A primeira linha Xy de X & encontrada resolvendo o sistema (6)

e as outras sao obtidas recursivamente de (5).

Um método, para calcular a matriz polinomio de uma matriz de Hes-
senberg inferior com diagonal superior unitaria, & éncontrado em [ 7] .

No caso particular-em que A & uma matriz companheira de ordem n e

T 4p xn"l +0 et bn o méto

g(x) & um polinamio'de grau n, g{({x) = box 1

do de [7] noé da o seguinte algoritmo para computar g({A).

Sejammgl, Gorewer 9y ‘as linhas de g{A) . Entao
gi = 9;.1 'A ) i=2,3, ... ;n ~ e
g, = (bn + boal, b _q:+ b0a2’{f"bl + boan)
Exemplo: .
Seja
3 2
f(x}) = x7 - 2x" + x -1

L2

um polindmio de grau

Entao:
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-2 0 -4
g(A) = ~ 4 2 -3 =) C =

Seja xl = (Xll 312 Xl3) a 1e 1inh§ de X.

Entao resolvendo o sistemna

o - g (A) Xy = C temnos
J l N ——
X, = (-8, - =5 4)
- PSR Y S
X2 = —el - XlA* = ( 3 I 4! ) )
1 5
= — —-— .* = el v — —
X3 82 X?.A (4! 5 E] )
-Logo
S
-8 5 4
_ ot - - 1
X = 5 4 5
1 5
1 T Tz T 73

2.2.5 - PROCESSO DA MATRIZ POLINOMIO (DATTA [ 4] ).
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Vimos no método de Datta, apresentado na segao 2.2.4.a), que a
matriz do sistema de equagao lineares que soluciona a equagao (4) e

" ~g(A). (a matriz A €& a matriz companheira de £(x)).

Mos mostrareros agora que g{A) = g(A) pode ser usado para. resolver
o0 problema de Routh-Hurwitz. Sabemos que o nimero de zeros de £{x)
com parte real positiva e negativa sdo iguais respectivamente ao nime-
ro T' de quadrados negativos e ao numero = de quadrados positivos na

representagac normal da matriz FRH de Fujiwara. Seja

N\
0. . .0 - 1
0.-.»._1: 0
P = (7)
O...O O

uma matriz de permutacgao.

P"l F__ P tem o mesmo nimero de quadrados positivos e

Desde gque RH

negativos que a F pelo TEOREMA 1.2 (Jacobi} temos:

R’

T o= P(1, Fir o« <4 Fn)

« v (3)

1Tl = V(l, F . - -y Fn)

lf

onde For Foreuny Fn sao o5 menhores principais lideres de 'P—lFRHP.
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De (3) temos que Fori = BP e entao podemos concluir que F, =
hih-1) h(g+1)
= (~l) Z Bn' h=1, 2,..., n para n impar e Fh = (-1} B,
h=1, 2, ...,n para n par, onde B, i=1,..., n SA0 0OS menores
1

principais lideres de P "BP.

Entao de (8) temos

T = P(l;ElBl’ Esz,-vc’ Ban)
«
_om' = V(L,€By, ExByyane, €8 )

h (h-1) _ e

onde En = {~1) 2 h=131,...,n para n impar ve. (9)
{
h{h+1) _

e e = {(-1) 2 h=1,...,m para n par L. (1))

n

Sejanm Py pzﬂ..., Pn as linhas de g(A) e hl, h2""’hn as li-

£{~x).

nhas de Bezout B associada com f£(x) e g{x}

Pelo lema 1.1 temos que

n pl-
{11)

hn + hk“}'lA :

- {(k = n-1, n-2,,..,3,2,1)



Definimos

N

R =g{A) P, onde P & dadaem (7), e

l 0 0 - - L] 0
l 0 - L] - O
—a i...2¢0
L = < e . (12)
N
) —ay “ap . . . 1
—a3_ -a4“. .= --an
Sabemos de anterior que P, = Py A - 1 =2, 3,...;n e pode-

mos verificar facilmente que Py = hn' Entaoc se pi, pé,...,pﬁ sao as

linhas de R, temos
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Vamos supor agora gue as linhas de LR sao Wir Woreeo Wy entao:

-1

= - 1 T '
w2 = anpl + DZ an wl + pl P AP
—cah P +n pp L oap
nn n
= (= anhn + hnA)_ P
AN
=h ;P por (1D
analcgamente
wi = Bpg41 P =3, 4...m
Como
0 w0 h p
n
0 1 h 4P
p"lgp = -
1 . 0
h, P




nos temos

LR =P BP

ou

Desde que, pelo Teorema 1.1 (Cauchy-Binet), os menores princi-

cipais 1lideres de LR e R sao 0s mesmos podemos enunciar o seguinte

Teorema:

 TEOREMA 2.2 (DATTA {41 )

Seja f(x) um polindmio de grad““n ‘nga métriz companheira & A
e seja R a matriz formada de f(?A) por troca da Ultima coluna pela
primeira, da penﬁltimafcoﬁ a segunda e assim sucessivamente. Entao os
menores principais lideres Di de-R, £+ =1,...,n sac todos reais, e
se nenhum deles & zero, f£{x) tem p zeros com parte real negativa e
g zeros com parte real pdsitiva, onde p e g sao iguais respectiva
mente ao nimero de permanéncia ¢ variaczo do sinal da sequéncia

E_ D

DE’...'n n

.1; ElDl I 82

onde e sdo definidas por (9) e (10).

Exemplo:

Seja £(x) = x° - 6x° + llx - 6 (k) = 1, xy = 2, x; = 3)
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e
0 1 0
A = 0 0 1
6 11 6
Entao
-12 0o -12
F(-p) = =72 120' ~72
~432 720 “315 /-
e ;r.
-12 0 ~12
R = -72 120 -72
~312 720 -432
onde Dl = ~12 ?2,= -1440 D3 = 172500

Entac o nilmero de zeros de f(x) com parte real positiva é igual a

V(l, €Dy, E,D,, €,D5) = V(l, -12, 1440, - 172000) = 3.



2,2.6 - PROCESSO USANDO A MATRIZ DE SCHWARZ

Baseado no resultado de Schwarz apresentado no capitulo 1, enun-
ciaremos um teorema que astabelece mais um processo para a solucao 4o

problema de Routh-Hurwitz.

TEOREMA 2.3 [101] .

Seja S uma matriz de Schwarz tal gue . Si # 0 Vi i=11L...,n.
Entao: N
i) £(x)} nao possui nenhum zero puramente imaginario.

ii) o nimero de zeros de f£{x) com partes reais negativas e positivas

s3o respectivamente os nilmeros positivos e negativos da sequéncia.

;

E claro que péra 0 uso deste processo, precisamps computar a ma-
triz de Schwarz a partir_da matriz companheira A do polindmio f{x)
dadof Realmente; o ?roblema de Routh-Hurwitz & resolvido imediatamente
logo que a matriz A seja traﬁsformada na matriz de Schwarz.

Abaixo, apresentaremos um método de Datta para fazer isso. Este
método € valido para qualquer matriz de Hessenberg inferor, com ele-
mentos nio nulos na diagonal superior, e assim pode ser usado para a

 matriz companheira em particular.
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2.2.6.a) METODO PARA CONSTRUIR UMA MATRIZ DE SCHWARZ A PARTIR DE UMA
MATRIZ DE HESSENBERG.

(DATTA [ 101 )

Seja H uma matriz de Hessenberg inferior com os elementos da di
agonal superior n&o nulos. Entd3o o seguinte algoritmo computa uma clas
se de matrizes X nao-singulares tais que XHX_l =5, onde S & a

matriz de Schwarz.
Sejam Xy xz}...,xn as linhas de X.

\ -

i} . Escolhe-se X) = (¢, O0,0..,0} a #0
ii} calcula-se Xy s x3}...,xn recursivamente,
¥e1 T X R S o0y ®ia i=2,3,...,n-1
Exemplo:
i 1 0
Seja H = w1 1 2
1 2 3
Sejam x X X as linhas de X.

17 727 73



Escolhemos

portanto

Como a matriz

X

X

it

XH X

I

H|

1
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(1, 0, 0)
(1, 1, 0)
sz + SBXl = (53, 2, 2)
1 0 0
1 1 6]
53 2 2
0 0
1 0
1
o3
0 1 0
-S 0 1

é de Schwarz temos que §,

Ny

[y
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0 1 0
_ 4
Logo S = -5 0 1
16
0 5 5

2.2.7 - PROCESSO DAS MATRIZES DE HANKEIL DOS PARAMETROS DE MARKOV

Baseado nos resultados sobre as matrizes de Hankel dos paramétros
de Markov, apresentados na secao 1.7 do capitulo ! enunciaremos mais
un teorema para resolver o problema de Routh-Hurwitz. Este teorema foi

obtidc por Datta recentemente.-

TEOREMA 2.4 (DATTA [11]1 )

’
*

Sejam f£({x#) e g({x) = f(-x) dois polinomios de grau n e seja -Hnn

a matriz de Hankel dos parémetros de Markov associada a £{x) e gi{x).

- _ » _.'. . ° ' = T s . —
Assuma que H_ .~ e nao-singular e defina Hin VLnn(V definida no le

ma 1.5).
Entao:
a) i) f£{x) nao tem nenhum autovalor puramente imaginario.

ii) os nlmercs de zeros de f(x) com partes reals positivas e ne-

gativas sao respectivamente os nimeros de autovalores positi-

vos e negati de ®H' .
_ egativos an

b) todos os zeros de f{x} tem parte real positiva (negativa)se,

e somente se & positiva (negativa) definida.

-z |
Hnn



- 44 -

Exenplo:

i

Seja f(x) x = 38 + 2 (x, =1, =x, = 2)

Fl-%x) = x2 + 3x + 2

i

g (=)

Calculando os coeficientes de Markov pela relacao (2) temos:

32

Sy = L S, = 64 5y = 11, Sy =
" Logo N
6 .
— . _
faz T -8 Hpp 7V Hy
' 8
o 6 6 13
°o 18 13 76
2 /| az - /E196
Og autovalores de H! sA80 82 + /6196 o 2 /619-)
nn 5 3
Portanto
i) f{x) ndo tem autovalores puramente imaginarios.

ii) o nimero de zeros de f(x) com partes reais positivas € igual

dois, gque & o de autovalores positives de Hj, .
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2.3 - PROCESSOS DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA DE SCHUR ~ COHN.

2.3.1 ~ PROCESSO DE SCHUR - COHN

Seja f(x}) = x" - énxn_l -« .7 2 um polinonio de
Entac usando a forma hermitiana:

0 -

I{ - E |U. - _E; . - - . - - a u l2 -

] n j+i i+l n
jxl .
n -_—
- "k [-a.u. - ]2

Schur e Cohn obtiveram o seguinte resultado

TEOREMA 2.5 ~(SCHUR -~ COHW)

Se para um polindmio f(x) os determinantes:

grau

n
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Hal 0 - - . 0 1 _'an . » . —an_k_'_z
_a2 -al - . - 0 0 l - - - _an—k“i-:}
Hak "ak_.]-o - - —al O 0 . . - l
ﬂk =
1 6 ... 0 —ay ~&y . . - =2y
\\.
-'a-n l . * . 0 ‘h O _a.l . . . —-ak“'l
. /r
_an_k+2 . - . 1 0 .1. - - _a.l
{k = 1,...,n) (an+l = 1)

sio todos diferentes de zero, entiao f(x) nao tem zero no circulo

lz| = 1, e p zeros dentro do circulo, sendo p o nilmero de variagio

do sinal da sequéncia

1, Al, Az,..., &n
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Os determinantes ﬂi sao chamados de determinantes de Schur-

~Cohn.
2.3.2 - PROCESSO DE FUJIWARA -

TEOREMA 2.6 -~ (SCHUR - COHN - FUJIWARA [41] }

. _Jn 1 . . s _
Seija g(x} = x f(,x ) e seja a matriz de Fujiwara Psc = (fi,k)

definida por
\

£i =Py o1k cee (1Y)

) & a matriz de Bezout associada a £f{x) e g(x).

bndé B = b.

( i,k

Jlllf " N
Agguma que F & nio-singular T (F + vi(r = .
q ac o gul (m(Fy ) (P o) n)

Entao:
i} f(x) tem ﬁ(Fsc) zeros dentro do circulo unitario e v(FSC) fora

dele.
ii) Fsc & positiva definida se, e somente se, todos 0s zeros perten

' ' , -,
cem ao clrculo unitario.

2.3.3 ~ PROCESSO DA EQUAGCAO MATRICIAL.

De acordo com o Teorema 1.18, a eguagao matricial associada com
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o problema de Schur-Cohn &

. (14)

i
-

XA - X

onde A €& matriz companheira de £(x).

Se a equacao matricial (14) admite uma solugao hermitiana X com
§{x) = 0, entdo £{(x) tem w(X) zeros fora do circulo unitario e

v(X) zeros dentro dele.

2.3.3.a. METODO DE SOLUCAO PARA A EQUACAO MATRICTAL (14) (DATTA [7] )

Seia A uma matriz de Hessenberyg inferior com diagonal superior

unitaria. Sejam kl,.xg,...}xn as n sucessivas linhas de X. A

equagdo matricial (14) ,se reduz a

g (A) xﬁ =C' . . . (15)
onde
| I T _ o T _ n-1 * T
c' = e gn“l(A) e, 1t .. (-1) gl(A) e]
e, sao as linhas da matriz T e gi(x) = xnfi(—%m) i=1l,...,n-1 ;
sendo fi(x) o polindmio caracteristico da submatriz ohtida de A
eliminando as primeiras 1 linhas e colunas g({x) = xnf(—%n) onde

f{x) & o polindmio caracteristico de A.

A primeira linha ) da matriz X & encontrada resolvendo o sis-—

tema (15) e x?,...,xn_séo_obtidas recursivamente da seguinte relagao:



%
o1 -

. X . e {16)

As matrizes polinomias necessirias podem ser computadas usando o

algoritmo dado anteriormente.

Exenmplo:

Seja f(x) = x3 - 3x2
N
Entao

1
A = 0
0

g(x) = = 1 = 3x

1 30\
g(a) = 0 1 -3

Calculando C' = eﬁ —th(A) eE + gl(A) ei temos
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0
c! = 0
1
Resolvendo o sistema g(A) Xy = o
9 3 1
temos X3 = (- —5r " g _Em)
v A® o o 3 7 3
Logo X, = XA" + e, = (= —— 5 " )
<
¥ o= xw Ak _ 4.5 3 9
e Xl = X2A + e, = (_ 5 5 g )
' Portanto
| -3 -
8
- 7 -
X = 8
_ 3 -
8

2.3.4 - PROCESSO DA MATRIZ POLINOMIO {(DATTA [ 4] )

Mostramos no método da segao anterior que a matriz do sistema que

-

a equagao matricial {(14) & . g{A). NOs mostraremos agora gue OS mMENores

principais de g{A) = g(&) resclvem o problema de Schur -~ Cohn.

De {13} temos

i BRI N L f__ﬁ"
& P b A R

o LR -] .
TTA O CTETHAY




-. 51 -

FSC = BP ] L] L} (l?)

onde P & a matriz definida em (7).

Se hy, h,,.../h @ Dy, Pysens Dy sao respectivamente as su-

l!
cessivas linhas de B e g(A), podemos verificar como no caso de Routh

Hurwitz que

by == 3y By F By A ke 2ol

- R T

e entdo a fundamental relagéb entre a matriz de Bezout B e §(A) po-

de ser escrita como i

»

"t gp = 1R ... {18

onde P & definida em (7)) ¢ LR eam (12).

De (17), (1f) e (12) temos

P F_ P =L g(A) . . . (19)

Aplicando o Teorema 1.1 (Cauchy - Binet) em (19) podemos concluir
que as matrizes Pl Fp e 9(A) tem os mesmos menores principais lide
res. Entio os menores principais lideres de g(A) sao todos reais.

Desde que P_l FSC P .tem o mesmo numero de quadrados positivose
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negativos que Fvc’ o Teorema 2.6 (Schur - Cohn - Pujiwara) junto com

o Teorema 1.2 (Jacobi) resulta

TEOREMA 2.7 (DATTA [4 1)

Sejam f{x) = X" - anxn_l T e . s Ay T oa; e A a matriz com-
panheira de £(x). Definimos g(x)-z %" f(m%m). Entaoc os menores prin-
cipais lideres Di’ i =1,...,n de g(A) sao todos reais e se nenhum

s

deles & zero f£{x) tem p zeros dentre do circulo unitirio e ¢ zeros
fora dele, onde p e g sao respectivamente o numero de permanéncia

e variagdo do sinal da sequéncia

- . . i T

l,})l;Dzyct.'Dn-
Exemplo: | : -
2
Seja f(x)=x3—--_~3——X“+x——l—
2 4
_ 1 _ 1 1 _ 1 1
(®y = =3~ » ¥y =3t 31 X3 = 2 1
_ U3 1, _ . _ .3 2 1 .3
g(x) = x7 £(=5-) =1- —5- x+x —1 X
0 1l 0
A = 0 0 1

b



entao
_ 5 5.
) g
- _5 -3
g(a) = i6 16
15 5
32 32
. B
b, - 15 D2- _ 125 b, - — 750
16 256 N 8192

Entao o nimerc de zeros de f(x) dentro do circulo unitario & i-

éual. a

15 =~ 125 750
16 * 256 ' 08192

P(L, Dl, DZ’ D

2.3.5. PROCESSC USANDC A MNMATRIZ DE HANKEL DOS PARAMETROS DE MARKOV.

Para o problema de Schur - Cohn escolhemos g(xk:xn f(—%?ﬁ. Seja

H, o a matriz de Hankel dos parametros de Markov associada a £(x) e

g(x).

Definimes a matriz

I = 7 = '
Hnn Jlnn UPU Hnn P' . . . (20)

onde U estd definida no-lema 1.2 e P em (7).



Assuma que H__ & nao-singular. Entao:

TECREMA 2.8 (DATTA [11] )

a) i) - f(x) nao tem nenhum zerc de médulo 1.

ii) o nimero de zeros de f(x) com modulo menor (maior) que i

, : ‘b . v
& igual ao nGmero de autovaloxes positivos {(negativos) de H .

b) Hén' & positiva (negativa) definida se, e soménte se todos os

zeros de f£(x) tem modulo menor que um.

.

Exemplo:
Seja
_ U2, -1 w1 i R S |
Fix) = x7'- x + 5 (xl = 5 + 5= ¢ X, = _ 2)
Yl e 2 1, 1 2
g{x) =x" £{~) = 5 x x + 1
Calculando os coeficientes de Markov pela relagao (2) temos:
" - . L - = L
S1=7gr S, =73 81T 53773
Logo
1 1 3 1
2 4 _ 4 4
. T e m'en upuls
ng = a 1122—I1nn PU 7=
L i e e
4 2 4 2



i)

ii)

~ 55 =

20 + /30 ' 20 ~ /50

Qs autovalores. de Hnn s540: il = 33 a 12 32

Portanto

f{x) nao tém nenhum zero de mddulo um.

o nimero de zeros de f({x) com mddulo menor que um.& igual a dois

que é o nimero de autovalores positivos de Hj, .
_ N



CcAPITULO III

RELACIONAMENTOS ENTRE OS PROCESSOS DE SOLUGEO

PARA OS5 PROBLEMAS DE ROUTH-HURWITZ E SCHUR-COHN

‘Neste capiﬁulo daremos algumas relagles entre 0S pProcessos dé
solugao para os problemas de Routh-Hurwitz e Schur~-Cohn apresentados no
capitulo anterior .

3.1 RELACIONAMENTO ENTRE OS5 PROCESSOS DE ROUTH E HURWITZ

Com os coeficientes do Esquema de Routh nds podemos formar uma
matriz triangular inferior de ordem n, usualmente conhecida como matriz

de Routh ' ~

Esta matriz & equivalente a matriz de Hurwitz



1 2 7 * . i n-1
ay a, - . . I
b - - - -
bl bn—2
H =
. a, a; - . . R
0 h@ . . . . bn_3
N
L " o -
& 0 para K> [3]
= S n—~1 .
by 0 para_‘K > 15571
no -sentido de gue para todo p <n os correspondentes menores de or-

dem p das primeiras p- linhas sao iguais.,

Esta equivalencia possibilita escrever os elementos do Esquema

de Routh em termos dos menores da matriz H de Hurwitz.

' (1 "1 1>
Temos H i)'ﬂ b H = b H = b, . . .
1 0 5/ 1 3 2
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/12 12 12

H = b_.c H = b ¢ H = b c., . .

. 12 °"o 13 °1 14 °"2
123 ' 12 3 123 '

H b.c. d H _ h cd H =b cd, ...
123/ °°° 124, - %091 125 0oz

Entao os elementos do Esquema de Routh sao:

/12
H
Co = L T I G2 7 1>' ’
{ 1) J
(1_123) . Gza |
_ H\ 2 _Byas/, L,
a, = _ |

Esta relagao nos permite uma reformulagao do Teorema de Routh na

forma do seguinte teorema conhecido como ¢ Tecorema de Routh—-Hurwitz:

TEOREMA 3.1 (Routh~-Hurwitz [ 14 vol. II])
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0 nfmero k de ralzes da equacao polinomial f£(z) = 0 no semi-plano
direito{Re {2z} > 0) & igual ao numero de variagao do sinal da sequ%g_

cia

a A i&-% &n
’ r $ = = e 7
0 1 al ﬂn—l

onde .&i i =1, ..., n s3o os determinantes de Hurwitz

3.2 RELACIONAMENTO ENTRE OS PROCESSOS DAS EQUAGOES MATRICIAIS E FU ~

JIWARA (DATTA [5])

3.2.1. PROBLEMA DE ROUTH-HURWITZ. Te—

Demonstraremos o Teo'rem_a 2.1 (Routh—H{Jmitz—Fujiwara) por meio ‘da equa-—

>

¢ao de Lyapunov. Mostraremos gue a matriz de Fujiwara FRH satisfaz uma
equagao matricial do tipo de Lyapunov e o resultado de Fujiwara segue

do Teorema 1.15 (Carlso'nfSchneider)

DEMONSTRACAC DO TEOREMA . 2.1

De (3) temos
F = DB . . . {21}

onde D = dg (1, ~i, 1, . . ., (-1"h
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Daremos esta demonstragao considerando caso n fmpar e n par

1) Caso n impar.

Pelo lema 1.1 e de D—l = D nos obtemos de (21)
DF._A-A'DF = isto &
RH RH .
- F__A-DA'DF. = 0 (22)
RI{ RH b - » L .
Verifica-se facilmente que -
B -palp = af -
1
onde
0 - . . 0
0 .. . 0
- O - - - 0
L, =
- - (23)
0 . . . 0
0 . . . 0

Ent3o em (22) nds temos



T
Fog & - (A —Lﬁ Fry 0
ou
T
F ol = =
g A AT Py Ly Foo N ... (29)
Os coeficientes fij da matriz de Fujiwara Fp, sao - dados por:
{Datta [13])
ij=OSe.:|_+j = impar
i .
. _13k+i _ m dad o
fij = 2. kil( l) ak'ai+ﬁ+l%c se i+j par |
(0 conjunto ay, = -1)

Logo a dltima linha £, de Foy & a negativa da transporta da Glti-

A
;

ma coluna de Ll

0, . . ., 0, 2 an)

n 1’ 3’
Entao , ‘
0 4ala3 0 - . . 4alan
0 0 0 0
N, = L. F..=—f,Tf = 0  4a° o . 4a.a (25)
i 1 "RHE n -n 3 . * * ® 3"n :

0 da._a 0 .' . . 4an




2) caso n par

Neste caso noOs temos

onde

L2 = N
0’._,__ L - L]
0 - . .
Em (22) resulta )
P A+aAT = L, F = N (27)
“RH RH 2 RH 2 -t

neste caso também & a negativa da trans

A Gltima linha £ de F
n . RH

posta da filtima coluna de L, isto &

£ = =0, 2a,, 0, . . . 2a.)

Ent3o



0 0 . 0
4a§ 0 . 0
0 0 . . 0

4a2a4 o . . . 0

N2 = L2 FRH =
= - TE = -
0 0 U 0
4a2an 0 | . 0
N; e'N, sa0 éb;iamente matriZes negativaémé;fi;idas.

Segue do lema 1.2.e da relagac (21) gue

FRH = D U g(a)

Como F & gimétrica nds temos

Como Frn & nao singular temos gue g{AT) também G &
Sejam ll R lz,...,kn os autovalores de A, entdo ogs autovaloresde

g(a’) = g(a%) sdo g(X), g(y), . .« gl

Desde que
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e A é&real, concluimos que §{A) = 0.

A parte 1) do Teorema 2.1 segue agora do Teorema 1.15. |

Suponhamos que as partes reals de todos os zeros de f{x) sac ne-

gativas. Entao 3(B) = 0.Como a matriz de Fujiwara FRH satisfaz as

equagoes matriciais (24) e (27) (de acordo com n impar e par) e & nao
singular seque do Teorema 1.15.(Carlson e ‘Schneider) que In(3a) = In(-FRH) -.En-

tdo neste caso FRH & positiva definida. Por outro lado, se F__ & posi-

RH

tiva definida, da relagao

_ - T, T
_ | FRH = g{A”) UD
temos que g(A). & nao-singular. Isto Hds‘dé..qug_ﬁ(A) =0 . Entao In{a)=

In(—FRH) e daqui concluimos que as partes reais de todos os zeros de

4

f{x) sao negativas.

3.2.2. PROBLEMA- DE SCHUR-COHN

An3dlogamente ao problema de Routh-Hurwitz provaremos o Tecrema 2.7

(Schur - Cohn —Fujiwara) via uma equagao matricial.
De (l3j temos :

Fsc = BP . . . (29)

onde P & a matriz de permutagao definida em (7).

Do lema 1.1 e da relagao (29) podemos escrever
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T o
A Esc Fsc PAR ~ =0

Multiplicando por A a direita fica

T =
AFSCA— Fsc B.APA =0 . . . (30) .

Verifica-se facilmente que P APA = I + L3 onde

L] .. - a2+ala
« 0
L3= - " ’ a L4 (31)
0
e I & a matriz identidade de ordem n.
Entao de (30) nds temos
ATF A-TF {I +1L.) = 0 isto &
sc 3
ATF A~ F = P I = N. (32)
sc Y Tsc s¢ 3 i -

Congtruida a matriz Fsc' pela relagéo (29) onde a matriz B & en-
contrada pelo lema 1.2, verifica-se gue a 1ltima coluna de F. o neste ca
go também & a negativa da transposta da primeira linha El de L,,portan~

to:
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| T -
Ny = e b=

—(l—ai)2 (1—ai) (ala2+an) . . ; (l—ai) (alan+a2)

2 2
(l—al)(ala2+an) - (ala2+an) e« . ~(ala2+an)(a2+alan)

U

2 , oY
1-a;) (a;a +a,) (ajayta_}layta,a ) .o . . —(alan+a2)(-

N
A matriz N3 e claramente negativa semi-definida.

Do lema 1.2 e da relagao {(29) temos

o
{l

“Ug(A)P
scC (A) _
& simétrica

Desde que ES .

T

i

Fooo=(F. =Pga’) v

sC

e a ndo singularidade de_Féc implica na nao-singularidade de g(AT).

Os autovalores de g(AT) = g(A*) sao g(il), g(iz), . g(In). Pa-
In .
ra todo i=1l, ..., n. Entao g(ii) =7 (1= X kj) sao diferentes de zero.
=1

Portanto Ai.kj # 1 para todo i, j, isto &, f{x) nao t&m autovalores de
module 1.
Do Teorema 1.19 podemos conclulr a parte i) do Teorema 2.7,

A demonstragdc da parte ii) do Teorema 2.7 & analoga a parte ii)
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do Teorema 2.1 (Routh-Hurwitz~Fujiwara).

3.3 RELACIONAMENTO ENTRE OS5 PROCESS0S DE MATRIZ POLINDMIO E DA EQUACAO

MATRICIAL,

3.3.1 PROBLEMA DE ROUTH-HURWLITZ.

Daremos a prova do Teorema 2.2 usando a eguagao matricial de
- Lyapunov estabelecendo assim o relacionamento entre os processos da Ma-
triz Polindmic e Equagao Matricial

Consideraremos a caso n impar. O caso n par & andlogo com algumas

modificagoes Obvias. _ . e

Da relagdo (21) e do lema 1.2 podemos escrever a seguinte relacdo:

i

FRH = DUE(-3a) . . . {34)

Em (24) temos a relagao

T _
Fogh + AP = Ny SRR (35%)
Ugando {34} em (35) obtem-se

DUE(~A)A + ATDUE(-2) = N,

Multiplicando ambos os lados pela matriz P definida em (7) fica :

1

PDUE(=-A)P P AP +:PATDUf(-A)P = PN,P = N'
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-1

Como f(-A) P=R epP P podemos escrever a seguinte relag@or

s
L}

N

PDURPAP + PA% PDUR

Tomando PAP = C temos paTp = ¢f ¢ fazendo x = EPDUR, a relagdao aci

ma se torna

1

XC + CTX =N

N = PNlP é'negatiya semi~-definida e X & simétrica pois X = PP f, on-
' - - T _ -
de FRH esta definida em {(34), X I~GEFRHP‘~_X.
Verifica~-se facilmente que. el
an 1 o . ..
an-1 0 . ..
CT: i
a, . 0 o . ..
0 o . . .

ay _

Precisaremos agora do seguinte lema:

Lema 3.1 (Datta [6])

Seja H = (hij) uma nxn matriz de Hessenberg inferior com diagonal
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superior unitaria.
Se P(H) & um polindmio em H de grau menor ou iqual a n, entdo as

a_ de P(H) satisfazem a relagao recursiva

sucessivas colun;s al, a2, ~ee 8y
an—]. = Bn an
n
a . =B_ , a_ . a I h. . a. .
- —_ —-i+ . - -

n ; n lfl n-i+1 k=p-1i+2 kmn-it+l "k

i = 2;3; " .oy n_l
onde _ o

Bi = H hii 1

— - T ~
Se ¢ Cor ++-y C SA0 as colunqs de f(~C ) entao pelo lema 3.1

lf

c. . =C ¢ i=1,2,3...n-1

/ © "n-1 n-i+1

Agora a nao-singularidade da matriz de Fujiwara F

RH.lmpllca na
nao-singularidade de f£(~A) e portanto, f(-QT) = f(-PATP)::Pf(ﬂATP e
também nao singular. Entao Cir Cor seey Cp sao linearmente independen-~
tes mas
- T T T T T
Cpn-1 = C cn, cn_2 = C cn-l = C'C Cn = n
2 ' 3 n-1
C = CTc = CTCT C = CT C v s . C = CT C
n-3 n—2 n n 1 n
2 ' n-1
. T T T -
leogo cn, C cn, C Cn’ PRI C cn 880

linearmente independentes
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Verifica~-se facilmente qgue a Gltima coluna N de N' &

N. = 2a, ¢

n 1 "n
' T ' T MLy sao
Podemos concluir portante que Nn’ C Nir oouy (C™) S n
lineramente independentes, pois a; # 0.
{Sejam hl' Az, caey An os autovalores de A entdo os autovalores
de £(~-A) sao _—
n 2 ‘
(-1) o (A, FAs) i = 1, ...n
. 1 J
CJ=1 :
_ ) AN
Como f(-A) & ndao singular Ay Kj £ 0 ¥ij o gue implica que A

nao tem autovalor com parte real nula, logo A é_naorsingular, portanto

a’t 0. - - —

0 posto de N;, C?N', Ry (CT)n-l N' & igual a n. Pelo Teorema
1.16 ’ \ ]
In(c) = In{(=X)
Logo In(Aj = In{-X) pois os autovalores ae C e A S30 0OS mMesSmos
Sejam Xy, xz; ...,LXh 0s menores principais lfderes de X, Entao

pelo Teorema l.2(Jacobi) os nimeros de autovalores positivos e negati -
vos de X sdo respectivamente os nlmeros de permanéncia e variagao  dos

sinais de sequéncia

1, Xqr xz,'i.., x
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0 - - - 0
R

~a4 P |

a-3 - L 3 - an

Pelo teorema 1.1 (Cauchy-Binet) podemos concluir o Teorema 2.2

como
(-1)"°1
X = PDUR = .
ay

3.3.2

PROBLEMA DE SCHUR-COHN (DAT?A [6])

Provaremos o TEOREMA 2.7. usando a equagao matricial de Lyapunov,

estabelecendo assim a relagao entre os dols processos de solugdes para

0 problema de Schur-Cohn,

Da relagao (13) e do lema 1.2 podemos ascrever a seguinte relagao:

F.. = PEglA)P . . . (36)
onde E = UT, U definida no lema 1.2.
T _ .3
Em (32) temos . A o AmFsc—N
T
Usando (36) temos A"PEg(A}PA -~ PEg(A)P = Ny
Multiplicando ambos os lados por P e usando o fato de que P2 =1I.

temos -



PATP (Eg(A))PAP ~ Eg(A) = PN.P = N

Chamando PAP = M e Eg(A) = T a relagao acima fica

MTTM - T = N"

N" = PN3P & negativa semi-definida e T & simétrica pois T = PFSCP== TT.
Verifica-se facilmente que
1 o . . .
0 l...'
MT =
0 OO‘-
0 0"..
Se my, My, «uoy mn'sao as n sucessivas colunas de g(MT),' entao

pelo lema 3.1 podemos deduzir a seguinte lei de formagao:

T
mn—i = M mn—i+l

i :.1_;2, LR ] n—l
A ndo singularidade de g(A) implica na nao singularidade de g(MT)

_pois
gty = g(paP) = Pg(al)P.



. n-1
T - 2 !
Como m,_, = MTmn, m,._p, =Mmn 3 (MT) Moy ooy Wy = MTmn pode-—
mos concluir que
' n-1
T - T ~
m M Mor o+« 4 (M) mn sao0

linearmente independentes,
Efetuando alguns c&lculos chegamos que a Gltima coluna N_ de N" &

_ .2
Nn = (1 al) m

™,
~

0 gue nos permite concluir que

2 el n—-1

- m U PR r -
Nn, M Nn’ (M) Nn' ey (M7) Nh sa0
linearmente independentés (l—ai + 0, pois este & primeiro menor prin-
cipal lider de g(Aa)))
T T n-1 N") & igual a n.

Logo o posto de (N", M'N", ..., (M)

Como M e A tem os mesmos autovalores, pelo TEOREMA 1.20 o nimero
de autovalores de A com mddulo menor (maior) gque um & igual ao  numero

de autovalores positivos e negativos de T.

- N 1 . -
Se Tl, T2, ...r Ty sao os menores principais lideres de T, en-—

tdo pelo Teorema 1.2 (Jacobi} os nlmercs de autovalores positivos e
negativos de T sdo respectivamente os nimeros de permanéncia e varia-

¢80 dos sinais da sequéncia

R

Lo Tye Tor n -
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Mas pelo Teorema 1.l os menores principais lideres de T sao os

mesmos Di  i=l, ..., n de g(A), provando assim o TEQOREMA 2.7.

3.4. RELACIONAMENTO ENTRE OS PROCESSOS DE EQUACAO MATRICIAL E USANDQ

A MATRIZ DE SCHWARZ.

3.4.1 PROBLEMA DE ROUTH-HURWITZ

Daremos uma prova do Teorema 2.3 por meio da equagao de Lyapunov;

mostraremos que a matriz de Schwarz . satisfaz esta equagao e o Teo-
N .

rema 2.3. segue do Teorema 1l.17 de Datta.

Seja

0 1 0 . . u-. 0 0

-3 0 1 . . . 0 0
1. .
S = ' ‘

0 0 0 . . - 0 1

0 0 0 . * . “82 ""Sl
uma matriz de Schwarz onde s + 0 vi i =1, ..., n.

E facil ver gue existe uma matriz diagonal

_ s s s
D = dg (z 1 ), - L - — e, gi, 5.)
2 .83 * % w ¥ .Sn 52. B 3 " W & & @ n_l 2
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tal que

sp + psT = -ag(0,0,...,0,282) = -w

S & uma matriz de Hessenberg inferior com diagonal superior unita
rid. W & positiva semi-definida (sl + 0). Entdo pelo Teorema 1.13 de’

Datta temos:
a) S ndo tem autovalores puramente imaginarios
b) In(S} = In(-D)

S
~

Portanto o nimero de autovalores com partes reails negativas e

positivas sdo respectivamente os nimeros de termos positivos e negati-

vos .da sequeéncia

r

S 5,8

lr 1 2;““--..; Sl'szo.o Sn.

—

3.5 RELACIONAMENTO ENTRE QS PROCESSOS DA EQUACAQ MATRICIAL ® MATRTZ

DE HANKEL DOS PARAMETROS DE MARKOV.

3.5.1 PROBLEMA DE ROUTH-HURWITZ

Daremos a demonstracdac do Teorema 2.4 por meio da Bguagdo Matri -

cial de Lyapuncv e do Teorema 1.15 estabelecendo assim o relacionamen-

to entre og dois metodos.

Seja H! =V H _onde V & a mezma definida do lema 1.5.
nn nn

0 lema 1.3 nos da que
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T

Hm1 AT = AHrm como V.. =1I obtemos
V VH AT = AVVH
: nn - nn
vi! AT = AVH'
nn nn
H' AT = VAVH' isto &
nn Snn :
g AL - vAvEH" = 0 . (37
nn T nn R o
Definimos
- SO o .
Sq 0 S
Ql =
= 0 .

De (2) e do lema 1.4 podemos dizer que

A+ Q4 para n impaxr
VAV =
A - Ql para n par
entao em (37) temos
- i - t .
T QlHnn Q n impax
AR - H' A" =
nn nn
Q. H! = Q" n par

1" nn -
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i
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Verifica-se que se hi & a 12 linha de Hi © q; € a 12 coluna de Q, entao: .

!

-{s , 8

é ) = ~qT n impar
o 1

l' - » - ' n—l
LA
by

il

(So' Syt e v o sn_l) qf n par

Q' e Q" siAo representadas por (hi)Thi sendo portanto matrizes po-
sitivas semi~definidas.

Entac a matriz HY & tal que em cada caso..

' S
AHnn+HnnA =Q ¢ . . (38)

onde Q & uma matriz simétrica e pogsitiva semi-definida.

e gi{x} _ £(=x) . .
Desde que Hnn e n&951§gular, 0G0 Flx0) implica gque f(x) e

f(-x) nao tém zeros em comuns [ 14 vol.IIl portanto £(x} rao tem autova-

& a Unica
nn -

lores puramente imaginérios, e'f(—A)Mé_nao singular. Logé H
s&iugﬁo da éqdégao matricial (38) (vide é;ééo—i.S - Capitulo I).
Como Hﬁi também & solugdo de (38) temos que H) & simétrica. A
naco—-singularidade de Hoo impliéa na nao-singularidade de Hﬁn'
Aplicando o Teorema 1.15 na relagdao (38) temos completa a demons—
tragao da parte a) do Teorema 2.4,
Seja Hén positiva {negativa) definida. Entac pela parte.ii) do Teo
rema 2.4 todos 0s zeros de f(x) tem parte real positiva (negativa).
Reciprocamente, se todos os zeros de f{x) tem parte real positiva
(negativé) f{x) e £(-x} nao tem zeros comuns, isto implica que Hnn e
H! sdo nao-singulares.
Desde gue o nimero de zeros de f(x) com parte real positiva. (nega-
tiva) & igual ac nimero de autovalores positivos (negativos) de Hén ,

" temos que Hﬁn & positiva (negativa) definida.
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3.5.2. PROBLEMA DE SCHUR~COHN.
Anélogamente.ao problema de Routh-Hurwitz provaremos o
2.8 via equagao matricial e pela aplicagao do Teorema 1.20.

Em (20) temos

1

H' =H_ UPU ~ = H_ P
nn nn pn
-1 , T
Sabemos que U © existere UA = AU . . , (39)
Desde que <
- : AH = H__AT
nn nn
S
' | - ' AT
AHnn_P HnnP At
T 2
' = 1 ' ' : ' —
3 AHnn x H P'ATP pois (P'}

nn

Multiplicando por AT em ambos 08 membros temos

TEOREMA

AH;nAT - HénP'ATP'AT = 0 . . . - (40)
mas
p'alpat = ueu laTupuTiAT L L . (41)
= wo toar lopuluav™l  usando (39)

= u(papa)u~t

Veri fica-se facilmente que

PAPA = I + L



onde L, e definida por (31)

T 1

Entio P'ATP'AT = U(T + L3)U“

: 1
I+UL3U -I+Kl...

(42)

— b ' .
Observando a relagao entre os parametros de Markov e os coeficien

teg de g(x), (2) podemos ver gue a primeira linha de _.

2 . _ ‘ =

H
]

S + --.+a5 - 8 +aS

+oct+ s PR
2% 7 %n-2"%4%n-3 a3Sge e e rr7S,)

O

Se U = (uij_l) entao a ﬁltima.Iinha~de_U-l pode se geradauSan—

do a sequinte relagao recursiva:

i

-1 r

woq = 1 )
-1 _ -1 ' -1 -1
YsR = %n-me2%n1 T %n-wr+3 Yz T o0 - Zn Yq,ra R=2, ..., n
a,8, .+ . .
a387 - - -
_ -1 _
Kl = UL3U =
as; - - .
"Sl . - -

De (40) e (42) temos ' _ —



T
] — [ ]
AHnnA Hnn nn 1l

I
Fan)
=

Il
=

. = 1 = ]
onde . K Hnn Kl Hnn P Kl

Verifica-se facilmente que

/-S -3 -5

i o 1 2 " " n-=1
0 0 0 e e e . 0
] .
P Kl - - \
0 0 . . . . 0

Como a primeira coluna hl de H . @ a negativa da transposta da

primeira linha de P‘Kl temos que -

K=H P'K =, -hlhi 2 uma matriz
negativa semi-definida

~ Entao

. (43)

onde K & negativa semi-definida

Como Hnn & nido-singular os elementos da primeira linha de Hnn
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nao sao todos nulos. Seja o (i+l)-ésimo elemento s, diferente de zero,

e seja k; a (i+l)-ésima coluna de K, entao

1
Sl' S
kl = -s1 . Aki = —sl .
.’ \ -
) Sn—l- . : Sn
%2 Sn-1
S3 Sn
Azk = -3 v An“lk. = -5, *
A 1 1 1
<]

n+l ) Son-2
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Os resultados destes produtos sao devidos a relagio (2). Entdo a

N . n- -
matriz (ki,-Aki, caes A lki) e

Sl - - L]
Sz . . .
L [ A_n
S L - >
n
o DN
= (=1) Si Hnn

. Como H_ & nao-singular e si'% 0

- . Coan=1
posto(ki, Aki, S .+ A \_ki)

Entao posto (X, AK, ..., An-lK) =n

Novamente a nao-singularidade de H , implica que £(x) e g(x) =
xnf(i) nio tem zeros em comum, © que implica que g(A) & n3o-singular .
Logo H. € a Unica solugado de (43) e & também simétrica.

Aplicando o Teorema 1.20 em (43) concluimos a parte a) do Teore-

ma 2.8.

A demonstragdo da parte b) & direta do item ii) da parte a).

3.6 RELACIONAMENTO ENTRE A MATRIZ DE HANKEL DOS PARAMETROS DE MARKOV E

A MATRIZ POLINOMIAL
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Abaixo damos um resultado recente de Datta [12] que estabelece um
relacionamento entre a Matriz de Hankel dos Par@metros de Marcov e a
matriz polindOmio associada. Claramente, esse resultado pode ser usado
para estabelecer o relacionamento entre o processo da matriz de Hankel
dos parametros de Markov e o processo da Matriz Polindmio, tanteo para

o problema de Routh—-Hurwitz como para o problema de Schur—Cohn.

TEQOREMA 3.2 {(Datta [121]) | -

P - _.n n-1 _
Seja ﬁ(x) = X ma X ... ma,X may
e g(x) um polinSmio gualquer de grau n.

Entao;
_a3 . . . —-an l
.'.'F:I.4 . . - 1 0
g(B)=H_ _
0 - - g 4]

onde A & a matriz compaheira de £(x) e Hon & a matriz de Hankel dos

parimetros de Markov associada a f(x) e g(x}).



CAPITULO IV
DISCUSSOES

Esta Dissertacao consiste em estudar os diversos métodos elseus re
lacionamentos para a solugao de dois problemas: o de Roﬁth~Hurwitz e o
de Schur-Cohn. Pira.este objetivo dividimos o trabalho em tres capitu-
los. No primeiro capitulo apresentaﬁos um resgumo de algﬁns tépicos da
Teoria de Matrizes necessérios para ﬁm bom entendimento dos posteriores.
Citamos neste capitulo os brincipais teoremas de inéfcia como, por exem
plo Lyapunov, Carlson e Schnéider, Tgprema da inércia paia uma matriz
de Hessenberg”de Datta, Wimnmer e Zeibur;“éhén‘e Wimmer e outros. Fize-—
mos um resumo sobre as matrizes de Hankel dos Parametros de Marcov e

algumas de suas propriédades.

Na Gltima secao apresentaﬁos'dﬁa maneira de achar a inércia de uma
matriz hermitiaﬁa visto que esta € uma situacaoc que enfrentamos nos;y@
ximos capitulos.

No capitulo dois apresentamos Os processos para a solugao dos pro-
blemas. Para o de Routh-Hurwitz: metodo de Routh, Hurwitz, Equagaes Ma
triciais, Matriz Polindmio, Fujiwara, método usando a matriz de Schwargz,
método usando a matriz de lankel dos Pardmetros de Markov. Para o pro—
blema de Schur-Cohn: método de Schur, Cohn, Fujiwara, Equagao Matricial,
Matriz Polindmio e método-usando a matriz de Hankel dos Parametros de
" Markov.

Uma questao interessante que surge neste capitulo & ver se mé&todo

de Schwarz que .funciona para o problema de Routh-Hurwitz também pode
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ser aplicado a resolugao do problema de Schur—Cohr.

No capltulo tres fazemos alguns relacionamentos entre
estudados no capitulo dois.

Nos guadros abaixo mostramos esquematicamente os processos que fo-

ram relacionados neste capitulo.

oS

PROBLEMA DE RO UTH-HURWITZ

métodos

Métode de Método  de
Routh Hurwitz
Método usando a Método da Método de
matriz de Schwarz Equacao Matricial Fujiwara
[}
Matodo da Matodo usando a ma-
Matriz triz de Hankel dos

Polinomio

raranetros de Markoy




PROBLEMA DE SCHUR -~ COHN

Metodo de

Schur-Cohn

Método da . Método da

Equagao-Matricial Matriz Polindmio

e

Método  de - Método usando a Ma

Fujiwara triz de Hankel dos

-

_ . | Parametros de Mark

Para darmos as demonstracgoes dos Teoremas Routh-Hurwitz-Fujiwara,e
Schur—CohnHFuﬁiwara via equag¢oes matriciais, usamos os teoremas de i-
nércia de Cérlson—Schneider e Taussky-Will-Wimmer. ¥ interessante ver
se os teoremas de inércia de uma matriz de Hessenberg (Datta) podem
ser usados para esta finalidade. Podemos formular a mesma questao no
relacionamento entre equacao matricial e o método usando a matriz de

Hankel dos Parametros de Markov.
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