Aspectos da Teoria de Semigrupos em Grupos de
Lie Semi-simples e Aplicacoes

Richard Manuel Mamani Troncoso

Luiz A. B. San Martin
Orientador

Imecc—Unicamp
Agosto de 1999

b

i DNICAMP

! EEISTECA cmmw.}




Aspectos da teoria de Semigrupos em Grupos de
Lie Semi-simples e Aplicacoes

Este exemplar corresponde & r a0
final da tese devidamente corrigida e
defendida por RICHARD MANUEL
MAMANI TRONCOSO e aprovada

pela comissao julgadora.

Campinas, 07 de Outubro de 1999.

JM%, 3 /@w AL

Prof. Dr: Luiz A. B. San Martin
Orientador

BANCA EXAMINADORA:

1. Prof. Dr. Luiz Antonio Barrera San Martin.
2. Prof. Dr. Caio José Coletti Negreiros.

3. Prof. Dr. Francesco Mercuri.

4. Prof. Dr. Washington Luiz Marar.

5. Prof. Dr. Victor Alberto José Ayala Bravo.

Tese apresentada ao Instituto de Ma
temdtica, Estatistica e Computacao
Cientifica, UNICAMP, como requisi-
to parcial para obtencao do Titulo
de DOUTOR em Matemitica.



N GRANMKRUA .

o |

Vo Ex

ToMeo BC/ 39 9=l

PROC. QR4 /Q‘i
o0 )

PRLCE R AL Q01

A O -A2 - A48 5

CM-00137156~6

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

M3la

Mamani Troncoso, Richard Manuel
Aspectos da teoria de semigrupos em grupos de Lie semi-simples

aplicagdes / Richard Manuel Mamani Troncoso -- Campinas, [S.P.
:s.n.], 1999.

Orientador : Luiz A. B. San Martin

Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto

de Matematica, Estatistica e Computagdo Cientifica.

1. Lie, Grupos semi-simples de. 2. Semigrupos. 3. Teoria do
controle. I. San Martin, Luiz Antonio B. II. Universidade Estadual de
Instituto  de
Cientifica. III. Titulo.

Campinas. Matemitica, Estatistica e Computagéo




Tese de Doutorado defendida em-07 de outubro de 1999 ¢ aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Iy /! /5//%7W /V{’\*

Prof (a). Dr (a). LUIZ ANTONIO BARRERA SAN MARTIN

m&;f@ NS e o

Prof (a). Dr (a). CAIO JOSE COLETTI NEGREIROS

Haness |,

Prof (a). Pr (a). FRANCESCO MERCURI

Prof (a). Dr (a). WASHINGTON LUIZ MARAR

Prof (a). Dr (a). VICTOR ALBERTO JOSE AYALA BRAVO



Aos
meus pais
€ a meu Irmao

Edwing



Agradecimentos

Agradeco

e Ao Prof. Luiz A.B. San Martin pela orientagio neste trabalho.

e A Unicamp pela oportunidade e fundamentalmente 3 Capes pelo suporte
financeiro.

e A minha familia por saber compreender a demora.

e Aos meus poucos amigos.



Resumo

Nesta tese introduzimos o conceito de elemento regular decomposto e
estudamos a dindmica da acao de tais elementos sobre variedades flag cor-
respondentes ao grupo de Lie SL(d,R). Baseados nesses conceitos, obtemos
conjuntos estiveils e instdveis, conjuntos limites, assim como uma decom-
posicao de Morse sobre ditas variedades. O estudo dessa dindmica é feito
com o objetivo de estender um resultado de controlabilidade global a tempo
discreto para sistemas bilineares definidos por elementos de sl(d,R). Por
outro lado, sao estudados semigrupos no grupo SOy(d, 1), considerando em
particular as propriedades de conexidade de semigrupos maximais de interior
nao vazio. Tendo em vista de que este tipo de semigrupo deixa invariante
um subconjunto fechado com interior denso, dita conexidade estd baseada
na convexidade do subconjunto invariante em relacao a métrica de Takeuchi-
Kobayashi e no conceito de reversibilidade relativa. Portanto, obtemos uma
classe de semigrupos conexos e maximais. As demonstracoes desses fatos ex-
igem o desenvolvimento de resultados preliminares em grupos semi-simples
de posto um.

Abstract

In this thesis, we introduce a generalized concept of split-regular element
and study the dynamics of such elements on the flag manifolds corresponding
to the Lie group SL(d, R). Based in these concepts, we obtain the stable and
unstable manifolds, as well Morse decomposition on flag manifolds. These
dynamical aspects are studied with the purpose of applying them in order
to extend a result of global controllability of discrete time bilinear systems
defined by elements of sl(d,R). On the other hand, we study semigroups
with nonempty interior in SOg(p, 1), considering in particular the connec-
tivity properties of the maximal semigroups. Taking into account that this
type of semigroup leave invariant a closed subset with dense interior, such
connectivity is based in the convexity of the corresponding invariant subset
with respect to the canonical metric of Takeuchi-Kobayashi and the concept
of relative reversibility, which we introduce for this purpose. With this result
we obtain a class of maximal connected semigroups.



Introducao

Nesta tese estudamos semigrupos em grupos de Lie semi-simples, complementando e
detalhando resultados gerais da teoria. Um conceito bdsico é o de conjunto de controle,
os quais sao estudados nas variedades flags do grupo.

Os conjuntos controldveis surgiram na década de 1980 nos trabalhos de L. Arnold
e W. Kliemann sobre sistemas dinimicos estocdsticos. Esses conjuntos foram ampla-
mente estudados por F. Colonius € W. Kliemann no contexto de sistemas de controle,
dai o termo conjuntos controldveis (veja [4]). Nesse contexto, esses conjuntos formam
um conceito central no estudo das propriedades dinimicas dos sistemas de controle
(veja [4]). Posteriormente os conceitos de conjuntos de controle, conjuntos de controle
invariante sio estudados no contexto de semigrupos em grupos semi-simples em [17],
[18], [25]. Nesses trabalhos os conjuntos de controle aparecem como subconjuntos em
variedades flag e suas propriedades algébricas, geométricas ou dinAmicas se refletem na
estrutura dos semigrupos. Em particular, sao obtidos resultados sobre a maximalidade
de semigrupos de interior nao vazio em [20], os quais s3o descritos como semigrupos de
compressao de conjuntos de controle invariante.

Essa tese segue a linha de estudo levantada por esses trabalhos sobre semigrupos
em grupos semi-stmples. Um dos problemas em aberto deixados pela teoria é o de
detectar os conjuntos de controle invariantes tais que os correspondentes semigrupos
de compressao sao conexos maximais. Abordamos esse problema para os grupos de
posto um e damos uma condicio sufiente em termos da geometria da variedade de
flags. Outro problema abordado aqui, que segue a linha de [19] diz respeito & deter-
minacao de subconjuntos do grupo de Lie que gerem (como semigrupos) o grupo todo.
Esse problema é abordado aqui utilizando a linguagem de controlabilidade de sistemas
de controle em tempo discreto. Assim, provamos um resultado de controlabilidade
para tais sistemas de controle, com hipéteses distintas da de [19], permitindo que os
coeficientes do sistema admitam autovalores complexos.

Este trabalho é organizado como segue:

O capitulo 0 contém alguns resultados essenciais da teoria das dlgebras de Lie semi-
simples e dos semigrupos de interior nao vazio em grupos de Lie semi-simples nao
compactos. Um objeto basico da teoria de semigrupos sao os conjuntos de controle
para a acao dos semigrupos nas variedades flags correspondentes ao grupo de Lie em
questao. Se faz um resumo das decomposigoes cléssicas, infinitesimais e globais, assim



como a classificacao dos subgrupos parabdlicos, sendo que estes permitem definir as
fronteiras (variedades flags) nas quais se trabalha. Mais ainda, para referéncia poste-
rior se mostra como estas fronteiras sao realizadas como érbitas, pelo grupo compacto
maximal, de certos elementos localizados no bordo das cAmaras de Weyl. Através dessa
realizacao define-se uma estrutura Riemanniana em ditas érbitas.

No capitulo 1 sio considerados certos tipos de elementos no grupo de Lie SL (d, R),
que chamamos de regulares decompostos. O intuito ai é analisar a dinidmica desses
elementos nas vanedades flags, generalizando a andlise conhecida para elementos regu-
lares (diagonalizdveis). Obtemos conjuntos estéveis e instdveis, conjuntos limites assim
como uma decomposicao de Morse sobre a fronteira maximal. Posteriormente projeta-
mos esses conjuntos sobre uma variedade flag arbitraria através da fibragao canénica
equivariante. Por outro lado, também estabelecemos resultados complementares aos
)3 existentes na teoria dos conjuntos de controle como, por exemplo, cada compo-
nente da decomposicao de Morse mencionada estd contida no conjunto de controle
correspondente ao elemento do grupo de Weyl que determina dita componente, caso o
elemento regular decomposto pertenca ao interior do semigrupo. Mais ainda, a cada
elemento no interior de um semigrupo dado associamos uma variedade flag que fibra
equivariantemente ao flag determinado pelo semigrupo em questao. Finalmente dito
elemento fornece um subgrupo do grupo de Weyl contido no subgrupo determinado
pelo semigrupo em mencao.

No capitulo 2, aplica-se os resultados do capitulo 1 sobre a dindmica da agao dos
elementos regulares decompostos na variedades flag minimais (Grassmannianas) para
assim poder estender um resultado sobre controlabilidade global a tempo discreto dado
em [19]. Essencialmente, esse resultado consiste em dar condicoes suficientes sobre os
elementos da dlgebra de Lie sl(d,R) que definem dito sistema para que o semigrupo
gerado pelo sistema seja todo o grupo SL(d,R). A idéia desse resultado ¢ basicamente
a mesma de [19], sendo que argumentos adicionais si0 necess4rios para que se possa
considerar elementos com autovalores nao reais. Para isso sao considerados elementos
com autovalores complexos, de tal forma que se possa obter toros como conjuntos
minimais que assim estariam contidos no conjunto controle invariante correspondente
ao semigrupo definido pelo sistema. A partir desse tipo de inclusio se obtém a técnica
principal para demonstrar o resultado sobre controlabilidade global.

No capitulo 3, estuda-se a conexidade de semigrupos maximais de interior nao
vazio em grupos de Lie com posto real um. Apesar do resultado central ser provado
apenas para o grupo hiperbélico real SOg (d, 1), resultados preliminares sio obtidos
para grupos de posto um em geral. A conexidade de ditos semigrupos é obtida a partir
de uma propriedade geométrica do conjunto de controle invariante que o define. Dita
propriedade é a convexidade geodésica em relacao & métrica de Takeuchi-Kobayashi
definida em [5] € [24]. O conjunto de controle invariante emerge do fato provado em [22]
que diz que semigrupos maximais de interior nao vazio sao semigrupos de compressoes
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de certos subconjuntos fechados com interior denso, localizados nas fronteiras minimais.
A utilidade fundamental da métrica em questao, estd no fato que os campos gradientes
de certas funcoes altura definidas por elementos na parte simétrica da decomposigao de
Cartan coincidem com os campos induzidos em relacao a agao adjunta sobre a érbita no
elemento que define o flag. Outro fato notével no caso do grupo SOg(d, 1) € que os fluxos
de campos induzidos por elementos da parte simétrica sao segmentos de geodésicas o
que permite mostrar que o conjunto de controle invariante estd contido no cone de Lie
do semigrupo em mencao. Portanto, aplicando os resultados preliminares envolvendo
reversibilidade de semigrupos prova-se a conexidade do semigrupo de compressao. Esses
resultados mostram a existéncia de uma classe de semigrupos maximals conexos no
grupo SOy (p, 1). Deixamos em aberto o problema de decidir se essa classe cobre a classe
dos semigrupos conexos maximais. Nessa direcao trabalhamos apenas numa situacao
particular (o grupo SOg(3,1)). Deixamos em aberto também um estudo semelhante
para os demais grupos de posto um, para os quais supomos que a geometria dada pela
métrica de Takeuchi-Kobayashi deva desempenhar um papel semelhante ao que ocorre
em SOg (p, 1).
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Capitulo O

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos basicos da teoria de grupos de Lie
semi-simples e semigrupos que serao necessdrios para o entendimento dos capitulos
subsequentes. Isso sers feito de maneira resumida.

0.1 Decomposicoes candnicas

Definicao 0.1.1 Seja g uma dlgebra de Lie complexa. Uma forma real de g é uma
subdlgebra de Lie go do realificado g® tal que se complezifica em g. Isto é, g = go Digo.

Uma. forma real gy determina uma aplicacao ¢ : g — g, definida por o(X + 1Y) =
X —iY para X,Y € go. Esta aplicagao satisfaz as seguintes propriedades:

1. o é semi-linear.

2. o é uma involugao.

3. o([X,Y]) = [0(X),0(Y)] para X,Y € g.
POI:tanto,

Definicao 0.1.2 Seja g uma dlgebra de Lie complexa. Uma conjugacdo em g é uma
aplicacdo de g que satisfaz (1), (2) e (3).

Reciprocamente, cada conjugagdo ¢ de g determina uma tdnica subdlgebra
go={X€eg:0(X)=X}
Portanto, existe uma correspondéncia bijetora entre conjugagoes e formas reais de g.

Definicao 0.1.3 Uma dlgebra de Lie g é dita compacta, se sua forma de Cartan-
Killing é negativa definida.



Como uma consequéncia temos que qualquer 4lgebra compacta é semi-simples, )3
que suas formas C-K sao nao degeneradas. O termo compacto tem significado topolégi-
co através do grupo de Lie correspondente.

Existe o seguinte resultado sobre existéncia e relacao de formas reais compactas.

Teorema 0.1.4 Toda édlgebra de Lie semi-simples compleza admite formas reais com-
pactas. Seu; euy sao formas reais compactas de g, entdo existe um automorfismo @
de g tal que ¢(u;) = uy € as formas reais sio isomorfas.

Demonstracao: Para maiores detalhes veja, por exemplo, [21]. Seja g a dlgebra semi-
simples complexa e ¥ o sistema simples de raizes fornecido por uma subdlgebra de
Cartan b. O ponto crucial na construcdo de uma forma real compacta ¢ a existéncia
de uma base de Weyl. Essa é uma base de g formada por H,,a € Y e X, € g, @ €11
que satisfaz:

o [Xo,X o] =H,
o [Xqo,Xg] =mqgXsis, onde m, g € R satisfaz:
Mg = —M_q_3
€ My 3 =0sea+ 3 nao éraiz.
Sendo assim, a forma real compacta procurada é o subespaco real u gerado por
iHy, Xo—Xoop (Xo+X_o)

com ¢ percorrendo o conjunto das raizes positivas IIt. Isto é devido a que g = u + #u,
e u € uma subalgebra real compacta. |

Em duahdade 4s formas reais compactas, existem outro tipo de formas reais opostas
a estas, as que posteriormente serao chamadas de normais € cuja existéncia ¢ uma
consequéncia imediata do teorema apresentado acima.

Coroldrio 0.1.5 Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples compleza. Entdo g admite
uma forma real nao compacta.

Demonstracao: E sé tomar a base de Weyl dada acima e considerar o subespaco go
gerado por H,, X,, a € Tl. |
Exemplo: Temos os seguintes:

1. Seja g = sl(d,C) a &lgebra de Lie formada pelas matrizes d X d com entradas
complexas e com trago zero. As conjugacoes 0, € 03 definidas por 0,(X) = -X
e 09(X) = X determinam as formas reais su(d,C) e sl(d,R) compacta e normal,

respectivamente. Uma outra forma real de sl(d, C) para d = 2p é dado por
sl(d, H) = {X € gl(d, H) : Re(trX) = 0}.
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2. As outras formas reais das 4lgebras de Lie simples complexas A,, By, C; € D, sao
descritas através de uma andlise detalbada da forma §-Hermitiana nao degener-
ada B:VxV —— K, onde § =+1, K=R,C ou He V é um K-espaco vetorial
(isto &, B & K—linear na primeira varidvel e B(X,Y) = 6B(Y, X)). Seja

gve = {X €gl(V) : B(Xu,v) + B(y,Xv) =0, V u,v€V e tr(X) =0}

a dlgebra de Lie correspondente ao grupo Gy C GL(V) que deixa invariante
a forma é6—Hermitiana. Se ¢ denota o indice de Witt de B e p = d — q é tal
que p > g > 0, entao p,q determinam B a menos de isomorfismo. Portanto, as
dlgebras de Lie gy g para todas as escolhas de K, 8, p e ¢ determinam as demais
formas reais das dlgebras de Lie complexas e cldssicas.

Exastem decomposigoes distinguidas das formas reais compactas € nao compactas.
Neste tltimo caso, a forma real é quebrada nas partes compacta e simétrica. Dita
existéncia é assegurada pelo seguinte

Teorema 0.1.6 Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples compleza € u uma forma
real compacta de g. Seja também gy uma forma real qualquer de g e denote por ¢ a
conjugagao correspondente. Entdao existe um automorfismo ¢ de g tal que 0 comuta
com a conjugagdo em relagdo a forma real compacta.

Demonstracao: Veja [21]. |

Sejam 7,0 as conjugacdes de u, go respectivamente. Pelo Teorema 0.1.6 temos
que 0 o (¢767 1) = (¢T¢™") 0 0, isto significa que as involugdes 7 = ¢Td~! e T sao
isomorfas. Portanto, para encontrar todas as formas reais de g a menos de isomorfismo,
¢ suficiente encontrar todas as conjugagoes de g que comutam com 7.

Sendo assim suponhamos que 70 = o7 . Isso significa que g é invariante por 7 eu é
invariante por 0. Seja £ e is* 0s auto-espagos de o em u correspondente aos autovalores
+1 e —1 respectivamente, isto ¢, u = € @ is*. Seja também 7% e s* os auto-espagos de
o sobre iu correspondentes aos autovalores 1 e —1, isto &, tu = i€ @ s*. Portanto, se go
¢ a forma real determinada por ¢, obtemos que

g =t&s,

onde
E=ggNu e s=goNiu.

Essa decomposicao é conhecida como a decomposicao de Cartan de gg em relacao a
forma real compacta u e satisfaz as seguintes inclusoes

[e,¢]C® [bs]Cs: [s,s]CE,

de onde, t é uma subélgebra (parte compacta) cuja representacao adjunta deixa in-
variante o subespaco s (parte vetorial). Além do mais:
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e A forma de Cartan-Killing restrita a go ¢ negativa definida sobre ¥ e positiva
definida sobre s.

e A aplicacao 0 = 07 =70 : gop — go satisfaz (X +Y) = X —Y e é um
automorfismo.

e Para o automorfismo 6 a forma bilinear (X,Y ), = —B(X,0(Y)) é um produto
interno.

Portanto, se 6 é um automorfismo involutivo de go, a forma bilinear (.,.)s € um
produto interno se, somente se, § é uma involugao de Cartan.

Teorema 0.1.7 Seja g¢ uma dlgebra de Lie real semi-simples €
go=% Ds; e go =8 Dsy

duas decomposi¢ées de Cartan de go. FEntdo existe um automorfismo interno ¢ de go
tal que

¥ = o(8) € sy = ¢(s1)

Demounstracao: Veja [21]. ]
Agora veremos outro tipo de decomposicao de uma dlgebra semi-simples a qual
consiste em quebrar esta nas partes, compacta, abeliana e nilpotente. Para isso, fixemos
uma 3lgebra de Lie real semi-simples gp; logo sua complexificacao g também é semi-
simples. Seja
go=tDs

uma decomposicao de Cartan, e seja § a involucdo de Cartan correspondente. A forma
bilinear (.,.),, torna go num espaco de Hilbert e portanto, com respeito a uma base
o.n. a derivagdo ad(X) é representado por uma matriz simétrica se X € s e por uma
matriz anti-simétrica se X € &. Consequentemente tais elementos sao semi-simples.

Seja a C s uma subdlgebra abeliana maximal e seja a* o espaco vetorial dual de a.
Para cada a € a* denotamos

8e = {X € go: ad(H)X = o(H)X V H € a}.

Em vista que Q = {ad(H) : H € a} & uma familia de operadores auto-adjuntos
comutando dois a dois, eles podem ser diagonalizados simultaneamente em relacao a
uma certa base. Dai segue-se que g é uma suma direta ortogonal dos subespacos g,.
O funcional o # 0 é chamado de raiz de go em relacio ao a, no caso que g, # (0). Isto
é, se I denota o conjunto das raizes de (g, a), essa decomposicao ¢ dada por:

9o =§Oezga:

acll



onde gg € o centralizador de a em gg. Mas, se m denota o centralizador de a em E, segue-
se que go = m @ a. Tomando um sistema simples de raizes ¥ C I1, podemos escolher
uma ordem lexicogréfica em a*. Nessa ordem define-se II* como sendo o conjunto de
raizes em II que sao positivas e II" = ~II" as raizes negativas. Portanto, escolhendo
um sistema positivo de raizes II* em II e definindo:

nt = Zga e n = zgaa

acll+ acll~

obtem-se subdlgebras nilpotentes, e dai a decomposicdo de Iwasawa
go=n"Om@adn" =tdadn’. (0.1)

Quanto & decomposicao global, esta é dada através das exponenciais (veja [7],[13] ou
[15]).

Dito isso, podemos ver que a decomposi¢io (0.1) depende fundamentalmente da
escolha de subdlgebras abelianas maximais na parte simétrica. Mas, quaisquer duas
de tais subdlgebras a e a’ contidas em s, estao relacionadas através do automorfismo
interior ¢ de K, tal que o’ = ¢(a) (veja [7] ou [21]). Isto permite fazer a

Definicao 0.1.8 O posto real de uma dlgebra de Lie semi-simples real é a dimensdo
comum das dlgebras abelianas contidas em s.

Em geral o posto real de uma algebra de Lie é menor que seu posto. Isso permite
distinguir certa classe de formas reais.

Definicao 0.1.9 Seja g uma dlgebra semi-simples compleza. Uma forma real é normal
se o posto dela coincide com seu posto real.

A existéncia de formas reais normais segue imediatamente da existéncia das formas
reais compactas devido ao Coroldrio 0.1.5.
Exemplo: Sejam 0,03 as involugbes de g = sl(d,C) definidas anteriormente. Elas
determinam as formas reais su(d,C) e sl(d,R) que sio compacta e normal respec-
tivamente. Portanto, a involucido 6 = 0,09, definida em sl(d,R) determina uma
decomposicao de Cartan canénica, a qual é dada pelos auto-espagos correspondentes
aos autovalores +1. Isto €&,

so(d,R) ={X €sl{d,R) : X' =—-X} e s={X €sl(d,R): X* = X}.

Para determinar a decomposicao de Iwasawa, fixemos uma subdlgebra abeliana maxi-
mal em s como sendo o conjunto a das matrizes diagonais de trago nulo. Se E;; denota
a matriz d X d cuja dnica entrada nao nula no lugar 7,5 é 1, entao o conjunto das



matrizes E;; e E; — Ejj, i # j formam uma base de sl(o,R). Cada H € a se escreve
como

H = diag(ay, - - -, aq)

com a; + - -+ ag = 0, e além do mais, satisfaz a relacao
ad(H)Eij = (a,- — aj)E,-j.

Isto mostra, que as raizes de a s3o os funcionais a;; = a; — @, 1 # j, onde os o; sado
dados por
o; : diag(ay, . .., aq) — a;.

Por sua vez, os espagos de raizes, sao de dimensao um e gerados por E;j, i # j. Uma
vez feito isso, precisamos de um sistema simples de raizes, a qual é dada por

Y={mg,...,04-14},

pois, qualquer raiz o;; com ¢ < j se escreve como combinacao linear inteira dos
elementos de ¥; isto é,

Qi = Q41+ Q15
Agora, em relacao a ordem lexicografica definida por %, a relagao a;; > 0 significa
que i < j. Dai que
ot = {a,-j ) <]}
Portanto, n* ¢é a subdlgebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal
€ a decomposicao de Iwasawa é dada por

sl(d,R) = so(d) ®adnt.

0.2 Subdlgebras e Subgrupos Parabdlicos

Os conceitos de subdlgebras e subgrupos parabdlicos reais serdo definidas a partir das
mesmas, em &Algebras de Lie complexas. Uma subdlgebra de Borel de uma dlgebra de
Lie redutiva complexa é uma subélgebra solivel maximal. Agora suponhamos que go
seja uma adlgebra de Lie real e g seu complexificado. Dizemos que uma subdlgebra
p C gp € parabdlica, se o seu complexificado pc contém uma subélgebra de Borel de g.
Ao nivel do grupo de Lie G com &dlgebra de Lie gg, um subgrupo parabélico de G é um
subgrupo P tal que é o normalizador em G de uma subdlgebra parabdlica de go.

Seja b uma subdlgebra de Cartan, II = (g, ) o conjunto de raizes correspondente.
Para um sistema simples de raizes em II, obtemos

Mt={aecl:a>0} e O ={aecll:a<0}.
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Logo, definindo as subdlgebras nilpotentes como sendo

nt = Z Ba e n = Z Yo
acll+ acll-
consegue-se que
g=n"ahont.

Portanto, o subespaco b = h @ n* ¢ uma subdlgebra de Borel. Mais ainda, cada
subdlgebra de Borel de g é conjugado a b via elementos de G¢. Seja £ C II um sistema
simples de raizes € © C ¥ qualquer subconjunto. Denotemos por (8) ao conjunto de
raizes em II que s3o combinagbes lineares integrais de elementos em ©. Entao

Go=H® ) g

—a€e(O)

¢ uma subélgebra de g contendo §; e a correspondéncia
© — qo
é uma bijecdo que preserva a inclusao.

Proposigao 0.2.1 Seja go = € ® a @ nt uma decomposicio de Iwasawa de uma
dlgebra de Lie semi-simples.. Entdo a subdlgebra p = m @ a @& nt ¢é parabolica € se
auto-normaliza.

Demonstracao: Veja [13] ou [15]. ]
Este tipo de subdlgebras parabdlicas sao minimais em relacao & ordem parcial
definida pela inclusao. De forma similar ao caso complexo, as subdlgebras parabélicas
reais sio classificadas, e isso serd comentado a seguir (veja [26], [28]). Dada uma
decomposicao de Cartan go = €@ s e uma subdlgebra abeliana maximal a C s, fixemos
um sistema simples de raizes 3 C II do par (gg, a). Para qualquer subconjunto © C Z,
denotemos por (6)* ao subconjunto das raizes em II* que sao combinagdes lineares de
elementos em ©. Se n*(©) denota a subdlgebra de n* gerada por ) g, com « € (6)%,
entao o subespaco
e =p®n(O) (0.2)

¢ uma subdlgebra parabdlica cujo subgrupo parabdlico Pg é o normalizador de pe em
G. A &lgebra de Lie de Pg é pg porque este se auto-normaliza. Também a aplicacao

© — pe

¢é uma bijecao do conjunto das partes de X sobre o conjunto das subdlgebras parabdlicas
de gg que contém p e alids preserva inclusao.



No que segue descreveremos uma decomposicao das subdlgebras parabdlicas pe.
Seja a(©) o subespaco de a gerado pelos duais H, € a, com o € ©. Denotemos por
ae ao complemento ortogonal de a(©) em a e por nd C nt 4 subdlgebra definida por
ng =Y., g, com a € I — (). Segue-se que

po = (m+a(®)+n*(8)+n7(8)) +(ae +nf)

N 7
—

= me + (a6 +1ng)

é a decomposicio de Langlands em suma direta de subdlgebras. Mais ainda, ag & ng
é um ideal em pg € mg centraliza ag.

Por outro lado, a subdlgebra g(©) gerada por nt(0) + n~(0) (ou seja, gerada
pelos espagos de raizes g, com a € (O)%) é semi-simples. Se colocamos [(0) = &N
8(0) e 5(©) = s N g(O), obtemos que g(O) = (O) & 5(O) é uma decomposicao de
Cartan e a(©) = a N g(©) & uma subslgebra decomposta. Na mesma forma que na
secao anterior o subespaco ag fornece uma familia comutativa de endomorfismos auto-
adjuntos ad(ae). Portanto, temos uma decomposicao de g em espagos de raizes

8 = b® Y 6

ac(@)+
= lo®ng @ng,

onde lg é o centralizador de ag em g e n$ é como antes. Outro fato notdvel ¢ a relacao

Mg = Ee NeEg [Be,te] 05,
(veja [28]). Portanto, mg é uma subdélgebra redutiva de g. Daf que

lo =mg+ae

¢é uma subdlgebra de Levi de uma subélgebra parabdlica.

Passando ao nivel do grupo de Lie G, temos que A(8), As, (Lo)s, (Me)o € No sdo
os subgrupos de Lie conexos, fechados e imersos, correspondentes as dlgebras de Lie
a(8), ae, lo, me € ng, respectivamente. Para esses subgrupos temos que A = A(8)4e
(produto direto). Se denotamos por Lg ao centralizador de ag (ou Ag) em G temos
que (Le)o é a componente da identidade de Lg. Se denotamos por M® = Lg N K, ao
centralizador de Ag em K, e Mg = M®(Mg)o, segue-se que (Mg)o é a componente da
identidade de Mg. Portanto, obtemos as decomposicoes globais de Langlands e Levi

Ps = MgAoNo € FPo = LegNe,

respectivamente, onde Ng é o radical unipotente de Pg, € Lg um subgrupo de Levi.
Todas as afirmacgoes feitas na passagem podem ser encontradas em [15], [28].
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Agora se relaciona os conceitos anteriores com certos elementos localizados na sub-
dlgebra abeliana maximal. Para tal, seja ¥ C II* o sistema simples de raizes, ® C ¥

um subconjunto arbitrério e consideremos a subdlgebra parabélica pg definida em (0.2).
Seja

at={H€a:a(H)>0, YV ae}
a cimara de Weyl positiva associada a . Entao para o elemento
He ﬂ Kera C fe(at)
a€d

temos que o conjunto de raizes definidos acima satisfazem:
©)={acll:a(H)=0} e ()" ={aecl:alH) >0}

Portanto, dependendo de © = X ou © C ¥ temos que, H = 0 ou H # 0, respectiva-
mente. Neste caso a subdlgebra definida como sendo

g(H) =m@ad Y  ga,

a(H)>0

coincide com a subélgebra parabédlica pg (para maiores detalhes veja a préxima secao
e [5]). Portanto, o normalizador de g(H) em G denotado por G(H), também coincide
com o subgrupo parabdlico Peg.

0.3 Meétricas Riemannianas em variedades Flag

Seja G um grupo de Lie semi-simples com &lgebra de Lie g, consideremos a decom-
posicao de Cartan infinitesimal g = € @ s. Logo, fixado uma subdlgebra abeliana
maximal a C s obtém-se um sistema de raizes II e dai uma decomposigao de Iwasawa
g =8O a@nt. Para um sistema simples de raizes ¥ C II* e um subconjunto © C X,
obtém-se a subdlgebra parabdlica correspondente pe = p ®n~(6), onde p ¢ a subdlge-
bra parabélica standard e n*(8) a subdlgebra gerada pelos espagos de raizes g,,, onde
a € (8)* & o conjunto das raizes que sao combinacoes inteiras do mesmo sinal em ©.
Mas, ¢ possivel escolher H € fe(a®) (a* camara de Weyl positiva) tal que a(H) = 0,
para cada a € (0). Devido a relagao II* — (©) = IIt — (6)* temos que

Po=MmBAD > 9.D Y G

a(H)=0 a>0

onde a € (B). Como nas segbes anteriores, isto significa que

bo = (m+a(0)+n"()+n7(6)) + (a0 + 1)
= me® (a6 & 1Y)
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Veja que mg C my o centralizador de H em g. Logo essa decomposicao ainda pode
ser colocado assim
po = (m &n(0) Gad ng) ®&nt(O).
Novsm, e’

Se denotarmos por £y ao centralizador de H em K e substituimos no lugar de m&n ™ (6),
ainda temos que

Po = (tH Padd ng) &b n+(@).
Portanto, ao nivel de grupos de Lie as decomposicoes globais sao dadas por:
Po = MgN®) My = KyANg, N = NNy

onde My (Kg) é o centralizador de H em G (de H em K), N¥) = exp(n*(©))
Ny = exp(ng).
Dito isso, para a variedade flag correspondente a © temos o seguinte:

3

Lema 0.3.1 Com as notagbes anteriores, seja Fe uma variedade flag, O(H) =
Ad(K)H a orbita em H sob a representagdo adjunta. FEntdo tem-se as seguintes
realizacoes :

G/Ps =2 K/Ky = O(H).

Demonstracgao: De fato, consideremos a aplicagio k : G — K definida por k(g) =
u,se g =uan,comu € K,a € Aen € N*. Entdo esta induz outra aplicacao
¢ : G — K /Ky definida por ¢(g) = k(g) Ky, € que fornece a seguinte relacao:

g~4g se,esomente se, ¢(g) = ¢(g)

que ¢é de equivaléncia e cujas classes s3o dadas por [g] = gPs. Portanto, a aplicacao
induzida ¢ : G/Ps — K/Kp tal que i o™ = ¢, onde 7 é a aplicacio quociente;
estabelece o difeomorfismo procurado. Por outro lado, se tomamos a érbita O(H)
no ponto H € s da acao induzida pela representacao adjunta na parte simétrica, é
possivel identificar com o flag K/Kpy através da aplicagdo ¢, : K/Ky — O(H)
definida por ¢,(uKg) = Ad(u)H. Portanto, a aplicacdo composta i; = ¢, o ¢, fornece
o difeomorfismo que identifica G/Pg com O(H). [

No que segue definiremos uma métrica riemanniana (métrica de Takeuchi-Koba-
yashi, veja [5] e [24]) e para isso se introduz um produto interno no espaco tan-
gente Ty O(H), de forma que o produto interno em qualquer outro ponto é obtido
por translacio através da acao de K sobre dita érbita. Para tal, seja a aplicagao
¢ : K — O(H) definida por ¢(u) = Ad(u)H e o espago tangente em H & dado como
sendo

TaO(H) = {[X,H]: X €¥).

Dai, usando (d@). : € — TgO(H), com (d¢).(X) = [X, H] obtém-se que TyO(H) =
B/t = &5, onde a ortogonalidade é tomado em relacao a forma de Cartan-Killing.
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Agora, seja 6 a involugdo de Cartan correspondente & decomposicio de acima e
define-se os subespacos

g ={X+0(X): Xen'} e 5={X-6(X): X en*},

0s quais complementam m, a em ¥, s respectivamente. Isto &, E=¥ Gmes =5, P a.
Uma pergunta natural seria ver a relagao dos subespagos € e ¥5; a qual é dada pelo
seguinte:

Lema 0.3.2 Sejam ¥, t; os subespagos definidos acima. Entio &5 C ¥&.

Demonstragao: Dados X + 8(X) € &, com X € n* e Z € m, temos que
(X +0(X),Z) = 2tr<ad(X) o ad(Z)).

Sejag=n"@dm @ adnt a decomposicao de Iwasawa de g e go = m & a o espago
correspondente & raiz nula. Entao

ad(Z)n~ Ccn™, ad(Z)ge C 8o, ad(Z)nt cnt.
Tomando novamente ad(X) na relagio acima, temos que
ad(X)ad(Z)n™ = (0), ad(X)ad(Z)go Cnt, ad(X)ad(Z)n* Cnt,

e devido ao fato de ad(X)|,+ ser nilpotente, é claro que (X + 6(X), Z) = 0, ou seja
E; L m e daf que ¥, = m', porque dimm*’ = dim#¥,. Portanto, ¥4 C ¥, pois m C
£y (centralizador de H em §). [
Em vista do lema anterior, basta definir um produto interno sobre o subespaco %,
J4 que por restricdo obtém-se o desejado. Para conseguir isso, define-se os isomorfismos
lineares
dg:nt — B, com @(X)=X+6(X)

$p 0t — 55, com Gp(X) = X — 6(X).
Logo, a partir do isomorfismo
=80 85" 8 — 5, com ((X+6(X)) =X —0(X),
¢ defimdo uma forma bilinear
(2,2")s = (H,[2,{(2')]))

a qual é um produto interno em &, (veja [5], [24]). Mais ainda, Ad(u) 0 6 = 6 o Ad(u)
fornece

(Ad(u)Z,Ad(w)Z" )y = (Z,Z" )y, Y u € Ky,
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onde Ky é o centralizador de H em K. Isto significa que v : O(H) — O(H) &
uma isometria, pois, tomando [X, H] € TyO(H) € a curva at) = Ad(exp(tX))H a
diferencial nesse ponto é dada por (du)g([X, H]) = Ad(»)([X, H]). Dai que

((@w)n(2), (@)n(2)) =(2,2), Yue Kn

e K age por isometrias sobre O(H). 3
Com relacao a acao adjunta, cada X € £ induze um campo vetorial X definido em
O(H) como sendo 3
X(Ad(u)H) = —[Ad(u)H, X]

e cujo fluxo é dado por
X(Ad(u)H) = Ad(exp(tX)u)H.

Mas, estes fatos sao gerais e para obter coisas mais finas deve-se tomar elementos em s
(Veja [5]), isto sugere estender a acao ao grupo tudo de tal forma que possamos pegar
ditos elementos. Em vista disso, considera-se o difeomorfismo i, = ¢, 07 € a acao
adjunta na érbita para poder definir uma nova agao:

v: GxOH) — O(H)
(9,Ad(w)H) — ir(g47" (Ad(w)H)) = Ad(k(gu))H
que permite usar elementos Y € s e assim relacionar o campo induzido Y com a métrica

de T-K.

SejaY € s, e Y seu complemento ortogonal em relacao a forma de Cartan-Killing.
Logo, com a finalidade de relacionar com a métrica dada, considera-se as fungoes altura
fy.u com relacao a Y1 e definidos por:

isto é, a menos de um muiltiplo constante

|Projy. (Ad(u)H) — Ad(u)H|,
pois, depende do comprimento ||Y||. Dito isso, sdo os gradientes dessas fungoes que
permitem o relacionamento, a qual é dada pela seguinte

Proposicao 0.3.3 Dado Y € s, considera-se a funcio fy gy : O(H) — R definida
por fyru(Ad(u)H) = (Ad(u)H,Y), onde (-,-) é a forma de Cartan-Killing. Entdo
gradfyy =Y, onde o gradiente é tomado em relagdo & métrica de T-K.

Demonstracao: Veja [5] e [24] para os detalhes. |

Como consequéncia deste resultado aparece uma pergunta natural a saber, se os
fluxos induzidos por Y sio geodésicas ou segmentos de geodésicas em relacao & métri-
ca de T-K. No caso de grupos com posto um, mais especificamente SOp(p, 1), isto &
verdadeiro, mas nos outros grupos serd verdade?
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0.4 Conjuntos de controle

Nesta secao, apresenta-se alguns resultados sobre conjuntos de controle, os quais forem
tratados detalhadamente em [22], [18], [25] e que serdo necessérios para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Para tal, seja G um grupo de Lie conexo, semi-simples, B uma
variedade flag associada a G € S um semigrupo de interior nao vazio.

Definicao 0.4.1 Um conjunto de controle em B, é um subconjunto D C B que satisfaz
as segquintes condicoes:

(1) intD # 0.
(i) D C fe(Sz), para cada z € D.
(it¢) D € maximal com as propriedades (i) e (it).

No caso em que o semigrupo S deixe invariante ao conjunto de controle D, este serd
o tinico conjunto de controle invariante na variedade flag, correspondente ao semigrupo
dado.

Dado um semigrupo S, consideremos os conjuntos de controle correspondentes.
Entao, existe uma ordenacao parcial definida sobre estes conjuntos, € que é dada como
segue: D; é menor que D, se, e somente se, existe z € D, tal que fe(Sx)N D, # (. Esta
ordenacao ¢ devido a propriedade (i) de maximalidade na definicado de conjuntos de
controle. Com respeito a essa ordem, se diz que um tal conjunto é maximal se este é
invariante sob 5. Em forma andloga, um tal conjunto é minimal se é invariante sob
S—1. Dito isso, o conjunto de controle minimal é o conjunto de transitividade (definido
abaixo) do conjunto de controle invariante de S™1.

Dado um conjunto de controle D, é possivel associar um conjunto Dy chamado de
transitividade e definida como sendo

Dy = {r€D:existeg € intS com gz =z}
= {z € D:z € (intS)z}.

Estes dois conjuntos D,Dq estao relacionados fortemente através de uma sénie de pro-
priedades, que forem tratadas em [22]. Para o estudo dos conjuntos de controle sobre
variedades flag, considera-se Intersecoes de subgrupos decompostos com intS, ja que
elementos regulares decompostos (reais) permitem caracterizar os conjuntos de controle
sobre B. Para tal, seja g regular decomposto, entio existe um subgrupo decomposto
que o contém, e assim uma decomposicao de Iwasawa G = KAN™ adaptada a A.
Com relacdo a isso, seja M* (M) o normalizador (centralizador) de a em K, respec-
tivamente. Logo o grupo de Weyl é dado como sendo W = M*/M. Em vista disso,
se by = MAN™ denota a origem da variedade flag; a 6rbita em by da aciao natural
do grupo de Weyl através de M* fornece o conjunto dos g-pontos fixos. Dai que, um
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ponto fixo why, € dito de tipo w,w € W, se by € o atrator correspondente a g. Nesse
caso, serd denotado por b(g, w). Ao respeito, se 2 denota o conjunto dos elementos
regulares decompostos reais no intS, tem-se a seguinte relacao entre o grupo de Weyl
e conjuntos de controle.

Teorema 0.4.2 Para cada w € W, existe um conjunto de controle efetivo D,, sobre
B, cujo conjunto de transitividade é

(D)o = {blg,w) : g € Q}.

Existe um wnico conjunto de controle tnvariante. Isto é, C = D;, e este conjunto de
transitividade é o conjunto de atratores de elementos em 2. De forma similar, existe
um dnico conjunto de controle minimal, isto é, o conjunto de repulsores de Q). Mais
ainda, qualquer conjunto de controle efetivo é D,,, para algum w € W.

Demonstracao: Veja [22] e [18]. n

Em vista deste resultado, considera-se a aplicacao w — D,, que mapea o grupo
de Weyl sobre o conjunto dos conjuntos de controle na variedade flag maximal. Essa
aplicacdlo, associa de maneira natural ao semigrupo S uma variedade flag B(S) como
segue. Seja g € intS um elemento regular decomposto real, e AT = exp(a*) a camara
que o contém. Logo, associado a esta, existe um grupo de Weyl W. Como dita cAmara
estabelece uma bijecio com o subconjunto {wby : w € W} dos pontos fixos de g, é
conveniente denota-lo por W(A*). Seja 1 € W(At), entao D; é o tinico conjunto de
controle invariante em B. De forma similar D,,, é o tnico conjunto de controle minimal
em B, onde wg é a involugao principal (isto &, wp € W e wpX = —%, onde X é um
sistema simples de raizes).

A aplicacao definida acima, tem uma propriedade especial; mais especificamente a
fibra em D;. Isto sugere considerar o subconjunto

W(S,A*) ={weW: D, =D}

que é um subgrupo do grupo de Weyl (veja a Proposicdo 4.2 de [22]) gerado pelas
reflextes com respeito a um sistema simples de raizes associado com a* num subcon-
junto © = ©(S) C X. Portanto, colocando B(S) = Be(s) é possivel mostrar que este
tipo de variedade flag, tem uma propriedade essencial, a qual é dada através da

Proposicao 0.4.3 Com as notagdes dadas acima, seja C C B(S) o conjunto de con-
trole invariante. Entdo C estd contido na variedade estdvel correspondente a qualquer
elemento regular decomposto g € intS. Mais ainda, se © C ©(S) e : By — B(S) ¢
a fibragdo candnica, entdo 71(C) € o conjunto de controle invariante para S em Bg.

Demonstracao: Veja [22] e [18]. n
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O grupo W(S) considera aqueles elementos w € W tal que D, é o conjunto de
controle invariante. Uma outra descrigdo similar existe para os outros conjuntos de
controle através de quocientes A direita de W(S). Isto é, a contagem dos conjuntos de
controle efetivo é dado pelo seguinte:

Teorema 0.4.4 D, = D, se, e somente se, W(S)w; = W(S)w,. Assim, os conjun-
tos de controle efetivo para S sobre B estd em correspondencia bijetiva com W (S)/W .

Demonstracao: Veja [22] e [18]. [

Em vista do teorema anterior é natural perguntar-se sobre a quantidade de con-
juntos de controle efetivo nas outras variedades flags e correspondentes ao semigrupo
dado. Isto é consequéncia de que conjuntos de controle efetivo em qualquer variedade

flag sao projegoes de conjuntos de controle sobre o flag maximal. Mais precisamente,
isto decorre da

Proposicao 0.4.5 Seja B a fronteira maximal e mg : B — Bg a fibragdo candnica.
seja Eg um conjunto de controle efetivo para S sobre Bg. Entao eriste wy € W tal
que Te((Dw)e) = (Eeo)e para cada w € unWe. Mais ainda, 7e(Do) = (Eg)o se D €
um conjunto de controle efetivo satisfazendo Do N 75 ((Ee)o) # 0.

Demonstracao: Veja [22] e [18]. ]
Como consequéncia disto, temos que o mimero de conjuntos de controle efetivo
sobre Bg é dado através do seguinte:

Coroldrio 0.4.6 O numero de conjuntos controle efetivo sobre Bg € igual ao nimero
de elementos em W(S) \ W/We, isto é, o nimero de W(S)-drbitas em W \ We.

Demonstracao: Veja [22] e [18]. [

Seja S um semigrupo de interior ndo vazio. A relagao de ordem parcial nos conjun-
tos de controle introduzida anteriormente, permitiu distinguir os conjunto de controle
maximal e minimal como sendo invariantes para os semigrupos S e S~! respectiva-

mente. Devido a isto, é que explorou-se a influencia do semigrupo inverso na obtencao
do flag B(S™'), assim como o cilculo desta.

Proposicao 0.4.7 Considere um elemento regular decomposto real g € intS e seja
At = exp(at) a cdmara de Weyl contendo g. Entdo

W(S™1,47) = W(S, A™),

onde A~ = (A*)™1.
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Demonstracao: Veja [22] e [20). ||

Em vista disto, é possivel determinar a variedade flag dual B(S™!) a partir de B(S)
(veja [20]). Para tal, tomamos um elemento regular decomposto real g € intS tal
que g € At (cAmara adaptada a B). Seja T o sistema simples de raizes associado a
A'; entdo o subgrupo W (S, A*) & gerado pelas reflexdes com respeito ao subconjunto
© = O(S) C X. Logo, pela Proposicao 0.4.7 o subgrupo W(S~1, A1) também é
gerado pelo mesmo conjunto de reflexdes (ou também por —©). Portanto, a subélgebra
parabdlica é construida a partir de —©. Isto ¢,

bs = (m®a@n") on* (),
onde nt(8) é a subdlgebra gerada por g, com a € —(—0) = (B) e as demais notagoes
sao as usuais. Entao, se P5 é o normalizador de pg em G, temos que B(S™!) = G/P;.
Para poder descrever a subdlgebra parabdlica pg em termos de uma camara positiva,

consideremos a involugao principal wy € o automorfismo do diagrama de Dynkin «.
Logo wo(—0©) = 10 e wepg = p.o, onde

po=mOa@n?)Hn(.O)

¢ o subgrupo parabdlico dual a pg € n~(1O) & gerado por g_, com a € (¢t©). Portanto,
]B(S_l) = BLG é o dual de B(S) - Be.
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Capitulo 1

Dinamica e Regularidade sobre
Variedades Flag

Neste capitulo, introduzimos um conceito de regularidade para elementos da 4lgebra
de Lie sl(d,R) e estudamos as propriedades dinimicas da acdo desses elementos na
variedade flag maximal. Tais elementos serdo ditos regulares decompostos. A cada
um deles relacionaremos um certo subgrupo de SL(d, R) que é o produto direto de um
grupo toral por um subgrupo da componente nilpotente da decomposicao de Iwasawa.
As ¢érbitas desse subgrupo nos elementos da érbita do grupo de Weyl do flag canénico,
dado pela base ordenada que diagonaliza o elemento regular decomposto, nos fornece
os conjuntos estdveis, os conjuntos limite, assim como uma decomposicao de Morse
na variedade flag maximal.

1.1 Regularidade em sl(d,R)

Dizemos que o elemento X € sl(d,R) é regular decomposto, se seus autovalores sao
de multiplicidade um e tem parte real distinta. De forma similar, a regularidade de
g = exp(X) € SL(d,R) ¢ dado por meio de X, isto &, g € SL(d,R) ¢é dito regular
decomposto se g = exp(X) para X € sl(d,R) regular decomposto.

Seja X regular decomposto € denotemos por 3 = {ey,...,eq} a base ordenada na
qual X é escrito em forma canénica. A escolha da ordenacao ¢é feita de maneira
que as partes reais dos autovalores By, ..., B, sejam colocados em forma decrescente:
ReB; > --- > ReB,. Ao nivel do grupo SL(d,R), para g = exp(X), em relacao a base
3 temos:

4

g=
A

onde A; = exp(B;) é uma matriz de dimensido um ou dois. Seja F a variedade flag
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maximal e by o flag determinado por 3, isto é:
bo = (ger{e;} C ger{ei,es} C --- C ger{ey, ..., €a}).

O subgrupo P, formado por g € SL(d,R) tal que gby = bo, € o subgrupo parabdlico
minimal em by tendo como decomposicao de Langlands P = M, ,3A5N € no que segue
o subindice 3 sera frequentemente subentendido. A cAmara de Weyl positiva associada
a esta decomposi¢iao € o conjunto dos h = diag(cy, ...,0q) com ay > -+ > aq > 0. Em
vista que o grupo de Weyl W é o grupo das permutagoes nas entradas dos elementos
de A e age transitivamente no conjunto das cAmaras de Weyl, as outras cAmaras sio
obtidas a partir da positiva por elementos do grupo de Weyl . Por outro lado, a agao
b = wby de um elemento w € W sobre by, é o flag b que contém a base 8 = {e;,, ..., &;, }.
Os flags why, w € W, sdo fixados pelas matrizes em SL(d,R) que s3o dlagonals em
relacdo a (. Nas outras variedades flags a situacao ¢é similar e os pontos fixos das
matrizes diagonais a 3, sao as projegoes de why, w € W.

Suponhamos que o elemento regular decomposto X tenha s autovalores reais u; e
2[ autovalores complexos a; +ib;, entao dito elemento define uma classe de conjugacao
de subdlgebras de Cartan b C sl(d,R). Fixando uma ordenacdo conveniente da base
como acima, cada Y € by se escreve nessa base como:

By
Y= . , com B-=(aj _bj> ou B;=(u,)
' ' RN T

Seja sl(d,R) = so(d) @ s a decomposicdo de Cartan canoénica de si(d, R) em partes
compacta e simétrica e § a involucdo de Cartan associada, isto ¢, §(X) = —X*. Um
cdlculo ficil mostra que b; & G-estdvel, isto &, 8(b;) = b;. Dai que obtemos a decom-
posicao b; = b, © b, = (5o(d) N bl) &3} (5 N bl) em partes toroidal e vetorial, cujos
elementos sao as matrizes

C
! 0 —b;
, com Cj= b 0 ou C;=(0),
Ce !
€
D,
a; 0
, com Dj=(OJ a.) ou D;=(p;),
D, ’

respectivamente. Ao nivel do grupo SL(d, R), temos o subgrupo de Cartan B, associado
a by; definido como sendo o centralizador de b, em SL(d,R) e portanto, consiste de
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matrizes com a mesma descrigdo de X (em blocos) € com determinante um. Isto é

A, .
, com Aj=<‘;’: el

i @A

N ) ou A; = (u;).

Em vista de que o grupo de matrizes nao nulas

a —=b

(3 72)
¢ isomorfo ao grupo multiplicativo C*, segue-se que B; = (C*)! x (R*)¢~%-1 ¢, portanto,
tem 24-2~1 componentes conexas. A componente conexa da identidade sers denotada
por (Bi)o = (C*)! x (R*)4 21, mais ainda (C*)' = (R*)! x T* e consequentemente,
(Bi)o = T' x (R+)4*~1. Por outro lado, se colocamos By = BN K, B, = exp(bNs) =
exp(b;); pela Proposicao 1.4.1.2 [28] temos que B; = B, B,. Logo em termos matriciais
os elementos de cada componente sao dados por:

E, .
, com EJ = ( C?S b] —sm Ib)] ) ou EJ = (:tl)
B sinb;  cosb;
e
31 o g
com B= (G ) o =),
Fe

respectivamente. Seja BX C SL(d,R) o subgrupo de Lie conexo correspondente a by,
entao By = BX B, (componente conexa de B), onde os elementos de cada componente
s30:

& b, —sinb
_ [ cosb; —sinb; _
, com Ej; ( sinb, cosb, ) ou E; = (1)
E.
€
F 0
aj
) coijz(eO eaj) ou Fj; = (e)
Fe

respectivamente. Portanto, (B;)o = exp(B;). Quanto a definicdo dos elementos regu-
lares decompostos ao nivel de grupo de Lie, notemos que estes podem ser definidos de
maneira alternativa como segue. Dizemos que o elemento g € SL(d,R) é (%) regular
decomposto, se seus autovalores sao de multiplicidade um, dos quais ao menos um

19



deles é negativo € |A| # |u| para dois autovalores tal que A # p e A # i. A diferenca
destas duas formas de definir é que na primeira definicdo o elemento em questao se en-
contra na componente conexa da identidade By da subglgebra de Cartan e na segunda
pode nao estar ali, mas se em outra componente conexa desde que possua autovalores
reais negativos. Portanto, podemos escrever g = cuh onde ¢ é uma matriz diagonal
com entradas 1, encontrando-se num produto de componentes conexas: u € BX e
h € B; ou uh € By. Isto &, a menos de ¢, g € um elemento da componente conexa da
identidade do subgrupo de Cartan.

Observagao: Se g é um elemento (+)-regular decomposto, entao g2 é regular decom-
posto.

Dito isso, seja K (g) a componente conexa da identidade do grupo compacto formado
pelas matrizes u que tem a mesma estrutura de blocos de g, tal que ||u|| = 1 para
qualquer autovalor de u. A componente K(g), é o grupo toroidal T!, onde 2l é o
mimero de autovalores complexos de g € a menos de uma conjugacao coincide com
(Bi)o- Também, seja A(g) C A o subgrupo de matrizes diagonais com autovalores
reais positivos € que tém a mesma estrutura de blocos como g (autovalores repetidos
aparecem onde g tem um autovalor complexo). A a menos de uma conjugacgio, este
subgrupo é B,. Agora, o fato de comutarem os elementos de K(g) e A(g), acarreta que
o produto K(g)A(g) seja um grupo abeliano.

Lema 1.1.1 Para cade w € W, a orbita K(g)wby é um toro invariante sob g na
variedade flag .

Demonstracao: K(g) age transitivamente sobre K(g)wby. Se H,;, denota o subgrupo
de isotropia em wbyg, segue-se que K(g)wby = K(g)/Hyp, € sendo este dltimo um grupo
abeliano, conexo e compacto segue que K(g)wbp é um toro. A invarianca decorre de
observar que g ndo estd em K(g) e pode ser escrito como g = cuh com & sendo
uma matriz diagonal com entradas +1, u € K(g), h € A(g). Mas, essas matrizes
comutam entre si e com K(g), ainda mais, pelo fato de serem ¢ e h diagonais temos
que hwby = ewby = why. Portanto, g K (g)wby = K(g)wbe. [

No que diz respeito as K(g)-6rbitas dos elementos da érbita do flag candnico pelo
grupo de Weyl, temos o seguinte:

Lema 1.1.2 O subgrupo de tsotropia H,u, de K(g) em wby é formado pelos elementos:

A, 0 ... 0
0 A, ... 0
u= . .
0 0 ... A

e

onde A,, € o escalar um, ou a matriz £1,, em Mays(R). Mais ainda, o(Hy,) = 271
onde 2l denota o nimero de autovalores complezos de g.
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Demonstracao: Seja o flag canénico
bo = (ger{e1} C ger{e;,en} C --- C ger{es, ..., eq})
logo, a acao de um elemento w do grupo de Weyl W sobre by ¢ dado por:
why = (ger{e;, } C ger{e;;,e;,} C - C ger{es,...,e,}),

onde 7y, ..., ¢ uma permutagio de {1,...,d} definida por w. Para u € H,;,, temos
que:
uwby = (ger{ue;} C ger{ue; ,ue;,} C ---ger{ue;, ... ue;,})
= (ger{eil} C ger{eiu eiz} c---C ger{eil) Tt e'id}‘
Por outro lado,
cos a;;e; + sina; €4
ou
ue; = ¢ —singe; ) + cosaye;

ou

€j
e a relacao anterior fornece as seguintes possibilidades:

(a) Seue;, = cosoy, e;+sinon, €;41 = Aeyy, entdo ap, = k7. Portanto, ue;, = *e;,.
Quanto a ue;, = ze;, + ye;, com z,y € R, temos:

® Para ue;, = cosan,,€;, + sin o, €i,11, as solugbes sao ap,, = km, z =0,
y = 1. De onde ue;, = te;,.

e Para ue;, = —sinap,, €;,-1 + cos o, €;,, as solugdes sao ap,, =kw, =0,
y = x1. De onde ue;, = te;,.

e Para ue;, = e;,, as solugoes sao z =0, y = 1.

Assim, o processo continua, € u fixa elementos da base que definem autovalores
reais. No caso dos complexos fixa ou inverte.

(b) Se ue;, = —sinap, ;1 +cosoy, €; = Ae;, entdo oy, = kn. Portanto, ue;, =
+e;,. Quanto a ue;, = xe;, + ye;, com z,y € R temos:

o Para ue;, = cos ap,,€;, + sin o, €;,+1, temos ue;, = te;,.

o Para ue;, = —sin oy, €, + cos an,, €;,, temos ue;, = te,.
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o Neste caso ue;, = €;,.

Assim o processo continua como na parte (a)
(c) Se ue;, = e;, e ue;, = ze;, + ye;, com z,y € R, temos que:
e Para ue;, = cos Qp,, €, + sin o, €;54+1, S solugoes sao ap,, = km, ¢ = 0,
y = 1. De onde, ue;, = te;,.

e Para ue;, = —sin Qp,,€i5-1 + COS O, , @S solucoes sao Qp,, = km,z =1,
y = 0. De onde, ue;, = te;,.

e Para ue;, = e;,, as solugoes sao z=0,y=1.

De forma similar como em (a),(b) e continuando o processo obtérm-se o resultado.

Aliss, se 2l denota o mimero de autovalores complexos presentes no elemento regular
g, segue-se que o( Hy,) = 281, [ |
Observagao: As érbitas K(g)wby com w € W nao sdo mnecessariamente distintas.
Por exemplo, suponha d = 3 e tome a ordem dos autovalores como sendo dada pela
subalgebra de Cartan canénica para [ =1 € s = 1; a matriz

- (40),
a=(§73)

estd em K(g). No entanto, kbyp = wbp onde w é a permutagdo w = (12). De fato,

onde A é a matriz

k(ger{e:} C ger{ei,e2} C ger{ey,e2,e3}) = (ger{ea2} C ger{es, —€;} C ger{es, —e1,€3})

que é o mesmo flag obtido permutando os dois primeiros elementos da base. Portanto,
K(g)bo = K(g)wbe com w # 1.

Seja N3 (g) o subgrupo nilpotente das matrizes que podem ser escritas em forma
triangular inferior em relacao & base 3 e com a mesma estrutura de blocos de g de
modo que as partes reais dos autovalores B, ..., B; do elemento regular decomposto
X € sl(d,R) sejam colocados em forma decrescente: ReB; > --- > ReBy. Estas
matrizes sao da forma:

l, 0 0
A21 ].,.2 0
Ael Ae2 ]-1'e



com blocos diagonais do mesmo tamanho que os da estrutura de blocos de g, e A;;
percorrendo algum dos subespagos de matrizes: May1(R), Mayo(R), Mjya(R) ou R.
Seja B; um autovalor real ou complexo de X € sl(d,R). Entdo B; = p; € R, j =
1,...,souB;=a;j+ib; €C, j=1,...,1 respectivamente. Usando a ordenacao dada
acima e colocando A; = exp(X;) temos uma ordenacao dos autovalores de g = exp(X),
em relacao A mesma base 8. Isto é:

|A1} > -+ > |Ael.

Portanto, em relagzo a esta ordenacao temos o

Lema 1.1.3 Seja g regular decomposto e ordene os autovalores em forma decrescente.
Entio g*ng=* — 1 quando k — +oc en € N7 (g). Em forma similar, g *ng* — 1
quando k — 400 se n € N*(g), onde N*(g) = (N~(g9))* é o grupo das matrizes
triangulares superiores.

Demonstragao: Usando a notagao A; = exp(B;) dado no inicio, temos que o termo
genérico nao nulo de g™ng~™ na posicao (i, j)(em forma matricial) com j < 7 é da
forma

e™Bi A ;e ™Bi (1.1)
Dependendo dos autovalores B; e B;, temos as seguintes possibilidades para A;;:
(a) Se B; € Ce B; € R, entdo A;; € Ms,1(R).
(b) Se B; € C e B; € C, entao A;; € Mayo(R).
(c) Se B; € Re B; € C, entao A;; € My.2(R).
(d) Se B, € Re B; €R, entao A;; € R.

Portanto, em cada um dos casos, temos que o termo genérico (1.1) pode ser expres-
sado como:

(a)

mlas—u;) cosmb; — sinmb; -
€ ’ ( sinmb; cosmb; Ay

e como j < %, temos que a; — p; < 0. Dai que

e”‘B"A,-je"mB" — 0, se m — +oc



(b)
em{ai—az) [ €OS mb; —sinmb; cosmb; — sinmb;
sinmb; cosmb; sinmb;  cos mb;

e como j < ¢, temos que a; — a; < 0. Dai que

e™Pi A ;e ™ — 0 se m —s +oo

(=03 Ass ( cosmb; —sinmb; >

sinmb; cosmb;

e como j < 2, temos que p; — a; < 0. Dai que

emBiA ;6™ — 0, se m — +oo

(d)
em(l-"i —l‘j) Aij

e como j < 1, temos que p; — p; < 0. Dai que

e™BiA ;e ™B — 0, se m — +oc

Portanto, em vista que A; = 1,,, 4;; = 0, i < j, temos que A™nh™ — 1 se
m — +00. A demonstracdo para o caso n € N*(g) é similar. ]
A ligacao dos subgrupos N*(g) e K(g) é dada através do produto direto.

Lema 1.1.4 Os produtos N*(g)K(g) sdo subgrupos.

Demonstracao: E suficiente mostrar que K (g) normaliza N*(g), ou seja kN*(g)k™! =
N*(g) para qualquer ¥ € K(g). De fato, tomemos k € K(g), n € N*(g) com
k = diag(Ch, ...,C.), n = (A;;) e a mesma estrutura de blocos que g. Entdo o termo
genérico na entrada (i, j) de knk™! & C;A;;C;". Portanto, 1,, = C;A;;C;" e dependen-
dodenteremosque(J,—x‘lijcj_1 =0sei<jenc N (gjousei > jen € N¥(g).
n

Observacao: O grupo nilpotente N~ oposto a Nt que intervém na decomposicao
de Iwasawa contém N~ (g) o que implica a inclusio das érbitas N~ (g)wby C N~ wh.
Segundo a decomposicao de Bruhat, temos que as 6rbitas N~ wby, w € W, sao as
variedades estdveis nos pontos fixos hiperbdlicos why correspondentes a elementos h €
A* (cAmara de Weyl positiva) e cobrem a variedade flag maximal F. Em dualidade,
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as Instdveis sao dadas pelas 6rbitas Ntwhy,w € W. Ao contrério disto, as érbitas
N~ (g)wbo, com w € W, nao necessariamente cobrem F nem wbq s3o os pontos fixos de
g- Em geral, o mimero de N*(g)- érbitas pode ser infinito como é mostrado abaixo.

Exemplo: Seja F a variedade flag maximal definida em R® e a estrutura de blocos
dado por

g = diag (e"‘ (cosby + isinby), e, e*(cos by + isin bz))

em relacao a base 3 = {e;,eq,€3,€4,€5} com a; > u; > ay. Tomemos z fora do
subespago gerado por {e;, €2, €3,€5}, T = aey + bes, 0 # a, b € R e definamos o flag

b, = (ger{e1} C ger{e;, e2} C ger{er, €9, €3} C ger{ey, €, €3, z}).
Sejan € N™(g), " € N~ eu € K(g). Essas matrizes se escrevem em relagio a 3 como:

1 0 0 0 0 1 06 0 0 0
0 1 0O 00 c; 1 0 0 0
az; Q32 1 00 ) C31 C39 1 0 0
@1 a2 ag3 1 0 Cn €2 c3 1 0
as; asa as3 0 1 Cs1 Cs2 Cs3 Csq 1
e
COs b] —sin b1 0 0 0
sinb; cosb; 0 0 0
0 0 1 0 0 s
0 0 0 cosby, —sinby
0 0 0 sinby cosb,

respectivamente. A quarta componente do flag
nb, = (ger{ne;} C ger{ne;,nes} C ger{ne;,nes,nez} C ger{nej,nes,nes,z} C ...)

nao ¢ afetada por n, pelo que N~ (g)b,, com = € ger{e,, es} fornecem as érbitas distintas
que procuramos. Por outro lado o subgrupo N~ nao necessariamente est4 contido em
N~(g)K(g)- De fato, o produto a seguir nu

cosby —sinb; O 0 0

sinb; cosh 0 0 0
a3y a3z 1 0 0
&41 &42 5,43 CcOs b2 — sin b2
651 &52 &53 sin b2 COs b2

nao envolve as entradas de 7t para cy; # 1, cs4 5 1, em vista que ¢p1,¢54 € R. Apesar
de ndo existir a inclusio N~ C N~ (g)K(g), existe a inclusdo das 6rbitas no flag
maximal, como é fornecido pelo seguinte:

Consideremos o subgrupo de Cartan B;(g) correspondente & subdlgebra de Cartan
b;. E evidente que N~ C N~(g)Bi(g). Portanto, N~wby C N~ (g)Bi(g)wby. Assim
falta verificar apenas que B;(g)wby = K(g)wby. Para tal, iniciamos com o seguinte:
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Lema 1.1.5 Seja V = ger{e;,, ..., €; } um subespaco de R® gerado pelos vetores bdsi-
cos que diagonalizam g. Tomemos h € By(g). Entao existe u € K(g) tal que uV = hl".

Demonstracao: Seja R =V, @ --- ® V. a decomposicio de R? em subespagos de
dimens3o 1 ou 2 dada pela estrutura de blocos de g (auto-espagos de g). Como a base
B3 = {e1,...,eq} € a que coloca g nessa forma, segue-se que

V=(VnW) e --&(VnV). (1.2)

porque V' & gerado por vetores bdsicos. Por outro lado, o fato de que h € B;(g) implica
que hV; =V, para todo? =1,...,e. Dai que

KV = (h(VﬂVl)) @ (h(an;)).

Na suma direta (1.2) as componentes V N V; sao de dimensao 1 ou 2. Agora, pela
definicdo de K(g) existem uy,...,u, € K(g) tais que a restricio u; a V; é a identidade
em V; sei # j etal que us(VNV,)) = h(VNV,) para todo i = 1,...,e; e é suficiente
tomar restricoes a V; e estende-los ao espago tudo como sendo a identidade. Portanto,
tomando u = u; ... u,., segue-se que uV = hV. |
Observacao: A escolha do elemento u € K(g) foi de tal forma que u = 1 nos sube-
spacgos (basicos) que nao interceptam V.

Lema 1.1.6 Para cada w € W, tem-se N~wby C N~ (g)K(g)wbp. Em particular,
N=(g)K(g)bo € uma vizinhanga de K(g)bp densa em F.

Demonstracao: Seja w € W a permutagio (i; ... ig) € bg o flag canénico
bo = (ger{el} C ger{el,ez} c---C ger{el, N ,ed},

logo a acao de w sobre by &€ dado por:
wby = ger{e;,; } C ger{e;,,e,} C--- Cger{ey,...,€i,}-

Se denotamos por W; = ger{e;,,...,e; } temos que o flag definido acima pode ser
escrito como

’wb()=(W.1 CW2C"'CW4).

Em vista de que temos a provar que B;(g)wby = K{g)wby, tomamos hwby € B(g)wby,
com h € Bi(9); j& que a inclusio contrdria é ébvia porque K(g) C Bi(g). Portanto,
resta mostrar que existe um u € K(g) tal que uwby = hwby. Para tal, considera-se os
flags parciais

bj=(W’1 CW2C"‘CWJ‘)

e no que segue, a prova serd feita por inducao sobre j.
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e Para j = 1, temos que b; = W;. Se tomamos a decomposicao de R¢ = V; &
-+- @ V,, o Lema 1.1.5 fornece um v € K(g) tal que uW; = hW; e v = 1 nos
subespagos V; que interceptam W; trivialmente. Isto &, se Wi NV = (0).

o Agora, suponhamos que a conclusio também seja vélida no nivel j. Isto &, existe
u € K(g) tal que ub; = hb; e u = 1 em V; se W; NV, = (0). Mostraremos entzo
que esta conclusao também ¢ vilida para o nivel j + 1; ou seja, existe 4 € K(g)
tal que ub; 1 = hbjyy et =1 em V; se W;1; NV, = (0). De fato, em vista da
decomposicio R® =V, @ --- @ V. temos que

Win=W;unWV)®--- & W1 NVe).

Logo, se tomamos os indices 7 tais que W1 NV, # (0) temos duas possibilidades
a tratar:

(@) Se W;NV; # (0) para cada indice i tal que W; 1NV # (0). Ent3o existe i tal
que V;,NW; # (0) e no entanto, V;, nao estd contido em W;. Caso contrario,
Vi C W; para aqueles i's. Mas, isso forca a que Wiy, =V, ®@--- @V, e
como os subespacgos V; C W, temos que W; = W;;,, o qual é um absurdo.
Para o indice 3p a dim V;; = 2 e W;;; = W; +V;, porque dim V;; = 1 fornece
que V;, C W;. Também é claro que uV;, = V;, e hV,; =V, pela estrutura
de blocos que eles tem. Dai que

’U,Wj+1 = UW; + u'Vio
= hW; + hV,,
= hW;i.
Portanto, ub; = hb;1+1. Além do mais, u se restringe a identidade nos sube-
spagos basicos que nao interceptam W, ,. Portanto, deve-se tomar 4 = u.

b) Existe um indice %o tal que W; NV, = (0) e no entanto, W1 N V;, # (0).
7
Entao
=W e (Winnv,),

jé que (0) = W; NV, = W; N (W;41 N V). Logo, define-se i como sendo u
em W; de tal forma que

WWip1 NVy) = AW N V).
(e é claro que @& = 1 nas demais componentes basicas). Esse i é o desejado.

Para uma outra prova, é suficiente considerar o caso w = 1; porque para w # 1 s6
temos uma mudanca da base € o mesmo argumento funciona. Para isso tomamos os
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niveis j — 1, 7, 7 + 1 onde nu e n sao representados:

nue;.; = Oe; +---+ COSb'_Llej_l + sin bj_l,lej +aji1,5-1€5+1 + e Ay ;—1€n
nue; = Oe; +---—sin bj_.l,]ej._l + COS;j—1.1 €5 + Qj+1,5€5+1 +--- 4+ Qn j—-1€n
nue;jy = Oe; +---+ 06_,-_1 + Oej +ejp1+-+anj16n

€
nej-1 = Oer+---+ej1+ 616 + G181+ + Cnjoien
r"zej = Qe;+---+ Oej_l +e€; + cjp1 €541+ -+ + Cpj€n
nejp1 = Oep+---+0e; + €11 + Ciya 1842 + - -+ Cnjriln,

respectivamente. Logo, para o flag canénico by temos os flags

(---ger{...,nuej_1} C ger{...,nue;_1,nue;} C ger{...,nue;_1,nue;,nue;41}---)

(---ger{...,fiej_1} C ger{...,niej_1,7ie;} C ger{...,fie;_1,7ie;,fi€j11} )
Segue-se que {...,nue;_1} e {...,1/cosb;_11nue;_,} definem o mesmo subespago ve-
torial e para b;_1,; = 27 as tltimas trés equacoes se adaptam as primeiras. Portanto,
o segundo flag pertence a N~ (g) K(g)bo- |

O exemplo anterior também mostra que as érbitas N~ (g)wby, com w € W nao
cobrem F, e é por isso que se considera o subgrupo N~ (g)K(g).

Lema 1.1.7 As drbitas N~ (g) K(g)wbo, w € W, cobrem F e sdo mutuamente disjuntas
a menos que K(g)wibp = K(g)wabe.

Demonstracao: A primeira parte decorre do Lema 1.1.6 € de observar que as N~-
6rbitas dos flags especiais wby, cobrem a variedade flag devido & decomposicao de
Bruhat. Para a segunda parte, supomos que
N~(g)K(g)wibo N N~ (g) K(g)w2bo # 0.
Ent3o existem n; € N~ (g) e u; € K(g), i = 1,2, tal que
nlulwlbg = TL2U2’LU2b0.
Multiplicando essa igualdade por u;n; ! € colocando n = u;n;  'nyuy, u = uy tu,, temos

que
nwlbo = ’wl.U2b0
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com n € N7 (g9),u € K(g). Aplicando g* nesta igualdade e fazendo k, — +oc;
para alguma subsequéncia k;, temos que g*'nw, by converge em K(g)w,by porque este
conjunto é compacto, g-invariante e g¥'ng=% — 1. Por outro lado, ¢g* aplicado ao
lado direito pertence a K(g)wabo, ou seja K(g)wsby intercepta K(g)wibo. Portanto,
essas Srbitas devem coincidir. Em forma similar, o resultado vale com N*(g) no lugar
de N~(g). Basta usar os mesmos argumentos com a variante g*ng~* — 1, com
n € N*(g) quando k¥ — —oo. |

Serao apresentadas agora variantes de alguns conceitos de sistemas din&micos
definidos para fluxos em espacos métricos dados em [4]-

Definigao 1.1.8 O conjunto w-limite de um subconjunto Y C F em relacdo ao difeo-

morfismo ¢ é N
w(¥)=(fe (U ¢"‘(Y)) ;

m>n

onde fe denota o fecho topoldgico. De forma similar, o conjunto a-limite é dado por:

oY) = h fe (U ¢”‘(Y)) .

n=—1 m<n

Notemos em geral que w(Y') pode ser maior que a uniao de todos w(y) comy € Y.
Como F é compacto a propriedade da intersecio finita garante que w(Y') # 0, compacto
e ¢-invariante. Os conjuntos o-limite sao os conjuntos w-limite para o difeomorfismo
#~!. Um ponto z € F é chamado recorrente, se z € w(z).

Por outro lado, y € w(Y) se, e somente se, y € fe (Um_>_n ¢™(Y)) para cadan €
N. Fixado k € N e a bola B(y,1/k) em relagdo a qualquer métrica definida em F
compativel com a topologia da variedade, temos que:

B(y,1/k) N (U <1>"‘(Y)) £0, VneN

m>n
Logo, existem
Yn, € B(y,1/k) N ¢™(Y)
com ng > n. Mas y,, = ¢"™*(,,), Zn, €Y. Dail que ¢"*(z,,) — yseny — +oc e

w(Y)C{yeF:In, — 400, e zy, €Y, tal que, ¢™(zn,) — y}-
Reciprocamente, para ¥ no conjunto do lado direito existe ny — +o0,e z, €Y

tal que ¢™(z,,) — y. Sendo assim, para um aberto U 3 y existe ng € N, tal que
@™ (z,,) € U para n; > ng. Dal para n; > max{n,ng} obtém-se que
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¢™(za,) € |J 4™(Y).

m>n

Portanto, temos provado a inclusao contréria e os conjuntos w, a-limites definidos
acima, podem ainda ser colocados como:

wY) = {yeF:3n — 400, ez, €Y, tal que, ¢"*(z,,) — y}
e

aY) = {yeF:dn — —o0, ez, €Y, tal que, ¢"*(z,,) — y}

Lema 1.1.9 As orbitas K(g)wbg sdo os conjuntos w-limite das orbitas N~ (g) K(g)whe,
para cada w € W. De forma similar eles sdo a-limites das drbitas N*(g) K(g)wbe.

Demonstracgao: E s6 usar o fato, g"zg™™ — 1 se m — +o0, com = € N=(g).
Antes de mais nada, provaremos a relacio:

N (U grng" (K (g)wbo)) C K(g)wby, 7 € N~ (g).

n=1 \m>n

De fato,

ze fjl (U gmig™™ (K(g)wbo)>

m>n

se, e somente se,
T € U grag™™ (K(g)wbo), VkeN

m>k

se, € somente se, existe my; > k tal que
T € g™ g™ (K(g)wbo), VkeN
se, e somente se, existe my > k, 2z, € K(g)wbp tal que
z=g"™ng ™ (2m,), Yk eN

Dai, pela compacidade da érbita K(g)wby, existe uma subsequéncia (my,) tal que
Zm,, — % € K(g)wbo. Mas,

— . mg, = . —mk (.. —_
z=_lim g™ag ™ (zy, )=z
mkl—o+oo
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Portanto, z € K(g)wbe. Usando este fato temos que

w(N‘ (g)K(g)wbo) = [fe ( U™ (v- (Q)K(Q)Wbo))

= ﬁfe(U U g n(K(g)w%))
1 m>n #AeN~(g)

n= m>n fREN ~(g)

_ ﬁfe( U Ugag (K(g’“’b“)>

— ﬁfe(U U ™A ("‘K(g)’w”O))

n=1 nEN— (g) m>n

ﬂ( U fe(U gmig™™ (K(Q)Wbo)))
n=1 \REN—(g) m>n

ﬂ( U U fe(g™ng™ (K(g)who)
n=1 \RcN—{(g)m>n

m )
- n( U (Yo tstopn )
)

N

N

n=1 \fieN~(g) \mzn
oo
= U (ﬂ (U gmag™™ g)wbo))
neEN-(g) \n=1 \m2>n

= U K(g)wby (pelo primeiro fato)
neEN(g)
= K(g)wby.

Reciprocamente, dado z € K(g)wbp temos que = € g" (K(g)wbp). Logo

T=g(@1)=...=g"(Z) = ...

com z; € K(g)wby C N~ (g)K(g)wbe. Portanto, z = lim, 100 g"(Zn), assim z €
w (N~ (9)K(g)whp). A segunda parte & similar, j4 que basta usar o fato, g™ng™ — 1
se m — +oo para cada n € N*t(g). |

Observacao: O seguinte fato é da teoria geral, mas convém colocar em evidéncia. Se
z € N~ (g)K(g)why, entao a sequéncia g*z se acumula em K (g)wby porque g*ng=* —
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1se k — +4oo en € N~ (g). Portanto, os conjuntos w-limite de z arbitrrio em F
para a g-ac3o, estao contidos em K(g)wby, w € W. Pela mesma razao, os conjuntos
o-limite em z, estao contidos em K(g)why, se z € N*(g)K(g)wbe. Por conseguinte,
as orbitas K(g)wby, w € W, contém todos os conjuntos w € a-limites para a g-aco .
Agora estamos no ponto de introduzir o conceito dos atratores e repulsores.

Definicao 1.1.10 Um conjunto invariante compacto A C F é um atrator para um
difeomorfismo ¢, se este admite uma vizinhanca N tal que w(N) = A. De forma
stmilar, um repulsor é um conjunto R C F invariante sob ¢, compacto e gque tem uma
vizinhanga N*, com a(N*) = R.

Como uma consequéncia do Lema 1.1.9, via esta defini¢io, temos que A = K{(g)bo
¢ um atrator de g porque N~(g)K(g)by é uma vizinhanca que o contém e mais ainda
este contém a componente aberta de Bruhat. Fazendo um paralelo com os fatos ap-
resentados em [22] ou [18], o repulsor seria a érbita K(g)wgby, onde wg é a involugao
principal de W, isto &, o tinico elemento de W que satisfaz wo(X) = —X. Ou também,
serd que para alguma ciAmara de Weyl induzida por algum sistema simples de raizes se
tenha wo(K(g)by) como repulsor. Existe um resultado, de cardter geral, que permite
detectar o repulsor a partir do atrator correspondente a um difeomorfismo.

Lema 1.1.11 Para um atrator A, o conjunto A* = {z € F : w(z) N A = 0} é um

repulsor chamado de repulsor complementar. Entdo (A, A*) é chamado de um par
atrator-repulsor.

Demonstragao: Veja [4]. |

Usando o lema anterior € o que provaremos abaixo, podemos capturar alguns ou
todos elementos de A*. Alids, tal resultado permite mostrar que as érbitas K(g)wbp,
w € W formam uma decomposi¢io de Morse.

Proposi¢ao 1.1.12 Seja z € N*(g)K(g)wbo tal que nao pertenca a K(g)wbo. Entao

ndo existe sequéncia de inteiros k; > 0 tal que gz converge para um ponto em

Demonstragao: Suponhamos que exista uma sequéncia de inteiros &; > 0 tal que,
g"'r — uwby, u € K(g).

Pelo Lema 1.1.4, podemos escrever z = niiwby = tfiwby com @ € K(g), n,7 € N1t(g)
e tal que nwby ¢ K(g)why porque z ¢ K(g)wby. Também g = kh com k € K(g) e
h € A{g). Tomando uma subsequéncia, podemos assumir que k*¥m — vy em K(g)
(pela compacidade). Ento, temos que

u”lahFim fapby = k’k‘mu_lgk'mx — Uy Lwby,
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e dai
R*im by — uit vy € K(g)wby.

Portanto, a conclusao segue do lema a seguir. [

Lema 1.1.13 Seja h € A(g) a parte diagonal do elemento regular decomposto g.
Tomemos x = nwby, com n € N*(g) tal que x ¢ K(g)wbo. Se w(z) denota o conjunto
w-limite de z sob a a¢do de h, entdo w(x) N K(g)wbe = 0.

Demonstragao: A idéia é, encontrar uma funcao f € C*(F) associado a h tal
que seja constante ao longo das érbitas K(g)wbe. Logo, usando o fato de que f é
estritamente crescente ao longo de qualquer trajetdria, que nao seja ponto critico ou
singularidade de grad f em alguma métrica riemanniana, obteremos a conclusao. Para
isso, seja H = log(h) e H o campo vetorial induzido por H através da acio canénica
na variedade flag F. Existe uma métrica riemanniana (métrica de Takeuchi-Kobayashi)
em F tal que H seja o campo vetorial gradiente de alguma funcao f. A construcao de
[ é uma consequéncia de realizar o flag F como a érbita Ad(K)Hp, com Hp € at C s
o espaco das matrizes simétricas de trago zero (veja o Lema 0.3.3 do Capitulo 0). Em
s existe um produto interno (-, -) dado pela forma de Cartan-Killing, isto &, a restri¢ao
a parte simétrica s do produto interno induzido pela involugao 6. Entao

f(Ad(u)Ho) = (Ad(u)Ho, H).

As transformacoes adjuntas Ad(u), u € K, sdo ortogonais em relacao a (.,.) e
Ad(u#)H = H se @ € K(g) pois H tem a mesma estrutura de blocos que @ (autovalores
repetidos aparecem onde % tem autovalores complexos ). Logo,

F(Ad(@) Ho) = (Ad(i)Ho, Ad(@)H) = (Ho, H).

Dai, segue-se que f ¢ constante ao longo das K(g)-6rbitas. As trajetérias de H, s30
da forma Ht(y) = exp(tH)y, em particular a trajetona que passa por £ = nwby é

Hy(z) = e'"ne "M why. Pelo Lema 1.1.3 temos e ne™* — 1 quando t — —oo. Isto
é, Hy(x) — wby se t — —oo. Estes argumentos mostram que Hy(z) ndo & uma
trajetéria constante, ou seja, £ nao ¢é um ponto critico de f. De fato, caso contrario
temos que Hi(z) = wby, se t € R, contradizendo a que z € K(g)wbo. Por conseguinte,
[ & estritamente crescente ao longo de H, (z). Portanto, usando novamente o fato que
H,(z) — wby quando t — —oo temos que f(nwbg) > f(wby) € como f é constante
em K(g)wbp segue que

Jm f (Hy(z)) > f(nwbo) > f(wbo) = f(uwhy), para u € K(g)

e dai temos que nenhuma subsequéncia de Hy(z) pode-se acumular em K (g)wby quando
t — +oo0. a
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Observacao: Para cada z € N*(g) K(g)wbg fora de K(g)wby, o Lema 1.1.12 essen-
cialmente diz que w(z) N K(g)wby = §. Portanto, colocando w = 1, pelo Lema 1.1.11
temos que = € A*.

Agora estamos no ponto de definir os conjuntos estdveis e instdveis de subconjuntos
compactos e invariantes.

Definicao 1.1.14 Seja ¢ um difeomorfismo de F e Q C F um subconjunto compacto
e invartante. O conjunto estdvel de ¢ em Q é aquele formado pelos elementos x € F,
tal que ¢*'(z) converge em Q se k; — +o0, para alguma subsequéncia (k;),. Isto é

W,(Q)={z €F:3 k, — +oo, tal que ¢"(z) converge em Q}
e o dual instdvel é definido por:
W,(Q)={z€F:3 k — —oo, tal que ¢*(z) converge em Q}.

Uma vez que tenhamos definido W,(€2); o conjunto instdvel W, () é simplesmente
o conjunto estavel do difeomorfismo ¢™*.

Em termos desta linguagem, podemos interpretar as 6rbitas N*(g) K (g)wbo, como
sendo os conjuntos estdveis e instdveis do elemento regular decomposto g associa-
dos a 6rbita K(g)wbe. De fato, ambos conjuntos estao contidos em W, (K (g)wbho) e
W.(K(g)wbg) respectivamente; e as inclusdes contrarias decorrem de:

e Se £ € W (K(g)whp), entao ghz — y € K(g)wbp, para alguma subsequéncia
k;, — +oo. Por outro lado, como as N~ (g)K(g)-6rbitas cobrem a variedade
flag, tem-se que z € N~(g)K(g)wobo para algum wo € W, ou seja, = nuwpby,
n € N7(g),u € K(g). Também, g*'ng™™ — 1 se k; — +oo ( Lema 1.1.3 ).
Logo, para alguma subsequéncia (ki ), temos g*= (z) — 3 em K(g)wobo, mas
g"m () — y em K(g)wby. Portanto, §j = y e z € N~(g)K(g)wbo. Mais ainda,
esses conjuntos estiveis sao subvariedades imersas quasi-regulares em virtude do
Teorema de Stefan-Sussman.

e Se z € W,(K(g)wbo), entao g*(z) — y € K(g)why, para alguma subsequéncia
ki — —oc. Logo, pelos mesmos argumentos anteriores obtem-se a conclusao.

Tudo 1sto é resumido no

Lema 1.1.15 As drbitas N~ (g) K(g)wbo, N*(g) K(g)wbo sdo as variedades estdveis,
instdveis de g respectivamente em relacdo & 6rbita K(g)wby.

Demonstracao: Feita acima. |
Observacao: Por agora, nao precisamos estudar a hiperbolicidade das K{(g)wbp-
érbitas em relacao ao elemento regular decomposto g; j& que as N*(g) K (g)wbg-6rbitas
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sao subvariedades. No que diz respeito as bifurcagoes , eles podem ser obtidos pertur-
bando o elemento regular decomposto em mencao, até quebrar sua estrutura; alids é de
esperar uma mudanca nas variedades estiveis (perturbagbes das variedades estdveis).

No que diz respeito & definicdo de conjunto estével, existe uma versio mais usual a
qual é definida como:

W,(Q) = {z € F: d(¢"(2),Q) — 0, se n — +oc}.
A relacao entre estas duas versoes é dada pela inclusao:
Wi(Q) € Wi(9).

De fato, se £ € W,(Q) temos que d(¢"(z), ) — 0. Dai, para k € N, existe n; € N
tal que d(¢™(x), Q) < 1/k. Mas

d(¢™(z),Q) = inf{d(¢™(x),2) : z € Q},

logo fazendo c,, = d(¢™*(z),Q2) e tomando € = 1/k — ¢y, existe a,, = d(¢™*(z), zn,)
com 2, € Q tal que ¢,, < ap, < 1/k. Sendo 2 um conjunto compacto, existe uma
subsequéncia z,, — 2z € (2. Dai, fixando ¢ > 0 e usando a relacdo

d(¢nk (xnk)7 z) S d(¢nk (mnk)7 zﬂk) + d(znk7 z)’

existem ng, Mg € N tal que
€ 1
d(znkl,z)<§, Vg >n e —<

Portanto, tomando 7p = max{ng, Mo}, Nk, > fig temos que:
d(¢™(x),z) < =

Quanto a reciproca, para x € W,(Q) existe ny — +oc tal que ¢™*(z) — 2z € Q. Dito
isso, dado ¢ > 0 existe ng € N tal que d (¢™*(z),z) < . Mas

d(¢™(2), ) < d(¢™(z),2) <e.

Portanto, d (¢™(z), 2) — 0, mas n3o necessariamente = € W,(€2).

Apesar disso, na situagao das variedades flag e elementos regulares decompostos os
dois conjuntos coincidem. Caso contrario, para x ¢ W (K (g)wbg) existe € > 0 e uma
subsequéncia (n)x tal que d(g™z, K(g)wbg) > €. Por outro lado z € W (K (g)wbe) =
N~ (g9)K(g)wbo, implica z = nuwbg, n € N~(g), u € K(g). Logo para a subsequéncia
anterior existe ny, — +00 tal que g™ uwby — 2 € K(g)wby, 0 que junto a

d(g™, K (g)who) < d(g™mg ™ g™ uwbo, 3), V € K(g)wbo
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nos fornece que:

liminf d(g™*z, K(g)wbp) = lim sup d(g™*1z, K (g)wbe) = 0,
Tig, —>+00 g, —+00
e dai,
d(g™z, K(g)wbo) — 0
é um absurdo. Portanto, z € W,(K (g)wbp).

Definicao 1.1.16 (a) Uma decomposicio de Morse de um difeomorfismo ¢ definido
na variedade flag F é uma colegdo finita {M; : ¢ = 1,...,n} de conjuntos néo
vazios, disjuntos dois a dots, compactos e invariantes tal que:

(i) Para cada x € F tem-se w(z), a{x) C |JM;.

(ii) Suponhamos que existam M, M;,,...,M; ezy,...,5; € F—J._, M; com
a(z;) C Mj,_, ew(z;) CM;, parai=1,...,1, entdo M;, # M,

Os elementos de uma decomposicio de Morse, sio chamados de conjuntos de
Morse.

(b) Dadas duas decomposi¢ées de Morse {M;, ..., M.} e {M;,..., M.}, diz-se que
{My,..., M.} é mais fina que {Mj,..., M.}, se para cada j € {1,...,n'}. existe
i€{l,...,n} com M; C Mj.

Usando esta definicao temos a

Proposicao 1.1.17 As drbitas K(g)wbe, w € W, formam uma decomposicdo de
Morse para a acdo de g sobre a variedade flag .

Demonstragao: Seja z € F, entdo z € N~ (g)K(g)unbo € z € N*(g)K(g)wsbo, para
algum w;, w, € W, porque elas cobrem F. Dai, pela observacao ao Lema 1.1.9 temos
que w(z) C K(g)wiby € a(zx) C K(g)wsbp . Quanto & condicio (ii) suponhamos que
existam 6rbitas
K (g)wobo, K(g)wrbo, - - -, K(g)wibo
e elementos
Zy,..., o €F— U K(g)wbo
weW
com o(z;) C K(g)wi—1bo € w(z;) C K(g)wbp para i = 1,...,1 tal que K(g)woby =
K(g)wby. Por outro lado, g = hu com h = exp(H) € A(g) e u = exp(X) € K(g).
Seguindo a demonstracao do Lema 1.1.12, é possivel encontrar uma funcio f € C(F)
associado a h tal que:
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e f & constante ao longo das érbitas K(g)wby.

e f & estritamente crescente ao longo de qualquer trajetéria, que nao seja ponto
critico ou singularidade de grad f.

e f é estritamente decrescente ao longo de qualquer trajetéria, que ndo seja ponto
critico ou singularidade de —grad f.

Dito isso, tomando um representante w;w;by € K(g)w;bo, ¢ = 1,2,...,[, e usando o
fato,
!
z; ¢ U K(g)wibo
i=0

temos o seguinte:
o(z1) C K(g)wobo, w(z1) C K(g)wibo implicam:

S (wawibo) < f(21) < f(uowobo)
o(z2) C K(g)wibo, w(zz) C K(g)wsb implicam:

f(ugwabo) < f(z2) < f(urwibo)

a(z:) C K(g)wi-1bo, w(z:) C K(g)wibo implicam:

fluwib) < flz:) < f(uim1wi—1bo)

a(zi_1) C K(g9)wi-2bo, w(zi-1) C K(g)wi-1bo implicam:
fluwiabo) < f(zim1) < f(w-2wi—2bo)
a(z;) C K(g)wi—1bo, w(z) C K(g)wibp implicam:
fwwibo) < f(z1) < f(w-1wi-1bo)-
Logo, se K (g)wobo = K (g)wibo temos que a relagio
fluginbo) < f(z1) < flu—1wiabo) < -+ < fwawibo) < f(z1) < f(uowobo)

fornece um absurdo:
fuowobe) < f(uowobo)
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desde que f(wwibo) = f(uowobo). Portanto,

K (g)wobo # K(g)wibo.

Mais ainda, essa cadeia de desigualdades nos permite concluir que quaisquer duas
érbitas K(g)wibe, k = 1, j, satisfazendo a condicao (ii) sdo distintas. |
Observacao: A decomposicao de Morse K(g)wby, w € W, ndo é necessariamente a
mais fina em vista da dependéncia dos autovalores de g. Isto é, por exemplo se tomamos
w = 1, entdo = = u3bp é um elemento de K(g)be; logo para um elemento genérico
y = dby tem-se gty = g*uby = h*uFuby. Portanto, a escolha de uma subsequéncia
ny — +oo tal que gy — z, depende do argumento dos autovalores complexos
de u e u;. Embora, se cada z € K(g)wbp estd em algum w(z,) com z, € K(g)wby,
obtém-se que dita decomposicao de Morse é a mais fina. De fato, tomemos uma
outra decomposicao de Morse { M, ..., M;}. Pela condigio (i) da definicio 1.1.16,
K(g)wbo C |, M;. Seja M; = |J M;; a decomposi¢ao em suas componentes conexas,

logo
K(g)wbo C L_)(U M,—J.).

Sendo dita 6rbita conexa, necessariamente temos que K(g)wbp C M, . Portanto,
K (g)'U)bo C Mi*

A questao que se levanta, produto desta analise, é saber onde estao localizados
os elementos regulares. Por enquanto, podemos ver rapidamente que o conjunto de
elerentos regulares decompostos formam uma uniao de cones na subilgebra de Cartan
b C sl(d,R). E um cone de Lie. Em vista que subdlgebras de Cartan fornecem
decomposicoes de sI(d,R) ou sl(d, C) em espagos de raizes a pergunta é: se cada cone
desses pode ser descrito como a cAmara de Weyl de um sistema de raizes apropriado?
Que significa uma cimara positiva? Desta forma seria possivel obter decomposigoes
infinitesimais e globais paralelas as decomposicoes de Iwasawa, Langlands, etc.

1.2 Variedades Flag e Elementos Regulares

Nesta secao, relacionaremos elementos regulares decompostos no interior de semigru-
pos com os conjuntos de controle associados a tais semigrupos através dos conjuntos
limite apresentados anteriormente. Para tal, seja S um subsemigrupo de interior nao
vazio em SL(d,R), agindo sobre a variedade flag maximal F como um semigrupo de
difeomorfismos. Daqui em diante, salvo mencao contréria, assumiremos que g € intS
é um elemento (*)-regular decomposto € by o flag canénico. Se formula o seguinte

Lema 1.2.1 Sew € W ¢é uma permutagdo, denotemos por D,, o conjunto controle que
contém wbo. Entio K(g)wby C (Dy),-
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Demonstracao: Sendo g regular, existe uma base 3 em relacao a qual ele pode ser
escrito na forma:
A

g= - 3
A,

onde A; é uma matriz bloco, 1 X 1 ou 2 x 2 tal que |4;| > --- > |A.|. Logo, temos
que g*> € intS tem os blocos A? ou seja det A> > 0. Portanto, podemos escrever
g*> =kX =)k com X € A(g) e k € K(g). Isto implica que o subconjunto

T={keK(g):3 AeAg), com kX €intS}

¢ aberto e nao vazio. De fato, para k € T, existe A € A(g) tal que kA € intS, portanto,
T # §. Consideremos a translagao L, : K(g9) — SL(d,R). Entao existe um aberto
U C K(g) contendo k e portanto, k € U C T. Em vista que K(g) comuta com A(g),
temos que T' é um semigrupo. Pela compacidade de K(g), segue-se T = K(g) (veja
[9]). Por outro lado, se k € T, entao existe A € A(g) tal que k) € intS e como ) fixa
wbg por ser diagonal, segue que

Twhy C (intS)wby C Swhy.
Sendo T" um subgrupo, pelo mesmo argumento anterior consegue-se
Twby C (intS~)wby C S~ why.
Portanto, pela Proposicio 2.7(c) [22], segue-se
K(g)wbg C (intS)wbp N (intS™1)wby = (Dy,),

pois why € (Dy),- |

O lema anterior permite localizar as érbitas K(g)wby nos conjuntos controle corre-
spondentes ao semigrupo S que contém o elemento regular decomposto g. Um préximo
passo é caracterizar tais 6rbitas em termos dos elementos contidos nesses conjuntos de
controle.

Proposicao 1.2.2 Seja g € intS um elemento regular decomposto. Se w € W é uma
permutacdo, denote por D,, o conjunto controle contendo wby. Entdo

U K@duwc =) (N (@)K(g)bwbn N (9K (g)dwh), (13)
BEW(S) 1,2 €W (S)
onde

Qu={z€Dy:g°x€D,, ¥V keZ}
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Demonstragao: Para w € W(S), pelo Lema 1.2.1 temos que K(g)wwby C Dy,.. Mas
(dw)w = w € W(S), segue-se que Dy, = D,,. Portanto, tem-se a primeira inclusao
de (1.3). Para a outra inclusao, tomemos z € D, tal que g*z € D,, para k € Z. Entao
pelo Lema 1.1.7, existem w;, ws € W tal que £ € N~ (g)K(g)wrbo N N1 (g) K(g)wabo.
Em cada caso temos que:

e Se z € N~ (g9)K(g)w,bp, segue-se dos Lemas 1.1.9 e 1.2.1 que w(z) C K(g)urby C
intD,,. Também w(z) C fe(D,,), e dai que w(z) C int(D,,) N fe(D,,). Logo,
Dy, = D,;, mas segundo o Teorema 0.3.4 tem-se wy = W w, com w; € W(S).
Portanto, z € N~ (g) K (g)uwnwbe, com w, € W(S).

e Se z € N*(g)K(g)wsbo, pelo mesmo argumento (Lemas 1.1.9 e 1.2.1) temos
que a(z) C K(g)wsbe C int(D,,). Em forma andloga a parte anterior tem-se
a(z) C int(D,,) Nfe(D,). Portanto, z € Nt (g)K(g)wewby, com s € W(S)

Destes dois itens segue a inclusao

e | (N_(g)K(g)'u"lebo AN+ (g)K(g)zbzwbo).

w1, B2EW(S)

Para mostrar a inclusao contrdria, tomemos
z € N~ (9)K(g)drwbo N N*(g) K (g)sbo,
para alguns W, Ws € W(S). Segue-se que
w(z) C K(g)hwhy C mt(D,) e a(x) C K(g)wewhy C int(D,;).
Tomando z; € w(z), 22 € a(z) temos que g™z — 2; € g™z — 2, para subsequén-
cias my, ny — +00. A ideia é provar que D, U {z} C fe(Sz), para z € D,,U{z}. Pois,

pela maximalidade teremos que « € D,,. Para tal, tomando z € D,, U {z} temos duas
possibilidades:

e Se z € D, pela definicdo de conjunto de controle D,, C fe(Sz), logo devemos
verificar que z € fe(Sz). Para isso, usando o fato z, € (D, )¢ temos que

(Dyw)o = (intS)ze N (intS) ™'z,

€ como zy = limy,,_, 100 g~™ existe mp € N tal que g™™oz € (intS)z,. Isto €,
z = g™ohzy com h € S. Por outro lado 2, € D,, C fe(Sz) (definicio de conjunto
de controle) implica que 23 = limg_. 400 hx2 com hix € S e, portanto, obtemos a
conclusao
— g™ 3 2= 1 my .
r=9 Oh(kiu-{r-loo hk ) kllvgloo (g Ohh}.g),

pois, g™ohhy € S.



e Se z = z, provamos que D, U{z} C fe(Sz). Tomando y € D,,U{z}, apresentam-
se duas possibilidades. Primeiro, para y € D,, C fe(Sz;) temos que y =
limg_, o hr 21 com by € S. Por outro lado, 2; € (D,,)¢ fornece:

(D)o = (intS)z; N (intS)™12;.

Mas z; = limp, 100 ™, logo existe ng € N tal que g™z € (intS)~'z, para
ny > np. Dai que, fixando ny, temos que z; = hy,g™ oz para algum hy, € intS.
Portanto, a conclusao é satisfeita:

y= kLl{ir-loo hk hkog ko z,

pois, hkizkog"ko € §. Para o segundo caso, y = z, aplicando o argumento anterior
a 29 € (Dy)o obtemos que

(Dw)o = (intS)z2 n (intS)-122.

Mas 2z = limy 100 ™, logo existe mg € N tal que g"™x € (intS)z; para
my > me. Dai, fixando um m, temos que z = g™ohzy. Também, pela transitivi-
dade de intS em (D,;)o existe h € intS tal que zp = hz;. Portanto, devido a que
z1 = limy,, 1o g™ temos que

x= lim g™o hir,g"kx,
N} —+00

pois, g™ohhg™ € S.

Com isso fica mostrado que D,, U {z} C fe(Sz), para z € D,, U {z}. Portanto, z € D,
e s6 falta mostrar que ¢g"z € D, para n € Z. O elemento regular decomposto g
contral ou expande as variedades estdveis ou instdvels correspondentes. Mais ainda,
devido a que este elemento regular decomposto deixa invariante as variedades estiveis
e instdvels, a hipétese de que g"°z ¢ D,, para algum ng € N fornece um absurdo, ja
que g"°z estando nas variedades estdveis ou instdveis, o argumento anterior mostra que
g™z € Dy, |

Agora, associaremos a elementos do grupo de Lie SL(d, R), a certas variedades flags.
Em particular, para elementos no interior de um semigrupo é possivel fibrar a variedade
flag associada ao semigrupo por aquela variedade flag correspondente a dito elemento.
Dito isso, cada matriz g € SL(d,R) pode ser decomposta como a soma g = s+ n de
uma parte semi-simples s e outra nilpotente n através dos blocos reais de Jordan e em

relacdo a uma base (3:
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1 a —b
A b a

Isso fornece ao nivel do grupo SL(d,R), uma decomposicao de Jordan multiplicativa
do elemento mencionado:

9 = GsGu = Guls (gs =8,0u = 1+ 8_17’2,),

onde g; é a parte semi-simples e g, a parte unipotente. Em vista que os autovalores
de g podem ter multiplicidade maior que um, chama-se & soma dos espagos correspon-
dentes ao mesmo autovalor de auto-espaco generalizado. Ordenemos os autovalores
de tal forma que seus valores absolutos sejam decrescentes. Com esta ordenacao dos
autovalores, seja Vi,...,V; os auto-espagos generalizados e coloquemos r; = dim V.
Isto nos fornece um flag canénico:

bb=WVcVi+WVC---CVi+---+V,)

que determina uma variedade flag F(g) = F(ry,m +79,...,71+---+75) do qual by é um
elemento. Por construgdo, by é um ponto fixo de g (os espagos V; sao g-invariantes).
Mais ainda, devido a ordenacao dos autovalores, segue-se que bg € o atrator de g em
F(g), porque a estrutura de blocos de g permite encontrar um subgrupo nilpotente
N~ (g) de matrizes triangulares inferiores e nesta érbita aberta e densa N~ (g)bo tem-se
g™z — by quando n — by.

Seja IF, a variedade flag maximal e denotemos por 7, a fibracao

7g : F — F(g)
que a cada flag
Wc--CcWyaCW,, CWoynC---W1aCW,, CW, y1C---CW)

faz corresponder o flag
(erl c---C Wrs)7

onde dim W; = i. Com estas notacoes temos o
Lema 1.2.3 A fibra 7, (bo) € o produto cartesiano de variedades flag:
F(Vi) x F(V3) x - x F(V,),

onde F(V) denota a variedade dos flags completos de subespagos de V. Mais ainda,
7, (bo) € a fronteira maximal do grupo semi-simples SL(ry,R) x -- - x SL(r,,R).
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Demonstracao: Seja o flag
b=WCc---CWyaCW, CW nwC---CW, 1, CW, CW, ;1 C---CWy)
um elemento de 7, !(by), entdo 74(b) = by, significa:
W, cW,C---CcW,)=(cWV+WcC---CWV+---+ V),
ouseja W, =Vi+.--+V,i=1,...,s edmW, =i. Logo,

7r;1(60) = {W’l e CWoaaCVICW - CW ,CV,CW, 1 C W:i)}-

onde dim W, = i. Agora, se tomamos um produto interno em R?, tal que os subespacos
V; sejam ortogonais entre si, obtemos

W1'1+1 = Vi @ Vil
Wie = i@V @eW,
s = V1@ VfL @ W:{+1 & W’;§+2

Vi+h = ieVireW , @---eW,
Wr2+l == W;-2 @ W,.Jz-
Wi = W,eWioW,;

ro+1

Vi+Ve+Vs = WooWieoW,,, &---aW,

rg—1°

Assim, em geral, temos:
W.‘ri-'l—l = Wv"‘z s> Wt
Weie = W,0WooW,

k3

Vit t+Vin = W, eWie oW

ri+1—1°

Logo definimos uma bijecao :
o 75 (o) — F(VA) X - x F(V})
que a cada flag
Wi CW, aCVCWoy- CWn CW,, C Wy C W C W)
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faz corresponder o flag
(091 W (€ VW Vi Wy Wik
(W;'t—l c W';:—l o W;'J;-1+1 Tt W‘It—l)) .

Portanto, pela unicidade e diferenciabilidade da operacao complemento ortogonal, essa
correspondéncia é um difeomorfismo. Para a parte que falta, consideremos a acao:

% SL(ry, R) X -+ x SL{ry, R) x (F(V3) x -+ x ]F(Vs)) S F(V) x--- x F(Vy)

definida componente a componente como sendo as acoes candnicas em cada parcela; a
qual é obviamente transitiva. Portanto,

SL(r1,R) x - -+ x SL(rs, R)

P
onde P = P, x -.. X P, e cada F,, é um subgrupo parabdlico minimal. [
A acdo de um elemento genérico g na fibra 7.';1 (bo), pode ser visto por separado
através das partes semi-simples e unipotente de sua decomposicao de Jordan, pelo
fato de comutarem. Em particular, para o elemento que define o flag, tal acao é a
identidade multiplicada por rotacoes, onde se tenha autovalores reais ou complexos,

respectivamente; j4 que o médulo de um autovalor complexo nao tem efeito sobre os
flags.

=F(W) x --- x F(Va),

Lema 1.2.4 Suponha que os autovalores de g sdo reais. Entdo g,z = x para cada
x € 7?;1 (bo)

Demonstracao: A restricao de g; a V; é uma matnz escalar, isto é, g; = A;. Portanto,
os flags V; sao fixados por g;. [ |

Seja agora, g € intS onde S é um subsemigrupo. Seja também, C o nico conjunto
controle invariante em F(g) e notemos que b, € C. De fato, by é o atrator de g € int.S.
Sua variedade estdvel correspondente é aberta e densa, o que permite encontrar (por
densidade) para cada b € F(g) um § € intS tal que §b pertence a variedade est4vel de
b. Posto que g™gb — by quando m — +o00, segue que by € fe(Sh) e mais ainda,
bo € Co o conjunto de controlabilidade (ghp = bp). Associado ao flag by, existe um
subgrupo parabdlico P que é a isotropia nesse ponto, isto &,

P = {g € SI{d,R) : gbp = bo}, (1.4)
e sua descrigao €é dada como sendo o conjunto de matrizes da forma:
Al e %
: : ) (1.5)
0 --- A,

onde A;, sao matrizes inversiveis 7; X T;.
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Lema 1.2.5 O subgrupo P age transitivamente na fibra 77" (bo). Ou seja, 7, (bo) =
P/H, onde H é o subgrupo de P tais que A; comi=1,...,s é triangular superior.

Demonstracao: Para he€ P, b ¢ W;l(bo); pela equivarianca de 7, temos que:
Tg(hb) = hmy(b) = hbp = by,

logo, a restricao da acao de P a fibra ¢ bem definida. Quanto a transitividade, sejam
by, by € 7,1 (bg), onde by & definido a partir da base 8 = {ey,...,eq} em relacio a
decomposicao de Jordan, isto é,
by = Whc---CcWyaoCcViCW,uC---CW,1CViV,
C WopnuC--CWicWie--- V),

com W; = ger{e;,...,e;}; e

bp = Wic---CWpaCVCWpCoo-CWraa CVi® Vs
C W C--CW, .1 CVI®---8 V).

Escolhamos uma base 3 = {f1,-.-, fa} adaptada a by; isto &, W; = ger{f1,..., fi}.
Logo definimos a transformacao linear §: R — R? por

ge; = fi.

Segue-se que by, = gb,. Por enquanto det g # 1 podendo ser positivo ocu negativo. No
iltimo caso nés podemos redefinir ge; = — f; € as duas bases tem a mesma orentagao
e portanto, a transformacao linear § tem determinante positivo. Sendo assim,

G1 = §/(det §)™™

satisfaz os requerimentos. Para a segunda parte, usamos o flag b; definido anterior-
mente, entdo a isotropia H em b; é o subgrupo das matrizes em P tal que os A;,
i=1,...,s sao triangulares superiores, o que mostra

7y (bo) = P/H

|
Se denotamos por L = £SL{r;,R) x - - - x £SL(7s, R), temos que este & um subgrupo
semi-simples de SL(d, R) desde que algum r; # 1, porque sl(1,R) = (0). Este subgrupo,
nos permite definir um homomorfismo continuo e sobrejetor ¢ : P — L da seguinte
maneira:

Al cee * Al/ldetAlfl/'l s 0

—_—

0 - A 0 v A,f| det A |
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Um célculo direto, mostra que o A = ker ¢ € formado pelas matrizes em H tais que, as
matrizes nos blocos diagonais sejam matrizes escalares, isto é,

cllrl b *

0 - el
portanto, L = P/A. Por outro lado, seja a fibracao

v : P/IA— P/H
gA — gH

e definamos em P/A a relacio de equivaléncia: gA ~ g A se, somente se, gH = ¢'H.
Isto nos permite identificar (P/A)/ ~ difeomorficamente com P/H. Mais ainda, a
6rbita que passa por gA é dada por:

g\ = {ghA : h € H}. (1.6)
Também o espago (P/A) / H/A é uma variedade homogenea, porque A C H é normal
e H/A C P/A é subgrupo fechado, dai que a classe correspondente ao elemento gA é
gA =gAH/A ={gAhA :h e H} = {ghA : h e H} = gA (1.7)
Usando (1.6) e (1.7) conseguimos que P/H & (P/A)/H/A e portanto temos o
Lema 1.2.6 Exziste um subgrupo A C H tal que L =2 P/A, além do mais P/H =
(P/A) / H/A.

Demonstragao: Feita nos comentérios. |
Observacao: O subgrupo L que aparece nos comentarios é a componente de Levi do
subgrupo P. Com respeito a isso temos os seguintes fatos: O subgrupo parabdlico
dado em (1.4) tem como subdlgebra de Lie p as matrizes da forma:

Qp * %
0 Qg *
0 = o

com «; uma matriz arbitrdria r; X r;, e tr{a;) + - - - +tr(a,) = 0. Cada elemento A € p,
pode ser decomposto como A = B+ H + X com :
By 0 A 0 *
B = ; H= ; X = ..
0 Bs As 0 0



onde 3, = o; — ti(s"—)l A= 5'—'%‘—) ; X é a parte triangular superior de A. Portanto, p
tem como decomposi¢ao de Langlands:

=[P adn,

onde [, a e n sao as &lgebras de Lie correspondentes aos elementos B, H e X respec-
tivamente. Estas decomposicoes satisfazem as seguintes propriedades:

o [ =5sl{r,,R) x --- x sl(t;, R). Esta é uma subdlgebra semi-simples, se algum r; #
1, dai que a semi-simplicidade do [ sempre acontece, a menos que a variedade
flag seja maximal.

[ é o centralizador de a em p.

[ @ a é uma subdlgebra e é o normalizador de n em p.

[ @ a é redutivo com a o centro e [ a componente de Levi.

n é o nilradical de p.
e a @ n éoradical de p

e [ @ (a@®n) é uma decomposicao de Levi.

Ao nivel do grupo de Lie, tem-se que g € P dado por (1.4) se decompoe como
g = lhn com
Bl A]l 1 *
l = T.. h = T n—= ..
Bs Asl ].

onde B; = |det A;|"/4A;, \; = |det A;|"/? e n = (Ih)~'g. Portanto, a decomposicio
de Langlands para P é
P =LAN,

onde L, A e N sao os grupos de matrizes correspondentes a [, h e n respectivamente.
Portanto, tem-se as seguintes propriedades:
Observagao:

e [ = £SL(r;,R) x - -+ x £SL(rs, R).
e A e N sio conexos e simplesmente conexos.

e L é o centralizador de A em P e LA é um grupo de Lie redutivo com &lgebra de
Lie [®a.
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e L em geral ndo é conexo. Colocando Ly para a componente conexa de L temos
que Py = LyAN e P tem tantas componentes conexas como L.

e P ¢é o normalizador de p em SL(d, R).

No que segue é apresentado o resultado que envolve duas variedades flag e que
estao relacionadas através da fibracao canénica; além do mais, envolvem os conjuntos
controle e a quantidade de tais conjuntos.

Teorema 1.2.7 Seja g € intS e ordene os autovalores Ay,...,As por [\ > -+ >
|Xs|- Sejam Vi, ...,V os auto-espagos generalizados de g e r; = dimV;. Seja F(g) a
variedade flag contendo

McVi+VeoC---CVi+---+ V).
Entio 7 :F(g) — F(S) define uma fibragdo equivariante e W(S) contém o subgrupo
I,ry) x O(ry + 1,71 +79) X -+ - x H(rs +1,d),

onde Il(a,b) denota o grupo de permutagées do intervalo {a,a+1,...,b} coma <b
inteiros.

Demonstracao: Seja Py a componente conexa de P e ¢ : P — P/A a projecao
canénica. Entdo para a parte semi-simples g, de g2 temos que ¢(g;) é um elemento
compacto em (P/A)q porque g; = gih (veja Lema 7.1 [7]) € a componente h correspon-
dente aos autovalores reais, se projetam na identidade. Veja que a ordem de ¢(gs) é
finita ou infinita, e neste 1iltimo caso, podemos perturbar g; para h; e comutando com
gy; de tal maneira que os argumentos dos autovalores complexos de h; sejam miltiplos
racionais de 7 e portanto, #(hs)* = 1 para algum inteiro k > 1. Se h, estd bastante
préximo de g,, entdao h = h,g, € intS e ¢(h*) = ¢(gF) & um elemento unipotente em
(P/A)e- Ou seja, ¢p(h*) = exp(X) com X elemento nilpotente na &lgebra de Lie

L((P/A)o) Es[(rl,R) X=X 5[(T'S,R).

Agora o conjunto PyNintS é um semigrupo aberto em F, € nao vazio porque contém gZ.
Portanto, T = ¢(Fp N intS) é aberto em (P/A)o. Em vista que o elemento unipotente
#(gF) € T e (P/A)o é semi-simples, segue-se do Teorema de Jacobson-Morosov que
T = (P/A)o (veja Lema 4.1 [17]), ou seja este é transitivo em 7, ' (bg). Por conseguinte,
P, NintS ¢é transitivo na fibra sobre by. Mais ainda, devido a by € Cp (conjunto de
controlabilidade) podemos encontrar um z € 7, (bo) NC(S), onde C(S) é 0 S-c.ci. na
variedade flag maximal. Dai

75 (o) = (P, NintS)z C fe(Sz) = C(S).
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Segue-se da Proposicao 2.7(c) em [22] que C(S) = 7, '(C). Isto implica que a variedade
flag F(g), fibra ao flag F(S) = SL(d,R)/Pgs) associado com S através da fibragio
equivariante 7 : F(g) — F(S). Isto também implica que o subgrupo de W, formado
pelas permutagoes que deixam invariantes os blocos determinados pelos autovalores de
g, estao contidos em W (S). |
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Capitulo 2

Controlabilidade a Tempo Discreto

Neste capitulo, estendemos um resultado sobre controlabilidade a tempo discreto dado
em [19] para sistemas do tipo
Zpyq = eeBg, (2.1)

onde A e B sao matrizes d X d e T, € R? com controle u percorrendo todos os reais.
A técnica utilizada, estd baseada nos conceitos de semigrupos e Grassmannianas que
desenvolveremos rapidamente.

2.1 Semigrupos e Grassmannianas

Para 1 < k < d, denotemos por Gri(d) a grassmanniana de subespacos de dimensao
k que sao as fronteiras minimais do grupo de Lie semi-simples SL(d,R). No que segue
representaremos os elementos de Gri(d) por matrizes de uma das seguintes formas:
seja Byi(d) o conjunto das matrizes d X k de posto k. Esse conjunto é uma variedade
diferencidvel, pois é um subconjunto aberto do espago das matrizes d X k. Existe uma
projecdo candnica ¥ : Bi(d) — Grg(d) que a cada matriz d X k faz corresponder o
subespaco vetorial gerado pelas colunas de dita matriz. Portanto, o quociente definido
por ¢ diz que, p,q € Bi(d) definem o mesmo subespaco se, e somente se, existe uma
matriz inversivel a tal que p = ga. Por outro lado, seja Sti(d) o subconjunto de By (d)
das matrizes p tal que p'p = 1. Esse conjunto compacto é a variedade Stiefel dos
k-referénciais ortonormais; a ligacdo de Bi(d) e Sti(d) é dado através do processo de
ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Portanto, o quociente definido por dita aplicacao
se traduz em: p, g € Bi(d) se ortonormalizam em r, se, € somente se, existe uma matriz
triangular superior a tal que p = qa.

Seja B € sl(d, R) um elemento regular decomposto, entao existe uma base 3 de R?
na qual é representado em forma diagonal:

B = diag(B17 cee Bs+t)) (2‘2)
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onde s,t denotam o nimero de autovalores reais € complexos, respectivamente. As-
sumiremos que os autovalores estdao ordenados de tal forma que suas partes reais
aparecem em ordem decrescente. Seja g = exp(B) o elemento regular correspondente
no grupo SL(d,R). Entdo, pelo Lema 1.1.3 e os comentérios do capitulo anterior, temos
que g"ng~™ — 1 se m — 400, onde n € N~(g) o grupo nilpotente associado. Esse
elemento g age como uma transformacao nas Grassmannianas Gri(n) e tem como
pontos fixos:

(a) Subespagos gerados por k vetores bdsicos {e;,, - .. ,e; } onde cada e;; define um au-
tovalor real. Em particular, se os primeiros k vetores da base definem autovalores

reals.

(b) Subespagos gerados por k-vetores basicos {e;,,. .., €; } tal que: se e;; define um
autovalor complexo, entao o vetor associado e;, se encontra nesse conjunto. Em
particular isso ocorre com os primeiros elementos da base, se o 1iltimo e o penil-
timo vetor definem um autovalor complexo.

Dos itens a) e b) vemos que ¢ possivel encontrar elementos no grupo de Weyl W
tal que gerem todos os pontos fixos a partir de um ponto fixo dado; porque esse grupo
permuta os elementos da base com a qual se trabalha. Quanto as érbitas N~ (g)&,,
onde &, = ger{ey,...,ex} é o subespago vetorial gerado pelos primeiros k elementos da
base. Se apresenta o seguinte:

(a1) Se o elemento ex em £, corresponde a um autovalor real ou se €, €x_; definem um
autovalor complexo, entao essa 6rbita € a componente aberta de Bruhat. Nesses
casos, o subespago £, € um atrator de g, porque de a) ou b) se tem que &, é um
ponto fixo € g™nfy — £, se m — +oc e n € N~ (g).

(51) Se os elementos ey, x4, definem um autovalor complexo de B, entdo dita érbita
estd contida estritamente na componente de Bruhat e, além do mais, é uma
subvariedade de codimensao um.

Esta ltima afirmacao pode ser colocado na seguinte

Proposicao 2.1.1 Para elementos £, mencionados em (b)) a drbita N=(g)&, é uma
subvariedade de codimencdo um.

Demonstragao: Em termos da representacao de subespagos como matrizes, podemos
escrever £, e n € N~ (g) como:

o~(3)n=(22)
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onde 1 é a matriz identidade k x k, a,b,c e d si0 matrizes k x k, k x (d—k), (d—k) x k
e (d — k) x (d — k), respectivamente. Portanto, um elemento genérico da érbita é

representado por:
a 1
an(2)-(2)

A conclusido decorre de observar que ca™! é da forma:

r411 °° Qkylk—1 0
Qr421 °°° Qp42k-1 QAk+2.k
Q4.1 R/ 7 " ad

u
Observagao: De forma similar ao exemplo precedente ao Lema 1.1.5, temos que o
niimero de N~(g)-6rbitas em geral ndo ¢é finito. Tomemos SL(3,R), e uma base
B = {e1,e2,e3} C R? tal que

g = diag(u,e* (cosb; +isinby)), up>e®.

Logo, N=(g) tem como elementos as matrizes

Para n € N7(g) e z = T,€) + Toey + T3e3 € R temos que
nz = 1€ + (T1891 + Z2)e2 + (T1031 + 3)e€s.
Em particular, se z; = 0, a érbita correspondente no ponto z é
N7(g)z = {zqe2 + z3€3}.

Portanto, quando este age no espago projetivo RP2, tem infinitas érbitas.
Ainda continuando com o caso (b)), para g e e, ex41 temos que

ger = €%*(cos fey + sin feg 1)

gery1 = e%(—sinPex + cos Pexyq)

relaciona £; com o subespaco £, = ger{ei,...,er_1,€x41}- A regido na qual &; se
encontra, é o subconjunto

Qg) = {¢&, € Gri(d) : x € Wi}, (2.3)
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onde W) = ger{ex,exi1}, &, = ger{es,...,ex_1,7}. A relagao deste conjunto com
o toro K(g)by localizado na variedade flag maximal F, é dada através da fibracao
equivariante 7y : F — Gry(d), que a cada flag

WMcC - CVia CVeCVipn C--- C V)
faz corresponder o subespago Vi. Com estas notagoes temos a

Proposicao 2.1.2 O conjunto Q(g) é um atrator de g que é a projecdo sob 7y de
K(g)bo. Isto é:

Qg) = m(K(g)bo)-
Mais ainda N~ (g)Qg) é uma vizinhanga densa de Q.

Demonstragao: Seja u € K(g), entao 7x(ubp) = uni(bp) = ger{ue,,...,uer}. Mas
ue; = e; ou ue; = cosbje; —sinbje;y; ou ue; = sinbj e; + cosb; ;4 se e; define
um autovalor real ou complexo respectivamente. Para 1 < j < k — 1, tem-se que
ue; € ger{ey, ..., ex} pela estrutura de blocos que g possue e portanto, o tinico vetor que
agenao trivialmente em £, é ue; = cos by, €, —sin by, €x41, g1 = sin by, ex+cos by, ex41,
e como by, € R, a conclusdo segue de (2.3). Como consequéncia disto, temos que:

N™(9)Q(g) = N™(g)mx(K(g)bo) = N~ (g) K(g)7x(bo)- (2.4)

Por outro lado, independente de que K(g)by seja atrator, & possivel mostrar que 2(g)
& um atrator. De fato, se n € N~(g), &, € Q(g) temos g™n§, = g™ng~™g™¢, e como
Q(g) é conexo, compacto e g-invariante segue que gF¢, — £ para alguma subsequéncia
k; — +o0 e £ € Q(g)- Portanto, gFing, — £ se k; — +oo. [ |

Por outro lado, quanto as érbitas Nt(g)n,, onde 1o = ger{€g—k+1,--.,€a} € O
subespaco vetorial gerado pelos tltimos k elementos da base, apresentam-se situagoes
similares aos de (a;) e (by). Isto é

(a2) Se o elemento e;_j; corresponde a um autovalor real ou se €4_x 1, €g—x+2 definem
um autovalor complexo, entao essa érbita é aberta e densa ou seja, € a variedade
estdvel de g~! em 7,. Nesses casos, cdlculos diretos mostram que 7, é um atrator
de g7! (veja (a;)) e portanto, um repulsor de g.

(52) Se os elementos e4_k+1,€4—k definem um autovalor complexo de B, entiao dita
6rbita esta contida estritamente na variedade instdvel aberta e densa e, como na
parte (b,), é possivel mostrar que tem codimensdo um.

Esta 1ltima parte pode ser resumida na

Proposicao 2.1.3 Para o elemento mencionado em (bs), a drbita N*(g)n, é uma
subvariedade de codimensao um.
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Demonstracao: E a mesma que a dada em (b;). [

Da mesma forma que no exemplo precedente ao Lema 2.1.2, o mimero de N*(g)-
érbitas em geral nao ¢é finito. Continuando em (b,), para o elemento regular decomposto
g € €4_k41, €4—k temos que:

g ' €a_r+1 = €*(cos Beq_x4+1 — sin Peq_y)

9—164—k = €%(sin Beg—x+1 + cos Bed—r)

relaciona £, com o subespaco 7y = ger{€4—x+1,€d—k+2,- - -, €4} Ao igual que em (2.3)
a regiao onde 7), se encontra, é o subconjunto:

W(g) = {n, € Gri(d) : z € V*},

com 1, = ger{Z,€q—x+2,---,€d}, V¥ = ger{es_k,€q_r+1}. Da mesma forma que a
Proposicao 2.1.2 temos a

Proposicao 2.1.4 O subconjunto W(g) é um atrator de g~' que é a projecdo sob my
da K(g)webo-drbita para algum we € W. Mais ainda N1 (g)W(g) é uma vizinhanca
densa de W(g).

Demonstracao: Para relacionar W(g) com algum toro K(g)wobp, podemos tomar a
permutacao wp como sendo:

€; > €E4_;4+1 S€ 1€ {1,... 7d}.
Segue-se que
wobg = (ger{eq} C ger{eq,eq4-1} C -+ C ger{eq,€4-1,---,€q-k11} T -**)

e a ligacdo ¢é dada como em (b;) através da fibragdo i, € pelos mesmos argumentos
dados acima, se mostra que :

W(g) = 7(K(g)wobo)

N*(gW(g) = N¥(g)m(K(g)wobo)

= N¥(g)K(g)mr(wobo)-
Portanto, temos a conclusao. |
Observacao: O conjunto W(g) é um repulsor de g e pode ser obtido rapidamente

através da fibracdo 7, assim como em qualquer variedade flag. Basta encontrar a
permutacao apropriada, ou seja a involugao principal no grupo de Weyl.
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Agora, seja S um subsemigrupo de SL(d,R). Assumiremos no que segue que intS #
(. Sendo S um subsemigrupo, este age sobre as Grassmannianas como um semigrupo de
difeomorfismos. Para esta acao, considere o conjunto controle invariante C* (S-c.c.i.)
que ¢ fechado e tem interior nao vazio ( veja [17] e [22]), cuja existéncia e unicidade
é assegurada pela compacidade de Gri(d) e o Teorema 3.1 de [17] respectivamente.
Portanto, pelo Lema 3.1 [1}

Cr= [ fe(S¢)

£€GT(d)

e o conjunto de transitividade associado CJ é caracterizado por
Ci = {¢ € C* : £ € (intS)¢}

(veja Proposi¢do 2.1 [17]). Mais ainda, este conjunto é dado como o conjunto dos
pontos fixos de elementos regulares decompostos reais no intS.

Teorema 2.1.5 Seja C§ o conjunto de transitividade de S-c.c.i. sobre Gri(d) e tome
£ € Ck. Entdo eziste uma base 3 = {ey,...,eq} de R e h = diag(\,,.-.,\y) nesta
base, com Ay > +-- > Ay > 0 e tal que h € intS e & = ger{e;,...,er}, isto € & é um
atrator de h.

Demonstracao: Veja o Teorema 3.4 [17]. u

Baseado no Teorema 2.1.5 ¢ N=¢ = N~(g){, temos que ¢ é um atrator de um
elemento regular decomposto real no intS se, e somente se, £ € C*. Em geral, esta
condicao ainda é suficiente como o mostra a

Proposicao 2.1.6 Seja g € intS, um elemento regular decomposto e Q(g) o atrator.
Entdo Q(g) C C*.

Demonstracao: Pelo Lema 1.2.1, o S-c.ci. contém o atrator K(g)by na variedade
flag F. Portanto, pela Proposicao 2.1.2 temos que

Q(g) = m(K(g)bo) C m(C) = C*

[

A conclusao desta proposi¢ao ainda segue sendo vdlida, mesmo que o elemento em
questao nao este)a no intS, mas, com a seguinte condicao adicional: Seja B =
diag(Bs, ..., Be) regular decomposto tal que em relacao a base 3 = {ej,...,€eq} que
o diagonaliza se tenha: ReB; > --- > ReB.. Dizemos que B satisfaz a propriedade
D(k) no nivel k, se

ImB;, € Q°\ 7Q,

onde B;, é o autovalor complexo que define o auto-espago Vi = ger{ex,ex41}. De
forma similar, um elemento g € SL(d,R) satisfaz a propriedade D(k) no nivel k, se
g = exp(X) para X € sl(d,R).
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Proposigao 2.1.7 Sejam g € S regular decomposto satisfazendo a propriedade D(k).
Q(g) o atrator de g no nivel k. Entio Q(g) C C*.

Demonstracao: Pelo Lema 1.1.5, N~(9)K(g)byNC # 0, onde C é o S-c.c.i. em F(g).
Logo usando a fibracao m; obtemos

N (g9)g) N C* # 6. (2.5)

Tomando n¢, em (2.5), temos que g™n¢, € C* para cada m. De forma semelhante
g™¢; € Q(g) pela invarianca. Pela compacidade obtém-se g™¢, — £, € Q(g) se
my — +00 para alguma subsequéncia (m;);. Portanto,

g'rmné':c - gmzng—ngngx N gy € Q(g) n C}.

Agora, para cada m € N, obtemos:

g, = ger{es, ..., ex_1,g"y/e™} € C¥,

onde a € a parte real do autovalor complexo que define §,, y = ae;, + bexyy € Vi =
ger{ex,exi1} €

m

g

eTg = (acosmf3 — bsinmf)ex + (bsinmfB + acosmB)ex 4.

Por conseguinte, a densidade do conjunto
F={g"y/e™ : m e N}

no circulo de raio a? + b? em V* fornece que Q(g) C C*. |

A relacio entre conjuntos de controle invariantes C* e elementos regulares decom-
postos reais em S é dada através do seguinte resultado , que é uma especializacao do
provado no Teorema 4.3 [22].

Teorema 2.1.8 Suponha que S # SL(d,R). Entdo eziste k € {1,...,d — 1} tal que
C* estd contido na componente aberta de Bruhat correspondente, para qualgquer base 3
para a qual existe g € intS tal que em relagdo a 3

g = diag{);,..., \a}
comA; > ...> N >0.
Demonstracao: Veja [22] e [19]. |

Em vista disso, em [19] foi dito que um semigrupo S é de tipo k, se S e k sao como
no teorema acima. O tipo do semigrupo para S, nao estd bem definido porque nao se
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tem a unicidade de k. Portanto, podendo satisfazer para diferentes valores de k. Mas,
se S fosse maximal, o tipo de S é bem definido (veja o Teorema 4.3 [22]).

Agora consideramos a Grassmanniana orientada Gr}(d) como sendo o conjunto
dos subespacos orientados de dimensao k em R%. Para g € SL(d,R) e £ € Gri(d) se
declara uma base de g{ positivamente orientada, se é a imagem sob g de uma base
positivamente orientada de £. Isto define uma acao transitiva sobre Gr} (d). Também
este iltimo é um recobrimento duplo de Gry(d) através da aplicacio 7 que ignora
a orientacao de subespagos. Além do mais 7 é equivariante em relacdo a SL(d,R)-
acoes. Em termos de representagoes matriciais duas delas definem o mesmo subespago
orientado se a matriz a que os torna equivalentes p = ga satisfaz det a > 0.

O mergulho de G} (d) na esfera unitéria do produto exterior \*R? com produto
interno induzido por algum produto interno de R® é dado através da bijecao que
associa a cada referencial ortonormal positivamente orientado {ey, ..., e} o elemento
decomponivel correspondente e; A ... A eg.

Seja p, a representacio canénica de SL(d,R) sobre A\*R¢ definida por

Pe(@)(ua Ao Aug) = gua AL A gug.

Entao esta acao induzida coincide com a SL(d,R)-acao em Gr; (d) sobre os raios
definidos por elementos decomponiveis e portanto permite localizar as componentes de
Bruhat através da

Proposicao 2.1.9 Seja 3 uma base de R € N~ o grupo nilpotente. Entdo existe
n € Gri(d) tal que a N~-6rbita sobre Gri(d) é o conjunto de raios em \*R® gerado
por elementos decomponiveis que estejam em

{ee \'R*: (n,6) #0}.

No levantamento a Gri¥(d) ezistem duas N~ -6rbitas e sdo dadas por (n,&) > 0 e
(n,€) <0.

Demonstracao: Veja [19]. |

Em vista do resultado anterior, apresentaremos uma versao extrinsica da Proposicao
2.1.2, embora mais geométrica e que permite olhar os atratores, repulsores como sub-
conjuntos de certas esferas através do mergulho dado anteriormente.. Para tal, tomem-
os g = exp(B) € S regular decomposto. Seja B = diag(B, ..., Be) tal que em relagao
a base 3 = {ei1,...,eq} que o diagonaliza, se tenha: ReB; > --- > ReB.. Seja
B;, = aj, + ib;, um autovalor complexo cujo auto-espago V,' & gerado por ey, €rq1-
Consideremos os elementos decomponiveis

§:=61/\.../\Ck_1/\6k , T];:-=61/\.../\6k_1/\6k+1
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e também denotemos por V,' ao subespago gerado por &', 0. De forma similar, se
B,, = a;, +1by, é um autovalor complexo cujo auto-espaco V;~ & gerado por e4_, €q_x11;
considera-se aos elementos decomponiveis

f; = €d—k+1 /\ed_k+2 AL, Neg , 7]; = €4d—k /\ed_k+2 AN €d

e denotemos por V,~ ao subespago gerado por &, 7,. Com estas convencoes formu-
lamos a

Proposigao 2.1.10 Seja ¢ = exp(B) € S regular decomposto satisfazendo a pro-
priedade D(k). Seja também 3 = {e1, ..., eq} uma base associada a D(k) e denotemos
por Vit = ger{&F, il e V7 = ger{¢;,n5}. Entdo o conjunto de raios definido pelos
elementos de V' é um atrator de g, e estd contido no S-c.c.i. De forma similar, o
conjunto de raios definidos pelos elementos de V) é um repulsor.

Demonstracao: Seja g = exp B um tal elemento e $ a base que o diagonaliza e
a + ib o autovalor complexo definido por ey, ex41. Logo, &, 17;: definem um autovalor
complexo de p,(g) dado por:

pe(9)6i = ePutPutI(cosh &l +sinbny)

pe(gmi = ePutPutd(—sinb £ + cosby),

onde J;,, 0;, denotam somas dos autovalores reais e sumas das partes reais dos autoval-
ores complexos de B, respectivamente e que correspondem a vetores que formam parte
de e; A ... A e;_1. Avaliando isto na m-ésima poténcia da representacao obtemos:

pr(g)™EF = emPutte) (cosmbel + sinmbn])

pe(@)™n = emPutPuta(sinmbel + cos mbn}).

, - k
Cada elemento genérico w € A" R?, se escreve como;

w==z& +ynf + > ey,

onde ur = uy, A ... Ay, I} < -+ < l; e u, define um autovalor real ou complexo.
Segue-se que

plg)™w

———— —_— — b -+ - T
SO+ 40 (z cos mb — ysinmb){; + (zsinmb + y cos mb)nj; (2.6)

+ 3 o, e U
onde o termo b; é constituido por uma soma finita de k = %;, + i, produtos de
exponenciais, senos, cosenos dos quais ¢;, sao de tipo €™*« cosmb;, , e"* sinmb;, e i,
sao de tipo €™ . Assim, pela majoracao das partes reais, o termo
by
6m(,\,- « 1205, +a)

>0 se m — 400,
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pois a sequéncia (2.6) é limitada. Existe assim uma subsequéncia convergindo para
um wp no subespago V,t. Portanto, os raios gerados pelos elementos de dito subespago
formam um atrator de p,(g). Se tomamos g = exp(B) no semigrupo S e w de tal
forma que o raio gerado por ele esteja contido no S-c.ci C, entao o raio gerado por
wp também se encontra nesse conjunto. Novamente

wo = T1&f + iy

¢ um elemento do circulo de raio z? + y? em V.. Avaliando isto na m-ésima poténcia
da representacao obtém-se

™ . .
———emf fi 1 291,:0+a) = (1 cosmb — y; sinmb)&; + (z1 sinmb + y; cos mb)n; . (2.7)

Segue-se que os raios definidos pela sequéncia (2.7) estao contidos no conjunto C* e
como o elemento B satisfaz a propriedade D(k), entao a unido de tais raios é denso
em V,!, dai que os raios definidos por ele estao contidos em CF. |
Observacao: Se o elemento regular decomposto g satisfaz a propriedade D(k) no nivel
k, entdo o elemento p,(g) também satisfaz dita propriedade, mas o nivel k & olhado
no produto exterior A\*RY.

Para cada £ € Gri(d), a fibra 771(¢) = {££}. Portanto, o atrator de um elemento
regular decomposto g satisfazendo a propriedade D(k) é uma reta projetiva em Gr(d)
e seu levantamento a Gr;f (d) é um circulo. A existéncia de um mimero finito de S-c.c.i.
para semigrupos S de interior ndo vazio é assegurada pela compacidade do Gryf (d) .
Portanto, o levantamento de C* C Gry(d) contém no méximo dois de tais conjuntos, e
sao projetados sobre C* (veja Proposigao 2.2 [17}).

Como em [19], suponhamos que S é de tipo k € C* conexo. Portanto, em vista da
Proposicao 2.1.9, C = n~1(C¥), se decompoe em duas componentes conexas:

Cr={¢eC:(n¢ >0}
C™={€eC:(n¢& <0}

com C* ou Ct UC~ sendo S-c.c.i.

Proposicao 2.1.11 Seja g € S um elemento regular decomposto satisfazendo a pro-
priedade D(k). Entdo S ndo é de tipo k.

Demonstracao: Seja 27 (g) = 77(Q(g)) o levantamento do atrator de g, segue-se da
Proposicao 2.1.10 que
Q*(g) = 7(2g)) € C*.

Denotemos por ¢ : Grif (g) — S (D10 mergulho acima definido e tomemos (£,, O%F) €
Qt(g), com &, = ger{ui,...,ux_1,7} e base o.n. positivamente orientada. Entao
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¢(&,,O0F) = tu; A ... Aug_y Az, com z € V;. Portanto, se supomos que para algum
k como na hipétese, S é de tal tipo, contradizemos a Proposicao 2.1.9 porque de

(#(£:,07),m) >0 e ((£,,07),m) = —($(£, 07 ),m) <0

por continuidade, existe algum o € V; tal que (¢(£,,, 0F),n) =0. ]

No que segue faremos alguns comentdrios sobre dualidade nas Grassmannianas ou
fronteiras minimais de SL(d,R). Seja sl(d,R) a forma real normal ndo compacta de
sl(d,C). Da mesma forma que no capitulo 1, considere a decomposicdo de Cartan
canénica sl(d, R) = so(d) @ s, e tomemos a C s a subdlgebra de Cartan das matrizes
diagonais reais de traco zero, que é maximal e abeliana. Associado a a temos o sistema
simples de raizes

¥ = {9, 03, .., Q4-14}

onde ;41 : @ — R sao funcionais definidos por:

Q541 (dlag(ah -y ad)) =a; — G54]-

Logo, o diagrama de Dynkin correspondente A;_,, é dado por

Q; Qg Qg2 Cq—1
onde a; = O 441, 1= 1,. .- ,d — 1.

O tnico automorfismo involutivo ¢ do diagrama de Dynkin, associado com X, é
dado por aquele que permuta as raizes equidistantes do centro. Isto &,

L(ai,i+1) = Olg—id—i+1-
Em vista que a involugao principal wp € W é dada por
wo = (1,d)(2,d —1)...(,d—i+1)...
temos que

’wo(ai,i+1) = —Qd—id-i+l

= —toyi41)-

Por outro lado, se © = {axk+1}° segue-se que 1O = {Q4_ka—r+1}° € wo(—O) =
{a-k.a—k+1}°. Dai que

e (B) é o conjunto formado pelas raizes s, - .., Qk_1k, Q415425 - -5 Xd—1.dr C13,
ceey Ok_3k—1, Okt 1k+3s - - -» ®d—24- Enquanto que
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e (1O) é formado por iy, ..., Cy—(k+1)d—ks Cd—k+1d—k+2> -+ Cd—ld> C13, - -+
Od— (k+2).d—k> Xd—(k+1),d—k+3s - - -» Cd—2.d-

Logo, as subdlgebras parabélicas correspondentes as cAmaras de Weyl at e a~ sao
dadas por
Pe =19 +ﬂ+(9) e po=p+n(0),

onde nt(©), n~(O) sido as subdlgebras geradas por g, com a € —(—6), a € —(6),
respectivamente; e
p=mPadnt, p=m@adn",

as subdlgebras parabdlicas standard. Portanto, se identificamos
O k1 —— kK,

cada matriz X € sl(d,R) pode ser escrita em forma de blocos:

a b
x=(22);
onde a,bc, € d s3o matrizes k X k, k x (d — k), (d— k) xk e (d—k) x (d—k)
respectivamente. De forma similar, se identificamos

Og-ka—k+1 —— (d — k),

cada matriz X € sl(d,R), se escreve em forma de blocos como acima; com a,bc, e d
matrizes (d — k) X (d — k), (d — k) x k, k x (d — k) e k X k respectivamente. Dai
que po € p,o consiste das matrizes em sl(d,R) que sdo triangulares superiores em
forma de blocos, determinadas por k,d — k respectivamente. Portanto, as fronteiras
correspondentes sao

SL(d,R)

SL(d,R)
Po “Fe C

G’I"k(d) e Re Td—k(d)y

onde Pg, P,g sa0 os subgrupos parabdlicos correspondentes a ©, 1O.
Dito isso, finalmente afirma-se o seguinte fato que simplifica a prova do resultado
central deste capitulo que apresentaremos adiante.

Proposicao 2.1.12 Suponha que S é de tipo k e colocamos
St={g":9€S}
Entdo S~! é de tipod — k.
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Demonstracao: Devido a que S ¢ de tipo k, temos que W (S, A*) = Wes), onde
O(S) = {axr41}°- Logo, a fronteira correspondente &

S_L@ZLR_) o Grk(d).
Py(s)
Como W (S, At) = W(S™1, (A*)71), (Coroldrio 4.6 [22]), & possivel mostrar que

SLA.R) o, SLER) & ¢ (@)

Po(s-1y Pg(s)

(maiores detalhes na Proposicao 6.1 {20]). Portanto, j4 que as componentes abertas de
Bruhat destas fronteiras contém os conjuntos de controle invariantes correspondentes
aos semigrupos S e S~! obtemos a conclusio. [

2.2 Controlabilidade

Seja S o semigrupo de SL(d,R) gerado pelo sistema de controle a tempo discreto (2.1).
Isto é

S = {eftmB  AtumB .y c Rm>1). (2.8)

Controlabilidade em R* — {0} ¢é equivalente a transitividade de S sobre R* — {0}.
Assumindo que intS # @ em SL(d,R), os resultados da secio previa se aplicam ao
semigrupo S. Em particular, S é transitivo sobre R¢ — {0} se, e somente se, S =
SL(d,R). Portanto, para mostrar controlabilidade de (2.1) s6 precisamos mostrar que
S = SL(d,R). Este requerimento é¢ obtido por meio do Teorema 2.1.8, em vista que
S = SL{d,R) quando nao ¢é de tipo k para k = 1,...,d — 1. Por outro lado, a
Proposicao 2.5 de [19] assegura que um semigrupo nao éde tipo k, se existir £ € Grit (d)
tal que ££ estejam no mesmo S-c.c.i. Alternativamente a Proposicdo 2.1.11 assegura
isto. O seguinte resultado ¢ uma variante daquele dado em [19], adaptado ao contexto
apresentado aqui.

Proposicao 2.2.1 Seja G um grupo de Lie, seja G/H um espago homogéneo, e seja
S C G um semigrupo com intS # 0. Assumimos que S é gerado por um subconjunto
conezo I' C G. Seja C o S-c.c.i. sobre G/H e suponha que ezista g € T' e um
subconjunto Q C C conexo invariante sob g. Entao C é conezo.

Demonstracao: Seja C' a componente conexa de C contendo 2. Tomando um el-
emento £ € (), obtemos pela continuidade da G-acdo que I'z estd contido numa
componente conexa de C. Mas, I't N C' # B pois gz € . Por outro lado, se g € T,
entao GC' estd contido numa componente conexa de C porque este é g-invariante. Em
particular § # gQ C gC' N C'. Portanto, gC' C C’' e C' = C. [ |
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Como uma aplicacdo da Proposicao 2.2.1 para S-c.c.i sobre as Grassmannianas e us-

ando a propriedade D(k) para elementos regulares decompostos em certos semigrupos,
temos a

Proposicao 2.2.2 Seja S C SL(d,R) um semigrupo com interior ndo wvazio gerado
por um subconjunto I' C SL(d,R). Suponha que ezista um elemento regular decomposto
g € T, que tenha autovalores reais ou satisfaz a propriedade D(k). Entdo os S-c.c.i.
sobre Gry(d) e Gri(d) sdo conezos.

Demonstragao: O caso real foi feito em [19]. Para a outra parte, seja C o S-c.c.i.
em Gri(d), entdo 7~ 1(C) contém no méximo dois de tais conjuntos C; projetando-se
sobre C (veja Proposigdo 2.2 [17]). O atrator £2(g) é levantado no conjunto

Q*(g) =7 (Ug)) CCLUC,
que é conexo e g-lnvariante. Segue-se que
Q+(g) C C; = Cs.

Portanto, pela Proposi¢ao 2.2.1 obtemos que, C; = C, é conexo e finalmente C é
conexo. |

A anilise do tipo de um semigrupo, por dizer k, depende fundamentalmente do
comportamento do raio gerado por um elemento decomponivel £ = e; A... . Aex_3 A€y,
j4 que este é um atrator ou se encontra num conjunto atrator da transformacao p.(9g),
onde g = exp(B). Em geral, g ndo esta no semigrupo definido em (2.8), mas é
possivel fazer uma variagdo de B para obter tal requerimento. Para tal, seja B =
diag(B;,. .., B.) regular decomposto tal que em relagio a base § = {e;,...,e4} se
tenha: ReBy > - -- > ReB.. Dizemos que B satisfaz a propriedade D se

ImB;, e Q°\nQ; k=1,...,t

para cada autovalor complexo. De forma similar um elemento g € SL(d,R) satisfaz a
propriedade D, se g = exp(X) com X € sl(d, R) satisfazendo a propriedade D.

Lema 2.2.3 Seja A, B € sl(d,R) tal qgue B é um elemento regular decomposto e or-
dene as partes reais dos autovalores em forma decrescente. Suponha que B satisfaz a

condi¢io D. Entdo as propriedades D e de regularidade sGo estdveis para a variagdo
a(u) = A+uB.

Demonstracao: Suponhamos que B tenha s autovalores reais e ¢t autovalores com-
plexos, isto é d = s + 2t. Por dependéncia continua de B, para

€< min{%(ReB,- — ReB;11),|B;, | :i=1,...,e},
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existe § > 0, tal que, se |T — B|| < 6, entdo B(B;) (bola de centro B; e raio
€) contém um sé autovalor B; de T real ou complexo e, dependendo da natureza
de B;, este satisfaz: ReB; > --- > ReBy. Isto é devido a que ReB; € B, (B;) e
ReB;,, € B,,(B;+1) juntamente com 7; = %(ReB,- — ReB;4,); fornece a relacao

RCB.H,l < %(RGBz + RCBH.I) < RCB,‘.

Por enquanto, foi mostrado que a regularidade de B é uma propriedade estével, isto
é, qualquer elemento de Bs(B) N sl(d,R) é regular decomposto e preserva a mesma
estrutura de blocos de B. Quanto a propriedade D; para este € > 0, existe ng € N, tal
que 1/np < €, logo para cada n > ng, é possivel escolher uma sequéncia decrescente
(6n)n com 6, — 0 se n — +oc, tal que se |[T — B|| < 6,, entdao cada bola By/n(B:)
contém um autovalor da mesma natureza. Portanto, para T = € A + B com [€¢/| <
6n/||Al|, temos que
¢A+ B = diag(Bi(€), ..., B(€)

preserva a mesma ordem dos autovalores de B em alguma base 3(€), a qual depende
continuamente de €. Em particular: ReB;, (€') > --- > ReB;,(€¢'). Devido a que:

(ImB,-l (e’),...,ImBit(e')) — (ImBi,, ..., ImB,) € (Q°) —7Q*  (2.9)
se € — 0, & possivel escolher uma sequéncia decrescente (€, ), tal que
€.ImB; (e) € Q°—7Q e || <8./||A|

para k =1,...,t e n > ng. Caso contrario a curva definida em 2.9 seria desconexa se
€' fosse suficientemente pequeno. |
Observacao: Em vista do lema anterior, temos que o elemento g, = exp(A + uB)
é regular decomposto e satisfaz a propriedade D, para valores u € R suficientemente
grandes; tanto positivos, como negativos.

De aqui em diante; suporemos sempre que o B dado em (2.1) seja regular decom-
posto satisfazendo a propriedade D. Da mesma forma que em [19], as condigbes que
asseguram controlabilidade sao tiradas de A. Também, pelo Lema 2.2.3 temos que
(1/u)A + B tem o mesmo comportamento de B para uma quantidade razodvel de u's.

Consideremos a subdlgebra de Cartan b correspondente & classe de conjugacao
determinada por B, € seja a aplicagao ¢ : SL(d,R) x b — sl(d,R) definida por:

¢(g, H) = Ad(g)H,
e cuja diferencial em (1,B), avaliada em (X, Y) € sl(d,R) x b & dada por:

(@6)a5(X.Y) = ad(X)B +Y. (2.10)
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Seguindo o procedimento dado em [19], mostraremos que (d¢)(1,) é sobrejetora. Para
tal, seja X,Y € sl{(d,R) e dividamos em blocos segundo a estrutura de B de modo
que: ReB; > --- > ReB,.. Com estas convengoes, a relagio ad(B)X = Y fornece as
seguintes equagoes matriciais

B;X;; — X;;B; =Y. (2.11)
Dependendo de B; e B;, temos as seguintes possibilidades para Xj;:
(a) Se B; € Ce B; € R, entdo X;; € May1(R).
(b) Se B, c Ce B; € C, entdo X;; € Mayo(R).
(c) Se B; ¢ Re B; € C, entao X;; € Mixo(R).
(d) Se B; cRe B; € R, entao X;; €R.

Por conseguinte, em cada um desses casos, temos que o termo genérico X;; dado
em (2.11) admite solucdo e é expressado por:

T a
0 (5) +5e(3)
T _1 ai—/\j 61: (1)
(v)-2(%> 4= )(3)

porque o determinante A = (o; — A;)% + 32 # 0.

(a) Se denotarmos por:

temos que:

(b) Usando a decomposicao: Msye(R) = W) @ W), onde W) é o subespago vetorial
das matrizes 2 X 2 que representam os nimeros complexos e W, as matrizes
simétricas, temos que:

Yi=Y;+Y; Xi=X;+Xj
Substituindo isso em (2.11) obtém-se
Y, = Bi(Xj+Xj) — (X5 + X5)B;
X;(Bz - BJ) + B,X:, - )C:,’.B_7
= X;;(Bi— B;) + X;(Bi — B;)

e como a iltima parcela é simétrica, temos que:
X5 = (B:i— By)™'Y;
X5 = Y3(B-B;)™.
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Portanto,
Xy = ((B: — By)7'Y5 + Y (B, — B;)™).

(¢) Se denotarmos por:
Xij=(z y) e Vij=(a b),

temos que:
1 r—a; 5,
(= o)=g e 0 (577 32,
porque o determinante: A = (A; — o)+ 35 # 0

(d) Se denotarmos por:
Xij = (z) e Yy =(a),
temos que:
r= (—Ai—l)\—j)a se 1#]

Jd que,se j <1i,entao A; > A

Estes fatos, implicam que ad(B) é sobrejetora no subespaco vetorial das matrizes
com zeros ao longo dos blocos diagonais iguais os de B. Dai que a aplicacao definida
em (2.10) seja também sobrejetora. Por conseguinte, o teorema da funcido implicita
permite concluir que qualquer curva iniciando em B, seja a imagem de uma curva em
SL(d,R) x b e iniciando em (1, B) via a aplicacgo ¢. Em particular, se tomamos a
curva a(€) = €A + B, obtemos uma curva (g., H¢) com go = 1, Ho = B. Logo, depois
de derivar a relacao ¢(ge, H) = €A + B, obtemos:

g0, B] + Ho = A,
onde Hy ¢ a parte diagonal de A = (a;;)- Mais ainda, gp tem entradas:

G - c s —_
o (B Bi)TAG + A(Bi - By) ) s di, (2:12)
J %

onde ¢;; e d;; correspondem a matrizes em My, 1(R) e M;xo(R) dadas por (a) e (c)
respectivamente, e segundo as possibilidades de B;, B;. No que segue, AP denotard a
matriz de blocos nulos na diagonal e cujas entradas no lugar (2, j), ¢ # j, sdo dadas
por (2.12).

Agora tomamos uma matriz X = (z;;), d % d arbitraria com d = s + 2t como antes,
e consideremos este menor dado pela esquina superior direita j X j:

Zid—j+1 °* Tid
det : :

Tjd—j+1 *°° Ljd

66



Em termos do produto exterior, este menor é dado como
<Xed—j+1 AL A Xed,el AN 6j>.

Este menor sera denotado por a; (X). De forma simétrica, o menor inferior ¢ dado por
a; (X) = a] (X*), que também no formalismo do produto exterior se expressa como:

a; (X)=(XeyN...AXej,ea_j A...Aeq).
Portanto, obtém-se as seguintes condigoes :
JK; (—1)j+1a;(AB)aJT(AB) >0

que j4 foram estabelecidas em [19] como parte de condigoes suficientes sobre as entradas
das matrizes A e B nesse resultado central, e também agora serao usadas novamente.
Mas, antes disso enunciamos o seguinte.

Lema 2.2.4 Considere o sistema discreto (2.1). Assumimos que o semigrupo S gerado
pelo sistema tenha interior ndo wvazio em SL(d,R) e que seus geradores satisfacam a
condicio JKy. Entdo o semigrupo S~ tem interior ndo vazio e seus geradores
também satisfazem a condicao JKj.

Demonstracao: Em vista de que a inversao de elementos é um homeomorfismo segue
que intS # @. Quanto 4 segunda afirmacao temos que S~! é gerado por e™4+*2 4 € R.
Portanto,

(- ay (—AP).a; (—AP) = (-1)"1(-1)*a} (A%).a; (4%) > 0

e temos a conclusao. [

Seja p, a representacio de SL(d,R) em A*R? dada anteriormente através do
produto exterior. Ent3o, existe uma representagao infinitesimal associada py de sl(d, R)
em \* R definida por

- d
pe(X) = dat pr(exp(tX))lt=0-
A ligaciao entre as duas representacoes é dada através da relacao
pi(exp(X)) = exp(p(X)),

onde a primeira exp significa a exponencial em SL(d,R) e a segunda é a exponencial
de transformactes lineares de \* R%. Portanto, devido a que

Pe(exp(tX))(ug A ... Aug) = exp(tX)uy A ... A exp(tX)u;
temos que a representacao da ilgebra de Lie é exphcitada por
f)k(X)(ulA.../\uk)=Xu1/\.../\uk+---+u1/\.../\X'u,k.

Essa representacao serd usada em uma das passagens do seguinte resultado central.

67



Teorema 2.2.5 Considere o sistema discreto (2.1). Assumimos que o semigrupo S
gerado pelo sistema tenha interior ndo wvazio em SL(d,R). Suponha que B é um
elemento regular decomposto satisfazendo a propriedade D. Suponha também que a
condi¢io JKj € satisfeita para 1 < k < id. Entdo S =SL(d,R).

Demonstracio: E suficiente provar que S nao é de tipo k para 1 < k < d/2, pois o
mesmo raciocinio € o Lema 2.2.4 mostram que S~! nao ¢ deste tipo. Pela Proposicao
2.1.12, S nao é de tipo k para cada k. Antes disso, lembramos os comentdrios feitos
sobre a parametrizacao dos elementos %A + B. Tinbhamos, pelo teorema da funcao
implicita, a existéncia de uma curva (g, H.) em SL(d,R) x b satisfazendo: go = 1,
Ho = B, go = AP e H, sendo a parte diagonal de A, preservando a estrutura de
blocos de B. Logo, colocando v, = g1/4, se |u| for suficientemente grande, e tomando
a exponencial de

A+ uB= u(—lle + B) = v uHy 3,

consegue-se
exp(A + uB) = v, exp(uHy /)7, " (2.13)

Portanto, se § = {e;,...,e4} € a base que diagonaliza B, a andlise do tipo de um
semigrupo depende do elemento

i =al.. . Ae1he (2.14)
e de usar (2.13) apropriadamente.

(a) Se ey, exy; definem um autovalor complexo de g = exp(B), segue que g satisfaz a
propriedade D(k) e pela Proposicao 2.1.10 temos que Q*(g) = 77 (Q(g)) é um
atrator de g. Logo, pelo lema 2.2.3, & possivel escolher uma sequéncia (uy),,, com
u, — +oc, de tal forma que ,(Q2*(g)) seja um atrator de exp(A + u,B) € S,
de onde 7, (2%(g)) € C* o S-c.ci. Mas, v, — 1 se u, — +oo. Portanto,
Q* c C*. Dai que pela Proposicao 2.1.11, S nao é de tipo k.

(b) Se e corresponde a um autovalor real de B, entao o raio definido por £} € um
atrator de g. Logo, tomando u > 0 suficientemente grande, (2.13) acarreta que
Y.Ex seja um atrator de exp(A + uB) € S. Usando a densidade da componente
de Bruhat, é possivel mostrar no levantamento que v,£; € C%, um dos S-c.c.i.
em Gr;. Mais ainda, este dltimo é conexo (veja Proposigiao 2.1.13). Portanto,
dependendo do vetor e4_j+1 que intervém no

f; = €d—k+1 AN €d_k4+2 N...Neg-1Neg (215)

temos o seguinte:



(51) Se o vetor e4_j41 define um autovalor real de B, entdo o raio definido por
(2.15) é um repulsor de g. Assim, usando (2.14) junto a condicdo JKj, é
mostrado que ££; € C* e sendo conexo (Proposicao 2.2.1), obtém-se que S
nao é de tipo k (maiores detalhes Teorema 3.4 [19] j4 que reproduziremos a
prova em forma breve). De fato, pela condicio polinomial J K} isto se reduz
a provar dois fatos: £ é aproximadamente atingivel desde &, se a; (48) > 0
e —£; é aproximadamente atingivel desde &; , se (—1)**1 A} (AP) > 0. Em
geral, devido a que a exponencial é um difeomorfismo em alguma vizinhanca
de zero, tem-se g. = exp(Y (€)). Segue-se da analiticidade do log(g.) que

2
ge=exp(¥i + S+ ),

onde Y; = AP. Fazendo uso das representagoes p,, p, no nivel de grupos e
algebras de Lie, respectivamente, temos que

pu(00) = exp(efy (Y1) + S0 + )

Nesta primeira parte, consideremos £, dada por (2.14). Devido a que
f)k(Z)(ell\.../\ek) =Zel/\.../\6k+"'+61/\.../\Z6k

e aos subconjuntos {1,...,k} e {d — k+1,...,d} serem disjuntos, temos
que {(p(Z)&5,65) = 0, se j < k; jé que p(Z)’€} envolve algum e; com
1 < k. Por outro lado, se desenvolvemos a exponencial dada acima e usamos
esse ltimo fato, as primeiras k — 1 derivadas em € = 0 da funcao ¢(€) =
(Pe(9)EF,€7) so mulas, embora que

©®(0) = b(p (Y1)&F . &) = b.ay (AB),

para algum b > 0. Logo sua expansao de Taylor em torno de zero é
b _
ple) = 1% (AB)e* +o(e) Yee€ (—rr).

Portanto, existe ug > 0 tal que {px(7,,)ér,&5) > 0. Para este ug > 0, o
raio definido por p,(7,,)¢; € um atrator de exp(A + uoB) encontrando-se
no c.c.a C. Logo pelo Lema 2.2.3 é possivel escolher u < 0 suficientemente
grande tal que p,(7,)¢; seja atrator de exp(A -+ uB), € p(7,,)é7 esteja no
mesmo lado de p, (7,)€; com respeito ao hiperplano em A* R? gerado pelos
autovetores de p; (exp(A+uB)) associados a autovalores distintos do maior.
Portanto, da invarianca de C sob exp(A + uB) segue-se que v,&; € C, e
devido a que 7§, — £, obtém-se a conclusao.
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Para a segunda parte, na mesma forma anterior, as primeiras k— 1 derivadas
em € = 0 da fungao ¥ (€) = (p(9:)&x , &) sao nulas; embora que

v®(0) =c- (B (M), ) = - af (47)
para algum ¢ > 0. Logo sua expansao de Taylor em torno de zero é
P(e) = Ec—!a,f(AB)ek + o(€), Vee (—r,r).

e dependendo de (—1)**1af(AB) > 0 temos que:

e Se k é par, entdo a}(AP) < 0 e ¢(€) se comporta como uma funcao
par negativa préximo de zero. Dai que, existe up < 0 suficientemente
grande tal que (p,(7,,)¢x,&¢) < 0 com —e < 1/ug < 0.

e Se k é fmpar, entao a;f (A®) > 0 e ¥(€) se comporta como uma fungao
impar préximo de zero. Dai que existe uy < 0 suficientemente grande
tal que {p;(7u,)€x,&F) < 0 com —e < 1/ug < 0.

Isto ¢, existe ug < 0 suficientemente grande tal que (o, (7y,)Ex.&r) < O.
Sendo assim, p; (7,,)¢; € o atrator de exp(A + uB) pertencendo a C. Seja
também —p,(7,)¢} um atrator de exp(A + uB) para u > 0 suficientemente
grande de modo que p,(7,,)¢; esteja no mesmo lado de —p;(7,)éf com
respeito ao hiperplano em A*R¢ gerado pelos autovetores de p,(exp(A +
uB)) associados aos autovalores distintos do maior. Portanto, devido a
invarianca de C sob exp(A + uB) obtém-se que —7,£;f € C. Fazendo u —
+oc, segue-se que —¢* € C.

(b2) Se eq_k.+1,4—r definem um autovalor complexo de B, pelo mesmo raciocinio
feito em (b;), mostra-se que S nao € de tipo k.

(b3) Se €4—k+1,64—k definem um antovalor complexo de B, segue-se da Proposicao
2.1.10 que o levantamento W*(g) = 7#~*(W(g)) é wm conjunto repulsor de
g em Gri(d). Por outro lado, pelo Lema 2.2.3, é possivel escolher uma
sequéncia (u,), com u, — —oc tal que 7, (W*(g)) seja um conjunto
atrator de exp(A + u,B) € S, de onde v, (W*(g)) C C%, o S-c.ci (veja
Proposicao 2.1.10). Mas v, — 1 se u, — —oo. Portanto, W*(g) C C§
e pela Proposicao 2.1.11 S nao ¢é de tipo k.

(c) Se e;_1,er definem um autovalor complexo de B, entdo o raio definido por (2.14)

¢ um atrator de g. Os mesmos argumentos dados em (b): (2.15), (by),(b2),(b3)
mostram que S nao é de tipo k.
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Capitulo 3

Semigrupos Conexos e Maximais
em SOy(p, 1)

Neste capitulo, estabeleceremos condigoes suficientes para que um semigrupo maximal
de interior nao vazio num grupo de Lie com posto um, mais especificamente SO,(p, 1),
seja conexo. Tais condigoes envolvem essencialmente a geometria da variedade flag
associada a dito grupo. Isto é, no que se refere & métrica e geodésicas por ela fornecidas.

3.1 Meétrica Canodnica

Antes de mais nada enunciamos o seguinte resultado de cardter geral para semigrupos
de interior nao vazio em grupos de Lie semi-simples, agindo em fronteiras minimais.

Teorema 3.1.1 Sejam G um grupo de Lie semi-simples com centro finito, S C G um
semigrupo mazimal de interior ndo vazio. Entdo S é o semigrupo de compressoes de
um subconjunto C localizado em alguma fronteira minimal (ou variedade flag de G ),
G/Ps. o0 qual é 0 S-c.c.i. correspondente.

Demonstragao: Veja (22]. |
Neste caso, o semigrupo dado ¢é da forma

S=Sc={geG:9CCC).

Associado ao semigrupo temos o objeto algébrico chamado cone de Lie de S que é
definido por:
L(Sc)={X €g:exp(tX) € S¢, ¥V t > 0}.

No caso em que G é de posto um, existe uma unica fronteira Fe os semigrupos maximais
sdo semigrupos de compressao de subconjuntos C C F com C = fe(intC) (veja
Teorema 6.11 de [22]).

k_&o}t%ﬂ&zm‘mubm‘ .
LIRS 5
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A questao que trataremos, é sobre a descrigao dos conjuntos C acima mencionados
de tal forma que o semigrupo Sc seja conexo, além de ser maximal. Em vista que o
grupo envolvido tem posto um, entao ele corresponde a uma das dlgebras de Lie:

(a) so(p,1)
(b) su(p,1)
(c) sp(p,1).
Por enquanto, s6 abordaremos o caso (a). Seja o grupo
SO(p,1) = {g € SL(p+ 1) : g°Lp19 = Ipa},

onde

Sua dlgebra de Lie é dada por:
50(]), 1) = {X c 5[(p+ 1) N Xtngl + Ip,lX = 0}

Esta dlgebra de Lie é uma forma real ndo compacta do complexificado soc(p + 1).
Se consideramos o automorfismo involutivo 8 : so(p + 1) — so(p + 1) definido por:
0(X) = I,1X1I,,, obtemos uma decomposicao da forma real compacta so(p + 1) nos

auto-espacos
t={X €so(p+1):0(X)=X}

s'={X €so(p+1):0(X)=-X}
correspondentes aos autovalores 1 e -1 respectivamente. Isto é,

z:{(g g):GEso(p)}

& = {( o 8 ) b€ Myt (R)}.

Colocando s = is*, obtemos uma decomposicao de Cartan da forma real nao compacta
go = €@ s, a qual é isomorfa a dlgebra de Lie so(p, 1) através do isomorfismo

a b a b
-t 0 ) ~ \#w 0/
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Portanto, consideramos

go = so(p,1) = {(:t g ) :a €so(p), b€ My1(R)}

e denotaremos por X = (a;b) a um elemento genérico de so(p,1) com a € so(p) e
b € Mpxi1(R). A componente conexa da identidade SOq(p, 1) do grupo SO(p,1) tem
como dlgebra de Lie so(p,1) e portanto é semi-simples. Fixemos H = (0;¢) com
¢t = (1,0,...,0) e consideremos a subdlgebra abeliana a = ger{H}. Esta 4lgebra ¢
maximal abeliana em s, dai que a semi-reta

at = {tH :t > 0}

é uma cAmara de Weyl positiva, € portanto determina um subgrupo parabélico minimal
Py. De fato, se X = (a;b); a equagao : ad(H)X = a(H)X fornece as relagoes

cbt — bc* = a(H)a; cta = a(H)b; b=t
Isto é:
e Na primeira equacao: a(H) vezes a primeira fila de a = b = (0,bs,...,by)-
e Na segunda equagao: o H)bt = primeira fila de a.
Logo, comparando estes dois itens, obtemos que a(H)%bt = b%, Mas b # (0), e

dai que o(H) = +1. Portanto, se a = (a;;), b* = (b, ..., bp) temos que a;; = 0 para
i,7 > 2. Isto &,

0 ayp -+ Qi 0
—a2 0 -+ 0 |ap
X =
—a;, 0 -+ 0 |ap
0 ap - ap| 0

Se denotarmos este tipo de matrizes por X = ([w];w) com w* = (0,ws,...,wp) , ©

espago de raizes sera:
8o = {([w]; w) : [w] € s0(p)},

e dimg, = p — 1. Como 2a nao é raiz, isso significa que II* = {a} e nt = g,. Da
mesma forma para a raiz —a, o espago correspondente é:

8o = {(—fw);w) : [w] € so(p)}.
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O centralizador de H em so(p), denotado por my, € formado pelas matrzes

(0] O 0 0 0]o
0 0 axn a2p-1 Qg |0
0 —Q93 0 a3 p—1 Qa3p 0
0 —Q9p —Aa3p —Qp_1.p 0 0
\ 0] 0 0 0 0]0)

Se denotarmos este tipo de matrizes por X = ([0; a]; 0), onde a matriz [0; a] € so(p) é
tal que a primeira fila é nula obtém-se:

my = {([0;a};0) : a € so(p — 1)}
Portanto, ao nivel da dlgebra de Lie a decomposicao de Iwasawa sera:
so(p,1) = so(p) ®a&n™
e a correspondente decomposicao de Langlands da subdlgebra parabdlica minimal é
p=mySaPn.

Também, existe uma acio natural de K = SO(p) na parte simétrica s da decomposicao
de Cartan através da acao adjunta. Portanto, este age transitivamente sobre as Ad( K)-
6rbitas e em particular sobre a érbita

O(H) = Ad(SO(p))H.

Por outro lado, o centralizador de H em SO(p) denotado por My coincide com SO(p—1)
que ¢ a isotropia em H. Portanto, a 6rbita

O(H) = SO(p)/SO(p — 1)

¢ uma esfera em s de raio /2(p — 1), em relagio ao produto interno induzido pela
forma de Cartan-Killing (C-K). Mais ainda, como no Lema 1.3.1 ou a Proposicao 2.1
[5], O(H) ¢é a vinica variedade flag maximal Fy correspondente ao subgrupo parabélico
i imal
Py = MyAgNy.

Em vista que o resultado central envolve segmentos de geodésicas minimais como sendo
trajetérias de campos gradientes associados a certas fungoes altura e em relacao a
uma certa métrica (T-K), & necessério ter uma descrigio para tal, e é o que serd feito
no que segue.
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Lema 3.1.2 Sejam X,Y € so(p,1). Entao.
(X,Y) = (p - Dtr(XY),
onde (.,.) denota a forma de Cartan-Killing. Mais ainda, defina H, € a por af.) =

(., Ha). Entdo,
1

Ha = mH

Demonstracao: Pelo Lema de Schur podemos supor que
(X,Y) =ctr(XY),

para uma constante ¢ # 0. Dai, para o H fixado temos que
(H, H) = ctr(H?).

Por definicao
(H,Hy =" dsp(H)".

Ben

Como s6 existem as raizes Il = {+a}, ed, =p—1, e o(H) =1, temos que (H, H) =
2(p — 1). Por outro lado, cada H € s é da forma:

- 0 b
H= ( B 0 ) ’
onde b* = (by, ..., b,). Mas tr(b.8*) = ||b]%, logo

tr(H?) = to(b.b?) + ||b))°
= 2[|p|™

Portanto, se b* = (1,0, ...,0) temos que tr(H?) = 2, 0 que munido a (H, H) = 2(p—1)
fornece a conclusdo. Para a tltima parte, H, = zH, logo

l=«a(H)=(H,H,)=z(H,H)

e pela primeira parte £ = 1/2(p — 1). |
Para a involucao de Cartan # consideremos os subespacos vetoriais ¥y,sy que
complementam m, a respectivamente; os quais foram definidos no capitulo 1 € [5] por

by = {X+0(X): X =([z];z) ent}
{([21;0) : [2] € so(p)}
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que satisfaz: € = €y © my, onde my € o centralizador de a em £. Da mesma forma,
sg = {X—-0(X): X =([z];2) ent}
{(0; [2°) = [2°] = (0,29, - -, 2p) }
satisfaz s = sy @ a. Associado a estes subespacos vetoriais temos os isomorfismos:

) = 2([2;0),
) = 2(0; [2°]).

g :nT — g talque pg(([2];2)
Yy in' — sy talque ¥y(([2}i2)

Dai que o isomorfismo
o=vgopy 1ty — sy
¢é dado por,
©(([z};0)) = (0; [°)).
Isto pode ser estendido para ¥ como sendo a transformacao nula sobre myg. Por outro
lado, para X = (a;0) com a = (a;;), um célculo direto mostra que

ad(X)H = (0;[z°]) € s, onde [2°]' = (0,a12,...,a1).
Portanto, o espago tangente a 6rbita em H é
Tu(O(H)) = {(0;[°]) € 5: [z°] = (0, 22,..., )} = 5m-
Com a finalidade de fixar notagao, consideremos a decomposicao de Cartan canénica

de SOq(p, 1). Isto &,
SOo(p, 1) = SO(p) exp(s)-

E como foi dito anteriormente, SO(p) age transitivamente sobre a érbita O(H) através
da adjunta Ad. Logo, para um elemento genérico

X=(a;0)=(g 8),

com a = (a;;) temos que o campo induzido X avaliado em H = (0;¢), ¢¢ = (1,0, ...,0),
¢é dado por:

g o6 ... 0 0
0 0 ‘e 0 —Qay2
X(H)=|: = SRR B (3.1)
0 0 N 0 —Qip
0 —ayp ... —a, O

Devido a isto, denotaremos dito elemento (3.1) por X(H) = (0;[2°]), onde [°]t =
(0,013, . ..,a1p) a um elemento genérico de Ty O(H).
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Lema 3.1.3 Dados [z°] = (0,22,...,2) € [w°] = (0,ws,...,w,) sejam X(H) =
(0; [2°]) e Y(H) = (0; [w°]) em TyO(H). Entdo

(X(H), Y (H))r = 2(p — 1)(z2wa + -+ + zw),
onde o primeiro produto interno é a métrica de T-K no espaco tangente a H.
Demonstragao: Pela forma como foi definida a métrica em H e o Lema 3.1.2 obtém-se

(H, [X, p(projy,, (Y))])
(p — Dtr(H[X, @(projy,, (Y))])-

Mas, (proj,, (Y)) = (0; [w°]). Assim,

Zwe + ...+ 2wy, - 0
HIX, (0; [w®])] = :

0 cer Zowo t ...+ 2oy

tr(H[X, (0; [w°)]) = 2(z2wa + . .. + 2pwp).
Portanto, _ 5
(X(H),Y(H))g = 2(p— 1)(zowe + . . . + 2pwyp).
|

Observacgao: Como no capitulo 1 a métrica definida em qualquer outro ponto é obtida
por translacao daquela dada em H através da acao, de tal forma que o grupo K =
SO(p) age por isometrias sobre dita variedade flag. Em vista disto, tal métrica é a
restricao da forma de Cartan-Killing fornecida pelo Lema 3.1.2 e portanto, a menos
de um multiplo constante, é a restricao da métrica canénica definida em s.

Dado H; € s, é possivel considerar a disténcia de z = Ad(u)H € O(H) ao com-
plemento ortogonal Hi: em relacio & forma de C-K. Isto nos fornece, a menos de um
miltiplo constante, as funcoes altura definidas por:

Sua diferencial em z = Ad(u)H ¢é dada por:
(dfm,.m)-([X, Ad(v)H]) = (Hy, [X, Ad(u)H]),

onde

T.O(H) = {[X,Ad(u)H] : X € so(p)}.
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Dai que os pontos criticos de fu, g sdo +H;/||H,|. Portanto, sio singularidades do
campo gradfy, g, com H,/|H,| atrator ¢ —H,/||H,| repulsor. Em vista disso sao
pontos de estabilidade e instabilidade assintética, respectivamente. O campo gradiente
satisfaz:

grad fim, u(X) = (proireoum(H)) /Il

As funcoes fgy, m sa3o restricoes das funcoes altura definidas em s em relacao ao
hiperplano H = Hi". Dai que, se ¢ = fg, g(z) é um valor regular, entao [y (c) é
uma variedade de nivel transversal ao campo grad fy,  j4 que

T.fg,u(c) = {w € TO(H) : {(w, gradfy, x(z)) = 0}.

Portanto, as trajetdérias do campo gradiente que passam por z, sdo segmentos de
geodésicas minimais que passam por +H; /|| H:|| € contém z no interior. Por sua vez,
as variedades estdveis e instdvels sao :

O(H) — {-H:/|H:|} e O(H)—{H,/||Hl]},

respectivamente.

3.2 Relacao entre duas métricas

Seja go = €@ s, uma decomposi¢cao de Cartan. Fixado H € s da mesma forma que
na secao anterior, obtém-se uma variedade flag Fy = G/Py mergulhado em s com
G = SOq(p, 1). O dito mergulho identifica Fy com a érbita O(H) = Ad(K)H através
da aplicagao
o:Fy — Ad(K)H

definida por a(9Py) = Ad(k(g))H, onde Py é aorigemde Fy = K /My (veja o capitulo
0). Para cada H' € Ad(K)H existe uma identificacio diferente de Fg:. No entanto,
a métnica Riemanniana induzida em Fy: nao depende do ponto base tomado para a
identificacao. Suponha que, go = ¥; © 5, seja uma nova decomposicao de Cartan. Pela
teoria das dlgebras de Lie existe um automorfismo interno ¢ de go tal que & = ¢(%) e
s; = ¢(s). Como gy é semi-simples e G é conexo, o grupo dos automorfismos internos
é Ad(G). Isso implica que ¢ = Ad(g) para algum g € G. Seja G = KS = SK a
decomposicao global correspondente a gog = €D 5. Segue-se que g = hucom h € S e
u € K. Mas Ad(u)t =t e Ad(u)s = s. Portanto

b, = Ad(h)t s; = Ad(h)s
Se K, = exp(®;) temos que K; = hKh™!, pois€; = Ad(h)t. As érbitasde Ad(K;) em s,

também se identificam com F, determinando da mesma forma métricas Riemannianas
em F. O objetivo é relacionar as métricas definidas por s € 5,. Se h € S é como acima
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entdo h = exp(H) para um tnico H € s. Como h.H = H, H € sNs; e Fy se identifica
com as érbitas K.H e K;.H wia aplicagoes

a:]FH—>K.H [+ ﬂ:]FH—*KI.H,

ambas com ponto base H. Explicitamente, a(b) = k(g).H se b = gby, k(g) € K e
B(b) = k1(g).H se b= gby onde by ¢ a origem de G/ Py que é ponto base comum para
as duas érbitas. Como

hkH = (hkh™")hH = (hkh™1)H,

Ad(h) leva a 6rbita K.H na érbita K;.H. Compondo essa aplicacao entre as érbitas,
a e 371 se obtém

B loAd(h)oa:Fy — Fy.
Proposicao 3.2.1 Com as notagoes estabelecidas acima, temos que
B toAd(h)oa=h,

onde h no segundo membro significa a aplicagdo induzida no espago homogéneo Fy =

G/Py.
Demonstracao: Seja b = gby € Fy com g € G. Entao «a(b) = k(g)H. Portanto,
Ad(h) o a(b) = hk(g)h™".H

e daf que 37! o h o a(b) = hk(g)h~'by pela definicio de . Mas by é ponto fixo de h
pois by é a origem de G/ Py. Portanto,
B loAd(h)oa(d) = B (hk(g)h™'.H)
hgh’lbo
hb,

J4 que gby = b. |

Coroldrio 3.2.2 Mantendo as mesmas notagdes, seja {-,-), a métrica Riemanniana
induzida em F pela identificacio com K.H C s. Seja também (-,-), a métrica induzida
por Ki.H. Entdo (u,v)s, = (h.u, h.v), para vetores tangentes u,v, onde h. denota a
diferencial de h.

Demonstracao: E consequéncia da proposicio anterior, do fato que Ad(h)(K.H) =
K1.H e de que Ad(h) deixa invariante a forma de Cartan-Killing. [ |

Coroldrio 3.2.3 Se 5, = hs entdo toda geodésica de (-,-), & da forma hy com
geodésica de (-, -)s.

Demonstracao: E consequéncia imediata do coroldrio anterior. [ |
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3.3 Realizagcao Canoénica da parte simétrica

Na secao anterior o grupo SO¢(p, 1) foi realizado canénicamente como sendo o grupo
das matrizes (p + 1) X (p 4+ 1) que deixam invariante a forma bilinear B cuja matriz
associada é I,; = diag(—1,...,—1,1) na base canénica 3 = {ey, ..., €p, €pt1}. Também
a decomposicio de Cartan canénica do go = so(p, 1) foi dada por:

t={(a;0):a €s0(p)} e s={(0;b):b" € RP}
A forma quadratica Q associada a B divide RP*! em trés regies:
L Qo = {z e RP*': Q(2) = 0},
2. Q, ={z e RF' : Q(2) > 0},
3. Q_={z e RF: Q(z) < 0}.

Essas regices correspondem a um cone circular de duas folhas, interior do cone e
exterior do cone respectivamente. Por definicio SO(p, 1) deixa invariante todas as
regioes. Além do mais a reta gerada por e,{; é o centro do cone e é invariante sob K
j3 que Q(ep41) > 0. Seja H = R? o hiperplano gerado pelos primeiros p elementos da
base. A restricao de —B ao H é o produto interno canénico em R? e temos o

Lema 3.3.1 O hiperplano H é K -invariante e se identifica com s de tal forma que as
representacées adjunta e candnica de K = SO(p) sdo equivalentes.

Demonstragao: Seja P : R® — s a identificacao dada por P(b*) = (0;b), b* =
(b1,...,bp) e a K-invarianca de s fornece a de H médulo a identificacio P. Se de-
notarmos por p: K — GL(p,R) tal que p(u)b* = (ab)’ com v = (a;1) e p = Ad:
K — GL(s) temos que

(p(u) o P)(¥") = p(u)(0;0)
(0; ab)

€ por sua vez, o outro membro é dado por:

(Pop(u)(®) = P((ab))
= (0;ab),

de onde segue a conclusao. |

Devido a identificacio P, cada b* = h = (0;b) e portanto como a transformacio
linear tem autovalores 0 e %||b]] com auto-espacos: (b*)* C RP o niicleo, V. = ger{b’ +
|6*]lep+1} associado a ||b*]} e VU = ger{—b* + ||b*|lepy1} associado a —||b*]l. Os dois
iltimos vetores sao atrator, repulsor de h respectivamente; sdo simétricos em relagao
a ep4) € pertencem a 2.
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Coroldrio 3.3.2 Seja h € S € 51 = hs, ¥, = h® uma outra decomposicio de Cartan.
Seja também H; = hH o hiperplano de RPY!. Entdo a representacdo de K; em H, €
equivalente a representagao adjunta de K; em s;.

Demonstragao: A identificacao P:H; — s, é dada pela aplicacdo induzida de P,
isto & P(h(b*)) = Ad(h)(P(b*)), onde h(b*) = (hb)'. Por outro lado, para p, : K; —>
GL(p,R), py(u1)(h(¥")) = hu,y(b*)com u; = huh~'e p; = Ad : K; — GL(s; )temos que

(p1(u1) o PY(R(EY) = py(ui)(Ad(R)P(E))
Ad(hu)((0;5))

€ por sua vez, o outro membro é dado por:

(Popi(w))(h(b) = P(hu(¥))
= Ad(h)(P(u(d))
= Ad(hu)(P(t"))
Ad(hu)((0; b)).
Portanto, a conclusao ¢ valida. n

Observacao: A forma de C-K restrita a s, é equivalente ao produto interno dado pela
restricao de —B a H;.

3.4 Sobre a Conexidade de Semigrupos

Definigao 3.4.1 (a) Um subconjunto C C F, é chamado geodesicamente convezo no
sentido amplo (estrito; se para gquaisquer pontos x,y € C, ao menos um dos
segmentos de geodésica vy, , ligando-os é tal que 7y, , N C é conezo, (0 segmento
de geodésica minimal 7y, , que os liga estd contido em C,.

(b) Se C C F, é um subconjunto convezo no sentido amplo ou estrito, entdo:

(b1) O ponto z € C ¢€ dito extremal, se ndo eziste segmento de geodésica vy
contido em C tal que = esteja no interior de ~y.

(be) Caso contrdrio o ponto serd dito ndo extremal.
Ao respeito, temos a seguinte
Observagao: A conexidade de 7, ,NC dada na parte (a) da defini¢ao, permite concluir
que 7, , C C. Pois, suponhamos que 7, (a) = Z, 7,,(0) =y e 7,, € C, entdo existe
to € (a,b) tal que v, ,(to) ¢ C. Mais ainda, existe € > 0 tal que 7, ,(to—¢,to+¢€) C C°.
Portanto, pela condicao de conexidade temos que

Y.y ncCcC "/lz,‘y([a:to - 6]) ou Yz ncc ’Yz,y([to + ¢, b])
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o qual é um absurdo. Por outro lado, dado z € s, denotemos por H,. o sem-espago
contido em s determinado pelo hiperplano =, onde a ortogonalidade é dada em relacao
ao produto interno induzido pela forma C-K. Se C C H,. NF;, entao convexidade no
sentido amplo e estrito coincidem.

Lema 3.4.2 Seja C C Fy um subconjunto convezo tal que C C H,. para algum z € s.
Entdo o conjunto W =R*C é um cone.

Demonstracao: Dados T = rz, § = sy, com z,y € C, r, s > 0; existe uma geodésica
minimal 7, , ligando-os. Se y = —z, entdo Z+§ = (r—s)zonder—s >0our—s <0.
No primeiro caso £+ 3§ € W eno segundo £+ § = —(r — s)(—z) € W. Sey # —z o
segmento vy, , C ger{z,y}, portanto r’.(z + y) = 7, ,(to), to € dom~,, ez +y € W.
Claramente R*W C W. n

Para cada elemento x € W, associamos a funcao altura f, : F — R definida por
£2(9) = (2,9), cujos campos gradientes s3o dados por: grad fa(y) = Projrg, (u)- Se
denotarmos por:

Y= {grad f :x € W}

obtemos o grupo gerado pelos fluxos

Gs = {(grad f1);, o--- o (grad fx)e, : t; € R, e wWi. (3.2)
Mas, os difeomorfismos fornecidos pelos fluxos de campos gradientes sao dados por:
(grad f.): = (grad fi)1- (3.3)

Portanto, G5, coincide com o grupo gerado pelos fluxos dos campos gradientes de
fungoes altura, correspondentes a elementos de Cs.

Lema 3.4.3 O grupo Gy, age transitivamente sobre F.

Demonstracao: Tudo depende de mostrar que as érbitas Gx(z) para z € F, sao
subvariedades abertas, dai usando a conexidade do F, obtém-se a conclusao. Sendo
assim, para cada z € intC;, é possivel encontrar uma bola aberta B{z,r) tal que
B(z,r) C C;. Dai, tomando (gradf.):(z) com z € Fr(B(z,r)), consegue-se colocar um
aberto na 6rbita. Para z € extC,, seja a bola aberta B(y,r) tal que B(y,r) C C; e
considere (gradf.):(z) com z € Fr(B(y,)). Estes fatos, junto ao primeiro argumento
mostram que intGx(z) # 0. Para € Fr(C;), tome uma bola aberta B(y,r) tal que
z € B(y,r)NintC; e 2 mesma idéia funciona com (grad f.):(z). Portanto, as dimensoes
de F; e das 6rbitas que sao subvariedades quase-regulares coincidem. |

A relacio (3.3), permite considerar o semigrupo gerado pelos fluxos de campos
gradientes associados as fungoes f, com =z € C = C;, e que nao faz diferenca tomar
reW. Isto é

Sy = {(gradle)h 0:-+0 (gTadfzk)tk >0, e C}
Se formula o
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Lema 3.4.4 O semigrupo Sx, tem interior ndo vazio e C(Ss) = C.

Demonstragao: Em geral, para cada z € s o campo induzido Z pela acao ¢ do grupo
SOq(p, 1) que torna F, num espaco homogéneo, satisfaz & = grad f, (veja Proposicio
0.3.3 ou [5]). Em vista de que intC # @ em s, temos que:

s = ger(C) = ger{Eipt1 + Epy1:: 1 <t < p},

onde E;; denota a matriz com termo nao nulo igual a um na entrada %, j e zero nas
demais. Pelas propriedades da decomposicao de Cartan, o colchete satisfaz

[, 5] € so(p)

so(p) = ger{[Eipt1 + Epiri, Bivipis + Epr1iaj] : 1 < i< p,i <i+4j < p}
= ger{Eii+; — Ejyii 1 1 <i<p,i<i+j<p}h

Ou seja, AL(C) = so(p, 1) e o semigrupo S(C) gerado pelos fluxos em tempo positivo
dos campos invariantes contidos em C tem interior nao vazio, € pelos comentarios no
Inicio da prova tem-se

S(C)

{exp (t121) .. .exp (txzx) : t; > 0, z; € C}
{¢expt1:tl ©---0 iA‘gexptk:z:k : ti > 07 z; € C}
{(gfadftl)tl 0--+0 (gradf-’tk)tk 1t >0,z € C}
Sx.

1P

Portanto, intSy; # @. Por outro lado, como C é convexo, entdo ¢ invariante sob Sy, e
pela primeira parte C(Ss) C C. A inclus3o reciproca é consequéncia de tomar z,y € C
e de considerar dois fatos: y # —z ou y = —z. No primeiro caso

T = tginoo (gradf:):(y) € feSs.z;

e no outro caso =z € FrC, dai que é possivel tomar algum z € intC e para um tg > 0
fixo, temos:

zT= tli+moo exp(tz) exp(toz)(—x).

Mas exptz,exploz € Sy. Portanto, z € feSg.(—x). n
Se denotarmos por S;,; ao semigrupo gerado pela imagem do cone L(S¢) via apli-
cacao exponencial, obtemos o

Coroldrio 3.4.5 O semigrupo Sy,; tem interior ndo vazio € C(Siy) = C.
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Demonstracio: E sé usar a relagio (gradf;): = exptz, para obter Sy C S;ny C Sc.
Portanto, C C feS;,;.x C C para cada z € C. |

Fixemos uma decomposicao de Cartan, infinitesimal e global, so(p,1) = t@ s e
SO¢(p,1) = K.exps respectivamente. Tomemos a variedade flag F;, = Ad(K)H; e
o cone de Lie L(Sc) associado ao semigrupo maximal Sc. Entdo o conjunto W, =
L(S¢) N's € ainda um cone, podendo acontecer as seguintes possibilidades:

o W,=(0)
e W, pontual.

e W, nao pontual.

Sendo assim, podemos observar que tudo depende da localizacao da parte simétrica
s em relacdo ao cone L(Sc). Suponhamos que W, # (0), entdo para o H(W;) =
W, N —W; temos que este € o trivial ou nao . Neste iltimo caso dao-se as seguintes
situacoes :

e Se dim H(W,) =1, entdo H(W,)NF, = {z, —z} é desconexo.

e Se dim H(W,) = k, entao H(W;) NF; = S*~! (esfera de dimensdo k — 1) ¢

CONneExo.

Mas, dims = p e H(W;) C s, dai que dim H(W,) < p. Se dim H(W,) = p, temos
que H(W,) = s. Portanto, essa situacio nao deve ser tomada em conta.

Seja W, # (0), dimH(W,) =k, 0 < k < p. Entao C, = W,; N F, no maximo
poderia ser uma semi-esfera, cujo bordo FrC; = S¥=2 = H(W,) NF;. Nos outros casos;
FrC, D S*%, 3 < i pode nao ser subvariedade e vai depender da natureza do cone

L(Sc).

Lema 3.4.6 O conjunto C; = L(Sc)NF, como nos comentdrios feitos acima é convezo
e estd contido em C.

Demonstragao: Primeiro observamos que C; C C; porque dado = € C;, é possivel
escolher y € C, y # —z e portanto

z= lim (gradf:):(y) = lim (exptz)y€C

Agora tomamos z,y € C;, entao y # —z ou y = —z. No primeiro caso, o cone
W, = ger{z,y} C W, mas W, NF,; C L(Sc) N Fs é o segmento de geodésica ligando
z,y e portanto, a conclusao é vilida. Para o segundo caso, basta tomar z # +z em
C; e repetir o argumento de acima com os elementos z, z € z,y e concluir do fato que
por z,y, z passa uma tunica geodésica. Um argumento alternativo seria; tomar intC; e
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usar o fato que este nao contém pontos antipodais, porque eles estao localizados na

fronteira FrC, e concluir que este é convexo para depois estender isto ao fe(intCy) = C.
|

Seja 0 a involucdo de Cartan associada & decomposicao dada acima. Logo para
(a; b) € so(p, 1) temos que 8(a; b) = (a, —b). Mas (a;b)* = (—a;b). Portanto, a involucao
0, definida por 8, = —0, satisfaz:
01(a;b) = (a;b)'

e é um anti-automorfismo da dlgebra de Lie so(p, 1). Em vista disso e o que provaremos
a seguir, consideramos a seguinte:

Definicao 3.4.7 Um subconjunto C C F é dito geodesicamente estrelado em x € C se.
para cada y € C, ao menos um dos segmentos de geodésica ligando eles 7y, , intercepta
C num conjunto conero. Isto €, v,, N C € conexo.

Dito isso, podemos formular o seguinte

Lema 3.4.8 Suponhamos que 0, deiza invariante ao cone de Lie L(S¢c). Entdo para
cada g € Sc, existe § € Siny- Mais ainda, o conjunto de controle C é estrelado nas
projecdes radiais de elementos de L(Sc) Ns.

Demonstragao: Seja proj, : so(p,1) — s a projecdo de so(p, 1) na parte simétrica.
Segue-se que
proj (L(Sc)) = L(Sc) Ns.

Pois, se z = (a;b) € L(S¢), temos que 6,(z) € L(Sc) e
(0:8) = 3=+ 0:(2)).

Dai que (0;b) = proj,(z) € L(Sc); a outra inclusao é imediata. Sendo assim, cada
elemento g € S¢ pode ser escrito como

g =exp(2a1) . .. exp(2)

com 2; € s0(p,1). Mas L{S¢) é um conjunto convexo e fechado. Dai, para cada z; na
decomposicao de g, existe um unico Z; € L(S¢) tal que:

llz — Z|l <inf{llz — 2| : z € L(Sc)}-
Assim, isto fornece um elemento

g1 = exp(Z1) . . - exp(Zs),
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onde Z; = (a;;b;) € L(Sc). Portanto, o elemento procurado é

g =exp(t) - - - exp(ys);
onde y; = (0;b;) = proj,(%;). Mais ainda, y; € L(Sc) e
(grad f,,):.C = exp(ty;).C CC V>0

mostra que C ¢ estrelado no conjunto L(Sc) N O(H). [ |
Observagao: A hipétese 61(L(Sc)) = L(Sc) é uma condicao de simetria do cone
de Lie L(Sc) com relacao & parte simétrica da decomposicio de Cartan. Alias, se
int L(Sc) # 0, entao a dita condicao garante que L(Sc) N's # (0) (poderia acontecer
que L(Sc) C ¥).

Agora veremos a condigao de simetria global do semigrupo compressao S¢. Para
tal, Sg' C Sk(c-), logo o conjunto de controle invariante C(S;') C fe(C¢). Mas, se S¢
for maximal, ;! também é maximal, de onde C(S5') = fe(C°). Dito isso, seja 0 a
involugdo de Cartan global correspondente a . Logo para cada g = uh, u € SO(p),
h € exp(s) temos que 3

6(g) = uh™.
Se denotamos por ; o anti-automorfismo global correspondente a 0,, segue-se que

bi(g) = (9(9)) 1
f—— gt_
Portanto, .
Bi(Sc) = (0(Sc)) = St

Para ter uma descricao mais precisa de 6; (Sc¢) como semigrupo compressao de algum
outro conjunto de controle em outra variedade flag, consideramos a aplicacdo quociente

w: SOe(p, 1) — SO+(}]:,1)

e o difeomorfismo

SOu(p,1)  SOo(p,1)
- Pa © 0(Pn)

definido por 8(gPy) = 6(g).0(Py). Tais aplicagbes estdo ligadas através das relacoes :

7

mof=0o7 e B(g)of=0og
para cada g € SOq(p, 1). Em vista disto, € da maximalidade de S¢ temos que
6: (Sc) = Sfe(E(C)c)
permite formular o seguinte
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Lema 3.4.9 Seja g € Sc tal que g = uh, u € SO(p) e h € exp(s). Suponhamos que
01 (Sc) C Sc. FEntao h? S Sc.

Demonstracao: Para g € S¢, temos que

é(g)(a(C)) c9C) e 6(C)c gd(C).

Segue-se que
g7"(9)(8(C)) C(C).

mas g~ = f(hu~!). Dai, usando a relagao 6(g) o8 = 0 o g temos que
8(r¥(c)) ().

Portanto, h? € S¢. [ |
Observacao: A condigio de simetria global se traduz em 6, (9)-9 € Sc, pelo que
S Nexp(s) # (e). Seja g = uh, denotemos por s(g) = h a projecao global de Cartan
na parte simétrica, Entdo nao sempre é possivel obter que h = s(g) € Sc.

Definigao 3.4.10 Seja G um grupo de Lie, S C G um semigrupo e A C G um
subconjunto. Dizemos que S é reversivel & esquerda (respectivamente & direita) em
relagdo a A se gSNS # B (resp. SN Sg # 0) para cada g € A. Equivalentemente, se
AC SS™! (resp. AC S71S;

Com relacao a esta definicao , tem-se o seguinte resultado que da condigdes sufi-
cientes para obter conexidade para um certo semigrupo.

Proposigao 3.4.11 Sejam S;. S2 semigrupos de G tal que Sy C S2. Sy reversivel em
relacdo a Sy, 1 € S, Sy conexo. Entao Sy é conezo.

Demonstracao: Pela reversibilidade temos que ¢gS; N'S; # 0, para cada g € Ss.
Tomando a decomposicao de S; em suas componentes conexas (Sp = U;S*), a conexi-
dade de S, diz que S; C S¥®. Para g,¢ € Sy, temos gS; C S* e ¢S) C §7, mas

@%gSlﬂSl CgSlﬂSi°,

segue-se que gS; C S e ¢’S; C 5%; consequentemente,
U g.S'1 C S%.
9gES?

Por outro lado,
Sp = U g51 C S

gE€S2
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pois 1 € 5;. Dai que
Sy C 5% C Ss.
Portanto, S, é conexo. |
Agora, fixemos um grupo de Lie de posto um com dlgebra de Lie g. Seja g =¢D s
uma decomposi¢ao de Cartan fixa, com a correspondente involucao 6. Também, seja
as uma subdlgebra abeliana maximal, estendamos a; para uma subdlgebra de Cartan
b C g, tal que b = a, @ a,. Existe o seguinte resultado que serd usado logo mais.

Proposicao 3.4.12 Seja b uma subdlgebra de Cartan de g. Entdo eziste um auto-
morfismo p € Int(g) tal que b = p(b) é O-estdvel (isto éb=bNEDbNs=b, ® b))
com b, C a,.

Demonstragao: Veja Proposicao 1.3.1.1 [28]. u
Em wvista disso, podemos localizar elementos do interior de semigrupos, nos subgru-
pos de 1sotropia.

Proposicao 3.4.13 Seja S C G um semigrupo de interior nGo wvazio. Entdo para
cada g € intS, existe um subgrupo parabdlico P(g) que o contém.

Demonstracao: Para g € intS, tomemos sua decomposi¢ao de Jordan (veja Propo-
sicao 1.4.3.3 [28)]):

9 = GsGu: (34)

onde:
e g, semi-simples, isto é: Ad(g;) semi-simples.
e g, unipotente, isto & Ad(g,) unipotente.

Como a uniao de todos os subgrupos de Cartan é precisamente o conjunto dos
elementos semi-simples, existe um subgrupo de Cartan B 5 gs. Seja b a subdlgebra de
Cartan correspondente. Pela proposicao 3.4.12 podemos tomar uma decomposicdo de
Cartan g = £ @ s tal que b seja estdvel sob a involucao 6. Sendo assim:

B=2Z2c(b)={g€G:Ad(g)H = H, VY H € b}

b=bNEPGbNs=>b, Db,

Dai, temos uma decomposicao ao nivel do subgrupo de Cartan; B = Bg.B;, onde
By = KN B e B; = exp(bs) (veja Proposicao 1.4.1.2 [28]). Consequentemente

9 = grhgu, (3.5)
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onde gr € Bk, h € B,. Por outro lado é claro que h # 1. Caso contrdrio g = grgy
e dai que é possivel aproximar este elemento no intS por § = §rg, de tal forma que
gr = 1 para algum n € N; sendo assim e devido a que g.¢, = ¢.9s, b = 1 obtém-
se que ¢" = g € intS que é um elemento unipotente. Portanto, fazendo uso de
gu = exp(Y’), ad(Y") nilpotente e o Lema 4.1 [17] contradizemos ao fato do semigrupo
ser préprio.. Com respeito & aproximacao, esta decorre do fato que gr = exp(X), X
elemento compacto, dai que seus autovalores sao imagindrios puros, € sendo assim, os
autovalores de g; tem médulo um, e portanto podem ser aproximados por elementos
gx. de tal forma que os argumentos de seus autovalores, sejam miltiplos racionais de
7 com médulo um. A idéia é mostrar que (3.5) se adapta em alguma decomposicao
de Langlands. Por isso, tomamos h = exp(H), H € bs e g, € K N B. Se denotarmos
a = ger{ H} C s (subdlgebra abeliana maximal) temos que g € M, o centralizador de
a em K (pois g; € KNB). Para alocalizagao do elemento g,, usamos o fato dos grupos
serem cldssicos, o que permite olhar cada um deles num certo grupo linear GL(m) com
dlgebra de Lie gl(m) (para algum m apropriado) e alids a aplicacdo exponencial é um
difeomorfismo no dominio:

Q(7) = {X € gl(m) : |Im)| < 7, V autovalor A de X'}

(ver Proposicao 3 da parte II de [26]). Sendo assim, g € GL(m) se decompoe de maneira
tnica como o produto de um elemento eliptico, hiperbélico € unipotente, comutando
dois a dois, o que seria a decomposicao dada em (3.5), pelo que hg, = g,h. Como g,
é inversivel,

spec(H) = spec(gHgy '):

mas H é um elemento real semi-simples pela escolha feita, logo
spec(guHg, ") = spec(H) CR

fornece g,Hg;', H € Q(x) e como exp(g,Hg;') = exp(H), Ad(g,)H = H, entao
gu € M A, onde este 1iltimo subgrupo fixa a cAmara de Weyl positiva a*. Portanto,

g € P(g) = M(g)A(g)N(g)".

o subgrupo parabdlico procurado. [
Agora enunciamos o seguinte resultado sobre reversibilidade, provado por Ruppert
(veja [16])-

Lema 3.4.14 Seja S um semigrupo de um grupo G e suponha que N é um subgrupo
normal de G tal que SN/N é reversivel a esquerda. Suponha que G, é um subgrupo de
G contendo N e tal que S; = SN G, gera G,. Se Sy € reversivel a esquerda, entdo S
€ reversivel & esquerda.

Demonstragao: Veja Lema 1.3 (ii) de [16]. u
Uma variacdo do Lema 4.6 de [16] é o seguinte resultado.
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Lema 3.4.15 Suponhamos que G é um grupo de Lie solivel e que o interior do semi-
grupo S C G contém um elemento s = exp(X) tal que Re) > 0 para cada autovalor A
de ad(X). Entdo S é reversivel & esquerda.

Demonstracao: E s6 usar o fato de que s = exp(X) € intS como nas provas prévias
ao Lema 4.6 de [16], j4 que nesse caso, 0 semigrupo é tomado como sendo aberto e
somente é usado o fato topolégico s € intS. Outro fato usado e que nao depende da
topologia do semigrupo ou seja do int S, é o Lema 1.3 (ii) de [16]. [
Agora faremos alguns comentdrios sobre conjugacoes das decomposigoes vistas
antes. Para tal, temos que a partir de uma decomposicdo de Cartan g = E@D s e
tomando uma subdlgebra abeliana maximal a = a; C s se obtém os espacos de raizes

ge={X€g:adH)X =a(H)X, VY H € a}.

Se II denota o conjunto das raizes; é possivel obter um sistema simples de raizes. Logo,
definindo uma ordem lexicogréfica em a*, obtém-se o grupo nilpotente n* = Y go
e portanto, uma decomposicao de Iwasawa

g=tdadnt.

Se m denota o centralizador de a em &, entao a subdlgebra parabdlica minimal corre-
spondente é

p=mPadn’.
A contraparte global de tudo isso é
G =KANt e P=MANT,
onde K = exp®, A =expa, Nt =expnt, M o centralizador de a em K. Isto é,
M ={ue K:Ad(u)H = H,Vh € a}.

O conjunto ANt & um subgrupo normal de P. De fato, a primeira parte decorre de
que P é o normalizador de N* em G; em particular A normaliza N*. Para ver a
normalidade, tomemos g = man € P, e dai

gANtg™ = AmN+tm™ = AN™,

porque m € P e este normaliza Nt. Para qualquer conjugacio de P, por dizer:
I,(P) = gPg™! temos:

A=1,(A) =exp (Ad(g)a).
Ao nivel da &lgebra de Lie g = ) . 9o, Obtém-se em forma paralela:

8= Ad(9)ga-

a€cll
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Desta forma, para X € g,
Ad(g) (ad(H)X ) = a(H)Ad(g)X;
logo, usando o fato de que Ad(g) é um automorfismo segue que
ad (Ad(g)H) (Ad(g)x) = (a o Ad(g—l)) (Ad(g)H) Ad(g)X.
Se denotarmos H = Ad(g)H, & = a o Ad(g™?), temos que:
ad(H) (Ad(g)X) — &(H)Ad(g)X.

Isto significa que
Ad(g)ga = ga-
Portanto,
g=Ad(g)tcdient e p=Ad(gmeagat,

onde
i = Yociir 86 = Docnr Ad(@)ga ¢ I+ = {@o Ad(g™) s a € IT*} = Ad(g)"IL
Na contraparte global temos que
G = I,(K)AN* e P=1I,(M)AN*,
onde as componentes correspondentes sao dadas por:
N* =L(N*) e M=IL(M)= 2,
Com tudo isso, formulamos a

Proposicao 3.4.16 Seja G um grupo de Lie com posto um, S C P um semigrupo de
interior ndo vazio. Entdo S é reversivel a esquerda.

Demonstracao: Mostraremos que, S N ANt é reversivel 4 esquerda em AN* e pelo
Lema 3.4.14 concluiremos que S é reversivel a esquerda em P. Para isso, tomamos um
elemento g = man € intS de tal forma que possamos definir o subconjunto nao vazio:

T={meM:3 hn€ ANt com mhn € intS}
que é um semigrupo com interior nao vazio em M porque M pormaliza ANt (pois
mAN*m™ = AmN*m™!) e a translacio a direita Rz; : M — P é continua. Sendo
M compacto e conexo tem-se T = M (veja Proposicido V.0.18 de [9]); dai que existe
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he€ A n€ Nt comhn € intS (1 € T). Por outro lado; ANt = Upen+1,(A), juntando
isso ao fato anterior, se conclui que

(intS N AN+) NI,(A) # 8, nee N*.

Por conseguinte, tomamos h = I,,,(h), b = exp(H), H € a nesse conjunto e fazemos as
seguintes observagoes sobre h:

e Se A = I,,(A) = exp (&), com & = Ad(ng)a, H = Ad(no)H, entdo

ad(H) = ad(Ad(ne)H) = Ad(ng) o ad(H) o Ad(ng?)

~ {0, £a(H)}
spec(ad(H)) = spec(ad(H) )= {0, ia(H;),u +20(H)}.

e Também S N AN* é um semigrupo de interior ndo vazio em AN* porque h =
exp(I:I) € intSNAN™. Em geral, para a decomposicao de Iwasawa g = ¢@adnt
segue-se que, a @ nt C p é um ideal soliivel porque AN't C P é um subgrupo
normal, conexo com &lgebra de Lie a®n* (também pode ser provado diretamente)
e a, n* sdo soliveis com a & (a @ nt)/nt. Agora consideramos a aplicacao
adjunta, restrita a a @ n™, isto ¢

adggn+(H) :a@n* — a@nt

a qual é bem definida porque a,a C a @ nt e n* = Ad(ng)n* = nt (veja os
comentérios prévios). Ou seja,

adagn+(H)X = [H,X] ca®nt, X en™;

veja que

spec(adagn+ (H)) € R* U {0}.

Com estes dois fatos, temos satisfeito as hipéteses do Lema 3.4.15, consequente-
mente SN AN™ & reversivel & esquerda em AN*. Para a parte que falta consideremos
o grupo quociente P/AN' = M que é compacto, conexo e a aplicacio quociente
w: P — P/AN é aberta. O semigrupo S.ANt (AN™ é normal em P) ¢ de interior
nao vazio em P, entdo o semigrupo S.ANT /ANt 2 M (veja Proposicio v.0.18 de
[9]); também S N AN gera AN+ porque int(S N AN*) # §. Portanto, o Lema 3.4.14
nos fornece a reversibilidade & esquerda de S em P. |
Observacao: Notemos que esta proposicao pode ser aplicada a semigrupos de interior
nao vazio em G; cujo interior interceptam qualquer subgrupo parabdlico.
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Teorema 3.4.17 Seja C um subconjunto da variedade flag F; = O(H) tal que C =
fe(intC) e C geodesicamente convezo no sentido estrito em relacdo a métrica de T-K.
Entao o semigrupo de compressao

Se = {g € SOo(p, 1) :gC C C},

€ conexo, maximal e de interior ndo vazio.

Demonstracao: As dois ltimas afirmactes sdo de cardter geral para grupos de
posto um dados pelo Teorema 6.11 de [22] e enquanto & primeira parte é como segue:

Pela Proposicao 3.4.13, para cada g € intS¢ existe um subgrupo parabélico P(g)
tal que g € P(g). Mas a convexidade do conjunto C acarreta que C C L(S¢), pois,
dado z,y € C obtém-se

exp(tz).y = (gradfz):(y) € C, Vt > 0

e dai segue-se que intS;,y N P(g) # 0. Logo, pela Proposicao 3.4.16 o semigrupo
Sing N P(g) € reversivel & esquerda em P(g). Isto é

h(S,-n, n p(g))n(s,-nf n P(g));é 0, Y he P(g).

Em particular,
9-Sing N Siny # 0, V g €intSc.
Isso junto aos argumentos dados na Proposicao 3.4.11 fornece a relacao

intSe C (intSC)Smf = U g-Sinf - Sio’

g€intSc

onde S* é a componente conexa da identidade. Portanto, tomando o fecho e usando o
fato S¢ = fe (intSC), obtemos a conexidade de S¢. Isto &, S¢ = S™. |

No que segue queremos estabelecer condigoes suficientes sobre um semigrupo
conexo € maximal Sc para poder obter propriedades geométricas de C. Isto €, se ten-
tamos caracterizar a conexidade de semigrupos maximais em termos da convexidade
geodésica do conjunto controle invariante C, a mesma coisa deveria acontecer com o
conjunto de controle invariante de S;'. Isto nao necessariamente forca a que o bordo
OC = CNie(C*) seja uma variedade de nivel transversal ao campo grad f, para alguma
funcao altura f. Mas, em certas situagoes isto é verdade. Para tal, s6 consideramos
SO(3,1) e olharemos como certas propriedades algébricas de elementos no cone de Lie
influenciam na geometria do conjunto C.

Lema 3.4.18 Seja S¢ C SO¢(3,1) um semigrupo conexo, mazimal e de interior ndo
vazio. Suponhamos que exista um elemento compacto X € L(S¢). Entdo CnNie(C*) é
uma subvariedade de nivel na érbita O(H) = Ad(SO(3))H. Em particular, C é convezo.
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Demonstracao: Seja E;; a matriz com termo nao nulo igual a um na entrada ¢, j e
zero nas demais. Sem perda de generalidade podemos supor que

X = (a;0) = Eyp — By,

J4 que a exponencial de qualquer outro elemento compacto, age como uma rotacao na
parte simétrica ao redor de um eixo fixo. Sendo assim, para u, = exp(tX), H = (0;b) €
O(H) e b* = (b1, b, b3) temos que:

Ad(u)H = (by cost + bysint) Ey + (=by sint + by cos t) By + by Es,

onde Fy = Eyy+ Eyy, Ey = FEoy+FEy, E3z = E3y+ Ey3. As dois primeiras coordenadas
descrevem uma hiper-esfera de raio 2. Isto €, se V = ger{ ), F»} temos que

Ad(SO(2))fI = O(H) N (bsBs + V).

Portanto, se X € L(Sc) segue-se que o semigrupo a um parametro SO(2)* C Sc. E
dai

SL(2,R).H=S0(2).HcC, VvV HeC
e como C e C° sao conexos, temos que C Nfe(C¢) é uma variedade de nivel transversal
ao campo gradfg,. |
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