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INTRODUGAO

Em (7) sao esclarecidos varios aspectos de um teorema de Atiyah e Hirzebruch
(teorema 3.20 de (7)) e sao obtidos resultados de nao-mergulho para. variedades
de Grassmann; aqueles autores haviam usado o mesmo teorema, com sucesso, para
espacos projetives complexos.

Hsiang e Szczarbatestudafam em (10) variedades que sao os espagos totais de
fibrados de esferas sobre esferas e obtiveram resultados de imersao e mergulho
dessas variedades, fazendo uso do conhecimento do nimero de campos linearmente
independentes sobre as esferas.

Esta tese foi desenvolvida a partir desses dois tfabalhos e seus objetivos
basicos sao, por um lado, generalizar resultados de (7) considerando mergulhos
nao em esferas mas sim em espagos totais de fibrados sobre esferas e, por ou-
tro, considerar as '"flag-variedades' complexas que formam uma classe mais ampla
que as variedades de Gréésmann.

0 presente trabalho consta de quatro capitulos e o conteudo de cada um de-

les € o seguinte:

Capitulo | =~ Fibrados, Imersces e Mergulhos

Neste capftulo foram colocadas as nogoes preliminares e notagoes que serao
utitizadas nos capitulos seguintes. Alguns resultados gerais sobre fibrados fo-
ram desenvoividos. Apresentamos ainda uma condi¢do suficiente para que o espago

total de um fibrado de esferas seja uma variedade paralelizavel,

Capitulo || - Pibrados de Esferas

No capitulo 1) foram estudados, com detalhes, os espacos totais de fibrados
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de esferas sobre esferas. 0 seguinte resultado € basico:

"se gP e nd s3o fibrados vetoriais sobre $" tais que &P ® nd = Pt

entao existe um fibrado (-n)q sobre ST, com a seguinte propriedade:

Ep ® 69 =6P @ ()9, onde 6" denota o fibrado trivial de posto n.

A partir desse resultado obtéem-se um teorema de nao-mergulho para as varie
dades Mg,_ construidas como espagos totais de particulares fibrados de esferas
scbre N,

A seguir, calculamos a cohomologia e a K-teoria de fibrados de esferas e

concluimos o capitulo com o seguinte teorema:

Mse £ = (E,m,S") & um {p+l)-~fibrado vetorial com p e n fmparese u & a

classe fundamental em homologia de $(E) .ent3o, para todo a(Zb((S(E)), tem-se
<ch(a}, u >€ 2"

Este resultado generaliza um teorema de Bott para as esferas de dimensades
pares, demonstrado em (5) e e fundamental na obtengao de resultado de nao-mer

gulho, pelo método utilizado..

Capitulo I = WNao-mergulho em Espagos Euclidianos

0 capftulo é iniciado com a definigaoc de '"flag-variedade complexa'.  Para
estas variedades calculamos a cohomologia e as classes de Pontriagin do fibrado
normal com a finalidade de usar o tecrema de Atiyah (Teorema J;)

S3o obtidos resultados de n3o-mergulho em R" para as variedades F(2,2),

F(z,2,1) e F(2,2,2).



Capitulo W -~ HNao-mergulho em Fibrados de Esferas

No capftulo IV & dada uma descricac do método que permite calcular as
classes B{v}, associadas ao fibrado normal de um mergulho das flag-variedades
em S{&). Para possibilitar a classificagao de tal fibrado normal foi feita a
seguinte restricao sobre o fibrado £: ele deve ser tal que 15" @® & seja tri-
vial, o que e equivalente a exigir-se que £ seja o fibrado normal de uma imer
s3o de S em um espago euclidiano. Tal ocorre, por exemplo, se § ¢ trivial
ouse TS"=¢ @ 6 e £ possui uma secgdo que nao se anula {caso coﬁsideré
do por. Hsiang-Szczarba em (10}). |

Utilizando o teorema do capftulo I!, mencionado nesta introdugao obtem-se
0 seguinte;

mergulha em S(£} com fibrado normal orientado Uzk, en-

Teorema (K;): Se M2M

tao para todo 6 € K{M) tem-se o ~

<2%7leh (B)B (W), (M). > € Z. »

A partir dai segue-se o resultado final:

Teorema (0;): Se & & um (p+l)-fibrado vetorial sobre S", com pe n [mpa

res, TS" @ £ trivial e L =p + n = dim${&) entado:
(1) F(2,2)£ S(E) se L =12
(2} F(2,3)¢ 5() se L =20

{3) F(Z,“)qt S(£), se L =28

20

—
[t

() F(2,2,1)< s(g), se

1
I

(5) F(2,1,1) ¢ S{&), se 12
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| - FIBRADOS, IMERSOES E MERGULHOS

A - TImersdo e Mergulho. Fibrado Normal. Teorema de Hirsch

A palavra variedade (ou variedade diferenciavel} signiffcara, em todo )
texto, variedade diferenciével, compacta, de classe C°. Uma fungao entre duas
variedades serd suposta diferencisvel de ciasse C°. Denotaremos o fibrado veto
rial real produto de posto n por e"  ou simplesmente n. 0 sinal de igqualda-
de sera usado para indicar fibrados isomorfos e os grupés estruturais de fibra

dos vetoriais serdo 0(n} ou ~SO(n). . L

Ay -fDeFiniggo: Sejam Me N variedades diferencidveis de dimensdes m e n,res
pectivamente; uma fungao diferenciavel f: M>N e uma dmersao se a. derjva&a
de f em cada ponto de M tiver posto m. Se; élém%disso, f for um homeoﬁor“
fismo de M -sobre f{M} £ e chamada um mergulfio de M em N.

Usaremos as notaga_e; MG N e MC N para indicar que M imerge em ‘N_
e mergulha em N, respectivamente. )

Observemos que se existé um mergulho de M em N entdo M & difeomorfa
a uma subvariedade de N; entretanto, a imagem de uma imersao podera nao - - ser
uma subvariedade.

Dada uma imersao f: M = N & possivel construir um fibrado vetorial vg so

bre M, com a seguinte propriedade:

™ @ vg = f!{TN)

L]

onde f'{TN} denota o fibrado induzido, atraves de f, pelo fibrado tangente
- a N.

0 fibrado vg € chamado fibrado mormal da imersao f.Reciprocamente,Hirsch



em (11} provou o seguinte:
Az - Teorema: Se existe um p-fibrade vetorial v, sobre M tal que p > 1 e
mEp

™M ® v=28

entao existe uma imersac de M em Rm+p, com fibrado normal wv.
Hirsch provou ainda que se o fibrade v possuir secgoes linearmente inde

pendentes a imersdo pode ser realizada em dimensoes inferiores a m + p.
Ay - Corolério: Se M™ & paralelizavel entdo M'< R™!,

‘A, - Lema do Cancelamento: Se ER e um n-fibrado vetorial sobre Mm, orienté

L=

vel tal quef
n - N
£ @ 6P =pMP

o~ n _ an
com N > m, entao & =07,

Demonstragao:

Suponhamos p =1 e consideremos o diagrama:

”"”’,f~? BSO(n)

>BSO(n+1)

onde f & a aplicagdo que classifica £ e p e a fibragao usual com fibra SM.
A aplicagao pof classifica & @ 6' e com este fibrado & trivial,
pof & homotopica a aplicagdo constante igual a e € 850{(n+1); consequentemen-

te, a aplicagao f & homotopica a uma aplicagao:

g: MM > p7l(e) =9
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Como m < n, segue-se que ¢ e homotopica a uma aplicagdo constante,is
to é, o fibrado & ¢é trivial.

Para provar o caso geral, basta aplicar sucessivamente o caso p = 1.

As =~ Corolario: Se Mg RTK o o fibrado normal V< possui p secgoes (p<k}

. - =+l -
linearmente independentes entdo MM R™ k P,

Demonstragao:
N ok MK . = , .
Temos: ™ @ v =8 e comp Vv possui p secgoes linearmente indeg
pendentes, \)k = Ek-p ® 8P; logo, ™M ® Ek_p @ of = em+k-p @ 6P. Pelo

tema do cancelamento

™M ® Ek--p - em+k-p

0 teorema de Hirsch (A») nos diz entdo que M" imerge em RMHK=P om

fibrado normal gKP,

B - Fibrade Tangente a uma Variedade

Seja M uma variedade diferenciavel, compacta e sem bordo; indicaremos
com T{M) o espaco total do fibrado tangente TM.
T{M) & uma variedade diferenciavel, de dimensao 2m, orientavel, e scu

fibrado tangente é:
TT{M) = 1t {tM & tM)
onde w: T{M) = M & a projegao do fibrado TM

By - Proposicao: Seja f: M- N um mergutho com fibrado normal v. Entdo e-

xiste um mergulho:
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Frr T(M) + TN)

com fibrado normal wilv @ V)

Demonstragao:

Seja f, = df a derivada de f; f; € um mergulho de T(M) em T{N) e te~

mos o seguinte diagrama comutativo:

T(M)'F.;! T(N)
T S;TI m
M —> N

f

Seja. S1: N> T(N) a secgao nula de 7TN. Temos entao:

™Sy = id, (identidade de N)

e Si1m1 & homotépica 3 identidade de T(N).

Logo:

Slw{(TN) = TN e ﬁ;Si(TT(N)) = TT(N)
e poer isso:
FL(ITN)) = wifisi(zT(N)) = n!f!Sifmi(tn ® wN)]=

=mtrt(tN @ ™) = 7't ® v) & (M e V)] =

mitM @ ™ @ 1'{v @ v) =T1TM) & 7' (v & V)

e isto mostra que o fibrado normal do mergulho f1 e wi(v @ V).

RI'H-!.

Ba -~ Exemplo: A partir do mergulho candnico de S" em , temos:

T(s") e p2nt+2
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com fibrado normal v = 82,
Logo,.T(S”)c__:_ RZM1  com fibrado normal trivial, ou seja T(s") & uma w-

-variedade, de acordo com a segqguinte

B; ~ Definicao: Uma variedade diferenciavel M. ¢é uma w-variedade se M & 1
e trivial.
E claro que toda variedade paralelizavel €& T-variedade; as esferas $" sao

m-variedades que n3ao sao paralelizaveis se n # 1,3,7

B, - Teorema: Se M™ & uma w-variedade de dimensdo m par e se a classe de

Euler X(M) = 0 entao M =2 paralelizavel.

- Demonstragdo:
Observemos, inicialmente, que toda m~variedade & orientavel. Temos que
™ & 1| =m+ 1 e consideremos o diagrama:
. BSO (m)
g
M BSO (m+1)
>
pot

onde f classifica M, p ¢ a fibragdo candnica com fibra S™ e a aplicagao
compdsta pof classifica ™ @ 1 sendo, portanto, homotopica a uma aplica-
cao constante. Pela propriedade de levantamento de homotopia, podemos supor que

f toma valores em §". Além disso, a restrigao do fibrado canonico ¥™ sobre

8S0(m) a S™ d3 TS"; temos ent3o uma aplicagdo fibrada:

T{M)— T{sM}

[

M——s g
.F
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Logo, X(M) = f*X(S™) = 0 pois X(M) = 0, por hipStese; mas, ﬁpmo m e
par, X{s™) = 20, onde a Ié o gerador de H®(s™} =~ Z.

MT  sendo orientavel, HM(M) nao tem torgac e ent3o temos que F#(aj = {
e portanto f* = 0,

Como f toma valores em S, segue~se que f é homotépica a uma aplicagdo

constante ou seja IM é trivial.

Observagao: 0 resultado é falso para m impar; basta considerar a esfera $°.

Bs - Definigao: Dado um (p+]) -fibrado vetorial £, o fibrado obtido substituin
do-se cada fibra de & pela p-esfera SP dessa fibra sera chamado p-fibrado de

esferas associado a £ e o mesmo sera denotado por S{&).

Observagao: Uamo§ nos referir simplesmente a um ''fibrado de esferas' para desig
nar um fibrado de esferas associado a um FfBrado vetorial; por simplicidade, va
mos tambem denotar cﬁm 5{£) o espaco total do fibrado de esferas S(Z). Além
disso, tomaremos sempre fibrados cujas bases sao variedades difereﬁci§Veis de:

modo que a existéncia de uma métrica esta assequrada.

Bs - Corolario: Seja B uma variedade diferencidvel orientada com classe de Eu
ler X{B) =0 e seja & um fibrado vetorial sobre B tal que 1B & 3 €
trivial. Se a dimens3o de S{&) for par entac S{£) & uma variedade paraleli-

zavel.

Demonstragdo:

| Seja E o espaco total de £ e m a projecac. Entao TE = m'{18 & &); co
mo S$(£) wmergulha em E, com fibrado normal 8!, temos:
5(E) @ 0) = TtE/S(E) = (w/S(E))'(xB @ &), que ¢ trivial. lsto mostra que

S{(¢) € uma w-variedade; a proposigaoc 7.6 de (6}, nos da:
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18(8) = (n/S(E))!{1B) @ =f

onde TfF €& o "fibrado tangente ao longo das fibras de S(Ey”. Entao:
X(s(2)) = [(n/s(g))*x(B)] . X(zp) = 0

pois X{B) = 0. 0 resultado segue do teoréma By, .

B - Exemplo:“Toméndo B8=58" e g = 8p+1 com n e p Impares, tem-se:

1) X(B} =0
2} s{g) = s" x sP, dim S(£) = n+ p, par

Entdo M = S” x SP & paralelizivel.

Ohgervagac: Para um produto de esferas, podemos provar o seguinte resultado,

mais geral:
Bg ~ Teorema: Se M=5S"xSP e n ou p & fmpar entac M é& paralelizavel.

Demonstragao
Suponhamos n  fmpar; entao o fibrado rsh, possui pelo menos uma seccao
que hao se anula; seja TS"=n @& 1.

Sejam m;: M+ SN e wya: M+ SP a5 projecoes; tem-se:
=7mi{ts") ® mi(tsP) =i @ 1) @ milrsP)

=i ® m(rsP ® 1) = 7i(ts? @ 6P) = 9™P

C - Classe de Euler e Sequéncia de Gysin

C; - Definigao: Seja & =(E,m,B) um n-fibrado vetorial orientado e
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u€ HP(E,Ey;Z) a classe de Thom de £; as aplicacdes i: £~ (E,Eq) inclusao e
g: B> E uma secgao qualquer induzem:

i%: H'(E,Eq; Z)=> H"(E;2Z)

g*: HN(E,Z)}—~ HI(8;2) -

A classe X{E) = gxixu€ H (B;Z)} e chamada classe de Euler de §. Esta de

finigao nao depende da escolha da secgao g{14).

A seguinte proposigao € consequéncia imediata da definigdo:
Ca - Proposigao: Se o fibrado vetorial orientado % possui uma secgao que

ndo se anula ent3o a classe de Euler X(£) = 0

A classe de Euler satisfaz a propriedade multiplicativa:
X(¢ @ n) =x(&).x(n) (14)

C; - Isomorfismo de Thom (14).
Para todo fibrade vetorial & = tE,ﬂ,B) a aplicagao

w: H(B)— H! (E)

e um isomorfismo, para todo i.

Se & for orientavel, é também um isomorfismo a aplicacdo produto 'cup
pela classe de Thom:

' (E52) Y4y HIFN(E,Eq;2)

0 isomorfismo composto:
- * - - ]
o:H (B) ™ Hi(ey s yi+N(E E,)

e chamado Zgomovfismo de Thom, e vala, tomando 1 = n, o sequinte resultado:
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Cy - Proposigao: X(£) = ¢ ' (U@ u)

Cs - Sequencia de Gysin
Seja & = (E,m,B) um n-fibrado orientado e consideremos a sequéncia exata.

em cohomologia do par (E,Eq):

— HUE, E) = I (E)— WM (kg )— WP (g, E)—
0 isomorfismo de Thom fornece o diagrama:

. * . .
—_ H'+n(E,Ea}£+ HIFP(E)—s HI+N(Eg)—> HI+I+Y (£ E,)—

te ol i

— W (B}  — HI*P(B)— HI*N(Ey) > HI*1(B)—

A sequencia inferior e tal que o diagrama e comutativo onde h = (mw*) ™ !L*¢
e dada por h(u) = auX(5) e a mesma € chamada sequéncia de Gysin associada ao .

fibrado orientado £.

Observagoes:
1. Se & possul secgao que nao se anula entao h = 0, de modo que a sequéncia

de Gysin se reduz a

0— HIFN(B)— HI*N(Eg)— HItI(R)— 0
e entao permite calcular H*(EO;Z) = H*(S(Q);Z) a partir da cohomologia de
B.

2. De modo analogo ao que foi feito para a cohomologia usual, podemos obter uma
sequéncia do tipo Gysin, para teorias gerais de Cohomologias (9)-em particu

lar para K-teoria, como veremos posteriormente.
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Il -~ FIBRADGS DE ESFERAS
D - Fibrados sobre Esferas
Dy - Proposigio: Sejam &P e nd fibrados vetoriais sobre uma variedade dife

renciavel B taisque £ @ n & trivial; se B mergulha em R™ entdo S(&)

mergulha em R™P¥ITL,

Demons tragao:

S(E)C S(E @ n) = B x sPY47L e pM x gPHQL

Como R"™ x P47 ¢ difeomorfo a uma vizinhanga tubular do wergulho usual

de SPTI"L o Rm+P+q-1’ tem-se que S(&)¢ UL

D» = Corolario: Para todo n, o espago total do fibrado de esferas associado

a T3 mergulha em R2M+1
. Demonstragao:
s @ 1 e trivial e SnCZ Rn+1 tomamos entao m = N+ 1, p=mn e

q =1 na proposicao D;i.

Dy - Dado um p-fibrado vetorial & sobre §N. com n > 1 {de modo que & e

orientavel), & & classificado por uma aplicacao:

f: S BSO{p)

Logo, & determina um elementc de m,(BSO(p)).
Reciprocamente, todo etemento de m,(BSO0(p)) determina, a menos de isomor
fismo, um p-fibrado sobre §7%.

0 fibrado trivial 8P sobre SN & classificado pela aplicagao constante
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de S" em BSO(p) e portanto representa o elemento neutro do grupo T (BSG(p)).
Se f: $"— BSO(p) representa um elemento do grupo T (850(p}), -f:5"— 850 (p)
denota a aplicacao que representa o eiemento oposto.

Seja u: BSO(p} x BSO{q) +~ BSO(p+q) a aplicagdo induzida pela inclusdo
SO(p) b SO(q)(: SU(p+q){

pades £P e nq fibrados vetoriais sobre S" sejam:

FE: sN—» BSQ (p)

f s BSO{q)

as aplicagoes que os classificam.
Sejam, ainda, CP: sN— B3G(p) e Cq: SN— BS0{(q) as aplicagdes constantes

nos pontos bases de BSO(p)' e BSO(q).“

Dy ~ Lema: A soma de Whitney & @ n € o fibrado classificado por:
E‘[U(fg’cq)] + UJO(CP,FH)J = O

onde + representa a soma em 'n'n(BSO(p-i-q)

Demonstracdao:

Usando a definigaoc da soma em wﬂ(BSO(p+q)), a classe de homotopia o e

representada por
I f s f
sN 3 gNy s & Ny gso(p)x BSO(q) ¥ 8BS0 (p+q)

onde C: SN+ sNy ST & aplicacdo que contrai um equador de S pelo ponto
base de S", no mesmo ponto base.

Por outro lado, a aplicagao:

gn i‘Sn x Snf fo> BSO(p) x 850(q) LN BSO (p+q)
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onde d € a aplicagao diagenal, classifica a soma de Whitney £ © 1.

Temos ent3o o seqguinte diagrama:
s"'xs"
7
g"
\

e queremos provar que o mesmo € homotdpico-comutativo.

i \ BSO(p) X BSO(q) —E—> BSO(p+q)

ss™

Para isso, observemos que (fxgloi = f v g onde i:S"y s" > 35" xs" &a
inclusao, e portanto basta provar que as aplicacdes d e i o ¢ s3o homotdpi-
cas. A aplicagao:

] n n ny
B: Ty (S"xSM)— 7,{5") + 7. (8™
definida por composigao com as projegoes " T, Tyt s x 8N » s & um isomorfis

mo.

Em particular:
6[d] = ([mod]}, [meod])= ( [id], [id])
Consideremos as aplicagoes:

o = (id,*): 8N + 5N x {#x} ¢ s x §7

B =.(%,id): 8" » {*} x "< g x ¢"
que representam elementos de m,(5"xs")
Tem-se: [o] + [8] = [lav B)o¢] = [joc] e 8[ioc] = 8] + o[d] =
([moa], [meoa]) + {[mo8],[m08]) = ([id],0) + (0,[id]) =
(Gd], [d))

Ou seja 6[d] = 8[ioC] e portanto as aplicagdes deioc sao homotdpicas.



Dy =~ Corolirio: Sejam £P e n9 fibrados sobre $" tais que £ @ n = 6P79,
Entao:

t @ 69=-06° @ (-9

Demonstragdo:
Como £ ® n e trivial, a = 0.
Logo I__po(fg,cq)] = "[uo(Cp,fn)] w [ub ({lp,-fn):l.
A aplicagdo yo(fr,Cq) classifica £ @ 69 e wo(Cp,f,y) classifica

8P & (-n)9 e portanto temos o resultado.

E ~ Imersao e Mergulho de Fibrados sobre 5"

Seja A(n) o nimero de campos de vetores linearmente independentes sobre

SN, este namero foi determinado por Adams em (1), que provou o seguinte:

E, -~ Teorema {Adams}: 'Seja n+ 1= (2a+1)2b onde b =c + 4d, com a,b, ¢ e

d nomeros inteiros e 0 < c¢c < 3, Entaﬁ:
An) =25+ 8d - 1
Deste teorema deduzimos as seguintes propriedades de A{n}:
{1) A(n5=% 0 se, e somente se, n & impar
(2) 0s X{n) formam uma sequencia nao imitada.
Se, por exemplo, n+l = Zud entao A{n} = 8d sendo este o caso considera~
do em (10).

(3) x{n) & par se, e somente se, C =20, istce, n+ 1 = (2a+1)24d

Suponhamos, ent3o, n fmpar, isto é X(n) > 1.



17

Temos:
"= @ M
onde £ & um fibrado sobre $" com uma éecggo que nao se anula.

Seja M-g = S(&) o espago total do fibrado de esferas associado a £; ME e

uma variedade de dimensao 2n - rln).
£, - Lema: O fibrade ©S" @ & € trivial.

Demons tragao:

" @ £=15" ® 08 @ E', pois £=08' @ &' e como

" @ 9_1 = 6™, temos: \
~ - 1
P e E=0" @ " ® E=E® =1 o gn=a(n)er
" @ en-)k(n)+1 _ 92”"_}‘(_")“
pois n - A{n) + 1 > 0.
E; - Teorema: Se A{n) & par, a variedade M. imerge em Rzn—-l(n)-i-l

Demonstragao
Temos: 1) TS" @ £ trivial
2) X(sM =0
3) Dimensao de Mg par
Podemos entao aplicar o corolario Bs e concluir que Mg ¢ paralelizavel.

Sendo paralelizavel, Mg imerge em codimensao 1 por As.

£, - Teorema: Mg mergulha em R2MH!
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Demonstragdo:

Como & € um sub-fibrado do fibrado tangente a Sn, Mg meirgulha no espa
go total do fibrado de esferas associado a tTS".

0-resultado segue pela aplicacao de D,.

Na demonstragao do proximo teorema serd utilizado o lema seguinte, que po-

de ser encontrado em (12]).

Es = Lema: Para todo mergulho de §M em RZM, o fibrado normal € trivial.

Ee - Teorema: Para todo n, n > 15, a variedade Mg nao mergulha em Rzn‘

Demowstragao :

Como o fibrado & possul uma secgac que hdo se anula, podemos escrever

E=¢8 @ 6.
Seja D o espacgo total do fibrado de discos associado a £' e B: s D

o mergulho dado pela seccao nula de &'. Podemos merguthar D em Mg de  tal

modo que D se identifigue com uma vizinhanga tubular de s" em ME e, consg

quentemente, £' resulta sendo o fibrado normal de sV M.,

3

R*" com fibrado normal v. 0 fibrado nor

Suponhamos que M. mergulhe em

3

2 -
mal do mergulho de S" em R ", obtido por composi¢ao, tem fibrado normal
£' ® v, Pelo lema Eg, o fibrado &' @ vy & trivial; aplicando o corolario

Ds, temos:

a{n) n=Xx(n)

£E' @ 0 =9 @ (-v)
g @ ot e g ()
75" = e”'k(”) @ (-v)

Esta igualdade nos permite concluir que Af{n) > n - A(n}), ou seja 2A{n}>n.
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Por outro lado, o resultado de Adams E; garante que, para n > 15, 2x{n}< n.

Temos entao a contradicao e o teorema esta demonstrado.

~ ’ — -1
E; - Definigao: Se uma variedade M imerge em RP mas nao imerge em RP™" e

-

mergulha em RY mas n3o mergulha em RI™Y, diz-se que a divergéncia de M e
qg -~ p.

Seque-se de E3, E, e Eg que, se n € impar e XA(n} & par entdo a divér-
gencia de Mg é A(n); ou seja: as variedades Mg fornecem um exemplo dé uma

familia de variedades com divergéncia arbitrariamente grande, uma vez que a se-

quéncia A(n) e. ilimitada.

F -~ Cohomologia de Fibrados de Esfbras-'

.Seja £ ={E,7, S um (p+l)-fibrado vetorial sobre s"; supondo n > 1,
£ & orientdvel de modo que podemos considerar X(£) e a sequencia de Gysin as
sociada a £, construida em Cs:

o i) gy WK ey s T (e 1 TP ()
onde Ege E € o complementar da imagem de 5" pela seccao nula de §.
Se n# p+l entio X(£) =0 pois HP+1(SH) = 0 e a sequencia acima re-
sulta:
o— H' (sM)— H'(E )~ H' "P(s")}— o0,
i N A P ioon
de modo que H (Eg) = H "(5) & H (57)
se p=n, H(E) =H P(sP) @ H (P} ou seja:
i 2
W' (Eg) =2, HP(Eq) =2 ® Z, HP(E) =12

Se p#n, ' (Eq) PG @ B (s e entdo:
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H' (Ey) = 2, HP(Eo) = 2, H'(Ey) =1Z, Hn+p(E0) =1 e todos os demais sao nu-
los. Temos entao, para n#p + 1:

H*(E¢,2) =2 © Z & 2 ® 2

Se S(¢£) & o p-fibrado de esferas associado a &, entdo S$(£) tem a mesma

cohomologia que Eg:

Hx(S({E);Z) =2 & Z ® I ® 1Z

Observagac: Se n =p + 1, mas & possui secgao que nao se anula entao: X(£)=0

e 0 mesmo resultado continua valido.

G = K-Teoria Complera para Fibrados de Esferas

Para todo par (X,Y) onde X & um complexc Cw finitoe Y & um subcom

plexo, define-se:

K(X,Y) = R(X/Y)

onde Y/Y ¢& tomado como ponto base de X/Y,
{Para as definigoes de K{X) e K(X) ver (3) ou (7))
Dados X e Y espagos topoldgicos compactos com pontos-base xp e yp res

pectivamente, escrevenos:

XA Y =X x ¥/X x {yod vixed xVY

Gy - Definicdo: A n-ésima suspensac reduzida de X & entao definida como:

s™ = s"A X

Para obter K como um funtor de cohomologia definimos, para todo n > @:

(1) K™X) = K(S™X), se ‘X ‘tem ponto base.

(2) K-n(X,Y) = E-n(X/Y), X/Y com ponto base Y/Y
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(3) K"K = K_n(X,¢) = K(s"X*), onde X* & a unido disjunta de X com uma
ponto base.

)

Esta definigao pode ser estendida para todo n € Z, a partir do seguinte:
G, - Teorema: (periodicidade de Bott) (5): Para todo espaco X e todo n >0,
existem isomorfismos:
. -2N
8" KO (x,¥) » k72T OY)

8" KTL(x,Y) » K23y vy

Define-se entao:

K'(x;¥) = K°{(X,Y) se n & par
K'(X,Y) = K (X,Y) se n & fmpar
Com estas definicoes, 0s grupos Kn(X,Y) satisfazem aos axiomas de uma

teoria geral de cohomologia, iste €, sao vélfdos os axiomas de Eilenberg-Steen
rad, exceto o axioma da dimensao,pois K'(xp) ndo é zero para n # 0.

Em particular, par'e; todo par (X,Y) com X um complexo Cw finitoe Y sub
complexo, a sequéncia:

n+1 n+1
( (

X, 0= K "

— " (Y)— K X)— K ¥)—

€ exata, para todo n.

H ~ k% - orientagao de Fibrados Vetoriais

A referéncia geral para esta parte & (9).

Dada uma teoria geral de cohomologia h%, pode-se definir o conceito de
h*-orientagao para fibrados vetoriais. Em particular para a teoria K%, proce-
de-se da seguinte maneira:

Como:  K'(R",R"-0) = z,
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fixamos um gerador U € K"(R",R"-0) e dado n-fibrado £ =(E,m,B) definimos
"z & K*-orientdvel se existe uma classe U € K'(E,E,) tal gue i*U = u,

onde

: 1 (RP,RM-0)— {E,E,)

& admissivel.

-

Hy = Definigcac: 0 par (£,U) €& chamado um fibrado vetorial kK*-orientado e va
le 0 seguinte:

Hy = Teorema:.A aplicacao ¢: KE(B}—+ Ki+n(E,Eg) definida por:
| ¢(z) = m*(z)U
e um isomorfisme para todo i, se £ for Kt-orientado.
A prova deste teorema esta em (9), pag- 33.
Uma condicao suficiente para que um fib;a&o vetorial real seja Kk-orien-

tado & que: \
Wi g) = W;{(8) =0 (9], pag 117.
Dado o n-fibrado vetorial real & = (E,7,B} sejam D(£) e S{§) os fi
brados de disco e esfera associados a ..£; a inclusao do par:
{0(g), s{&))— (&, Eo)
induz isomorfismos K (E,Eq) = K'+n( D(E),S{E))
Aséim, temos um isomorfismo:
s: k' (B) ~ KT (D(),5(8
se £ for KFf-orientado.

Consideremos a sequéncia exata em K-teoria do par {D(§),S(£)):

— k' (0(8),5()) Lok (0(8) )y Kl (s s(E))— K (), s(2))—

C isomorfismo ¢ fornece o diagrama:
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— ko E),s)) Lk oE)— kisE))— KT oE),sE))—

¢ fr* I 1o

i-n+1

— ke —2 ki) — K (sE))— KT () —

Neste diagrama, h = 7™ 1i*¢ e resulta comutativo, com a sequéncia infe-

rior exata.

Hy - Teorema: Se o fibrado vetorial real & & K¥-orientado e possui seccao

que nao se anula entao a aplicagao h & nula.

Demonstragaoc:

Se g: B— E & uma seccao que nao se anula, podemos supor que a  imagem

de g esta contida em S({£)}. De modo que a aplicagao
iog : B (D(£),S(8)) ~ -
induz: |
0 = ghin: k! (0(),5(E))— K ()

Coma h = g*i%p, segue-se gque h=0.

H, = Corolario: Se £ = (E,m,B) e um n-fibradec vetorial real, K%¥-orientado,

que possui uma secgao que nao se anula entao:

(s = KB @ K1)

Demonstragao:
Como h = 0, temos a sequencia exata curta:

0— k! (8)~ K (5(£))— k' ™ (B)— 0

e o resultado segue.

Tomando B = SP com p# 1,3 todo fibrado sobre sP

do pois W, =W; = 0.

resulta

% .
K ~ortenta
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Podemos entao calcular 3 K-teoria do fibrado de esferas associado, apli-
cando-se o corolario Hy e o resultado sobre a K~teoria das esferas, que se

encontra, por exemplo, em [3] e que € o seguinte:

-

Z se p & Tmpar

Kpar(sp) =
Z@Z se p. e par
i 0 se p e par
K(MPaF (opy -
Z se p € Tmpar

Pelo corolario, K' (S{(E)) = I<i (s?) o Ki—nH(Sp).
Logo, se p € impar (p # 1,3) tem-se
Ki (5(¢)) =Z & Z, para cada 1 e para todo n.

Se p € par entao:

K'(5{€)) =Z @ Z, paracada i e n par
K'(s{g)y=2 2z ® 2 @ 12, para | par, n - l'mpa‘r
K'(s(g}) =0, i fmpar, p impar

Obtivemos ent3ao o seguinte:
Hs = Teorema: Para todo fibrado vetorial real sobre - Sp, p 7 1,3, que possui
secgao que nao se anula, a K-teoria do fibrado de esferas associado e dado por:
KE(S(E)) = K(S(E)) e kKi(S(EVY=2Z ® Z ® Z @ Z

Obéervagéfo: Os casos p=1 e p =3 podem ser incluidos no resultado, com

uma demonstragao que utiliza sequéncia espectral (4).
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I =~ Caracter de Chern
Dado um fibrado vetorial complexo n sobre um complexo CW finito X, o
caracter de Cherm v, Ch{n} &€ definido a partir das classes de Chern de n e

induz um homomorfismo de anéis:
ch: KOO— 8727 (x5Q)

onde Hpar(X;Q) denota a soma direta dos grupos de cohomologia em dimensces pa
res de X, com coeficientes racionais. Referencia (4) e (7).,

Se chp(n) denota o fator p-dimensional de ch(n), ent3o vale o sequinte:

I, - Teorema: Se ne K(X) & tal que chp(n) =0 para todo 0 <p<r e
H%(X,Z) nao tem torgao entao: |

ch.(n) € HY (X;2) < K" (x,Q)

Este teorema esta provaﬂo em (4}, como corolario de um teorema geral cu=
ja demonstracao é baseada na sequéncia espectral para a K-teoria.

Aplicaremos o teorer.na acima para'o caso em que X .é 0 espago total de u'm-
fibrado de esferas associado & um fibrado vetorial sobre esferas. Para isso, se
ja £ = (E,m,;8") um (p+[)-flibrado vetorial com N e p Tmpares.

Vimos em F que 5{&) so tem cohomologia nas dimensdes 0O,n,p e n+p e

que Hx(X3;Z) n3o tem torcao. Como, para todo n e K{(S(E)).
ch(n) € HPM(5(2);0Q)

segue-se que ch;(n) = 0 para todo 1 < p+n e, pelo teorema anterior, pode-

mos concluir que

p+n .
ch () € W (S(6)52)

Temos entac provado o seguinte:
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Iz - Teorema: Se & = (E,m,5") & um (p+1) - fibrado vetorial com pen im

pares e U € a c]asse_fundamenta[ em homologia de S(E} entdo, para todo:

a € K(S(E)), tem-se:

<chla), u>ez
Observagao: Este resultado generaliza um teorema de Bott para as esferas de di
mensoes pares (5, pag 5), que e crucial para os resultados sobre n3o-mergulho,

obtidos por A. Conde em (7}.

l3 = Exemplos:
1) Se P g o (p+1)-Ffibrado trivial sobre S", com p e n Tmpares entdo

S(8) = 5" x SP de modo que para todo a € K($"xSP) tem-se

<chfa}, n>e z

2} Para as variedades ME consideradas no capftulo [, temos:

A{n)—1

"=t @ 6 Aln) > 1

Isto implica n impar e sendo é um  {n~x{n)+1)~fibrado vetorial, se

A(n) for par, p=n - i{n} e fmpar e o resultado do teorema vale para
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i1 - NAO-MERGULHO PARA ''FLAG-VARI|EDADES"

J - N&b—mergulho em Espagos Buclidianos
J1 = Definigao: Uma ''flag-variedade' & um espago homogéneo da forma.
F(nl sN2 500 )nk) = U(I‘I)/U (nl)x' <.xU (nk)

com Ny, Np,..., AL numeros inteiros positivos tais que np + ny +...+ N = N,
Deste modo, um ponto em F{ny,nz,...,ng) € uma K-upla de subespagos oftg-
normais de €7, de dimensdes n;, hg,..., n . Esta familia de variedades inclui
0s espagos projetivos complexos: _
Fin,1) = CP" = U(n+1)/U(n)xu(1)

e as grasmanianas comp]ekas.
Fim,n) = G{m,n) = U{m+n)/U(m) x U(n)
A dimensdo de F{ny,nz,..., nk) e nz—[h§+...+nﬁ].

Um resultado de nao-mergulho em espagos euciidianos para essas variedades

sera obtido aplicando-se o seguinte teorema, demonstrade por Atiyah em (2).

Ja - Teorema: Se MM & uma variedade diferenciavel compacta com fibrado nor-
mal V e a k-€sima classe de Pontriagin P, (v) # 0 entdao M nao mergulha em
rRMH2K -

Pafa aplicar este teorema deve~se conhecer o fibrade ﬁorma] de M e um
metodo para calcular as classes de Pontriagin desse fibrado; daremos, em sequi
da, uma descricao resumida para o caso em que M e uma ''flag-variedade'. As re

feréncias basicas para esta parte sac (7) e (8).

J3 - Cohomologia das '"flag-variedades'.

Vamos indicar com G o grupo de Lie U(n) e com H o subgrupo
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U(nl)x.,'. xU{n); a fibragdo:
o/H—t gu—d g

_induz em cohomologia a sequéncia:
’ .j* . :
H% (BG;Z) > H*{BH;Z)— H*(G/H;Z)

Tem-se: H#x(BG;Z) = Z(c;,¢2,...,cn), onde ci e HZi(BG;Z) sao as classes
universais de Chern; analogamente:
HX(BH;Z) = Z[a;,...,arl.'l]x... -x-z[a‘;,...,aﬁk]
Para obter a cohomologia de G/H basta tomar o quéciente de H%#(BH;Z) pelo
ideal gerado por:
J'"‘(Cp)= Z azl’l};“' x"a&, p=1,2,..., n
r1+...+rk=p .
A demonstracao desse fato utiliza a “sequéncia_espectral de Serre' e esta

em (8).
Observagac: 0 mesmo processo se aplica para a cohomologia com coeficientes ra-
cionais.
Exemplos: Vamos aplicar o método descrito para calcular a cbhomo!ogia de algu-
mas '"flag-variedades’,
(1) Espaco projetivo compfexo

Para CPM = U(n+1) / U(n) x U(1}, temos:

H(B(U(n) % U{1));2) = Z[a1, ..., ap] % 2[bi]

H*(BU(FH-]));Z) = ZECI 1025000, C]’H’I]

As relagoes sdo as seguintes:

j*{c1) = a1 + b1 = 0
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J*{epgy) = ane; + agh; = 0

- 2 _ n n+1
Temos entao by = -ay, a2 = a1, +.+5 8 = 3, € apg; = ap .

Isto mostra que a cohomologia de cP" & dada por um unico gerador
x1 = i*{a;) € H2(CP";Z). Uma base aditiva de H#*{CP",z) & dada por

1, xq, xZ

n . . . . -
13 s X1. EM particular, CPM  s6 tem cohomologia mas  dimensdes Pa

res-propriedade que & valida para todas as ''flag-variedades'. Em resumo,

H4(CPM;Z) € o anel de polindomios, com coeficientes em Z, gerado, por
x; € H2(CPN;Z), modulo a relagdo xT+l =0

HE(CPM;Z) = 2(x:) /x0T

(2) A variedade de Grassmann F{2,2)

Tem-se F(2,2) = U{4)/U(2) % U(Z) e dimensao de F(2,2) igual a 8.
Sejam:

R (B(U(2) x U{2))32) = Z[1,35) % Z[b1,bal
H% (BU(4);Z) = Z[C1;529C3:C5+]

"~ Temos entdo as relagoes:

I

j*(cy) = ay + by =0

j*(cy) = az + arbh; + by = 0

j-““(C3) azbl + albz = 0

j*(ch) azbz = )

: Y ot . o a2 . 3 2 2
Destas relagoes obtem-seT by = ~a1; bz = ay - az; a; = 2ajaz; a; = aja,
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‘A cohomologia de F(2,2) tem como geradores

i*{a1) € H2(F(2,2);2)

1]

X1

If

xz = 1*(az) € H*(F(2,2);2)

Uma base aditiva de H%(F(2,2};Z) & formada pelos mondmios:

2 2
1, X1, X1, X2, X1X2 € XiXz

(3) A "flag-variedade" F({2,2,1}
Tem-se: F(z,_z,l) = U(5) / U(2) x U(2) x u(1)
Dimensao de F(2,2,1)} =16 . |
Sejam a1, a; os geradores de H*(B(U(Zj x U(2) x u(1) carrespondentes

ao primeire fator U{2); b1, b, o0s correspondentes ao segundo fator e d; o

correspondente ao fator U{1). Seja ainda: o -

H*(BU(5);2) = Z[c1,c2,¢3,C,C5)

As relagoes e suas consequencias sao as seguintes:

a) Na dimensac 2:

j*(c1) =21 + by +¢1 =0 => by = ~a; ~ dy

b) Na dimensao &4:

Cj*(c2) = az + by + a1by + aydy + byey; =10

bs 8% + ayd: + d% = as

I}

c) Na dimensdo 6:

aibs + azb; + apd; + bpdy + azbicy =0

il

Jj*{c3)

3
a1

2 2 3
2aja, + azdl - aldl - a1d1 - d1
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d) Na dimenszo 8

j*(cu) = azba + a1bad; + azbydy = 0
2 2
a = aias + alazdl + a2d§ - d;

3 . 2 2 2 3
aid) = 2ajasdy + aazd; - ayd; = ayd; - dy

2 2 )
a, = 2ajyas; - ajazdy - axd; + d;

e) Na dimensao 10

j*(Cs) = azbzdl =10
5
di =10
2 4 2 2
aaz = a1d1 - ajapdy - ajazdj]
3 L 2
ajaz = Zaidy - Zafazdl - 2a;a,d)
2 2 2 g -
azd] = alaxd) + ajazd; + azd; .
2 2 3 9 3
ajd; = Zala2d1 + a2d1 - aid; - a;d?
f) Na dimensao 12
2 2 3
a%a% = a%d? + ajapdy + Zalazdl
2 2 2 43
ajard; = -ajapdy - aasdi
2 2 3
arja,d; = -2aja,d; - 2aiasd;

3 4
a%d? = a%a,d? + ajasdi + aad]

—
1]

3 b 2 4
Zalazdl + azdl - aldl

Al

[
ja

=
]

g) Na dimensao 14
2 2 2 .3 4
ajazd; = ajard; + Z2aiasd;

2 .2
aasd;

2 3 A
-alagdl - a;azd1

3 2 2 3 )
a1a2d1 -2a1a2d1 - 2a1a2d1
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2 .3 . 3 4
asdy = ajasd; + alazdl
3 b N
a]_dl = 2a1a2d1

h} Na dimensao 16

2 2,2 2 N
ajazdi = ajazd;

0

2.3 2 b
ajazdy = =ajapd;
3 3

2 4
aazd; ~2aja,d,

1

2.4 2 b
asdy = ajapdy

o2
a1dg

[
=]

Temos entao a cohomologia de F(2,2,1) temando como geradores x; = i*{ai),
xg = i*(apz) e 2y = i*{dy); uma base aditiva de H*(F(2,2,1):;Z) e constituf

da pelos monomios:
0 . L2 2 2 4
1€ HY;  x1, z1 € HY; Xy, X121, 21, X2 € HY;
2 2 _3 6. 2 2_2
X1X2, X2Z1, X1Z3i, X121, 21 € H°; xIxz, xj21,

3 2y 8. v 2
X1Z1, X1X2Z1, X221, Z1 € H 5 X1z:, X1X3Z1,

2 3 2_3 19 2 2 3 Y
X1X22Z1, Xz21, X121 € H™7; XyXp2Z1, X3%X223, Xp2;,

3 12, 2 3 b 1y, 2 ) lg
x3z% € H'%; xIxazi, x1x2z1 € H'*; xixezi € H

Em resumo, a base aditiva de H*{F(2,2,1):Z) consta de 30 menémios ou se

ja a cohomologia de F(2,2,1} & dada pela soma direta de 30 copias de Z.

Jiy -~ Classes de Pontriagin do Fibrade Normal

Seja G um grupo de Lie compacto ¢ H um subgrupo fechadoj o fibrado
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normal v de uma imersdo de G/H em um espago euclidiano é classificado pela

aplicacao:

e/v 1 81 £ Bso(dim 1)

onde f € a plicagdo induzida pela representagao adjunta Ad:H— Sd(dim H).
Para a demonstragao deste resultado ver (7), capituloc IV, onde tahbém po.
dem ser encontradas as demonstragoes das afirmacoes seguintes:
Se G=U(n) e H=U(n1) % ... X U(nﬂ), com ny + ... kN, =n, a apli-

cagao f induz em cohomologia o homomorfismo:

o H*(Bso(n§+n§+...+n§);Q}-+ H% (BH; Q)

e pk(v) = i*fx{p ), onde p, sao as classes universais de Pontriagin.

A aplicagao f* fatora~se através das aplicagoes:

f¥1 H*(8S0(n});Q)— H*(BU(nij; Q)

e frlp) = T Fip) x Filpg) x...x £5(ef)
Fs+, . okt=k

Cada um dos fatores f}, 1 <1 < £, que passaremos a representar por %

se reduz a uma aplicagao:
fx: H*(BSO(n%-n+1) - Hx(8U{n);Q)
e fx{p) e dad-o pela seguinte regra: (7; cap.h4)},
"Toma~se a k-6sima funcdo simétrica elementar em (tj-t5)2, 1 < i <j<n,
expressa em termos das classes de Chern que sao as fungdes simétricas elementa-

res nos ti

Para o caso n = 2, que nos interessa, temos:

F*; H* (BS0({3) ;Q)— H*{BU(2);0Q)

e, por 2.1.5 de (7).



34

f¥: Q[Plj_"" Ql:az ,32]
Pela regra acima:

f*(py) = (t1~t2)? = (t;+t2)? - btyt, = ai - ha,

Exemplos:

(1) Para a variedade de Grassmann F{2,2) vamos indicar por q; = f?(pl) a
classe correspondente ao primeiro fator U(2) e com gy = f5(p;) a classe
correspondente ao segundo fator.

Entato:

if

pr(v) = i%(q1) + i¥(q}) = =2}

Il

p2 (V) = 1%(qa)i*(q!) = -6x2xy

Pelo teorema Jz, como pa2(v) #0 e dimensdo de F(2,2) & 8, temos:

F(2,2) nao mergulha em R!2,-

(2) A variedade F(2,2,1) = U(5) / U(2) x U(2) x U(1) tem dimensao 16; as clas
ses de Pontriagin do fibrado normal sao dadas por:

p1(v) = i*(q1) + i(g]) = -2x§ - 328 - 2x173

pa (V) = i*{q1)1*(q}) =
= —6x§x2 - 9x1Xp2z2p ~ 3x22f - xfzf + 2xlz§ + ?52?

Entdo p2{v) # 0 e pelo teorema Jo, F{2,2,1) nao mergulha em

(3} A variedade F(2,2,2) = U(6)/U(2) x U(2) x U(2) tem dimensdo 2k.

L]

Pi(v) = i*(q1)i*{q))i(q)} =

4 2 3 2 2
-x1zy - 18xs + }?x1xg - 5X§X221 + bx¥x2z71 -

ir

L _ 2 - 2_2 2 y_2
3xyz, - 9x)z,z, - 6x72z7z, + Mhx x5z + 2xjz] +

+

2 2_2 2
12x1x2zp - I—!XZZ]_ + 36)(1)(22122 + ZIIXZZIZZ
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Todos esses geradores sao livres em H*2(F(2,2,2};Q) (para a cohomologia de
F(2,2,2) ver (3)), de modo que p3{v) # 0 e consequentemente F(2,2,2} nao
mergulha em R%?.

Estes resultados'Sugerem a seguinte generaljzagao:

"_F(Zn) = U(2n) / (U{2) x ...x U(2) & tal que pnv) = .El i*(q{) #* 0 e

J

2. ]
entao F(2"} ndo mergulha em R¥N 72N,
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IV - NAO-MERGULHO EM FIBRADO DE ESFERAS

Neste capitulo tomaremos como ambiente para mergulhos os espagos totais de
certos fibrados de esferas; utilizaremos os resultados obtidos no capitulo 11,
especialmente o teorema da secaoc Fy sobre integralidade do caracter de Chern
para fibrados de esferas.

As variedades ''teste'' serao as flag~variédades complexas, consideradas no
capitulo anterior.

Seja & = (E,m, S") um (p+}) - fibrado vetorial com p e n Iimpares, de
modo que a variedade compacta’ 5(£} tem dimensao paf L =p+ n; posteriormen-
te, sera feita uma nova restrigac sobre o fibrado & a qual permitira a descri
gao do fibrado normal de M = G/H.

0 teorema seguinte, enuné?ado e deméhstrado em (7) para esferas é o re-
sultado basico para a obtencao de nao-mergulhos; os elementos envolvidos no e-
nunciado serao apresentados posteriormente assim como os diversos lemas gue con

duzem 3 prova do teorema.

K ~ Teorema FPundamental

Ki - Teorema: Seja M*™ uma variedade diferenciavel, fechada, orientada e co
nexa de dimensao par 2m.

Se M mergulha em S(&), com fibrado normal orientavel v2k, entio para
todo 6§ € K(M) tem-se:

<2®ene)tv), M] > € z

Observagde: A aplicagao deste teorema depende do conhecimento dos seguintes ele
mentos:

1. A cohomologia de M
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2. A K-teoria de M
3. 0 fibrado normat de M
4, A classe B do fibrado normal;

Conhecendo-se estes elementos, os resultados de nas-mergulho serdo obtidos
do seguinte modo:

Procura-se escrever a expressao:
<ch( B(v) M) >
na forma:

1 - . . -
—x (nimero inteiro Tmpar)
2

Assim, 2kq1<ch(8)8(u), [M]> n3o é inteiro e podemos concluir que M nao
mergulha em S{&), desde que dim S(&) = 2m + 2k =

E clarc que o resultado sera tanto melhor quanto maior for o valor de K.

K., - Fibrados e Representagoes (7)
Dado um G~fibrado prinbipal E-2> X e uma representacac V € R(G), pode

mos construir um fibrado vetorial complexo sobre X¢

ExGV'+ X

Obtém-se entac um homomorfismo de angis:
agt R(G)=> K(X)

Se H & um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, consideramos o diagrama

comutativo:
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A aplicagao quociente h: E— E/H € um H-fibrado principal que denotaremos

com E.

Seja p—> X o cilindro da aplicagao E/H > X, de modo que o diagrama

E/H —~——~—~*—> D

N,/

onde b: E/H— D & a inclusao, e comutativo; seja, ainda, s: X— D

o mergu-=

lho canonico.

A aplicagao inclusao i: H— G induz o homomorfismo restricao

il: R{GF= R(H) e a aplicagao

t: D— D/(E/H) induz t!: K(D,E/H}= K(D)

Vamos definir uma aplicagao
d: Ker{i!)—> K(D,E/H)

de modo que o seguinte diagrama seja comutativo

R(H) —> K(E/H)

i!f Tbi

R{(G) F- aE} K{D}

jf : Ttl

Ker (i )=S> K(D,E/H)

Para definir d, procede-se do seguinte modo:

Dada uma representagao u & Ker(i'), u pode ser escrita como V-W, onde Ve W

sac representacoes de G, de mesma dimensao e que restritas ao subgrupo H  g3g
isomorfas.

Usamos a parte superior para obter dois fibrados g, ¢ Ew sobre D,

cujas restrigoes a E/H s3c equivalentes.



-39

Nestas condigoes, obtém-se um elemento d(EV,EW)Gl K(D,E/H), pela aplica-

¢ao da construgao diferenga dada em (7). Define-se entdo:

du) = d(g,,£,)

Faremos uso desta construcdo ho caso em que o grupo G = SO{n) e H=S0{(n-1).

Kz = Lema: Dado um n-fibrado vetorial orientado £ sobre uma variedade X,

seja EL> X o SO(n)-fi-rado principal associado £. Entdo o fibrado
E/H-9> X, H = s0(n-1)

é equivalente ac fibrado de esferas associado a &,

Demonstragdo: |

0 Fibrédo E/3> X & o $0{n)-fibrado com fibra $0{(n)/S0(n-1) = st as
sociado ao fibrado principal E-E> X (a b?ova.esté, por exemplo, em (13), pagi
na 67).

Logo, S(&) e E/H-3> X s3o fibrados associados ac mesmo SO{n)-fibrado

principal e portanto sao equivalentes.

Ky - Homomorfismo de Gysin

Sejam X e Y wvariedades compactas, conexas e orientadas; sejam Dﬂ e Dﬂ
as classes fundamentais de X e Y respectivamente.

Seja f: X— Y uma aplicagao continua e seja fg: Hy(X)— Hy(Y) o homo-
morfismo induzido.

0 homomorfismo de Gysin fg: H*: (X)— H§(Y) associado a. f e definido de
modo que o diagrama:

Hy (%) T2 Hy (V)

ksl

H* {X) fo, H* ()
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4

seja comutativo, isto é:

fola) M [Y] = fola n[X])
0 homomorfismo fg, tem as seguintes propriedades
(1) felf*{2) U w) = 20 fglw)

(2) fg(z) [Y]= z([X])

Ks - Lema: Seja I o nicleo da aplicagao restrigao:
i!:R{SO{2K) )= RSO(2K-1}

Seja M*™ como no teorema Ki e seja

fr M— S(&)

um mergulho com fibrade normal Uzk, 0rientéve1.

Entao, para cade representagac V & [, existe uma aplicagdo:

it KD K(S(E)

satisfazendo:

a) f!fv(e) ='8.u(v)
b) ch(f, (8)) = falch(8).ch(v)/e)

onde "e" & a classe de Euler do fibrado normal.

Demonstragao:

Vamos definir f, e justificar a propriedade (a); a prova de {b) dada em
{7)] aplica-se ao nosso caso, sem modiFicagSo.

Supornthamos, para simplificar a notagao que f seja a inclusao de modo
que M € suposta ser uma subvariedade de S(£). 0 fibrado, de discos associados

ao fibrado v pode ser realizado como uma vizinhanca tubular D de M em S(£);
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Seja A— M o fibrado de esferas associado ao fibrado normal v, pensado
como bordo de D,

Pelo lema K; este fibrado de esferas & isomorfo ao fibrado
g
E/S0(2K~1) —— M

onde E —E—> Mo e o'SO(ZK) - fibrado principal sobre M, associédo ac fibrado
normal .

Além disso o fibrado de discos D —> M & a aplicagdo cilindro de q.

Dada uma representagao v e I, podemos entao aplicar a construgao descri-
ta em K, para obter B = d(v) g K{D,A).

Geometricamente, a construcao de B, neste caso, pode ser vista do seguin
te modo: .

A partir de v e I, obtem-se um fibrado af(v) sobre M; este fibrado &

estendido a D de modo a se anular sobre A,.

Definimos entao
fv:-K(M}“+ K{s(£})

de modo a tornar comutative o diagrama:

(D,A) > K(S(E), S(£)-D%)

T(p ljl

K(M) = K(S(E))

onde ¢ & definida por ¢(8) =8.8, h e o isomorfismo dado por excisdo e j!
e induzida pela inclusao.
Para provar (a) basta observar que FV(S) ¢ obtido estendendo-se G.a(v)

de M para D e depois para S(£) - isto e possivel pois B.B se anula so-

bre 30 = A.
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Assim, ao restringirmos f,(8) a M através de f recupera=se 8.a(v)
ou seja:

fif,(8) = 8.a(v)

MZIT] Zk

Ke - Lema: Se mergutha em S(£) com fibrado normal orientavel v*X en

tac a classe de Euler de v & zero.

Demonstragdo:
Como S{£) so tem cohemelogia nio nula nas dimensdes 0, p, n, p+ n se-
gue-se que:

H?k(s(g);2) = 0
0 fibrado normal sendo orientado, existe uma classe fundamental:
ue HR(E, Eos2) = HER(S(2),5(8)-;2)

As inclusdes - M S(E) e 5S{&) C:(S(E),S(E)-H) induzem homomorfismos:
H2K(S(E), 5 (8) M) 2K (S(2))— n2k(m)

e o homomorfismo composto leva a classe u na classe de Euler de Vv - este re
sultado é o teorema 1.3, enunciado e demonstrado em [14].

Como sz(S(E)) = 0, o lema esta provado.

K, - Lema: Sendo M como no teorema K;, se M mergulha em S(£) entdo pa

ra todo 8 ¢ K(M} e para todo v £ I, tem-se:

< ch{g}ch(v)/e, Dﬂ >e 2
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Demonstragdo:
Pelo teorema I, ch(8) [S(E):]E. Z, para todo 8 € K($(£)); pela proprieda
de (b) no lema Kg, temos

ch(FV(G)) = f@(ch(e)ch(v)/é)

Avaliando na classe fundamental de S(£) e aplicando a propriedade (2) do

homomorfismo de Gysin, temos:

ch{f, (8))[S()] = (ch(8)ch(v)/e) [M]

Como f,(08) € K(S(£)) © lado esquerdo & um ndmerp inteiro e portanto te-

mos o lema demonstrado

Kg - A classe B de um_Fibrado
As referéncias para esta parte sac (14) e (7).
Dada uma série de potencias: .
F(E) =1 + Xt + At? + ...

existe uma sequéncia multiplicativa {Kn} associada a f(t), definida por:

Kn(xl,xz,...,xn) = 7 lil---hirsi;---ir(x1'°°-’xn)

Nesta expressao a soma € sobre as partigoes (ir,iz,...,0.) de n e
S;, --+ i, sao os polinomios:
. ) il i?
S, ...|r(01,...,on) =Zt ... t,

com o; a i-€sima fungdo simétrica elementar nos ti. Temos entao:
Ky {o1) = MiS1{o1} = haon
2
Ko (01,02) = A1S11(01,02) + AxS2(oy,02)

2
A0 2+ kz(df'zdz)

]

Kz (07 ,02)

Ks(01,02,03) = AiS111(01,02,03) + A1Xx2512(01,02,03) + A353(01,02,03)
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3
K3 {01,02,03) = Ayos+ Mda(0102-303) +As(oi-30,02+305).

Dado o fibrado vetorial real, orientado, n definimos a classe B{n) do
segquinte modo:
Toma-se a sequencia multiplicativa:
=1+ By + By + ...

associada a seérie de potencias:
sen h /t I I

ft) s - —Lw =l + o5t + o 2+ o 0+ L
() Je 3! 5! _7!
avaliada nas classes de Pentriagin py, P2, p3,.-- do fibrado n. Tem-se entao:

Br{p1) = %‘Dl

i
B: (p1,p2) = “g'Pz + Tfﬁ (P1"2P1P2)

B3 (p1,p2,p3) = 216 py + 720 {p1p2=3ps) + =v l (Pl 3p1pat3pa)

B{n) = 1 + Bi(p1) + Ba(p1,p2) + 83(p1,pa,pa) + ...

Assim, para calcular a classe B({n) devemos conhecer as classes de Pon-

triagin de n.

Ks - Se M mergulha em S(E} com fibrado normal orientavel v, entac existe
uma representacao u € | tal que:
ch{u)/ 2k 'B(v )

A demonstracao & a dada em (7]}, observando-se o lema Kg.

Demonstragao do Teorema Ki:

ApGs esta sequencia de lemas a prova do teorema fundamental resulta ime-

diata:

<2 h{8)8(v), [M]> = <ch(8)chlu)/e, [M)>
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que & um nimero inteiro, pelo lema Kj.

Observagdo: As propriedades de S5(E) que permitiram a conclusdao do teorema K
sao as dadas no teorema I;(integralidade do caracter de Chern) e no lema Kg

(nulidade da classe de Euler para fibrados normais de mergulhos).

Kig - Lema: Seja gl,...,gp uma base aditiva de K(M) e suponhames que:
<2k"len(z.)80), [M] >ez
para todo t =1, ., p. Entao:

<2k41ch(g)a(v),Dﬂ € 7

para todo £ € K(M).

Demonsgtragao:

Seja & =1 + ... + npgp onde AP sao inteiros. Entaoc:

ch(€} = nich{&;) + .. ch(g ) e

nj < Zkﬂlch(EI)B(v), Dﬂ >

e 'U

< teh(2)B (v, [M] > = ;

1

que €& um numero inteiro.

Observagao: Com este lema, podemos obter o meihor resultado de nao-mergulho con
siderando uma base aditiva de K{M) e uma vez encontrado o maior valor de k
tal que < E YB{v) D{J > € jnteiro mas < 2k_2ch(€i)B(v), Dﬂ > nao e
inteiro, podemos concluir que a variedade M naoc mergulha em S(£) se -

dimS{EY =L = 2m + 2{K-1).

L = Fibrado Normal de G/H em S(E)
Seja £ um (p+!)-fibrado vetorial sobre $" com p e n Tmpares e tal

que TS" @ & seja trivial, isto &, & é o fibrado normal de uma imers3o de

n+ptl

s" em R . Nestas condigoes vale o teorema Ki e pelo corclario Bg, S(&)
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€ uma variedade paralelizavel. Podemos entao, com a mesma prova dada em {7,

capitulo IV, concluir o seguinte:

Ly =~ Teorema: 0 fibrado normal de G/H em $(§) € classificado pela aplicagdo:

G/H —> BH —> BSO(dim H)

‘Com este teorema, podemos utilizar os resultados do pardgrafo J, relati-

vos as classes de Pontriagin do fibrado normal de G/H.

Lo - Aclasse B -do fibrado normal a G/H

a) A variedade F(2,2) tem as seguintes classes:

By {p1) = - % Xf e Bk =0 se K=>2

‘De modo que B{(v) =1 --% x2

b) Para a variedade T1{2,2,1), temos:

8) (p1) =%' [“szf'32fj2x121:| _

1 ) 2
B> (p:,p2) = 57 [}6xfx2-9x1x221-3x221-xfzf+2xlz?+}52?] + T%E(-fo-Bxf-lezl)z

i

5 _u
1

[ 1

B2 {p1,p2} TQ‘X%Z% + 3 x12] + 25 Z
y
1

|
B; (p1,p2,0) = - 77 xiz

By(p1,p2,0,0)' =0 e By = 0 se k> I

Observacao: Parte desses calculos puderam ser feitos com o auxilio do computa-
dor; especialmente, prpdﬁtos de polinomios sao feitos sem dificuldades. Entre-
tanto, as simplificagoes provenientes das relagoes na cohomologia apresentam al
gumas dificuldades.

Para obter outras flag-variedades, mesmo F(2,2,2), devido ao grande nidmero

de geradores e relagoes na cohomologia os calculos sao muito longos e por isso
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ficaremos, apenas, com os exemplos {a) e (b).

M - K-Teoria e Cbréctéf de Chern para as flag-variedades
Daremos uma descrigao répidé da K;teoria das flag-variedades e um processo
para computar o caracter de Chern dos elementos de uma base aditiva; detalthes
estdo em [7] e (&].
Dado o H-fibrado principal:
H—> 6 —%> G/H
tem-se um homomorfismo:

o RH— K{G/H)

onde RH denota o anel de representacoes complexas do grupo H; em nosso caso,
G=U{n) e H=U() x ... xU{n). Para simplificar, focalizaremos apenas os
casos H = U(2) x U(2) e H=U(2) x U(2} x U(I), sendo que a situagao para

qualquer outra flag-variedade & analoga.

M; = A variedade F(2,2)
| Sejam 21, 22, 23 € 24 .as representacces elementares do toro T(4) & U(k)e
sejam:

Yi = gj(z=1,22-1,25~1,24-1}, 1 =1,2,3,4

fungoes simétricas elementares. Sejam ainda:

aj = o;{zi-1,z2-1) € RU(2), i=1,2
By = o;(zs-l,zs~1) € RU(2), 1 =1,2
£, =a_(a;) € K(F(2,2))

1l

Por definicdo, ch(g;) = chfai) = oj(ef1-1, e'2-1) e isto nos da:

x; + termos de graus superiores

ch(&;)
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Este fato, juntamente com o teorema 3.3.7 de (8] permitem provar o seguin

te:

M, =~ Teorema: A K-teoria K(F(2,2)) tem como base aditiva os seis mondmios se

guintes:

I, E1» &2, E1, Eif2, £1E2

A estrutura multiplicativa € analoga & corraspondente para a cohomologia
e as reTagSes sao, formalmente, as mesmas.
Para calcular o caracter de Chern dos elementos da base basta calcular

1

ch(£1) e ch{§2) e usar a propriedade multiplicativa de ch. Assim:

ch(g;) =01 (etl“],etZ;I) = etl-] + etz-l =

ed+td i+t
+
2 -3

1

ty + to + oL

= X1 + %5 - 352

ch(Es) = oa (et -1,e52-1)=(e™ 1) (e'2-1)

tit24t,t2  titattat: | tits
= tyt, + -t 22 2:L 4 3 L e
xX. X2X
= xp + 222, KXe

My .= A variedade F(2,2,1)

Sejam 21, ..., Z5 as representagoes elemenﬁares de T(5)cC U{5); sejam,

ainda:”
o = o;(z1-1,2z2-1), 1 =1,2
B; = gi(23—],24-l), i =1,2
Al = 01 {zs-1)

£, =-an(ai), i=1,2"

A= aﬂtkl)
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My = Teorema: 0s seguintes monomios:

1, 81, A, EF, E2X, A%, B2, E1B2, AE., E2X,

EN2, A%, E2a, EDNF, GAT, Ealad, EA2, A,

E1d", E2E50, £18502, E2d3, E20%, E2£,02, £1820°, -

Ead", EINY, EFE2AY, Eadad®, ETELY
formam uma base aditiva de K(F(2,2,1)} ou seja a K-teoria de F(2,2,1) ¢ consti
tuida de 30 (trintai copias de Z; a estrutura multiplicativa e as relagoes sdo

analogas as correspondentes cohomologia.
Devemos calcular ch(£1), ch(£2) e ch(d) e usar o fato que ch & um ho

momorfismo de anéis para calcular o caracter de Chern dos diversos monomios que

comparecem ha base

N - (Cqleulo de ch(E) B(v)

Ny - Para a variedade F(2,2) ‘
. L
B(\)) =1 - -3"' X7
ch{l} =1
x2-2x X1X2
ch(€1) = x1 + 12 2 - 3

Il

ch(Es) = xe + 2Pz 4 2%

ch(g?) = x5 + %—x%xz
ch(£182) = xix»
ch{E182) = xix,

ch(1)B(W)[F(2,2)] = 0
ch(g1)B{v}[F(2,2)] = 0
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Ch(Ez)B(V) [F(Z,Z)] =" Elf

ch(ed)8(v) [Fi2,2)] =- %

ch(8:82)B(v) [F(2,2)] = 0
ch(£ig2)B{v) [F(2,2)] = 1
Assim, o melhor resultado é dado por:
<ch(E2)B(v), F(2,2)] > = - EIE

Como < 2lch{gs)B{V}, D:(Z,Z)] >€ 7, tomamos K-1 = 1 e conclulmos que
F{2,2) nao mergutha em S{£) se L =4dimS(E) =12 e & € um {p+!)-fibrado

vetorial sobre S" com pen impares e 1" @® & trivial

No = Para a variedade F(2,2,1), usaremos Ay para indicar o valor de

<ch(£)8(v), [F(2,2,1)] > quando & percorre a base aditiva de K{F(2,2,1)),
na ordem apresentada, de modo gue P = 1,2,...,30.

Para calcular o caracter de Chern nos elementos da base, aplicamos as se-

guintes formulas:

Sp(x1,x2,0,...0)
n§1 ni

ch(gi)

]

ch{€z) = &*' =1 - ch(g;)
2y

ch(d) = ™% ~ 1

as quais decorrem facilmente da definigao.
Um calculo direto com os polinomios §,, dados no anexo 2, mostram que:

0 se 125 e

Sj{x1,x2,0,...,0)

Ss (xl,xz) + '31!-53 {x1,%z,0) +

tof —

ch(gy) = S_l(xl) +

+ ]]r!' S (xl sXZ)U.so)

_UNiIcawmp
SRUIOTECA CENTRAL
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Ent3o:
. 2 i
ch{g1) = x1 + %{xl—sz) *+ §T{-x;xz+xzz;-xfz;-x;zf-zg) +
1 -
+ 1{"‘{' (X1X221+X221"21)'
: 1 N 1 ]
ch(E2) = x2 + T XXz Ty XiX2 " 73 XiXeZp - Ti-xzzf +_
5 1 s 1
+ '*[“'!*2-' zy -+ -5—!- X + g‘ xg

chi{i) = 21 + %zf + 3%-23 + £1z§

B(\)) =] +%— ["2)(%‘32:%"2}(121] e -‘—I-g xfz.‘; +

+ ML-x zi + 2 z] - xiz3
38 1Al T B fl ¢ gy Al

0s calculos seguintes foram efetuados com o auxilio do computador e os re

sultados obtidos sao:

Al = Ag = ... = Agg = Apg = 0
] 1
Az = "y Azz = Aps = Az = - I
1 i
Azg = Azy = Ap7 = ~ 7 Aze = 7 Agg = |

Devemos entdo tomar K - 1 =1 e concluimos que F(2,2,1) nao mergulha
em. S{&) para L =dim S(&) = 16 + 4, sendo & wum (p+1)-fibrado sobre s com

p e n impares e 1$" & & trivial.

Na - A variedade F(2,1,1)
Para esta variedade os calculos foram efetuados compietamente e o. resulta
do obtido € o seguinte: F(2,1,1) nao mergulha em S${&} se dim S(&) = 12 sen

do £ um fibrado como antes.
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Ny - Os resultados obtidos em (7) para as variedades de Grassmann, nos le

vam aos seguintes:

(1Y F(2,3) nao mergulha em S(£), se dim ${&) = 20

(2) F(2,4) ndo mergulha em S(E), se dim S(£) = 28
0 = Teorema Final
01 - Teorema: Seja £ um {p+1)-fibrado vetorial sobre §", com p e nim

pares e tal que 15" @ £ & trivial; seja L =p + n=dim S{€). Entao:
(1) F(2,2)¢¢ s{g) se L =12

(2) F(2,2)¢ s{g) se L =20
(3) F(2,4)¢ S(E) se L =28

(4) F(2,2,1) ¢ s(E) se L=20 -
(5) F(2,1,1)¢ (&) se L =12
0, - Se £ =6P* &o (p+1) - fibrado trivial sobre s", com p e n impa

res, S(g) = s" x $P e temos entdo resultados de nao-merguiho em produtos de es

feras de dimensoes impares.
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ANEXO 1

Cohomolegia de ¥ (2,2,1)

l. Geradores: x1, Xz, 21

2 2
2. Z-base: ]) Kis Z1y X1, K121 Z1, X2, X1X2,
2 ‘2 3 2 2 2 3
XoZy, X121, X121, Z1,; X1Xzy X1Z1, X121, X1X2Z)1,

2 4 N 2 2 3 2.3
X221, Z1, X1Z1, XiX2Z1, X1X2Z1, X2Z1, XiZl,

2 2 3 4 2 3 . b 2 4
XIX2ZY, XiX2Zl, X2Z1, XIZ1, X1XK2Z], X1XpZ]l, XIX2Z)

3. Relagoes:

a) Dimensao 6 -

2

% == 2X1X2 + Xo2Zy ™ X%Zl - X121 ~ Zf

X

b) Dimens3o 8

4 2
Xy = 2xfx2 - XiXpZy1 = X221 + z?
x% = x%xz + XyXpzZy ¥ xzz% - Z?

3 _ 2 .
Xizy = 2X1X%22Z1 + Xo2Zi X

c) Dimensac 10

A 2 2
xi = 5x123 - 5xixazy - Sx1xaz2}

2 4 2 2
XiXg = X321 ™ X1X2Z1 = Xi1X22Z:
XiXy = 2x12? - éx%xzzl - 2X1X2Z%
x§z1 = xIx,z) + x1%,23 + x,2}
xfz% = 2x1xzzf + xng - xfz% - xle



d) Dimensao 12

e) Dimens3o 14

f) Dimensao

2.2 2
¥1¥a22Z

2_13
XKixXa2Z1

3 3
Xi1XzZ)
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2 4 z 2 3
Gx3zi + 5xixaz] + 10x1x22)

z Y 2 2 3
X1Z1 + XIX2z1 + 2ZX1X2Z]

2,4 2

= 2 42 3
= X723 * X]XpZ) + £X1Xe2Z)

2 a 2 2
XiXgZ)] = "X1X2Z1 T Xi1X2Z1

3 2 3
XiXpZy = “2X1X221 - 2X1X221

' 3 4
X%Zl = X%Xzz% + X1X2Z1 t*t X2Z)
3 4 2 4
X1z} = 2x1X221 + X2Z1 ~ X121 .
3 2 4 2 2
X1xXs = bxyxpzl + 2x1z1 + 2XIX2ZI
2 2
xlxgzl = xlxng + ZXlxzz?
2 2 2 3 4
X1X221 = "X1XzZ1 T X1X2Z1
x3xpz% = =2xixsz} - 2xy%22%
2 3 2 3 4
XpZ31 = X1X2Z)] t X1X2Z1
3 4 4
X1Z1 = 2X1X2Z)
3
xi = x2x§ = xix5 = x1x3 = 0
16
2 5 4 4 2 Y
X1X221 X1Z1 = 2XiXaZj
M 2 2 4
-xfxzz? XiXsZ1 = 2X1Xs2Z)
, X
-2xix,2] x§z} = =Sxix,z}
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2 4 2 L 5_2 2 4
X2Z1 = X1X221 X1Z1 = 5xixaz)
1.2 2 4
XolZyl = XiXzZ1
-] i y 2z 3 2 3
XeX] = Xz = X1X2 = X1X221 = X1X2Z2) = 0

ANEXO 2

Polinomios S,

$1{o1) = o1

S» (01,02} = 6 - 20,

S3(01,02,0) = of - 3010,
Sy{o1,02, 0,0) = o] - bolap + 203

" 2
g;- 50102 + 50,03

Ss(01,02, 0...)

]

2 .2 3
Sg (07,02, 0...} = o} - 6oio, + 9020} - 20}

67- 70507 + lholol - 7010)

=

-

.

—
U]

57 (Ul +02,

L'
o8 -~ 8ob0, + 200307 - l6oic} + 202

o
it

58(01)02’

>



56

ANEXO 3

talculos no Computador

Este anexo consiste de uma listagem do computador, onde foram
efetuadoc os calculos dos produtos de polindmios envolvidos na ex-

pressao:

A, = < ch (g)) B(v), [F(2,2,1)] sy 1= 1,....30.
Notacao: A

Py = ch(&1)

Po = ch £

P3 = ch{2) _.

B = B{v)

Obse rvagaes:
1) 0s simholos * e » significam produto e potencia; por

exemplo:

—

(1/2 * er\ 2) s

]
[t

2) As variaveis y1 e y, correspondem-as variaveis

X1 ., Xxs do texto.

}

.3) 0s monomios assinalados saoc os que se situam na dimen-
saoc de F(Z,Z,l), que e 16; a partir deles, observadas as re]agaes em
H18(F{2,2,1).) que estao na pagina 54, calcula-se facilmente os valo-

res de Ai’ i =1,2,... 30.
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