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Resumo

Estudamos a teoria de Morse sob diferentes pontos de vista, culminando com uma in-
trodugao a cohomologia de Floer. Para isso, obtivemos as desiguaildades de Morse através
de vérias estratégias distintas: (i) através do enfoque tradicional, em que a topologia da
variedade é investigada em termos de pontos criticos e linhas de gradiente de funcdes; (ii)
utilizando a teoria do indice de Conley; (iii) através do enfoque de Witten, segundo o qual
o laplaciano da variedade & deformado por uma fungio e identificado com o hamiltoniano
de um sistema mecanico-quantico supersimétrico e (iv) utilizando o enfoque de Floer, que
formaliza o procedimento de Witten e o estende para variedades de dimensdo infinita. Aqui
ainda abordamos o caso em que a variedade € um espaco de conexoes sobre uma 3-esfera

homolégica e a funcéo é dada pelo funcional de Chern-Simons.

Abstract

We have studied Morse theory from different viewpoints, culminating in an introduction
to Floer cohomoiogy. To do that, we have obtained Morse inequalities through distinct
strategies: (i) by employing the standard approach, according to which the topology of
the manifold is investigated in terms of critical points and gradient lines of functions, (ii)
through the Conley index theory, (iii) through Witten’s approach, where the Laplacian of
the manifold is deformed by a function and identified with the Hamiltonian operator of a
supersymmetrical quantum mechanical system, and (iv) through Floer’s approach, which
formalizes Witten’s procedure and generalizes it to infinite dimensional manifolds. Here
we also consider the case in which the manifold is a space of connections over a homology

3-sphere and the function is the Chern-Simons functional.
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Capitulo 1
Introducao

Consideremos uma variedade M sobre a qual estd definida uma funcdo diferencidvel f : M —
R. A teoria de Morse traduz em termos precisos a nogio intuitiva de que a topologia de
M deve impor certas restrigoes ao comportamento global de f. Seja b, o p-ésimo niimero de
Betti de M em relagio a um dominio principal e seja m, o mimero de pontos criticos de f
com Indice p. As desigualdades de Morse nos dizem que se M é uma variedade de dimensio

1, compacta e orientédvel e se os pontos criticos de f sdo nao-degenerados, entdo
My —Mp1+Mpo— kMg 2bp—bp g +bpo—--Lh

para p = 0,1,...,n, valendo a igualdade se p = n. Em particular, m, > b, e a soma dos
nimeros de Betti de M impoe um limite inferior ao mimero de pontos criticos de f.

Nesta dissertacao, abordaremos tal problema através de vérias estratégias distintas. No
capftulo 2 imiciaremos tal estudo pela teoria de Hodge, preparando o terreno para uma
abordagem analitica da teoria de Morse que serd desenvolvida no capftulo 4. Para isso,
obteremos o teorema de Hodge e estudaremos a relagio entre formas harménicas e classes
de cohomologia. Por fim daremos algurnas aplicagdes, como a dualidade de Poincaré.

No capftulo 3 iniciaremos o estudo da teoria de Morse utilizando o enfoque tradicional,
segundo o qual dota-se M de uma métrica riemanniana e analisa-se as linhas de fluxo do
gradiente de f. Veremos entéo que a topologia de M® = {z € M : f(z) < a} sofre alteragio
apenas quando a & valor critico de f, o que nos levars as desigualdades de Morse. A seguir,

analisaremos o mesmo problema utilizando a teoria do indice de Conley, que associa certos
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invariantes topolégicos a fluxos de campos vetoriais. Por fimn, daremos duas aplicagbes da
teoria desenvolvida: uma em geometria e outra em mecanica de muitos corpos.

No capitulo 4 abordaremos a teoria de Morse sob um ponto de vista totalmente di-
ferente dos anteriores. Utilizando o enfoque de Witten, empregaremos a fungio f para
deformar o laplaciano de M através de H; = did} +dd;, onde d; = e~ de¥ e df = etfd e/,
Mostraremos entéo que H; pode ser identificado com o operador hamiltoniano de um sistema
mecinico-quantico supersimétrico que, para ¢ — oo, comporta-se como um conjunto de
osciladores harménicos centrados nos pontos criticos de f. Isso permitird calcular o espectro
de H; nesse limite e entao obter novamente as desigualdades de Morse.

No capftulo 5 iniciaremos o estudo da cohomologia de Floer em variedades de dimenséo
finita através da formalizagsio matematicamente precisa das idélas de Witten. Tal estudo
servird de motivagdo para o capitulo 6, onde consideraremos a extensao de tal procedimento
para variedades de dimens&o infinita. Aqui abordaremos ¢ caso em que M é um espaco de
conexdes sobre uma 3-esfera homoldgica (variedade de dimensdo 3, compacta e orientavel
que tem a mesma homologia racional que $3) e f é o funcional de Chern-Simons.

Assumiremos como pré-requisitos as nogdes de variedades ¢ formas diferenciais, bem como
um conhecimento elementar de topologia algébrica (basicamente as propriedades fundamen-
tais dos grupos de homologia e cohomologia de variedades).

Todas as variedades consideradas serao de Hausdorff, com base enumerdvel e sem bordo.

Utilizaremos o termo diferencigvel como sindénimo de .



Capitulo 2

Teoria de Hodge

Neste capitulo exporemos os fatos mais relevantes {para nossos objetivos) sobre a teoria de
Hodge. O principal resultado que obteremos é o teorema da decomposicio de Hodge que nos
dd um critério claro acerca da existéncia de solugoes da equagio Aw = «, onde w e ¢ séo
formas diferenciais sobre uma variedade de dimensdo finita, compacta e orientdvel e A é o
operador laplaciano. A seguir, aplicaremos tal teorema ao estudo dos grupos de cohomologia
de de Rham de M. Veremos entdo que existe um isomorfismo natural entre as classes de

cohomologia e o conjunto das formas harménicas (Aw = 0) de M.

2.1 O operador * de Hodge

Seja V um espago vetorial de dimensao n. Denotaremos o conjunto das aplicagbes p-lineares
alternadas de V em R por AP (V*), com A°(V*) =R e A(V*) =;§0 AP (V*). Seja M uma
variedade de dimensao n, compacta, orientdvel e sem bordo. Denotaremos o conjunto das
formas diferenciais em M por Q{M), com QF (M) correspondendo as p-formas.
Suponhamos que V' ¢é dotado de um produto interno ( , ) e seja {ei1,...,e,} uma base
ortonormal de V. Recordemos a estrutura de produto interno usual que ¢ definida em V* e
AP(V*). O produto interno de V induz um isomorfismo natural entre V e V* dado por 7 :
V — V*, (v} = (,v). Com isso, podemos definir um produto interno em V* por (¢, 8) =
(i7Y{(a),771(8)), de forma que {e?, ...,e"} (base dual de {e, ..., &,,}} & base ortonormal de V*.

Estendemos entdo o produto interno { , ) a AP(T;M) declarando ortonormal a base

3



{er A Ae 1 1 < 4y < - <4, < n} de AP(V*). E um exercicio de dlgebra multilinear verificar
que tal definicdo independe da base escolhida de V e que dados a, ..., ap, By, ..., B, € V*,
temos (aa A+ Aap, By Ax - AB,) = det (o, B;)) -

Dotemos o espago vetorial normado V de uma orientacdo e fixemos {ey,...,e,} base
ortonormal positiva de V.

Fixado w € AP (V*), como a aplicagio AP (V*) — A*(V*), v > w A v é linear e
A" (V*) é unidimensional, existe um tnico *w € AP (V*) tal que w Av = (xw, v} el A---Aem

Yve AP (V).

Definicao 2.1 Definimos o operador estrela de Hodge por *: AZ(V*} ~» A™P (V™).

W — K

Tal aplicagdo é evidentemente linear.

Proposigio 2.2 Dado I = {41, ...,4x 1 1 < iy, ..., 4 < n} um conjunto de indices sem repeticdes,
tomemos (J1..., fn-i) tal que

(i) {1y oes n-wt ={1,..,n} = I

(i) €A - - A€ AeNA - pedrk =gl AL Agn,

Entéo:

*(e"A - Ae™) = e A - AP,

dem.: Sejame =e* A---Ae” e w = €A - - - Ae™*. Entéo,

*w € AR (V) = dw = Z Q.1 €A - -« Aetn~+ onde
1€h <ol kS
i, , = (¥, € A -+ Ael-+) . Com isso, pela definigio de

ety (& = (R, €1 A Aehk) e =w AN A Ak = eIA- - Ak AL AL Ak

U: Be {Zla aeey ln——k} 'T’é {jl: ---:jn—k}

= Ol . .
+1, se {lla eey lﬂ—k} = {Jl? ""Jn_k}
Logo,
*w = CeMA -+« AgIn—k, c==*1
€ assim

CEIA - ek A EIA - - - AeTnh = A kw = (dw, 4w) e =l A - - AP e = ¢



Segue que ¢ = +1 e portanto
k= A Aginmk
demonstrando a proposicao. [
Coroldrio 2.3 *xw = (1" Py Ve AP (V*).

dem.: Por linearidade, basta considerar o ¢aso em que w = ellA - - - Age'r.
Seguindo & notagio anterior, facamos ef = €A ---Ae”, ¢/ = LA ... Aemr com

*GI

= e/. Analogamente 3 demonstracio da proposicdo anterior, temos *e/ = e, com
¢ = +£1. Assim:

e=e Ael = (--l)p(“_p) el el = (—-I)P(”_p) (v’ e’) & = (—l)p(”_”) d (eI, el)e

= ¢ = (1P

Logo, * * el = xe” = del = (—1)P" P ¢, [
Proposigao 2.4 Sejam a, § € A? (V™). Entéo:
aA*B={a,f)e (ondec=¢elA-..Ae”)

dem.: aA*8 = (=1PF P xBAq=(-1P"P (x%B,a)e =
= (—1pe-B(—1pPCP (B, a)e = (B, a)e = (o, f)e. D
Observagdo 2.5 x1=¢elA---Ae” ex el A - Ae” =1

dem.: imediata da definicdo de *. []

A seguir, generalizamos de forma natural o operador * para variedades.

Definigdo 2.6 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Definimos
x: (P(M) — Qv P(M) por (+why, = *{wn), YV mE M.

w =3 *W



2.2 O operador de Laplace-Beltrami

Definicao 2.7 Definimos o codiferencial § em Q (M) por

Blapaaay = (1" ds

Notemos que 6° = 0 e que 6w = 0 se w é O-forma.
O fator (—1)""™V*! tem a funcéo de tornar § o operador adjunto de d com relagio ao

produto interno em £ (M) que serd introduzido a seguir (c¢f proposicio 2.12).
Definicao 2.8 Definimos o operador de Laplace-Beltrami em Q (M) por

A=0b6d+db

A proposigio a seguir nos mostra que, agindo sobre 0-formas, A ests intimamente ligado

ao laplaciano usual.

Proposigio 2.9 Seja f ¢ C°(IR") (isto €, f é 0-forma em R"). entdo:

Af==2 5w
'3=1
7 af
dem.: Af =0&df +d6f=06df = —xdx Y, z=do' =
i=1
n n 32f . ] 7 52f ) i n 32f
_ — ¥ T = — —_— z = —_— —
*ggugl Bx‘(':?wﬂ'dm A *dz *ﬁl B:r"zdm A *dzx *; i ©
1 62f
__£=1 amﬂ. H

A aplicagado # nos permite definir um produto interno em (M), como vemos a seguir.

Proposicio 2.10 (,): QP (M) x QP (M) — IR definido por

(w,u)=/w/\*fv

M

€ um produto interno.

dem.: Como vimos na proposicio 2.4, se € € um elemento de volume de M, entdo

Wi A ¥V = (Wi, Vm) Em, onde ( , } & o produto interno de A* (T M). O

6



Defini¢ao 2.11 Definimos o produto interno { , ) em Q (M) estendendo a definicdo acima
por linearidade e tomando (w,v) =0 se a € QP (M), B € V(M) com p # q.

Uma. caracterizagao bastante 1itil do codiferencial é dada a seguir.

Proposigido 2.12 § ¢ o operador adjunto de d, isto €, {do,8) = {(@,883) . Seque que A ¢é

auto-adjunto.

dem.: Dados o € Q7 (M), § € Q¥ (M), tal igualdade & imediata se ¢ # p+ 1. Se
g=p+1, entdo dla A*8) =da A8+ (—1)Pa Ad* (. Mas
(—1PaAd* B = (-1)P(=1) U Axxd* §=

— (_l)p(_l){n—q+1)(q»1)(_1)n(q+1}+1a Ax8f =

= —a A *60.

Portanto, d(a A *8) = da A *f — a A *64.

Como estamos considerando M sem bordo, pelo teorema de Stokes:

0=/Md(a/\*ﬁ)=fMdo:/\*ﬁ-—/Ma/\*ﬁﬁm(da,ﬁ)—(a,éﬁ)

O caso geral segue da linearidade de (, ). O

Como aplicagdo, temos 0 seguinte coroldrio.

Corolsrio 2.13 (Lema de Hopf) Se f € C=(M) entdo [, Af = 0.
Em particular, Af >0= Af=0. '

dem.: se ¢ é elemento de volume de M, entdo
fMAf s=fMAf* 1={(Af,1)={(f,A1})=0. 0

Proposicio 2.14 Seja o € P (M). Entio Aa=0=da=0 e ba=10.

dem.: (=) Se Aa =0, entdo

0= {Aw,a) = (dba, a) + {6da, @) = (ba, bax) + {dev, d) = {|6ar||® + ||de]®

= fa =da = 0.

(<) imediato. 0

Dizendo de outra forma, as formas harménicas (Aa = 0) de M s@o precisamente as formas

fechadas (do = 0) e cofechadas (6o = 0).



Coroldrio 2.15 Seja M uma variedade orientada, compacta e coneza. FEnido as funcdes

harmédnicas s@o precisamente as funcdes constantes.

Definicdo 2.16 Denotaremos por (M) o conjunto das p-formas harménicas em M.

2.3 Classes de cohomologia

Definamos os seguintes subconjuntos de QF (M):

ZP (M) =ker{d: P (M) — P (M)},

BP (M) =im{d: (M) — QP (M)}, com B* (M) = {0}.

Denominamos os elementos de Z? (M) de p-formas fechadas e os elementos de B? (M)
de p-formas exatas.

Notemos que BP (M) e Z? (M) sio subespagos de % (M) e que d> =0 = B? (M) C
Z? (M), o que nos permite definir

Hip (M) = _—""}__Z; 8/3

que é denominado p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de M.

- Proposic¢ao 2.17 Sejo Hjn (M) = %0 Hi. (M). O produto [o][B] = [a A B] faz de Hip (M)
p:
uma élgebra graduada, onde [w] =w + BP (M), w € ZF (M).

dem.: Notemos que tal produto estd bem definido:
acZ?(M),BeZi(M)=>dlaAB)=daAf+ (~1PaANdB=0=aAf e ZP (M)
a€ZP(M),€ BI(M)=f=dw, comwe W (M) =>
dlaAw)=daAw+ (~1PaAB=(-1PaAB=aApc B (M).
Logo, [a] =[], (Bl =[f]l=d =a+dw, F =F+dv=

dAF =anB+andv+dwnB+dwidy = dAF —aAnB e B (M)=[dAF]|=[anp].
As demais verificagbes szo (também) evidentes. O

Proposicio 2.18 Se M ¢ variedade coneza, entdo Hip (M) = R (onde = denota isomor-

fismo).



dem.: Z°(M) = {f € C°(M):df =0} = {f € C®(M) : f é constante} .

(
~ B oo
EM)={0}_,RD

A proposicéo a seguir caracteriza geometricamente as formas harménicas em QF (M).

Logo, H},

Proposicdo 2.19 Sejo w € QP (M) . Séo equivalentes:
(i) w € harmdnico;

(i1) w € fechada e tem norma minima em sua classe de cohomologia.

dem.: Tenhamos em mente que, da proposicio 2.14, Aw =0 & dw = éw = (.

(i) = (i) Dada v € [w], temos ¥ = w + da, para algum o € P~ (M) . Assim:
Il = llw -+ da® = [lwil* + lldell” + 2 (w, do) = [|w]}* + lldex]]* + 2 {bw, @) = |||} + [l derf?
> Joll? < P W € ol

(4¢) = (¢) Suponhamos que w tenha norma minime em [w]. Entdo, definindo f : R—R
por f(t) = |lw + tda)|®, com o € P (M) fixado, temos f(2) = |jwi®+2¢ {w, do) + 2 || da|* =
0= f(0) =2(w,da) =2(bw,a).

Assim, (§w,0) =0Va e P (M) = bw=0=Aw=0.0

Observacgao 2.20 Notemos que existe no mdrimo um representonte harménico em cada
classe de cohomologia de M, pois se wi,ws € 8 com w1 = wy + dB entéo |jwy —wsl® =
{wi — we, df) = (bw) — bwy, B) = 0 = w1 = wy. Assim, se tal representante harmonico
existe, podemos encontrd-lo determinando o elemento do espago afim €] = {{ +da:a €
QP11 (M)} mais prorimo da origem de QP (M) (como mostramos na figura ebaizo). Uma das
principais consegtiéncias do Teorema de Hodge serd a de gue wm representante harméonico

de [£] sempre existe.

™~ Q7 (M)

Aw=0"\_[£]




2.4 A equacgao Aw =«

Nesta secao discutiremos a existéncia de solugdes para a equacio Aw = a.

Seja e € QP (M) e suponhamos que w & solucio de Aw = a. Entdo,
(Aw, @) = (o, p) YV € P (M) = (w, Ap) = {a, @) Vo € OF (M)

Logo, w define um funcional I: P (M) — R

v = (W)
tal que

HAp) = (o, 9) Vo € P (M)
Tal funcional é claramente contfnuo:
i{Ag)| = [{a, 0)| < |l llell Vo € O (M)

Esta associag@o de w com ! nos coloca no terreno da anilise funcional, tornando a de-
terminagdo de ! mais fdcil que a de w. No entanto, para tal associagdo ser 1til, precisamos
de um teorema que nos garanta a existéncia de w a partir da existéncia de I. Passemos as

defini¢bes formais.

Defini¢do 2.21 Sejo o € QP (M). Uma solu¢do fraca de Aw = o é um funcional linear
conttnuo 1 : P (M) — R tal que [(Ap) = {a, @) Y € QP (M).

Teorema 2.22 (Teorema da Regularidade) Sejo o € QP (M). Sel é uma solucio frace
de Aw = o, entdo existe w € (P (M) tal que I(8) = (v, B) VB € QP (M).

E facil ver que tal w é solugdo de Aw = a. De fato,
{a,0) = {Ap) = (w, Ap) = (Aw, ) Vp € P (M) = Aw =«

A demonstracdo de tal teorema envolve o desenvolvimento de uma técnica de resolucao de
equagdes diferenciais parciais, o que é feito em [Wa]. Também citamos [Wa| como referéncia

para a demonstracdo do teorema seguinte.

Teorema 2.23 Seja (o) wma segiiéncia em S (M), Se existe ¢ € R tal que ||an|| < ce

|Aa,]l < eV n & IN, entiio existe wma subsegiiéncia de Cauchy de ().
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2.5 O teorema de Hodge

A seguir, enunciaremos e demonstraremos o teorema da decomposi¢io de Hodge, objetivo

central deste capftulo. Antes disso, mostremos um lema.

Lema 2.24 Seja V espago vetorial sobre IR com produto interno {, ). Se U é subespago de
Vecom dimU < oo entdo V =U @ U+,

dem.: E imediato que U = {v €V : (v,u) =0V u € U} & subespaco vetorial de V.
T
Seja. {e1,..., €~} uma base ortonormal de U. Dado v € V, v— 3 (v,e)e; € U*. Logo,

[ =
z, @)

Teorema 2.25 (Teorema de Hodge) Seja M uma variedade de dimenséo finite, com-

T

+ |v— Z (v, ez)eg] eU+Uteassim V=U+UL Ainda, z € UNUL =
=>:c_—0=>UﬂUJ'-—{0} O

|; "M“

pacte e orientdvel. Entao:
(1) o espago das formas harménicas (5 (M) tem dimenséo finita.
(it) Q0 = A(QP).
(113) QP(M) = ker(A) @ im(A) isto é, OF = O, & A(OP).

dem.: (i) Suponhamos que £} tenha dimensdo infinita. Ent8o, podemos escolher uma
seqiiéncia ortonormal (v,,) em (. Pelo teorema (2.23), tal seqiiéncia posui uma subseqgiiéncia
de Cauchy que denotaremos ainda por (v,).

No entanto, dado 1 € IV, [[vntp — Zall2 = [¥nsall® + [#all? = 2 nspyva) =2V p € N
{contradicéo). Portanto, {2} tem dimenséo finita.

(i) B imediato que A(QF) C 95" De fato, se w € PP e o € QF entdo {Aw, @) =
{w, Ac) = 0 e, portanto, Aw € QF.

Para mostrar que {21 C A(QP) precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.26 Eriste ¢ > 0 tal que ||8]| < c||A8| V8 € 8.

dem.: Suponhamos que ndo exista tal constante ¢. Entdio, podemos definir {v,,) em Q"}';J‘
tal que {7, > nj|Ay, || ¥V n e IV.

11
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17nll
acordo com o teorema (2.23), existe uma subseqiiéncia (5;) de (%,,) tal que (8;) é de Cauchy

Fazendo 4,, = 1, temos (%,) em ¥ tal que [|,|| = 1 e [|A7,[ — 0. Assim, de

em 0P,

Logo, dado ¢ € P, ‘(ﬁz‘: ¥) — <ﬁi+k=¢>| = Kﬁe — Biths d’)l < 1
({B:, ¥} )icqv € seqiiéncia de Cauchy em R = 3 I(¢) “ im (B:, 0}

B; — ﬁi-{-k“ ol =

Notemos que [ : 4 + [(¢) € linear e continuo, pois

[} = flim (B;, 9)} = Hm [(F;, )| < lim (|G| {12 = [1#]

Como {(Ay) = Hm (B;, Ag) = lim (A, 4) < Em [[AS; [l = 0, temos {(Ay) = (0,%)
Y € (P, isto &, | é solugao fraca de AF = 0.

Podemos entdo aplicar o teorema da regularidade para obter 5 € QP(M) tal que I(¢) =
(B,9) e AF = 0. Assim:

(Boh) — (B,9) Ve P (2.1)

Conseqiientemente, 8; — 3. De fato, se {0 & o completamento de QF, entdo (3;) converge
em {2, pois {3,) é de Cauchy. Seja B = lim3; € (. Tomando ¥ = 3 — § em (2.1}, temos
(8,8~ B) — (8,8~ B),isto&,0=lim (6, — 5,5~ ) = (lim B, — 6,8 — B) = |8 - 8|
Logo, # = B = lim3,. Como o complemento ortogonal é sempre um subespago fechado,
temos 8 € . Como ainda AS = 0, temos 3 € ¥ N 0P+ = {0}, isto &, § = 0. No entanto,
18]l = ||tim 8;|| = lim [|3;{| = 1 (contradigéo). [

Voltemos & demonstracao de que Qﬁl C A(f). Dado « € Qﬁ‘l‘ , inicialmente encon-
traremos uma solugéio fraca de Aw = «. Aplicaremos entao ¢ teorema da regularidade para
obter w tal que o = Aw, concluindo que a € A(QF).

Dado & € QP definamos 1: A(f®?) - R

Ap (o)
Notamos que se Ap = Ay entdo o —9 € O = (o, — ) = 0= (o, ) = (e, ¢). Assim

! estd bem definida ¢ é evidentermente linear. Mostremos que [ € urn funcional continuo.
Dado ¢ € ¥, escrevamos ¢ = @, + ¢, com @ € ¥ e ¢, € Q8" Com isso, dado
e RS Qﬁl :

INotemos que [v,|| = / 4, A v, & um nimero real e ndo ua funcho definida em M.
M

12



i(A0)| = o, @)l = Ka,op) + (o, o)l = [, 0] < edi floLll; e pelo lema anterior,
l{Ap)] < cliafl lAp, | = cllali Al , pois Ap = Ap, + Ap, = Ap,.

Como A({%) & subespago do espago vetorial normado ¥, o teorema de Hahn-Banach {Si]
nos garante a extensdo de { a um funcional linear continuo [y em §¥*. Portanto, I é soluggo
fraca de Aw = « e, pelo teorema da regularidade, existe w € OF tal que o = Aw. Dessa
forma, o € A(QP) e portanto, Q5 C A(QP).

(i43) Pelo lema 2.24 e por (i), temos OF = OF & 21, Como de (#) temos 5- = A(QF),
segue que F = OF @ A(QP). O

Coroldrio 2.27 Seje o € A((¥). Entdo a eqguacdo Aw = o tem solucio se, € somente se,

a é ortogonal as p-formas harménicas.

dem.: Como vimos, A(P) = . O

2.6 Aplicacoes 4 cohomologia de de Rham

Comecamos esta, secio com a apresentacio do operador de Green. O leitor néo interessado

neste t6pico pode seguir diretamente para o teorema 2.33.

Definicao 2.28 Do teorema de Hodge, OF = QF @ QPL. Assim, dado o € QP, existem tinicos
ap € B ea) € Qil tais que @ = ay + o). Definamos as projecées H : P — (¥ ¢

7P — 8 por H{a) = e e wl{@) = a..
Proposicio 2.29 A=A |n§‘: Q{;J' — Q‘ff é bijecdo.

dem.: Dado a € QF", pelo coroldrio 2.27 existe w € ¥ tal que @ = Aw = A(Hw+mw) =
A(nw). Portanto, A & sobrejetora.

Ainda, A(a) =0= a € 2N = o = 0= A injetora. []
Definiciio 2.30 Definimos o operador de Green G : {VF —» Q}';J‘ por G=A"lonm.

A proposi¢do a seguir nos dé outra caracterizagio do operador de Green.
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Proposigdo 2.31 (i) G(e) ¢ a tinica solucio de Aw = o — H(a) em Q8.
(it} G ¢ linear, contfnuo e auto-adjunto.

(#42) G leva segiiéncias limitadas em seqliéncias com subsegiiéncias de Cauchy.

dem.: (i) E imediato que G(a) & solugio de tal equagio. Demonstremos a unicidade.
Se Aw; = Aw; com wi,wy € OB entio wy —ws € B N Q8L = {0}, Portanto wy = wo.

(i1) Pelo lema 2.26, temos ||G(a)] < cl|AG(a)]| = clin(a)l] < ¢llafl 2. Assim, G é
continuo.

Ainda, A auto-adjunta = A auto-adjunta = A-! auto-adjunta. Como G(a) € fo‘,
temos {(Ga, f8) = (Ga, 73) = <Z3“11ra, 7r,6> = <7ra,ﬁ'19r,6> = (ra, GB) = {a, GF)

(@2) |G (@il < |G| l|exl e (o) limitada = (G(a;)) limitada.

Também ||AG ()] = ||7{au}]| < lleu] e (o) limitada = (AG(ey)) limitada.

Segue do teorema 2.23 que existe subseqiiéncia de Cauchy de (G(¢y)) em (F. O

Proposigao 2.32 Seja T : (P — OV linear. Se TA = AT entdo GT = TG.

dem.: T(F) Ck, poisw € W = Aw=0= ATw=TAw =0.

Também 7'(81) € QFL) pois w € Q2 =existe a € O tal que w = Aa (pelo item (3)
do teorema de Hodge). Assim, Tw = TAa = ATo = Tw € B, novamente pelo item (i)
do teorema de Hodge.

Dessas propriedades segue que

Tw = T(Hw + mw) = THuw + TTw = 7Tw = Taw, pois THw € ¥, e Traw € Q%", como
vimos acima.

Logo, #T = T'm.

Ainda, TA = AT = TA = AT |gpo= A7 =T |gpu A7 = TAL

Portanto, GT = A~'aT == A=3Tn = TA'x =TG. O

Voltemos agora ao problema da existéncia de representantes harménicos nas classes de

cohomologia.

Teorema. 2.33 Seja M uma variedade de dimensdo finita, compacta e orientdvel. Fnido

cada classe de cohomologic de de Rham possui um dnico representante harménico.

*Pois como O = Of, @ O+, temos [la]l” = || Ha + mal® = |Hal® + xa|® 2 ||zal®.
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dem.: Jé mostramos a unicidade de tal representacao na observagao 2.20. Demonstra-
remos a existéncia primeiramente aplicando a fungfo de Green e depois diretamente pelo
teorema de Hodge.

(¢) Dado c € O, G = A-'n = a = Ha + 1o = Ha + AGa = Ha + d6Ga + 6dGa.

Pela proposicdo anterior, d comuta com G e logo, @ = Ha + déGa + §Gda.

Assim, o fechada = o = Ha + d6Ga = o] = [Hal.

(#) Do teorema de Hodge, dado o € OF temos @ = oy, + AS, com o € O e § € OP,
Logo, & = ap, + d68 + 6df3. Em particular, dado [o] € Hp,

o — v — dBB|* = (@ — e — d68,6dB) = (da — day, — dd6j3,dB) = 0 (pois  é fechada.
e doy, = 0 pela proposicao 2.14).

Portanto, & = a3, + d68, isto &, [o] = [as]. O

Coroldrio 2.34 Se M ¢ uma variedade de dimensdo finita, compacta e orientduvel, entdo
¥ = HY,. Em particular, os grupos de cohomologia de de Rham de M sdo todos de dimensdo

finita.

dem.: Tomemos uma métrica riemanniana para M e definamos F : ) — HYp por
F{w) = [w]. Pelo teorema anterior, F ¢ isomorfismo. Assim H%, = Qf e portanto tem
dimenséo finita pelo teorema de Hodge. O

Como iltima aplicacio do teorema de Hodge em cohomologia, mostraremos a dualidade

de Poincaré: HE (M) = Hjz*(M) . Antes, necessitamos de um lema.

Definicao 2.85 Sejam U, V espacos vetoriais sobre R de dimensdo finita. Um emparelha-
mento entre U e V é uma funcdo bilinear (, ) : UXV — IR. Dizemos gue tal emparelhamento

é ndo singular se (u,v) =0V eV =>u=0e{z,v)=0Yu €U = v=0.

Lema 2.36 Se exisie um emparelhamento ndo singular entre U e V entao existem isomor-

fsmosp U —-V*edy: V — U"

dem.: Basta definir ¢(u){(v) = (u,v). Com isso, p(u) =0 = (u,v) =0Vov € V =
u = 0 = @ injetora = dimU < dim V. Procedendo analogamente, temos ¢ definido por
¥(v){u) = (u,v) injetora, nos dando dim V' < dimU. Portanto dimU = dimV e assim ¢ e

¢ sao isomorfismos. [J
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Teorema 2.37 Seja M uma variedade de dimensdo n, compacta e orientdvel. Fntdo
P HS, x HR? — R definido por P([c}], [8]) = / alpB
M
¢ um emparelhamento ndo singular.

dem.: P estd bem definido pois se o = o+ dw e ' = B + dv, entédo

dAF =aABrandv+dwAB+dwAdy =aAp+ dE, pela proposicao 2.17. Logo,
pelo teorema de Stokes, P([¢/], [#]) = P([al, [8])-

Dada [o] € H}p, tomemos w € ¥, tal que [a] = [w] (teorema 2.33).

Com isso, se P([a], [5]) =0 V[§] € H}5?, entdo em particular
0 = P{lal, [+w]} = P(jw], [*w]) =f whsw=|wl’=w=0=[a] =0.

Procedendo de modo andlogo ng{ segunda varidvel de P, concluimos que tal empareiha-
mento é ndo singular. [}

Segue a dualidade de Poincaré:

Coroldrio 2.38 (Dualidade de Poincaré) Seja M uma variedade de dimensdo n, com-

pacta e orientbvel. Entdo

{4

Hr" (M) = Hip(M)

Isso nos permite caracterizar completamente o grupo Hjp de uma variedade conexa,

compacta e orientdvel.
Coroldrio 2.39 Sejo M uma variedade coneza, compacta € orientdvel de dimensio n. Entdo
Hp~R

dem.: Segue da proposigio 2.18: Hip = R e da dualidade de Poincaré. O
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Capitulo 3

Teoria de Morse

Como j4 dissemos na introducao, a teoria de Morse estuda a interdependéncia entre a topolo-
gia de uma variedade M e o comportamento global de fungGes diferencidveis f : M — R.
Mais precisamente, seja b, o p-ésimo niimero de Betti de M em relacdo a um dominio
principal R e seja m, o nimero de pontos criticos de f com indice p (ndmero de autova-
lores negativos da hessiana de f calculada em p). As desigualdades de Morse traduzem de
maneira concisa ¢ elegante tal interdependéncia estabelecendo que, se M for uma variedade

de dimensdo n, orientdvel e compacta e se os pontos crfticos de f forem n&o-degenerados,

entao
Mp—Mp 1 +Mpog—-+ My by —bpy +bpp—--2 by, parap=0,1,..,n,
Ml — My + Mg =+ £ Mg = by — b + g — -+ £ bg
Em particular,

(i) mp > by e a soma dos mimeros de Betti de M impde um limite inferior ao mimero de

pontos criticos de f.

(i) x(M) =i‘ (—1)Pm,, o que nos dé a caracterfstica de Euler de M em termos dos
pontos criticos ci: Of e mostra a independéncia de x(M) em relagdo a R.

Neste capitulo obteremos as desigualdades de Morse de duas maneiras distintas. Primeira-
mente utilizaremos o enfoque tradicional [Mil] onde as linhas de fluxo do gradiente de f séo
empregadas para estudar a topologia de M. A seguir, utilizaremos a teoria do indice de

Conley [Co] para uma demonstragio alternativa.
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3.1 Funcoes de Morse

Seja M uma variedade n-dimensional e seja f : M — IR uma fungio diferencigvel. Dizemos
que p € M é um ponto critico de f se df(p) = 0. Assim, se {z!,...,2") é um sistema de
coordenadas local no aberto U € M, entdo p é ponto critico de f se, e somente se, gxff(p) =
= —f—(p) = 0. Diremos que o ponto critico p € nao degenerado se a matriz ( s (p))
for ndo singular. E imediato que tal definicio independe do sistema de coordenadas.
Podemos também definir a nao-degenerescéncia de um ponto critico de f sem referéncia
a sistemas de coordenadas. Para isso, definamos 2 hessiana de f em p como a aplicagio
bilinear fe, : T,M x T,M — IR dada por fi.(v,w) = %,(¥(f)), onde ¥ e ¥ séo extensdes de
v e w numa vizinhanga de p . Notemos que f.. ¢ simétrica. De fato, fu (v, w) — fuu{w,v) =
Tp(B(f)) — Wp(B(f)) = [B,W]{f) = 0 2. Segue que f.. independe das extensdes escolhidas
para v € w pois Up(W(f)) = v(@(f)) independe da extensdo de v e w(¥(f)) = w(B(f))
independe da extensdo de w.

Observemos que (5;6%(1))) é a matriz de f,, na base {5, ..., 32} de T,M, pois se

kil n
- i 8 ) z
localmente ¥ —Z; a' 52 e W *2 ¥ 5, entdo:
= =

&f

35:-7

N
33:3 z (») 8:1:3

S a ) (o) .f

— 0z 0z’
1,7 P

fuv,w) = Za‘(P)

Definimos o indice do ponto critico p como o indice da aplicagédo bilinear f.. (dimensao
maximal de um subespaco onde f.. & negativa definida). Lembremos que dada uma aplicagio
bilinear simétrica, sua matriz em relagdo a qualquer base é simétrica e portanto diagonali-
zdvel. Assim, o niimero de autovalores negativos de ( prr (p)) nos dé diretarente o indice
de fix

O lema de Morse nos permite encontrar um sistema de coordenadas que explicita o

comportamento de f em torno de um ponto critico p. Antes de enuncid-lo, demonstremos

Usto &, ﬁeti’;sé.ocamposvetoriaisnumavizinhangadeptaisqueﬁ,,—ve'r.'&p—w

2Pyis num sistema de coordenadas, ¥ —Zl at -~ e W —_E b‘—» e assim [, W]p(f) Z ( ‘(p)
bo) &) ) 25

52| = 04 que p é ponto critico de f.
B
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um lema técnico.

Lema 3.1 Sejam V C IR™ wma vizinhanga conveza da origem de R™ e f : ' V — R

diferencidvel com f(0) = 0. Entdo existem fungdes diferencidveis g;:V — R, i=1,..,n,

tazs que g;(0) = %(0) e f(z4...,z") :2 zig (2!, ..., z™).

dem.: Como V é convexo, podemos tomar

flzt, ...,z =} %f(t:rl . tr™)dt -—IE z g(t&: y ooy EZM)dE = n (j‘
0 0

0i=1 z_l

Q’|=-,

(1!, tsc“)dt) ,

demonstrando o lema, O

Lema 3.2 (Lema de Morse) Seja p um ponto critico ndo degenerado de f, com indice A.

Entéo existe um sistema de coordenadas (V,7) em p tal que ¥{(p) =0 e

oy g™ =) — WP — =@+ @+ )
Denominamos ¢, ...,y" de coordenadas de Morse.

dem.: Seja (U, ¢) um sistema de coordenadas em p. Para simplificar a notacio, escreve-
remos f(z',...,z") para f o ¢~ Y(z!,...,2™), onde (z!,...,2") € o(U) C R™
Pelo lema anterior, f(z!,...,2") =E 2ig;(z*, ..., z"), com g;(0) = 2L (p) = 0. Aplicando-

o novamente, temos g;(z!, ..., z™) E z*hig(z!, ..., o), com hy;{0) = 32‘32-7 (p)

Assim, f(z!,..,2") = f(p)+ Z :1: ‘2 hy{at, ..., z™), onde podemos considerar h;; = hy
substituindo A;; (:r) por 3{hy;(z) + hﬁ(a:)].

Queremos diagonalizar a forma quadritica Q(z) —Z: z'z?h;{z) numa vizinhanga da
origem. Suponhamos, por induggo, que existam coordenadas em p definidas em U "'C U tais
que Qul, .., u") = £(ut)2 £ .- £ (w24 Z ' Hy; (v, ..., v™), com Hy = Hji. Nessas
coordenadas, e

+1
o )= |
Juidw +1

(H:;(0))
o que mostra que H;;(0) é ndo singular. Assim, podemos considerar H,..(0) # 0 (a menos de

uma transformagao linear que possivelmente troque a ordem de ul, ..., ™).
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Por continuidade, existe uma vizinhanga U” C U’ da origem tal que |H~(0)| > 0. Ex-
plicitando u” na expresséo de Q(u!,...,u"), temos

Qul, .., u®) = @)t (W) 4 (W) Hep(w) + 207 Z u Hy(u Z utud Hy(u

i Bimr

=+(u)2+. ok (W) 4+ Hﬂ(u) (W +2um Y ,.,.(u)] + Z wud Hy;(u

i>r t,J>r

= @) (@Y 4 H () ( Wy u H::(Z)) D whi Bl |

i>r i, >r
+ Z w'ud Hy ()
i,j>r
Dessa forma, definindo
u, . se iFTr
V| Her ()| (u’"—l— Zu‘%ﬁ%) , se i=r
[
temos det (%) = +/|H~(0)] > 0 ¢, pelo teorema da funcio inversa, tal transformacio é
0

inversfvel numa vizinhanca U C U” da origem. Isso nos permite expressar ¢” em termos

de v1,...,2", obtendo
Q... v") = £(w!) £ - £ (v7)%+ Z v H (v, .., o).

i,i=r
Portanto, podemos sempre colocar f na forma desejada.

Mostremos agora que o A do enunciado corresponde ao indice de p. Nas coordenadas

v }.)%n em que fyl,...y"} = flp) — @) — - — @V + @)+ - + (y")? temos
aygafyj (p) dzag(—2, veey _23 +23 vy +2)
A vezes

Logo, f.« ¢ negativa definida em V~ = span {%, - 53—;} e positiva definida em V+ =
span {@Lﬂ, .y %} , com T,M =V~ @V, Portanto, A é o fndice de f.. Também podemos
chegar a essa conclusao imediatamente notando que a a matriz de f,, na base {%, vy 5‘3—,;}

tem exatamente A\ autovalores negativos. [
Coroldrio 3.3 Pontos criticos ndo degenerados sdo isolados.
dem.: imediata da forma local de f em coordenadas de Morse. O

Definicao 3.4 Diremos que f : M — IR diferencidvel ¢ uma funcdo de Morse guando f

possuir um nimero finito de pontos criticos, todos ndo degenerados.
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Proposigao 3.5 Seja M wma variedade compactae e orientdvel de dimensao finite e seja f :
M — R uma fungio diferencidvel. Se os pontos ertticos de f forem todos ndo degenerados,

entdo f € uma funcéo de Morse.

dem.: Tudo o que precisamos mostrar é que o nimero de pontos criticos de f € finito.
Dado z € M, se z nao é ponto critico de f temos df{z) # 0 e assim, por continuidade,
existe uma vizinhanca aberta U, de z tal que U, nfo contém nenhum ponto critico de f.
Se por outro lado z é ponto criticb de f, utilizando coordenadas de Morse em z, vemos que
existe uma vizinhanga aberta U, de z tal que U, ndo contém nenbum ponto critico de f
diferente de z. Com isso, obtemos uma cobertura aberta {U, : 2 € M} de M ¢, como M &
compacto, existem 21, ..., Zx € M tais que {U,, : i = 1,...k} cobre M. Assim, o conjunto de

pontos criticos de f estd contido em {1, ..., 2} e, portanto, ¢ finito. U

3.2 Pontos criticos e geometria

Nessa, se¢iio veremos dois teoremas que formalizam a idéia de que se f : M — IR & uma
funcao de Morse, entao a topologia de M sofre alteracbes apenas na vizinhanc¢a dos pontos
criticos de f.

Consideremos uma variedade orientédvel M de dimenséo finita onde estd definida uma,
funcdo de Morse f : M — IR. Seja g uma métrica riemanniana em M. Tal métrica define
em cada ponto m € M o isomorfismo usual entre T,,M e T7 M dado por 4., 1 ¥ = gm (-, 7).

Definimos o gradiente de f em relaclo & métrica g como o campo vetorial dado por
Vo f(m) =i (df |m)

Notemos que, em componentes, V, f é obtido de df por levantamento de indices.

Observemos que se X & um campo vetorial em M, entéo
g (X, Vo f) =iV, /)(X) = df (X) = X{f) (3.1)

isto &, g (X, V,f) é a derivada direcional de f ac longo de X.
Dados f: M — Rea€ R, sejaM“dgf‘l((—oo,a]) ={zeM: f(z)<a}.
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Teorema 3.6 Sejam M umae variedode de dimensdo n e f : M — IR diferencidvel. Dados
a,b € R com a < b, se f~[a,b] é compacto e ndo contém nenhum ponto critico de f, entdo

M?® ¢ difeomorfo a MP®.

dem.: Sejam g uma métrica riemanniana em M e Vf o gradiente de f em relagéo a
g. Vemos que Vf ¢ ortogonal as superficies de nfvel de f, pois dada o : R — M tal que
fla(t)) = cte, temos de (3.1):

0 (6(0),vF) = s = L) _g

Portanto, as curvas integrais de V f sio ortogonais ao bordo de M®.

Para obter o fluxo de V f vamos transform#-lo num campo vetorial de suporte compacto®.
Para isso, seja K uma vizinhanca compacta de f~'[a,b] (que é compacto por hipétese) e
definamos p : M — IR diferencidvel tal que

p(o) = { AU

0, se z¢K

Assim, X, & p(m)V f(m) define um campo vetorial de suporte compacto. Faz entdo
sentido considerar o fluxo (grupo de difeomorfismos a um parmetro) ¢ : Rx M — M
gerado por X [Wa]. Recordemos as propriedades fundamentais de ¢:

(i) para cada z € M, ¢(-,z) : t — p(t,z) é curva integral de X passando por z, isto &,
% = Xo(i,0) € p(0,2) =z,

(¢2) para cada t € R, p, : z — o(t, z) é difeomorfismo,

(#41) g = idp (identidade em M), ¢,., =, 0 ¢, e p_, = (p,) .

Notemos que em f~[a,b], f cresce linearmente ao longo das curvas integrais de X. De

fato, dado m € f~1{a,b], temos de (3.1):

2 st m) = U™ (1) = Xopom() = 9 (Ko, VA@Em)) =1 (32)

pela definicao de X.

Afirmamos que p, _ (M?*) = M?. Defato, por (3.2), m € M® = f(py_.(m)) = flee(m))+
(b—a) = f(m) + (b—a) < b= p,_,(M*) C M® Por outro lado, m € M* = f(p;t (m)) =
F(Pas(m)) = fpo(m)) + (@ = b) = f(m) + (a —b) S a=> M° C ¢, (M°).

#Se M for uma veriedade compacta, entdo isso j& & evidentemente satisfeito.
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Com iss0, @,_, : M* — M® nos dé o difeomorfismo procurado entre A° e M®. [

Denominamos o conjunto e = {z € R* : |lz|| < 1} de k-célula, ou célula k-dimensional.
Notemos que 3e* = §*~!, Dados os espagos topolégicos X, Y e ¢ : A C X — Y continua,
consideremos a unifio disjunta X +Y de X e Y e identifiquemos cada ponto z € A com
sua imagem (z) [Ar]. Intuitivamente, estamos colando X a Y através de A e . No que
segue, estaremos interessados no caso em que X = e* e A = 8e*. Denotaremos o espago de

identificacho correspondente por Y U e* ou simplesmente por Y U e?.
@

Teorema 3.7 Seja f : M — IR diferencidvel e p ponto critico ndo degenerado de f. De-
notemos ¢ = f(p). Suponhamos que exista o > 0 tal que f'{c — o, ¢+ a] é compacto e ndo
contém nenhum ponto critico de f além de p. Entdo, para todo ¢ suficientemente pegueno,

Mete tem o mesmo tipo de homotopia que M° U e,

A demonstragio de tal teorema é longa e bastante geométrica, podendo ser encontrada
em [Mil]. Daremos aqui uma idéia geral do gue estd acontecendo. Seja A o indice de p. Em

coordenadas de Morse,
f@h ™) =c— (@) — - = (@Y + (@) + -+ (&)

Assim, préximo ao ponto p, as superficies de nivel de f~ (¢ — ¢)* de f sfo da seguinte

forma

VW S

e &) i e—¢,)

onde tomarmos ¢; > g3 > 0. Como a regido hachurada & homotopicamente equivalente a uma

A-célula (deformando-a ao longo das coordenadas &%, ..., o™), vemos que M°+e & M~Ue .

4Observemos que f*(c — ¢) faz parte da fronteira de M“™¢,
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3.3 Desigualdades de Morse

As desigualdades de Morse s8o mais facilmente obtidas se inicialmente introduzirmos alguns

conceitos auxiliares e lemas. Para esse fim, temos a seguinte definicéo.

Defini¢ao 3.8 Seja S uma funcao definida sobre pares de conjuntos e com valores em ZZ.
Dizemos que S é sub-aditiva se X 2 Y 2 Z = 5(X,Z) < 5(X,Y)+ S(Y,Z). Se vale a

wqualdede, dizemos que S € aditiva.

Lema 3.9 Sejo S sub-aditiva € Xy C --- C Xn. Entdo S(X,,, Xg) <> S{X;, X;.1}, valendo
i=1
a igualdade se S for aditiva.

dem.: Simples inducao em n. [
Lema 3.10 Considere a segiiéncia de homomorfismos entre espacos vetoriais
Gor1 B Gp B Gy 5 B G B 0
Se tal seqiiencia € exata®, entdo
dimG, —dim G, +dimGp_g —- - £ dimGp > 0

dem.: Pelo teorema do nticleo e da imagem de dlgebra linear,
dim Gy, = dim ker(p; ) + dim im(¢p,) = dimim(pgy ) + dimim(p; ). Assim:
dimim(yp,,,) = dimG, —dimim{p,) =
= dim G, — dim Gp_; + dimim(yp, ;) =
= dim G, — dim Gp; + dim Gpp — dimim{p, ,) =+ =

=dim Gp — dim Gp1 + dim Gp_g — - - - £ dim Gy,
jé que imlpg) = 0. [

Lembremos que dados um espago topoldgico X e um dominio principal E, o p-ésimo
ntimero de Betti de X com relagio a R, b,(X; R), € definido como o posto do p-ésimo
grupo de homologia H,(X; R) de X. Mais geralmente, se ¥ é subespago de X, entao
by(X,Y; R) = rankH,(X,Y; R), onde H,(X,Y; R) é o p-ésimo grupo de homologia relativo.
Por simplicidade de notagéo, fixemos R e denotemos b,(X,Y; R) e Hy(X,Y; R) simplesmente
por b,(X,Y) e H,(X,Y).

*Isto &, se ker(py,) = im(ppy1), =0, ...,2.
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Lema 3.11 Seja X espago topoldgico e Y C X, Dado p € IN 8, definamos
Sp(X,Y) =b (X, Y} = bp s (X)Y) + b, a(X, V) — -+ - £ h(X,Y)
Entdo, S, é sub-aditiva.

dem.: Suponhamos X 2 Y 2 Z. O lema 3.10 pode ser demonstrado em geral para o
caso em que Gy € um dominio principal substituindo dim Gy por rankGi. Aplicando-o a

seqiidncia exata de homologia da tripla (Z,Y, X) :
v = Hy (X\Y) = Hp(Y, Z) — Hpy(X,Z) » H){(X,)Y) — -+ = Hy(X,Y) = 0
temos b,(Y, Z) — bp(X, Z) + bp(X,Y) — by (¥, Z)}+ - - - > 0. Assim,
Sp(Y,Z) — 5,(X, Z) + 5p(X, Y} 2 0
demonstrando o lema. U

Definicao 3.12 Seja M uma variedade de dimensdo n e seja f : M — R wuma funcdo

diferencidvel. Definimos my(f) como o ndmero pontos criticos de f com indice A.

Teorema 3.13 (Desigualdades de Morse fortes) Sejem M uma variedade de dimenséo
n, compacta e orientdvel e f : M — IR uma fungdo de Morse. Entdio, dado p=10,1,...,n:

mp_mp—l"'mp—?‘“"':tmosz—b_1+bp_2-—---:|:b0
onde, por facilidade de notacdo, my, = my(f) e by = be(M; R).

dem.: Sejam ¢; < --- < ¢, 0s valores criticos de f. Suponhamos que para cada i, f~(¢;)
contenha um tnico ponto critico p;. Observemos que o conjunto das funcdes de Morse com
essa propriedade é denso no conjunto das fungdes de Morse em M ([DFNI], pégina 87).
Tomando a; € (¢, ¢i41), 1 1< r—1, gy € (—00,¢) € ar € (¢, 00), vemos que M contém
exatamente i pontos criticos e @ = M* C M* C ... C M% = M. Segue dos lemas 3.9 e

3.11 que, para cada p, .
Sp(M,2) <> Sp(M™, M%) (3.3)

i=l1

5Estamos considerando IV contendo ¢ 0.
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O lado esquerdo dessa equagao pode ser escrito da seguinte maneira: como Hp(M, @) =
H,(M), temos da defini¢io de S, que Sp(M, &) = by (M) —by_y (M) +bp_o (M)} —--- L be(M).

Quanto ao lado direito da equagio (3.3), pelo teorema 3.7 temos H,{(M®*, M%) =
Hy(M*-1 U e’ M®-1), onde A; é o indice do ponto critico p;. Pelo teorema da excisdo,
H,(Mae-1 U ed, M%-1) = H,(eM, deM). Logo:

b (M, M) = 1, se M=p -
0, se MFp

r

Assim, para um dado p fixo, > b,(M®, M*-1) conta o nimero de pontos criticos de f

i=1
com fndice p, isto &, Y by(M%, M*-1) = my(f). Com isso:
i=1

> Sp(Me, M1y E

=1

_E b (M“v Me-1)— Z bp_l(M“‘ M“"—l)+ Z:l bp_g(M“‘ Me-1)—.t z::t bO(Mai,Mag__j_) —

= mp(f) mp-1(f) + mp—-2(f) - = mo(f).
Portanto, de (3.3):

bp(M) ~ by (M) + bpo(M) — - - - £ bo (M) < mp(f) — mp1(f) + mpa(f) — - - - = mo(f)
que sdo as desigualdades de Morse. [}

Coroldrio 3.14 (Desigualdades fracas e teorema do indice de Morse ) Sejam M umao
variedade de dimenséo n, compacta e orientdvel e f : M — IR uma funcdo de Morse. Entio,
{#) mp(f) = by(M; R},
() 35 (~1Pmy(f) =3 (~LPby(M; R).
=0 p=0

dem.: Do teorema anterior, m, —mp_1 +mp g —--Emg = b, — by +bp 0 —---L by,
para p=0,1,..,n. Com isso,

(¢) Para p = 0, temos myp = by.

Para p > 0, somando as expressoes para p € p — 1, temos m, > b,.

(#1) Se p > n, temos naturalmente m,, = 0 ¢ b, = 0. Assim, tomando p > n e considerando
a expressdo acima para p e p+ 1, temos

My, — M1+ Mip—g —* > £ Mg 2 bp —bp_1 + o0 — -+ L byp.

—Mpy F Mg =M+ FMg 2 —bp+ by —bp2+---Fho.
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Portanto,

mog—Mmy+Mmg—---tmy,=by—~b +b—...%b,

demonstrando o coroldrio. [

Corolério 3.15 Sejam M uma variedade de dimensio n, compacta e orientdvel e f : M —
R uma fungio de Morse. Entéo f tem pelo menos > b, pontos criticos, onde b, é o p-ésimo

e
ndmero de Betti de M em relagdo o qualquer dominio principal.

Coroldrio 3.16 (Caracterfstica de Euler) Seja M uma variedade de dimensdo n, com-
pacta e orientdvel. Entdo, a caracteristica de Buler de M
defre
X(M) 2y (—1Po,(M; R)
=0

independe de R.

3.4 Teoria de Morse via fndice de Conley

Nesta secdo introduziremos o indice de Conley e o utilizaremos para uma demonstracio
alternativa [Sa] das desigualdades de Morse.

Sejam M uma variedade orientdvel de dimensfo n e f uma funcio de Morse em M.
Dotemos M de uma métrica riemanniana g. Podemos entao construir o campo vetorial Vg f

a partir de df e considerar as linhas integrais de V,f,

Y(#) =-Vof(r(®), 0=z (3-4)

que serfo chamadas de linhas de gradiente. Notemos que de (3.1),

t . .
FOO) _ 56)() = 9 (50 Vo) = =0 (VaF, Vo) =~ IV (3
Como 1i,, & isomorfismo, V,f(m) = 0 se, e somente se m & ponto critico de f. Logo,
se £ € ponto critico de f em (3.4), entdo (t) é constante. Por outro lado, uma solugéo
ndo constante de (3.4) sempre liga pontos criticos diferentes de f. De fato, por (3.5), f &

estritamente decrescente ao longo de tal .
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Se M for compacta, faz sentido considerarmos ¢ grupo de difeomorfismos a um parémetro

gerado por V,f (cf discussio na demonstracio do teorema 3.6):
p:MXR—-M, ozt =)

que chamaremos de fluzo do gradiente. Denotaremos também « - = o(z, ).
Diremos que um subconjunto S de M é invariante sob o fluxo ¢ (ou simplesmente invari-
ante) se, dado z € S, tivermos z - R C 5. Diremos que um conjunto invariante S ¢ isolado

se S possuir uma vizinhanga compacta U cujo conjuanto invariante maxirmal
SN ¥ (zeU:z-RCU}

coincide com S.

Pode-se mostrar que para cada U como acima, existe um subconjunto compacto A C
U — 8, chamado de conjunto de saida’ para U, satisfazendo as seguintes propriedades [Coj:

()SezecUex-té¢ U para algum t > 0, entéo existe ¥’ € [0,%] tal que z - ¢/ € A.

(ii)SezxcAez-t¢g Aparat>0,entdox-t ¢ U.

Um par (U, A) satisfazendo as condigdes acima é chamado um par indicial® para S. O
fndice de Conley I(S)} de 5 & definido como o tipo de homotopia do éspaco quociente U/A
com relacgio ao ponto base {A} ou, mais precisamente, pela classe de equivaléncia de tal
espaco sob a relagio de equivaléncia de homotopia com ponto base fixo. Mostra-se que
tal definicio independe do par indicial (U, A) escolhido para S e que I{S) é invariante sob
deformacdes continuas do fluxo ¢ contanto que S permaneca isolado [Co.

Denotaremos o p-ésimo grupo de homologia (cohomologia) relativo do par (U, A) por
H?(U, A) (resp. Hp(U, A)). Segue da independéncia do indice de Conley em relagao ao par
indicial escolhido para S que:

Lema 3.17 Seja § um conjunto invariante isolado sob o fluzo . Se (U, A) e (U', A’} séo
pares indiciais pare S, entdo Hp(U,A) & H (U, A) e H*(U,A) = H¥{U', A') para todo
ke lV.

Exemplo 3.18 Para ilustrar tal conceito, analisemos o seguinte exemplo:

TNa nomenclatura original de Conley [Co], “exit set”.
8Na nomenclatura original de Conley [Co], “index pair”.
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Consideremos a equago diferencial

do
- = —cosé

em M = S*. Definindo f: S* — R por f(8) = senf, temos

o

&=V

onde Vf & tomado com relagio 4 métrica g = df® em S*.

Tal f possui dois pontos criticos: 8, = F e 8, = & . E facil ver que os {ndices de Morse
de tais pontos sdo dados por ind(6,} = 1 e ind(f2) = 0. Analisemos os respectivos fndices de
Conley. '

Temos dois subconjuntos invariantes: S; = {61} e S = {2} . Para S, podemos escolher
Uy ={0:0<0<7}e A = {0,x}. Assim, U;/A; = §' e I(5)) é dado por um circulo
com um ponto distingiiido z¢ (ou mais precisamente pelo seu tipo de homotopia), isto &,
I{S)) = (8% zp). Para S, podemos escolher Uy = {#:7 <0 <27} e Ay = . Quando
o subconjunto vezio de um espago X € “colapsado a um ponto”, o espaco resultante é
homeomorfo & unido disjunta de tal espago com um ponto distingiiido [Co|. Como U; tem o
mesmo tipo de homotopia de um ponto, vemos entdo que I(S;) ¢ dado pela unifo disjunta
de dois pontos {ou mais precisamente pelo seu tipo de homotopia), isto &, 1(Ss) = (9%, z¢).

Em geral, dada uma fungdo de Morse f : M — IR, se x € um ponto critico de indice A
de f, ent8o {z} é um conjunto invariante isolado e seu mdice de Conley é uma -esfera com

um ponto distingiiido I({z}) & (8, zp).
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Definigao 3.19 Dado um conjunio invariante isolado S, definimos

5L, (5 R) = Hy (U, A; R)
I%(S; R) = H* (U, A; R)
Ps(t) =5 b (U, A; R)t*

onde (U, A} € um par indicial para S, R é um dominio principal e by(U, A; R) = rankHy (U, A; R).
Observemos que, em virtude do lema 3.17, I, (S; R) (e I* (S; R) ) estio bem definidos a menos

de isomorfismos entre grupos de (co)homologia.

Segue das propriedades de aditividade dos grupos de homologia e cohomologia que, se S

e S sdo conjuntos invariantes isolados disjuntos, entao:

Ps,us,(t) = Ps,(t) + Pg,(2)
I (51U Ss; R) 2 I, (51; R) ® I (So; R) (3.6)
I*(S1U Sy R) 2 I* (Sy; R) ® I* (S R)

Seja. M uma variedade de dimens&o n, compacta e orientdvel munida de uma métrica
riemanniana g e seja f : M — R uma fungio de Morse. Entdo qualquer ponto critico de f
& um conjunto invariante sob V,f (pois todo ponto critico € isolado e nao degenerado).

Dado z ponto critico de f, denotemos as variedades estdvel e instdvel de V,f em z por
W*(z) e W*(z) respectivamente’. Seja E; (EJ) o auto-espago associado aos autovalores
negativos (positivos) da hessiana de f no ponto crftico z. Denotando novamente o fudice do

ponto critico z (no sentido da segfo 3.1) por ind(x), temos por definigéo:
ind(z) = dim E;
Devido ao sinal menos na definicao da equacao (3.4), vemos que E} (resp. E) é 0 espago
tangente a W*(z) (resp. W*(z)) no ponto z.

Seja exp, : T,M — M a aplica¢io exponencial [dC] numa vizinhanca do ponto critico

e seja BT a bola fechada em ET centrada em O e de raio £. Definamos

(U, A) = (exp.(BY x B;), exp.(BY x 0B;))

A variedade estgvel W*(z} do ponto critico z € o conjunto de todos os pontos m € M tais que 1:_]..igl:_uc‘3

w(m) = z, onde @, (x) = ¢(=,t). A variedade instdvel W*(x} do ponto critico = é o conjunto de todos os
pontos m € M tais que . liri:m 0. (m) =z [Sm2).
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Nao é dificil ver que, tomando ¢ suficientemente pequeno, (U, A) é um par indicial para

z 19 Para n = 2 e ind(z) = 1, temos a situagiio mostrada na figura abaixo:

Com isso, U/A = (Bt x BY) /(B x 8B7) = B7 /8B, = §™4), pois como dim E =
ind(z), vemos que B é essencialmente uma bola fechada em R™4® ¢ §B; = Smd)-1,

Assim:

I*(z;R) = H*(BYxB;,Bf x8B];R)

= H*(B;,0B;R)
Portanto:
R, k =ind
(e B) & se k = ind(z) (3.7)
0, sek # ind(z)

P,(t) = "4 (3.8)

Definamos os seguintes polindmios relacionadosa M e a f :
Pu(t) =) b(M; R e  Pp(t)=) mu(f)t*
i k

Notemos que, como M é compacta, M é um conjunto invariante e (M, @) é um par
indicial para M. Assim, nossa definigdo de Pys(t) é apenas um caso particular da definigdo
3.19. A seguir damos uma outra caracteriza¢io das desigualdades de Morse.

1®Isto ¢, para o conjunio {w}.
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Proposicao 3.20 Valem as desigualdades de Morse se, e somente se,
Pr(t) — Py(t) = (1 +8)Q()
onde Q(t) é um polinémio com coeficientes ndo negativos.

~dem.: Pela definicio de Pe(t) e Py(t),
(Pp(t) = Pu()) (1 +8)" = (Z (e — by t") S (1P =303 (=1 (g — by) %4 =

k=0 =0 F=0k=0
:pi (1P (mg —by) + (=1L (mg — b)) +--- + (—1)%(my, — b,)] 7 =
_—..20 {[mp — mp_y +mpg — -+ (~1)Pmg) — [by — bp—y + bpp — - - - + (- 1)Py]} #°

e a equivaléncia procurada é imediata. [J

Teorema 3.21 (Desigualdades de Morse) Sejam M uma variedade de dimenséo n, com-
pacta e orientdvel ¢ f : M — IR uma funcio de Morse. Entdo, dadop=0,1,...,n:

mp_mp—1+m?*“2”"':tm0pr_bp—l +bp_2—"':tbu

onde my € o ndmero de pontos criticos de f de tndice k e by, = rankH(M; R), R dominio

principal.

dem.: Se ¢ € IR é um valor critico de f, entio S = {r e M :V,f =0, f(z)=¢} &
um conjunto invariante isolado'. Sejam «, 8 valores regulares de f tais que ¢ é o tinico
valor critico de f no intervalo (e, 3). Tomemos (M? M*) como par indicial para S, onde
M* ={z € M : f(z) < a}. Como o indice de Conley é independente do par indicial
escolhido, segue de (3.6) e de (3.8) que

3 be(M?, Myt E Pty =5 ¢ (3.9)
k €8

Seja. mg o nimero de pontos criticos z de f tais que f(z) < @ e ind{z) = k. Segue
imediatamente de (3.9) que by (M? M*) = m? — mg.

Considerando a seqiiéncia exata de homologia do par {M?, M®) :

coo o Hipy (MP, M%) 35 Hy (M) 35 Ho(MP) 35 Hy(MP, M*) %3 Hy ((M®) = - -

NPois pela secio 3.1, os pontos criticos de f sio isolados.
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temos

rankd,_; — rankd, = by(MP, M®) — b, (MP) 4 b (M=) 12

e portanto

rankd,_y — rankd, = mh — m§ — by (M®) + bi{ M)

Multiplicando por #* e somando sobre k, temos

n

PR(t) — P§(2) — PRt + Pglt) =Y rankdy, tF— Z rankdy *

k=0 k=0
onde Pg(t) ¥ 3 m i e Pa(t) X (M) .

Mas E rankO,_; t* = E rank8, t* —E rankd, t**1, pois rankd_; = rankd, =0
k=1
(a va.nedade é n-dimensional). Logo:

P_f(t) — P5(t) = PE(t) — P(t) + (1 +1) Zn: rankd, t*
k=0

Assim, definindo Q*4(t) =§: rankd), ¥, temos
=0

PR(t) — PY(t) = PR(t) — Pi(H) + (1 + HQ(Y) (3.10)

onde Q*2(t) tem coeficientes ndo negativos.

Como o niimero de pontos criticos de f é finito, existe urn mimero finito de valores criticos
€1 < ... < ¢ de f. Escolhamos a;, 3; valores regulares de f tais que ¢; é o tnico valor critico
de f no intervalo (o, 8;) (como fizemos anteriormente com ¢). Temos entdo M* = @ (pois
¢ é necessariamente valor de minimo global de f) e assim P (t) = 0 e Py (t) = 0. Com

uma simples recursdo em (3.10), obtemos entao

Pl (t) - Pyr(t) = (1 + Q% (1)

12Vamos ilustrar a demonstracio desse fato no caso que R & um espago vetorial. Entao, da seqiiéncia
exata do par (MP, M)}, temos pelo teorema do micleo e da imagem:

b (M) = dim ker(i.) + dim im(i,)

ba(MP) = dimm ker(j.) + dim im(j.)

by (MP, M) = dim ker(8x—1) + dim im(8x_1)

¥ como a seqliéncia é exata,

B (M) — by (MB) ++ bp(MF, M®) = dim ker(i.) + dim #m{By_;) = rankds + rankde_1.
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onde QP(t) tem coeficientes ndo negativos. Como ¢, ¢ valor de méximo global de f, temos

MP#P» = M e portanto
Pr(t) — Pu(t) = (1 +1)Q% (2)

que juntamente com a proposicio anterior, nos d4 as desigualdades de Morse. U

3.5 Aplicacoes da teoria de Morse

Pretendemos nesta segio dar duas aplicagbes da teoria de Morse: uma em geometria ([Mil])

e outra em mecanica de muitos corpos {[NS]).

3.5.1 Geometria

A primeira das aplicagdes é o teorema de Reeb, que nos d4 um critério para decidir se uma

variedade compacta é homeomorfa a uma esfera.

Teorema 3.22 (Reeb) Sejam M uma variedade compacta e f : M — IR diferencidvel. Se
f tem apenas dois pontos criticos e ambos sdo ndo-degenerados entdo M é homeomorfa a

uma esfera.

dem.: Como f tem exatamente dois pontos criticos, um deles (p) deve ser ponto de
minimo global e o outro (g) de méaximo global. Sem perda de generalidade, assumamos que
f(p) = 0 e f(g) = 1 (basta compor f com uma fun¢do apropriada). Pelo lema de Morse,
existe uma carta (U, ¢) em p tal que f oo~ (z!,...,z") = (z})? +--- + (2")?. Podemos supor
o(U) =R".

Existe @ > 0 tal que f~1[0,a] C U, pois caso contrério, existiria uma seqiiéncia (m;) em
M —U tal que 0 < f(m;) < 1 Vie, comisso, 0 =1lim f(m;) = flimm;) = limm; =p €U
= m; € U para todo 1 suficientermente grande (contradicio).

Assim, para ¢ suficientemente pequeno, f~'[0,¢] é homeomorfo & bola fechada B de
raio 1 centrada na origem de ™ Como M é homeomorfo a M® (teorema 3.6) e
Me = fY—o0,e] = f}{0,¢], temos M'~* homeomorfo a B. Seja a : B — M*'™® um

tal homeomorfismo.



Por um argumento inteiramente andlogo ao que usamos para mostrar que f 1[0, g| é
homeomorfo a B, temos f~![1 — ¢,1] homeomorfo a B. Seja B: B — f [l —¢,1] um tal
homeomorfismo. Compondo 8 com um homeomorfismo b : B — B apropriado, podemos
supor 8(z) = a(z), V 2z € 8B = S~

Definamos agora um homeomorfismo entre M = M~ U f~![1 —¢,1] e S*. Sejam p_ e
p4 8s projegdes candnicas de B nos hemisférios sul e norte de 5 . Definindo F : M — S"

por

-1 l—g
p_oa™, semeM
F(m) = B 1
profft, seme fll—eg,1j

temos M homeomorfo a " via F. O

3.5.2 Mecanica de muitos corpos

Consideremos um sistema de N particulas cuja interagdo provém de um potencial V' que é
fungdo apenas das posi¢des das partfculas. Suponhamos que o movimento da particula i é
restrito a uma variedade compacta e orientdvel M;. Definindo M = M; X -- - X My, podemos
entdo considerar V : M — R.

As posigBes de equilfbrio (que podem ser estdveis ou instdveis) do -sistema sao definidas
pelos pontos criticos do potencial. Vamos assumir que o potencial atende as exigéncias de
uma fungdo de Morse, isto é, V & diferencidvel e todos os seus pontos criticos sdo néo-
degenerados.

Seja C' o nimero de pontos de equilfbrio do sistema. Utilizando a notagdo da secio

anterior, temos das desigualdades de Morse (fracas):

dim M dim M
C=Y mp(V)>Y_ b(M) (3.11)
=0 p=0
Vamos nos concentrar no c¢aso particular em que cada M; é homeomorfo a §*. Entdo,
uma, aplicagdo da férmula de Kunneth nos dé

H(M,Z) = By % xS =Z o 87

N vezes (1:) vezes

Assim, b,(M) = (g) Como dim M = N, temos de (3.11):
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N

c zé (M) =3 (I: ) 1+ 1Y

=0
Portanto,

C >N

e a topologia do espago de configuragdes impde um limite inferior ao mimero de pontos de
equilibrio do sistemal

Tornemos por exemplo o caso em que N = 2, M, e M, s80 elipses e o potencial V' é
atrativo. Neste caso, mostramos abaixo uma configuragdo em que o nimero minimo de

pontos de equilibrio € atingido.
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Capitulo 4

Teoria de Morse e mecinica quantica

supersimétrica

No capitulo anterior, demonstramos as desigualdades de Morse utilizando a caracterizagao
topoldgica dos nmimeros de Betti, b, = rankH,(M, R). Neste capitulo, utilizaremos a carac-
terizagio analftica dos numeros de Betti, b, = dim 5 (M), para dar uma demonstracio
analttica das desigualdades de Morse, obtida originalmente por Witten em [Wil].
Inicialmente, atingiremos tal objetivo seguindo o enfoque de [CFKS] que é bastante ele-
gante e matematicamente mais preciso que o de Witten. Finalmente, na segio 4.4, apresenta-
remos o procedimento original de Witten, em que as linhas de gradiente de f sdo interpretadas
como tunelamentos entre os estados de menor energia de um sistema mecanico-quéntico
supersimétrico. Tal trabalho deu origem a vérias contribuicdes & geometria diferencial, como

o desenvolvimento da cohomologia de Floer, da qual trataremos nos dois capftulos seguintes.

4.1 Supersimetria

Em [Gi], F. Gieres d4 uma boa caracterizagio de supersimetria: “a grosso modo, super
significa Zs — graduado”. No caso da mecdnica quintica supersimétrica, tal graduacio
provém da decomposicio do espago de estados em H = H,®H/, onde H,(Hy) corresponde

ao conjunto dos estados bosdnicos (fermidnicos) do sistema. Mas isso ndo é tudo: acompa-

1¥ide corolédrio 2.34 ou equagio (4.3).
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nhando essa decomposicao, temos um operador de supersimetria Q satisfazendo H = Q% e

levando estados bosdnicos em fermidnicos e vice-versa.

Definicao 4.1 Seja H um espago com produto interno onde estio definidos os operadores H
¢ @ auto-adjuntos e Il auto-adjunto e contfnuo®. Diremos que (H,Q,II) tem supersimetria
em H se

H =05

2 =1,

{@,1} =0

Chamaremos H de hamiltoniano, Q@ de operador de supersimetria e I1 de operador de

paridade.

Como II é auto-adjunto e I12 = 1, seus autovalores s6 podem ser -1 e —1. Definindo

H={vcH:Ilp=¢p} e Hy = {p e H: llp = —p}, temos H = H,®H;.

Definicio 4.2 Dizemos que um operador linear A : H — H ¢ par se [A,II] = 0 e fmpar se

{A,TI} = 0.

Proposigao 4.8 Nas condicbes acima,
(i) A € par <= A(H,) C Hy e A(Hy) C Hy.
(Z'&) Aé fmpor < A(Hb) - Hf € A(Hf) C H,.

dem.: (i) (=) Se A é impar, ento

v € Hy = Ap = Allp = —TTAp = IIp € Hy.

v € Hy = Ap = A(—Ilp) = [1Ap = Iy € H,.

(¢«=) Se A(H,) C Hy e A(H;) C H,, entéo dado ¢ = @, + ¢4, com ¢, € Hy e o, € Hy,
Allp = All(p, + 5} = Alpy — ¢5) = Ay — Apy = —TTAp, — ITAp; = —I1Ap.

A demonstracio de (i) ¢ inteiramente andloga. [

Proposicao 4.4 Suponhamos que (H,Q,II) tem supersimetria em H. Entdo Q) é tmpar ¢
H é par. Segue que H, ¢ Hf sio invariantes por H.

?Usualmente exige-se que H seja espago de Hilbert separdvel. No entanto, mesmo nesse caso, ndo ¢
sempre possivel definir H e ¢} sobre todo o espago H, j4 que em geral tais operadores néo sao contfnuos. No

que segue, N0 NOs preocuparemos com tais guestdes.
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dem.: @ é fmpar por defini¢do. Ainda, HII = Q?Il = —QIIQ = [1Q? = I1H e assim, H
é& par. A parte final da demonstracdo segue imediatamente da proposico anterior. O

Segue diretamente da definicio 4.1 que H > 0. De fato, dado ¢ € H,

(0, He) = (0, Q%0) = (Qu, Q) = |Qp|* > 0

pois Q é auto-adjunto. Assim, a condicio H = (? imple que nenhum estado pode ter
energia negativa. O teorema a seguir {vide também a equagao (4.2)) nos diz essencialmente

que o niimero de férmions e de bésons com energia ndo nula é o mesmo®.

Proposicao 4.5 Suponhamos que o sistema (H, Q,I1) tem supersimetria em H. Dado um
autovalor A de H, seja Ex : H— H a projecio* de H sobre o auto-espago associado a M. Se
A > 0, entdo

dim{ B |g,) = dim(EA[Hf)

dem.: Sejam P, e P_ os projetores em H; e Hy respectivamente. Entdo QP = P_Q.
De fato, dado ¢ = ¢, +¢_, com @, €H, e p_ €Hy, temos P_Qp = P_ (Qp, + Qp_) =
Qv = QP pois @ leva estados bosdnicos em fermidnicos e vice-versa.

Definamos Ey % B\P.. Segue de [H,Q] = 0 que [E), Q] = 0. Com isso, QEf =
QE\P, = BAQP, = ExP_Q = E; Q. Portanto:

QE} = E;Q 4.1

Seja @ = Q| ) - Entéo Q é inversivel, pois E5(H) ¢ o auto-espago de H associado a A

e, por hipétese, A # 0. Segue de (4.1) que Q E;| B = E;Q. Assim,

—_ -1 = )
B |y = Q7 Bxlgym @

3E de se esperar que isso ocorra por um raciocinio bastante simples: se o & auto-estado de H com energia
E (isto & Hp = Ey) e E > 0, entio HQu = QHy = EQyp, pois [H, Q] = [Q% Q] = 0. Logo, se ¢ &
um auto-estado bosonico (fermiénico) com energia E, entdo Qp € um auto-estado fermiénico (bosdnico) de

mesma. energia.
4Isto &, Ej é o projetor espectral de H sobre A

39



Com isso, dim ém(Ey") = dimém(E;). Mas im(Ef) = im(ExPy) = im(BEyl|g,) eim(Ey) =

im(E\P.) = ?Im(EA|Hf). Portanto,
dim( Blg,) = dim( Exlg

demonstrando a proposicao. [

Consideremos uma, variedade M de dimensdo finita, compacta e orientdvel. Entao, co-
mo vimos no capitulo 2, temos o laplaciano dé + 8d (que é auto-adjunto) agindo sobre o
conjunto (M) =pe§0 QP(M) das formas diferenciais de M. Como & é o operador adjunto de
d, o denotaremos por d*. Definamos uma estrutura supersimétrica sobre H =Q(M)°. Como
hamiltoniano, tomemos H = dd* + d*d 5, como operador de paridade definamos IT: H — H
por H|m( M) = (—1)? e como operador de supersimetria, escolhamos @ = d + d*. E imediato
que H=Q* I? =1e {Q,II} =0, pois se ¢ & uma k-forma, entdo dp é uma (k + 1)-forma
e d*p é uma (k — 1)-forma. Portanto, (H, @, II} tem supersimetria em H e

H,= & QP(M), Hy= © QM)
» par p impar

Aplicando o teorema 4.5 a esse sistema supersimétrico, vemos que se £ > 0 entdo

> dimker((H — B)|gpup) = Y, dimker[(H — B)lgpqas)] (4.2)

4.2 O laplaciano deformado

Pelo teorema de de Rham {Wal, se M ¢ uma variedade de dimensdo finita, compacta e
orientdvel, entao o p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de M, HY,(M), é isomorfo
ao p-ésimo grupo de homologia de M, H,(M). Logo, temos by(M) = dim Hj,(M). No
capftulo 2 mostramos, via teorema de Hodge, que HY (M) é isomorfo ao conjunto (M) =

ker(H|gp(yy)) das p-formas barmonicas em M. Portanto,

bp(M) = dim ker( Hlgepp)) (4.3)

$Para atender & exigéncia de que H seja espago de Hilbert (cf nota de rodapé 2), podemos tomar H como

o completamento de (M), como [CFKS).
5Na notacio do capftulo 2, H = A.



isto &, b,(M) é dado pela dimensao do auto-espago associado ao autovalor milo do laplaciano
H.

No entanto, a obtengdo de b,(M) através de {4.3) & complicada do ponto de vista opera-
cional. Em [Wil], E. Witten tornou o procedimento acima exeqiiivel através da introdugio
de um novo tipo de laplaciano, obtido do usual deformando-o através de uma funcio de
Morse. Mais precisamente, dados t € R e f : M — IR uma fun¢io de Morse, definamos os
operadores

d, = e~ detf,

df = etfd eV,

H; = did; + d;d;.

Observemos que d = dj? = 0 e assim H, = (d; + d})?. Definindo Q; = d; + d;, vemos
portanto que {H;, Q:, II) tem supersimetria em H.

A grande forga dessas defini¢Oes é que a expressao (4.3) continua vilida se substituirmos
H por H;, ficando entido b,(M) independente de . A vantagem dessa nova situacio é que
0 espectro de Hg]m( M) simplifica-se drasticamente para ¢ 3> 1, tornando possfvel a estima-
tiva de dim ker{ Hy| on( M)), ou seja, de b,(M). Através desse procedimento, obteremos as

desigualdades de Morse na préxima secao.
Teorema 4.6 Dado t € IR, bp(M) = dim ker( Hy|gp(nr))-

dem.: Por uma generalizacio do procedimento que nos levou ao corolédrio 2.34 * mostra-se
., ker(dilgran)

m’{m) im(delgo-1(ap)
Mas, é imediato que ker(d;) = e ker(d) e im(d;) = e~*/im(d). Portanto:

que ker( H|

ker( d|szr( M))
W(M)) z’m(dlm_l(M)) - deR(M)

IR

ker( Hy|

e o resultado segue de (4.3). O

4.2.1 Cadlculo da expressao local de H;

O objetivo desta secho é obter a forma local do operador H;.

“Ou pela teoria de operadores elipticos.
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Definicao 4.7 Seja (z!,...,z") um sistema de coordenadas local no aberto U C M. Defini-

mos o operador {a*)* agindo em QUU) por (a*)"a = dz* A c.

Dadas coordenadas locais 21, ..., " no aberto U C M e dado z € U, definamos ¢;;(z) =
(2 7% ), - Denotando a matriz inversa de (gi;) por (¢%9), temos (dz’, da?), = g¥(z).
Lema 4.8 Sejo o* o operador adjunto de (a*)*. Entéo

P
o' dof A Adatr = = Y (=1)fgde? A- - Adader AdPent - nda
k=1

e, se h: U — IR & diferencidvel, temos a* (hdz™ A -+« Adz¥) = h a’dz™ A - - - A\ da¥r.

dem.: Dado z € U, temos
(aldzt A--- Adade dzt A .- Adatet) =
dzt A - -+ Adzte, (af)dz A - - - Adatr-t),
dzt A--- Adate,dzt Adzh A - Adater)
~1P1 (dz? A - - - Adair dat A« Adaet Ada), (com 4y =)
—1)P~1 det ((dz?, dz™),), , = (—1)P~  det (¢%*(x)),,

P y .. .
1P~ N (1) *Pgire(z) det (g7 (z)| sem a linha j, e sem a coluna i,)

=
=(
= (
=

(

=1

=— 3 (~1)gi(z) (dz?t A--- Ada¥r-1 Adadrtt ... Adadr, dat A- - Adatet)
r=1

r=1

A segunda afirmagao € imediata. O

- (_ S (1) gHi(z)dat A - Adzdtt Adai e Adae dait A - A dm‘P-l)

Lema 4.9 (¢) {(a®)*, ¢’} = g¥.
det A---Adatr, se i€ {é,..., %},

ey ol A Ada =] P _
—dzt A---Ada¥, se i ¢ {i1,..0p}

dem.: Aplicagao direta do lema anterior.
n .
Lema 4.10 di = d + tdfA , isto é, dy=d + ¢ ; fi{a*)*, onde f; = gz-%.
dem.: Dado @ € Q(M), dia = e"¥d(e" @) = e [¢fda + te'df Aa] =da+tdf N =

da+tiﬁ-da:"/\a. 1

=1
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Vamos agora exibir a expressdo local de H, explicitando sua relacdo com os pontos
crfticos de f. Assumiremos que os operadores aqui definidos agem sempre em formas com
suporte contido na vizinhanga coordenade em questGo. Uma prova mais geral, com o emprego

de derivadas covariantes, é feita em [CFKS|, capftulo 12.

Proposigao 4.11 (Forma local de H;) Sejam M uma variedade de dimensdo finita, com-
pacte e orientdvel, f : M — IR uma funcdo de Morse e p um ponto critico de f. Enido,
numa vizinhanca de p :

(i) H, = H + 12 ||df]|> + tA, onde A = A, + A}, com Ay =Y (g% £;6; + (a®)*[6;, f;07]) B

o

(ii) Suponhamos que g:;(x) = 8;; numa vizinhanga U C M °. Se (', ...,2™) é um sistema

de coordenadas ortonormeal em U C M, entdo A =Z 3%23% [(a))",af].
1,3

dem.: Por defini¢ao, H; = {d;, d; }. Logo, pelo lerna anterior:

Ht = {d+t E fi(ai)*, d* +t E fjaj}
=1 =1
= {d,d'} +{d,t El fi'y+{adt 3 Sy} + {t El fila)*,t 21 fie'}
1= = =

i=1
= H+tA+8 Y fifi{(a) '),
5,3
onde A = Al + AI, A]_ = {d, E fjaj}.
=1

Segue do lema 4.9 que H, = H + 2 |ldf||® + tA.
Definamos localmente o operador 0; por

" - Owitsip s ;
&; (Zle,_,_deIJ A °Y; A dﬂ:ﬂp) = Z-'—agé—idxj A Ada?
Entio claramente d =Y, (a*)*8;. Com isso,

i=1

A = {; (a)8, g o} =5 (1309005 + (0" Bu )
=5 (f{o’, (a)"}8: — Fi(a')' I8, + () Bifya?) =

A =Z (g7 £;0; + (a")*[84, f507]) (4.4)

Calculemos 4; no caso de a métrica ser euclidiana na vizinhanca considerada:

8Nessa esxpressio, ||df| & a norma de df em A(T; P} ¢ ndo em Q(M).
9Tsto &, a métrica g & plana (ou “Aat”) em U.
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Segue do lema 4.8 que se g;; = §;; entdo [8;, ¢7] = 0. Com isso, [8;, f;a7] = 8:f;a° — f;678; =
a0 f; — f;a?8;. Assim, dada w = h dz?* A - - - A da,
[8;, fi07]w = ajafjfl dzit A - -« Adxle — fja“'ﬁ dzit A+ Ada¥e = of frh daft A - A dade,
isto é, [85, fidd] = fUa onde fz,
=2 fibi+ 2 file ")ral
E 8 firt Z (@)a'fi; =3 07 fit 1 fis(a)*dd, pois fij = fa-
Calculemos az. Da.dosa—adsc"l/\—--?\Jdm‘ip=admfeﬁ=bd:vj1A---Ad:rJP=bd:cJ,

Segue de {4.4) que:

x‘aa:-?

com supp{a) e supp(d) contidos em U/'%, temos pelo teorema de Stokes:
(8fa, B) = (0, 8:8) = / af: dz' A xdz’ =

/ 82k dz’ A xdz’ — / Do b dr! Axdz? = f Bab da’ A wdz’ =
2o dz! A wbdz’ =U—(6ga, B).
Portanto, 8} = —c%.
Segue que A = A; + A} =E fi0i— E &ifi +2 E fii(a®)*al.
Mas dado b : U — IR diferencidvel, (£i8; — 8f)h = f:0h — B fih) = —(B:f)h = — fah.
Logo fi0; — 0if; = —fi € assim:
- Z‘: fo+2 % fii (@) e =§ fisl2(a*)*a? — 6.

Pelo lema 4.9, temos {{a%)*, e’} = 6. Portanto:
A ——"Z Fiil(a"), &)
i

demonstrando a proposigao no caso considerado, [J

4.3 Desigualdades de Morse

Vimos que (H;, @, II} tem supersimetria em H =0Q(M). Prossigamos com nossa analogia
entre H e o espaco de estados em mecénica quéntica, onde H; é interpretado como o hamil-
toniano do sistema. A proposicdo 4.11 nos diz entdo que H; é dado pelo termo de energia
cinética H acrescido do potencial V; = #2 ||df]|* + tA. Sabemos que se p é um ponto criti-

1

co de f, entdo existem coordenadas de Morse z*,...,z" numa vizinhanga U/ de p tais que

10 Aqui supp(a) é o suporte de a, isto &, supp(a)= {z € M : a{z) # 0}.
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f(z) =i +(z)2. Assim, V; = *42® + tA em U (onde 22 & i (z*)?), desde que a métrica
seja eut(,‘:ll'ldia,na nessa vizinhanca. Parat > 1, V; é aproxil;faldamente o potencial de um
oscilador harménico centrado no ponto p. Portanto, tudo se passa como se tivéssemos os-
ciladores harménicos centrados nos pontos criticos de f e separados por barreiras infinitas
de potencial. Isso nos permitird calcular o espectro de H, nesse limite e entéo estimar b,(M)

utilizando o tecrema 4.6.

Teorema 4.12 (Desigualdades de Morse fracas) Sejamn M uma variedade de dimensio

finita, compacta e orientdvel e f : M — IR uma fungdo de Morse. Entéo:
mu(f) = by(M)

dem.: Seguindo o raciocicio delineado acima, primeiramente definamos uma métrica
riemanniana apropriada em M. Sejam p,, ..., o, 08 pontos criticos de f e A, o indice de p,.
Fixemos um certo a. Pelo lema de Morse, existem coordenadas «', ..., z" numa vizinhanca
U, de p, tais que f(z) = ()2 +- -+ + (a" %)% — (z®*1)2 — ... — (%)% Definamos uma
métrica g, em U, declarando a base {dz!,...,dz"} ortonormal. Com isso, podemos definir
uma métrica ¢ em M de maneira que g[Ua = g, (via parti¢do da unidéde).

Segue da proposicdo 4.11 que em U,:
Hy=H® % 92 £ 42,° 1 tA®

onde V2% _H ¢ A® “"fz 116 o] = 2 2“ (@)a) -2 nf;‘ | l@al.

No limite ¢ — oo, temos um conjunto de osciladores harmonicos separados por barreiras
infinitas de potencial. Isso nos leva a decompor o espago de estados H numa soma direta
H =é H@), onde cada H'® est4 associado ao espaco de estados do sistema mecanico-
quén:i_ci) numa vizinhanca do ponto critico p,. Nessa decomposicio, cada Ht(“) é um operador
agindo em H(®. Utilizaremos entfo um resultado de limite semi-cléssico para relacionar

H, (o hamiltoniano verdadeiro) a @ H® (hamiltoniano aproximado). A idéia geral & a

seguinte: por um lado sabemos que dim ker (HAQ,,( M)) = b,(M) (teorema 4.6) e, como vere-

2

mos a seguir, dim ker (@ H@

) estd intimamente relacionado a my(f). Dessa forma,
v (M)
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comparando as degenerescéncias do estado fundamental de Hylgy,, € de @ H® 1
a Qm (A1)
obteremos as desigualdades de Morse.

O cdleulo de dim ker (@ H@

[+1

) é simplificado introduzindo-se os operadores (in-
P (M)

dependentes de t) K@ = V% 1 42? + A@_ Dado um operador T : H — H, denotaremos o

espectro de T' por o(T'). Pelo lema 4.14 {(que demonstraremos logo a seguir), Ht(“) é unitaria-

mente equivalente a tK@ e portanto ¢(H\”) = ¢(tK®). Dessa forma, temos globalmente:

o (@ H ("‘)) =0 (@ tK(“)) =| J o (tK@)

a
Calculemos o espectro de K,
Dado w = k dz™ A - - - A da'?,
< 8%h

Hxi?

i=1

(~V? + d2?)w = (— + 4z dzt A AdaP

Assim, —V? +42? é um “operador escalar” cujo espectro é o de um oscilador harménico,
isto &, a(—V? +42?) = {3 2(1 +2k;) : Ky, ..., k, € IN}'%. Para cada conjunto de indices
i=1
{k1, ..., kn}, existe uma autofuncio ¢ tal que

n 82 ) B 17
(— 2 5 + 4z ) p=> 2(1+2k)

i=1

e, associada a tal ¢, temos (:) p-autoformas linearmente independentes dadas por
Ppdr* A Adr®, com1<i<---<ip<m
Analisemos a acio de A® sobre ¢ dz? A - - - A dz'e. Do lema 4.9:
A pdatt A -+ A date = 20,(iy, ...y ip)tpdT™ A - - Adae

onde, se I = {i1,....,5}, J ={l,.,n}—-I, K={l,..n-X}el ={n—-I+1,..,n}

entao

1 Observemos que dim ker (Htlm(M)) e dim ker (@ Ha)

a

sa0 dados pela multiplicidade do au-
OP{M)

tovalor nulo de Hlgp(pyy © B H®

respectivamente.
P (M)
12Estamos considerando IV contendo o 0.
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Balin, -nrip) L H#INK) = #(JNK) —#(I N LY+ #(J N L).

Assim, A age diagonalmente nas autoformas ? dz™* A -- - Adz® de —V? + 422 e o
espectro de K@ é dado por
o(K@) = {Z 21 + 2k;) + 205031, ,55) oy ek ENel1 <4 <2 <4, < n} (4.5)
i=1
Vemos entfo que um autovalor nulo de K'® ocorre se, e somente se, ki = 0 Vi e
0a(is,.yip) = —n. Como 8,(i1,...,355) = —n se, e somente se, A\g = p € (41,...,3p) =
(n~p+1,...,n), temos

0, se Ay # p,

dim ker K@'m{m = {1, X =p

Portanto,
Z dim ker (K(a)lﬂf’(m)

conta o niimero m, de pontos criticos de f com fndice p e assim:

dim ker @ K@

a

=Z dim ker (K{a){m(m) =m,
() a

Sejam Ef(t) e €}, os k-ésimos autovalores de Hi|gp sy ¢ €@ K@
[+

respectivamente e
P (M)
contando mutiplicidade. Como & Ht(“) é unitariamente equivalente a (B tK uma versio

do teorema do limite semi-cléssico de autovalores para variedades [CFB?S] nos dé:
oo B _

t—oo

A
E ent3o imediato que, para t suficientementre grande:
& 0= EE(t) # 0

Assim, o ntimero de autovalores EL(t) nulos é menor ou igual ao niimero de autovalores

e; nulos e portanto

b, = dim ker (HAMM)) < dimker | ) K@ —m,
a Qr(M)

demonstrando as desigualdades de Morse fracas. U

Da demonstrago acima, temos imediatamente a seguinte observagao:
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Observacgao 4.13 Seja a um ponto critico de f com indice p. Entdo:
(i) o menor autovalor de K@ é nulo,

(4i) dim ker K@ =1

Qe (M)

|QP(MJ
PEm linguagem de mecénica quintica, o estado fundamental de K@ ‘ e (a1) ¢ ndo-degenerado

e corresponde & energia nula.
Lema 4.14 Nas condigées do teorema acima, H'® é unitariamente equivalente a tK'@.

dem.: Na notagao do teorema anterior, termos
H® = V% + 4222 1+ tA@),
K® = V24 437 + 4@,

Dado w = k dz® A - - - A dz®, pela demonstracio acima:
H (— znjl Lo 1 48257 + 28, (i, ...,z',,)) hda A-- - A dgie,

K@y = (— fj 2 +4a? + 26,(iy, ...,z',,)) hdzt A Adoe.

Assim, os%ziaeradores em questdo agem como operadores escalares e basta mostrar que
F, e tFy, definidos por F; = — f; Loy + 4222 4 2B, (i1, ip) € Fy 2 — fj L+ 4a? +
20,11, ..., 1p), $80 unitariamente zt;juiv:sq.lentes em LZ(IR™). =

Dados b € R™ e A > 0, sejam T'(b), D()) € L*(IR™) os operadores unitérios de translagéo
e dilatagdo dados por

T®)) (@) = flz—b)

(DS (@) = X2 f(2a)

Por simplicidade, vamos denotar o ponto p, € M e suas coordenadas (z*(p,), --., " (Pa))

em JR™ pela mesma letra. Entéo, como é f4cil verificar através de um célculo direto:
DtV T (£ 2p W T(~tY2p,) D(t /%) = Fy
e assim F} é semelhante a tF; pela transformacio unitéria D(tY/2)T(t/%p,). O

Teorema 4.15 (Indice de Morse) Sejam M uma variedade de dimenséo finita, compacta

e orientdvel e f : M — IR wma fungdo de Morse. Enido,

Z ~1)Pm,, —Z( —1)?

p=0
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dem.: Lembremos que, na notagao da demonstragio do teorema anterior, el ..., ep,, S0
os autovalores nulos’® de @ K®| e, para ¢ suficientemente grande, £2(2), ..., E} (t) sdo os
a QF
autovalores nulos de Hilg, , sendo B} ,(¢), ..., E¥, (¢) no nulos e o) quando ¢ — co.
Consideremos agora a propriedade de supersimetria de (H,, @¢, I1). Vimos em {4.2) que

se £ # 0 entdo Z dimker[(H; — E)|qp] = Z dim ker{(H; — E)|g,]. Notemos que

P par » impar
dim ker[H; — E] é a dimensdo do auto-espago associado ao autovalor F e, assim, é dado

pela multiplicidade de tal autovalor. Utilizando a expressio acima para E = Ef(%), com

i=by+1,...,mp, e somando em ¢, temos entao

z (mp — by) = Z (myp — bp)

P par p tmpar

e portanto

n

> (-1)Pmy =) (~1)b,

p= p=0

demonstrando o teorema. O

Teorema 4.16 (Desigualdades de Morse fortes) Sejam M uma variedade de dimensio
findta, compacta e orientével e f : M — R uma fungéo de Morse. Entéo, parap=0,1,...,n

My — M1 + Mg — -+~ My = by —bpy +bpg — - £ by

dem.: Seja L o espago vetorial correspondente acs autovalores EP +1 (), ... BF,_(t) de
H,, isto &, ZF é soma de auto-espagos de Hy, todos com autovalores correspondentes ndo
nulos.

Estudemos a agio de Q; = d; + d} sobre =5.

Como [@y, Hy| = 0, Q: preserva os auto-espagos de H;. Logo, Q:(=) € =L ou, mais
p=>0

precisamente, Q; : ZF — =Pl @ =P Logo:

25-1 25+1
Q=@"‘—*® e Qt@wm’@wt
I=1 I=1
i fmpar I par i‘. par ! tmpar

13Nessa notagio, cada ef, i = 1,...,my, & considerado como tendo multiplicidade 1. Isso & apenas outra
maneira de dizer que o autovalor nulo de H; tem uma multiplicidade total m,.
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Observemos que @, é injetivo no dominio considerado. De fato, como H; = @2, temos

ker Q; C ker H, e assim Q; é injetivo se H; é injetivo. Mas =! corresponde a auto-espagos

de H, com autovalores nfio nulos e portanto H; é injetivo em ZL. Segue que

2j-1 2 2j 2j+1
dm €p E<dm@P= e dmPE<dm P =
=1 i=0 =0 i=1
! {mpar t par i par ! {mpar

Como, por definigio, dim =i = m; — b;, temos
(m1 - bl) I (mgj_l - bgj_l) S (mo —_ bo) + -+ (ng - bg_,) e
(mo — bo) + - -+ + (mgy — byy) < (Mg — be) + -+ + (Majpa — baja)

Asgsim, seja p par ou {mpar,
bp_bp_'1+bp_2_..'j:b{)STnp_mp‘—l’}“mp_Q_"':tmo

demonstrando mais uma vez as desigualdades de Morse. [

4.4 Instantons e o complexo de Witten

Nesta secao apresentaremos o procedimento original de Witten para a demonstracio das
desigualdades de Morse, utilizando idéias inspiradas em mecénica quéntica supersimétrica.

Consideremos novamente uma variedade M de dimensio finita, compacta e orientdvel
sobre a qual estd definida uma fungdo de Morse f : M — R. Definamos C? como o espago
vetorial livremente gerado sobre R pelos pontos criticos de f de indice p. Observemos que
dim CP = my,.

A seguir, daremos uma caracterizacao bastante 1itil das desigualdades de Morse em termos
dos espacos vetoriais CP.

Proposicao 4.17 Se existe um complero de cohomologia

bp— Op- [
00—t 8 otdy . o1 or 8

tal que dim (M) = dim HP(M, R), entdo valem as desigualdades de Morse. Neste caso,

im Sp_]_

seguindo Floer [F12], diremos que (C*,8) é um complexo de Witten.
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dem.: Sejam n, = dim ker(6), re = dimim(6z) e by, = dim H*(M, IR).

Para cada k, temos do teorema do niicleo e da imagem que my, = ny, + 1.

Ainda, dim (%ﬁf—l) = dim H?(M, R) nos dé by, = n — rs_1.

Assim, g, — by = 7t + 7%—1, Yk. Com isso,

o0 00 o0 o0 o0

E (mk - bk) tk =Z Tktk-I- E T‘k__ltk =E T‘ktk*f— E ‘r‘ktk-"l

k=0 fe=0 k=0 k=0 k=—1
e como r_; = 0, temos 4

o o0

Z (mk —ku)tk = (1+t) E ’f'ktk

k=0 k=0
que é a caracterizagio das desigualdades de Morse dada pela proposi¢ao 3.20. [

A genialidade da estratégia de Witten para a demonstragio das desigualdades de Morse
reside na construgio de um complexo (C*, §) onde § € obtido através de consideragbes sobre
0 tunelamento mecanico-quantico entre os mimimos do potencial V; = ¢ ||df||* (observemos
que tais mimimos nada mais sao que os pontos criticos de f). Vejamos como isso € feito.

Novamente, dotemos M de uma métrica riemanniana g e definamos o campo vetorial V f

a partir de df. Como vimos, uma solugdo ndo constante de

¥(t) = =V (1)) (4.6)

sempre liga pontos criticos diferentes, jé que f é estrifamente decresce-nte ao longo de tal 7.

Sejam a e b pontos crfticos de f com indices p e p + 1 respectivamente e suponhamos
que -, é linha de gradiente ligando b a . Entao, como mostraremos no capftulo seguinte,
f(8) > f(a) e assim +,, vai de b para a (isto &, tgfgo Ya(t) = a € ﬁi’&, v(t) = b). Para
definir a acéo do operador § sobre @ € C?, utilizaremos tais caminhos v,; que, como veremos,
estdo intimamente relacionadas aos instantons que tunelam entre a e b.

Para, isso, vamos associar a cada vy, um sinal ¢, , da seguinte maneira. Sejam:

() E, € TuM o auto-espago associado aos autovalores negativos da hessiana de f em b,

(1) Toyas © E, o subespaco tangente & curva v,

(#é¢) Op o complemento ortogonal de Tyy,, em Ej .

Vemos que dim B, =ind(b)=p+1edimO,=p

Fixemos uma orientagio em E; para cada ponto critico z de f.

14Observernos que essas somas sdo todas finitas, jd que my =bx =1 =0 se k > n.
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Notemos que Tyv,, é naturalmente orientado por lim Tant)_

Qi mEer- Entdo, como E =
Tyyo ® O, temos uma orientacdo induzida em O, Witten entdo toma solugbes de (4.6)
com v préxima de -, para transportar vetores de O, para E;, induzindo dessa forma uma
orientagao em K. Se essa orientagdo induzida for a mesma que a orientacio pré-fixada para
E_, define-se ¢,, = 41, caso contrério define-se €, , = —1.

Em geral, existird mais de um caminho 7, ligando « a b. Definimos entao

e(a,b) =Z €y,

Tab
€ aqui surge a questao: tal soma é necessariamente finita? No capitulo seguinte mostraremos
que, sob certas condicoes, a resposta é sim.
Podemos agora definir o operador de cohomologia § : CP — CP*!. Dado a ponto crftico
de fndice p, definimos

8(a) = Z e(a, b)b

beCPHL

Para aplicar a proposicao 4.17, termos entéo que mostrar que §2 =0 e %}1 = H(M, R).
A demonstracdo desses fatos utilizando a defini¢dio combinatorial de 6 serd dada no capitulo
seguinte. Witten no entanto contorna tal dificuldade mostrando que & estd, num certo
sentido, associado a d;. O resultado entdo segue de & =0 e ;;’:}%%I% =~ HP(M, R) (teorema
4.6). Analisemos um pouco mais detalhadamente tal raciocinio.

Seja a um ponto critico de f de indice p. Ao demonstrarmos as desigualdades de Morse
(fracas) na segiio anterior, definimos o operador K@ = —V? 4 42? + A 13 gque estd asso-
ciado & expressac assintética de H;. Pela observacao 4.13, o auto-espago de menor energia
de K (“)‘ Qo (M) (isto é, o auto-espago cujo autovalor € o menor possivel) tem dimensdo 1.

Tomando um gerador |a) de tal subespago, temos uma maneira natural de associar uma

p-forma |a} a cada ponto crftico @ de fdice p.

Observacao 4.18 A ambigiiidade da escolha da p-forma |a) como gerador do auto-espaco
de menor energia de K® ¢é exatamente o mesma ambigiiidade presente quando fizamos

arbitrariamente uma orientagdo em E_ . Isso relacione-se ao fato de que a orientacdo de

15Para evitar confusdo, observemos que aqui a denota o prépric ponto eritico, enquanto na segio anterior

a letra a é usada para indexar os pontos criticos.
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um espago vetorial V é dada equivalentemente por uma base de V' ou por um elemento de

volume em V.

QOutro ponto a ser enfatizado a respeito da dualidade entre § e d; € que, enquanto § age
em g € C?, di age em |a) € P(M).

Consideremos a e b pontos criticos de f com fndices p e p + 1 respectivamente. Para
estimar {b|d; ja) no limite t — +co, Witten utiliza o método WKB, que cousiste de uma
aproximagio semi-cléssica para a resolucgdo da equacao de Schrédinger.

Para t 3> 1 os estados |a) e [b) estdo associados a fungbes de onda fortemente localizadas
em torno de a e b. Isso porque, nesse limste, o potencial do sistema refere-se a um conjunto de
osciladores harménicos centrados nos pontos criticos de f e separados por barreiras infinitas
de potencial. Notemos ainda que tais estados correspondem a configurages de energia
minima jé que, por definigdo, |a) e |b) so estados fundamentais do sistema (auto-estados de
energia minima de K{®).

Assim, & natural que se procure descrever as amplitudes de transigio envolvidas por meio
de instantons, que correspondem precisamente as fungdes de onda (num espago euclidiano)
responsdveis pelo tunelamento entre estados de energia minima [Fe|. Dessa maneira, Witten
[Wil] toma uma acho euclidiana supersimétrica genérica e mostra que os instantons de tal

agio sdo obtidos quando o campo bosénico de tal sistema obedece & equacio

dt oy’

(cf equagdo (4.6)).

A amplitude de |a) é pequena quando a de |b) é grande®® e vice-versa, sendo o overlap
entre tais estados significativo apenas ao longo das linhas de gradiente v, [Wil]. Isso
permite determinar o comportamento de |a} e |b) ao longo de «y_, resolvendo-se um problema.
unidimensional e exatamente solivel. Procedendo desta maneira, mostra~-se que a amplitude
de |a} cai com exp [—tf(¢)] ao longo da trajetéria -y,

Calculando a agdo correspondente a tal configuracio de campo, vé-se que a contribuicdo

de v, para a amplitude (b| d; |a) € dada por

16Pois para t > 1, |a) e [b) sdo fortemente localizados em torno de a ¢ b.
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onde det Fy;, € proveniente da integrago Gaussiana sobre as flutuagdes em torno dos instantons.
Como estamos considerando uma teoria supersimétrica, as contribuicdes bosdnica e fermiéni-
ca se cancelam, resultando em det F; = +1. Esse sinal tem importancia vital quando se faz a
soma das contribuices dos diferentes instantons. O procedimento para a sua determinacio
¢ o seguinte: o estado |b) sai de b com uma orientagio relacionada com a orientagio de
E; (cf observagio(4.18)). Propagamos entéo |b) ao longo de 7., até o ponto a (pelo método
WKB) e comparamos sua orientacao com a de |a) , obtendo dessa maneira o sinal de (| d; |a)-
Notemos a similaridade entre esse procedimento e a definigao de ¢,,, dada anteriormente.

Essa discussao sugere que, para £ 3> 1, tenhamos

(b| d‘t |a> zz: E‘Tab e_"“if(b)_f(a‘)l

Yab

e assim

dy Ja) ~ Z Z eTMB-f@le by,  parat>> 1.
beCP+t v,

Finalmente, Witten argumenta que o fator de fase e~ti/®)~f(all pode ser eliminado através
de uma simples redefini¢io de |a) . Obtemos assim um paralelo formal entre d; ja) € 6(a) que,
cormno vimos, é definido por 8(a) = 3~ 3 e, b _

beCrtl,y

Resumindo: _

(i) H; estd ligado & equacdo de Schridinger com um potencial que, para £ 2> 1, corres-
ponde a osciladores harmoénicos centrados nos pontos criticos de f,

(ii) & est4 ligado 2 fisica dos instantons que tunelam entre os mfnimos desse potencial.



Capitulo 5

Cohomologia de Floer em dimensao

finita

Nos capftulos anteriores demonstramos as celebradas desigualdades de Morse de vérias
maneiras distintas. Recordemos brevemente o que foi feito até aqui.

Primeiramente utilizamos o enfoque tradicional {Mil} segundo o qual dota-se M de uma
métrica riemanniana g e analisa-se as linhas de fluxo de V, f, isto &, as solugdes da equagao
diferencial

Y(E) ==V f(r(®), 0) == (5.1)

que denominamos linhas de gradiente.

Dessa. forma, se M é corpacta, V,f gera um grupo de difeomorfismos a um parfimetro

(cf discussdo na demonstragio do tecrema 3.6):

def

p:MxR— M, pla,t)=z-1 = (1)

com a propriedade ébvia de que f sempre decresce ao longo das linhas de fluxo, a menos que

df (z) = 0, onde entdo z -t =z, ¥V t € R. Com isso, vimos que a topologia dos conjuntos
M*={ze M: f(z) <a}

sofre alteragio apenas quando a é valor critico de f e que essa alteragfio é dada (médulo

homotopia} colando-se uma A—céluia, onde A = ind(z), ao conjunto {z € M : f(z) < a}.

55



Fazendo uma anilise detalhada dessa situagdo, terminamos por obter as desigualdades de
Morse.

Posteriormente, utilizamos o enfoque de Witten {Wil] no gual a fungio f é usada para
deformar o laplaciano de M através de H; = d,d} + d*d,, onde d; = e def e df = et/ d*e .
Entao, denotando o negativo do operador laplaciano por V2 = —H = —(dd* + d*d), vimos
que H, pode ser escrito como H, = ~V? 4 ¢2 []df|12 + tA, sendo identificado com o opera-
dor hamiltoniano de um espago de estados em mecénica quéntica que, no limite { — oo,
representa um ndmero finito de osciladores harmonicos centrados nos pontos criticos de
f. Isso nos permitin calcular o espectro de H, nesse limite e entdo obter as desigualdades
de Morse observando que, por teoria de Hodge aplicada ao operador H;, temos b,(M) =
dim ker{ Hy|gp(apy)- O procedimento original de Witten [Wil] em que as linhas de fluxo do
gradiente de f séo interpretadas como tunelamento entre os estados de menor energia do
sistema (mfnimos do potencial #2 ||df||*) levou Andreas Floer a dois trabalhos (entre outros)
de grande contribuigdo para a geometria diferencial:

() estabelecimento de novos invariantes para 3-variedades [F11].

(41) formalizagdo precisa e extensio do procedimento de Witten para variedades de di-
menséo infinita [Fl12). -

Na préxima secio (seguindo Floer [F12]) formalizaremos a estratégia de Witten, tornando-
a matematicamente precisa e totalmente independente de argumentos fisicos. No préximo
capitulo, consideraremos a extensao de tal procedimento para variedades de dimensdo in-
finita, abordando ¢ caso em que a variedade é dada por um espago de conexdes sobre uma
3-esfera homoldgica, isto &, sobre uma variedade de dimens&o 3, compacta e orientével que
tem a mesma homologia racional que §°. E interessante notar que essa extensdo generaliza
a analogia anterior entre teoria de Morse e mecinica quéantica, passando agora a relacionar

teoria de Morse em dimensdo infinita e teoria quéntica de campos [Wi2].

5.1 Definicao do complexo de Witten

Consideremos uma variedade M de dimensao finita, compacta e orientdvel e f : M — R

uma funcao de Morse. Se z é um ponto critico de f, denotemos novamente as variedades
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estdvel e instdvel de V,f em z por W*{z) e W*(z) respectivamente. Dados = e y pontos
criticos de f, definamos

My(z,y) € Wi @) n W (y) (5.2)

Observemos que M, (z,y) contém (a imagem de) todas as linhas de gradiente que véio de
T para y.

Lembremos que a intersecgdo entre duas subvariedades X e ¥ de uma variedade Z é
dita transversal se, para todo p € X NY, tivermos T,X + T,Y = T,Z. Neste caso, X NY &
subvariedade [GP] e

codim (X NY) = codim(X) + codim(Y) (5.3)

Diremos que o fluxo do gradiente & do tipo Morse-Smale se a interseccio em (5.2) for
transversal para quaisquer dois pontos criticos z e y. A hipétese de que o fluxo do gradiente
de f & do tipo Morse-Smale serd essencial no que segue. No entanto temos um resultado,
devido a Smale, que mostra que isso ocorre para um conjunto denso de métricas em M [Sm2].

Denotemos novamente por E (E;’) os auto-espagos associados aos autovalores positivos
(negativos) da hessiana de f no ponto critico z. Denotemos ainda o indice de z por ind(z),
isto &, ind(x) = dim E . Devido ao sinal menos na defini¢do da equagdo (5.1), vemos que
E} (vesp. E;) é o espago tangente a W*(z} (resp. W*(z}) no ponto z. Segue de {5.3) que:

codim (W*(z) N W*(y)) = codimW™"(x) + codimW*(y) (5.4)

e assim

dim My(z,y) = ind(z) — ind(y)

E entdio imediata a proposicio seguinte.

Proposicdo 5.1 Para um fluzo do gradiente do tipo Morse-Smale, se ind(x) < ind(y) entdo
ndo existe linha de gradiente indo de x para y.

Vamos agora definir um complexo de Witten (C*, §) andlogo ao do capitulo anterior, onde
o elemento de matriz {(z,8y) de § : CP — CP*! & definido entre z € CP*! ¢ y € CP contando-
se as trajetérias “independentes” que ligam z a y. Por independentes queremos dizer que

devemos considerar as trajetérias médulo a agio dada por ¢(z,t) = z -, 0 que nos leva ao
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conjunto M{z,y) = M(z,y)/R. Observemos que dim M(z,y) = 1 = dim M (z,y) = 0, isto

é, M(z,y) consiste de um conjunto de pontos isolados. Temos entdo duas questdes naturais:

(i) M(z,y) é finito?

(#) como associar um sinal a cada elemento de M(z,y) de modo a obter uma contagem
invariante? (Notemos que , em principio, a contagem pura e simples dos elementos de M (&, y)
depende da métrica g).

Observemos que se a € (f(y), f(z)) & um valor regular de f e M, = {x € M: f(z) =a},
entdo podemos identificar M (z,y) com M(z,y) N M,. O lema a seguir (mais precisamente,

o coroldrio 5.3) responde & questio (¢} acima.

Lema 5.2 Se ind(z) = ind(y) + 1, entdo M(zx,y) N M, é compacto para todo valor regular
a de f.

dem.: Seja (¢;) uma seqiiéncia em M{z,y) N M,. Entdo, para cada ¢, existe uma tra-
jetéria u; com 4;(0) = ¢; tal que f(g) = a. Como M é compacto, existe uma subsegiiéncia
convergente de (g;) que, por abuso de notagio, denotaremos ainda por (¢;). Seja ¢ = lim g;.
Afirmamos que ¢ € M(x,y). Como é imediato que ¢ € M,, conclufremos entdo que toda se-
qiiéncia em M(z,y) N M, possui subsegiléncia convergindo em M(z,y) N M, e que, portanto,
M(z,y) N M, é compacto.

Se, por contradigao, ¢ ¢ M(z,y), entdo ¢ = v(0) para alguma trajetéria v que nio liga =
a y, isto &, ¢ € M(2;, 2;41) COIM 2; # Z 0 241 F* Y. Repetindo o mesmo procedimento com a
variando no intervalo (f(y), f(z)) , obtemos entdo pontos criticos z = z1, 22, ..., Zp41 = ¥, COM

n > 1, tais que as trajetérias v; de M (2, z:41) estao no fecho de M(z,y)'. Pictoricamente,

1Mais precisamente e mais geralmente, pode-se provar o segiinte resultado [Aul:

Se z,y sdo pontos crfticos de f e (y;) é uma seqfiéncia de linhas de gradiente em M (z,y), entdo existem:

(i} uma subsegiiéncia (vy;},

(i) um conjunto finito de pontos & = Ty, T2, w., Tity Tht1 = Y,

(iii) wm conjunto finito de niimeros reais estritamente decrescentes ry, ..., 7% com a propriedade que r; €
(F(@ir1}, F{=i)),

tais que

(i) os pontos z:,; = 7v;(s) tais que f(a;;) = r; convergem para um ponto regular que perternce a uma licha
de gradiente de M(z;, zi11),

(ii) os fndices de x; sfo estritamente decrescentes com j, isto &, i(z1) > i(Z2) > - -i(Tr41)-
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temos a situacao da figura abaixo:

zm—l = y

Como o fluxo é do tipo Morse-Smale, temos sempre ind(z;) > ind(z41). Assim: ind(x) —
ind(y) = ind() — ind(2p41) =3, ind(2;) — ind(z41) > n > 1, contrariando a hip6tese de

i=1

que ind(z) = ind(y) + 1. O
Corolédrio 5.3 Se ind(z) = ind(y) + 1, entdo M(z,y) N M, é finito.

dem.: Como as linhas de gradiente sdo sempre ortogonais as superficies de nivel de f,

segue que a interseccdo Mz, y) N M, é transversal. Assim:
codim (M{z,y) N M) = codimM{(z,y} + codimM, =1 + (dim M — 1} = dim M

isto &, M(z,y) N M, é variedade (-dimensional e portanto todos os seus pontos séo isolados.
Mas é imediato que todo conjunto compacto de pontos isolados € finito. Ll

Tratemos agora da questfio de como associar um sinal a cada elemento de M(z,y) de
modo a obter uma contagem invariante das trajetérias que ligam z a y.

Para cada ponto critico z, fixemos uma orientagéio em E, . Vamos entdo induzir uma
orientagao natural em M (z, ), para cada par de pontos criticos z e y. Como M & orientdvel, a
orientagdo de E induz uma orientagio em E}, dada por T.M = EX @ E;. Como T,W*(z) =
EZ e como TM & trivial sobre W*({z)?, vemos que a orientagdo de E; define uma, orientacso
¢, do fibrado normal de W*(z). Analogamente, a orientacdo de E, define uma orientacio

2W*(z) pode ser sempre dado por ume imersiio de JR* em M, com k = dim W*(z) = ind(z) [Sm1i].
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¢_ do fibrado normal de W*(y). Segue entfo de (5.4) que ¢, ® ¢_ nos d4 uma orientagio do
fibrado normal de M{z,y) = W*(xz) N W*(y). Para obter uma orientagio do fibrado normal
de M(z,y) = M(z,y)/R, adicionamos a ¢, &G ¢_ o vetor tangente ao fluxo do gradiente.
Temos assim uma orientagio induzida em M(z,y) (note que tal orientagdo corresponde
simplesmente a um sinal +1 j& que M{z,y) é variedade O-dimensional).

Passemos & defini¢io do operador de cohomologia para nosso complexo de Witten.

Definicao 5.4 Seja Cy o complexo dos pontos criticos de f sobre um corpo IF (cf proposicéo
4.17). Seja 0 = {o,} uma escolha de orientagdo em E, para cada ponto critico z de f.
Definimos {(z, 6°y) € Z como o nimero de intersecedo das variedades orientadas W¥(z)NM,
e Wo(y) N M, em M,, onde a é um valor regular de f entre f(y) e f(z). Definimos ainda
& .08 = Co por 8y =S {(z,6%)«.

zeCr+l

O préximo teorema mostra que (Cy, §°) é de fato de wrn complexo de Witten, nos dando

assim outra demonstracio das desigualdades de Morse {via proposigéo 4.17).

Teorema 5.5 Fara um gradiente do tipo Morse-Smale definido sobre uma variedade M de

dimensdo finita, compacta e orientdvel, temos:

(i) 8°6° = 0,
.. ker &% |
(22) W = H (M,F).

Observacio 5.6 (Dualidade de Poincaré) Podemos também definir um complezo dual

ao apresentado aqui

a a_ 4 & a8
Cn""i'cn_]_ —3‘1""—2>01—1>Cg—0>0

onde C, é o espaco vetorial livremente gerado pelos pontos créticos de f de tndice p (como
C?). Se x € Cpyy, definimos
=Y (Bzy)y
veCy

onde (8°z,y) é o mimero de intersecgio das variedades orientadas W*(z)M, e We(y)NM,

em M, e a é valor regular de f entre f(y) e f(z). Com as hipdteses de que M ¢é de dimensdo
ker 0°

im 8e’

finita, compacta e orientdvel, uma versdo andloga do teorema acima nos dd H.(M) =
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Como —f também é funcio de Morse, temos um complezo (C,,d) associado a —f. Os
pontos criticos de f e —f sao os mesmos, mas wm ponto critico de tndice p sequndo f terd

tndice n — p segundo —f. Logo:
Cp = [espago vetorial livremente gerado pelos pontos criticos de f de tndice n — p]
Segue que os complexzos (C*,6°) e (Cp—., 8°) sdo isomorfos e, portanto
H*(M) = Hyp_.(M)
que é a dualidade de Poincaré.

Recordemos alguns fatos da teoria do fndice de Conley (secdo 3.4). Suponhamos nova-
mente que M é uma variedade de dimensdo finita, compacta e orientdvel e que f é uma
funcdo de Morse em M. Entdo, cada ponto critico z de f nos dé um conjunto invariante

isolado para o qual podemos definir o par indicial
(Us, Az) = (exp,(BF x By ), exp, (B x 8B)) (5.5)

onde ¢ é tomado suficientemente pegueno.
Assim (vide segio 3.4),
F, se k=1ind(z), '
HY(U,, Ae) = @) (5.6)
0, sek #ind(z). |
e uma escolha de orientagio em E- (que é dada por o == {0, } na defini¢io 5.4) é claramente
equivalente 4 escolha de um gerador em H*(U,, A.). Isso nos permite fazer a identificaciio
(o = &b HP(U,, Ay) (5.7)
{o: df(2)=0, ind(z)=p}
Vemos que o conjunto Crit(f) dos pontos criticos de f é dado por uma unido disjunta de

conjuntos invariantes isolados: Crit(f) = |J {z}. Pela aditividade do indice de Conley

zeCrit(f)
(equagoes (3.6) da secdo 3.4), temos entéo
F(Crie(fyF) = @D IFlnF)
zeCrit(f)
= & Sy I* (z; F)
120{zeCrit(f)ind(z)=i}

- & HP(U,, A,)
t20{zeCrit( f)und{z)=i}

= D H7(U,, As)
{z&Crit(f):ind(z)=p}
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onde usamos a definiciio de IP (z; F') (definicao 3.19) na peniltima igualdade e (5.6) na
tiltima linha.
Portanto, de (5.7}
I* (Crit(f); F) = Cg

5.2 Demonstracao do teorema 5.5

Dados dois subconjuntos 5] e Sz de M, denotemos por 5145, a unido de 53, Ss e de todas as
trajetérias “conectando” S e Ss. Diremos que uma colegio de conjuntos disjuntos, compactos
e invariantes (Mi, M, ..., M) € uma decomposicio de Morse de S se para todo z € S,
existirem 1 < ¢ € j <k tais que x € M;&M,.

Dada uma decomposigdo de Morse (My, Ms,..., M) de S, definimos uma filtragem de
tndices como uma famflia crescente Ng € Ny € - -+ € Nj de conjuntos compactos tais que
(N;, N;—;) € par indicial de M;, para cada i =0,1,..., k.

Claramente
M; = {x € M : z & ponto crftico de f de indice i}, i=0,1,..,n (5.8)

nos da uma decomposi¢do de Morse para a variedade M. Para cada r € M;, tomemos o par

indicial (U, A,) dado por (5.5). Entao ( U U=, U Az) & um par indicial para M; e pela
rEM; < M;

defini¢do 3.19 temos

IP(M;) = HP ( U v U Az) =@ H?(U., A:)

2EM; zEM; 2EM;
onde utilizamos a propriedade de aditividade dos grupos de cohomologia. Portanto, de (5.6)
e (5.7):

Ct, sep=i,

M) = { (5.9)

0, sep#i.
Se N.; € Ng € -+- C N, é uma filtragem de indices para (Mj, Ms, ..., M,), entdo

{N;, N;_1) é por definigdo um par indicial para M;. Logo, de (5.9):
C*, sep=i1,
HP (N;, Niey) & F (5.10)
0, sepF#i.
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Observemos que dada uma decomposicao de Morse (My, M, ..., M} ) com uma filtragem de
indices Ny € Ny C --- C Ny, entdo (N1, N;_;) é um par indicial de M;&M;_,. Consideremos

a seqiiéncia exata de cohomologia da tripla (Nyy1, Ni, Ni—p) -
. . T . .
o — H (N, Ni—y) > H (N;, Ni_y) & H (Niy1, Ni) = H* (N, Ni_q) = -+ -
ou seja
i ; 8T i1 i+1
=T (Mg&M£+1) — P(Mg) -~ I (Mﬂ_l) — I (Mi&M£+1) —F e (511)

que, a menos do isomorfismo em (5.9), € o mesmo que

&7

oo F(Mi& M) — C' 5 CF - I (M&M;y) — -+

Pretendernos mostrar justamente que, a menos do isomorfismo em (5.9), 6% = &°.
Suponhamos inicialmente que My, = {z} e M; = {y}. Entdo M;&M;,; = z&y ® € o
conjunto formado pelos pontos = e y e por todas as linhas de gradiente que ligam z a y.

Tomemos ZZ como anel de coeficientes para os grupos de cohomologia. Neste caso, de (3.7):
'y=2z e TI'Y22Z
Temos entao o seguinte lema:

Lema 5.7 Seja o um gerador de I'(y) e 8 wm gerador de I'*(z). O operador de cobordo
da segiiéncia exata (cf (5.11))

oo Ti(zdey) — Ti(y) 5 I(z) — I (zk&ey) — - - - (5.12)

é dado por 6o = kB, onde k = (z,6°Y) .

dem.: Fixemos a € (f(y), f(«)) valor regular de f e definamos M, = fHa), M, =

F (e, +o0)) e M_ “©f #-1((~o0,a])*. Sejam (U, A,) e (U,, A,) pares indiciais para z e y
como em (5.5). Dado r > 0, definamos os conjuntos compactos

v v, -o,r]n M.

vE U, -0 nM

30u, mais precisamente, {z}&{y}.
4Segundo nossa notagdo anterior, My = M°.
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Suponhamos que todo ¢ € (f(y), f{z)) é valor regular de f ®. Tomando r suficienternente
grande e definindo A = U N My e B = 8V — My, vemos entdo que (U, A) e (V, B) sdo pares

indiciais para z e y respectivamente. Assim,
I'Yz) = H¥YWU,A) e I'(y)=HYV,B) (5.13)

E claro que ({}, {y}) € uma decomposicio de Morse para z&y. Definamos uma filtragem

de indices Ny C Ny € N, para tal decomposicao por
Ng=BUA-V, Ny =V UA, Ny=UUV

Por excisdio, temos H'(Ny, Ny) = HY(V,B) = I'(y) e H*Y N, Ny) & HH(UA) =
I**1(z). Por facilidade de notacio, denotaremos também por « e 8 as imagens de a e 8 em

H (N1, Np) e H*Y{N,, N,) por tais isomorfismos de excis@o. De (5.12):
i o 4 aT i1 i~ i1
HY(V,B) & H*(N1, Ng) — H'T(No, N1) & H(U, A)
ou seja,
H{(V,B)2 H(VUA,BUA=V) L BHU UV, VUA) = B, A)

Como §7 & o operador de cobordo da segiiéncia exata da tripla (N,, Ny, Ny), podemos

escrevé-lo como
67 : H(Ny, No) 5 Hi (V) 5 HY(Ng, Ny)
isto &,
8T H(VUABUA-V) L Hi(VuA4) S HY U UV,VUA)

ou seja, 6% = & o j*, onde 5* & o homomorfismo induzido pela inclusdo e & é o opera-
dor de cobordo da seqiiéncia exata do par (U U V,V U A). Como (U, A) é homeomorfo a
(U, Az) = (exp, (B x B;),exp, (B} x 8B)), vemos ainda que (exp,(B; ), exp,(0B;)) é
retrato de deformacio de (U, A).

Denotemos por [A] € H;(V U A) a classe de homologia correspondente a A. Entéo, segue
da definicio do mimero de intersecciio que j*af4] = a(j.[A]) = k. Como o operador de
cobordo § do par (U UV,V U A) satisfaz 6w = w[A] 8, temos finalmente

Ta=6jta=j"cfAl =k f
%Tsso sempre pode ser conseguido através de uma. alteragdo de f fora de uma vizinhanga de z&y [Sal.
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onde k = (z,6%). U

Coroldrio 5.8 Suponhamos que M;1 = {2} ¢ M; = {y} (que sdo as condicdes do lema
acima). Considere o diagrama
o B on
! 1
. &7 .
I'ly) = I*a)

onde os isomorfismos verticais sio dados por (5.8). Entdo tal diagrama é comutativo.

No caso geral em que M;, e M; ndo sfo conjuntos unitérios, pode-se utilizar a filtragem
de fndices da decomposicio de Morse (M; — {y}, {v}, {z}, Miy; — {z}) de M;&M;,, para
obter em geral [F12]:

Lema 5.9 Sejam M uma vaeriedade de dimensdo finita, compacta e orientdvel e f uma

fungdo de Morse em M. Entdo
ci-l fg:_%, i i i+l
i l l
&, 57

I (Mim) —= (M) — (M)
onde o0s isomorfismos verticais séo dados por (5.9), é um diegrama comutativo.

dem. do teorema 5.5: (i} Segue imediatamente do lema acima.

(ii) Tomemos a decomposi¢io de Morse dada em (5.8). Em [Co|, Conley mostra que
existe uma filtragem de indices Ny C Ny € --+ C N, para (M, M,, ..., M) talque N, = M
e N_; = &. Segue da seqliéncia exata do par (Nizy, N;)

e Hj(-N;'+la N; F) — Hj(Nsﬂ;F) - Hj(Ni; F) ~ Hj+l(Ni+1,Ni§F) e
e de (5.10) que o homomorfismo induzido pela inclusao
Hj(Ni+1; F) -+ Hj(N"; F)
¢ um isomorfismo para j # i, ¢ + 1. Por indugao, temos entdo

H(N;) = HM), sej<i, (5.14)

0, se j > i
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Considerando as seqiiéncias exatas das triplas (N1, N;, Ni—2) € (N, N1, Nig) :

s HY (N, N)) = H*(Nipq, Nig) = HY( Ny, Ni_p) — HPY (Nt , Ni) — - -
—  H"YN;_y, Ni_g) = HY{N;, N;i_1) = H(N;, Nig) — H'(Ni—y, Nica) — « -

temos de (5.10):

H N (Nioy, Nis)

167,
HY(N;, Ni—1)
Ly N
0 — Hi(Nii‘l?N‘i—a) N T(Né,Ni—z) 2, m+1(Ni+1:Né)
!
0

Assim, j & injetivo e H*(Nj41, Ni—g) = im j = ker h, pois a seqiiéncia horizontal acima
€ exata.
Sejam Z' = ker 67 e B* = im §L_,. E imediato do diagrama acima que ker h = g(Z?).

Com isso,

. : VA
H{Nip1, Nip) 2 g(Z7) = Ter g

Z‘i
onde utilizamos o teorema do isomorfismo.

Como ker g, = ker g = B, temos entéo

Hi(Né-{-I:: M~2) = '-'g,;

(5.15)
Tomando a seqiiéncia exata do par (N;p1, Ni—9) :
coo o HY(Ni_g; FY — H{(Nij1, Nig; F) = H' (Npy; F) — H(Nig; F) — - - -

segue de (5.14) e (5.15) que

. . zi
HY (Nip1) 2 H'(Nyy1, Nig) & B

e novamente por (5.14): .
. . z*
H'(M) = H(Nij1) & B
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isto &,

Portanto, pelo lema 5.9:

demonstrando o teorema. [J
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Capitulo 6

Cohomologia de Floer, 3-esferas e

teoria topolégica de campos

Em uma variedade M de dimensio finita, vimos que podernos associar o espaco de estados de
um sisterna mecénico-quéntico a H =p6§0 (M), onde as formas de grau par correspondem
a bésons e as de grau fmpar correspondem a férmions. O hamiltoniano de tal sistema
é dado pelo laplaciano deformado de Witten que, no limite de ¢ — oo, representa um
conjunto de osciladores harmoénicos centrados nos pontos criticos da fungio de Morse f.
Construimos entdo um complexo de Witten com tals pontos criticos onde o operador de
cobordo é construido considerando os instantons que tunelam entre os minimos de potencial,
ou seja, entre os pontos criticos de f. Neste capitulo pretendemos estender tal analogia
a teoria quintica de campos. Como nesse caso o sistema quéntico tem infinitos graus de
liberdade, serd necessario considerar functes de Morse definidas em variedades de dimenséo
infinita. No que segue, abordaremos a generalizagio da teoria desenvolvida até aqui para o
caso em que M é um espago de conexdes sobre uma 3-esfera homolégica (variedade compacta
e orientdvel de dimens3o 3 que tem a mesma homologia racional que $°) e f é o funcional

de Chern-Simons.
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6.1 3-esferas homolégicas

Seja N uma variedade de dimensdo 3, compacta e orientsvel. E um fato bem conhecido que
se H*(N,Z) = 0, todo fibrado principal 7 : P — N com grupo estrutural SU(2) é neces-
sariamente trivial, isto &, P = N x SU(2). Aproveitando-nos desse fato, assumiremos sempre
que N satisfaz essa condigdo. Tais variedades recebem o nome de 3-esferas homolégicas ja
que, em virtude da dualidade de Poincaré, temos H, (N, Z) = H,(S3, Z).

Como P é trivial, cada 1-forma de conexdo w em P pode ser definida globalmente no
espago base. Basta tomarmos uma se¢do global o : N — P e definir a 1-forma de conexao
em N por A = ¢*w [Bl|.

Seja A o conjunto das 1-formas de conexao em N e seja § o conjunto das transformagses

de gauge em P. Notemos que G age em A segundo

g{A) = gAg™" + (dg)g™*

Vimos no capitulo 2 que {a, 8) = f a A *3 nos d4 uma métrica em Q{N). Em su(2)
(8lgebra de Lie de SU(2)) temos a rnétric:l::;,r usual (X,Y) = —tr(XY?). Como um elemento de
TaA é uma 1-forma su(2)-valorizada [Bl], isto &, Ty A = (N} @ su(2), temos naturalmente
em A a métrica dada por

{a,b) = mftr(a A b}
N
Mais geralmente, a expresséo acima nos d4 uma métrica em 0P (N) ®su{2), para qualquer

Tomaremos A/G como modelo do espago de estados para a teoria quéntica de campos

gue vamos considerar (em oposicao 4 variedade M usada em mecénica quéntica)®.

10 quociente B = A/G & localmente uma variedade diferencidvel de dimenso infinita, exceto nos pontos
[A] € B tais que grupo de isotropia de 4, G4 = {g € G : g(A4) = A} & maior que o centro Z(G) = {£id} de
G.

Dizemos que uma conexdo A € A é irredutivel se G4 = Z{G) = {id} e redutivel se ndo for irredutfvel.
Mostra-se que o conjunto das conexdes irredutiveis forma um subconjunto B*aberto e denso de B e que
assim, B* & uma variedade diferencidvel de dimensdo infinita. No que segue, sempre que nos referirmos a

A/G estaremos na verdade considerando B*.
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A “funcao de Morse” a ser utilizada em A/G sers induzida ao quociente pela funcio de
Chern-Simons f., : A — /R dada por

fuld) = ——— [r (A/\dA+§A/\A/\A)

82
No entanto, f. néo é gauge invariante. De fato, temos [NS]
fes(g(A)) = fes(A) +n, comn € Z

Para passar f., a0 quociente, basta entao compor f., com a projegio candnica p : R —
IR/ZZ, obtendo dessa forma uma funcéo bem definida f : A/G — R/Z dada por po f,,. Tal
f fard o papel de uma fungéo de Morse em .4/G. Por abuso de notagio, nao distinguiremos
f de f., no que segue,

Nosso préximo passo € estudar os “pontos criticos” de f. Para isso, dada A € Aea
€ T4 A, vamos calcular f ao longo da curva £ +> A; = A + ta. Expandindo o resultado em £,

temos
2

F(A0) = F(4) + dF(A)a) + 5 (o hA)a) +off") (6:1)

(i) Célculo de df (A):

Calculando f{A:) até primeira ordem em ¢ :
A) = ——— [r{Anda,+2a,7 414
flA) = “aq2 | T :+3 ¢ N Ay N Ay
N

= f(A)_gf;E tr(A/\da+a/\dA+§a,AA/\A+—2—A/\a/\A+
N

+-32—A A AN a)+ o).

Utilizando o teorema de Stokes e a propriedade ciclica do trago, segue que

£(8) = F(A) = 5 [ r(F(A) A )+ o) (6.2)

N
onde

F(A)=dA+ANA

20Observemos que sendo h(A) bilinear e simétrica, a férmula usual de polarizacdo nos d4 para quaisquer
vw € Tad A(4) (v, 0) = § [W(4) (v +w,v+ w) — h(4) (v, v) — A(4) (w, w)]
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¢ a 2-forma, de curvatura associada 4 conexio A 3.

Isso nos leva a escrever formalmente (cf equacgio (6.1))

1
472

df (A) = -7 F(A) (6.3)

onde estamos interpretando F{A) como uma I-forma em A, agindo em um vetor g € T A
por meio de
F(A)(a) = / tr(F(4) A q)
N
Aqui surge um resultado importante: os pontos criticos de f s&o dados pelas conexdes

de curvatura nula (F{A) = 0), isto &, pelas conexdes planas (ou “fat”) em A %

(it) Célculo de h{A):

Seja A um ponto critico de f. Expandindo f(A4;) até segunda ordem em ¢ vemos que,
como df (A) =0

£2
flA) = fl4)— tr(a/\da+-A/\a/\a-i—§a/\AAa+za/\aAA)-i-o(P)
N
= f(A)- tz/tr(a/\da+2a/\a/\A)+o(t3)
N

= f(4) - £ /tr(aA(da+aAA+A/\a))+o(t3)
N

= f(A)—i-g [ 412f’3’f(a/\dAﬂ)] +o(t)

N

£ + L (ardaa) + o)

onde d4 (derivada covariante em relacéo a A) é definida por dua =da-+a A A+ AAa.
Comparando tal resultado com a equagdo (6.1), temos

(a, h(A)a) = <a, %g-a> (6.4)

3Na notacio de Bleecker [Bl], F(4) = ¢*Q, onde §} = D¥w é 2-forma de curvatura em P, dada pela

derivada covariante exterior da 1-forma de conexdo w.
4Pode-se mostrar que as conexoes planas sio irredutfveis (cf nota de rodapé 1} e que assim os pontos

criticos de f pertencem de fato 4 variedade B* C B.
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e interpretando A(A) como uma forma bilinear simétrica em A, agindo em v, w € Ty A por
h(A) (v,w) = (v, h(A)w), vemos que

*d
h(A) = 5

Aqui temos uma diferenca fundamental em relagéo aos capitulos anteriores, onde a fungéo
de Morse estava definida em wma variedade de dimensgo finita. Como h(4) = % e xdg €
um operador diferencial de primeira ordem, o espectro da hessiana nio € limitado. Assim,
nao faz sentido definir o fndice de Morse do ponto critico A como o niimero de autovalores
negativos de h(A), j& que esse nimero é em geral infinito.

No entanto, lembremos que no complexo de Witten
NNy o GP_-E CP&CP"_I——%--

o operador de cobordo é age apenas entre os pontos criticos cujos indices diferem de uma
unidade e, portanto, € a diferenga entre os indices de Morse que é a quantidade fundamental
a ser considerada. Assim, Floer generaliza o procedimento de Witten para variedades de
dimensdo infinita obtendo certos fdices de Morse relativos u{Ap, Ag) entre pontos criticos
Ap e Ag. Tal Indice serd definido a seguir utilizando fluxo espectral e se reduzir4 4 diferenca
entre o fndices de Morse dos pontos criticos em questio quando estivermos trabalhando em
dimensao finita.

Consideremos um par de pontos criticos (4p, Ag) de f. Definimos novamente uma linha

de gradiente entre Ap e Ag como uma curva I' : ¢ — A, satisfazendo

dA,
5 = " Vi4)

onde V f é obtido de df através da métrica em .A.

Tal T define para cada t um operador h(A;) “ vd 4, Isso nos dé uma familia de ope-
radores auto-adjuntos em A “ligando” h{Ap) a h{Ag). O fluzo espectral de *d 4, associado
acurva I : ¢ — A, é definido como o mimero de autovalores negativos de h{Ap) que séo
levados em autovalores positivos de A(Ag) ao longo de I'. Denotaremos tal quantidade por
o (Ap, Ap) (observemos a forte dependéncia do fluxo espectral em relagéo a I').

Em geral, existem vérias linhas de gradiente entre Ap e Ag e assim vérios fluxos espectrais

assoctados a esses pontos criticos. Se I, I" séo dois desses caminhos, entdo I' ~ I* & um lago
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em Ap. E um resultado conhecido que o fluxo espectral ao longo de um laco é dado pelo
indice de Atiyah-Singer de um operador eliptico € depende apenas da classe de homotopia
de tal lago. Como f é invariante sob a acdo de G, vemos que o indice de Morse relativo entre
Ap e Ag somente estard bem definido como o (Ap, Ag) se 7, (A/G) for trivial. No entanto,
pode-se mostrar que 71 (A/G) = Z. Vejamos como se resolve essa questio.

Dado um lago @ em Ap, pode-se calcular o, (Ap, Ap) (utilizando a teoria de indices de
operadores elipticos [N]) obtendo

Jq,(Ap,Ap) =8k, onde k€ Z
(se £ =1, ® corresponde a um gerador de 7, (A/G) & Z). Como resultado, temos
0:(Ap, Ag) = 0, (Ap, Ag) + 8k

e para definirmos u(Ap, Ag) independentemente de I', basta compor o.{Ap, Ag) com a

projecao canonica @ : Z ~» Zg. Assim,

#(Ap, Ag) E p oo (Ap, Ag)

define univocamente o fndice de Morse relativo entre Ap e Ag para gualquer linha de gra-
diente T'.

Seguindo a analogia com o procedimento dos capitulos anteriores, pode-se definir um
complexo de cohomologia a partir dos pontos criticos de f. Como o fndice relativo entre
pontos criticos arbitrérios é Zg — valorizado, o conjunto Crit(f) dos pontos criticos de f

possui uma graduacio natural
- 7
crit(f) = ¢”
p=0

onde dados Ap € CF e Ag € C9, temos u(Ap, Ag) =p — 4.

A defini¢io do operador de cobordo § é feita de maneira ansloga ao caso de dimenséo
finita, considerando os instantons que tunelam entre Ap e Ag para todos os pontos criticos
Ap € CP e Ag € C?, como é feito em [Na).

Dessa maneira,

008l . ek oriyg
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nos daré oito grupos de cohomologia

ker &
p—

conhecidos como grupos de cohomologia de Floer.

E importante ressaltar que os grupos de cohomologia de Floer constituem novos in-
variantes para as 3-esferas homoldgicas, nao dependendo das métricas utilizadas na sua
construcao. Outro ponto relevante é que, apesar de todas as construgtes serem realizadas
sobre a variedade de dimensdo infinita 4/G, temos um complexo de cohomologia finito e

Zg-graduado!

6.2 Teoria topoldgica de campos

Terminamos este capitulo discutindo brevemente esta mesma teoria apresentada agora como
uma teoria topolégica de campos [Na]. Utilizaremos assim uma notagao e uma abordagem
mais préximas das utilizadas em fisica.

Como j& mencionamos, a funcao de Chern-Simons
FaolA) = —— /t'r AndasZanana)
ANRG? & 3
N
ndo é gauge-invariante e sob a acéo de uma mudanca de gauge A — A, transforma-se como

fes(Ag) = fes(A) + 1, n€ Z

Considerando um espaco-tempo lorentziano de dimenséo 2 + 1 e definindo uma agéo S
por
S = 27k fos, keZz

a exponencial da agao
et‘S(A) = eiQ'Jrk_fca(A)

que ¢é a quantidade relevante numa teoria de campos, € de fato gauge invariante.

Além disso, segue imediatamente de (6.3) que

dS(A) = —%F(A)
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ou seja, derivando a acao obtemos a curvatura.

Construimos o hamiltoniano pelo mesmo procedimento utilizado no capitulo 4:
H; = did} + d;d,

onde agora d age em A e d, = e fdetf | df = et d*et.
Escrevendo d “em componentes” e utilizando notacao de derivada funcional, H, pode ser

escrito [Na] como

H, = f [—tr (%)2 — £ 2r{aAdaga®) — t* tr (F A *F) (6.5)
N

Notemos que H; tem a mesma estrutura do caso onde a dimensao ¢é finita:

(i) O primeiro termo em (6.5) pode ser visto como um laplaciano no espago de conexdes
(note também que para t = 0, temos H = — /N tr (6%)2).

(i) O terceiro termo, que é o mais importante numa expressdo assintética de Hy, tem a
mesma, estrutura que seu andlogo do capftulo 4 pois, pela nossa definicdo de produto interno

em Ty A = H(N)@su(2) :

_]tr;-(FA*F)=(F,F)= ||F“2
N

e como vimos em (6.3), F = —4n2df. Assim, — f tr (F A*F) = 1674 ||df |° e portanto
N

2
Hi= [t (gz) -2 [tr@ndaa) + £ 1ot oy
N N

(cf proposicdo 4.11).
Continuemos com a analogia entre a situagdo atual e a teoria em dimensao finita. No

capitulo 4, o hamiltoniano H; € dado por
Hi=g, v
onde (M) é o conjuto das p-formas em M. Ainda, pelo teorema 4.6:

Hip (M) = ker( Ht[m(M))
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isto &, d cohomologia de M é dada pelos estados fundamentais (auto-estados com energia
minima} do hamiltoniano Hefgs -

Voltando ao caso deste capftulo, onde o anslogo de M é dado por A/G, podemos decom-
por H; como

H, = ,éo A,

onde cada laplaciano A, age em A. Como Nash comenta em [Na)], a teoria de Hodge entdo
nos sugere que a cohomologia da variedade é dada pelos estados fundamentais do hamil-
toniano! Dessa forma, os grupos de cohomologia de Floer podem ser interpretados como
os estados fundamentais do sistema quéntico nao relativistico cujo hamiltoniano ¢ H;. Uma

generalizagio relativistica de tal sistema para quatro dimens@es é considerada em [Wi2)].
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Capitulo 7

Conclusao

Estudamos a teoria de Morse sob diferentes pontos de vista, culminando com uma introdugio
& cohomologia de Floer.

Inicialmente utilizamos o enfoque tradicional em que, dada uma variedade M e uma
funcao f : M — R, dota-se M de uma métrica riemanniana e analisa-se a relagio entre
s linhas de gradiente de f e a topologia de M. Em seguida, demos uma demonstragao
alternativa das designaldades de Morge via tecria do indice de Conley._ Estabelecemos entéo
mm paralelo entre teoria de Morse e mecénica quintica supersimétrica, associando o espago
de estados de um sistema mecédnico-quéntico 30 espago das formas diferenciais em M, onde
as formas de grau par correspondemn a bésons e as de grau {mpar a férmions. O hamiltoniano
de tal sistema é dado pelo laplaciano deformado de Witten que, nuin certo limite, representa
um conjunto de osciladores harmonicos centrados mos pontos criticos de f. Counstruimos
entdo um complexo de cohomologia onde o operador de cobordo & construido (2 la Witten)
considerando os instantons que tunelam ertre os minimos do potencial, ou seja, entre os
pontos criticos de f. Estudando o espectro de tal hamiltoniano, obtivemos uma demonstragio
analitica das desigualdades de Morse.

Tal construgdo motivou o estudo da cohomologia de Floer em variedades de dimenséo
finita onde, seguindo {F12}, formalizamos a construcio de Witten tornando-~a completamente
independente de argumentos fisicos. A seguir, consideramos a extenséo de tal procedimento
para variedades de dimensao infinita, abordando o caso em que a variedade é dada por um
espago de conexdes sobre uma 3-esfera homoldgica e a fungéo de Morse é dada pelo funcional
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de Chern-Simons. Finalmente, apontamos para uma versao mais complexa da analogia com
mecanica quintica, agora entre teoria de Morse sobre variedades de dimens8o infinita e teoria

quantica de campos (Wi2].
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