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RESUMO 

Desenvolvemos o formalismo Lagrangiano para os chamados campos relativísticos 
utilizando o cálculo do espaço-tempo, i e., um cálculo multivetorial baseado na álgebra 
do espaço-tempo. 

Derivamos rigorosamente a equação de campo, associada à Lagrangiana para um 
campo multivetorial (rotor ou spinor), a partir do princípio de mínima ação. 

Derivamos as fórmulas gerais para os extensores canônicos da energia-momento e do 
momento angular, e obtemos duas formas equivalentes para os correspondentes teore
mas de conservação, com campos multivetoriais (rotores) e campos spinoriais tratados 
de um modo completamente unificado. 

Demonstramos que a parte anti simétrica do extensor de energia-momento é de grande 
lm:portância no tratamento correto do momento angular, ela está relacionada à fonte do 
spm. 



ABSTRACT 

The Lagrangian formalism for lhe so-called relativistic fields is developed by using 
lhe space-time calculus, i. e., a multivector calculus based upon lhe space-time algebra 

The field equation, associated to the Lagrangian for a multivector field (rotor or 
spinor), is rigorously derivetl from the least action principie. 

The general fonnulas for the canonical stress-energy and angular-momentum exten
sors are derived, and two equivalent forms for the corresponding conservation theorems 
are obtained, with multivector fields (rotors) and spinor fields treated in a uinfied way. 

lt is demonstrated that the antisymmetric part in the stress-energy extensor is poten
tially importantto the correct treatment o f the angular-momentum, the one is related to 
the spin source. 
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Introdução 

Muitos são os sistemas matemáticos utilizados na formulação das teorias físicas. 

Na teoria eletromagnética, formulada no modelo tridimensional do espaço físico (i.e., em 

termos dos campos vetoriais elétrico E e magnético B, etc.), é o cálculo vetorial de Gibbs que 

nos permite manipular as equações de Maxwell 

Quando a teoria eletromagnética é formulada no modelo do espaço-tempo de Minkowski, 

(i.e., a formulação oovariante Lorentziana), é o formalismo dos quadrivetores e quadritensores 

que nos permite expressar as equações de Ma.xwell em termos do quadritensor do campo eletro

magnético FPv, etc. 

O cálculo vetorial de Gibbs juntamente com o cálculo spinorial (diga-se, nas formas matri

ciais das álgebras de Pa'IJli e Diro.c), são utilizados na mecânica quântica na teoria do elétron 

de Pauli e Dirac. 

A teoria da relatividade de Einstein encontra sua expressão natural no cálculo tensorial 

clássico de Riemann, Ricci, Levi-Civita e outros (i.e., a formulação covariante geral). 

Existe uma ferramenta matemática, um cálculo multivetorial sobre a variedade Minkowskiana 

baseado na álgebra geométrica de Hestenesf4), que nos fornece uma linguagem unificada para os 

diferentes sistemas matemáticos empregados na formulação das teorias físicas. Tal ferramenta 

matemática é chamada de cálculo geométricof8). 

Os campos multivetoria.i.s no espaço-tempo (i.e., as funções multivetoriais do vetor de 

posição, na álgebra geométrica de Hestenes), desempenham um papel fundamental na teoria 

de campos físicos, uma vez que com eles modelam-se os chamados campos clássicos e também 

os campos quânticos {em teorias de primeira quantizaçã.o). 

Por exemplo, na teoria eletromagnética de Maxwell, o campo eletromagnético é modelado 

por um campo bivetorial (i.e., o campo de Faraday F) e a fonte de cargas e correntes elétricas 

é dada por um campo vetorial (i.e., a densidade de corrente J). 

No formalismo do cálculo geométrico, uma única equação diferencial multivetorial, agora 
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dita a equação de Maxwell, codifica as quatro equações diferenciais vetoriais da formulação 

tridimensionall41 (as equações de Maxwell históricas) e f ou as duas equações diferenciais tenso ri

ais da formulação quadridimensional (as equações de Maxwell na forma covariante Lorentziana ). 

O potencial. eletromagnético (i.e., o campo de Maxwell A) e potencial de Hertz (i.e., o bivetor 

de Hertz li) são modelados por um campo vetorial e um campo bivetorial no espaço-tempo, 

respectivamente. Recentemente, o bivetor de Hertz mostrou-se essencial para encontrar soluções 

subluminais e superluminais da equação de Maxwelll13],[17J. 

Na teoria de Dirac, o estado mecânico-quântico de um elétron (i.e., o campo Dirac) movendo

se num campo eletromagnético, é descrito por um campo spinorial (i.e., um objeto matemático 

que é representado numa base ortonormal da álgebra geométrica essencialmente por um campo 

multivetorial par, veja detalhes em [10]). 

Não é exagero dizermos que o chamado formalismo Lagrangiano tem desempenhado um 

papel de fundamental importância na formulação das teorias físicas. 

As idéias chave.s do formalismo Lagrangiano, a função Lagrangiana, o princípio de mínima 

ação, etc., surgiram históricamente na chamada mecdnica analítica desenvolvida por Lagrange, 

Hamilton, Jacobi e outros. Essas idéias chaves tem sido aplicadas sistemáticamente na formula

ção das teorias de campos clássicos e quânticos, e também da teoria da relatividade (restrita e 

geral) de Einstein. 

Assim, na chamada mecânica clássica, existem funções Lagrangianas para sistemas de 

partículas (com interações Newtonianas), sistemas rígidos (corpos rígidos) e sistemas contínuos. 

A teoria eletromagnética de Ma.xwell, formulada nos modelos tridimensional ejou quadridi

mensional, possui também funções Lagrangian.as. 

Na mecânica ondulatória de Schrõdinger e na mecânica quântica de Pauli e Dirac também 

foram aplicados os métodos do formalismo Lagrangiano. 

Na teoria da relatividade geral, nós todos conhecemos a histórica Lagrangiana de Hilbert

Einstein. 

Neste trabalho, elaOOramos o formalismo Lagrangiano, utilizando os métodos do cálculo 

geométrico, para a chamada teoria de rompos relativísticos (i.e., o campo vetorial de Maxwell 

e o campo spinorial de Dirac-Hestenesl1°l). 

Para elaOOrarmos o cálculo geométrico construimos a álgebra de Clifford associada a um 
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espaço vetorial com tensor métrico (veja também [4] e [8]). Desenvolvemos logo os conceitos fim

damentais da teoria de funções multivetoriais baseada nessa álgebra de Clifford; introduzimos 

aqui as funções multivetoriais paramétricas, as funções multivetoriais de variáveis multivetori

a.is, a noção de diferenciabilidade; definimos a derivação paramétrica, a derivação multivetorial, 

os operadores diferenciais, etc. (veja também [8]). 

O cálculo diferencial e integral para essa. teoria de funções multivetoriais é dito o cálculo 

multi vetorial (aqui, só desenvolvemos a teoria de diferenciação, uma introdução ã teoria de 

integração pode ver-se em [8]). 

Partindo da noção de espaço-tempo de Minkowski, modelada na teoria de variedades, defi

nimos o espaço vetorial de Minkowski. A álgebra de Clifford associada a esse espaço vetorial 

é a álgebra geométrica de Hestenes e o cálculo multivetorial baseado nessa álgebra é o cálculo 

geométrico. 

Finalmente, elaboramos o formalismo Lagrangiano para campos multivetoriais no espaço

tempo. 

Discutimos os conceitos envolvidos 11&'3 noções de função Lagrangiana e ação, e obtemos as 

equações de Euler-Lagrange correspondentes a alguns tipos de funções Lagrangianas a partir 

do principio de minima ação. 

Definimos os conceitos importantes de tensor de energia-momento e tensor de momento 

angular, neste último analizamos o significado do momento angular orbital e do momento 

angular intrfnBeco (i.e., o spin). 

No Apêndice A, rffillillimos as estruturas algébricas fundamentais sobra as quais baseiam

se as noções de campos k-tensoriais e multitensoriais, e desenvolvemos a sua estrutura de 

diferenciabilidade. 

No Apêndice B, tratamos alguns aspectos gerais da eletrodinâmica clássica, no formalismo 

do cálculo do espaço-tempo. Discutimos especialmente o teorema da energia-momento. 

No Apêndice C, tratamos alguns aspectos gerais da equação de Dirac, no formalismo do 

cálculo do espaço-tempo. Fundamentalmente, desenvolvemos linhas heurísticas para obtermos 

os teoremas da. energia-momento e do momento angular. 
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CAPÍTULO 1 

Álgebra de Clifford sobre um Espaço Linear com 
Métrica 

1. Álgebra de Multitensores 
Apresentaremos uma proposta original para o construção da álgebra de Clifford associada 

a um espaço linear com tensor métrico (podem ver-se outras propostas em (4] e [8]). 

Primeiramente, introduziremos o conceito fundamental de multitensor de um espaço linear 

(real). O conjunto destes objetos tem uma estrutura natural de espaço linear (real). 

O espaço dos multitensores será dotado com um produto de multitensores, o produto ten

sorial; e assim ele ganhará uma estrutura natural de álgebra associativa (real). 

Construiremos a álgebra interior dos multitensores e a álgebra exterior dos multivetores 

(i.e., a álgebra de Grasmann). E por último, definiremos a álgebra de Clifford. 

1.1 Espaço de Multitensores 

Sejam V um espaço linear sobre R, de dimensão finita, e Tk(V) o espaço de k-tensores1 

sobre V. 

Um multitensor de V é uma oo-upla de k-tensores de V, cujas k-ésimas componentes de 

ordem superior a algum inteiro não.-negativo, são todas nulas, isto é 

7: No~ U Ti(V) tal que para cada k E No: 7k E r•(v), 
jENo 

(1.1) 

onde existe M E No (No denota o conjunto dos números naturais com O, o zero real), tal que 

1 Um k-tensor de V (k E No, k ~ 1) é uma função multilinear do produto cartesiano de k-cópias de V a R, isto é, 

r:~--+ Rtalqueparatodosai,pj E ReXi>Yi E V, com 1 $ j $ k: r(xt,···•aixi+PjYi, ... ,Xk) = 
k-eópia• 

a;r(x~, ... ,Xj, ... ,x~o) + ,83-r(xt, ... ,yi> ... ,XJ.:). Por convtm.iência., um número real é dito um O-tensor de V 
(k E No,k =O); o inteiro não-negativo k é chamado de ordem (ou graduação) do k-tensor. Tk(V). O conjunto 
dos k-tensores de V, tem uma estrutura natural de espaço linear sobre R. Notem-se as coincidências: T 0(V) =R 
e T 1(V} =V" (o dual de V). 
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para todo k E No, com k > M: rk =o (o denota o k-tensor nulo de Tk(V)). 

O menor desses inteiros não-negativos será chamado de grau do multitensor r (às vezes, 

indicado por M-r ). 

Um multitensor r pode ser convenientemente indicado por (ro,rb ... , rk, ... , ru,..). 

O conjunto dos multitensores de V, denotado por T(V), com a sorna de multitensores e 

o produto de escalar real por multitensor "naturalmente definidas" (leve-se em conta que um 

multitensor é uma função!), é um espaço linear sobre R, o espaço de multitensores sobre V. 

Proposição 1.1: O grau de u+r ê o maior dos graus deu ou r, e o grau de Àr (À E R) é 

igual ao grau de r. 

Proposição 1.2: TM(V), o conjunto dos multitensores de V com graus menores o iguais a 

M, é um subespaço de T(V). 

Proposição 1.3: Sejam (e,) e{<') bases de V e V' (o dual de V), onde a segunda é dual 

da primeira (i.e., ek(e1) = 5J), então {(1,.#1 , ••• ,.#1 ® · · · ® eP'", ... ,eP1 0 · · · ®ePM)h<k<M é 

uma bese de TM(V). 

Isto implica que, se a dimensão de V é n, então a dimensão de TM(V) é 1 + n + · ·. + nk + 
nM+l_l 

···+nM=---;-
n-1 

1.2 Operador !>-Parte 

Introduzimos no espaço de multitensores sobre V, um operador linear fundamental, a k

parte (k E No) 

(),: T(V) ~ T(V) tal que para todo j E No,oom j f k: ((7).); =o, (1.2) 

isto é, as j-ésimas componentes da k-parte de -r, com j =f=. k, são todas nulas. 

Se r= (-ro,rt, ... ,-rk,···), então {-r}k = ( ... ,o,Tk,o, ... ), o mesmo rk poderia ser nulo ou 

- I nao .. 

Um multitensor de V, digamos r, é dito homogéneo de graduação k, se somente se r= {T)k; 

isto é, as componentes de ordens distintas de k são nulas!. 

Proposição 1.4: O conjunto de multitensores homogêneos de graduação k tem uma estrutura 

natural de espaço linear sobre R, é um subespaço de T(V) isomorfo a Tk(V). 

5 



Proposição 1. 5: Qualquer multitensor pode ser expresso como uma soma de multi tensores 
M, 

homogêneos T =L; (T).. 
1=0 

Isto significa que qualquer TM(V) é exatamente a soma direta de todos os espaços de k-

tensores, de k =O até k = M. 

1.3 Produto Tensorial 

Construimos um produto fundamental no espaço de multi tensores de V, o produto tensorial 

de multitensores, definido por 

k 
T(V) xT(V) 3 (<r,T) ~ <r0T E T(V) tal que: (<r0r)k =I; <r; 0T<-;, (1.3) 

j=O 

onde u j 0 Tk-j é o produto tensorial2 da j-ésima componente de a pela ( k - j)-ésima com

ponente de T (i.e., um j-tensor de V e um (k - j)-tensor de V), isto significa que: se cr = 

k Mo+Mr 
u ®-r= (uo-ro,aoTI +UI To, ... , L Uj ®Tk-i• ... , L Uj ® TM,.+M,.-j)• 

j=O j=O 

Proposição 1.6: O grau do produto tensorial a ®-r é a soma dos graus deu e -r. 

O produto tensorial de multitensores é distributivo à esquerda e à direita, e associativo. 

A prova da distributividade não apresenta nenhuma dificuldade, depende exclusivamente 

da distributividade do produto tensorial de k-tensores. 

Para provarmos a associatividade, isto é, para quaisquer u,-r,~ E T(V): (u ®-r)®~= 

u ®(-r® t/l), nos valeremos de um artifi.cio de "decomposição e recomposição" que mostrará a 

coincidência da k-ésima componente de (u ®-r)® f'/1 com a k-ésima componente deu® (-r® cfo). 

Temos que 

(<r 0 T)o 0 </>k +(<r 0 T)I 0 </>k-1 +" • • +(<r 0 T)k 0 </>o 

- (<r o 0 To) 0 <~>• + (<ro 0 T1 + <r1 0 To) 0 q,,_1 + · · · 

1 O produW tensorial de um j-tensor de V por um k-tensor de V é um (j + k)-tensor de V, definido por: (i) 
a,f3 E R: a@f3 = a{J, (ii) >..E R e tE TP(V), com p;:::, 1: Ã@t=t@Ã = >..t, (iii) sE Ti(V) e tE Tk(V), com 
j, k 2: 1 : s ®tE yi+k(V) tal que s 0 t(x1, ... ,:x;;,x;+1, •.. ,X;+J<) = s(x1, •.. ,:x;;)t(X:;+l• ... ,x;+k)· 

O produto tensorial satisfaz as leis distributivas (à esquerda. e à direita) e a lei associativa. 
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+(ao ®Tk +a1 ®rk-1 + ··· +ak ® ro) 0 r/Jo 

uo ®(To® 4>k) + uo ®h® <f>._,)+···+ uo ® (Tk ® 4>0) 

+u1 ®(To 0 4>k-1) + · · · + "' ® (Tk-1 ®</>o)+ "• ®(To® 4>o) 

uo ®(To® 4>, + T, ® 4>k-J + · · · + Tk ® 4>0) 

+u1 ®(To® 4>k-1 + · · · + Tk-1 ® 4>o) + · · · + "• ®(To® 4>o) 

uo ® (T ® .P)k + "' ® (T ® </>)k-1 + · · · +u• ® (T ®</>)o, 

[u ® (T ® 4>)],, 

onde utilizamos a definição do produto tensorial de multi tensores, as distributividades (à es

querda e à direita) e a associatividade do produto tensorial de k-tensores. 

Desta maneira construimos uma estrutura algébrica {T(V), ®) que é uma álgebra associa

tiva, dita a álgebra de multitensores sobre V. 

Vejamos uma propriedade interessante na álgebra de multítensores. 

Proposição 1.7: Se ;j= ( ... ,aj, ... ) e .fk= ( ... ,rf1:, ... ) são multitensores homogêneos de 

graduações j e k, então ;i ® ;k= ( ... , a j ® 'Tk, ... ) é um multitensor homogêneo de graduação 

j+k. 

Isto quer dizer que os multitensores homogêneos de graduação k são algébricamente indis

tiguíveis dos k-tensores, com relação ao produto tensorial. 

1.4 Conjugação 

Primeiramente, definimos a conjugação de k-tensores pelo seguinte esquema axiomático 

- : T'(V) ~ r•(v), T ~r, (1.4) 

tal que (i) a E R (().tensor): ã' =a, (ii) a1 ® · · · ® ak E T'(V), com k 2: 1 (k-tensor simples): 

(a1 ® ···®ak)- = (-l)'a, ®···®ak, (iii) À,p, E R e u,T E Tk(V): (>.u+ w)- = Xii+p,'F, 

linearidade (axioma de =tensão linear). 

Note-se que o axioma ( iii) é necessário para fazermos a conjugação de um k-tensor de V 

do tipo não-simples, pois todo k-tensor não--simples é alguma combinação linear de k-tensores 

simples (i.e., um produto tensorial de um número k de fatores formas). 
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Definimos agora a conjugação de multitensores por 

- : T(V) _, T(V), T ...., 'f, (1.5) 

tal que para cada k E No: (r)k ~ (T•)-. 

Obviamente, - é um operador linear involutivo; ademais, observamos que a homogeneidade 

preserva-se através da conjugação, isto é, o conjugado de um multitensor homogêneo é também 

um multitensor homogêneo. 

1.5 Reversão 

Primeiramente, definimos a reversão de k-tensores JXlr um esquema axiomático 

~: Tk(V) _, Tk(V), T...., 7', (1.6) 

tal que (i) a E R {O-tensor): ã =a, (ii) a 1®a2®· ··®a,~; E Tk(V),com k;::::: 1 (k-tensor simples): 

(a1 ®a2® ···®a~;)'""= ak® · · · ®G2 ®a1, (iii) À,p. E R eu, r E Tk(V) : (Ãu+~-tr)'"" = Xü+ p.T, 

linearidade (axioma de extensão linear). 

O axioma ( iii) é necessário para fazermos a reversão de k-tensores de V do tipo não-simples. 

A reversão de multitensores define-se por 

~: T(V) _, T(V), T...., 7', (1.7) 

Também, "' é um operador linear involutivo, e ainda preserva a homogeneidade. 

2. Espaço com Produto Escalar 

Para construirmos um produto escalar no espaço de multitensores sobre V, se faz necessesário 

definirmos primeiramente um produto escalar no espaço de k-tensores sobre V 

Por sua vez, o produto escalar de k- tensores de V será definido mediante um esquema 
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axiomático que faz uso do produto ordinário em R e de um tensor métrico de V. 

2.1 Produto Escalar de k-Tensores 

Seja (V, g) uma estrutura algébrica, na qual V é um espaço linear sobre R e g é um tensor 

métrico3 de V, às vezes, chamada de espaço com métrica. 

O isomorfismo fundamental4 , digamos #, entre V e V* (o dual de V) induzido pelo tensor 

métrico de V, permite-nos dotar a V* com um produto escalar (i.e., o produto escalar de formas) 

(1.8) 

Thata-se de um produto escalar "bem-definido", isto é, com distributividade, simetria., as

sociatividade mista e não-degenerescência, devido às propriedades do tensor métrico. 

Sejam (e~~;) e (e'") bases de V e V* respectivamente, onde a segunda é dual da primeira 

(i.e ~k(ej) = bj). O produto escalar de a e b pode ser escrito, por exemplo: a· b = gikajbk; 

onde gfk são as jk-ésimas entradas da inversa da matriz associada a g com relação a {ek) ,cujas 

j k-ésimas entradas são 9Jk = g( e;, ek)( esta última é inversível devido à não-degenerescência de 

g!), e a;= a( e;) ê j-êsima componente de a em (e'), etc. 

Agora, o produto escalar de dois k-tensores de V é um escalar (i.e., um número real), 

definido por 

Tk(V) X Tk(V) 3 (",r)~"· r E R, (1.9) 

tal que (i) a,/3 E R (dois O-tensores): a· {3 = a{3, produto ordinário em R, (ii) a1 ® · · · ® ak, 

b:I 0 · · · 0 b, E Tk(V), com k 2: 1 (dois !:-tensores simples): (a1 0 · · · 0 ak) · (b1 0 · · · 0 bk) = 

~,(a,. bl) ... (ak -b.), (iii) ",r,</> E r•(v): ("+r).</>="' </>+r· q) e". (r+</>)=" ·r+".</>, 

distributividades à esquerda e à direita, (iv) À E R e "• r E Tk(V): (M)·r ="'(>.r)= >.("·r), 

associatividade mista. 

3Um tensor métrico de V é um 2-tensor de V, simétrico e não-degenerado, isto é: g E ~(V) taJ que 
(i) \fx E V,\fy E V: g(x,y) = g(y,x) (simetria), (ii) (3x E V f \fy E V: g(x,y) =O) ~ x =O (não
degenerescência). 

4 Existe uma aplicação linear de V a V*(o du& de V), digamos #,definida. por#: V-+ V" tal que p8ra todo 
y E y, #x(y)- g(x,y). 

Se V é de dimensão finita então # é uma aplicação linear bijetora, é dizer, # é um isomorfismo linear entre V 
e v•. Se x = x~<e~:, então #X= Y;nxir!' e ainda se x = x~:-e", deve ser #-1x = y3kx;e~:-. 
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Note-se que ( iii) é um axioma de extensão linear e é necessário para fazermos o cálculo do 

produto escalar de dois k-tensores de V do tipo não-simples. 

A consistência (não contradição interna) deste esquema axiomático pode ser mostrada fá-

cilmente!. 

Porém, está o produto escalar de k-tensores bem definido? Isto ê, o produto definido acima 

satisfaz os axiorn.ac; de um produto escalar: a simetria, a distributividade, a associatividade 

mista e a nã<>-degenerescência? (Veja, por exemplo, [1], [3]). 

Para provarmos a propriedade de simetria devemos considerar por separado os casos dos 

números reais (k =O) e k-tensores ''própriamente ditos" (k ~ 1). 

Se a,/3 E R, então: a· j3 = af3 = f3a = f3 ·a; por (i), pela comutatividade do produto real 

e por (i); e portanto: a· f3 = f3 ·a. 

Sejam u, T E Tk(V), com k ~ 1, se expressarmos a e T na base fundamental do espaço de 

k-tensores sobre V: u =ap1 ... p~c.:::P 1 ® ··· ®ePk eT=Tq1 ••• qkeq1 ®··· ®eqk, teremos que 

O"PI···Pic 'T qJ ... qJc(ePl @ •.. @ ePk). (efll @ ••. @ eqk) 

1 
(J T -(ePI. éql) •.. (ePk. êqk) 

Pl···Pk q1 ... qk k! 

- 'T ql···qkUPl···Pk ~~ (elil • ePl). •. (eqk 'ePk) 

- r qt ... q~cO"PI· .. P.r. (eq1 ® .. · 0 eqk) • (eP1 ® · · · 0 eP~c), 

(J·'T - 'T·U, 

onde utilizamos {ii), {iii), as comutatividades do produto real e do produto escalar de formas. 

A distributividade e associatividade mista são dadas precisamente por ( iii) e (i v). 

Para provarmos a propriedade de não-degenerescência consideraremos novamente os casos 

dos números reais e k-tensores própriamente ditos. 

Seja algum a E R, devemos provar que se a · {J = O, para todo {3 E R, então a = O 

A prova é trivial, como a · f3 = a/3 e f3 é um número real arbitrário, tome-se por exemplo 

f3 = 1, se seguirá que o: = O 

Seja algum u E Tk(V), com k ~ 1, devemos provar que se u ·-r =O, para todo r E Tk(V), 

então (J = o (o ê o !:-tensor nulo de r•cv) ). 
Já que r é um multitensor arbitrário, escolha-se r seqüencialmente igual a cada um dos 
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elementos da base fundamental do espaço de k-tensores sobre V, esses são eq1 ® · · · ®e9", com 

tJl, ... ,qk = l, ... ,k (um número nk de k-tensores simples!); todavia, se expressarmos una 

''recíproca" da base fundamental de Tk(V): u = uP1···Pkep1 ® ··. ®ep"' teremos que 

(uPt···P"epl®···®ep")·(e9t0···®e9") - O 

1 
uPI···P"-(e .,s9l)···(e ·é") o kJ Pl Pk 

1 
uPl···Pk-691 ... 69" _ 0 

k! Pt Pk 

(]"QI .. •Qk O, 

isto é, O"= o. Note-se que utilizamos (ii), (iii), (iv) e a reciprocidade das bases (ep) e (e9) (i.e., 

Ep. êq = 6Z)· 

Assim fica demonstrado que o produto escalar de k-tensores é um produto escalar bem

definido no espaço de k-tensores sobre V. 

2.2 Produto Escalar de Multitensores 

O produto escalar de dois multitensores de V é um escalar (i.e um número real), definido 

por 
máz(M,.,M • .) 

T(V) X T(V) 3 (a,r) .....-t O"·T E R tal que: u·r = E uk ·Tk, 
1=0 

(1.10) 

onde Uk · Tk é o produto escalar das k-ésimas componentes de u e r {i.e., como sabemos, 

k-tensores de V). 
M 

Proposição 2.1: a· T =E uk · rk, com M ~ máx(.A:fu,M7 ), o número de termos na soma é 

·~ mín(Mcr, Mr)· 

Pr<>V3.remos agora que o produto escalar de multitensores é um produto escalar bem-definido 

no espaço de multitensores sobre V; i.e., satisfaz de fato as propriedades de simetria, distribu

tividade, associatividade mista e não-degenerescência. 

A simetria e a associatividade mista do produto escalar em T(V) dependem exclusivamente 

da simetria e da associatividade do produto escalar em Tk(V), e por isso seguem-se trivialmente. 

A distributividade do produto escalar em T(V); isto é, para quaisquer cr, r, q,, E T(V): 

( u + r) · tjJ = u · <P + r · <P e cr · (r + tjJ) = cr · T + cr · q,, pode ser provada fácilmente se levarmos 
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em conta algumas propriedades dos graus Alq,MnM.p desses u, T, rjJ E T(V). 

Podemos escrever, por exemplo, 

máz(M,.+.,.,M,p) má:I:(M,.+r,M,p) mó.:!:(M,.+.,.,M4>) 

I: (IT + T)k • oPk = I: ITk • oPk+ I: Tk • oPk 
1=0 k=O 

máz(M,.,M<t>) máx(M.,.,M<t>) 

I: ITk • oPk + I: Tk • oPk = IT • oP + T • o/>, 
k=O 1=0 

onde utilizamos a definição do produto escalar em T(V) (e a prop. 2.1), a óbvia propriedade 

dos graus: máx(Mu+r,M.p) ~ máx(Mu,M.p) e máx(Mu+r.M.p) ;:-: máx(M7 ,M.p) (leve-se em 

conta que Mu+T = máx(Mu,Mr)) e a distributividade do produto escalar em Tk(V). 

A associatividade mista do produto escalar em T(V) também depende exclusivamente do 

produto escalar em r•(v). 

A não-degenerescência do produto escalar em T(V) é conseqüencia da não-degenerescência 

do produto escalar em r•(v). 

Seja algum u E T(V), devemos provar que: seu· T =O, para todo TE T(V), então u =O, 

(O é o multitensor nulo de T(V)). 

Já que -;é um multitensor arbitrário, escoJha...se T seqüenciahnente igual a cada um dos 

multitensores homogêneos de graduação k, digamos ;k= ( ... , Tk, •• . ), com k E No, teremos que 

tT· !k= O, para cada k E No; isto é, pela definição do produto escalar em T(V) ak · Tk =O, para 

todo Tk E Tk(V); porém, pela não-degenerescência do produto escalar em Tk(V) devemos ter 

Uk = o, para cada k E No, i.e., a = O. 

Desta maneira demonstramos que o produto escalar de multitensores está bem definido. 

A estrutura algébrica (T(V), ·} é um espaço com produto escalar baseada no espaço com 

métrica (V, g) e será chamada de espaço com produto escalar. 

Finalizamos esta seção apresentando uma propriedade interessante em {T(V), ·}. 

Proposição 2.2: Se t!k= ( ... ,ak, ... ) e!~:= ( ... ,Tk, ... ) são multitensores homogêneos de 

graduação k, então dk · ;.k= uk · Tki o produto escalar de multitensores homogêneos de distintas 

graduações é zero. 

Este resultado pode ser interpretado como indistinção algébrica entre os multitensores ho-
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mogêneos de graduação k e os k-tensores, com relação ao produto escalar. 

3. Álgebra Interior 
futroduziremos dois importantes produtos de multi tensores: os produtos contraídos (ou 

contrações) á esquerda e á direita. Com as contrações o espac_p de multitensores ganhará uma 

estrutura natural de álgebra não-associativa (real). 

Todavia, para definirmos os produtos contraídos de multitensores precisamos definir os 

produtos contraídos de k-tensores. Isto será feito mediante esquemas axiomáticos que fazem 

uso do espaço de multitensores com produto escalar. 

3.1 Produtos Contraídos de k-Tensores 

Seja (T(V), ·) o espaço de multitensores com produto escalar; o produto contraído à esquerda 

de um j-tensor de V por um k-tensor de V, com j _::; k, é um (k- j)-tensor de V definido por 

Ti(V) x T'(V) 3 (u,T) ~ <TJ TE Tk-i(V), (1.11) 

tal que 

(i) a,/3 E R (dois O-tensores): ct.J f3 = a/3, produto ordinário em R. 

(ií) a E R, r E Tk(V),com k 2 1: O.J r= ar= ra, produto de escalar por k-tensor 

(iii) a 10· ··®ai E Ti(V),b1®· · ·®bk E Tk(V), com 1 _::; j::::; k (umj-tensor e um k-tensor, 

ambos simples): (a10 · · ·0a;)J (b,0· · ·0bk) = (a,0·· · 0a;) · (b:t 0·· · 0b;)-b;+l0·· ·0b,, 

(iv) u,T E Ti(V),4> E T'(V): (u+r)J 4> = <TJ 4>+rJ 4>, distributividade à esquerda; 

u E Ti(V), T, q> E T'(V) : u J (r+ 4>) = <TJ r+ <TJ 4>, distributividade à direita 

(v)>. E R,u E Ti(V),r E T'(V): (>.u)J r= <TJ (>.r)= >.(uJ r), associatividade mista 

(axioma de extensão linear). 

O produto contraído à direita de um j-tensor de V por um k-tensor de V, com j 2 k, é um 

(j - k )-tensor de V definido por 

T'(V) X T'(V) 3 (u, T) ~ <T LT E r'-'(V), (1.12) 

tal que 
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(i) a,(3 E R (dois O-tensores): a cf3 = a(3, produto ordinário em R 

(ii) a E Ti(V), com j 2: 1,{3 E R: a t-{3 = {Ju = cr{3, produto de j-tensor por escalar 

(iii) a1 ®· · ·®aj E Ti(V),b1 ®· · ·®bk E Tk(V), comj 2: k 2_ 1 (um j-tensor e um k-tensor, 

ambos simples): (a,®· .. ®a;) c(bJ ®· · ·®bk) =a,®·· ·®a;-k(a;-k+l ®···®a;)~· (b1 ®· · ·®bk) 

(iv) <Y,T E Ti(V),.p E Tk(V) : (<I+ T) c<!>= <I c<!>+ T c<!>, distributividade à esquerda; 

u E Ti(V), T, ifJ E Tk(V) : u L(T + if>) = a L T + u L</J, distibutividade à direita 

(v) .\ E R, <I E Ti(V), TE r•(v) : (M) LT =" c(.\7) =.\(<I cT), associatividade mista 

(axioma de extensão linear) 

Os axiomas (iv) e (v) nas definições (1.11) e (1.12) dos produtos contraídos são necessários 

para fazermos os produtos contraídos de k-tensores não-simples. 

As provas de consistência destes esquemas axiomáticos não apresentam dificuldades. 

3.2 Produtos Contraídos de Multitensores 

O produto contraído à esquerda de dois multitensores de V é um multitensor de V, definido 

por 

T(V) X T(V) 3 (<I, T) ~ <YJT E T(V), (1.13) 

máx(M.,.,M,..) 
tal que para cada k E No: (u...J T)k = L Uj....J Tj+k, onde Uj...J 'TJ+k é o produto contraído 

j=O 
à esquerda daj-ésima componente deu pela (j +k)-êsima componente de -r, um j-tensor e um 

(j+k)-tensor, isto significa que: se a = (ao, uh ••. , O"k, ... , UM.,.) e T = (r o, TJ, ... , rk, ... , 'M,..), 

então 

"""'(M,,M") """'(M,,M") """'(M.,M") 
O"..JT=( E O"j..JTj, ••• , I: Uj..JTj+k····, E Uj..JTj+M.,.)· 

j=O j=O j=O 

O produto contraído à direita de dois multitensores de V é um multitensor de v; definido 

por 

T(V) X T(V) 3 (cr, T) ~ <YcT E T(V), (1.14) 

máz(M.,.,M.,.) 

tal que para cada k E No: (uLT)k = E UJ+kLTj, onde O'j+k LTj é o produto contraído 

à direita da (j +k)-ésima. componente deu pela j-ésima componente de r,um (j + k)-tensor e 
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wn j-tensor, isto significa que: se f7 = (t7o, a1, ... , aM(7) e T = (To, T1, ... , Tu,.), então 

1'1'UU:(M.,.8,M,..) 1'J'UU:(M.,-,M,.) máx(M.,.,M,.) 
a LT = ( E ajLTj, ••• , E aj+kLTj, ..• , E aj+M.,.LTj). 

j=O j=O j=O 

M M 
Proposição 3.1: (a.J r)k = Í: aj.J Tj+k e (a LT)k =:E aj+k LTk, com M ~ máx(Ma,Mr), 

j=O j=O 
o grau de a.J T é Mt e o g_yau de a LT é Ma. 

Os produtos contraídos de multitensores são distributivos à esquerda. e à direita. 

Portanto, {T(V), .1, L) , é uma álgebra dupla (isto é, com relação a ambos os produtos .J, L) 

não-associativa.!, será chamada de álgebra interior sobre (V, g) . 

Finalizamos esta seção apresentando uma propriedade interessante na álgebra interior. 

Proposição 3.2: Se ;j= ( ... ,aj, .. . ) e ;k= ( ... ,rk, .. . ) são multitensores homogêneos de 

graduações j e k, então 

. <k J_ 

j>k 

* * {( ... ,O"jLTk,···l, j2k 
e~L~= , 

o, j <k 

os multitensores superiores são homogêneos de graduações k - j e j - k respectivamente e os 

inferiores são o multitensor nulo. 

Tal fato pode ser interpretado como indistinção algébrica entre os multitensores homogêneos 

de graduação k e os k-tensores, com relação aos produtos contraídos. 

Vimos nas seções (1.), (2.) e (3.) que os multitensores homogêneos de graduação k são 

algébricamente indistinguíveis dos k-tensores, como espaços lineares (prop. 1.4) e como álgebras 

(props. 1.7 e 3.2); isso permite-nos identificar esses objetos algébricos entre si! 

Todavia, a k-ésima componente de um multitensor coincidirá com a k-part.e do mesmo, 

e pela. prop. (1.5), qualquer multitensor r de grau Mr poderá ser escrito simplesmente T = 

To+··· +rk + · · · +TM.,..· 

4. Álgebra Exterior 
Definiremos o conceito importante de multivetor de um espaço linear (real); o conjunto dos 

multivetores é naturalmente um espaço linear (real). 

O espaço de multivetores será dotado com um produto de multivetores, o produto exterior, 
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e desta maneira ele virá a ser uma álgebra associativa (real). 

4.1 Espaço de Multivetores 
Sejam V um espaço linear sobre R, de dimensão finita, e Ak(V) o espaço de k-vetores 5 

sobre V. 

Um mvltivetor de V é uma oo-upla de k-vetores de V, isto ê 

A: No~ U Ai(V) tal que para cada k E No: Ak E A•{v). 
jENo 

{1.15) 

Proposição 4.1: Todo multi vetor é um multi tensor e o grau de um multi vetor não ê maior 

que a dimensão do espaço fundamental. 

Isso é devido a que todo k-vetor é um k-tensor e todos os k-vetores, com k > n, (n é a 

dimensão de V) são k-vetores nulos (pela completa antisimetria do k-vetor!). 

O conjunto dos multivetores de V, denotado por A(V), é naturalmente um espaço linear 

sobre R , trata-se de um subespaço de T(V), será chamado de espaço de multivetores sobre V. 

Proposição 4.2: Sejam (ek) e (ek) bases de V e V*, tais que a segunda é dual da primeira, 

então ((l,ePt, ... ,ePt A ... A eP~<, ••• ,ePt A ... A ePn)h:s;t:s;n é uma base de A{V); isto implica 

que: se dimV~n, então dimA(V) ~ 1 + m +··· + (~) +··· +n~ 2". 

Proposição 4.3: O conjunto dos multivetores homogêneos de graduação k (i.e., A= (A)k) 

é um subespaço de A{V), isomorfo a A•(V). 

4. 2 Produto Exterior 
O produto exterior (i.e., o produto de Grassmann) de dois multivetores de V é um multivetor 

de V, definido por 

A{V) x A{V) 3 {A, B) ,_..A 1\ B E A{V), {1.16) 

• tal que: (AAB)k =L: Aj ABk-j1onde Aj ABk-j é o produto exterior6 da j-ésima componente 
j=O 

5Um k-vetQr de V {k E No, k 2: 2) é um k-tensor de V totalmente aotisiroétrico, isto é, a E T"(V) tal que 
para todos x.,x; E V, coro 1,::;; i$ j,::;; k: a(x1, ... ,XI, ... ,x;, ... ,Xk) = -a(x1, ... x;, ... ,X., ... ,xk)· 

Por conveniência, um esca.la.r real e um l-tensor de V são ditos um O-vetor de V e um l-vetor de V (k E 
No,k,::;; 1) respectivamente. Ak(V),o conjunto dos k-vetores de V, é um subespaço de Tk(V). 

Notem-se as coincidências: A0 (V) =R e A1 (V) = V*(o dual de V). 
6 0 produto exterior {i.e de Grassman.n) de uro j-vetor de V por um k-vetor de V é um (j + k)-vetor de V, 
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de A pela (k- j}-ésima componente de B, i.e., um j-vetor de V e um (k- j)-vetor de V), isto 

significa que: se A= (Ao,A1, ... ,Ak, ... , An) e B = (Bo,Bl, ... ,Bk, ... ,Bn),então 

k n 
A A B = (AoBo, AoB1 + A1Bo, ... , I; A; A B<-;, ... , I; A; A Bn-; ). 

j=O j=O 

O produto exterior de multivetores possui as leis distributivas, à esquerda e à direita, e 

a lei associativa. As primeiras são conseqüência das correspondentes leis distributivas para o 

produto exterior de k-vetores e a segunda pode ser provada fácilmente seguindo um raciocínio 

análogo ao utilizado na prova de associatividade do produto tensorial de multitensores. 

Desta maneira, concluimos que estrutura álgebrica (A(V), /\) é uma álgebra associativa e 

será chamada de álgebra de m'llltivetores sobre V (ou álgebra exterior de Grassmann). 

Finalizando esta seção, veremos uma propriedade interessante na álgebra exterior e desen

volveremos alguns exemplos importantes. 
• • 

Proposição 4.4: Se Aj= ( ... ,Aj, ... ) e Bk= ( ... ,Bk, ... ) são multivetores homogêneos de 
• • 

graduações j e k, então Aj 1\ Bk= ( ... ,Aj 1\ Bk, ... ) é multivetor homogêneo de graduação 

i+k. 
Isto significa que os multivetores homogêneos de graduação k são algêbricamente indistin

guíveis dos k-vetores, com relação ao produto exterior. 

De acordo com as props. (4.1), (4.3) e (4.4), os multivetores homogêneos de graduação k são 

algébricamente indistinguíveis dos k-vetores, e ainda pela prop. {1.5), todo multivetor poderá 

ser escrito como soma de k-vetores, de k = O até k = n ( n é a dimensão do espaço fundamental). 

Exemplo 1.1: Fórmula para a contração à esquerda de um vetor por um k-vetor simples7 

k ~ 

a-' (bi A ... A bk) =I; (-!}i+l(a · b;)b:t A ... A b; A ... A bk. 
j=l 

~ 

O símbolo b1 significa que o fator b1 deve ser tirado do j-êsimo termo (sem alterar as ordens 

definido por: (i) a., f' E R: a. A fJ- a./3, (ii) ).. E R eu E Ak(V), com k?. 1: >.A u = u/\ >. = >.u, (iii) a E Ai(V) 

e b E A k(V), com j, k ;::: 1: a A b = (j j~k~)! A(a ® b), onde .4. é o operador de antisimetrização. 

O produto exterior tem as leis distributivas (à esquerda e à direita} e a lei associativa; também possui uma lei 
de comutação: a E M(V) e b E Ak(V): a A b = (-l)ikbl\ a. 

7Um k-vetor simples em termos de k-tensores simples: a1 A .•• A ak = e'1··.jJoaj1 ® · · · ® aik> onde e}l···ik é o 
"símbolo de permutação de ordem k". 
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dos outros fatores!). 

Só provaremos os casos particulares k = 2 e k = 3,utilizando a distributividade à direita e 

o axioma (íii) da contração à esquerda, o ax. (ii) da def. (1.9) e o ax. (ií) da def. (1.6), temos 

que 

a" (b, 1\ h,) - a" (b, 0 h, -h, 0 b,) 

(a· bi)b,- (a· b,)b,. 

a" (b,®b, ®h,+ h, ®h, 0 ~ +bs 0 b, 0 h, 

-~0b:J0b,-b,0b,0~-b,0~0~ 

- (a· bi)(b, 0 h,- h, 0 h,)- (a· b,)(b1 0 h,- h, 0 b,) 

+(a· b,)(b1 0 h,- h, 0 b,), 

- (a· bl)b, 1\ h,- (a· b,)b1 1\ b3 +(a· b,)b1 1\ h,. 

Assim fica ilustrado o caso geral. 

Exemplo 1.2: Identidade para desenvolver o produto escalar de dois k-vetores simples 

( 

a1 · b1 · · · a1 · bk ) 
(a,/\ ... /\a•)·(b,/\ ... 1\bk)~det ... ··· . 

ak·b1 ak·bk 

Só apresentaremos a prova para o caso particular k = 2; utilizando o axioma (i i) e a 

distributividade do produto escalar temos que 

(a1 /\a,)· (b1 1\ h,) - (a10a,- a, ®ai)· (b1 ®h,- h, ®bi) 

- (a1®az) · (b,®b,)- (a,0a,) · (b,®b,) 

-(a, 0 ai)·(~ 0 b,) +(a, 0 a,)· (h, 0 b,) 

I I 
-

2
!(a1 · b1)(a, ·h,)-

2
!(a1 · h,)( a,·~) 

I I 
-

2
!("2 · ~)(a 1 ·h,)+ 

2
,(az • b,)(a1 · bl) 

- (a1 · bl)(a, ·h,)- (a1 · b,)(a, · ~) 
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(a, I\ a,)· (b1 1\l>,) 

Isso ilustra o caso geral. 

5. Álgebra de Cli:fford 
Construiremos aqui a álgebra de Clifford associada à estrutura algébrica (V, g) onde V é um 

espaço linear sobre R, de dimensão finita, e g é um tensor métrico sobre V 

Para tanto vamos dotar ao espaço de multivetores com um produto especial (dito produto 

de Clifford), um "tipo de combinação" dos produtos contraídos, nas duas versões (à esquerda e 

à direita), com o produto exterior. 

O produto de Cliftord de dois mtdtivetores de V é um multi vetor de V (denotado simples

mente por justaposição dos dois multivetores), será definido pelo seguinte esquema axiomático 

A(V) x A(V) 3 (A, E) H AB E A(V), (1.17) 

tal que (i) >.E A0(V) =R e X E A(V) (um escalar e um multivetor): >.X=>." X= >.I\ X e 

X>.= X c>.= X 1\ >., (ii) a E A1(V) e A E A(V) (um vetor e um multivetor):aA =a" A+ai\A 

e Aa =A ca+AI\a, (iii) A,B,C E A(V): (AB)C = A(BC). 

Observe-se que no axioma (i), de acordo com as defs. (1.13), (1.14) e (1.16), >.X = X>. 

coincide exatamente com o produto do escalar À pelo multivetor X; todavia, o produto de 

Clifford de dois números reais ê o produto ordinário deles. 

O produto de CliHord é distributivo à esquerda e à direita, e associativo. 

A distributividade é conseqüência essencialmente das distributividades dos produtos con

traídos e do produto exterior de multivetores, a associatividade é precisamente um axioma. 

Construimos portanto uma estrutura algébrica (A( V), produto de Clifford) associada à es

trutura algébrica (V, g) . A dependência desta última se dá através das contrações (à esquerda e 

à direita). Trata-se de uma álgebra associativa da maior importância, será chamada de álgebra 

de Clifford sobre (V,g) e denotada por ce (V,g). 

Os multivetores, quando entendidos como elementos de CC (V, g), passam a ser chamados 

de números de Clifford (os elementos de qualquer álgebra chamam-se de números!). 

19 



Finalizando o C-a.pítulol, listamos algumas das identidades mais importantes nestas álgebras 

multi vetoriais. 

i. A,B E A(V) :AAB= AAB,AB =AB eAAB=B AÃ,AB = BÃ 

ii. A E A(V) :(A),= ( -1)' {A). e ( Ã/, = ( -1)jk(k-l) {A), 

iii. A; E Ai(V),B, E A'(V): A;J B, = (-1)i(k-;) B, LA; (com j :S k) e A; A B, = 
., 

(-1)' B,AA; 

iv. a E A1(V),A E A(V): aJA= -A La= !(aA- Aa) e ai\ A= AI\ a= ~(aA+Aa) 

v. A,B E A(V): ~ (A8 -BA)
1 

= (BJ A)
1 
e~ (A8+BA)

1 
= (Ã" B)

1 

vi. a E A1(V) e A, E E A(V): (a" A) ·B =A· (ai\ E) 

vii. A, B, C E A(V): AJ (BJ C)= (A t\ B)J C e (A LB) LC =A L(B t\ C) 

viii. A,B,C E A(V): (AJ B) ·C= B · (Ãt\C) e (B LA)· C=B· (C AÃ) 

ix. A, B E A(V) : (AB)0 = Ã · B =A· B 

x. A,B,C E A(V): (AB) ·C=B · (ÃC) e (BA) ·C=B · (CÃ) 

xi. a E A1(V) e A,B E A(V): a" (AI\ B) =(a" A) t\ B+AA (a" B) 

xii. A; E Ai(V), B, E A'(V): A;B, = (A;B,)Li-'1 + {A;B,)Li-•1+2 + · · · + {A;Bk)Hk 
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CAPÍTULO 2 

Teoria de Funções Multivetoriais 

Neste capítulo desenvolveremos os conceitos fundamentais da teoria de funções multiveto-

ria.is. 

Serão introduzidas as noções de diferenciabilidade para as funcões multivetoriais de variável 

real e de variável multivetorial; definiremos a derivada paramétrica e a derivada multivetorial, 

e em particular, a derivada vetorial. 

Introduziremos e desenvolveremos a noções de extensor e de funcional multivetorial de um 

extensor; e definiremos a derivada funcional. 

1. Funções Multivetoriais de Variável Real 
Uma aplicação de R (ou de um subconjunto aberto de R, digamos S) a A(V), será chamada 

de função multivetorial de variável real (i.e., multivetor dependente de parâmetro real). 

Uma função multivetorial de k variáveis reais é uma aplicação de ~ (ou de um subconjunto 

aberto de Rk) a A(V) (i.e., multivetor dependente de k parâmetros reais). 

A noção de limite, para as funções multivetoria.is de variável real, pode ser introduzida 

fácilmente utilizando-se a noção de limite para funções reais ordinárias e a não-degenerescência 

do produto escalar de multivetores. 

Seja X : R :::> S --+ A(V) uma função multivetorial de variável real, tomemos .\o E S e 

L E A(V). 

Diz-se que o limite de X(.\) para À aproximando-se a Ào é L, e escreve-se lim X(.\)= L, ,_,., 
se e somente se para todo multivetor A E A(V), é 

L·A=lim [X(À)·A]. ,_,., (2.1) 

Note-se, no lado direito a presença do limite real ordinário. 
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Todavia, se existe o lim X(,\) teremos para um multivetor arbitrário A, a sugestiva. iden
>.-+>.o 

tidade 

[ lim X(Ã)[ ·A= lim [X(Ã) ·A]. 
>. ..... >.o >.--+Ao 

Qualquer função multivetorial, digamos X(..\), pode ser escrita como uma das duas formas 

seguintes' 

onde XJ(À) = X(Ã) · E:J e XJ(À) = X(Ã) .,J são 2" + 2" funções reais ordinárias chamadas de 

componentes covariantes e oontravariantes de X(,\) respectivamente. 

Proposição 1.1: Se existe lim X(..\), então teremos que 
>~>o 

Assim, o limite de funções multivetoriais de variável real terá propriedades análogas ao caso 

das funções reais ordinárias. 

As noções de continuidade e derivação, para essas funções multivetoriais paramétricas, tam

bém podem ser introduzidas de modo completamente análogo ao caso das funções reais or

dinárias, por exemplo: X(.Ã) é dita contínua em Ào (Ao E S) se e somente se 

1im X(Ã) = X(Ão). 
>~>o 

(2.2) 

A derivada de X(Ã) em À{) (Ào E S), denotada por X'(Ão), é definida por 

X'(Ão) = lim X(Ã)- X(Ão) 
>.-+>.o À - Ào 

(2.3) 

Proposição 1.2: X(..\) é contínua se e somente se as~ funções reais XJ{..\) (ou as 2n funções 

8Sejam (eJ) e (eJ) duas bases de A(V), definidas por eJ = 1, liÍ1, ... , ei• A · ·- A liÍ", ... , ei• A -- - A efn. 

e êJ = l,e;1 , ••• ,e;hA ···A e,,., ... ,e;1 A ···A e; ... com os índices Jt, ... ,j,., ... ,j .. variando desde 1 até n 
(n = dirn V). J = O,j1, ... ,j1 ... j,., ... ,j1 .. . j .. é um índice coletivo. 

Qualquer multivetor A pode ser expresso como A =L: (~)'AJ~J =L VÔJtAJeJ, onde AJ = A· ~J e 
J " - J 

A J = A- é são 2" + 2" escalares (i.e., números reais), chamados de componentes covariantes e contravariantes 
de A, respectivamente. 

v(J) =O, l, ... , k, ... n para J = O,jJ, ... ,j1 .. . jk, ... ,j1 ... j .. é o número de índices em J. 
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reais X J (À)) são contfuuas. 

Proposição 1.3: Se existe a função derivada X'(Ã), então teremos que 

X'(>.) ~L: (!J)'Xj(>.),J ~L: -(1 
)'XJ'(A)<;. 

JV. JVJ. 

Portanto, a continuidade e a derivação de funções multivetoriais de variável real terão pro.. 

priedades análogas ao caso das funções reais ordinárias. Por exemplo, as regras de derivação 

sao 

(X +Y)' - X' +Y' 

(X* Y)' 

(X o</>)' 

X'* Y +X* Y' (regra de Leibnitz) 

(X' o 4>)11 (regra de cadeia) 

(2.4) 

onde * é quaisquer dos quatro produtos de multivetores: {A), ( ·), (.J, L) ou ( Clifford); e 4> é uma 

função real ordinária derivável com função derivada </}. 

No espaço linear dessas funções multivetoriais de variável escalar, do tipo deriváveis, podemos 

introduzir o operador de derivação~, definido por d~ X(Ã) = X 1(Ã). , 

Na mesma linha de raciocínio podemos desenvolver as noções de limite, continuidade e 

derivação para funções multivetoriais de k variáveis reais. Mais uma vez, teremos propriedades 

análogas ao caso das funções reais de várias variáveis. 

2. Funções Multivetoriais de Variável Multivetorial 
Uma aplicação de A(V) (ou de um subespaço-parte9 de A(V)) a A(V), será chamada de 

função multivetorial de variável multivetorial (i.e., multivetor dependente de multivetor). 

Uma Junção multivetorial de k variáveis multivetoriais ê uma aplicação de A(V) x · · · x A(V) 

k cópias 

(ou de um produto cartesiauo de k subespaços-parte de A(V)) a A( V) (i.e., multivetor depen-

dente de k multivetores). 

Introduzimos algumas operações algébricas com funções multivetoriais de variável multive-

9Um subespaço-parte de A(V) é alguma soma de subespaços de multivetores homogêneos de A(V). 
Note--se que A(V) é mesmo lUil subespaço-parte de A(V). 

23 



torial. 

Dadas duas funções multivetoriais F : Aj(V) ~ A(V) e G : ~(V) ~ A(V), onde Aj(V) e 

1\2(V) são dois subespaços-parte de A(V), }Xldemos definir a soma e os produtos como segue: 

F+ G: Aj(V) n A~(V) ~ A(V) tal que (F+ C)(X) =F( X)+ G(X), 

F•G: Aj(V)n~(V) ~ A(V) tal que (F•C)(X) =F(X)•C(X), onde* é quaisquer dos 

quatro produtos de multivetores:(ll), (· ), (_~,L) ou ( Clifford). 

Ainda, é possível definir a função composta10 , F o G: ~(V) ~ A(V) tal que (F o C)( X) = 

F[(G(X))y], com Y E domF '= Aj(V). 

Vejamos algumas possibilidades especiais de composição de funções multivetoriais. 

Sejam X: S ~ A(V) e F: A0 (V) ~ A(V), onde Sé um subconjunto aberto de R e A0 (V) 

é um subespaço-parte de A(V). 

Definimos a função composta, F o X : S ~ A(V) tal que (F o X)(t) = F [(X(t))y], com 

y E domF = A0 (V). 

Sejam 4>: R --t R e llr: N'(V) --t R, a primeira uma função real ordinária e a segunda uma 

função escalar de variável multivetorial, onde A 0 (V) é um subespaço-parte de A(V). 

Definimos a função composta ~o VI: A0 (V) ~R ta! que (~o ii')(X) = <;D[ii'(X)]. 

2.1 Diferenciabilidade 

Seja F : A0 (V) --t A(V) uma função multivetorial de variável multivetorial, onde A0 (V} é 

um subespaço-parte de A(V). 

F é dita k-uplamente diferenciável se e somente se para toda função multivetorial de k 

parâmetros escalares X: Rk --t A(V), do tipo diferenciável em Rk: a função composta (F o X) : 

Rk --t A(V} for uma função diferenciável em R"; nos casos especiais k = 1 e k = 2, F poderia 

ser chamada de simplesmente e duplamente diferenciável, respectivamente. 

Note-se que a soma e os produtos de funções diferenciáveis são também funções diferen

ciáveis; e todavia, a diferenciabilidade preservar-se através da composição de funções, justamente 

como deveria ser com uma diferenciabilid.ade bem-definida! 

10Introduzimos um operador linear em A(V), a A-parte (A E A(V), A#- 0), ()A : A(V)-+ A(V), X.....,. {X) A 

tal que: se para algum k E No,com O::::; k :5 n, é {A}k =O, então (X} A =L \X} •. Em especial, definimos 
•# 

(X)0 ~o. 

Isto é, (X) A contem as mesmas partes já contidas em A. 
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Seja F : N'"(V) ---7 A(V) uma função multivetorial. de 1 variável multivetorial, pelo menos 

simplesmente diferenciável. 

Definimos a função diferencial (ou a diferencial} de F como uma função multivetorial de 2 

variáveis multivetoriais F: A0 (V) X A0 (V) ~ A(V) tal que 

F( X, Y) =lim F(X + .\Y) -F( X) = ~ F(X + .\Y) I . 
À--o .À d.À À=O 

A função F existe porque a função F é diferenciável. 

Proposição 2.1: A função diferencial é linear na segunda variável. 

De fato, sejam p., v E R e Y, Z E N'(V). Por definição, 

F(X,p.Y +vZ) =a F[X +-"(p.Y :vZ)]- F(X) 

(2.5) 

O limite no lado direito pode ser calculado utilizando-se o teorema do valor médio.U 

Introduzimos a função multivetorial auxiliar f( a, fi) =F( X+ aY +fiZ), com a, fi E R. 

Se F( X) é pelo menos duplamente diferenciável, então f(a, (3) será diferenciável; i.e., suas 

derivadas parciais ~ (a, fi) e :~ (a, fi) serão contínuas. 

De acordo com as definições de diferenciabilidade em (1) e (2.1) e a prop. (1.2), as com

ponentes covariantes e contravariantes de f(a,(3) com relação às bases multivetoriais (EJ) e 

(EJ} , digamos h( a, {3) e JJ (a, {3), serão diferenciáveis. E consequentemente, suas respectivas 

d ·----- .. 1!/J( ") 1!/J( ") l!fJ( ") 1!/J( ") -env~ parcla.IS 
00 

a, 1-' , â/3 a, 1-' e âa a, 1-' , â(3 o:, J-' serao contínuas. 

Portanto, as componentes contravariantes fJ(a,/3), por exemplo, podem ser desenvolvidas 

pelo teorema dei valor médio. Temos que 

li Seja rp: R::> S- R uma função real ordinária diferenciável (i.e., rp(À) e rp1(À) são continuas!) em alguma 
vizinhaDça de Ào E 8, então temos que para todo À nessa vizinhança de Ào E 8: rp(>.) = lf'(Ào) +(À~ Ào)lf''(Àl), 
comO<IA1 ~>.oi< IA->.ol. 
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Agora, utilizando a prop. (1.1), o limite no lado direito pode ser calculado como segue 

lim F[X +-'(JLY +vZ)]-F(X) 
A->0 .\ 

_ L-1-{lim JJ(.\JL,.\v)-JJ(o,o)}<J 
J v(J)! >-o .\ 

1 . l!fJ 1!/' - L v(J)! !e [p. /!o. (<>;,.\v) +v 1!(3 (0, (3 J )]}EJ 
J 

- L (1J)I {!< 1!/)fJ ( lim <>;, lim .\v) +v 1!/)f: ( 1im O, lim fJ J )}EJ 
J V . a À......O A-+0 !-' >.-+O >.--.Q 

/!f /!f 
- ~'a)O,O)+vi!{J(O,O), 

no último passo tivemos em conta as continuidades de a:: (a,/3), a:; (a, {3). 

E utilizando as definições de ;: (O, O), a:: (O, 0), obtemos que 

lim F]X + .\(JLY + vZ)] - F( X) 
lim 

f(a, o)- f( O, o) lim f(O, (3) - f(O, O) 
- J.L +v 

A->0 .\ a-o a {3-+0 {3 

lim F( X+ aY)- F(X) lim F( X+ (3Z)- F(X) 
J.L a....o a + v /3->0 {3 ' 

isto é, 

F(X,JLY + vZ) = JLE(X, Y) +v F( X, Z). 

A seguir, obteremos as regras de diferenciação para. a soma, os produtos e as composições 

de funções multivetoriais. 

Proposição 2.2: Sejam F(X) e G(X) funções multivetoriais diferenciáveis, temos que 

F+G(X,Y) - ~ (F+G)(X +AY)~>~o 

_ ~F(X+-'Y)I,~o + ~G(X+-'Y)I,~o 
F+G(X,Y) - F(X,Y)+G(X,Y). 

Proposição 2.3: Sejam F(X) e G(X) funçi)es multivetoriais diferenciáveis, e* é quaisquer 

dos quatro produtos de multivetores: (A),(·),(", L) ou ( Clifford), então teremos que 
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F* G(X, Y) ~(F* G)(X + ÃY)I>~o 

~F(X +ÃY)~>~o * G(X +ÃY)I,~o 

+ F(X +ÃY)I,~o *:À G(X +ÃY)~>~o 
F* G(X, Y) = F( X, Y) * G(X) + F(X) * G(X, Y). 

Proposição 2.4: Sejam X ' S ~ A(V) e F :A 0 (V) ~ A(V), uma função de um parâmetro 

real e uma função de uma variável multivetorial, ambas do tipo diferenciável, temos que 

(F o X)'(t) =F [(X(t))y, (X'(t))y), \fY E dmnF. 

De fato, por definição 

(F o X)'(t) =lim F[{X(t+ h))yl- F [(X(t))y[, com Y E dmnF. 
h....O 

Calcularemos o limite do lado direito utilizando um truque similar ao empregado na demons

tração da prop. (2.1). 

{ 

(X'(t))y f3 =O 
Introduzimos duasfunçõesmu!tivetod&sauxiliares, x(/3) = ( X(t + f3J- X(t) J Y f3 oF O 

com l/31 <e (raio de alguma vizinhança de tE S), e f(a,f3) = F[(X(t))y + ax(f3)], com 

a E R e 1/31 <e. 

Por serem X(t) e F(X) diferenciávcis (a segunda função, pelo menos duplamente diferen

ciável), x(/3) e f( a, {3) serão diferenciáveis. Podemos desenvolver fJ (a, {3) pelo teorema do valor 

médio, isto é, fJ (a, /3) = JJ (0, /3) + a a;: ( ab /3), com O < [aJ [ < [a[. 

Agora, podemos e:;crever 

(F o X)'(t) 

27 



~ à f (0, O) =lim J(a, O)- /(0,0) 
âa a-o o: 
lim F [(X(t))y +À (X'(t))y]- F [(X(t))y] 
~-o À 

(F o X)'(t) F [(X(t))y, (X'(t))y], W E damF, 

onde utilizamos' a continuidade de à f (a, (3), a definição de à f (O, O) e a definição de função 
âa aa 

diferencial de F. 

Proposição 2.5, Sejam F' Al(V) ~ A(V) e G' A2(V) ~ A(V) duas funções dlierenciáveis, 

temos que 

FoG(X,Y) ~ (FoG)(X +ÃY)~>~o = d~F[(G(X +ÃY))z]L
0

, com Z E damF 

~ F [(G(X +ÃY)l>~o)z,(:À G(X +ÃY)I .. ~) J, 
F o G(X,Y) ~ F[(G(X)}z, (Q(X, Y))z], VZ E damF 

onde utilizamos, essencialmente1 a prop. (2.4). 

Proposição 2.6: Sejam cjJ: R--+ R e li': A0 {V) -+R, a primeira uma função real ordinária 

derivável e a segunda uma função escalar de variável multivetoria.l diferenciável (pelo menos 

simplesmente diferenciável), temos que 

q,o >l'(X, Y) = 4/[w(X)]>l'(X, Y) = (4/ o w)(X)w(X, Y). 

De fato, por definição 

fjJ o w(X, Y) =lim f/J[>l'(X + ÃY)]- f/J[>l'(X)]_ 
-- À-+0 À 

O limite no lado direito será calculado mediante o mesmo artificio já utilizado nas demons-

trações das props. (2.1) e (2.4). 

{ 

w(X,Y) (3=0 
fntroduzimos duas funções auxiliares, ,P((J) = w(X + (JY) - w(X) , com (3 E R, 

(3 (3#0 

e f( a, (3) = f/J[>l'(X)+a.p((J)], coma,(J E R. Desenvolvemos f(a, (3) peloteoremadovalormédio, 

i.e., f(a,(J) = f(O,(J) +a=~ (a,,(J), com O< [a1 [ < [a[. 
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Agora, podemos escrever 

q, o 'li(X, Y) 

&f 
- lirn f(>.,>.)- f(O,>.) =lirn \rc;(<>J,>.) =&f (lirn "" lim >.) 

Ã->0 À À-tO À 8a ..\--+0 >.-+O 

&f (O, O) =lirn /(a, O)- !(0,0) 
aa a-o a 

_ lim q,('li(X) + a'li(X, Y)]- q,('li(X)] 

q, o 'li( X, Y) - ,f['li(X)]'Ii(X, Y) = (q,' o 'li)(X)'Ii(X, Y), 

onde utilizamos a continuidade de :~(a,,B), a definição de ~~(0,0) e a definição de derivada 

da função real ordinária q,(t). 

2.2 Derivadas Multivetoriais 

Seja F : A <>(V) --t A(V) uma função multivetorial de variável multivetorial, do tipo diferen

ciável, e tomemos um multivetor arbitrário A. 

A função derivada (ou a derivada) de F na direção de A é a função multi vetorial de variável 

multivetorial, definida por 

F',(X)=lim F[X+>.(A)x]-F(X) =F[X (A) ] 
A Ã-+0 À -'X 

(2.6) 

Devido à linearidade da diferencial (prop. 2.1 ), a derivada direcional tem a propriedade 

fundamental 

(2.7) 

De fato, temos que 

FaA+~ 8 (X) =F [X, (aA + ,BB)x] = F[X,a (A)x + ,8 (B)x] 

- aF[X,(A)x]+,/lF[X,(B)xJ 

- a?,._(X) + ,BP,(X). 
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A seguir, desenvolveremos as regras de derivação direcional para a soma, os produtos e as 

composições de funções multivetoriais. Utilizaremos a def. {2.6) e as correspondentes regras de 

diferenciação. 

Sejam F(X) e G(X) duas funções multivetoriais diferenciáveis, e* é quaisquer dos produtos 

de multivetores: (11), (·),(~,c) ou ( Cliffoni),entOO utilizando a prop. (2.2) temos que 

(F+G)~(X) - F+G[X,(A)x]=F[X,(A)x]+G[X,(A)xl 

(F+G)~(X) F,.(X) + G'A(X), (2.8) 

e, pela prop. (2.3), é 

(F•G)~(X) - F•G[X,(A)x] 

F [X, (A) xJ * G(X) +F( X) • G [X, (A) xl 

F,.(X) * G(X) +F( X)* G'A(X). (2.9) 

Sejam X :S ... A(V) e F: A0 (V) .-. A(V), duas funções diferenciáveis, utilizando a prop. 

(2.4), obtemos que 

(F o X)'(t) 

(F o X)'(t) - F'x'(t) [(X(t))y] ,com Y E domF. (2.10) 

Tomemos F : Ar(Vl .-. A(V) e G : Ni(V) - A(V), utilizando a prop. (2.5), temos que 

(F o G)~(X) - F o G[X, (A)x] =F [(G(X))y, (Q(X, (A)x))y] 

F [(G(X))y, (G'A(X))y] 

- F [(G(X))y, (G'A(X))(G(X))J 

(F o G)~(X) - Fá~(XJ [(G(X))y], com Y E domF. (2.11) 

Tomemos rp: R--+ R e 'Ir: A0 (V)--+ R, utilizando a prop. (2.6), temos que 

(4>o'P)~(X) = 4>o'P[X,(A)x] = (4/ ow)(X)w[X,(A)x] 
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(4> o 'I')Á(X) = (</f o w)(X)'I'Á(X). (2.12) 

Introduzimos agora a definição de função derivada (ou derivada) de uma função multivetorial 

diferenciável. 

Seja F : A 0 (V) __,. A(V) uma função multivetorial diferenciáve~ a função derivada (ou a 

derivada) de F é a função multivetorial F': A0 (V) ~ A(V), dada por 

F'(X) ~ v(~)i"JP,,(X) -~ v(~)!eJP,,(X), (2.13) 

onde (eJ) e (eJ) são duas bases quaisquer de A(V), definidas como na nota de rodapé 8 (J é 

um índice coletivo e v( J) é o número de índices); F;J e F;J são as derivadas direcionais de F 

nas direções dos multivetores base éJ e eJ. 

Porém, está a função derivada bem definida?, i.e., F'(X) independe das bases multivetoriais 

(eJ) e (eJ) utilizadas? 

Provaremos que a função multivetorial definida acima possui a propriedade fundamental de 

invariancia com relação às bases utilizadas. 

Sejam (<J) e (<J) algumas outras bases de A(V), a segunda recíproca da primeira. 

Só precisamos provar queeJ~)X) = êJJ?J(X), para todo J = O,j1, ... ,j1 .. . jk, ... ,j1 .. -in· 
Para J = O a igualdade é trivial, pois e0 = eO = 1 e e0 = €0 = L 

Para. J = i1 ... ik, com 1 ::; k ::; n, temos que 

e utilizando as fórmulas de expansão: ei~< = (ei~< ·E"p 11 ,)?~< (os vetores da base (ei~<) escritos como 

combinação linear dos vetores da base {"êPk}) e ê11,. = (êpk ·e i~< )e;k (os de (êpk) como combinação 

linear dos de .(e;,.}), e a prop. (2.7), podemos escrever 

eJF"eJ(X) - (d 1 -~p 1 )"ê' 1 A ... A(d"·~p")"ê'~<F;iiA ... AE;,.(X) 

- f!'' 1\ 1\ f?> F: . . (X) 
• • • (ep1 -e11 )eh A .•• A(&p,. ·e' A.. )e; /c 

gPt A ... A gP~< ~p,A. .. Up" (X) 

- EP~P(X). 
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Obviamente, se existem as derivadas direcionáis FÃ, em qualquer direção A (para o qual F 

deve ser diferenciável!), então existirá a função derivada F'. 

No espaço linear das funções multivetoriais de variável multivetorial, do tipo diferenciáveis, 

podemos introduzir o operador de derivação &x, definido por 8xF(X) = F'(X). 

Também, podemos definir outros operadores de derivação associados a 8x, com relação a 

um multivetor arbitrário A, por 

(2.14) 

onde* é quaisquer dos quatro produtos de multivetores: (A),(·),(...J,L) ou (Clifford) e F é 

qualquer função multivetorial diferenciável. 

Em particular, temos que 

(A·8x)F(X)~L: ( 1 J) 1 (A·eJ)~,(X)~F'"<"", A' (X)~FA(X), 
J V • L..J;pjf EJ 

J 

isto é, (A· ôx )F= .fA, tal fato significa que A· ôx é o operador de derivação direcional, com 

relação ao multivetor arbitrário A. 

A propriedade fundamental da derivada direcional (2.7) e a definição da função derivada 

(2.13) podem ser escritas de maneiras bastante sugestivas, quais sejam: 

(aA + !]B) · iix aA · iix + !]B · iix, 

8xF(X) - ~ v(~)!'J'J · iixF(X) ~ v(~)!eJeJ · iixF(X). 

AI; regras de derivação direcional, i.e., as props. (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12), ficam 

(A· iix)(F + G) (A· iix)F +(A· 8x)G, 

(A·8x)(F•G) (A· 8x)F •G+F • (A· 8x)G, 

(F o X)(t) - (X'(t) · iiy)F [(X(t))y], VY E domF, 

(A· iix)(F o G)(X) [(A· 8x)G(X) · iiy)F [(G(X))y], VY E domF, 

(A·8x)(4>o~) - (qlo~)(A·8x)~. 
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É ainda possível e oportuna a introdução de outros operadores lineares Ôx* associados ao 

operador de derivação âx, a saber 

(2.15) 

onde* é quaisquer dos quatro produtos de multivetores: (A),(·),(...J,L) ou (Clifford) e F é 

qualquer função multivetorial diferenciável . 

A linearidade dos produtos * e a propriedade fundamental da derivada direcional (2.7), 

permite-nos demonstrar a invariancia desses operadores lineares com relação às bases multive

torias escolhidas. 

Em particular, o operador 8xl\ será chamado de operador rotacional e âx A F será dito o 

rotacional de F. 

Os operadores ôx · e ôx ..1 serão chamados de operadores divergentes; e ôx · F será dito o 

divergente escalar de F e ôx ..1 F será dito o divergente contraído de F. 

O operador ôx (i.e., o operador derivada) às vezes é chamado de operador grndiente, assim 

âx F será dito o gradiente de F. 

Encerrando a seção (2), desenwlveremos alguns exemplos ilustrativos. 

&emplo 2.1, Seja a função escalar de variável multivetorial A0 (V) =>X H X ·X E R, onde 

A0 (V) é a!gnm subespaço-parte de A(V). Calculemos' A· âx(X · X) e ôx(X ·X) 

A·ôx(X·X) 

A-ôx(X ·X) 

ôx(X·X) 

- ~(X+A(A)x)·(X+A(A)x)l,~o 

- ~[(X ·X +2A(A)x ·X +-"2 (A)x · (A)x)JI,~o' 
- 2(A)x·X~2A·X. 

- I; (lJ)'eJeJ · âx(X ·X) ~I; (J)l 
1
<J2(<J ·X)~ 2X. 

J v . J v . 

&empw 2.2, Seja A0 (V) =>X H B ·X E R, com B E A(V). Calculemos' A· ôx(B ·X) e 

ôx(B·X) 

A·ôx(B·X) - :>.B·(X+>.(A)x)l ~B·(A)x~A·(B)x, 
~ 

"lJ "lJ ôx(B·X) - "'( v(J)!' <J'ôx(B·X)~"J v(J)!' (<J·(B)x)~(B)x· 
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E=mplo 2.3: Seja A0 (V) 3 X~ (BXC) ·X E R, com B, C E A(V). Calculemos: 

A· ilx[(BXC) ·X] e ilx[(BXC) ·X] 

A· ilx[(BXC) ·X] = 

A· 8x[(BXC) ·X] 

8x[(BXC) ·X] 

ilx[(BXC) ·X] 

:>. [B(X + >. (A)x)C]· (X+>. (A)x )~À~o 

; [(BXC) ·X +.\(B (A)x C) ·X+ .\(BXC) · (A)x) 

+.\2(B (A) x C)· (A)x] 
).=0 

(B (A) X C) . X+ (BXC) . (A) X = (A) X . (BXC + BXC), 

Neste último exemplo utilizamos essencialmente a ident. (x) da lista no final do Cap. 1. 

Exemplo2.4.: Consideremos a/\ Bk, com a E A 1(V) e Bk E AI:(V), então a/\ B~: E A'.:+l(V), 

e podemos defurlr a função (k+ 1)-vetorial de variável vetorial A1(V) 3 a~ a/\B• E A"+1(V). 

Calculemos A· 8aa A B1:, o divergente 84 ...1 (a/\ B,.), o rotacional 8aA (a A B~:) e o gradiente 

a.(a" B,) 

8a(a 1\ B,) 

n . 
L e' J (<; 1\ B,) = (n- k)Bk. 
j=l 

n . 
- I: e' 1\ (e; 1\ B,) =O. 

i=l 
n . n . . 
I; <'(<; 1\ B,) =I; [e'" (e; 1\ B•) +e' 1\ (e; 1\ B,)], 
j=l j=l 

- (n-k)B,. (n=dimV) 

Exemplo 2.5: Consideremos a...~ B~: E Ak-1(V), com 1 ::::; k::::; n, podemos definir a função 

(k -1)-vetorial de variável vetorial: A1(V) 3 a~ a" Bk E A'-1(V). Calculemos A· 8a(a" B,), 
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a.(a" B,) 

a.( a" B,) 

- ~(a+ À(A)0 )" B,~À~o ~(A) a" B, ~ (A)1" B,, 

1 J 1 J - y v(J)!' "CJ · 8a(a" B,) ~y v(J)!' "((eo) 1" B,), 
n . n . 
I; E!" (é;" B,) ~I; (E! M;)o B, =O. 
j=l j=l 

n . 
- I; ,, 1\ (';" B,) ~ kB,. 

j=l 
n . n . . 
I; E!(';" B,) =I; [f!"(';" B,) +e' 1\ (e;" B,)], 
j=l j=l 

kB,. (n ~ dim V) 

Estes exemplos apresentados resumem algumas das fórmulas mais importantes do cálculo 

de funções multivetoriais. 

3. k-Extensores 
Uma função multilinear de A~ (V) x · · · x AZ(V) a A0 (V), onde A~(V), ... , A~ (V) e A0 (V) 

são subespaços-parte de A(V), será dita de k-extensor sobre A(V). 

Devido à linearidade, um k-extensor sobre A(V) é necessáriamente Uii:la função multivetorial. 

diferenciável. O conjunto dos k-extensores sobre A(V) tem uma óbvia estrutura de espaço linear 

sobre R e será chamado de espaço de h-extensores sobre A(V). 

Note-se que um l-extensor sobre A(V) é exatamente uma função linear de um subespaço-

parte A1(V) a outro subespaço-parte A0 (V); i.e., um operador linear em A(V). Será dito sim

plesmente um extensor sobre A(V). O conjunto dos extensores sobre A(V) será denotado por 

ext[Af(V),A"(V)]. 

Em particular, uma função linear de A;(V) a A'(V), com O .,; j .,; n e O .,; k .,; n (n é a 

dimensão de V), será dita um (j, k)-extensor sobre A(V), e o conjunto desses extensores será 

denotado por ext[M(V),A'(V)]. 

A noção de extensor (k-extensor) sobre A(V) introduzida aqui, é a formulação rigorosa 

do conceito matemático chamado de extensor por Hestenes et al. em [8J, ou de função linear 

(multilinear) por Doran et al. em [14]. Neste trabalho, escolhimos termo extensor. Porém, com 
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essa entidade matemática modelaremos os historicamente chamados de tensores de energia

momento e de momento angular, na teoria de campos físicos. 

Proposição 3.1: O conjunto dos U,k)-extensores é naturalmente um espaço linear sobre os 

números reais. 

Proposição 3.2: A composição de um U, k)-extensor por um {k,l)-extensor dá por resultado 

um (j, l)-extensor. 

Um caso especial e da maior importância é o {1, !)-extensor, por exemplo, podemos definir 

para ele os conceitos de extensor extendido12 , traço, bivetor e determinante. Estes três últimos 

serão definidos mais adiante, nos exemplos (2.7), (2.8) e (2.9). 

Certamente, o conjunto dos extensores do tipo (1, 1) é um espaço linear real fechado com 

relação à composição de extensores. 

3.1 Adjunção de Extensores 

Introduzimos no espaço dos extensores sobre A(V), um operador linear t, definido por 

(2.16) 

1 1 
tal que paxa todo X: tl(X) =l: (J)1[t(<J) · X]<J L (J)1[t(eJ) · Xjé. 

JV· Jll. 

t será chama.do de operador de adjunção e tt será dito o adjunto de t. 

Certamente, tt é um extensor associado a t, contudo, independente das bases (eJ) e (eJ}. 

Provaremos uma propriedade fundamental que relaciona. t(X) com tt(X), usando-se uma 

condição de produto escalar. 

Proposição 3.3: Sejam A e B dois multivetores arbitrários, temos que 

tl(A). B =A. t(B). 

12 Seja t um (1, 1)-extensor sobre A(V), podemos definir um extensor sobre A(V), chamado de extendido de t, 
" 1 ... 1 . . 

por .t.(X) = 1-X+ I: 1 t(e.i1 )!\ ... At(eik)(eJ, 1\ .. • AêJ,J ·X= 1-X+ L k1t(e;,)/\ ... At(êJ,.)(eJt 1\ ... f\eJk) ·X 

-~ -Certamente, t. é um extensor sobre A(V) bem definido porque possui a propriedade fundamental de invaria.ncia 
com respeito às bases (e'•) e {eiJ (com E"p, ·e'" = éJ!, i= 1, ... ,k) utilizadas. 

Ainda, ! é o lÍlÚco extensor sobre A(V) que satisfaz as seguintes propriedades: (i) a E R ; t.(a) = a, (ii) 
a~, .. . ak E A1(V).: 1(a1 A ... I\ ak) = t{at) I\ ... I\ t(ak), (com k = 1, .. . ,n). 

36 



De fato, utilizando-se a def. (2.16), ê 

t 1 J 1 J 
t (A)· B =~ v(J)![t(e- ) · A]EJ · B =A·~ v(J)! [(B · EJ)t(e )] =A· t(B). 

Proposição 3.4: O operador de adjunção ê involutivo, i.e., (tt)t = t. 

A seguir, apresentaremos algumas propriedades importantes da adjunção de extensores. 

Proposição 3.5: Sejam t e u dois extensores sobre A(V), então (t + u)t = tt + ut. 

Tomemos X e Y dois multivetores de v; utilizando-se a prop. (3.3), temos que 

(t+u)I(X). Y - X· (t+u)(Y) =X ·t(Y) +X ·u(Y) 

- ti(X). y + ui(X). y =(ti +ui)(X). Y, 

e daí, pela não-degenerescência do produto escalar, obtemos que 

(t + u)I(X) =(ti+ ui)(X). 

Proposição 3.6: Sejam teu dois extensores sobre A(V), então (to u)t = ut o tt. 

Consideremos X e Y dois multivetores de v; novamente, pela prop. (3.3), 

(to u)I(X) · Y - X· (to u)(Y) =X· t[u(Y)] 

- ti(X). u(Y) = ul[ti(X)]· Y =(ui oti)(X). Y, 

e, pela não-degenerescência do produto escalar, 

Esta última proposição permite-nos provar que o adjunto do inverso ê o inverso do adjunto! 

De fato, seja t um extensor inversível, isto é, existe um extensorr1 tal quetor1 = r 1ot = 

id, onde~: A0 (V) .-...t A0 (V) tal que id(X) =X, ê o extensor identidade. Podemos escrever 
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de onde obtemos o resultado (t-1)1 = (tl)-1 

Ainda, pela prop.(3.3), deveria notar-se que o adjunto de um {j, k)-extensor sobre A(V) é 

um (k,j)-extensor sobre A(V). E, para um (1, !)-extensor sobre A(V), o adjunto do extendido 

é o extendido do adjunto. 

3.2 Operadores Diferenciais Associados a um Extensor 

Sejam t um extensor sobre A(V) (i.e., uma função multivetorial linear de uma variável 

multivetorial), e* quaisquer dos produtos de multivetores; introduzimos os operadores lineares 

t( 8x )* associados a t, definidos por 

1 1 
t(8x) *F( X)=~ v(J)!t(eJ)(<J · 8x)F(X) =~ v(J)!t(eJ)(eJ · 8x )F( X) (2.17) 

onde F é qualquer função multivetorial diferenciável. (Veja exemplos elementares em [14J) 

A linearidade de t e a propriedade fundamental (2. 7) do operador derivada direcional A· 8x, 

permitem-nos provar a invariancia de cada um dos operadores lineares t( âx) * . 

t(8x)ll será chamado de li-operador rotacional, t(8x) 1\ F é o li-rotacional de F. 

t( âx )...1 e t( âx )· serão chamados de t-operadores diveryentes { contrafdo, o primeiro; e escalar, 

o segundo!), t(ôx) ...1 F é o t-divergente cantra.ído de F e t(âx) ·F é o t-divergente escalar de F. 

t(âx) é o t-operodor gradiente e t(Bx) F é o t-gmdiente de F. 

Estes operadores lineares são essenciais para a formulação da teoria de gravitação como uma 

teoria de calibre. 

4. Funcionais Multivetoriais 
Uma aplicação do espaço dos e<tensores ext[A]'(V), A 0 (V)] ao espaço dos multi vetores A( V), 

será chamada de funcional mtdti:vetoriaL 

Seja t um extensor sobre A(V), digamos t : At(V) - A0 (V), e tomemos uma k-upla de 

multivetores (A 1, ... , Ak) do subespaço-parte Ar(v) tal que "pelo menos um dos k multivetores 

t(A1), ••• , t(A•) seja não-nulo." 

Consideremos uma função multivetorial F :A0 (V) x · · · x A0 (V)--> A(V), (X1 , ... ,x•) ~ 
k cópias 

F(X1, ..• , xn), do tipo diferenciável, com relação a cada uma das k variáveis multivetoriais. 
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Notemos que :F induz naturalmente um funcional multivetoria.l (com relação à k-upla de 

multivetores (A\ ... , Ak)), definido por 

F(A' ... ,A') 'ext(AJ(V),A"(V)] ~ A(V), t ~ F(A', ... ,A') (t], (2.18) 

tal que F(A', ... ,A') [t] = F[t(A 1), .•. , t(A•)]. 

O funcional multivetorial F(Al, ... ,Ak) se dirá o induzido pela função multivetorial F, ou 

também, que :Fê geradora de :F(Al, ... ,A")· 

4.1 Derivada Funcional 

Se F é uma função multivetorial diferenciável então existirão as derivadas de :F com re

lação a cada uma das k variáveis multivetoriais dela (i.e., as derivadas multivetoriais parciais: 

ôxt:F, ... , Bx ... :F), e assim, poderemos construir os seguintes k funcionais multivetoriais: 

(&x,F) , , [t] = &x,F[t(A1 ), ... , t(A')], ... , (&x,J') , , [t] = &x,F[t(A1 ), ... , t(A')]. 
{A , ... ,A ) (A , ... ,A ) 

Agora, definimos a derivada funcional de F(At, ... ,A") com relação a t(A) (A é um mul

tivetor de At(V)), como uma combinação linear desses funcionais induzidos pelas derivadas 

multivetoriais parciais de :F, isto é, 

A· A1(&x,F) [t] + · · · 
(Al, ... ,Ak) 

+A· Ak(8x'J')( A', ... ,A') (t]. (2.19) 

Notemos que Ôt(A) :F(At, ... ,A"') é certamente um funcional multivetorial do extensor t. 

Ôt(A) será chamado de operador de derivada funcional, e ainda notamos que ele tem a 

propriedade fundamental 

(2.20) 

A derivada funcional tem duas propriedades importantes, a saber 

(2.21a) 
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(2.2lb) 

Onde .r(Al, ... ,Ak) e g(AI, ... ,Ak) são dois funcionais multivetoriais induzidos quaisquer, e B é um 

multivetor arbitrário. 

AB noções de funcional multivetorial e derivada funcional introduzidas acima são propostas 

originais para a formalização rigorosa dos conceitos matemáticos apresentados por Doran et aL 

em [14]. 

Concluiremos a seção (4), apresentando alguns exemplos ilustrativos. 

Exemplo 2,6, Seja h um (1, !)-extensor sobre A(V), se a E A1(V), então h( a) E A1(V). 

Consideremos o funcional escalar ext[A1(V),A1(V)J 3 h~ h(b) ·h( c) E R e o funcional 

bivetoria.l ext[A1(V),A1(V)J 3 h~ h(b) A h( c) E A2(V) (com b,c E A1(V)). 

O primeiro tem a função geradora A1(V) x A1(V) 3 (x,y) ~ x · y E R; e a função geradora 

do segundo é A1 (V) x A1(V) 3 (x,y) ~ x A y E A2 (V). 

As derivadas parciais da primeira são ô,(x ·y) = (y). = y e a.(x·y) = (x). = x, e induzem 

os funcionais vetoriais ext[A1 (V),A1(V)] 3 h~ h(c) E A1(V) e ext[A1 (V),A1(V)J 3 h~ 

h(b) E A 1(V). 

As derivadas parciais da segunda são ô.(x 1\ y) = (n -l)y e ôy(x A y) = -(n -l)x (n é a 

dimensão e V) e induzem os funcionais vetoriais ext[A1(V), A1(V)] 3 h,_. (n -l)h(c) E A1(V) 

e ext[A1(V),A1(V)[ 3 h~ -(n -l)h(b) E A1(V). 

Calculemos as derivadas funcionais de ambos os funcionais com relação a h( a) (com a E 

A1(V)). 

Ôh(a)[h(b) ·h( c)[ - a· bh(c) +a· ch(b), 

Ôh(a)[h(b) A h( c)] - a· b(n -l)h(c)- a· c(n -l)h(b) 

- (n -l)h[(a · b)c- (a· c)b] = (n -l)h[a" (b A c)]. 

Exemplo 2. 7, O traço de h, um escalar característico de h, definido por tr(h) =h( é) ·êj = 

h( e;)· ei (j somado desde 1 até n), é um funcional escalar do extensor h. 

Sua função geradora é, por exemplo, A1(V) x · · · x A1(V) 3 (xl, ... ,xn) H x1 · e1 + · · · + 
n cópias 

xn - Cn E R, de fato, essa função escalar de n variáveis vetoriais induz o funcional escalar {com 
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relação a (e', ... ,e")), ten[A1(V),A1(V)[ 3 h H h(e1) · e1 + ··· + h(e") · en = tr(h) E R. 

AB derivadas parciais da função geradora são a~l(X 1 . E1 + ... + xn. ên) = êll'''l 

8xn(x1 • éJ + · · · + Xn • én) = E:n. 

Agora, a derivada funcional de tr(h) com relação a h( a) (com a E A1(V)) é 

Exemplo 2.8: O bivetor de h, um bivetor caracerístico de h, definido por biv(h) = h(ei)l\ej = 

h(t:j) 1\ ei, pode ser considerado como um funcional bivetorial de h, cuja função geradora é 

A1 (V) x ··· x A1(V) 3 (x', ... ,x") HX; lle; E A2(V). 

n-eópias 
De fato, essa função bivetorial de n variáveis bivetoriais induz o funcional bivetorial com 

relação a (e1, ••• ,e"), ext[A1(V), A1(V)] 3 h H h(•i) 11 e; = biv(h) E A2(V). 

As derivadas parciais da função geradora são 8,; (xi 11 e;) = (n -1)e; (com 1 :S i :S n). 

A derivada funcional de biv(h) com relação a h( a) (com a E A1(V))é 

f!,(a)biv(h) =a· •'(n -1)e; = (n -1)a. 

Exemplo 2.9: O determinante de h, um escalar característico, definido por det{h) = ll.(e1 A 

... 1\en)· (etA ... 1\en) =h.(ell\ ... 1\en) · (e11\ .•. 1\én), é um funcional escalar de h. 

Pela fórmula de expansão de um n-vetor, digamos r E An{V), T = T • (e1 1\ ... 1\ en)e11\ 

••• A en = T • (e 1 1\ ... /\ en)e1 A ••. A e." podemos escrever que 

fl.(e1 1\ ••• l\en) - h.(e1 A ... I\en)·(eli\ ... Aen)e1 1\ ••• Aen 

det(h)e1 1\ •. . A en, 

isto é, utilizando uma propriedade do extensor extendido (veja a nota de rodapé 12) 

det(h)e1 11 ... 11 ,• = h(<1) 11 ... A h(••). 

Agora, "derivando funcionalmente" membro a membro, utilizando a propriedade (2.21b) 
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temos que 

[âh(a) det(h)]e1 1\ ..• 1\ e" Oh(a)ih(e1
) 1\ ... 1\ h( e")] 

- .I![ a" (e1 1\ ..• 1\ e")], 

onde utilizamos uma generalização da segunda fórmula desenvolvida no exemplo(2.6) 8h(a){h(a1 )A 

... 1\ h( a•)] = (n- k+ 1)l![a" (a1 1\ .•. 1\ a•)], com k = 1, ... ,n. 

Assim, obtemos uma fórmula para a derivação funcional do det(h) com relação a h( a) (com 

aEA1(V)) 

que ainda, pode ser escrita numa forma mais interessante! 

Ôh(a) det(h) = det(h)(M)-1(a). 

É oportuno comentar que algumas das fórmulas desenvolvidas nos exemplos acima são 

essenciais para as formulações rigorosas da teoria de gravitação como uma teoria de calibre, 

tais como as propostas reeentemente por Rodrigu€8 Jr. e Souza (em {19]) e Lasenby, Doran e 

Gull (em [15] e [16]). 
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CAPÍTULO 3 

Campos Multivetoriais no Espaço-Tempo de 
Minkowski 

1. Campos Multivetoriais 
Modelaremos a noção de espaço-tempo de Jv.Iinkowski na teoria de variedades. E definiremos 

o espaço vetorial de Minkowski. A álgebra de Cli:fford associada a esse espaço vetorial é a álgebra 

geométrica de Hestenes[4l. 

Relacionaremos as derivadas de Dirac com as derivadas de Hestenes. 

1.1 Módulo de Campos k-Vetoriais 

Consideremos A•(TM) = U A•(T,M) (com k 2: !), o fibrado de k-vetores sobre uma va,. 
•eM 

riedade suave M; um campo k-vetorial sobre M ê uma função, 

a: M--+ Ak(TM) tal que para cada x EM: a(z) E Ak(TzM). (3.1) 

Isto é, a cada x E M oorresponde um k-vetor em Ak(TxM) (o espaço de k-vetores de TzM); 

certamente, trata-se de um caso particular de campo k-tensorial, porque para cada x E M : 

'Ak(TzM) C Tk(TxM), um campo escalar considera.se um campo O-vetorial. 

Um campo k-vetorial (com k ~ 2) ê um campo k-tensorial totalmente antisimétrico, assim 

a noção de diferenciabilidade não precisa. de esclarecimentos {veja o Apêndice A). 

Ak(M), o conjunto dos campos k-vetoriais sobre M do tipo diferenciavéis, é um módulo 

sobre F(M); ainda, note-se que F(M) c Ak(M) c T•(M) (tanto F(M) quanto r•(M) são 

conjuntos bem definidos no Apêndice A). 

1.2 Álgebras de Campos Multivetoriais 

Seja A(TM) = U A(T:z:M) o fibrado de multivetores sobre a variedade suave M; um campo 
xeM 
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multivetorial sobre M é uma função, 

A: M ~ A(TM) tal que para cada x EM: A(x) E A(T,M). (3.2) 

Isto é, a cada x E M corresponde um multivetor em A(TxM) (o espaço de multivetores de 

T:r:M); trata-se de um caso particular de campo multitensorial, pois A(TxM) C T(TxM). 

Observamos que a existência de um campo multivetorial A implica a existência de n + 1 

campos k-vetoriais Ao,AJ, ... ,An (n ê a dimensão de M), tais que para cada x EM: A(x) = 

AocxJ + Al(•) + · · · + A.cx)· 
O campo multivetorial A é diferenciável se e somente se cada um dos n+ 1 campos k-vetoriaís 

Ao. A1, ... , An é diferenciável. 

A(M), o conjunto dos campos multivetoriais diferenciáveis sobre M, ê um módulo sobre 

F(M); temos que F(M) c A(M) c T(M). 

Vejamos agora que os campos k-vetoriais podem ser pensados como caso especial dos campos 

multivetoriais, porque os k-vetores são algébricamente indistigufveis dos multivetores homogê

neos de graduação k, e portanto temos as inclusões notáveis: F(M) C A•(M) C A(M) C T(M) 

(veja o Apêndice A). 

Se definirmos o produto exterior de campos multivetoriais por (AJ\ B)(x) = ~x) A B(:r:)• 

para todo x EM, então A(M) ganhará uma estrutura de álgebra associativa sobre :F(M) (i.e., 

a álgebra exterior ou de Grassmann dos campos multivetoriais diferenciáveis). 

Por outro lado, se considerarmos a estutura mínima (M, g) , poderemos definir o produto 

escalar, os produtos contraídos e finalmente o produto de Clifford, de campos multivetoriais. 

A(M), com os produtos contraídos de campos multivetoriais, definidos por (A...1 B)(z) = 

A(x)_j B(z) e (AL B)(z) = A(z)L B(z)• para todo x E M, é uma álgebra dupla não associativa 

sobre .F(M) (i.e., a álgebra interior dos campos multivetoriais diferenciáveis). 

A(M), com o produto geométrico de campos multivetoriais, definido por: (AB)(x) = 

A(z)B(:r:), para todo x E M, é uma álgebra associativa sobre :F(M) {ie., a álgebra de Clif

jord dos campos multivetoriais diferenciáveis). 
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1.3 Derivação Fundamental de Campos Multivetoriais 

Consideremos mais uma vez a estrutura mínima {M, g) , sabemos que existem uma conexão 

linear e uma derivada covariante naturalmente induzidas pelo campo tensorial métrico (veja o 

Apêndice A). 

O operador diferencial Y'u permite-nos definir três outros operadores diferenciais: o gradi

ente V, o divergente contraído 'V ....1 e o rotacional V A . 

Sejam (e~;} e (ek) referenciais de Cartan13 de V(M) e A1(M) respectivamente, o segundo 

dual do primeiro (i.e., ~(ej) = 8j). 

Definimos o gradiente, o divergente contraído e o rotacional de um campo multivetorial 

diferenciável sobre uma variedade suave 

'VA - ek'Ve~:A, 

'V.J A ek_J Y'e~:A, 

'VAA (3.3) 

.Às vezes, o gradiente é chamado de derivada de Dirac. 

Para mostrarmos que esses operadores diferenciáis estão bem definidos, devemos provar 

ainda que eles são independentes dos referenciais de Cartan utilizados. 

Vamos provar essa propriedade de invariancia só para o caso do gradiente. 

Tomemos (e'k) e (é'), dois referenciais de Cartan quaisquer, tais que ekf(ej) = 8J. Para um 

campo multivetorial diferenciável arbitrário, temos 

ekr'V ~A - ek/Vg(e~,e~)e 8 A = e}'t g(e~,e 8 )Ve 8 A 

~ eklg(#-Iek,#-Ies)'Ve~A = ekt(ek. es)'Ve,A, 

ekrVe'A - e8 Ve.A. 
' 

Onde utilizamos a expansão v = g( v, ek)ek, a propr .(i.) da derivada covariante, os referenciais 

de Cartan recíprocos Ck = #ek e ek = #-1e", a definição de produto escalar de vetores (formas, 

13Uma familia de n campos vetoriais tangente e1, ••. , en ta.Ü; que para cada x EM: e 1(z)•, •• ,en(z) seja uma 
base de T,M, é dita um referencial de Carta.n de V(M). 

Análogamente definimos um referencial de Cartan de qualquer mód1.Úo sobre :F(M). 
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veja a def.1.8) e a fórmula de expansão para um vetor (forma) a= (a· Ek)Ek. 

Fica assim demonstrado que o gradiente está bem definido! 

Os operadores diferenciais introduzidos acima estão relacionados entre si, i.e., V A 

V ...J A+ V 1\ A (ou em termos de operadores, V= V ...J +V/\). 

Listamos algumas propriedades muito importantes dessas "derivadas de Dirac" . 

i.VA,B E A(M) ''V•(A+B) ~ 'V•A+'V•B, (• simboliza o produto de Clifford, "ou A). 

ii.VA, B E A(M) ' 'V" (A" B) ~ (V A A)" B+ Ã" ('V" B) e 'V A (A A B) ~ (V A A) A E+ 

Ã A{'V A B). 

Finalizando esta seção, comentamos uma propriedade muito interessante que relaciona a 

derivada direcional de Diroc com a derivada covariante de Levi-Civita.. 

Por definição n · V A = ( n · ek) V ek A, porém 

e assim, temos o resultado 

n·'VA~'V.A. (3.4) 

Onde n = #n (ou equivalentemente n = #-1n). 

2. Campos Multivetoriais PMametrizados 
Introduzimos aqui a noção de campo multivetorial parametrizado, do tipo diferenciável, 

sobre uma variedade suave. 

Trata-se de um conceito da maior importância na elaboraração do formalismo Lagrangiano; 

a Lagrangiana de um campo multivetorial (rotor ou spinor, veja os Apêndices B e C) e os 

tensores de energia-momento e de momento angular associados a esse campo multivetorial são 

básicamente exemplos de campos multivetori.aiJ:; parametrizados. 

2.1 Campos Multivetoriais com Parâmetros Escalares 
Sejam 81, ... , Sk {com k 2: 1), k subconjuntos abertos de Ri chamaremos de campo multi

vetorial sobre M com k parâmetros escalares à aplicação 

X' M X s, X ..• X s. ~ A(TM), {3.5) 
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tal que para cada x EM : X(::c)(..\1, ... , ..\k) E A(Ta:M), quaisquer que sejam os valores dos k 

parâmetros escalares ..\1 E 81, ... , Àk E Sk; o subfndice (x) indica a dependência explícita do 

pontox EM. 

Isto implica a existência de duas aplicações: para cada ponto x E M existe uma função 

multivetorial de k parâmetros escalares, 81 X • · • X Sk 3 (..\1, ... , Àk) !---)> X(a:)(.\1, ... , .\k) E 

A(T:vM), e para cada um dos k parâmetros escalares ÀI E 81, ... , Àk E Sk existe um campo 

multivetorial ordinário sobreM, M 3 x H X(x)(.>.l, ... , Àk) E A(T:r:M). 

Introduzimos as seguintes definições de diferenciabilidade: 

i. X será dito diferenciável localmente se e somente se para cada x E M a função multiveto

rial (.>.1. ... , .>.k) H X(:~:)(.\ 1 , ... , .>.k) ê diferenciável no sentido da definição de diferenciabilidade 

da teoria de funções multivetoriais (Capítulo 2, seção 1). 

i i. X será dito diferenciável globalmente se e somente se para cada um dos .>.1 E 81, ... , Àk E 

Sk o campo multivetorial ordinário, x H X(:c)(.\1, ... , Àk) é diferenciável no sentido da definição 

da diferenciabilidade apresentada na subseção(L2). 

É quase evidente que o conjunto dos campos multivetoriais com parâmetros escalares ê um 

módulo sobre :F(M). 

2.2 Campos Multivetoriais Parametrizados com Campos Multivetoriais 

Consideremos k campos multivetoriais sobreM (com k;:::: 1): Xi : M-+ Aj(TM) tal que 

paracadaxEM: Xf.) E Af(T,M) (com 1 Sj S k). 

Af(TM) = U Af(T,M) ê o j-êsimo fibrado de multivetores sobreM, formado pelos 
•EM 

j-ésimos subespaços-parte de multivetores Aj(TxM); construamos agora o fibrado de k multi-

vetores sobreM: U Af(T,M) x ... x A~(T,M). 
xEM 

Chamaremos de campo mtdtivetorial sobre M, parametrizado com os k campos multivetoriais 

X ' x•ãn-, .•• , ' ap caçao 

:F: U Af(T,M) x ... x A~(T,M) ~ A(TM), (3.6) 
zEM 

tal que para cada x EM: :F(::c)(X{x)'''''Xtx)) E A(T:r:M); o primeiro subíndice (x) indica a 

dependência explícita do ponto x E M. 
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Um caso especial de grande importância é o campo multivetorial parametrizado com 1 campo 

multivetorial, do tipo linear, com relação ao seu único parâmetro. Tal campo multivetorial é 

dito uro campo tensorial sobre M. 

A estrutura do campo multivetorial parametrizado com campos multivetoriais implica. a 

existência de duas aplicações: para cada x E M, a função multivetoriaf de k pard.metros multi

vetoriais, Af(T,M) x · · · x A~(T,M) 3 (X/x)' ... , Xtx)) >-> .F(x)(X/x)' ... , Xtx)) E A(TxM); e o 

campo multivetorial ordinário sobreM, M 3 X 1-t F(!e)(X{x)• ... 'xtx)) E A(TxM). 

Introduzimos as seguintes definições de diferenciabilidade: 

i. :F será dito diferenciável localmente se e somente se para cada x E M a fnnção multi

vetorial (X{x)' ... , Xtx)) 1-t :F(x)(X{x)• ... , Xtx)) é diferenciável no sentido da teoria de funções 

multivetoriais (Capítulo 2, subseção 2.1). 

ii. :F será dito diferenciável globalmente se e somente se para todos X 1 E Af(M), ... , Xk E 

A~(M), o campo multivetorial ordinário x t-t J=(rr:)(X(zp •.. ,Xf:1.:)) é diferenciável no sentido da 

definição de diferenciabilidade, já tratada na subseção (1.2). 

No mínimo, o conjunto dos campos multivetoriais parametrizados com campos multivetoriais 

deve ser um módulo sobre :F( M). 

3. Espaço-Tempo de Mi.nkowski 
O espaço-tempo de Minkowski é modelado sobre uma estrutura mínima {M,rr,r}, onde M 

é uma variedade suave difeomorfica a Jt1, 11 é um campo tensorial métrico sobre M e r é a 

conexão linear sobreM induzida por TJ (i.e., a conexão linear de Levi-Civita, como pode ver-se 

no Apêndice A). 

Postulamos a existência de um sistema de coorderw.do.s global sobre M, isto é, um homeomor

fismo (i.e., uma correspodência biunívocae continua), M 3 x ......__.. (xO(x),xl(x),x2(x),x3(x)) E 

R4, tal que as componentes cova.riantes de"' na base vetorial coordenada ([)~I') (i.e., um ref

erencial global de Cartan em V(M), ver nota de rodapé 13) são dadas por 

8 8 
( 1, !'=v= O 

~(8xP'8x")= -1, /L=V=1,2,3 

o, I' i v 
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Notemos que a matriz associada a 1J com relação a (t!t-t) é a matriz diagonal (1Jt-tv) = 

diag(1, -1, -1, -1), e consequentemente a inversa dessa matriz coincidirá com ela mesma, 

Observe-se que a existência de um sistema coordenado global fundamental implica a ex

istência de outros (infinitos) sistemas coordenados globais, tais que as componentes covariantes 

do campo tensorial métrico nas respectivas bases coordenadas são também 11~-tv· 

AB coordenadas Minkowskianas, M ~ x +-+ xi-t(x) E R, (com J.L =O, 1,2,3) (i.e., do sistema 

de coordenadas global fundamental) estão relacionadas com a coordenada de tempo tE R e as 

coordenadas cartesianas x, y, z E R, por: x0 = ct, x 1 = x, x2 = y, x3 = z; certamente, elas têm 

um significado geométrico-físico fundamental. 

Introduzimos duas bases naturais (11-t) e (r,..), a primeira associada ao sistema coordenado 

Minkowskiano e a segunda associada a ( a~JJ ) 

tal que para cada x E M : '1'~!{:.::) (vz) = vzxll-, qualquer que seja Vz E TzM; note que se 

Vx =v~ 
11
8 I , então V:.::XP. = vf:. 
xJJ (x) 

tal que para cada x EM: lp.l(x) (v:.::)= '11(x)( :;,.J{x), Vx), qualquer que seja Vx E TxM, isto é, 

l'"l( ) = #
8
8 I (veja nota de rodapé 4). 

x xP. (x) 
Certamente, os campos l-vetoriais~ e /p são diferenciáveis e determinam dois referenciáis 

globais de Cartan de A1(M) (veja nota de rodapé 13). 

A base natural (l'") é dual de (
8
8 

). pois ?"(
8
8 

) = !)!) x" = óe; e as bases naturais 
xt-t x"' x"' 

(l'") e (l'") são recíprocas entre si, uma vez quel'"·l'v = ~(#- 1 ?",#- 1 l'v) = ~(#- 1 ?", a'::.)= 
<"< 8':,.) = óe. 

Temos que lp. = 1Jp.v~ e "f= rfl'r,, e o tensor métrico fundamental pode ser escrito 

(3.10) 
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Lema 3.1: As derivadas covariantes con relação a a~o: dos campos l-vetoriais base -yll- e ip 

são nulas. 

Seja v EV(M), então 'V a 'l'"(v) = 
8
8 

'l'"(v) -'1'"(r(
8

8 
, v)), e pela fórmula de expansão 

F:<?L xa XO' 

de um l-vetor numa base (i.e. a =a( 
8 

R )ii1), temos que 
8xe 

A prova para 1 P é análoga. 

3.1 Álgebra Geométrica do Espaço-Tempo 

Introduziremos uma relação de equivalência entre os vetores tangente à variedade Minkows

kia.na M (i.e., uma relação de equivalência no fibrado tangente TM = U T:r;M). 
xeM 

Sejam vx, vz~ E TM, dois vetores tangente pertencentes a T:~:M e TwM respectivamente, 

v :z: é dito equipo lente a v x' (e escreve-se v x = v x'), se e somente se 

(3.11) 

Notemos que os vetores tangente ..!!_I E TxM e 
8

8 I E T:;rM, isto é, os valores dos 
éJxP (:z) x~'- (x') 

campos vetoriais coordenados a~ nos pontos x, x' E M, são equipolentes. 

A equipolência de vetores tangente preserva-se através das combinações lineares de números 

reais com vetores tangente. 

O conjunto dos vetores tangente equipolentes sobre a variedade Minkowskiana, denotado 

por M, tem uma estrutura natural de espaço linear sobre R; as classes de equivalência 
8
8 

= 
x" 

C • I , com fL = 0,1,2,3, formam uma base natural de M, e portanto, dimM =4. 
~(:<) 

Agora, definimos uma relação de equivalência entre os k-tensores (com k;,:::: 1) sobreM (i.e., 

uma relação de equivalênciano fibrado de k-tensores T•(TM) = U T•(TxM)). 
xEM 

Sejam r:~;, Tz! E Tk(TM), dois k-tensores pertencentes a Tk(T:cM) e Tk(T:c~M), ligados aos 

pontos x, X E M respectivamente. Definimos que T:.:: = T w ( T :"C é dito equipo lente a 'T :11) se e 

somente se 
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(3.12) 

(note que vi= v;,, ... ,~ =v~). 

Por exemplo, os vetores base '"Y~t!x E A1(TxM)e r~tlx' E A1(Tx,M) são equipolentes. 

O conjunto das classes de equivalencia dos k-tensores sobre M pode ser identificado com o 

espaço linear Tk(M); em particular, o conjunto das classes dos k-vetores se identifica com o 

espaço linear Ak(M). 

Também, podemos definir uma relação de equivalência entre os multitensores sobreM (i.e., 

uma relação de equivalência no fi brado de multitensores T(T M) = U T(TxM)). 
xEM 

Para r x, r x' E T(T M), dois multitensores do mesmo grau K E No, ligados aos pontos 

x,x' EM; 7'x = 'T:rf se e somente se 

(3.13) 

no sentido da def.(3.12). 

Assim, o conjunto das classes de equivalência dos multitensores sobreM pode ser identificado 

com o espaço linear T(M); especialmente, o conjunto das classes dos multivetores ê o espaço 

linear A(M). 

A equipolência de k-tensores e de multitensores é preservada através de todos os produtos: o 

tensorial, o exterior e os contraídos (à esquerda e à direita); então, logicamente, a equipolência 

de multivetores será preservada através do produto de Clifford. 

A álgebra de Clifford dos multivetores do espaço linear M (i.e., o espaço vetorial de 

Mink:owski) será chamada de álgebro geométrica do espaço-tempo. 

3.2 Campos Multivetoriais como Funções Multivetoriais de Parâmetros 

Escalares e/ ou do Vetor de Posição 
Notemos que Vx EM existem os 4 parâmetros escalares#= x~-'(x) E R (as coordenadas 

Minkowskianas contravariantes) e os 4 parâmetros escalare:; Xp = xp(x) E R (as coordenadas 

covariantes xp. = 1'JpvX" ). Podemos definir o vetor de posição (associado ao ponto x E M, e 

denotado também por x!), 
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(3.14) 

onde /p,"fp E A1(M) são as classes de equivalência dos vetores base "Yp.lx' r~-'\x E A1(TxM). 

Note que x E A1(M). 

Assim, qualquer campo escalar sobre a variedade Minkowskiana, M 3 x t-7 f(x) E R, tem 

duas funções escalares associadas que são as suas representantes em R!' e A1(M), a primeira é a 

expresão coordenada do campo escalar (uma função escalar dos 4 parâmetros escalares xJ.' E R, 

ou dos 4 parâmetros escalares Xp,. E R) e a segunda é uma função escalar do vetor de posição 

x E A1(M), 

Fl"3(x0, ... ,x3) ~---+ f(x0, ... ,x3)ER, 

A1(M)3x ~ f(x)~f(x 0 , ••• ,x3 )ER. 

(3.15a) 

(3.15b) 

Ambas as representantes de f serão denotadas pela mesma letra, uma vez que disto não resulta 

nenhuma confusão. 

Deveria ser evidente que se o campo escalar é diferenciável (no sentido da definição de dife

renciabilidade no Apêndice A) então as duas funções escalares serão diferenciáveis {no sentido 

de diferenciabilidade discutida no Capítulo 2). 

Lema 3.2: Todo campo multivetorial, do tipo diferenciável, induz duas funções multiveto

riais uma dos 4 parâmetros escalares xP E R (ou dos 4 parâmetros escalares x,.. E R) e outra 

do vetor de posição x E A1(M), ambas são diferenciáveis. 

SejaM 3 x 1--T A(:z:) E A(T:z:M) um campo multivetorial, se tomamos qualquer uma das bases 

naturais (1, .. . ,"f P. 1\ ••. 1\ lp. , ... ) ou (1, ... , "fl 1\ ... 1\ --f.r., .. ·h<k<4 , então temos 
1 "' lS:kS:4 - -

Podemos definir a função multivetorial de 4 parâmetros escalares 

R" 3 (x0 , ••• ,x3) ~ A(x0, ••• ,x3) E A(M), (3.16a) 
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tal que 
4 1 

A(x0, ... ,x3) = A0(x0, ... ,x3)+ L k 1 A~-'1···1'k(x
0 , ... ,x3)-y~ A ... A~~, ou também, 

j=l . 1 ~ 

A(x0 , ... ,x3) = Ao(xo, ... ,x3 )+ Ê -\A~ 1 ••• ~k(x 0 , ... ,x 3 )-y~t A ... 1\ 1~-'k. Onde (x0, ... ,x3 ) t-+ 

j=l k. 
Ao(xo, ... 'x3), (xo, ... 'x3) ~--+ APt· .. Pr. (xo, ... 'i3) e (xo, ... ' x3) ~--+ Ao(xo, ... 'x3), (xo' ... 'x3) ~--+ 

Ai-11 ... 1-1~ (x0, •.. , x3) são as funções escalares asssociadas às componentes contra.varia.ntes e co

variantes do campo multivetorial A, no sentido da. def.(3.15a); e 11-1
1 

A ... Ai~,., "{~-' 1 A ... A~~~ E 

Ak(M) são precisamente as classes de equivalência dos k-vetores base lp I A ... AJ/-1 I , T-'1 lzA 
1 :1: k X 

... 1\ 7"'], E A'(T,M). 

Também é possível definir a função multivetorial de uma variável vetorial 

A1(M) 3 x >-+ A(x) E A(M), (3.16b) 

tal que 
4 1 4 1 

A(x) = A0(x)+ I; 1 AP>···••(xh., 1\ ... 1\ 7"' = Ao(x)+ I: k'Ap, ... ,,(xh"' 1\ .•. 1\ 7"', 
j=l k. J=l • 

onde x ~--+ A0(x), x 1-+ A~-'''"~-'"'(x) ex 1-+ Ao(x), x ~--+ Ap1 ... p,.(x) são as funções escalares 

associadas no sentido da def.(3.15b). 

lu; defs.(3.16a) e (3.16b) significam que A(x0 , ••• ,x3) = A(x) E A(M) é a classe de equiva· 

lência de A(.:e) E A(T:z:M); as respectivas diferenciabilidades de cada uma dessas funções multi

vetoriais seguem lógicamente da diferenciabilidade do campo multivetorial. 

Lema 3.3: A todo campo multivetorial com k parâmetros escalares, do tipo diferenciável 

(local e globalmente), M X SI X ..• X sk 3 (xjÀI,····Àk) 1-+ X(:z:)(ÀI,····Àk) E A(T:cM), 

podemos associar uma função multivetorial do vetor de posição (uma variável vetorial) e de k 

variáveis escalares 

A 1(M) x 81 x · · · X S, 3 (x; >., ... , >.,) >-+ X(x; >., ... , >.,) E A(M), (3.17) 

tal que X(x; Àb ... , Àk) (um multivetor de M) é a classe de equivalência de X(:~:)(ÀI, ... , Àk) (o 

multivetor de T:cM); a função multivetorial (x;À1, ... ,Àk) t-t X(x;À1, ... ,Àk) é definida. pelo 

mesmo esquema utilizado na def.(3.16b ); sua diferenciabilidade com relação á variável vetorial é 

conseqüência da diferenciabilidade global do campo multivetorial parametrizado, e com relação 
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às k variáveis escalares ê precisamente a diferenciabilidade local do mesmo. 

Lema 3.4: Todo campo multivetorial parametrizado com k campos multivetoriais, do tipo 

diferenciável (local e globalmente) 

implica a existência de tuna função multivetorial do vetor de posição (uma variável vetorial) e 

k variáveis multivetoriais 

A1(M) x Al(M) x · · · x Ak(M) 3 (x, X', ... , X") r-+ F(x; X 1
, ... , X") E A(M), (3.18) 

na qual uma composição múltipla X 1 - Xl(x), ... , Xk- Xk(x), dá origem à função multive

torial do vetor de posição, 

A1(M) 3 x r-+ J"(x;X1(x), ... ,X"(x)) E A(M), (3.19) 

tal que F(x; X 1(x), ... , X"(x)) (um muitivetor de M) é a classe de equivalência de F<•J(X/;.l' 

... ,Xtx)) (o multivetor de TxM). Essa função multivetorial é definida de maneira análoga à 

usada def.(3.16b). 

Sua diferenciabilidad.e provem da diferenciabilidade local e global do campo multivetorial 

parametrizado. 

3.3 Derivada Vetorial Vs. Derivada Covariante 

Lema 3.5: Para qualquer campo escalar sobreM, do tipo diferenciável, existe uma notável 

relação entre sua derivada vetorial direcional e suas derivadas parciais com relação a r# e x~-' 

{j f( ) 
--"ôf(x0 , ... ,x") ôf(xo, ... ,x,) 

n. x x = n. ' ô = n. '~-' 8 , 
x~-' xl' 

onde n E A 1(M). 

Seja f E F(M), tomemos as funções escalares associadas, A1(M) 3 x r-+ f(x) E R (do vetor 

de posição) e R' 3 (x0 , ... ,x3 ) r-+ f(x) E R (das coordenadas contravariantes), então temos 
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que 
f(x + >.n)- f(x) f(x0 + Àn°, ... ,x3 + Àn3)- f(x0 , ••• ,x3 ) 

À À 

onde x =xf1.'YJ1. e n = n~"tJ1.· 

Tomando lirn nos lados esquerdo e direito, e interpretando em termos de derivada vetorial ,__, 
direcional e de derivada ordinária, obtemos 

lim J(x + Àn)- f(x) 
Á-ü À 

- lim f(xo+Ano, ... ,x3+>..n3)-f(xo, ... ,x3) 
À-+0 ). 

d~ f(xo +)mo, ... 'x3 + .\n3)!Ã=O' 

n · iJ.f(x) 
8j(x0

, ••• ,x3
) "- . "&f(x0

, .•• ,x3
) 

- & n -n 'Y a . xP. x~-' 

Onde usamos uma regra de cadeia da derivação ordinária. 
, ( ) &j(xo, ... ,xs) De J.Otrua completamente análoga, podemos provar que n. Bzf X = n. 'Yp a . 

Xp 

Lema 3.6: Para todo campo multivetorial sobreM, do tipo diferenciável, existe uma im-

portante relação entre sua "derivada direcional de Dirac" (i.e., a derivada covariante de Levi

Civita), sua derivada vetorial direcional e suas derivadas parciais com relação a :if e xl-', 

Seja A E A{M), tomemos o referencial de Ca.rtan (1, ... , ')' .. A ... 1\ "f,. , ... ) , levando 
,...1 rk 1::5k:::54 

em conta a prop.(3.4) e Vn/p =o (veja o lema 3.1), temos 

(a) 

onde utilizamos a linearidade e a regra de Leibnitz da derivada covariante e a fórmula de 

expansão de um campo vetorial tangente n = nP 
8
8 

. 
"'" Por outro lado, tomemos as funções multivetoriais associadas ao campo multivetorial, 

A1(V) 3 x ~ A(x) E A(V) (do vetor de posição) e R'" (x0 , .•• ,x3) ~ A(x0, ..• ,x3) E A(V) 
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(das coordenadas contravariantes). 

A derivada vetorial direcional de A(x) é 

n · a,A(x) 

(b) 

onde utilizamos a linearidade e a regra de Leibnitz da derivada. vetorial direcional, n · Ôzfp. =o 

e o lema 3.5. 

As derivadas parciais de A(xo, .. . ,x3) com relação a x~-" fornecem 

aA(x0 , ••• , x") 
ax• 

Agora, combinando as eqs.(a), {b) e (c), obtemos finalmente que 

'ilA - -aA()- _ _,.aA(x0
, .•• ,x3

) n· -n z x -n·-,- . 
ax• 

De maneira análoga obtemos também o resultado 

'ilA i:J A( ) 
aA(xo, ... , xa) 

n• =n· z X =n·"fp. a . x. 
Costumeiramente, expressamos o conteúdo deste lema pelas correspondências 

a a 
fp. ·V+-+ ip. · Ôx +-+--e-('· V+-+-('· Ôz +-+ --. 

8xP 8xp. 

(c) 

(3.20) 

Ainda, o lema 3.6 tem uma conseqüência muito interessante, o gradiente V A, o divergente 

V J A e o rotacional V A A (i.e., as derivadas de Dirac) coincidem com o gradiente âzA(x), o 

divergente 8zJ A(x) e o rotacional OzAA(x) (i.e., as derivadas de Hestenes[4J,[Sl).; Este corolario 

justifica as correspondências V +-+ Ôz, V .J +-+ Ôz.J e V A +-+ Ôx A . 
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CAPÍTUL04 

Formalismo Lagrangiano para Campos 
Multi vetoriais 

Desenvolveremos neste capítulo o formalismo Lagrangiano para campos multivetoriaisl9l no 

espaço-tempo de Minkowski. 

A idéia foi sugerida originalmente por Lasenby et al. em [9] e Rodrigues Jr. et al. em [18], 

porém sem justificativa matemática rigorosa. 

Discutiremos especialmente os conceitos fundamentais envolvidos nas noções de LagTangiana 

e ação e obteremos as equações de Euler-Lagrange correspondentes aos distintos tipos de La

grangianas a partir do princípio de ação estacionária. 

Além disso, introduziremos e discutiremos os conceitos de extensores de energia-momento e 

de momento angular. 

1. Lagrangianas de Campos Multivetoriais 
Existem exatamente três tipos fundamentais de Lagrangianas associadas a um campo mul

tivetorial no espaço-tempo de Minkowski. 

Seja X um campo multivetorial diferenciável sobre a 'V8riedade Minlrowskiana M, e consi

deremos as derivadas especiais a*x, onde* é quaisquer dos produtos de multivetores ( Clifford), 

{...l} ou (A) (i.e. 8 *X é o gradiente {)X, o divergente contraído 8..J X ou o rotacional 81\ X). 

Um campo escalar parametrizado com os campos multivetoriais X e 8 *X, do tipo diferen

ciável global e localmente, 

C' U (A(T,M))x,., x (A(T,M)) 8,x,., ~R, 
xeM 

(4.la) 

tal que para cada X E M : ..C(X(:l:)l a* X(x)) E R, será chamado de Lagrangiana associada ao 

campo multivetorial X. 
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Essa aplicação do fibrado de duplas de multivetores U (A(T,M))x x (A(T,M)) 8,x a 
~M ~ ~~ 

R implica a existência de uma uma função escalar de 2 variáveis multivetoriais 

(A(M))x(z) x (A(M))8,x(z) 3 (X, X,)~ .C(X,X,) E R, (4.lb) 

na qual a composição múltipla X -Jo X(x) e X* --+ ô * X(x), dá origem à função escalar do 

vetor de posição 

A1(M) 3 x ~ J:(X(x), & * X(x)) E R, (4.1c) 

tal que J:(X(x),& * X(x)) = J:(X(z)• & * X(z)l· 

Note-se que A1(M) 3 x ~ X(x) E (A(M))x(z) e A1(M) 3 x ~ ii>X(x) E (A(M))&•X(x) 

são as funções multivetoriais do vetor de posição x, associadas aos campos multivetoriais X e 

â*X. 

Às vezes, para esses esquemas complicados de funções multivetoriais utilizaremos as notações 

simplificadas (e abusivas!) x H (X,â *X)~---+ L.( X,{}* X). 

Notemos os três tipos de Lagrangianas (X, &X) >-+ J:(X, &X), (X,&" X) H J:(X, &" X) e 

(X, & 1\ X) ~ J:(X, 8 1\ X). 

1.1 Variação da Lagrangiana 

Introduziremos dois conceitos fundamentais no formalismo Lagrangiano, a saber: Lagrangia

na variada e primeira variação da Lagrangiana. 

Seja O um subconjunto aberto de M, com fronteira 80; tomemos um campo multivetorial 

arbitrário A (diferenciável!) que se anula sobre 00 {i.e., Alan = 0). 

Podemos definir uma função escalar do vetor de posição e de um parâmetro real, associada 

à Lagrangiana {X,&* X) t-+ .C(X,â *X), por 

LA 'A1(M) x So ~R, (4.2) 

tal que para x E A1(M) e). E S0 (um subconjunto aberto de R, que contem o zero) 
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Observe-se que .CA(x,O) = .C(X(x),8 * X(x)), por isso .C A será chamada de Lagrangiana 

variada. 

Por outro lado, podemos desenvolver .CA pelo teorema do valor médio (de ordem 1). Obte

mos que 

Se definirmos a função escalar de x e À, 

e levarmos em conta que CA(x,O) = .C(X(x), a* X(x)), poderemos escrever que 

LA(x,À) ~ L(X(x),ô * X(x)) + 8LA(x, À)+ o(x, À2
). 

Portanto, D.CA é a aproximação linear a .CA, e será convenientemente chamada de primeiro 

variação da Lagrangiana. 

Lema: A derivada da Lagrangiana variada em zero (i.e., 8>...CA(x, >.)i>..=o) }X)de ser expressa 

em termos das derivadas multivetoriais parciais da Lagrangiana. Temos, 

(4.4) 

De acordo com a def.(4.2), temos que (omitindo-se a variável vetorial x), 

ô,L(X +À (A)x ,ô• X+ À (ô • A) .. x)l,~o 

- lô,(X + À(A)x) ·ôxL(X +À(A)x ,ô•X +À(ô•A) .. x) + 

a,(ô•X +À(ô• A)a.x) · a .. xc(x + À(A)x ,a.x + À(ô•A) .. x)l,~o 

(A)x · ôxL(X,ô• X)+ (ô•A)a.x · ôx.L(X,IhX) 

- A·ôxL(X,ô•X)+ô•A·ôx.L(X,ô•X), 

onde utilizamos uma regra de cadeia do cálculo de funções multivetoria.is, duas propriedades 
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das funções escalares de variáveis multivetoriais, a saber, <P(X), A · ôx<l>(X) ~ A. [ôx<P(X)] e 

ôx<l>(X) ~ (ôx<l>(X)) x , e a identidade algébrica (A)x · B ~A· (B) x. 

As vezes, a fórmula ( 4.4) será escrita por abuso de notação 

ô,CA[>=O ~A· ôxl:(X,ô•X) +ô•A· ôa.xl:(X,ô *X). 

1.2 Variação da Ação 

Associado à Lagrangiana (X,8*X) 1--+ L( X, 8*X), existe um escalar (i.e., um número real) 

chamado de ação (sobre D), definido por 

S ~ 1, C(X(x),ô•X(x)hc•)• (4.5) 

onde 1'(:z:) = 1?:z:) 1\ r[x) A ~~:z:) 1\ '1x) ê o elemento de volume de M (i.e., para cada x E M: 

í'(:z:) E A4(T:z:M)). Trata-se da integral de uma 4-forma diferencial na teoria de integração em 

variedades[l],[3]. 

Introduziremos os conceitos fundamentais de ação variada e primeira variação da ação. 

Podemos definir a função real ordinária de So (um subconjunto aberto de R, que contem o 

zero) a R 

SA : So ~R, À~ BA(À) ~ 1, CA(x, Àh(•)• (4.6) 

ou Beja BA(À) ~ fnl:(X(x) +À (A(x))x(•) ,ô * X(x) +À (ô * A(x))a.x(•)h(•)· 

Observamos que SA(O) =S. Por essa razão, a função ordinária SA será chamada de ação 

variada da Lagrangiana. 

Por outro lado, se desenvolvermos SA pelo teorema do valor médio (de ordem 1), obteremos 

e, definindo a função real ordinária 6SA, 

(4.7) 
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e levando em conta que SA(O) = S, teremos que 

Assim, éS A é uma aproximação linear aSA, e será chamada de primeira variação da ação. 

Na mesma linha de raciocínio, poderiamos desenvolver as variações de ordens superiores da 

Lagrangiana e da ação. Porém não são aqui necessárias! 

A seguir, mostraremos que para cada um dos trêstiposdeLagrangiana (X,ôX) ~--+C( X, ôX}, 

(X, a" X) ~ C( X, aJ X) e (X, a À X) ~ C( X, a À X), temos uma fórmula da derivada da ação 

variada em zero (i.e., S'A(O) = aÀ In CA(x,.\)-y(•)L~o =In aÀcA(x,Oh(z)l· 

Utilizaremos três identidades notáveis14 do cálculo multivetorial 

a. [a.(aX). Y] 

a. [a.(a" X). Y] 

8· [&.(a À X)· Y] 

(8X) · Y +X· (8Y), 

(a" X)· Y +X· (8À Y), 

(8ÀX) · Y +X· (8J Y), 

( 4.8a) 

(4.8b} 

( 4.8c) 

(a é um campo vetorial e X e Y são dois campos multivetoriais), e o Teorema de Gauss-Stokes 

(4.9) 

(v é um campo vetorial diferenciável arbitrário). 

Agora, parao primeiro tipo de Lagrangiana (X,8X) ~ C(X,8X), pela fórmula (4.4), temos 

que (omitindo-se x) 

SÁ(O) = kiA · 8xC(X,8X) +8A· aexC(X,aX)]'y, (i) 

o segundo termo da integral de volume pode ser fácilmente transformado, utilizando a identidade 

14 As idéias gerais para as demonstrações das identidades ( 4.8a), (4.8b0 e ( 4.8c), :ficam ilustradas provando só 
a primeira 8 · [8,.(aX) · Yj = -l· .y'8,a[('YpX) · Y] =-f· -f'[('yp8,aX) · Y +X· ('y~<8,aY)] = (8X) · Y +X· (8Y) 

Numa linha de raciocínio análoga, utlilizando as identidades (b.J A)· B =A· (bAB) e (bA A)· B =A· (b.J B), 
podemos provar facilmente a segunda e a terceira. 
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{4.8a) e o Teorema de Gauss-Stokes, dá 

fniBA·BaxC( .. . )h fni8A·8oxC( .. . ) +A· 88oxC( .. . ) -A- 88oxC( .. . )h 

- k {8 · [Ba(aA) · BaxC( ... )]- A· 88axC( ... )}-y 

fro18a(aA) ·BaxC( ... )]_, -,-fn[A·88axC( ... )h, 

e, levando em conta a condição de fronteira Aan = O, obtemos que 

k[8A·8axC( ... )h= -fn1A·88oxC( ... )]'Y. 

Daí, colocando a eq.(ii) na eq.(i), obtemos a fórmula 

s:._(o) =in A· [8xC(X,8X)- 88axC(X,8X)]'Y. 

(ii) 

( 4.10) 

Na mesma linha de raciocínio, utilizando as identidades ( 4.8b) e ( 4.8c) e o Teorema de 

Gauss-Stokes com a condição de fronteira Aan = O, obtemos para o segundo e terceiro tipo de 

Lagrangianas (X, a_, X) ,.... C( X, âo X) e (X, â 1\ X) ,.... C( X, â 1\ X) as fórmulas 

S'A(O) - lnA·[âxC(X,âoX)-â/\âa"xC(X,â_;X)]'Y, (4.11) 

SÁ(O) - In A- [8xC(X,â 1\ X)+ Ô_; âaAXC(X,â 1\ X) h. (4.12) 

1.3 Princípio de Ação Estacionária 
O princípio de ação estacionária pode ser enunciado rigorosamente utilizando o conceito 

fundamental de primeira variação da ação. 

O campo multivetorial. X evolui de modo que a primeira variação da ação fJS A, para um 

campo multivetorial arbitrário A, seja identicamente nula; isto ê, 

8SA(>.) =O, para todo À E So, (4.13a) 
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ou equivalentemente 

(4.13b) 

a condição de ser nula a derivada da ação variada em zero. 

1.4 Equação de Euler-Lagrange 

O princípio de ação estacionária implica a existência de uma equação diferencial que deve 

ser satisfeita pelo campo multi vetorial X. Tal equação diferencial é tradicionalmente conhecida 

como a equação de Euler-Lagrange. 

Obteremos as equações de Euler-Lagrange correspondentes a cada um dos três tipos de 

Lagrangianao; (X,ôX) ~ C(X,ôX), (X,ôJ X)~ C(X,ôJ X) e (X,ôA X)~ C(X,ôA X). 

Para cada caso, a equação diferencial satisfeita pelo campo multivetorial X é obtida a partir 

das fórmulas {4.10), (4.11) ou (4.12) sob a condição de anular-se a derivada da ação variada em 

zero. 

No caso da Lagrangiana (X,ôX) .-. C(X,ôX), utilizando a fórmula (4.10) e a eq.(4.13b), 

temos 

1. A· [ôxC(X,ôX)- ôôaxC(X,ôX)]'y =O, 

e, pela arbitrariedade de A, obtemos que 

ôxC(X,ôX)- ôô&xl:.(X,ôX) =O. (4.14) 

A equação diferencial multivetorial. (4.14) é equação de Euler-Lagrange para a evolução de um 

campo multivetorial X com Lagrangiana associada (X, ôX) .-. C( X, ôX). 

Para as Lagrangianao; (X,ô" X)~ C(X,ôJ X) e (X,ô A X).-. C(X,ô A X), das fórmulas 

(4.11) e (4.12) e a eq.(4.13b), obtemos que 

o, 

ôxC(X,ôAX) -ÔJ ôaAXC(X,ôAX) - O. 

( 4.15) 

( 4.16) 

Finalizamos esta subseção, com a apresentação de alguns exemplos importantes de aplicação 

do formalismo Lagrangiano. 



Exemplo 4.1: Lagru.ngiana de Dirac. 

Na Mecânica Quântica, uma partícula com massa m, carga elétrica e e spin ! (i.e., a partícula 

de Dirac) é descrita por um campo spinorial '1/J (chamado de campo spinorial de Dirac-Hestenes ), 

no nosso formalismo, 'ljJ é essencialmente um campo multivetorial par. Para mais detalhes sobre 

este último, veja o Apêndice C. 

A Lagrangiana para a partícula de Dirac, movendo-se num campo eletromagnético, é 

onde A é o campo de Maxwell (i.e., o potencial eletromagnético). Lembre-se que i= 'Yo/Ií'21 3 

é a unidade pseudo-escalar na álgebra de espaço-tempo. 

Trata-se de uma La.grangiana tipo (7j;,8'1/J) .- C('ifJ,8'1/J), e portanto a equação de Euler

Lagrange associada ao campo spinorial tjJ, será 

Calculemos as derivadas multivetoriais â.pC(,P, â.p) e âa,pC(,P, â.p). Temos, 

â.pC(,P,â.p) - ~(â.pi-y 3 ).p-e(Ah 0 +Ã-f'ioJ.p -2mcl/J 

/ílhfri"!, - 2eA.P"fo- 2mcl/J, 

onde utilizamos as identidades do cálculo multivetorial8x(X ·X)= 2X, 8x(B·X) = (B)x 

e âx[(BXC) ·X] = (BXC + BXCJ x. Desenvolvidas nos exemplos (2.1), (2.2) e (2.3) do 

Capítulo 2. 

Assim, a equação diferencial que deve ser satisfeita pelo campo de Dirac '1/J (i.e., a equação 

de Dirac), é 

lílhfri'Y, - 2eA1frt0 - 2mc1jJ - 8(- ~,Pi-y 3 ) O 

lílhfri'Y3 - eA'</rio- mc1/J - O, 

mcl/J"io· 
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Observamos que a Lagrangiana de Dirac, pensada como função escalar de 2 variáveis roul-

tivetoriaiB (?j;,<p) '""'t:.(?j;,<p) = n('l'i'Y3) ·'lj;- e(AW1o), 1j;- mC/jJ, 'lj;, possui uma propriedade 

notável, a função composta '1/J ~----+ L('l/J, Ô'ifJ), onde 'l.jJ satisfaz a equação de Dirac, é identicamente 

nula. Vejamos, 

C.( 'lj;, ii1j;) - n( ii'lj;i'"(3 ) • w - e(A'Ij;10) ·w - mCI/J · w 
- (líffi/;i1a- eAno- mCI/J), 'lj;, 

C( 1j;, ii1j;) O. 

Exemplo 4.2: Lagrangiana de Maxwell. 

Na Teoria Eletromagnética, a Lagrangiana associada ao campo de Maxwell A (i.e., o po

tencial eletromagnético, veja-se o Apêndice B) gerado por uma densidade de corrente J, é 

1 
t:.(A,811 A)= - 2,;0c'(811 A), (811 A)- A· J, 

'frata-se de uma Lagrapgiana (A, 81\A) '""' C.(A, 81\A), e assim a equação de Euier-Lagrange 

para A, será 

Calculamos as derivadas muitivetoriaiB 8 AC.(A, 8 1\ A) e 8aML.(A, 8 1\ A). 

8AC.(A,81\A) -(J)A = -J, 

8aML.(A, 81\ A) - -~Eoc 2 8aM(811 A)· (811 A)= -~Eoc'281\A. 

Onde utilizamos as formulas multivetoriaiB 8x(X ·X)= 2X e 8x(B ·X)= (B)x. 

A equação diferencial satisfeita pelo campo de Maxwell A é então, 

-J + Eoc'8"(81\ A) - o, 

8"(81\A) - 14JJ, 
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Para o campo de Faraday (i.e,. o campo eletromagnético) F = 8 A A, temos que 

Esta última equação diferencial multivetorial será dita equação de Maxwell. Como mostrado no 

Apêndice B, ela codifica as quatro equações diferenciais vetoriais usuais dos textos elementares. 

2. Extensor Canônico de Energia-Momento 
Desenvolveremos um argumento heurístico para obtermos os extensores canônicos de energia 

associados a cada um dos três tipos de Lagrangianas (X,&X) 1-+ C(X,8X), (X,&.J X) 1-+ 

C(X, 8~ X) e (X, 81\ X) ,__. C( X, 8 1\ X). 

Mostraremos que a invariancia translacional da Lagrangiana implica a existência de um 

campo extensorial do tipo (1, 1) que certamente é conservado, esse é o extensor canônico de 

energia-momento. 

Por uma translação ativa (i.e., do sistema físico} na direção constante lp e de amplitude 

e, o vetor de posição transforma-se por x -)o X = x + erJ.'' a lei de transformação de um 

campo multivetorial X, tanto para rotor quanto para spinor, é X(x) __,. X'(x') = X(x), ou seja, 

X(x)-+ X'(x) = X(x''), com x'' = x -erwPara mais esclarecimentos sobre os conceitos de 

rotor e spinor, veja os Apêndices B e C. 

A invariancia translacional de uma Lagrangiana (X,&* X) 1-+ C..(X,& *X), associada ao 

campo multivetorial X, significa que C[X(x),8 • X(x)] = .c{X'(x'), i!* X'(x')], (8 = ~ e 

i!= 8,), ou ainda, de uma maneira mais conveniente C[X(x''),8•X(x")] = C[X'(x),8•X'(x)], 

com x'' = x- Elw 

Notemos que X(x'') e X'(x) são dependentes do vetor de posição x e do parâmetro real e; a 

"grande ideia'' é derivar com relação a e ambos lados da condição de invariancia translacional, 

e valuar as equações em E= O. 

Para ilustrarmos a situação geral, só desenvolveremos o teorema de conservação da energia

momento correspondente à Lagrangiana (X,8X) H C(X,8X). 

Neste caso, derivando com relação ao parâmetro real e a condição de invariancia transJ.a.-
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cional, obtemos que 

8,:1' · C[X(:r!'),8X(x")J - 8,X'(x) · 8xl:[X'(x),8X'(x)J 

+88,X'(x) · 8axl:[X'(x),8X'(x)], (i) 

onde utilizamos duas regras de cadeia do cálculo multivetorial; no lado esquerdo com a função 

vetorial é~--+ X' e a função escalar x" ~--+ .C[X(x"),&X(x'')] e no lado direito com as funções 

multivetoriais é H X(a,/1), é~---+ âX(x'') e a função LagTangiana. C; no segundo termo do lado 

direito usamos a comutação dos operadores &e e a. 
Calculando ambos os lados daeq.(i) em é= O, levando em conta os resultados X(x'')le=O = 

X(x), 8X(:r!')l,~o ~ 8X(x) e X'(x)l=o ~ X(x), 8X'(x)l,~o ~ 8X(x), temos que 

8,x"i=o ·8C(X,8X) ~ 8,X'(xJI=o ·8xl:(X,8X) 

+8 8,X'(x)i,~o · 8axC(X,8X), (ii) 

e, introduzindo na eq.(ii) os resultados a,x"l=o ~-"(.e 8,X'(x)i=o ~ -8,X(x), é 

--r, ·8C(X,8X) ~ -â,X · âxC(X,âX)- ââ,X · âaxC(X,âX). (iii) 

O lado direito da eq.(iii) pode ser escrita como o divergente de um campo vetorial, a saber 

--r,·âC(···) ~ -â,X·âxC(···)-88,X·8axC(···) 

-â,X · 88axC(···) +â,X ·ââaxl:(· · ·) 

- -8,X ·[8xC(· · ·)- 88axC(· · ·)]- 8 · ( B,XBaxC(· · ·) )
1

, 

=> a,C(X,âX) - 8· (a,XÕaxC(X,âXJ)
1

. (iv) 

Lembre-se que lp. · & = &p. e -yJl. • & = ôJI.. Utilizamos nas deduções acima a equação de Euler

Lagrange (4.14) e a identidade15 do cáleulo multivetorial 8 · ( XY) 
1 
~ (âX) · Y +X· (8Y), 

15 A identidade a- ( xY) 
1 

= (8X)- Y +X- (BY) pode ser obtida facilmente da identidade (4.8a); de fato, no 

lado esquerdo da identidade (4.8a), temos que a,.(aX) · Y = a .. x · (aY) = a,.(XY)- a= ( xY) 
1

• 
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onde X e Y são dois campos multivetoriais. 

Ainda, o lado esquerdo da eq.(iv), pode ser escrito trivialmente como o divergente de um 

campo vetorial 

(v) 

Finalmente, colocando a eq.(v) na eq.(iv), obtemos a equação diferencial multivetorial 

Desta maneira, provamos que para a Lagrangiana (X, âX) H> C( X, âX) existe um campo 

extensorial do tipo (1, 1), definido por 

Tt(n) = ((n·&X)7iaxC(X,&XJ)
1 

-nC(X,&X), ( 4.17) 

tal que 

(4.18a) 

Os quatro campos vetoriais rt ( ')' J') têm divergentes nulos! 

O campo extensorial T(n), associado ao campo multivetorial com Lagrangiana (X,âX) H 

C(X, âX), é o extensor caOOnico de energia-momento, e os campos vetoriais rt ( ')' p.) serão chama

dos de vetores canônicos de energia-momento. As quatro equações diferenciais ( 4.18a) expres

sam as leis de conservação dos vetores de energia-momento. 

Ainda, devido à identidade do cálculo multivetorial [Bn · tJI'( n)] ·"f J' = â· rt ("Y ~), existe outra 

forma de expressar o teorema de oonservação da energia que envolve o operador diferencial Ôn · â 

e o extensor de energia--momento, a saber 

a. ·&T(n) =o. (4.18b) 

Assim, uma única equação diferencial expressa a lei de oonservação do extensor de energia-

momento. 

Na mesma linha de raciocínio, podemos obter os vetores e extensores canônicos de energia-
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momento correspondentes âs Lagrangianas (X,8J X) ~ .C(X,8J X) e (X,8 A X) ~ 

.C(X, ôAX); nos passos que nos levam até a análoga da eq.( iv ), devemos utilizar as identidades" 

do cálculo multivetorial8· (:Y"x)
1 

= (8" X), Y +X· (8 A Y) e 8. (xx\ =(à AX). Y+ 

X· (ô_j Y), onde X e Y são dois campos multivetoriais. 

Para a Lagrangiana do segundo tipo, temos que 

(4.19) 

E o resultado correspondente à LagrangiaÚa do terceiro tipo é 

(4.20) 

Notamos que o teorema de conservação da energia-momento sempre pode ser expresso tanto 

na forma da eq.(4.18a) (como conservação dos vetores de energiarmomento) quanto na forma 

da eq.(4.18b) (como conservação do exten.oor de energia--momento). 

Obtivemos os três extensores de energia-momento e o teorema de conservação como conse

qüência da invariancia translacional de cada uma das Lagrangianas, contudo, é possível con

seguir esses resultados de uma maneira mais geral que não envolve nenhuma condição especial 

de simetria! 

Para exemplificarmos, indicaremos como obter novamente o extensor canônico de energia

momento correspondente à Lagrangiana {X, ôX) ~---+C( X, ôX). 

Derivando a Lagrangiana com relação à coordenada de posição x"', obtemos 

8"X · 8x.C(X,8X) +8.8X ·ôax.C(X,ôX) 

a.x. 8x.C(X, 8X) + aa.x. ôax.C(X,8X), 

onde usamos uma das regras de cadeia do cálculo multivetorial com as funções multivetoriais 

16As identidades 8· (Y .M)
1 

= (8..1 X)· Y +X. (8A Y) e 8· (i..~Y) 1 = (8AX) · Y +X· (8..1 Y) podem 

ser obtidas das identidades (4.8b) e ( 4.8c); s6 devemos transformar os lados esquerdos destas últimas utilizando 

as identidades a..~ X= !(aX-Xa) e !(xY-Yx)
1 

= (Y"..~x) 1 , e as identidades a AX = 4(aX +Xa) e 

~ (xY +Yx)
1 

= (i..~Y) 1 • 
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xP H X, xJ.t H ax e a função Lagrangiana c, no último passo utilizamos a comutação de 

operadores aj.ta = ÔÔw 

Agora, utilizando a equação de Euler-Lagrange ( 4.14) e a identidade do cálculo multivetorial 

ô· (rr), = (ôX) · Y +X· (ôY), temos que 

ô".C(· · ·) = ô"X · ôx.C(· · ·) + ôô"X · ô&x.C(· ·-) 

+ô"X · ôôax.C(· · ·)- ô"X · ôô&x.C(· · ·) 

o.x. [ôx.C(·. ·)- ÔÔ&x.C(·. ·)] + ô. ( o.x'fíax.C(·. ·)),, 

o • .c(X,ôX) - ô-(o.xãax.C(X,ôx))
1

. 

Essa equação diferencial multivetorial é precisamente a eq.(iv) na linha de raciocinio que con

duz ao extensor canônico de energia-momento (4.17) e ao teorema de conservação da energia

momento (4.18a) e (4.18b). 

Encerrando esta seção, apresentamos alguns exemplos de extensores canônicos de energia

momento. 

Exemplo 4.3: Extensor canônico de energia-momento do campo de Dirac livre. 

Como já vimos no exemplo (4.1), a Lagrangiana para o campo de Dirac livre (i.e., A= o) é 

As derivadas multivetoriais Ô?fJ.C.,(1/J,Ô1/J) e â&,p.C.,(1/J,Ô1/J) são 

Ô1/J.C,(1/J,Ô1/J) - n(ô1fli-r3)- 2=1/J, 

ôa.;,.C,( .p, Ô1fJ) -n.pi-,3 • 

A equação diferencial para o campo de Dirac livre é 

~-y,-=1/J - o, 

De acordo com a def.( 4.17), o adjunto do extensor de energia-momento do campo de Dirac 
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livre será 

T}(n) ((n·lhP)iia.pC,('ifJ,Ihf))
1 

-nC,('ifJ,/hP) 

h((n·lhf)i-y3:;ft) 1
, 

leve-se em conta que .C0 ('1/J, Ô1/J) = O, para toda solução da equação de Dirac livre, veja a 

observação no final do exemplo (4.1). Este resultado está de acordo com a fórmula do extensor 

de energia-momento (i.e., o tensor de Tetrode), discutida no Apêndice C. 

é 

Exemplo 4.4: Extensor canônico de energia-momento do campo de Maxwelllivre. 

De acordo com o exemplo (4.2), a Lagrangiana para o campo de Maxwelllivre (i.e., J =o) 

C,(A,8 AA) =- 2 ~ (8 A A)· (8AA). 

1 
--81\A. 

111! 

a equação diferencial multivetorial para o campo de Maxwelllivre é 

{}_j F= o{:::} 8F =O, 

onde F = {j 1\ A. 

O adjunto do extensor canônico de energia-momento do campo de Maxwelllivre, utilizando 

a def.( 4.20), será 

r,1(n) ( (n · aÃ)" 88AAC,(A,a 1\ A)),- ._.c,( A, a 1\ A) 

1 1 
- 111! [(n. OA)" F+ 2nF ·F]. 

O extensor canônico de energia-momento é 

T,(n) = 
~ 1 1 

O,n. 1 • (b) = -[O,n · (b · OA)" F+ -O,n · bF ·F] 
111! 2 
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1 1 
-[-ô,(b · àA) · (n" F)+ -nF ·F] 
l'o 2 
1 1 

- l'o[(n" F)" F- (n" F)· àA+ 2nF·F] 

1 - 1 - -FnF- -(n" F)· àA. 
2J1.o fJ.o 

Onde utilizamos as identidades do cálculo multivetodal ô,(b · à)X ~ àX e ô,[a(b · à)X] -

2(a · 8)X- a8X, e no último passo, a identidade FnF = 2(n...J F)...J F+ nF ·F. 

Observamos que o primeiro termo de T0 (n) corresponde ao extensor de energia-momento 

deduzido no Apêndice B, esse tensor, como já sabemos, é conservado! 

Além disso, podemos mostrar que o segundo termo de T0 (n) é também um extensor conser

vado, isto é 

àn ·à(n" F) ·àA - 7" ·àn[(à"n" F) ·yà~A+(n" a.F) ·yà~A+(n" F) ·yà"à~A] 

(7"" à" F)· yà~A + ('Y"" F)· yà"à~A 

- (à" F)· /!A+ ('f" 1\ y) · Fà"à~A ~o, 

o primeiro termo é nulo porque 8...J F= o (no campo de Maxwelllivre) e o segundo termo é 

nulo devido á antisimetria de 'YP. A ;fi e à simetria de 8p.8p. 

3. Extensor Canônico de Momento Angular 
Mostraremos que a invariancia rotacional da Lagrangiana implica a existência de um campo 

extensorial do tipo (1, 2) que é conservado. Ele será chamado de extensor canônico de momento 

angular. 

Por uma rotação ativa (i.e., do sistema físico), na bidireção constante "'fp.l\"f11 e de amplitude 

8, o vetor de posição transforma-se por x--+ x' = exp('Yp. A "'f118/2)xexp( -"(p. 1\ 'YvfJ/2); as leis 

de transformação de um campo rotor X e de um campo spinorial 'ljJ são 

X(x) ~ X'(x') ~ -(7" A7v0/2)X(x)exp(-7" 1\ 7v0f2), 

.P(x) ~ V/(.!)~ -(7" 1\ 7v0/2),P(x), 
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ou seja 

X(x) - X' (x) = exp('y" 11 -y,O j2)X(x'') ex:p( --y" 11 -y,O /2), 

,P(x) - ,P'(x) =ex:p('Y"II-y,Oj2),P(x"), 

onde x'' = exp( --y" 11 -y,O /2)x exp(-y" 11 -y,0/2). 

A invariancia rotacional de uma Lagrangiana {X, &*X)~---+ C.(X, éhX), associada ao campo 

multivetoria.l X (tanto um rotor quanto um spinor), significa que 

C[X(x),ô * X(x)] = L[X'(x'),ô' * X'(x')J, 

onde ô = Ôx e iJ = ô,;, ou equivalentemente L[X(x''),ô• X(x'')J = L[X'(x),ô * X'(x)J. 

Deduziremos explicitamente o extensor de momento angular correspondente à Lagrangiana 

de campo rotor (X, &X) ~---+ C( X, &X) e daremos o resultado para a Lagran.giana do campo 

spinorial (,P,ô,p) ~ C(,P,ô,P). 

Ainda, comentaremos os extensores de momento angular correspondentes às Lagrangianas 

de campos rotor (X,ô~ X)~ L(X,ô X) e (X,ôiiX) ~ C(X,ô/\X). 

Derivando com relação ao parâmetro real fJ a condição de invariancia rotacional da La

grangiana (X, ôX) ~L( X, ôX), obtemos 

ôox" · ôC[X(x"),ôX(x")J = ô,X'(x) · ôxL[X'(x),ôX'(x)J 

+ôoôX'(x) · ôaxL[X'(x),ôX'(x)], (i) 

no lado esquerdo utilizamos uma das regras de cadeia com a função vetorial fJ ~---+ x" e a função 

escalar x" ~---+ C[X(x''), &X(x'')] e no lado direito utilizamos outra regra de cadeia com as funções 

multivetoriais fJ ~---+ X'(x),8 ~---+ IJX'(x) e a função Lagrangiana C; e no último termo tivemos 

em conta a comutação de operadores &s& = IJ8o. 

Calculando ambos os lados da eq.(i) em 8 =O, levando em conta os resultados X(x'')lo=o = 

X(x), ôX(x'')lo~o = ôX(x) e X'(x)lo~o = X(x), ôX'(x)lo~o = ôX(x), temos que 

ôox"l~o · ôC(X,ôX) = ô,X'(x)i,~o · ôxC(X,ôX) 



+ô ôeX'(x)l,=o · ôoxC.(X, ôX). (ii) 

Todavia, o lado direito da eq.(ii) pode ser escrito como o divergente de um campo veto

rial, utilizando-se a equação de Euler-Lagrange (4.14) e a identidade do cálculo multivetorial 

ô · ( XY)
1 
~ (ôX) · Y +X· (ôY), one X e Y são dois campos mu!tivetoriais. 

ôex"l9=o · oC.(· · ·) ~ ôeX'(x)ie=o · ôxC(· · ·) + ô ôeX'(x)i'=o · ôoxC(· · ·) 

+ ôeX'(x)i,=o · ôâoxC(· · ·)- ôeX'(x)l,=o · ôôaxC.(· · ·) 

- ôeX'(xlle=o · [ôxC(·· ·)- ôôaxC.(· ··)] 

+ô · ( ôeX'(x)l9=0 ãaxC(· · ·)) 
1

, 

=> ôex''l9=o·âC.(X,âX) ~ ô·(ôeX'(x)l9=0 ãoxC(X,âX))
1

. 

Calculemos ôox"lo=o• ôeX'(x)lo=o· 

(--r. A 'Yv(2)x + xh. A 'Y,/2) ~X" h. A'"(,), 

(-r" A -r,/2)X + x" h" A 'Yv) · ôX +X( --r. l'q,/2) 

h. A 'Yv) X X+ x" ('Y" A 'Yv) · ôX. 

Utilizando-se esses resultados17 na eq.(iii), obtemos que 

(iii) 

Ainda, o lado esquerdo da eq.( i v) pode ser transformado em divergentes de campos vetoriais; 

isto é, 

x" ('Y" 1\ 'Yv) · âC.( .. . ) [x" h. A -r,)]· "i'âaC( .. . ) 

- r· ôp[x" h" A-ru)C( ... )]-r· h a" ('Y" A -r,)]C( ... ) 

- O· [x" ('Y" A -r,)C( ... )]. (v) 

11 O produto comutador de dois multivetores define-se por A x B = !(AB- BA). 
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Portanto, introduzindo a eq.(v) na eq.(iv), obtemos finalmente para o campo rotor X que 

Deste modo, demostramos que existe lWl campo extensoria.l do tipo (1, 2), digamos Jx(n), 

tal que seu adjtwto J.k(B), um campo extensorial do tipo (2, 1), é definido por 

tal que 

(4.22a) 

Estas equações diferenciais expressam que os seis campos vetoriais J.k ( 'Y I' 1\ 'Y v) estão sendo 

conservados. 

O campo extenBOrial Jx(n), associado ao campo rotor X (com Lagrangiana (X,8X) ~ 

.C( X, &X)), é o extensor can6nico de momento angular; os campos vetoriais J.k('YI' 1\ ')'11 ) serão 

chamados de vetores can6nicos de momento angular. 

Contudo, existe outra. forma de expressar o teorema de conservação do momento angular 

que só envolve o operador diferencial 8n · ô e o extensor canônico Jx(n) numa única equação 

diferencial, a. saber 

On · 8Jx(n) =o. (4.22b) 

Onde usamos a identidade do cálculo multivetorial [8n · 8Jx(n)]· ('y" A ?v)= & · Jk('y" A ?v)· 

Para um campo spinorial ..P com Lagrangiana do tipo (..p,&..p) ~ C(,P,&..p}, o exteusor 

canônico de momento angular JX>de ser obtido seguindo o mesmo raciocínio que levou à def.( 4.21 ); 

só tenh&-se em conta que &,..p'(x)ie~o = ~('y" A ?v)..P + x" ('y" A ?v) · &..p. Assim, 

Logicamente, no caso do campo spinorial 7/J, teremos também o teorema de conservação do 

momento angular em quaisquer das duas versões, em função dos seis vetores JJb,.. 1\')'11 ) ou do 
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extensor canônico Jt/J(n) 

Ô·J!('y.A-yv) 

Ôn · âJ.p(n) 

o, 

o. 

{4.24a) 

{4.24b) 

O extensor de momento angular para um campo rotor X, com Lagrangiana do segundo tipo 

(X, â" X) >-> L:.( X, â" X), ê 

E, para um campo rotor X, com Lagrangiana do terceiro tipo (X, a 1\ X) 1--T .C( X, a A X), é 

Jl(B) ~x" Bt:.(X,âAX)- \[B x X_;;:;:; B) ·ôX]J âaAXt:.(X,ôAX;
1

• (4.26) 

Os teoremas de conservação do momento angular seguem tendo as duas formas dadas pelas 

eqs.(4.22a) e (4.22b). 

4. Extensor Canônico de Spin 
Desenvolveremos uma linha heurística que nos permitirá discutir ó momento angular in

trínseco (i.e., o spin) de um campo multivetorial. 

Para ilustrar a situação geral, investigaremos o caso do campo rotor X com Lagrangiana 

do tipo (X, aX) 1--+ .C( X, 8X); e logo, comentaremos os resultados correspondentes ao campo 

spinorial e aos outros dois casos de campos rotor. 

Da eq.(4.21), pela fórmula multivetorial Jx(n) ~ ô8 n · Jl(B), determinamos Jx(n) 

Jx(n) ~ ÔBn · (x" B)t:.(X,âX)- 8Bn · ( (B x X)ãaxt:.(X, 8X)) 
1 

-8Bn · ( (x" B · ôX)ãaxt:.(X,ôX) )
1

• 

O cálculo dos três termos do lado direito, fornece 

8Bn · (x" B)t:.( .. . ) ~ 8B(x A n) · Bt:.( .. . ) ~ x A nt:.( .. . ) 
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x 11 [&,n · bC( .. . )], 

ÔBn· ((B X X)&axC( ... J), ~ aB[n8axC( .. . )]· (B X X)= iiB[nôaxC( .. . )] X X. B 

~ ([nô&xC( ... )] xx) 2 =~(Xx[íJoxC( ... )nJ),, 

ÔBn · ( (x" B · ôX)&axC(· ·-)) 
1 

ÔBn · ( B · (x 11 &,)(b · ôX)&oxC(· · ·) ), 

Assim, temos que 

ÔBB · (x 11 &,)n · ( (b · ôX)&axC(· · ·) ), 

~ xll[&,n·((b·ôX)íJaxC(···l),J. 

Jx(n) x 11 [&,n · bC( .. . )] + (X x [&oxC( .. . )n]) 
2 
~ x 11 [&,n · ( (b · ôX)íJoxC( .. . ) ) 

1
] 

~ {&,n · [((b · ôX)&oxC(· · ·) ), - bC( .. . )]} 11 x + (X x [íJoxC( ... )nJ)2, 

e todavia, usando a def.( 4.17), obtemos finalmente 

Jx(n) [&,n · T.i,(n)]ll x+ (X x &oxC( ... )n )
2 

Tx(n) llx + (x x &oxC(X,8XJn)
2 

(4.27a) 

Isso mostra que J x( n) pode ser escrito exatamente como a soma de dois campos extensoriais 

do tipo (1, 2). O termo Tx(n) A x é interpretado rotineiramente como a "parte orbital" do 

momento angular, já o termo (X x [Õ8x.C(X,8X)nl) 2seráidentificadocom a "parte intrínseca" 

do momento angular (i.e., o spin do campo rotor X!). 

Por outro lado, pela eq.(4.23) e a def.(4.17), obtemos para o campo spinorial 1/J que 

J.p(n) = T.p(n) 11 x + G.p&.,c(.p,ô.p)n) 
2

• (4.27b) 

Deste modo vemos a plausibilidade de definir, associado ao campo rotor X, o extensor 

canônico de spin, a saber 

Sk(B) =- ( (B x X)íJoxC(X,ôX) ), , (4.28a) 

77 



ou equivalentemente 

Sx(n) ~ (x x 8axC(X,&X)n)
2

• (4.28b) 

Portanto, podemos também definir, associado ao campo spinorial'f/;, o extensor can6nico de 

spzn 

(4.29a) 

ou, ainda 

(4.29b) 

Para um campo rotor X com Lagrangiana do tipo (X, 8...1 X) ~---+ L( X, 8...1 X), usando a 

eq.( 4.25) e a def.( 4.19), temos que 

(4.30a) 

e portanto 

S(n) &sn · st(B) ~ -~&sn · ( (B x X)ãa" xC(· · ·)- ãa" xC(· · ·)(B x X)) 
1 

1 - = 
- -2&s[n&a" xC(· · ·) x X- &a" xC(· · ·)n x X)· B, 

S(n) - ~(xxãa"xC(X,&"X)n-Xxnã 8 "xC(X,&"x)) 2 • {4.30b) 

Onde utilizamos a identidade algébrica ( Y _. X) 
1 

= 4 ( xY - Y X) 
1 

· 

Para um campo rotor X com Lagrangiana do tipo {X, 8 A X) ~---+ L( X, 8 A X), utilizando a 

eq.( 4.26) e a def.( 4.20), temos 

(4.31a) 

e, então 

S(n) - &sn · st(B) ~ -~&sn · ( (B x X)ãaAXC(· · ·) + ãaAxC(· · ·)(B x X) )
1 

1 - -
~ -2&s[n&aAXC(· · ·) x X+ &aAXC(· · ·)n X X]· B, 

S(n) - ~(xxãaAXC(X,&AX)n+XxnãaAXC(X,&AX)),- (4.31b) 
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onde utilizamos a identidade (X .J y) 1 = ~ ( xY + y X) 1 . 

Logicamente, tanto para os rotores quanto para o spinor teremos seis vetores canônicos de 

spin st('y~ 1\ 1,), associados a cada um dos ca.mpos X e 1/J. 

Mostramos agora que o spin de um campo multi vetorial não é conservado, isto é, ô · St (i,_. A 

"'vl ;f O, ou iHI,.S(n) ;f 0). 

De fato, aplicando o operador diferencial 8n · 8 à equação extensorial J ( n) ~ T( n) i\x+ S( n ), 

temos que 

[)., · 8J(n) [)., · 8[T(n) i\ x] +a.· 8S(n) 

1" · O.,[â"T(n) i\ x + T(n) i\ 8"x] + 8n · 8S(n) 

- [[)., · âT(n)J i\ x + biv(T) + On · âS(n), 

e, pelos teoremas de conservação da energia-momento e do momento a.ngular, obtemos seguinte 

resultado fundamental 

[)., · âS(n) ~ -biv(T). ( 4.32) 

A equação diferencial multivetorial ( 4.23) tem como interpretação física que a fonte do 

extensor de spin é o bivetor do extensor de energia-momento. 

Do ponto de vista matemático, a eq.( 4.32) tem um significado muito interessante, trata-se 

de uma generalização da "condição de homogeneidade" de Euler. 

Por exemplo, no caso do rotor X com Lagrangiana (X, âX) ~ C( X, 8X), da def.(4.28b), 

temos 

[)., · 8S(n) "f"· [).,8" (X x ãaxC(X,âX)n). 

- (a.x x ã8xC( ... )"f"+ x x a.ã8xC( .. . J"f"), 
- ~ (a.xãaxC( . .. l"f"),- ~ (ãaxC( .. . )ax), + (x x ãxC( ... ) ),, 

onde no último termo utilizamos a equação de Euler-Lagrange ( 4.14). 

Por outro lado, pela def.(4.17), o bivetor do extensor canônico de energia-momento é 
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'f 11 (o.xãaxC( ... )), = (7" x o.xãaxC( ... J), 
- ~(oxãaxC( ... J), -~(o.xãaxC( ... J7"),. 

onde usamos a identidade (a X Z)2 =a A (Z)1 . 

Agora, somando ambas equações diferenciais e utilizando a eq.( 4.32), obtemos finalmente 

que 

(x x ÔxC(X,âX) +âX x ÔaxC(X,âX) ), =O. (4.33a) 

Para o campo spinorial'f/; com Lagrangia.na ( 1/;, 8tj;) ~ L( 'f/;, 8tj; ), a correspondente equação 

diferencial é 

Encerrando esta seção, apresentaremos alguns exemplos importantes. 

Exemplo 4.5: Extensor canônico despindo campo de Dirac Livre. 

Pela def.(4.29b), o extensor canônico despindo campo de Dirac livre, será 

porém, do exemplo (4.3) obtemos que ã..,c.(.p, â.p) = -ft..pi73, e então· 

S(n) - ~(n..p;7 3 ;J;n) 2 
- ~i(n 3 ;J;n) 2 = ~i(slln), 

onde s = 'f/rr31jJ é o vetor de spin do campo de Dirac. 

Este resultado está de arordo com o que obtivemos no Apêndice C. 

Exemplo 4-6: Extensor canônico de spin do campo de Maxwelllivre. 

(4.33b) 

De acordo com a def.{4.31b), o extensor canônico despindo campo de Maxwelllivre, será 
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- 1 1 
pelo exemplo (4.4), é 8aAACo(A,811 A)= --811 A= --F, é 

!'o !'o 

S(n)- ;~(AxFn+AxnF) 2 = 2 ~(Ax(Fn-nF)) 2 
1 1 
-AI\ (Kn) =-(no F) /\A. 
l'o !'o 

Observe que S(n) não é invariante de calibre! O potencial eletromagnético A possui uma 

realidade insuspeitável que não pode ser vista pelo formalismo usual. 

Finalizando este capítulo, estudaremos um exemplo muito interessante que diz respeito do 

acoplamento entre o campo de Dirac e o campo de Maxwell. 

Exemplo 4.1: Teoria Maxwell-Dirac. 

Para um acoplamento entre o campo de Dirac e o campo de Maxwell, postulamos a La

gran.giana 

- 1 
C(,P, I),J;, A, 81\ A) = n(I),J;i-y3) · 1/J- A· (e1frr01/J) - m.cifJ · 1/J-

2
1'o (8 1\ A) · (8 1\ A). 

O segundo termo corresponde a um "acoplamento mínimo" entre o campo de Maxwell A e a 

densidade de commte elétricamente carregada e:f/rr01j;. 'frata-se de uma Lagra.ngiana com duas 

variáveis dinâmicas 1/J e A, uma combinação de Lagrangia.nas dos tipos primeiro e terceiro. 

As derivadas multivetoriais 8~C(···), 8~C(· ··)e 8AC(···), 8aAAC(· ··)fornecem, 

8~C(· · ·) /ílhPi"/3 - 2eA1/J"f0 - 2m.c<{J, 

8~C( · · ·) - -.pi-y3, 

8AC(· · ·) -e1/J"!o1/J = -eJ, 
1 1 

- --ôAA=--F, 
!'o !'o 

onde J = W10 '".if; é a densidade de corrente de probabilidade e F= 8 A A é o campo de Fa.raday. 

Temos duas equações de Euler-Lagrange, uma para a variável dinâmica 1/J 
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e outra para variável dinâmica A 

:::} 8...J F= J.LoeJ <=> 8F = J.LoeJ. 

A primeira é a equação de Dirac e a segunda é a equação de Maxwell ( com densidade de 

corrente elétrica eJ). 

O extensor canônico de energia-momento, generalizando os raciocínios que nos levaram até 

as fórmulas (4.17) e (4.20), será dado por 

isto é, 

rl(n) - n((n · &rp)i-y3;;fi\ + 2_(n · 8A)o F- n((liéhpi-y3 - eA•frr0 - mct/J) · .p- - 1
-F ·F] 

lx J.Lo 2p,o 

( 
-; 1 1 - n (n · &rp)i-y3.p 

1 
+ l'o [(n · ôA)" F+ 2nF ·F]. 

O primeiro termo é o extensor de energia-momento associado ao campo de Dirac livre (i.e., 

A= o), foi achado no ex:emplo (4.3); já o segundo termo corresponde ao extensor de energia

momento para. o campo de Ma.xwelllivre (i.e., t/J = 0), encontrado no exemplo ( 4.4). Podemos 

escrever, 

rl(n) =TJ(n) +T1(n), 

onde rJ(n) = n( (n · &rp)i·ÚPJ, e T1(n) = ~ [(n ·a A)" F+ ~nF ·F]. 

Mostraremos que a partir do teorema de conservação da energia-momento 8n · ãi'( n) = o 

podemos obter novamente o teorema da energia-momento (C.4) discutido no Apêndice C. 

Pelo teorema de conservação da energia-momento,temos 

Ôn · aT~(n) + Ôn · i1TA(n) =o, (a) 
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1 - 1 
porém, de acordo com o exemplo (4.4), TA(n) = -

2 
FnF- -(n...1 F)· ôA, e assim 

J.to P.o 

1 - 1 
8n · 8TA(n} = 8,. · 8-FnF- 8,. · 8-(n" F)· 8A. 

2f'o l'o 

O primeiro termo fornece 

e o segundo termo fornece 

1 -a,.· 8(n" F). 8A 
l'o 

e também, levando em conta a conservação da densidade de corrente â · J = O, 

eJ·oA e(8. JA + J · 8A} = e[Y' · (8eJ}A + 1" · J(o.A}] 

(b} 

- ~· · 8n[(8pn) · JA+ n · (8pJ}A + n · J(8eA)] =a,.· 8e(n · J)A. (c) 

Agora, introduzindo os resultados (b) e (c) na eq.(a), obtemos 

On · 8[T~(n)- e(n · J)A] = eFLJ, 

isto é, existe um campo extenrorial do tipo (1, 1}, definido por TTw(n) = T~(n)- e(n · J}A, 

tal que 

(d} 

TTetr(n) é certamente o "tensor de Tetrode", pois o adjunto destecampoextensorial, Tfetr(n) = 

TJ(n)-8,n·e(b·J}A = h((n · fhP)hs;p>, -e(n·A}J confere como resultadoobtidonaseção C.2 

do Apêndice C. Ainda, a eq.( d) é também consistente com a eq.(C.4), pois a terceira propriedade 

do "tensor de 'Thtrode", demonstrada no Apêndice C, diz que 8n · 8TJetr(n) = Bn · ãlh.tr(n). 
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Observações Finais 

Neste trabalho mostramos como o cálculo geométrico, i.e., o cálculo multivetorial do espaço

tempo, revela-se como uma linguagem natural na formulação de teorias Lagrangianas de campos 

físicos. 

Vimos também que a equação de campo (i.e., a equação de Euler-Lagrange, uma única 

equação diferencial multivetorial), associada à Lagrangiana de um campo multivetorial (roto r 

ou spinor), pode ser obtida a partir do princípio de ação estacionária. Só obtivemos as equações 

de campo associadas a três tipos de Lagrangianas, eqs.( 4.14),( 4.15) e (4.16)i porém os métodos 

aí empregados são generalizáveis a outros tipos de Lagrangianas de campo multivetorial. 

Desenvolvimos uma linha heurística que nos permitiu obter as fórmulas gerais para os exten

sores canônicos de energia-momento e de momento angular, e os seus correspondentes teoremas 

de conservação. 

Mostramos explicitamente que os teoremas de conservação da energia-momento e do mo

mento angular podem ser expressos em d~ formas equivalentes, como a conservação de cada 

um dos vetores canônicos, eq_s.( 4.18a ), ( 4.22a) e ( 4.24a), ou como uma única conseroação desses 

mesm05 extensores, eqs.(4.18b), (4.22b) e (4.24b). 

Vimos também que o extensor canônico de momento angular pode ser decomposto em 

exatamente dois termos extensoriais, um é interpretado como a parte orbital do momento 

angular e outro é identificado com a parte intrínseca do momento angular (i.e., o spin do 

campo rotor ou spinorial). Veja por exemplo, as eqs.(4.27a) e (4.27b). 

Neste ponto, obtivemos um resultado fundamental sobre a implicação física de um extensor 

de energia-momento não necessáriamente simétrico. De acordo com a eq.( 4.32), e já que só a 

parte antisimétrica de um extensor contribui ao seu próprio bivetor, a parte antisimétrica do 

extensor de energi&..momento contribui à fonte do spin. 

Finalmente, observamos que este trabalho fornece os fundamentos matemáticos para es

tendermos ainda o formalismo Lagrangiano a campos extensoriais; tomando possível obter as 
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equações de campo associadas a Lagrangianas de campo extensorial, e desenvolver também os 

seus correspondentes teoremas de conservação da energia-momento e do momento angular. 

Estas idéias chaves do formalismo Lagrangia.no são aquelas naturais para a formulação 

da teoria de gravitação de Einstein no espaço-tempo de Minkowski, de acôrdo com as idéias 

embrionárias apresentadas por Rodrigues Jr. et al. em [19] e Lasenby et ai. em [15] e [16]. 

Uma formulação rigorosa de uma tal teoria de calibre é apresentada na Tese de Doutorado 

de V. V. Fernández[20l. 
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APÊNDICE A 

Campos Multitensoriais sobre uma Variedade Suave 
Primeiramente, apresentaremos resumidamente as estruturas algébricas fundamentais sobre 

as quais baseiam-se as noções de campos k-tensoriais e multitensoriaisl1J,l2J,l3l. Logo depois, 

desenvolveremos a estrutura de diferenciabilidade desses campos fundamentais e definiremos a 

derivação covariante induzida. por um campo tensorial métricof1l (i. e., a derivada covariante de 

Levi-Civita) . 

A.l Campos Vetoriais Tangentes 

Seja M uma variedade suave de dimensão finita, uma função f : M --+ R é chamada de 

campo escalar (ou função escalar de ponto) sobre M. 

O conjunto de campos escalares sobreM do tipo diferenciáveis18 , denotado por :F(M), com 

a soma e o produto definidos naturalinen.te, é um anel. 

Consideremos o fibrado tangente sobre M, TM = U TzM, (i.e uma variedade suave de 
<EM 

dimensão finita formada pelos pontos x E M e os vetores tangentes19 de T:I)'M); um campo 

vetorial tangente sobre M é simplesmente uma função v : M --+ T M, tal que para cada x E M : 

Y(z) E TxM, isto é, a cada ponto X EM corresponde um vetor tangente de TxM. 

O campo vetorial v é dito diferenciável se e somente se para todo f E F( M) o campo 

escalar M 3 x t-t v(x)f E R (i.e. uma função escalar de ponto, resultado da ação do vetor 

tangente v(x) sobre o campo diferenciável /) é diferenciável. 

O conjunto dos campos vetoriais tangentes sobre M do tipo diferenciáveis, denotado por 

V(M), tem uma estrutura natural de m6dulo sobre .'F(M). 

18 Seja. x E M um ponto da variedade suave com n.-upla coordenada (x1
, ••• , x") E K', em alguma carta local. 

O campo escalar f(x) é dito diferenciável[!] em x se e somente se a sua expressão coordenada f(x1 , ••• ,x") (i.e., 
um campo escalar ordinário) é diferencjável, no sentido da diferenciabilidade ordinária, em alguma vizinhança 
do (xl, ... ,x"). 

19Um vetor ta.ngente111 ao ponto x E M é uma aplicação v., : F(M) - R, tal que (i) v""(a.f + f3g) = 
a:v,.,f + fiv"'g, com a,f3 E R (linearidade) {ii) v.,{fg) = (v,,J)g(x) + f(x)(v.,g) (regra de Leibnitz). 

T.,M, o conjunto dos vetores tangentes ao ponto x E M, é naturalmente um espaço linear sobre R; a dimensão 
de T.,M define a dimensão de M. 
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Lema 1: Todo campo vetorial tangente diferenciável induz um operador de derivação no 

anel de campos escalares diferenciáveis. 

Seja v E V(M), então podemos definir um operador linear .;. no anel de campos escalares 

diferenciáveis J'(M) por;, J'(M) ~ J'(M) tal que para todo x EM: (; f)(x) = V(z) f. 

Por ser v um campo vetorial diferenciável, o campo escalar .;. f deve ser também diferen

ciável; e portanto, o operador linear; correspondente a v E V(M) está bem definido. 

~ é um operador de derivação em :F(M), isto é, para todos a, {3 E R e ], h E :F(M) 

; (af + {3h) =a; f+ {3; h (linearidade) e; (fh) = (; J)h +f(; h) (regra de Leibnitz) 

'D(M) denotará o conjunto dos operadores de derivação (ou, simplesmente, derivadores) sobre 

o anel dos campos escalares diferenciáveis. Se definirmos: (;. + .;)f ~ f+ .; f (soma de 

derivadores) e (h v)f = h(v f) (produto de campo esealar por derivador), para todos f, h E 

J'(M), então 'D(M) será um m6dulo sobre J'(M). Ainda, se dotarmos a V(M) de um produto 

de derivadores (o produto de Lie), 'D(M) x 'D(M);, (v,;;,)~ [v,;;,] E 'D(M) tal que para 

todo f E J'(M) : [v,;;,] f =V (w f)- ;;, (; f), então ele adquirir-á uma estrutura natural 

de álgebra não associativa sobre :F(M) (i.e. a álgebra de Lie dos derivadores associados aos 

campos vetoriais tangentes diferenciáveis). 

Cuidado!, na prática, não se faz nenhuma distinção notacional entre v e ; . 

A.2 Campos k-Tensoriais 

Consideremos o fibrado de lv-tensores sobreM (com k ~ 1), Tk(TM) = U Tk(T,M); um 
zeM 

campo k~tensorial sobre M é uma função 

T: M ~ T'(TM), (A.l) 

tal que para cada x E M : T(z) E Tk(T21M), isto é, a cada ponto x E M corresponde um 

Jv..tensor pertencente a Tk(TzM) (o espaço de Jv..tensores de TzM ). 

Por conveniência, wn campo escalar considera-se um campo 0-tensorial. 

O campo k-tensorial T é dito diferenciável se e somente se para todos v 1, ... , vk E V(M) : 

o campo escalar M 3 x ~---+ T(z)(v{z)' ... , v~z)) E R {i.e. a função escalar de ponto resultado da 

ação do k-tensor T(z) sobre os vetores tangentes vtz)• ... , vfz) ), é diferenciável. 
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O conjunto dos campos k-tensoriais sobre M do tipo diferenciáveis, denotado por Tk(ML 

tem uma estrutura natural de m6dulo sobre :F(M). 

Lema 2: Todo campo k-tensorial diferenciável induz um k-tensor do módulo de campos 

vetoriais tangentes diferenciáveis. 

Seja r E Tk(M), então é possível definirmos um k-tensor de V(M), por 

:;. : V(M) x · · · x V(M)~ :F(M), 

k cópias 

tal que para cada x E M : ;. (v1, ... , vk)(x) = T(:z:)(vtx)' ... , vt:c))' para todos vl, ... , vk E 

V(M). 

Dado que T ê um campo k-tensorial difE>.renciável, o campo escalar -:;. (v1, ... , vk) será 

também diferenciável, e assim,:;: é uma aplicação do produto cartesiano de k cópias de V(M) 

a :F(M) bem definid.ai por outro lado :;: ê certamente um k-tensor de V(M), pois :;: é uma 

aplicação multilinear de k-cópias de V(M) a :F(M). 

O conjunto de k-tensores de V(M), denotado por r• ["D(M)], é lógicamente um m6dulo 

sobre :F(M). 

Na prática, não se faz nenhuma distinção notacional entre r e T. 

A.3 Campos Multitensoriais 
Seja T(TM) = U T(TxM) o fibrado de multitensores sobre Mi um campo multitensorial 

•EM 
sobre M ê uma função 

-r : M ~ T(TM), (A.2) 

tal que para cada. x E M : T(x) E T(TxM), ou seja, a cada ponto x E M corresponde um 

multitensor pertencente a T(TxM) (o espaço de multitensores de TxM). 

Note-se que a existência de um campo multitensorial T implica a existência de no máximo 

Mr campos k-tensoriais não nulos ro, r 1, ••. , Tk, ••. TM.,. (Mr é o grau de r), tais que para cada 

x EM: T(z) =To(:z:) +rl(z) + ... +rk(z) + ... +rM.,.(rc)· 

O campo multitensorial r é dito diferenciável se e somente se cada um dos M 7 campos 

k-tensoriais r o, 'TI. ••. , r~;, ... í MT é diferenciável, no sentido da definição de d.iferenciabilidade 
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dada na seção (A.3). 

O conjunto dos campos multitensoriais sobreM do tipo diferenciáveis, denotado por T(M), 

tem uma estrutura mínima de módulo sobre :F(M). 

Se definirmos o produto tensorial de campos multitensoriais por: (r® v)(x) = T(x) ® V(:z:) 1 

para todo x EM, então T(M) ganhará uma estrutura de álgebra associativa sobre :F(M) (i.e., 

a álgebra tensorial dos campos multitensoriais diferenciáveis). 

Todavia, se dotarmos a variedade suave M de um campo tensorial mêtrico20 g, poderemos 

definir o produto escalar e, portanto, os produtos contraídos de campos multitensoriais. 

T(M), com os produtos contraidos de campos multitensoriais, (r ...1 v)(x) = T(.x)...l v(x) e 

(r LV)(:z:) = T(z) LV(x) para todo x EM, é uma dupla álgebra não associativa sobre :F(M) (i.e., 

a álgebra interior dos campos multitensoriais diferenciáveis). 

AA Derivação Covariante 

Se dotamos a variedade suave M de um campo tensorial métrico g, poderemos construir 

naturalmente uma conexão 1inear21 sobreM (i.e., a conexão linear de Levi-Civita), a saber 

r: V(M) x V(M) ~ V(M), (u, v) ~ r(u, v), (A.3) 

tal que para todo w E V(M): g(r(u, v), w) ~ ~(ug(v, w)+vg(w, u)-wg(u, v)+g(w, [u, v])+ 

g(v, [w, u))- g(u, [v, w])). 

Agora, é possível definir uma derivação covariante de campos multitensoriais, associada à 

conexão linear de Levi-Civita (i.e., a derivada covariante de Levi-Civita), mediante um esquema 

axiomático. 

Seja u EV(M), definimos o operador de derivada covariante V u agindo sobre os campos 

escalares, os campos k-tensoriais (com k;:::: 1) e os campos multitensoria.is, por 

T(M) 3 T ~ V' 0 7 E T(M), (A.4) 

20Um campo tensori&l métrico sobreM é um campo 2--tensorial diferenciável, simétrico e não-degenerado, isto 
é: g E ~(M) tal que (i) para todos v, w E V(M) : g(v, w) =g(w, v) (ii) se para algum v E V(M) e para todo 
w E V(M) : g(v, w) =0, então v= O. 

21 Uma conexão linear sobreM é uma aplicação r: V(M) x V(M)-+ V(M) tal que para todos f, h E F(M) e 
u,v,w E V(M): I'{fu+hv,w) = fl'(u, w)+hi'(v,w) e I'(u,fv+hw) = (uf)v+ (uh)w+ /I'(u,v)+hi'(u,w). 
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tal que 

i. f E :F(M): Vuf = uf, (derivador u agindo sobre!), 
k 

ii. 7 E T'(M), (k 2: 1): Vu7(v1, ••• , v')= u7(v1, ••• , v')- L; 7(v1, ••. , f(u, vi), ... , v'), 
j=l 

iii. TE T(M): se T =To +T1 + · · · +Tk + · · · +TM,., então 'VuT = V'uTo + V'uTl + · · · + 
V'uTk +· ··+ 'Y'uTM,..· 

Note-se, no axioma (i i.) as presenças do derivador u e da conexão linear r( u, vJ); e no axioma 

(iii.) faz-se uma derivação covariante "componente a componente" do tipo do axioma (ii). A 

conexão linear de Levi-Civita conjuntamente com a sua derivada covariante associada têm duas 

propriedades muito importantes: (i) para todos u, v E V(M) : r(u, v)- r( v, u) = [u, v], (às 

vezes, chamada de simetria) (ii) Vun(v, w) =O (teorema de Ricci). 

A derivada covariante de Levi-Civita, como qualquer outra derivada covariante associada a 

uma conexão linear, tem as seguintes propriedades fundamentais: 

i.'<! f, h E :F(M) e u,v E V(M): 'iltu+hv7=f'Vu7+h'Vv7, '<!7 E T(M), 

ii.'r:fT,v E T(M): V'u(T+v) = V'uT+ V'uv, 

iii.'<lf E:F(M) e7,v E T(M): Vu{f7) = (uf)7+f(Vu7) e Vu(nov) = (Vu7)0v+ 

7 0 (Vuv) (regras de Leibnitz). 

Assim, as derivadas covariantes de um produto escalar e dos produtos contraídos de campos 

multitensoriais seguem as regras de Leibnitz. 
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APÊNDICEB 

Eletrodinâmica Clássica 

B.l Equação de Maxwell 

O campo eletromagnético (i.e., o campo de Faraday F, um campo bivetorial no espaço

tempo de Minkowski) gerado por uma fonte de cargas e correntes elétricas (i.e., a densidade de 

corrente J, um campo vetorial definido também sobre o espaço-tempo) satisfaz, no formalismo 

da álgebra do espaço-tempo, a equação diferencial 

(B.l) 

chamada de equação de M11$Wellf4J,[ll]_ 

Porém, devido a que 8F = Ô.J F+ ô A F, essa equação diferencial equivale a duas equações 

diferenciá.is 

8.J F JLoJ, 

âi\F - O. 

(B.2a) 

(B.2b) 

Além disso, postulamos que tanto o campo de Faraday quanto a densidade de corrente são 

rompos roto,.-22 . 

A covariancia de Poincaré da equação de Maxwell pode ser provada fácilmente. 

Sob uma transformação ativa de Poincaré (i.e., do sistema físico), se o vetor de posição 

se transforma x -~o x! = RxÍÍ + a, então as leis de transformação do campo de Faraday e da 

densidade de corrente serão F(x) ~ F(x') = RF(x)R ~ J(x) ~ J'(x') = RJ(x)R (por ambos 

serem rotores ). 

22 Um campo rotor sobre o espaço-tempo Minkowskiano é modelado por um campo multivetorial A e pos
sui a propriedade de simetria: sob uma trunsjonnaç.OO ativa de Poincaré (i.e., do sistema físico), se a lei de 
transformação do vetor de posição é x --+ x' = Rxfl +a, onde R é um "rotc.dor de Lorentz~ constante (i.e., 
R E A+(M): Rfl = 1 e 8R =O) e a é um deslocamento constante (i.e., a E A1(M) e 8a = 0), então a lei de 
transformação de A será A(z) --+ A'(x') = RA(z)íi 
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Devemos provar que aF(x) = 14>J(x) implica i'/ F'(x') = 14>J'(x') (8 = a. e i'/ = a,). 
Temos, 

aF(x) 14>J(x), 

~ R&F(x)R - p,0RJ(x)R, 

~i'/ F'(x') - /4)J'(x'). 

Onde utilizamos a tronsformação do gradiente de rotor aF(x) ~ i'/F'(x') = R&F(x)ii. 

Obteremos a partir da eq.(B.l) as quatro equações de Maxwell históricas. 

Porém, se faz necessário comentar primeiramente algumas definições e propriedades funda

mentais sobre os vetores e pseudo-vetores no referencial inercial do espaço associado ao vetor 

tipo·tempo /'o {u1 = ')'1')'0, tT2 = ')'2')'0, 0'3 = "'}'3')'0), (i.e., o método de separação do espaço-tempo 

em espaço e tempol41). 

Um vetor do espaço (i.e., um vetor polar de Gibbs) é um bivetor do espaço-tempo que 

anticomuta com lo; um bivetor do espaço-tempo que comute com ; 0 será dito um pseudo-vetor 

do espaço (i.e., um vetor axial de Gibbs). 

Todavia, todo pseudovetor pode ser escrito como produto da unidade pseudoescalar do 

espaço-tempo (i.e., í = -y0·y,-y2-y3 E A4 (M)) por algum vetor. 

Para todo a E A1(M) existem um escalar a (i.e., um número real) e um vetor de Gibbs a, 

tais que 

a')'o - a+a, 

-y0a - a- a. 

Esses são únicos e estão dados pelas fórmulas a =a· fo e a= a A lo· 

(B.3a) 

(B.3b) 

Para todo B E A2(M) erlstem um vetor de Gibbs b e um pseud~vetor de Gibbs ic, tais 

que 

B - b+íc, 

-b+ic. 
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Essa decomposição é única, e vem dada pelas fórmulas b = (Bc -y0)'y0 e ic = (B A -y0)'y0 • 

Temos ainda dois produtos de vetores do espaço: o produto escalar a · b e o produto vetorial 

a x b, onde 

a·b 
1 - 2(ab+ba), 

íax b 
1 

2(ab- ba). 

Certamente o primeiro é um escalar e o segundo é um vetor do espaço. 

(B.5a) 

(B.5b) 

Além disso, podemos definir o operador gradiente no referencial inercial do espaço (u1, u 2, u 3 ), 

por 

obviamente, teremos que 

3 
V= to Aô =E ukôk, 

k=l 

Ô'Yo 

1 â 
--+V 
cât ' 
I â cat -v. 

(B.6) 

(B.7a) 

(B.7b) 

O operador gradiente agindo sobre campos multivetofiaii!3 do espaço dá também por re

sultado campos multivetoriais do espaço. 

Todavia, é possível definir dois operadores diferenciáis associados a V que agem sobre 

campos vetoriais do espaço. 

Para todo campo vetorial do espaço, digamos a= akuk, temos o divergente (escalar) V· a 

e o rotacional (vetorial) V x a; 

V·a I - k 
- :i(Va+ V a) = â•a , (B.8a) 

iVx a 
I -

- :i(Va-Va) 

- (&,a' - &,a2
)1Tl + (&,a1 -a, a').,.,+ (&.a' - â,a1 ).,.,_ (B.8b) 

23 Aa eqs.(B.4a) e (B.4b) implicam que os bivetores do espaço-tempo são a soma direta dos vetores e pseudo 
vetores de Gibbs. Assim, chamaremos de multivetores do espaço (o números de Pauli) aos multi'lletores pares do 
espaço-tempo quando são expressos como a soma direta dos escalares, 11etcres polares, vetores a:riai.s e pseudo· 
escalares. 
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Os três operadores düerenciáis estão relacionados entre si 

Va=V·a+iVxa. (B.9) 

Agora, podemos deduzir fácilmente as equações de Maxwell. 

O campo elétrico E e o campo magnético B, de acordo com as eqs.(B.4a) e (B.4b), podem 

ser definidos como campos vetoriais de Gibbs, pelas fórmulas 

F _!:E+iB 
c ' 

- _ _!:E+iB. 
c 

(B.!Oa) 

(B.!Ob) 

A densidade de carga p é um campo escalar e a densidade de corrente j é um campo vetorial 

de Gibbs, eles podem ser dados, de acordo com as eqs.(B.3a) e (B.3b), pelas fórmulas 

J-ro - cp+j, 

'YoJ cp- j. 

(B.lla) 

(B.llb) 

Assim, multiplicando a eq.(B.l) por -y0 , e utilizando as eqs.(B.7a), (B.lOa) e (B.llb), 

podemos escrever que 

I'Q(Cp- j), 

J.toCP - J.to.i, 

ou seja., pela eq.(B.9), temos que 

l8E 1 v~·Jv E .laB 'VB V B . --+- ·,a;:rrr..- x +'l---+z · - x -J.tocp-J.JoJ, 
élât c c cât 

e finalmente, igualando as partes escalar, vetorial, pseudo-vetorial e pseudo-escalar, obtemos as 
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equações de Maxwell! 

V·E 
1 
-p, 
êO 

VxB (j 8E) 
- J.to + eom ' 

VxE -

V·B 

8B 

1 
(l'tJêO ~ c2 ) . 

B.2 Extensor de EnergiarMomento 

(B.12) 

Desenvolveremos um argumento heurístico para obtermos um teorema de conservação da 

energia-momento do campo eletromagnético, e daí identificaremos o extensor e os vetores 

canônicos de energia-momento. 

Da equação de Maxwell (B.l), e a sua reversa, obtemos que 

ou seja 

O lado esquerdo da última equação pode ser escrito de uma maneira que envolve as derivadas 

vetoriais direcionais "f' · 8n. Thmos, 

(tenha-se em conta que -yl" · ânô~n =o). 

Assim, temos que 
1 -7' · a. a.( 

2
1'o FnF) ~ J" F. 

Isto significa que existem um operador diferencial e um campo extensorial do tipo (1, 1 ), 
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definidos por: a,.· a=?"· a,.a" e Tl(n) = -
1
-FnF, tais que 

2/'o 

(B.l3} 

(lembre-se que o adjunto de um (1, l)~nsor é também um (1, !)-extensor). Esta última 

equação diferencial é o teorema da energia-momento. 

O operador diferencial fJn · a é da maior importância no formalismo Lagrangiano e surge 

naturalmente para dar conta das quantidades físicas conservadas, por exemplo, na conservação 

da energia-momento e do momento angular. 

Além dissso, ele joga um papel fundamental nas equações de Euler-Lagrange associadas às 

Lagrangianas de campos extensoriais. 

O campo extensorial T(n), associado ao campo de Faraday F, é o extensor de energia

momento. 
t 1 -Notemos que no caso do campo eletromagnético: T(n) = ~n · T (b) = &t,n · 

2
Jloo FbF = 

&, 2 ~ FnF · b = &,Tt(n) · b = Tf(n), isto é, o extensor de energia... momento é símétrico!. 

Note-se que o lado esquerdo da eq.(B.13) multiplicado escalarmente pelos vetores base lp 

pode ser escrito como divergentes de campos vetoriais 

f'. a.ap[TI (n) ·-r"] =f' . a,.ap[n. T('Y")] 

- f'· iJ,.[(apn) · T("l'") + n · apT(-rp)] 

- f'· [apT("l'p)] = 8 · T(-rp)· 

Obtemos assim uma expressão equivalente para o teorema da energia que envolve os diver

gentes dos quatro campos vetoriais T(lp), 

(B.l4) 

Os campos vetoriais T(-y1J serão chamados de vetores canônicos de energia-momento. 

Notemos que se J = O, então a energia-momento do campo eletromagnético será conservada! 

A seguir, obteremos as fórmulas usuais para a densidade de energia e o vetor de Poynting 

em termos de E e B; e veremos qual é o significado da primeira equação diferencial do teorema 
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da energia-momento (B.l4), no referencial inercial do espaço (uh u2, 173) . 

A densidade de energia e e o vetor de Poynting S estão dados pelas fórmulas 

Tboho 
1 

e+-8, 
c 
1 

- e- -S. 
c 

Assim, utilizando as defs.(B.10a), (B.10b), (B.5a) e (B.5b), obtemos que 

e -
1 1 -1 
2[T(?oho + 'YoTbo)J ~ 2 21-'o (F-yoF'Yo + -y0F-y0F) 

- ~_2[(~E+ iB)( -~E +iB) + (-~E +iB)(~E + iB)] 
22~ c c c c 

-
1E2

2 l2l2 -(- + B ) =>e ~ -eoE + -B , 
21-'o c2 2 21-'o 

~s 
c 

1 1 1 
2[T(?oho - 'YoTbo)J ~ 2 21-'o (-F-yoF'Yo + 'YoF?oF) 

- ~- 1 -[-(~E+iB)(-~E+iB) + (-~E+iB)(!E+iB)] 
22P1J c c c c 

-
1 1 . 1 1 
--( _,)-(EB- BE) => S ~-Ex B. 
l'o c 2 l'o 

Essas são as fórmulas usuais para e: e Sem função de E e B. 

(B.15a) 

(B.15b) 

(B.16) 

(B.17) 

Agora, tomemos a equação diferencial correspondente a lo do teorema da energia-momento 

(B.14), temos que 

a. T('Y0) 

1 -2[0T(-y,) + OT('Y,)] 

-0-yo'YoT( 'Yo) + a-y,-y,T( 'Yo) 

(JJ F). 'Yo, 
1 
4(JF-y0 - F J-y0 +-y0 JF- -y0F J), 

- ~[J?o'YoF'Yo- F J-yo + boJF- 'YoF'Yo'YoJ)~]. 

Porém, utilizando a eq.(B.7b), a def.(B.15b) e a identidade (B.9), o primeiro termo do lado 

esquerdo pode ser escrito 
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e então, o lado esquerdo é 

1& 1&8 1 .1 
-- -Ve---+-V·S-t>-V x S 
c&t é2ât c c ' 

~ 1 &e 
iYro-roTho) + iYro-roTho) = 2-;;(&t +V· S). 

Ainda, utilizando as defs.(B.10a), (B10b), (B.lla), (B.llb), (B.5a) e (B.5b), temos 

- (cp+j)(-~E+iB)- (~E+iB)(cp+j) 
c c 

-2pE-_!:(jE + Ej)+i(jB - Bj) 
c 

- -2(pE+~j·E+jxB) c > 

e assim, para o lado direito, temos que 

Portanto, a primeira equação diferencial do teorema da energia-momento (B.l4), no refer

encial inercial do espaço (u1,u2,u3} é 

8e = -(V · S + j ·E). 
&t 

A eq.(B.18) é precisa.mente o teorema de Poynting! 

B.3 Potencial Eletromagnético e Bivetor de Hertz 

(B.18) 

Se o potencial eletromagnético A (i.e., um campo vetorial definido sobre o espaço-tempo, 

às vezes, chamado de campo de Maxwell) satisfaz as duas equações diferenciais 

ffl A - l'rJJ, 

&·A O. 
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(esta última é conhecida como condição-gauge de Lorenz24), então F= â A A é uma solução 

da equação de Maxwell IJF = fJ.oJ. 

É bastante simples ver isso, utilizando as eqs.(B.l9b) e (B.l9a) (nessa ordem!), temos que 

Desta maneira encontramos que F= âAA é uma solução formal para a equação de Maxwell. 

Veremos que também é possível encontrar, sob certas condições, uma solução formal do 

sistema de equações diferenciais (B.l9a) e (B.l9b). Isso se consegue com o bivetor de Hertz. 

Seja II um campo bivetorial no espaço-tempo (i.e., o potencial de Hertz, chamado ainda de 

bivetor de Hertz); e tomemos outro campo bivetorial também no espaço-tempo, digamos K, tal 

que Ô.J K= J. 

Se n satisfaz a equação diferencial 

d'rr = Jl.oK, (B.20) 

(onde estabelecemos a condição Ô.J K = J), então A= Ô.J II será uma solução das equações 

diferenciais do campo de Maxwell. 

De fato, vemos que 

1J ·A= IJo (IJo II) =O, 

já que para todo campo multivetorial ôo (IJ~ X) = O. E asim, a eq.(B.l9b) fica satisfeita 

trivialmente. 

Utilizando a eq.(B.20) e a condição â.J K = J, temos que 

e portanto, a eq.(B.19a) também fica satifeita. 

Desta maneira conseguimos uma solução formal para as equações diferenciais do potencial 

eletromagnético. 

24 A condiçi.o-gauge é devida ao L. Lorenz e não ao conhecido H. A. Lorentz. 
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Observamos que os campos multivetoriais A, II e K devem ser todos do tipo campos ro

tor, para que seja mantida a invariancia de Poincaré das eqs.(B.l9a) e (B.20) (e da condição 

ÔJ K ~J). 

Por último, se faz oportuno comentar que recentemente Rodrigues Jr. e Lu, 1997 (veja 

[13]) mostraram que o potencial de Hertz é essencial para encontrarmos soluções da equação de 

Maxwell livre com v f=. c. 
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APÊNDICE C 

Thoria de Dirac 

C.l Equação de Dirac 
O estado mecânico-quântico de uma partícula carregada elétricamente movendo-se num 

campo eletromagnético e descrito, em termos da primeira quantização, pelo campo de Dirac 

'lj;, (i.e., um campo spirwriat25 no ~tempo de Minkowski), que satifaz a seguinte equação 

diferencial 

(C.!) 

onde m é amassada partícula, e ê a carga elétrica. da partícula (no caso de um elétron e= -lei} 
e A é o campo de Maxwell (lembre--se que i= 'Yo'Yt'Y27 3 E A4(M) é a unidade pseudo-escalar 

na álgebra do espaço-tempo). 

A eq.(C.l), é dita equação de Dirac-Hesten.s1 5 1.1 6 J.~J.I12J. 

A equação de Dirac-Hestenes tem a propriedade básica de covariancia de Poincaré. 

Sob uma transformação ativa de Poincaré {i.e., do sistema físico) se o vetor de posição 

transforma-se x -+ a! = R.xii. + a, então as leis transformação do campo de Dirac e do campo 

de Maxwell serão 7/J(x) ~ 7/J'(x') = R.P(x) (por ser um spinor) e A(x) ~ A'(x') = RA(x)R (por 

ser um rvtor). 

Dev=os provar que, se 7/J(x) satisfaz líô.p(x)iu3 - eA(x).P(x) = me7/J(xh0 , eutão .;/(x') 

satisfará liihj/(x')iu,- eA'(x').jl(x') = rncif/(x'ho (ô = ô, e if = Ôx> ). Temos, 

líô.p(x)iu3- eA(x)7fJ(x) 

=> hRô.p(x)iu,- eRA(x)RR.P(x) 

me7fJ(xJ-ro, 

meR7fJ(x)-y0, 

25 Um campo spinorial de Dirac Hestenes sobre o espaço-tempo Minkowskiano é dado por uma classe de 
equivalência, cujos elementos com relação a uma. base ortonormal são essencialmente campos multivetoriai.s pa1lls, 
(veja detalhes em {10]). 

Por uma tran.sforr~U~ção ativa de Poincaré (i.e., do sistema físico), se o vetor de posição se transforma por 
x .- x' = Rx.R +a, então ,P se transformará por W(x) .- t,b'(x') = R'fj>(x). 
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=> liihjl(x')i<r3- eA'(x').j/(x') = r=J/(x'ho· 

Onde utilizamos a tmnsformação do gmdiente de spinor if<P(x) ~ [f.j!(x') = Rlh/J(x). 

A seguir, obteremos a partir da eq.(C.l) dois teoremas fnndamentais que relacionam entre 

si os distintos observáveis mecânico-qudnticos. 

Da equação de Dirac-Hestenes (C.l), obtemos fácilmente que 

Por outro lado, temos as identidades seguintes 

éip( 'lj;i-y, ;p) 
( a•'lj;i'"~,;fr\ 

a.'lj;i-r3 .P + 'lj;i-r,a • .P, 
1 - -
2 (a" 'lj;i-r3.P - 'lj;i-y3a""' ). 

(i) 

(ii.a) 

(ii.b) 

A primeira é a regra de Leibnitz e a segunda envolve uma identidade muito útil, na álgebra do 

espaço-tempo, {n°Ímpar) 1 = ~(n°Ímpar + n~r). 
Somando (íi.a) e (ií.b), depois de termos reconstruido os gradientes, obtemos que 

(iii) 

Agora, introduzindo a eq.(i) no lado direito da ident.(iii), temos que 

(C.2) 

onde s = r,3;fi é o vetor de spin ( is, o dual de s, é o trivetor de spin) e J = 1/Jio1/J é a densidade 

de corrente de probabilidade. E assim, o primeiro teorema ficou provado. 

Também, da equação de Dirac-Hestenes podemos obter que 

(iv) 
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E ainda, temos as duas identidades 

8" (no*) 

( 8"'if>'Yo;;p) 
3 

8"'ifrlo.P + 'ifrto8",P, 
1 - -

- 2(8"'if>'Yo'if>- 'ifrlo8",P). 

(v.a) 

(v.b} 

A primeira não precisa comentário e a segunda envolve outra identidade muito importante, na 

álgebra do ~'O-tempo, (n°Ímpar) 3 = ~(n°Ímpar- n~r). 

Somando (v.a) e (v.b), depois de termos reconstruido os gradientes, chegamos a 

(vi) 

E, introduzindo a eq.(iv) no lado direito da ident.idade (vi), obtemos 

(C.3} 

onde S = 1/J'Ü73'1/J é o bivetor de spin. Deste modo, ficou provado o segundo teorema. 

Observe-se que se tomarmos a O-parte da eq.(C.3), obteriamos que ô · J =O, isto é precisa

mente, a conservação da densidade de corrente de probabilidade!. 

C.2 Extensor de Energia-Momento do Campo de Dirac 

Desenvolveremos um argumento heurístico que nos conduzirá ao teorema da energia-momento 

do campo de Dirac, daí identificaremos o extensor de energia-momento (i.e., o tensor de 

Tetrotie[61) e os vetores canônicos de energia-momento. 

A partir da equação de Dirac-Hestenes obtemos que o campo spinorial '1/J satisfaz a equação 

diferencial de ordem 2, 

~ 2 d'.p ~ (e2 A2 - m2C').p- M((8A},P + 2A · 8.p]iu,, (vii) 

onde utilizamos a identidade do cálculo multivetorial 8(aX) = (8a)X- a(8X) + 2a · 8X, a é 

um campo vetorial e X é um campo multivetorial. 

Por outro lado, utilizando mais uma vez; a identidade (n°Ímpar)1 = ~(n°Ímpar+n~r), 
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temos que 

(viii) 

Logo, introduzindo a eq.(vii) nos termos do lado direito da identidade (vi), obtemos 

(ix) 

onde F = 8 A A é o campo de Faraday. Esse é básicamente o teorema da energia-momento. 

Todavia, veremos como é possível colocar tanto o lado esquerdo quanto o segundo termo do 

lado direito da eq.( vii), numa forma sugestiva: o operador diferencial 8n · 8 agindo sobre um 

campo (1, 1)-extensorial. 

O lado esquerdo da eq.( ix) pode ser transformado 

( &vn-r.~) 
1 

~<&'vn-r.~- ,p;-y,&~) 

- ~(&'vn-r,~- a.vn-r,ijl'~ + ijl'vn-r,a.~- vn-r,&'~) 
1 - -- 2ra. · &(n · 8,p)i-y3,P- a.vn-rd. a.(n. a,p) 

+-r". 8,(n. 8,p)i-y,a.~- vn-r,a.. &(n. ~)] 
1 - -- -r". a.&.2 [(n. a,p)i-y,,p- .pi-y,(n. a,p)] 

- a.· & ( (n · 8,p)i-y 3 ~) 
1

, (x) 

onde utilizamos as duas identidades do cálculo multivetorial 8n . 8( n · 8X) = 82 X e ôP' X = 

"!' · Bn(n · 8X), a regra de Leibnitz, e ainda a identidade (n°ímpar) 1 = ~(n°Ímpar+n;;:;:;;;ar) 

no penúltimo passo. 

O segundo termo do lado direito da eq.(ix) também pode ser transformado 

(&· A)J +(A· &)J -r" · (8pA)J + -y" · A8pJ 

- -r"· 8,[(&pn) · AJ + n · (8pA)J +n · A&pJ] 

- -r". a.a.(n · AJ) 

- 8, · 8(n · AJ). (xi) 
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Agora., colocando as identidades (x) e (xí) na. eq.(ix) obtemos finalmente que 

Desta. maneira., mostramos que existe um campo extensorial do tipo (1, 1), definido por 

Ti(n) =h( (n · thPJi-riiP)
1

- en · AJ, tal que 

iJ,. · a:rt(n) = eFcJ. (C.4) 

Esta equação diferencial é o teorema da energia-momento. O campo extensorial T( n ), associado 

ao campo de Dixac 1/J (o campo de Maxwell A entra como parâmetro!), é o extensor de energia-

momento. 

Logicamente, existe também uma expressão equivalente para. o teorema da energia-momento 

que envolve os divergentes dos vetores canfinioos de energia-momento (i.e., os campos vet-oriais 

(C.5) 

Notemos que se F= O, então a energia-momento do campo de Dirac será conservada! 

A seguir, obteremos três resultados notáveis ao respeito do extensor de energia-momento; 

calcularemos o traço e o bivetor do extensor de energia-momento, e provaremos a interessante 

propriedade iJ,. · iJTI(n) = iJ,. · 8T(n). 

Calculamos tr(T), 

Porém, tomando a O-parte da eq.(C.2), temos que 

E assim, é 
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Calculamos biv(T), 

- '"·(n(a",pi,3:;p), -e-y"·AJ), 

tr(T) - '"-"'f· 1/J. 

Todavia, tomando a 2-parte da eq.(C.2), temos 

E portanto, obtemos que 

biv(T) "!" 1\ rt h") 

"!" 11 (n(o",Pi"(3;p)
1

- "'" • AJ), 

bi (T) "o . "·o v - -2 -' .. = 2' 1\ s. 

No último passo, utilizamos a transformação de dualidade iô 1\ X= -8.J (iX). 

Agora, tomemos a seguinte identidade 

Tl(n)- T(n) = n-' biv(T), 

e se aplicarmos o operador diferencial Ôn · â, teremos que 

O,.. iJTI(n)- O,.. iJT(n) - 0,.. ô[n-' biv(T)] 

- 7" · On[Ôpn-' biv(T) + n-1 iJ"biv(T)] 
fi 

i}_, biv(T) =i}_, ( - 21}_, is) =o, 

(C.6) 

(C.7) 

=> o,..iJTI(n) =iJ,.·iJT(n). (C.8) 
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No último passo, usamos a eq.(C.7) e utilizamos a identidade 8...~(8...~X) =O. 

C.3 Extensor de Momento Angular do Campo de Dirac 

O teorema do momento angular será deduzido a partir do teorema da energia-momento, 

utiliza.ndo as eqs.(C.7) e (C.8) obtidas na seção C.2. 

Multiplicando exteriormente a eq.(C.4) pelo vetor de posição x e levando em conta a 

eq.(C.8), obtemos 

[ô,. · iiT(n)] 1\ x = e(FLJ) 1\ x. 

Porém, utiliza.ndo a identidade do cálculo multivetorial Ôn · &[T(n) 1\x] = [&n · iiT(n)] 1\x + 
biv(T), obtemos que 

Ôn · &[T(n) 1\ x]- biv(T) = e(FcJ) 1\ x. (xii) 

Agora, mostraremos explicitamente que o bivetor do extensor de energia-momento pode ser 

escrito ainda como Ôn · & (campo (1, 2)-extensoria!). 

Da eq.(C.7) temos que 

biv(T) - ~i& 1\ s = -~i&.(s 1\ 7') = -~7' · &ni[(&.s) 1\ n + s 1\ (&.n)] 

-7' · ô,.&.~i(s 1\ n) = -Ôn · &~i(s 1\ n). 

Fica assim provado que existe um campo extensorial do tipo (1, 2), definido por S(n) = 

~i(s A n), tal que 

biv(T) = -Ôn · &S(n). (xiii) 

Logo, introduzindo a eq.(xiii) no lado esquerdo da eq.(xii), obtemos finalmente que 

Ôn · &[T(n) 1\ x +S(n)] = e(FcJ) 1\ x. 

Desta. maneira, provamos que existe um campo extensorial do tipo (1, 2), associado ao campo 

de Dirac ,P, definido por J(n) = T(n) 1\x+ S(n), tal que 

Ôn · &J(n) = e(FLJ) 1\ X. (C.9) 
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Esta equação diferencial ê o teorema do momento angular, J(n) ê o extensor de momento 

angular total. 

O termo T(n) A x ê a •parte orbital" e S(n) ê a "parte intríseca" (i.e., o extensor de spin) 

do momento angular do campo de Dirac. 

Observe-se que o lado esquerdo da eq.(C.9) multiplicado escalarmente pelos bivetores base 

"fll- A i v pode ser escrito como divergentes de campos vetoriais 

[8, · &J(n)]· ('rp 1\ "Yv) - T · ô,&p[J(n) · ("Yp 1\ "Yv)J = T · &.&p[n · Jl('yp 1\ "Yv)] 

- -yP • ô,[(&pn) · Jl ("Yp 1\ "Yv) + n · &p.Jl('rp 1\ "Yv)J 

T · [&pJ1('rpi\"Yv)J = &· J1('rpi\"Yv)· 

Chegamos assim numa forma equivalente para o teorema de momento angular que envolve 

os divergentes dos seis campos vetoriais Jt('yll- A -y11 ) (i.e., os vetores can6nicos de momento 

angular), 

(C.lO) 

Notemos que se F= O, então o momento angular do campo de Dirac será conservado! 
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