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RESUMO

Desenvolvemos o formalismo Lagrangiano para os chamados campos relativisticos
utilizando o calculo do espago-tempo, i.e., um calculo multivetorial baseado na algebra
do espago-tempo.

Derivamos rigorosamente a equagfio de campo, associada & Lagrangiana para um
campo multivetorial (rotor ou spinor), a partir do principio de minima acfo.

Derivamos as formulas gerais para os extensores canonicos da energia-momento ¢ do
momento angular, ¢ obtemos duas formas equivalentes para os correspondentes teore-
mas de conservagio, com campos multivetoriais (rotores) e campos spinoriais tratados
de um modo completamente unificado.

Demonstramos que a parte antisimétrica do extensor de energia-momento € de grande
importancia no tratamento correto do momento angular, ela esta relacionada a fonte do
spin.



ABSTRACT

The Lagrangian formalism for the so-called relativistic fields is developed by using
the space-time calculus, i.e., a multivector calculus based upon the space-time algebra.

The field equation, associated to the Lagrangian for a multivector field (rotor or
spinor), i$ rigorously derived from the least action principle.

The general formulas for the canonical stress-energy and angular-momentum exten-
sors are derived, and two equivalent forms for the corresponding conservation theorems
are obtained, with multivector fields (rotors) and spinor fields treated in a unified way.

It is demonstrated that the antisymmetric part in the stress-energy extensor is poten-
tially important to the correct treatment of the angular-momentum, the one is related to
the spin source.
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Introducao

Muitos sd0 os sistemas mateméticos utilizados na formulacio das teorias fisicas.

Na teoria eletromagnética, formulada no modelo tridimensional do espago fisico (ie., em
termos dos campos vetoriais elétrico E e magnético B, etc.), é o célculo vetorial de Gibbs que
nos permite manipular as equacoes de Maxwell.

Quando a teoria eletromagnética é formulada no modele do espago-tempo de Minkowski,
(i.e., a formulacio covariante Loreniziana}, é o formalismo dos quadrivetores e quadritensores
que nos permite expressar as equagoes de Maxwell em termos do quadritensor do campo eletro-
magnético F'*Y, etc,

O célculo vetorial de Gibbs juntamente com o cdlculo spinoriol (diga-se, nas formas matri-
ciais das dlgebras de Pauli e Dirac), sao utilizados na mecénica quéntica na teoria do elétron
de Pauli e Dirac.

A teoria da relatividade de Einstein encontra sua expressao natural no cdlculo tensorial
cldssico de Riemann, Ricci, Levi-Civita e outros (i.e., a formulagio covariante geral).

Existe ums, ferramenta matematica, um célewle multivetorial sebre o variedade Minkowskiana
baseado na dlgebra geométrice de Hestenes!¥, que nos fornece uma linguagem unificada para os
diferentes sistemas matematicos empregados na formulagio das teorias fisicas, Tal ferramenta
matematica & chamada de edleulo geométrico'®.

Os campos multivetoriais no espago-tempo (ie., as fung¢des multivetoriais do vetor de
posigdo, na slgebra geométrica de Hestenes), desempenham um papel fundamental na teoria
de campos fisicos, uma vez que com eles modelam-se os chamados campos cldssicos e também
os campos quénticos (em teorias de primeira quantizagso).

Por exemplo, na teoria eletromagnética de Maxwell, o campo eletromagnético é modelado
por um campo bivetorial (i.e., o campo de Faraday F) e a fonte de cargas e correntes elétricas
é dada por um campo vetorial (i.e., a densidade de corrente J).

No formalismo do cdleulo geométrico, uma tnica equacdo diferencial multivetorial, agora



dita a equagdo de Maxwell, codifica as quatro equacoes diferenciais vetoriais da formulacio
tridimensional¥l (as equagfes de Maxwell hist6ricas) e/ou as duas equages diferenciais tensori-
aig da formulagfo quadridimensional {as equagdes de Maxwell na forma covariante Lorentziana).

O potencial eletromagnético (i.e., o campo de Mazwell A) e potencial de Hertz (i.e., o bivetor
de Hertz 11) sdo modelados por um campo vetorial e um campo bivetorial no espago-tempo,
respectivamente. Recentemente, o bivetor de Hertz mostrou-se essencial para encontrar solucbes
subluminais e superluminais da equacio de Maxwelll13:127}

Na teoria de Dirac, o estado mecénico-quantico de um elétron (i.e., 0 campo Dirac) movendo-
se num campo eletromagnético, ¢ descrito por um campo spinorial (i.e., um objeto matem4tico
que ¢ representado numa base ortonormal da dlgebra geométrica essencialmente por um campo
multivetorial par, veja detalhes em [10]).

Nio & exagero dizermos que o chamado formalismo Lagrangiano tem desempenhado um
papel de fundamental importéncia na formulagdo das teorias fisicas. _

As idéias chaves do formalismo Lagrangiano, a fungde Lagrengiana, o principio de minima
agdo, ete., surgiram histéricamente na chamada meednice analftice desenvolvida por Lagrange,
Hamilton, Jacobi e outros. Essas idéias chaves tem sido aplicadas sistemdticamente na formula-
¢do das teorias de campos cldssicos e quénticos, e também da teoria da relatividade (restrita e
geral) de Einstein. '

Assim, na chamada mecénica cldssica, existem fungbes Lagrangianas para sistemas de
particulas {com interagdes Newtonianas), sistemas rigidos {corpos rigidos) e sistemas contfnuos.

A teoria eletromagnética de Maxwell, formulada nos modelos tridimensional e/ou quadridi-
mensional, possui também funcdes Lagrangianas.

Na mecénica ondulatoria de Schrodinger e na mecénica quantica de Pauli e Dirac também
foram aplicados os métodos do formalismo Lagrangiano.

Na teoria da relatividade geral, nés todos conhecemos a histérica Lagrangiana de Hilbert-
Einstein.

Neste trabatho, elaboramos o formalismo Lagrangiano, utilizando os métodos do cdlculo
geométrico, para a chamada teorie de campos relativisticos (i.e., o campo vetorial de Maxwell
e o campo spinorial de Dirac-Hestenes(1%).

Para elaborarmos o cdlcule geométrico construimos a dlgebra de Clifford associada a um



espago vetorial com tensor métrico (veja também [4] e [8]}. Desenvolvemos logo os conceitos fun-
damentais da ieoria de fungdes multivetoriais baseada nessa dlgebra de Clifford; introduzimos
aqui as fun¢des multivetoriais paramétricas, as fun¢tes multivetoriais de varidveis multivetori-
ais, a nogao de diferenciabilidade; definimos a derivagao paramétrica, a derivagdo multivetorial,
os operadores diferenciais, etc. (veja também [8]).

O célculo diferencial e integral para essa teoria de fungdes multivetoriais é dito o cdlcule
multivetorial (aqui, s6 desenvolvemos a teoria de diferenciagdo, uma introdugéo i teoria de
integracio pode ver-se em (8]).

Partindo da nocdo de espago-tempo de Minkowski, modelada na teoria de variedades, defi-
nimos o espago vetorial de Minkowski. A dlgebra de Clifford associada a esse espago vetorial
é a dlgebra geomélrica de Hestenes e o cdleulo multivetorial baseado nessa élgebra é o cdlculo
geoméirico.

Finalmente, elaboramos o formalismo Lagrangiano para campos multivetoriais no espago-
tempo.

Discutimos os conceitos envolvidos nas nogoes de funcde Lagrangiana e acdo, € obtemos as
equagdes de Fuler-Lagrange correspondentes a alguns tipos de fungdes Lagrangianas a partir
do princtpio de ménima acdo.

Definimos os conceitos importantes de tensor de energia-momento e tensor de momento
angular, neste idltimo analizamos o significado do momento angular orbital e do momento
angular intrinseco (i.e., o spin).

No Apéndice A, resumimos as estruturas algébricas fundamentais sobra as quais baseiam-
ge as nocoes de campos k-tensoriais € multitensoriais, e desenvolvemos a sua estrutura de
diferenciabilidade.

No Apéndice B, tratamos alguns aspectos gerais da eletrodinémmica cléssica, no formalismo
do céleulo do espago-tempo. Discutimos especialmente o teorema da energia-momento.

No Apendice C, tratamos alguns aspectos gerais da equagao de Dirac, no formalismo do
cdlculo do espago-fempo. Fundamentalmente, desenvolvemos linhas heuristicas para obtermos

0s teoremas da energia-momento € do momento angular.



CAPITULO 1

Algebra de Clifford sobre um Espaco Linear com
Meétrica

1. Algebra de Multitensores

Apresentaremos uma proposta original para o construgio da slgebra de Clifford associada
a um espago linear com tensor métrico (podem ver-se outras propostas em [4] e [8]).

Primeiramente, introduziremos o conceito fundamental de multitensor de um espago linear
(real). O conjunto destes objetos tem uma estrutura natural de espaco linear (real).

O espago dos muititensores serd dotado com um produto de multitensores, o produto ten-
sorial; e assim ele ganhar4 uma estrutura natural de dlgebra associativa (real).

Construiremos a dlgebra interior dos multitensores e a Algebra exterior dos multivetores

(ie., a dlgebra de Grasmann). E por iltimo, definiremos a digebra de Clifford.

1.1 Espago de Multitensores

Sejam V um espaco linear sobre R, de dimensio finita, e T*(V) o espago de k-tensores!
sobre V.

Um multitensor de V' & uma oo-upla de k-tensores de V, cujas k-ésimas componentes de
ordem superior a algum Inteiro nio-negativo, sio todas nulas, isto é

7:Ng— |J T?(V) tal que para cada k € Ny : 7, € TH(V), (1.1)
jeNo

onde existe M € Ny (Vg denota o conjunto dos mimeros naturais com 0, o zero real}, tal que

YUm k-tensor de V (k € No, k > 1) é uma fungio multilinear do produto cartesiano de k-cépiasde V a R, isto &,
T:V X -+ X V— R tal que para todos o, 5; € Rex;,¥y; € Vicom 1 S § <k 7(Xy,. 00, 05X+ 8575, .., Xk) =
k—cdépiaE
6 ST PR BjT(Xl,...,yj,..-,Xk)- Por conveniéncia, um miimero real é dito wmn 0Q-tensor de V
(k € No,k == 0); o inteiro ndo-negative k & chamado de ordem (ou graduacdo) do k-tensor. T*(V}. O conjunto
dos k-tensores de V, tem uma estruturs natural de espago linear sobre R. Notem-se as coincidéncias: T°(V) = R
e TV} =V"* (o dual de V).



para todo k € Np, com k > M: 74 = o (o denota o k-tensor nulo de T%(V)).

O menor desses inteiros nao-negativos serd chamado de greu do multitensor 7 (as vezes,
indicado por M- ).

Um multitensor 7 pode ser convenientemente indicado POT (70,7 1yc -« Thkyr vy T, )

O conjunto dos multitensores de V, denotado por T(V), com a soma de multitensores e
o produto de escalar real por multitensor “naturalmente definidas” (leve-se em conta que um
multitensor & uma fun¢ado!), € um espago linear sobre R, o espaco de multitensores sobre V.

Proposicdo 1.1: O grau de 0+ 7 ¢ o maior dos grausde cour,eograude AT (A € R) é
igual ao grau de 7.

Proposicio 1.2: Th(V), o conjunto dos multitensores de V' com graus menores o iguais a
M, & um subespaco de T(V).

Proposicéo 1.3: Sejam {ex) e {*) bases de V e V* (0 dual de V), onde a segunda é dual
da primeira (ie., e¥(e;) = &%), entdio {{1,&M,...,eP1 @ - @ eP*,...,eP1 @ @M )} 1cpenr €
uma base de Txs(V).

Istoimp]icaque,sea.dimensﬁodeVén,enté'.oadjmensé.odeTM(V)él+n+---+n"+
M-H._l

RPN 7 S
+n n—1

1.2 Operador &-Parte
Introduzimos no espagoe de multitensores sobre V, um operador linear fundamental, e k-
parte {(k € No)

(} : T(V) — T(V) tal que para todo j € Ng,com j # k: ({)); = o, (1.2)

isto &, as j-ésimas componentes da k-parte de 7, com j # k, sfo todas nulas.

Se T =(T0,T1y.+«sTks---), €ntdo {7} = {(...,0,7Tk,0,...), 0 mesmo 73 poderia ser nulo ou
néol.

Um multitensor de V, digamos 7, é dito homogéneo de graduacéo k, se somente se 7 = (7). ;
isto &, as componentes de ordens distintas de k sfo nulas!,

Proposicéo 1.4: O conjunto de multitensores homogéneos de graduacao k tem uma estrutura
natural de espago linear sobre R, é um subespaco de T(V) isomorfo a T*(V).



Proposigio 1.5: Qualquer multitensor pode ser expresso como uma soma de multitensores
M;
homogéneos 7 =3 {7}, .
] 5=0
Isto significa que qualquer Tas(V) é exatamente a soma direta de todos os espagos de k-
tensores, de k=0 até k = M.

1.3 Produto Tensorial

Construimos um produto fundamental no espago de multitensores de V', o produto fensorial
de multitensores, definido por

TV)xT(V)3 (o, 1)~ o7 € T(V) tal que: (0®7), =i0 05 @ Th—j) (1.3)
J:

onde o; @ 7x_; & o produto tensorial® da j-ésima componente de o pela (k — j)-ésima com-
ponente de 7 (i.e., um j-tensor de V e um (k — j)-tensor de V), isto significa que: se ¢ =

(0-0?0.1!‘ sy Flye 'Jo-Mo) er= (TU,TI: .- .,Tk,...,TMT), entao
k M,-+-M-
J®T*—*(00T0,00T1+01?0,---,Eoﬂj@*fk—j,---, Zﬂ 05 @ TM,+M.—5)"
i= j=

Proposigio 1.6: O grau do produto tensorial ¢ ® T € a soma dos graus de o e 7.

O produto tensorial de muititensores é distributivo & esquerda e a direita, e associativo,

A prova da distributividade ndo apresenta nenhuma dificuldade, depende exclusivamente
da distributividade do produto tensorial de k-tensores.

Para provarmos a associatividade, isto &, para quaisquer o,7,¢ € T(V): (6 Q@ T)® ¢ =
o ® (7 ® @), nos valeremos de um artificio de “decomposicio e recomposi¢ao” que mostrars a
coincidéncia da k-ésima componente de (o ® 7) ® ¢ com a k-ésima componente de 0 Q (T & ¢).

Temos gue

(le@T)®dh = (0®T)RYy+(RTh Ryt +(eRTH®
= (0p®7T0)R¢, +{(00RT1+01R7T0)RPr_q+ -+

20 produto tensorial de um j-tensor de V por um k-tensor de V é um (5 + k)-tensor de V; definido por: {3)
a,BER: a®f=of, (H) AERe1€T?(V),comp> : AL =1Q A=}, (ii)) s € T/ (V) et € TX(V), com
HEZ21:5@teT (V) tal que s @ E(Xa, ..., X5, X5t ty -+ s XKjite) = S(Xdy oo s, X)X 15+ 0 s Kjpic )

O produto tensorial satisfaz as leis distributivas (& esquerda e & direita) e a lei associativa.

6



Hoo®Te+01®Tp-1+-- +0: @ 70) ® ¢y
= 00®@(To® @) +00@(T1® 1)+ +00® (T ® ¢p)
+o1®@ (To®@ dp_y) + - + 01 @ (751 ® ) + 0% S (70 ® )
= 00R(ToQRPp+T1 Q51+ +71 ® &)
+01Q (To® gy +-- + Ta—1® G} +--- + 0k @ (To ® )
= 00R (TP +01R(TRP)p—1+ -+ + 0k R (TR P)o,
(ce@n)edk = (),

onde utilizamos a defini¢ao do produto temsorial de multitensores, as distributividades (4 es-
querda € & direita) e a associatividade do produto tensorial de k-tensores.

Desta maneira constrnimos uma estrutura algébrica {T(V), @) que é uma &lgebra associa-
tiva, dita a digebra de multitensores sobre V.

Vejamos uma propriedade interessante na dlgebra de multitensores.

Proposicio 1.7: Se a“}= (eesT5y02) € Th= (=, Thy---) 530 muliitensores homogéneos de
graduacoes j e k, entdo Ej ® Tr= (...,0§®Tg,...) & um multitensor homogéneo de graduacio
j+k.

Isto quer dizer que os multitensores homogéneos de graduacio k sio algébricamente indis-
tigufveis dos k-tensores, com relagio ao produto tensorial.

1.4 Conjugacio
Primeiramente, definimos & conjugagio de k-tensores pelo seguinte esquema axiomético

= :TRV) = TH(V), 77, (14)

tal que (§) o € R (0-tensor): & = a, (i) a1 ® - - - ® ag € T*(V), com k > 1 (k-tensor simples):
(1® - ®ar)” = (—1)a1 ® - Raz, (#i) A, u € Reo,7 € TF(V) : (Ao + p7)~ = X5 + 7,
linearidade (axioms de exfensao linear).

Note-se que o axioma (4#i) € necessdrio para fazermos a conjugacdo de um k-tensor de V
do tipo nio-simples, pois todo k-tensor nio-simples é alguma combinacao linear de k-tensores

simples (i.e., um produto tensorial de wm mimero & de fatores formas).



Definimos agora a conjugagio de multitensores por
- T(V)—=T(V),T—T, (1.5)

tal que para cada k € Ny : (F)p = (T1)".
Obviamente, — é um operador linear involutivo; ademais, observamos que a homogeneidade
preserva-se através da conjugaqao, isto €, o conjugado de um multitensor bomogéneo ¢ também

um multitensor homogéneo.

1.5 Reversao

Primeiramente, definimos a reversao de k-tensores por um esquema axiomético
~ THV) = THV), 7~ 7, (1.6)

tal que () o € R (0-tensor): & = o, (i1) a1 Qaa®- - -Qag € T*(V),com k > 1 (k-tensor simples):
(a1®@m® - Q@) =a;® - Qag®ay, (#i) A, p € Re 0,7 € TH(V) : (Ao +pr)™ = A5 + 4T,
linearidade {axioma de extens&o linear).
0 axioma (1) & necessdrio para fazermos a reverséo de k-tensores de V' do tipo nao-simples.
A reversao de multitensores define-se por |

~T(VY > T(V), 7T, (1.7)

tal que para cada k € Np : (T)x = (7).

Também, ~ é um operador linear involutivo, ¢ ainda preserva a homogeneidade.

2. Espago com Produto Escalar

Para construirmos um produto escalar no espago de multitensores sobre V, se faz necessesdrio
definirmos primeiramente um produto escalar no espago de k-tensores sobre V

Por sua vez, o produto escalar de k- tensores de V' serd definido mediante um esquema



axiomatico gue faz uso do produto ordindrio em R e de um tensor métrico de V.

2.1 Produto Escalar de k-Tensores

Seja (V, g) uma estrutura algébrica, na qual V é um espago linear sobre R e g € um tensor
métrico® de V, as vezes, chamada de espaco com métrica.

O isomorfismo fundamental?, digamos #, entre V e V* (o dual de V) induzido pelo tensor

métrico de V, permite-nos dotar a V*com um produte escalar {1.e., o produto escalar de formas)
V*x V"3 {a,b) —a-bec Rial que: a-b=g(# 'a,# 'b). (1.8)

Trata-se de um produto escalar “bem-definide”, isto &, com distributividade, simetria, as-
sociatividade mista e nio-degenerescéncia, devido as propriedades do tensor métrico.

Sejam {ey) e (¢*) bases de V e V* respectivamente, onde a segunda é dual da primeira
(i-e e¥(e;) = 8%). O produto escalar de a e b pode ser escrito, por exemplo: a - b= gf*a;b;
onde ¢’¥ s80 as jk-ésimas entradas da inversa da matriz associada a ¢ com relagao a {ey) ,cujas
jk-ésimas entradas sao g;r = g(e;, ex){esta wltima & inversfvel devido & ndo-degenerescéncia de
g'), e a; = a(e;) é j-ésima componente de a em (), etc.

Agora, o produto escalar de dois k-tensores de V é um escalar (i.e., wm nimero real),
definido por

T*(VY x T*(V) 3 (o,7) =0 -T € R, (1.9)

tal que (7) o, 8 € R {dois O-tensores): a - 8 = af, produto ordindrio em R, (i) a1 ® - -- ® az,
b @--- Qb € TH(V), com k > 1 (dois k-tensores simples): (a1 ® - ®a) - (1 ® - Qby) =
%(al b1} -{ex-bx), (818) 0,7 P ETH(V) : {0+ T) d=0-¢p+T-9eo - (T+)=0-T+0- ¢,
distributividades & esquerda ¢ & direita, (iv) A € Rea,7 € T¥(V): (Ao)-T =0 (A7) = Mo 7),
associatividade mista.

*Um tensor métrico de V & um 2-tensor de V, simétrico ¢ nio-degenerado, isto & g € T?(V) tal que
() ¥x € V,Vy € V2 g(xy) = g(y,%) (simetria), (i) Gx € V / Vy € V: g(x,y} = 0) = x = 0 (ndo-
degenerescéncia).

*Existe uma aplicagéo linear de V' a V*(o dual de V), digamos #,definida por # : ¥V — V* tal que para todo
y €V: #x(y) = g(x,¥)

Se V & de dimenséo finita entfo # & uma aplicagio linear bijetora, é dizer, # ¢ um isomorfismo linear entre V
e V*. Be x = z¥e;, entio #x = gjx2'2" e ainda se x = mpe*, deve ser # 'z = g™z 0.



Note-se que (322} & um axioma de extensdo linear e & necessdrio para fazermos o célculo do
produto escalar de dois k-tensores de V' do tipo nao-simples.

A consisténcia (nfo contradicio interna) deste esquema axiomatico pode ser mostrada f4-
cilmente!.

Porém, estd o produto escalar de k-tensores bem definido? Isto €, o produto definido acima
satisfaz os axiomas de um produto escalar: a simetria, a distributividade, a associatividade
mista e a ndo-degenerescéncia? (Veja, por exemplo, [1], [3]).

Para provarmos a propriedade de simetria devemos considerar por separado os casos dos
mimeros reais (k = 0) e k-tensores “prépriamente ditos” (k = 1).

Se o, € R, entao: o - 8 =af = fa= - a; por (i), pela comutatividade do produto real
e por (1); e portanto: - f=f-a.

Sejam o, 7 € T*(V), com & > 1, se expressarmos o e 7 na base fundamental do espago de

k-tensores sobre V: 0 =05, 1 Q@ - - QePk e T =Ty g 1 @+ ® %, teremos que

o-T = 0'p1...pqu;...qk(5pl R ® E‘Pk) . (5(11 R Q E%)

1
= UPI---PJqI---qu(EP' cEMY e (Ph - g%)

I
= Tg.aOpp g (ET &) (€% - eP)
= Tg.q0ppET @ Re®*) (M ® - ®eFr),

gT = T-0,

onde utilizamos (i), (#it), as comutatividades do produto real e do produto escalar de formas.

A distributividade e associatividade mista séo dadas precisamente por (i) e (iv).

Para provarmos a propriedade de ndo-degenerescéncia consideraremos novamente os casos
dos nimeros reais e k-tensores prépriamente ditos.

Seja algum o € R, devemos provar que se - § =0, para todo 3 € R, entéo a =0

A prova é trivial, como a - § = af ¢ 8 é um mimero real arbitrdrio, tome-se por exemplo
B =1, se seguird que a = (

Seja algum o € T*(V), com k > 1, devemos provar que se ¢ - 7 = 0, para todo 7 € T*(V),
entfio ¢ = o (o & o k-tensor nulo de T*(V)).

J4 que m & um multitensor arbitrério, escolha-se 7 segfiencialmente igual a cada um dos
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elementos da base fundamental do espago de k-tensores sobre V, esses 580 eU @ - - - @ £, com
Gs-nes@k = 1ly...,k (um mimero n* de k-tensores simples!); todavia, se expressarmos ¢ na

“reciproca” da base fundamental de T*(V): & = 0P~ Prg, @+ - R £p,, teremos que

(crpl...pkspl®...®gpk).(gql®...®54k) = 0

1
gpl---Pk: ET(EPI . qu) ‘s (Epk . 6‘?k) —_ D
1
P1---Pr S0, 8% _
PPl 8 = O
ol-% = O,

isto €, 0 = 0. Note-se que utilizamos (2%), (¢22), (iv) e a reciprocidade das bases {ep) e {¢9) (ie.,
ep -9 =8)

Assim fica demonstrado que o produto escalar de k-tensores é um produto escalar bem-
definido no espage de k-tensores sobre V.

2.2 Produto Escalar de Multitensores

O produto escalar de dois multitensores de V' é um escalar (i.e um mimero real), definido

ot méa{ Ma M)

TV)YxT(V)>s (o,7)—o-TERtalque: 6-7 = kgo Ok " Tk (1.10)
onde ok - Tx ¢ o produto escalar das k-ésimas componentes de ¢ e 7 (i.e., como sabemos,
k-tensores de V).

Proposicéo 2.1: o -+ =j§: O - Tk, com M > méx(M;, M;), o mimero de termos na soma &
mién{Mq, Mr). =0

Provaremos agora que o produto escalar de multitensores é um produto escalar bem-definido
no espaco de multitensores sobre V; i.e., satisfaz de fato as propriedades de simetria, distribu-
tividade, associatividade mista e nao-degenerescéncia.

A simetria e a associatividade mista do produto escalar em T(V') dependem exclusivamente
da simetria e da associatividade do produto escalar em T#(V'), e por isso seguem-se trivialmente.

A distributividade do produto escalar em T(V); isto &€, para quaisquer o,7,¢,€ T(V):
{c+7) ¢p=c-¢p+7-9peo-(r+¢)=0-T7+0 ¢ pode ser provada ficilmente se levarmos
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em conta algumas propriedades dos graus My, M., M, desses g,7,¢ € T(V).

Podemos escrever, por exemplo,

M(Mg+7,M¢,) mﬁE{Mg+r,M¢) n‘uiz:{Mg+1-,M¢)
(o+7) ¢ = > (647 o= > Ok - Ppt > Tk O
k=4 k=0 k=0
méa( My, My) mbaz(Mr M)
= 2 Ok Pt 2. T br=0¢+T-6,
k=0 k=0

onde utilizamos a definigao do produto escalar em T(V) (e a prop. 2.1}, a 6bvia propriedade
dos graus: méaz(Moir, My) > max(My, My) e méz(Myyr, M;) > max{M,, M) (levese em
conta que M, ., = mdx{M,, M,)) e a distributividade do produto escalar em T5(V).

A associatividade mista do produto escalar em T(V) também depende exclusivamente do
produto escalar em T#(V).

A nao-degenerescéncia do produto escalar em T'(V'} & conseqiiencia da nao-degenerescéncia
do produto escalar em T*(V).

Seja algum ¢ € T(V), devemos provar que: se ¢ - T = 0, para todo T € T(V), entéo ¢ = O,
(O é o multitensor nulo de T(V)).

J4 que T ¢ um multitensor arbitririo, escolha-se 7 seqilencialmente igual a cada um dos
multitensores homogéneos de graduagio k, digamos 7x= (..., 75, .. .}, com k € Np, teremos que
o T1=0, para cada k € Np; isto &, pela definicio do produto escalar em T(V) o - 7% = 0, para
todo Tx € TF(V); porém, pela nio-degenerescéncia do produto escalar em T%(V) devemos ter
o0 = 0, para cada k € Ny, i.e, 0 = O.

Desta maneira demonstramos que o produto escalar de multitensores esta bem definido.

A estrutura algébrica (T(V},:} € um espago com produto escalar baseada no espago com
métrica {V, g} e serd chamada de espaco com produto escalar.

Finalizamos esta seg¢iio apresentando uma propriedade interessante em {T(V), -} .

Proposicéo 2.2: Se = (..,0%,...) € Tr= (...,7E,...) sdo multitensores homogéneos de
graduacao k, entao Ok - TE= Ok Tk; O produto escalar de multitensores homogéneos de distintas
graduacies é zero.

Este resultado pode ser interpretado como indistingao algébrica entre os multitensores ho-
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mogéneos de graduagio k e os k-tensores, com relagio ao produto escalar.

3. Algebra Interior

Introduziremos dois importantes produtos de multitensores: os produtos contraidos (ou
contragies) 4 esquerda e 4 direita. Com as contragoes o espaco de multitensores ganhard uma.
estrutura natural de dlgebra ndo-associativa (real).

Todavia, para definirmos os produtos contraidos de multitensores precisamos definir os
produtos contrafdos de k-tensores. Isto serd feito mediante esquemas axiomdticos que fazem

uso do espaco de multitensores com produto escalar.

3.1 Produtos Contraidos de k-Tensores
Seja (T'(V'), -} o espago de multitensores com produto escalar; o produto contraido & esquerda
de um j-tensor de V por um k-tensor de V, com j < k, é um (k — j)-tensor de V definido por

THV) x T*(V) 3 (o, 7) — o3 7 € TFI(V), (1.11)

tal que

(¢) a, B € R (dois (-tensores): aJ f = of, produto ordindrio em R.

(i) « € R,7 € T*(V),com k > 1 : o T = ar = T, produto de escalar por k-tensor

(i) a; @ - ®a; € THV), b1 ®-- @bt € TF(V), com 1 < j < k (um j-tensor e um k-tensor,
ambos simples): (@1 ®---®a;)2 {(hi1® - Qb)) =(@61®-- Raj)- (1 Q- ®Y;)"bj41 Q- B by,

(iv) o, 7 € THV), ¢ € TE(V) : (0 +7)a ¢ = o1 ¢ + T2 ¢, distributividade A esquerda;
o €TIV),7,¢ € TH(V) : 0. (T + ¢) = 01 T + 0. ¢, distributividade 3 direita

(v) A € Ryo € THV),r € T*(V) : (Aa)a 7 = 0.1 (A1) = Mo 7), associatividade mista
(axioma de extensdo linear).

O produto controido & direita de um j-tensor de V por um k-tensor de V', com j > k, é um
{§ — k)-tensor de V definido por

THV) x T*(V) 3 (0, 7) — o LT € TP ¥(V), (1.12)

tal que
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{¢) a, B € R (dois O-tensores): @  § = af, produto ordindrio em R

(#) c € T9(V), com j > 1, € R: ¢ .§ = o = g3, produto de j-tensor por escalar

(i) a1 ®---®a; €ETHV),bi1®---Qby, € TH(V), com § > k > 1 (um j-tensor e um k-tensor,
ambos simples): (a1 ®--®a;) L1 ®--- Qb)) =1 ® - Rk (8j k1D ®a;)" (L1 R - Rby)

(iv) .7 € TH(V),0 € THV) : (0 +7) ¢ = 0 ¢ + T Lo, distributividade & esquerda;
o € THV), 1,0 ETHV) : 0 (T + @) = 0 LT+ 0 L@, distibutividade a direita

(@) A€ Ro € TI(V), 7 € THV) : (Ao) LT = 0 (A7) = Ao LT), associatividade mista
(axioma de extensio linear)

Os axiomas (iv) e (v) nas defini¢des (1.11} e (1.12) dos produtos contrafdos sdo necessarios
para fazermos os produtos contraidos de k-tensores ndo-simples.

As provas de consisténcia destes esquemas axjiomditicos nac apresentam dificuldades.

3.2 Produtos Contraidos de Multitensores
O produto contratdo & esquerda de dois multitensores de V' é um multitensor de V, definido

por
TV)YxT(V)3(o,7)— oo € T(V), (1.13)
mém(Mg,Mr)
tal que para cada k € Np: (o T)p = S Gj1 Tiyk, onde o1 T4 € 0 produto contrafdo
=0

4 esquerda da j-ésima componente de ¢ pela (7 + &)-ésima componente de 7, um j-tensor e um

(7 +k)-tensor, isto significa que: se 0 = (60,01, 10k, -+, OM, ) €T = (T0,T13-« -y Ths s TM; )5

entao
ﬂuiﬁ(Ma,Mg-) ﬂ'&é:ﬁ(Ma,-M-r) n&éz(Mng)
oor={( X OjiTieee, X OjdTitkseeey 3, 05 TiiM)
i=o P =0

O produto contraido & direite de dois multitensores de V' & um multitensor de V, definido

por
T(V) x T(V) 2 (0,7) — our € T(V), (1.14)
m(Mp—,Mf)
tal que para cada k € No: (our)e = 3 Gj+kLTj, onde ojx LT € 0 produto contraido

a direita da (§ + k)-ésima componente de o pela j-ésima componente de 7,um {5 -+ k)-tensor e
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um j-temsor, isto significa que: se & = (09,01,...,00,) € T = (70, T1,-- -, Tps, ), €ntio

m(Mas yM‘r) W(MU,MT) m‘iz(MavM‘l")
oot =( Z;) CiLTgsanns Eo TjrkiTjy ey Eo Ojt M, -T5)-

Proposicéo 3.1: (o2 7)y —E s Tisn e (0T -E Ojtk LTk, com M > méx( My, M),
ograudea_nTéMteograudeoLTéMg 7=

Os produtos contrafdos de multitensores sao distributivos 4 esquerda e & direita.

Portanto, {T(V),,.}, é uma slgebra dupla (isto &, com relagao a ambos os produtos J, L)
naoc-associatival, serd chamada de dlgebra interior sobre (V, g} .

Finalizamos esta se¢ao apresentando uma propriedade interessante na dlgebra interior.

Proposicio 3.2: Se ;j:— (--0r04,...) e Tr= (..., Tk,--.) s20 multitensores homogéneos de
graduacoes j e k, entao

3 e (cer 0§ Thy..), <Kk 0l Ao (ceerOf Three)y G2k ’
O, i>k 0, i<k
os multitensores superiores sao homogéneos de graduagoes k — j € 7 — k respectivamente e os
inferiores sdo o multitensor nulo.

Tal fato pode ser inferpretado como indistingao algébrica entre os multitensores homogéneos
de graduagao k e os k-tensores, com relagao aos produtos contraidos.

Vimos nas segoes (1.), (2.) e (3.) que os multitensores homogéneos de graduagdo k sio
algébricamente indistingufveis dos k-tensores, como espagos lineares (prop. 1.4) e como slgebras
(props. 1.7 e 3.2); isso permite-nos identificar esseg objetos algébricos entre sil

Todavia, a k-ésima componente de um muititensor coincidird com a k-parte do mesmo,
e pela prop. (1.5), qualquer multitensor v de grau M, poders ser escrito simplesmente 7 =
To+- -+ Te+-+TM,.

4. Algebra Exterior

Definiremos o conceito importante de multivetor de um espaco linear (real); o conjunto dos
multivetores é naturalmente um espago linear (real).
O espaco de multivetores serd dotado com um produto de multivetores, o produto exterior,
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e desta maneira ele vird a ser uma dlgebra associativa (real).

4.1 Espaco de Multivetores

Sejam V um espaco linear sobre R, de dimensdo finita, ¢ A*(V) o espago de k-vetores >
sobre V.

Um mudtivetor de V é uma co-upla de k-vetores de V, isto é

A:Ny— |J A(V)tal que para cada k € N : Ay € A¥(V). (1.15)
JENg

Proposicao 4.1: Todo multivetor ¢ um multitensor e o grau de um multivetor nao é maior
que a dimensao do espago fundamental.

Isso & devido a que todo k-vetor é um k-tensor e todos os k-vetores, com k > n, (n € a
dimensio de V) sfo k-vetores nulos (pela completa antisimetria do k-vetor!).

O conjunto dos multivetores de V, denotado por A{V), & naturalmente nm espago linear
sobre R , trata-se de um subespago de T(V), serd chamado de espago de multivetores sobre V.

Proposigio 4.2: Sejam (ey) e (") bases de V e V*, tais que a segunda é dual da primeira,
entao {(1,6P,...,eP A APk L eP AL AP} cpoy, € uma base de A(V); isto implica
que: se dimV =n, entfo dimA(V)=1+(D+--+ )+ +n=2"

Proposicio 4.3: O conjunto dos multivetores homogéneos de graduagio k {i.e., A = (4),)
& um subespaco de A(V), isomorfo 2 A¥(V).

4.2 Produto Exterior

O produto exterior (Le., o produto de Grassmann) de dois multivetores de V € um multivetor
de V, definido por
AVYXxAV)3 (A, By~ AAB e A(V), (1.16)

k
tal que: (AAB)g =2 Aj A Bg_jonde AjA By € o produto exterior® da j-ésima componente
=0

SUm k-vetor de V (k € No,k > 2) € um k-tensor de V totalmente antisimétrico, isto &, a € T*(V} tal que
para todos %, %; €V, com L <4< 5 <k (X, .00, Xiyeo oy Xy vey Xk) = —0(K1, -0 X550 %Kiy o 0o Xk )

Por conveniéncia, un escalar real e um 1-tensor de V séo ditos um O-velor de V e um l-vetor de V (k €
No, k < 1) respectivamente. A*(V),0 conjunto dos k-vetores de V, € um subespago de (V).

Notem-se as coincidéncias: A°(V) = Re A'(V} =V"(o dual de V).

50 produto exterior (i.¢ de Grassmann) de um j-vetor de V por um k-vetor de ¥V & um (j -+ k)-vetor de V,
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de A pela (k — j)-ésima componente de B, i.e., um j-vetor de V e um (k — j)-vetor de V), isto
significa que: se A = (AO,Ala---:Ak:---:An) e B= (B(JaBl:'-°)Bka"'aBﬂ)aent§'0

k n
AAB = (AgBo, AoBt + A1Bo,..., 3. AjABs—jy..., S Aj ABn ;).

O produto exterior de multivetores possui as leis distributivas, 4 esquerda e a direita, e
a lei associativa. As primeiras s2o conseqliéncia das correspondentes leis distributivas para o
produto exterior de k-vetores e a segunda pode ser provada facilmente seguindo um raciocinio
andlogo ao utilizado na prova de associatividade do produto tensorial de multitensores.

Desta maneira, concluimos que estrutura dlgebrica (A(V), A} é uma Algebra associativa e
serd chamada de dlgebra de mullivetores sobre V {ou dlgebro ezterior de Grassmann).

Finalizando esta segao, veremos uma propriedade interessante na dlgebra exterior e desen-
volveremos alguns exemplos importantes.

Proposicio 4.4: Se xij= (ceesAjy..) e §k= (..., Bk, ...) sdo multivetores homogéneos de
graduagoes 7 e k, entdo A*_f A §k= {...; A; A Bg,...) € multivetor homogéneo de graduagdo
itk

Isto significa que os multivetores homogéneos de graduagdo &k sdo algébricamente indistin-
guiveis dos k-vetores, com relacdo ao produto exterior.

De acordo com as props. (4.1}, (4.3} e (4.4), os multivetores homogéneos de graduacio k sio
algébricamente indistingufveis dos k-vetores, e ainda pela prop. (1.5), todo multivetor poderd
ser escrito como soma de k-vetores, de k = 0 até k = n (n & a dimensio do espago fundamental).

Ezemplo 1.1: Férmula para a contracio 2 esquerda de um vetor por um k-vetor simples’

k . L
as (b A Ab) =S (1 a-bi)by AL A b ALl Ay
=1

O sfmbolo b; significa que o fator b; deve ser tirado do j-ésimo termo (sem alterar as ordens

definido por: () @, € R:anB=af, () A€ Reu € A¥(V), com k> 1: AAu=uAX=Iu,(i) ¢ € A% (V)

i + &Y < N
ebc A¥(V), com 5,k >1: aAb= (J;k') Ala ®b), onde A é o operador de antisimetrizacio.
O produto exterior tem as leis distributivas (3 esquerda e 3 direita) @ a lei associativa; também possui uma lei
de comutagio: @ € A7 (V) ebe A*(V): aAb=(-~1F*bAa. ‘ o
"Um k-vetor simples em termos de k-tensores simples: a1 A ... A gz = ef1Thg; ®---® ay,, onde 717k 4o
“sfmbolo de permutacan de ordem k.
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dos outros fatores!).

56 provaremos os casos particulares k¥ = 2 e k = 3,utilizando a distributividade & direita e

o axioma (%) da contracdo a esquerda, o ax. (i4) da def. (1.9) e 0 ax. (3%) da def. {1.6), temos

que

aJ (b; /\bg) =

. (blf\bzf\b;;) =

a1 (b @by — b b)

{a-b1)be — (a- ba)by,

a1 (1 PbRb+Rh0h+BRH b

~b1 Qb Qb -3 Rb®b ~ bRk @)
(@-bi){by ®bs —b3 @ b2) — (a-b2) (b1 @ bs ~ b3 Q by)
+a- b3} (b1 @ by — 2 @ 1),
(a-b1)bz Abs — (@ ba)by Abs 4+ (a-b3)by Abs.

Assim fica ilustrado o caso geral.

Exemplo 1.2: 1dentidade para desenvolver o produto escalar de dois k~vetores simples

(al/\.../\ak)—

S6 apresentaremos a prova

a-b - ap-by
(bll\.../\bk)=det

ag-by -+ ag-byg

para o caso particular ¥ = 2; utilizando o axioma (i) ¢ a

distributividade do produto escalar temos que

(a1 Aag) - (b1 A bo)

= (a1 ®@a—aa®a1)- (01 Qb ~ b Qby)

= (s ®az): (b1 ®@b2) — (a1 Q@ az) - (b2® b1)
~(a2 ® a1) - (b1 @ b2) + (a2 ® a1) - (b2 @ b1)

= gl b)(a )~ (e b)en bu)
(e ba)(@1 - bo) + 35 (e - Bo)(ar - b1)

= (a1-b1)(az - be) —{a1 - bz){az - 1)

18



-b .
(a1 Aar)- (b1 A} = det b a1-b

az-b1 ag-bo

Isso ilustra o caso geral.

5. Algebra de Clifford

Construiremos aqui a dlgebra de Clifford associada a estrutura algébrica {V, g) onde V é um
espago linear sobre R, de dimensao finita, e g & um tensor métrico sobre V

Para tanto vamos dotar ao espago de multivetores com um produto especial (dito produto
de Clifford), um “tipo de combinagao” dos produtos contrafdos, nas duas versoes (& esquerds. e
4 direita), com o produto exterior.

O produte de Clifford de dois mulitvetores de V' & um multivetor de V' (denotado simples-
mente por justaposiciio dos dois multivetores), serd definido pelo seguinte esquema axiomético

A(V) x A(V) 3 (4, B) — AB € A(V), (1.17)

tal que (3) A € A%(V) = Re X € A(V) (um escalar e um multivetor): AX =Au X =AAX e
XA=XLA=XAM\, (i) a € A(V) e A € A(V) (um vetor e um nultivetor):a4 = ais A+ar A
e Aa=Aa+ AAa, (it) A, B,C € A(V): (AB)C = A(BC).

Observe-se que no axioma (i), de acordo com as defs. (1.13), (1.14) e (1.16), A X = XX
coincide exatamente com o produto do escalar A pelo multivetor X; todavia, o produto de
Clifford de dois mimeros reais é o produto ordindrio deles.

O produto de Clifford ¢é distributivo & esquerda e 4 direita, e associativo.

A distributividade € conseqiiéncia essencialmente das distributividades dos produtos con-
trajdos e do produto exterior de multivetores, a associatividade € precisamente umn axioma.

Construimos portanto uma estrutura algébrica {A(V), produto de Clifford) associada & es-
trutura algébrica {V, g} . A dependéncia desta ultila se d4 através das contragdes (& esquerda e
4 direita). Trata-se de uma Slgebra associativa da maior importancia, serd chamada de dlgebra
de Clifford sobre {V, g} e denotada por C£{V, g} .

Os multivetores, quando entendidos como elementos de C£(V, g), passam a ser chamados
de nimeros de Clifford (0s elementos de qualquer 4lgebra chamam-se de ntimeros!).
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Finalizando o Capitulol, listamos algumas das identidades mais importantes nestas Algebras
multivetoriais.

i. ABeAV):ANB=ANB,AB=ABe ANB=BAA,AB=BA

ii. A€ A(V) : (&), = (-1)F(4), e (A’)k = (~1)3RG-1) (4)

ih. Ay € N(V), B, € AS(V) : Aj0 By = (=1)7%2) By (A; (com j < k) e 4; A By =
(—1Y%By A A;

w.a €AY V), AcAV):as A=~Aa=%(eA—Aa)eaAA=ANa=}(aA+Aa)

v. ABeAV):} (4B~ B) = <'}§] A)l ¢4 (4B +B1) = (i B)l

vi.a€A{V)e A, BEA(V):(as A) - B=A-{aAB)

vii. A,B,C € A(V): A3 (B.C)=(AAB)Ce(ALB)LC=A_(BAC)

viii. A,B,C € A(V): (AyB)-C=B-(ANC)e (B LA)-C=B-(CAA)

iz. ABE A(V):(AB)y=A-B=A-B

z. A,B,C € A(V): (AB)-C = B -(AC) ¢ (BA)-C = B - (CA)

vi.a € Al(V)e A, BeAV):a. (AAB)=(as A)AB+ A A (a1 B)

wid. Aj € N(V), By € AR(V) : A;By = (AjBi);_g +{AiBr)y_pyo + o+ (43884
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CAPITULO 2
Teoria de Funcgoes Multivetoriais

Neste capftulo desenvolveremos os conceitos fundamentais da teoria de fungbes multiveto-

Serao introduzidas as nocdes de diferenciabilidade para as funcoes multivetoriais de varidvel
real e de varidgvel multivetorial; definiremos a derivada paramétrica e a derivada multivetorial,
e em particular, a derivada vetorial.

Introduziremos e desenvolveremos a nogoes de extensor e de funcional multivetorial de um

extensor; e definiremos a derivada funcional.

1. Fungoes Multivetoriais de Varidvel Real

Uma aplicacio de R {ou de um subconjunto aberto de R, digamos §) a A(V), serd chamada
de funcdo mulitvetorial de varidwel real (i.e., multivetor dependente de parametro real).

Uma funcdo multivetorial de k variduveis reais & uma aplicacio de R* (ou de um subconjunto
aberto de R¥) a A(V) (i.e., multivetor dependente de k parametros reais).

A nocdo de limite, para as fungdes multivetoriais de varidvel real, pode ser introduzida
facilmente utilizando-se a nogéo de limite para fungoes reais ordinérias e a nao-degenerescéncia
do produto escalar de multivetores.

Seja X : R 5 S — A(V) uma funcio multivetorial de varidvel real, tomemos Ap € S e
L e AV).

Diz-se que o limite de X()) para A aprozimando-se a My é L, e escreve-se ,\liI&g X(A) =L,
se e somente se para todo multivetor A € A(V), é

L-A=lim [X())- AL (2.1)

Note-se, no lado direito a presenca do limite real ordinsrio.
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Todavia, se existe o A].ing X(A) teremos para um multivetor arbitrario A, a sugestiva iden-
—+AD
tidade

[Jim XOV]- A =Jim [X()- 4}
Qualquer fungiio multivetorial, digamos X{)), pode ser escrita como uma das duas formas
seguintes®
1 1
X(A) =5 —=X;(Ne’ =% —=X7(»
O =5 e = X e
onde X;(A) = X(A)}-e5 e X/ (A) = X()) -’ s8io 2* 4 2" fungbes reais ordindrias chamadas de

componentes covariantes e contravariantes de X () respectivamente.

Proposicdo 1.1: Se existe Alin)::{) X(X), entao teremos que

i I 1
Jim X\ =2J: m[}_ﬁlﬂ X (N}’ =¥ m[&]&o X7 (A)es.

Assim, o limite de fungdes multivetoriais de varigvel real terd propriedades andlogas ao caso
das fungoOes reais ordindrias.

As nogoes de continuidade e derivacao, para essas fungoes multivetoriais paramétricas, tam-
bém podem ser introduzidas de modo completamente andlogo ao caso das fungdes reais or-
dindrias, por exemplo: X(A) € dita contfnue em Ag (Mg € §) se e somente se

Jim X(3) = X(h). (2.2)
A derivada de X(X) em X (Ao € §), denotada por X'()g), é definida por
) — i ) = X(P0)

Proposigdo 1.2: X(A) é continua se e somente se as 2* fungbes reais X j(A) (ou as 2" funcdes

#Sejam (EJ) e {cs) duas bases de A{V), definidas por &7 = 1L,e71, .., el A..- AR, . et A Al
e €1 = LB yeuisBig Ao AEj, e Bfy Arer A g4, com os [ndices j1,...,0k...,jn variando desde 1 até n
(r=dimV). J=0,7t,.cc,0t e Jis 11 ... Jn & um fndice coletivo.

Qualguer multivetor A pode ser expresso como A =§: ;&,-)-!A.rs" = EJ: q},—)[AJEJ, onde Ay = A-es e

A7 = A-<7 si0 2" + 2" escalares (i.e., mimeros resis), chamados de componentes covariantes e conlraverianies
de A, respectivamente.
v{)=0,1,...,k,...opara J=0,41,...,51 .« . Jiy+ . -1 J1 ... 7n € 0 ntimere de mdices em J.
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reais X7{))) séo contfnuas.
Proposicio 1.3: Se existe a funcgio derivada X'()), entéo teremos que
—— X" (Ne,.

X' E ——= X (Ne” —E

(J)‘ (J)'

Portanto, a continuidade e a derivacio de fungées multivetoriais de varidvel real terao pro-
priedades andlogas ao caso das fungdes reais ordindrias. Por exemplo, as regras de derivacio

580

X+Y) = X +Y
(X*Y) = X'*Y + XY (regra de Leibnitz) (2.4)

(Xod)Y = (X' og¢)¢ (regra de cadeia)

onde * é quaisquer dos quatro produtos de multivetores: {A), (-}, (0,1} ou (Clifford); e ¢ é uma
funcio real ordindria derivével com fungio derivada ¢'.
No espago linear dessas fun¢des multivetoriais de varidvel escalar, do tipo deriviveis, podemos

introduzir o operador de derivagio - d definido por -iX (A) = X'(X).

ax’
Na mesma linha de raciocinio podemos desenvolver as noc¢tes de limite, continuidade e
derivagao para fungdes multivetoriais de k varidveis reais. Mais uma vez, teremos propriedades

anslogas ao caso das fungoes reais de vérias varidveis.

2. Funcoes Multivetoriais de Varidvel Multivetorial

Uma aplicagio de A(V) (ou de um subespago-parte’de A(V)) a A(V), serd chamada de
Jungdo multivetorial de varidvel mullivetorial (i.e., multivetor dependente de multivetor).

Uma fungdo multivetorial de k varidveis multivetoriais é uma aplicacio de A(V) x -+ x A(Vl

k c(;'pias
{ou de um produto cartesiano de k subespagos-parie de A(V)) a A(V) (i.e., multivetor depen-

dente de k multivetores).
Introduzimos algumas operagdes algébricas com fungdes multivetoriais de varidvel multive-

*Um subespaco-parte de A(V) ¢ alguma soma de subespagos de multivetores homogéneos de A(V).
Note-se que A(V) é mesmo um subespago-parte de A(V).
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torial.

Dadas duas funcoes multivetoriais F : AY(V) — A(V) e G : A3(V) — A(V), onde A(V) e
AS(V) sdo dois subespacos-parte de A{V')}, podemos definir 2 soma e os produtos como segue:

F+G:AS(VINAS(V) — A(V) tal que (F + G} X) = F(X) + G(X),

F+G: A(VINAS(V) — A(V) tal que (F +G)(X) = F(X)*G{X), onde * é quaisquer dos
quatro produtos de multivetores:(A), (-), (1,1) ou (Clifford).

Ainda, é possivel definir a fungdo compostal®, Fo G : A3(V) — A(V) tal que (FoG}(X) =
FI{G(X)}y], com Y € domF = AY(V).

Vejamos algumas possibilidades especiais de composicio de fungdes multivetoriais.

Sejam X : § — A(V) e F: A°(V) — A(V), onde § é um subconjunto aberto de R e A°(V)
& um subespago-parte de A(V).

Definimos a fungdo composta, F o X : § — A(V) tal que (F o X)(t) = F[{X(t)}y], com
Y € domF = A®(V).

Sejam ¢ : R — Re ¥ : A°(V) — R, a primeira uma funcio real ordindria e a segunda uma
funcéo escalar de varidvel multivetorial, onde A®(V) € um subespago-parte de A(V).

Definimos a fungio composta ¢ o ¥ : A°(V) — R tal que {¢ o ¥)(X) = ¢[¥(X)].

2.1 Diferenciabilidade

Seja F : A°(V) — A(V) uma fungdo multivetorial de varidvel multivetorial, onde A°(V}) ¢
um subespago-parte de A(V).

F & dita k-uplamente diferencidvel se e somente se para toda fungdo multivetorial de &
parametros escalares X : RF — A(V), do tipo diferencisvel em R* : a funcéo composta (FoX) :
R* — A(V) for uma funcio diferencidvel em R¥; nos casos especiais k =1 e k = 2, F' poderia
ser chamada de simplesmente e duplamente diferencidvel, respectivamente.

Note-se que 2 soma e os produtos de fungbes diferencidveis sdo também fungtes diferen-
cidveis; e todavia, a diferenciabilidade preserva-se através da composicao de fungbes, justamente
como deveria ser com uma diferenciabilidade bem-definida!

10jntroduzimos nm operador linear em A{V), a A-parte (A€ A(V), A£O), - M) - A(V), X — (X},
tal que: se para algum k € No,com 0 < k < n, & {4}, = O, entéio (X}, =2, (X)},. Em especiel, definimos

a#k
{X}o=0-
Isto &, {X) , contem as mesmas partes j4 contidas em A.
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Seja F : A%(V) — A(V) uma funcio multivetorial de 1 varidvel multivetorial, pelo menos
simplesmente diferencidvel.

Definimos a funcdo diferencial (ou e diferencial) de F como uma fungao multivetorial de 2
varidveis multivetoriais F : A%(V) x A°(V) — A(V) tal que

FX+XY)—F(X) _d
- —F(X +XY) R (2.5)

F(X,Y) =lim

A fungdo F existe porque a funcdo F' ¢ diferencidvel.
Proposicdo 2.1 A funcdo diferencial & linear na segunda varidvel.
De fato, sejam p,r € Re Y, Z € A°(V). Por definigao,

FIX + MY +v2)] - F(X)
5 :

F(X, Y +vZ) hm

O limite no lado direito pode ser calculado utilizando-se o teorema do valor médio.!?

Introduzimos a funcio multivetorial auxiliar f(a, 8) = F(X + oY + 8Z), com o, 3 € R.

Se F(X) é pelo menos duplamente diferencidvel, entdo f(a, 3) serd diferencidvel; i.e., suas
derivadas parciais -g—é(a, B)e -g—g(a, ) serdo continuas.

De acordo com as definigdes de diferenciabilidade em (1) e (2.1) e a prop. (1.2), as com-
ponentes covariantes e contravariantes de f(c,3) com relacao as bases multivetoriais (Y e
{7}, digamos fJ(a ﬁ) e fI(a, B), serdo diferencisveis. E consequentemente, suas respectivas
derivads pavciais 22 a9, 2L 0, ) € 2,0, 2L

Portanto, as componentes oontravanantes e, ﬁ) por exemplo, podem ser desenvolvidas

pelo teorema del valor médio. Temos que

(a B) serdo continuas.

J
7(@,8) = 17(0,0) + a5 (a.r,ﬁ)+ﬁ3f (0,85), com 0 < fay| < |l €0 < [8;] < |4].

gein p: R > 8§ — R uma funcio real ordindria diferencidvel {i.e., ©(}) e ¢'(A) séio continuas!) em alguma
vizinhanga de Ag € 8, entso temos que pars tode X nessa vizinhanga de As € 5': {A) = p(ho) + (X — Aoy’ (A1),
com 0 < [A1 — Aol < |A = Xol.



Agora, utilizando a prop. (1.1), o limite no lado direito pode ser calculado como segue

FIX +MpY +v2Z) - F(X) _ 1 . P aw) - £7(0,0)
b ) = 2 T, ) yes

g J
= X i Wy (e W)+ 08T

J
== Zy(‘l}'){{paf (h}PoaJ,hm /\V)-I-V (hn% ]Jmﬁ_;)}e_;

f-‘a (01 0) + V@ (09 O)a

no 1iltimo passo tivemos em conta as continuidades de 8f ( ﬁ), ( , 3).

J
E utilizando as definigGes de (0 0), 3f (0 0), obtemos que

fi LAY +v2)] - FX) f(a,O) 10,9 . , ym £©8) -~ 10,0
A—0 A a-—+0 B—0 A
_ #Q%F(X+a§)—F(X)+ m F(X+;3? F(X)’

isto &,
E(X,pY +vZ) = pF(X,Y) +vE(X, Z).
A seguir, obteremos as regras de diferencia¢c@o para a soma, os produtos e as composigoes

de fungdes multivetoriais.
Proposicio 2.2: Sejam F(X) e G(X) fungbes multivetoriais diferencidveis, temos que

F+G(X,Y) = i(F+ GY(X +AY)

4\=0

G(X +AY)

FiG(X,Y) = z(x, )+ QX 7). =

Proposicio 2.3: Sejam F(X) e G(X) fungbes multivetoriais diferencidveis, e * é quaisquer
dos quatro produtos de multivetores: (A), (-}, (1, ou (Clifford), ent&o teremos que
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F+G(X,Y) = d—cf\(F*G)(X+ AY)

A=0

* G(X + Y )| =9
A=0

d

d
= SF(X+XY)

F*xG(X, Y) = F(X,)Y)=G(X)+ F(X) * G(X, Y)'Azo

Proposicdo 2.4: Sejam X : § — A(V) e F : A°(V) — A(V), uma fungdo de um pardmetro
real € uma funcéo de uma varidvel multivetorial, ambas do tipo diferencidvel, temos que

(F o XY(t) = E [(X(O)y , (X'()y] , VY € domPF.

De fato, por definigao

FEX(E+R))y] - F[(X (t))y]
h

(Fo Xy (t) =lim com Y € domF.
Calcularemos o limite do lado direito utilizando um trugue similar ao empregado na demons-

tragdo da prop. (2.1).

~ . (X'(t))y B=0
Introduzimos duas fungdes multivetoridis auxiliares, 2(8) = X(t+58) - X(t) > 520

com || < e (raio de alguma vizinhanca de £ € S), e f(a, §) = F[{ X))y + a;c(g)] , COm
a€Relf| <e.

Por serem X(t) e F(X) diferencidveis (a segunda funcéio, pelo menos duplamente diferen-
cidvel), 2(B) e f(a, B) serdo diferencigveis. Podemos desenvolver f7{a, 8) pelo teorema do valor
médio, isto &, f/(a,8) = 17(0,8) + a%(a;,ﬁ), com 0 < Jag| < o -

Agora, podemos escrever

af’

7 7 h—-—-—-—(a y k)
(FoXy®) = 3 1,(3):{,1,1{3, POMNTOR, =3 soyithm 22 ® ey

- z U(J),{ 2 (Jim (hm oz, lim h)es
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I

%ﬁ_(o, O) =c}£.,]é f(a-_. 0) ;' f(o, 0)
oy FUX D)y + 2 X (O)y] - F (X(®)y]
A—0 A

(FoXY(t) = E[X®)y,(X'(t))y],VY € domPF,

onde utilizamos: a continuidade de -g—é(a, ), a definicdo de -g{;({], 0) e a definicio de funcao
diferencial de F.
Proposicdo 2.5: Sejam F : A3(V) — A(V) e G : A3(V) — A(V) duas fungdes diferencidveis,

temos que

d
= S FUGX +AY))]

o)l

, com Z € domF

FoG(X)Y) = %(FOG)(X +AY)
=0

A=0
- F [(G(X A )y < 2 6x +47)
FoGX,Y) = FUG(X))z,{GX,Y))],VZ € domF

onde utilizamos, essencialmente, a prop. (2.4).
Proposicio 2.6: Sejam ¢ : R — R e ¥ : A°(V) — R, a primeira uma funcio real ordindria
derivdvel e a segunda uma funcio escalar de varidvel multivetorial diferencidavel {pelo menos

simplesmente diferencisvel), temos que
$oU(X,Y) = FW(X)NUX,Y) = (¢ o UYX)V(X,Y).

De fato, por definicao

S¥(X +AY)] - $[¥(X)]
3 .

¢o ¥(X,Y) =lim

O limite no lado direito serd calenlado mediante o mesmo artificio j4 utilizado nas demons-

traces das props. (2.1} e (2.4).

Introduzimos duas fun¢es anxiliares, ¥{8) = ¥(X + fY) ~ ¥(X) 840 ,com 3 € R,

e fla, 8) = ¢{¥(X)+op(B)], com a, B € R. Desenvolvemos f(a, 3) pelo teorema do valor médio,
ie., fla,8) = £(0,8) + ag—({-(al,ﬁ), com 0 < ja;| < lof.
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Agora, podemos escrever

Fe)
s TN = 10, "533:‘(“1“‘) af

$oU(X,Y) = A—’O Y =lim —C&r— = == (lim o, lim A)
= (0 0) =lim fla,0) - - f(0,0)
_ o EX) +o(X, V)] - SI¥(X)]
o—l c

$oU(X,Y) = FEX)NYX,Y)=(¢ o O)(X)YX,Y),

onde utilizamos a continuidade de g—f(a, ), a detinigao de g—i(ﬁ, 0) e a defini¢ao de derivada
(44
da funcio real ordindria ¢(t).

2.2 Derivadas Multivetoriais

Seja F : A°(V) — A(V) uma funcio multivetorial de varidvel multivetorial, do tipo diferen-
cidvel, e tomemos um multivetor arbitrario A.

A funcédo derivada (ou a derivada) de F na diregio de A é a fun¢o multivetorial de varidvel
multivetorial, definida por

PIX+ XA |- F(X)
A

Fp(X) =lim =F[X,{4)x] (2.6)

Devido 3 linearidade da diferencial (prop. 2.1), a derivada direcional tem a propriedade
fundamental
Foaipp = 0F)+ BFp. (2.7)

De fato, temos que

Fronipp(X)=FE[X,{aA+B)x] = E|X,a{4)x + B (B)x]

= aE[X,{A) ] +BE[X,(B)y]
aFy(X) + BFp(X).

I
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A seguir, desenvolveremos as regras de derivagao direcional para a soma, os produtos e as
composicoes de fun¢bes multivetoriais. Utilizaremos a def. (2.6) e as correspondentes regras de
diferenciacao.

Sejam F(X) e G(X) duas funces multivetoriais diferencidveis, e * é quaisquer dos produtos
de multivetores: {A), (-}, (4,L) ou {Clifford),entéo utilizando a prop. (2.2) temos que

(F+GYy(X) = F+GIX. {A)x]=F[X,(A)x]+E[X, (4} x]
(F+GYa(X) = Fu(X)+GW(X), (2.8)

e, pela prop. (2.3), &

(FxGYs(X) = F=G[X,{4)x]
= FI[X, (A)X]*G(X)+F(X)*Q_[X,(A)X]
(FxGYy(X) = Fi(X)*G(X)+ F(X) * Gy(X). (2.9)

Sejam X : 5§ — A(V) e F : A°(V) — A(V), duas fungoes diferencidveis, utilizando a prop.
{2.4}, obtemos que

(FoXY(t) = E[(X(t)y,(X'®)y]=E [(X &y (X’(t»(x(z))y]
(FoXY(t) = Fxig[{X(®)yl,com Y € domF. (2.10)

Tomemos F : A$(V) — A(V) e G : AS(V) — A(V), utilizando a prop. (2.5}, temos que

(FoYa(X) = FoGIX,{A)x] = E[(G(X)y,(G(X,{4)x))y]
= E[(G(X))y.(Ga(X))y]
= E[(G(X))y (G4 ey,
(FoGYa(X) = Fg x)KG(X))yl, com Y € domF. (2.11)

Tomemos ¢ : R — R e ¥ : A°(V) — R, utilizando a prop. {2.6), temos que

(o W)4(X) = $oW[X, (A)x]=(¢ o VX)X, (A)x]
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(@oT)a(X) = (¢ 0 U)(X)W,(X). (2.12)

Introduzimos agora a defini¢io de fungéio derivada (ou derivada) de uma fungdo multivetorial
diferencidvel.

Seja F' : A°(V) — A(V) uma fun¢io multivetorial diferencidvel; a funcdo derivada (ou a
deriveda) de F é a fungfo multivetorial F' : A°(V) — A(V), dada por

PX) =3 e B (X) =5 sme P (), (213)

onde (SJ ) e {es) sdo duas bases quaisquer de A(V'), definidas como na nota de rodapé 8 (J é
um fndice coletivo e (J) é o nimero de indices); F;, e F., séo as derivadas direcionais de F
nas direcbes dos multivetores base £ e £,

Porém, est4 a funcao derivada bem definida?, i.e., F/{X) independe das bases multivetoriais
(e”} e {es) utilizadas?

Provaremos que a fun¢io multivetorial definida acima possui a propriedade fundamental de
invariancia com relagio as bases utilizadas.

Sejam (Z7) e (g;) algumas outras bases de A(V), a segunda recfproca da primeira.

S6 precisamos provar que e” F, (X) =8/ F} (X), paratodo J =0, f1, ..., 51 - Jks- -5 41 -+ - I

Para .JJ = 0 a igualdade & trivial, pois e =20 =1 e gg =% = L.

Para J = 33 ... 3k, com 1 < k < n, temos que
EJF:J(X) = E‘jl A .- A Ejkf‘s"jl J’\.-.J'\Ejk (X))

e utilizando as férmulas de expansso: et = (g% -5, )% (os vetores da base (Ejk> escritos como
combinacio linear dos vetores da base (87¢}) € 8, = (&, -e%*)e;, (0s de (5, ) como combinacio

linear dos de (¢, }), € a prop. (2.7), podemos escrever

eF (X)) = (7 )8 Ao A7 B JEPFL A e, (X)
= A AT E g ey A AGey sireg, ()
= A, NEREL

Epy M- NEpy (X )
= T Fg,(X).
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Obviamente, se existem as derivadas direciondis F; em qualquer dire¢io A (para o qual F
deve ser diferencidvell), entao existird a fungso derivada F/.

No espaco linear das fun¢des multivetoriais de varidvel multivetorial, do tipo diferencidveis,
podemos introduzir o operador de derivacio 8x, definido por 8xF(X) = F'(X).

Também, podemos definir outros operadores de derivacdo associados a Ox, com relagdo a
um multivetor arbitrdrio A, por

(4 00)PX) =3 Sl Axe )L (X) =5 om(ArenFu(X), (214)

onde * é quaisquer dos quatro produtos de multivetores: (A), (), (1,1) ou (Clifford) e F &
qualquer funcdo mulsivetorial diferencidvel.
Em particular, temos que

(4-9x)F(X) E i

J),(A e”)FL,(X) =FZ:&:T; ave,X) = Fy(X),

isto &, (A-9x)F = F, tal fato significa que A - Jx & o operador de derivagdo direcional, com
relacio ao multivetor arbitrario A.
A propriedade fundamental da derivada direcional {2.7) ¢ a definigdo da fungdo derivada

(2.13) podem ser escritas de maneiras bastante sugestivas, quais sejam:

(aA+BB)-8x = aA-8x+pBB. 9k,
axF(X) = %; ;é-)—!.s’s,; . Ox F(X) =§; ;(}j-j-!e_;e" -9 F(X).

As regras de derivacdo direcional, i.e., as props. {2.8), (2.9}, (2.10), (2.11) e (2.12), ficam

(A-0x)(F+G) = (A-8x)F+(A-8x)G,
(A -3x)(F*G) = (A-8x)F+xG+Fx*(4-3x)G,
(FoX)(t) = (X'(t) 8y)FP[(X(t))y],VY € domF,
(A-3x)(FoGXX) = [(A-3x)G(X) Oy]F[(G(X))y],VY € domF,
(A-0x){¢o¥) = (¢ oT)(A-x)T.
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E ainda possivel e oportuna a introducio de outros operedores lineares Ox* associados ao

operador de derivacio dx, a saber
~_ 1 1
dx * F(X) &g V(J)!E * F, (X) —; y(J)IEJ*F:J(X) {(2.15)

onde * & quaisquer dos quatro produtos de multivetores: (A),(:),{a,0) ou (Clifford) e F ¢
qualquer funcdo multivetorial diferencisvel .

A linearidade dos produtos * e a propriedade fundamental da derivada direcional (2.7),
permite-nos demonstrar a invariancia desses operadores lineares com relacio as bases multive-
torias escolhidas.

Em particular, o operador 8xA serd chamado de operador rotacional e 8x A F serd dito o
rotacional de F.

Os operadores 8x- e 8y 1 serdo chamados de operadores divergentes; e x - F ser4 dito o
divergente escalar de F' e Ox. F serd dito o divergenie contraddo de F.

O operador dx (i.e., o operador derivada) as vezes & chamado de operador gradiente, assim
Ox F serd dito o grediente de F.

Encerrando a segio (2), desenvolveremos alguns exemplos ilustrativos.

Ezemplo 2.1: Seja a fungiio escalar de varidvel multivetorial A°(V) 3 X — X - X € R, onde
A®%(V) & algum subespago-parte de A(V). Calculemos: A:-8x(X - X) e 9x(X - X)

A-Ox(X-X) = dif\(X+A(A)X) (X + A(A)X)L_O

= XX+ X2 A (]|
A=0
A-95(X-X) = 2{A)x X=24-X.

Ox(X X} = ;;ﬁEJGJ'a}I(X'X):E L

J LX) =9x.
2 v(J')!E 2(es - X)=2X

Exemplo 2.2: Seja A°(V) 2 X — B.- X € R, com B € A(V). Calculemos: A-3x(B-X)e
9x(B - X}
4

4-0x(B-X) = ZB-(X+MAx)| =B (A)x=4-(Bx,
1

ox(B-X) = zJ;;é—)—!eJeJ-ax(B-X) =% S e (Blx) = (Bix.
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Fxemplo 2.3: Seja A°(V) 5 X — (BX(C)- X € R, com B,C € A(V). Calculemos:
A-8x[(BXC)- X] e 8x(BXC) - X]

A-0x[(BXC) - X] = i[B(X +A{A)x)C] - (X + A {A)yx)
A=0

[(BXC) X +A(B{A)x C)- X + AMBXC) - {4) )

+33(B{A)x C)- {A)x] 0
= (B{4)xC)- X +(BXC)-(4A)y = (A} - (BXC + BXC),

A-83x[(BXC) - X] = A-(Bxc+§xé)

ax[(BXC)-X] = (BXC+BX5)X

— &'y 9x(BXC - X) =5 L ey (BXC+BXC> ),

(J)‘

Neste iltimo exemplo utilizamos essencialmente a ident. (x) da lista no final do Cap. 1.

Ezemplo2.4: Consideremos a A By, com a € AY(V) e By € AF(V), entdo a A By € A¥1(V),
e podemos definir a funcio (k+ 1)-vetorial de varidvel vetorial A1 (V) 3 a = a A By € A¥TLH{(V).
Calculemos A - 9;a A By, o divergente 3, {a A By), o rotacional ;A (a A By) € o gradiente
8.(a A Br)

a
A-aa(a/\Bk) = EX(G-I-/\{A)G)/\B;& =(A)GAB;¢=(A)1/\B;=,
A=0

Oga(a A By) = %: ;T-}j-ie']_i £j - Oa{a A By) =¥ V(]:I)!SJJ ((EJ)]_ A Byg),
Bas{aABy) = il &5 (g5 A Bi) = (n — K)Bx.
£~
8aA(aABy) = i & A(e; ABy) = O.
8a(aABy) = g &i(e; A By) z 1 (65 A Be) + & A (g5 A B)l,

3=1 3=1
da(aABg) = (n—k)B. (n=dimV)

Ezemplo 2.5: Consideremos a1 B, € A¥1(V), com 1 < k < n, podemos definir a funcio
(k — 1)-vetorial de variavel vetorial: A1(V) 2 a ~ au B € A¥}(V). Calculemos A - 8,(a_ By),



o divergente 8, (au Bi), o rotacional 8,A (a1 By) e o gradiente 8,{a.; B;)

d
A - Bpfas Bk) = ‘d—:\-(a-l- A(A)a)_l B; = (A)c_i By = (A)l_l By,
A=0
1 1
8y{a1 Bg) = ? mg'}_l ey - Oa{as By) :; V(J)IEJJ ({e7}1+ Br),
8yu(as By) = &' 1 (€50 By) 22,3 (& AeEj)s By = 0.
=1 j=1
n .
BaAaa By) = e’ Aeja Bg) = kB
i=1
T R n . -
Os{aa Br) = elejo Br) =3 le'0 (g0 Br) +&7 A(gju Bg)l,
=1 =1
u(aa Bx) = kbDg. (n=dmV)

Estes exemplos apresentados resumem algumas das férmulas mais importantes do cdlculo
de funcoes multivetoriais.

3. k-Extensores

Uma funcio multilinear de AS(V) x --- x A2(V) a A°(V), onde AS(V),...,AV) e A%(V)
sao subespacos-parte de A(V), serd dita de k-estensor sobre A(V).

Devido 4 linearidade, um k-extensor sobre A(V) é necessdriamente urha funcao multivetorial
diferencidvel. O conjunto dos k~extensores sobre A(V') tem uma 6bvia estrutura de espago linear
sobre R e sers chamado de espece de k-extensores sobre A(V).

Note-se que um I-extensor sobre A(V) € exatamente uma funcdo linear de wm subespaco-
parte AS(V) a outro subespago-parte A°(V); i.e., um operador linear em A(V). Sera dito sim-
plesmente um extensor sobre A(V'). O conjunio dos extensores sobre A(V) serd denotado por
extfAZ(V), A°(V).

Erm particular, wma fangiio linear de A7(V)} a A*(V), com 0 < j<nel0 <k <n(néa
dimenséo de V), serd dita um (j, k)-extensor sobre A(V), e o conjunto desses extensores serd
denotado por eztfAd (V), AR(V)).

A nocio de extensor (k-eztensor) sobre A(V) introduzida aqui, é a formulagiio rigorosa
do conceito matemdtico chamado de eztensor por Hestenes et al. em [8], ou de fungdo linear
(multilinear) por Doran et al. em [14]. Neste trabalho, escolhimos termo extensor. Porém, com
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essa entidade matematica modelaremos os historicamente chamados de tensores de energia-
momenio € de momento angular, pa teoria de campos fisicos.

Proposi¢io 3.1: O conjunto dos (j, k)-extensores ¢ naturalmente um espaco linear sobre os
nlimeres reais.

Proposigdo 3.2: A composicio de um (7§, k)-extensor por um (k, {)-extensor d4 por resultado
um (7, {}-extensor.

Um caso especial e da maior importéncia € o (1, 1)-extensor, por exemplo, podemos definir
para ele os conceitos de extensor extendido*?, trago, bivetor e determinante. Estes trés tltimos
serdo definidos mais adiante, nos exemplos (2.7), (2.8) e (2.9).

Certamente, o conjunto dos extensores do tipo (1,1) ¢ um espaco linear real fechado com
relacio & composicdo de extensores.

3.1 Adjuncao de Extensores
Introduzimos no espage dos extensores sobre A(V), um operador linear {, definido por

£t (2.16)
1 1
tal que para todo X : t1{(X) =% ——[t(c7) - X]es =% ——=lt(cs) - X]e7.
que par (X) ;V(J)![( )- X} %:U(J)II( ) - X1
1 serd chamado de operador de adjungio e t1 sera dito o edjunto de t.
Certamente, i é um extensor associado a £, contudo, independente das bases (¢} e {7} .
Provaremos uma propriedade fundamental que relaciona £(X) com t7(X), usando-se uma

condi¢ido de produto escalar.
Proposicie 3.8: Sejam A e B dois multivetores arbitrarios, temos gue

t'(A).- B=A-t(B).

2Seja ¢ um (1, 1)—extensor sobre A(V), podemos definir um extensor sobre A{V), chamado de extendido de t,
porf(X)=1-X+ z —t(eﬁ)A AHY ey AL A ) X =1 X E t(e,l)/\ A (AL AT X

Certamente, £ é um ex‘bensor sobre A(V) bem definido porque possui a propnedad.e furdamental de invariancia
com respeito as bases (%) e (£;,} (com &p, - £% = 8%, i = 1, ..., k) ntilizadas.

Ainda, £ & o nice extensor sobre A(V) que satisfaz as seguintes propriedades: (f) e € R : t{a) = o, ()
Q1,06 CAN VI tlar AL A =tHa) A... Atax), com k=1,...,7).

-
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De fato, utilizando-se a def. (2.16), &

1 1
A B =Y — () - B=AS — [B. I — A-HB).
(4) B =3 ;e Aley B = A F (B ea)te)] = A 4B)
Proposigdo 3.4: O operador de adjuncio é involutivo, ie., {£)1 =&
A seguir, apresentaremos algumas propriedades importantes da adjuncio de extensores.
Proposicdo 3.5: Sejam t e u dois extensores sobre A(V), entdo (¢ + u)t = ¢7 + uf,
Tomemos X e Y dois multivetores de V, utilizando-se a prop. (3.3), temos que

il

E+i(X) Y = X -(t+uY)=X-t(Y)+ X ul)

tH(X) v +4'(X). Y =" +4N)(X) -1,

il

e daf, pela nao-degenerescéncia do produto escalar, obtemos que
¢+ wl(X) = ¢ +uh)(X).

Proposigdo 3.6: Sejam t e u dois extensores sobre A(V), entao (£ o u)l =t o,
Consideremos X e Y dois multivetores de V, novamente, pela prop. (3.3),

Eowi(X)-Y = X-(tou)Y)=X-tfu(Y)]
= t1X)-uY) =o' (X)] . ¥ = (' o t)(X) - ¥,

e, pela nao-degenerescéncia do produto escalar,
(towt(X) = (ul o t")(X).

Esta dltima proposicao permite-nos provar que o adjunto do inverso é o inverso do adjunto!
De fato, seja t um extensor inversivel, isto &, existe am extensor t ! tal que toft~! =t 1ot =
iq, onde ig : A°(V) — A%(V) tal que ig(X) = X, é o exiensor identidade. Podemos escrever

tot 1 =ttot=i= (W oti =dlo () =il =4,
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de onde obtemos o resultado (¢~1)f = (#F)~1.

Ainda, pela prop.(3.3), deveria notar-se que o adjunto de um (4, k}-extensor sobre A(V) &
um (%, j)-extensor sobre A(V). E, para um (1, 1)-extensor sobre A(V'), o adjunto do extendido
€ o extendido do adjunto.

3.2 Operadores Diferenciais Associados a um Extensor

Sejam ¢ um extensor sobre A(V) (i.e., uma fungfo multivetorial linear de uma varidvel
multivetorial), e * quaisquer dos produtos de multivetores; introduzimos os operadores lineares
t(dx }* associados a t, definidos por

1
v{J)!

Hox) + F(X) =E 57t ey - 0)F(X) =3 ﬁt(eJ)(s«"ax)F(X) (2.17)

onde F & qualquer funcao multivetorial diferencisgvel. (Veja exemplos elementares em [14])

A linearidade de t e a propriedade fundamental (2.7) do operador derivada direcional A-9x,
permitem-nos provar a invariancia de cada um dos operadores lineares £(8x ) * .

t(Ox)A serd chamado de t-operador rotacional, t(0x) A F é o t-rotacional de F.

{(8x )4 e t{Bx)- serdo chamados de t-operadores divergentes (contratdo, o primeiro; e escalar,
o segundol), t(8x) 1 F € o i-divergente contraido de F e t{0x) - F ¢ o t-divergente escalar de F.

t(0x) € o t-operador gradiente e t{0x) F é o t-gradienie de F.

Estes operadores lineares sao essenciais para a formulagdo da teoria de gravitacio como uma
teoria de calibre.

4. Funcionais Multivetoriais

Uma aplicagéio do espago dos extensores ext{AS(V'), A°(V')] ao espago dos multivetores A(V'),
serd chamada de funcional multivetorial

Seja t um extensor sobre A(V), digamos t : AJ(V) — A®(V), e tomemos uma k-upla de
multivetores (A%, ..., A¥} do subespaco-parte A3(V) tal que “pelo menos um dos & multivetores
t(Al),...,t(A*) seja ndo-nulo.”

Consideremos uma fungéo multivetorial F :A°(V) x --- x A°(V)— A(V), (X7,... , X5 e

k csrpias
F(X1,...,X*), do tipo diferencisvel, com relagiio a cada uma das k varidveis multivetoriais.
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Notemos que F induz naturalmente um funcional multivetorial {com relagio a k-upla de
multivetores (A4, ..., A¥)), definido por

Flar.. axy: ezt{A(V), A°(V)] = A(V), t — .F( AL, A¥) [, (2.18)

tal que f(Al,.-.,Ak) [6] = F(AY),...,1(AF)].
O funcional multivetorial .’F( AL, AR se dird o induzido pela fungio muitivetorial F, ou

.....

4.1 Derivada Funcional

Se F & uma funcio multivetorial diferencidvel entdo existirdo as derivadas de F com re-
lacso a cada nma das k varidveis multivetoriais dela (i.e., as derivadas multivetoriais parciais:

8x1F,...,0xxF), e assim, poderemos construir os seguintes k£ funcionais multivetoriais:

(éixl.?-‘)(dl ) [f] = OxaFt(AY), ..., t{(A")], ..., (OxxF) (Atb) [t] = Oxe Flt(A4l), ..., t(4F)}

Agora, definimos a derivada funcional de f( AY,..,ax) com relagdo a t(A) (A é um mul-
tivetor de A%(V)), como uma combinacio linear desses funcionais ind_uzidos pelas derivadas

multivetoriais parciais de F, isto &,

Sy Fiar,. )] = A-A @x1F) o 1+
+4 - Ak(axkf)(A1,__ﬂAk) itl- (2.19)

Notemos que 9y 43 .‘F( AL, A%) ¢é certamente um funcional multivetorial do extensor ¢.
Oi(4) serd chamado de operudor de derivada funcional, e ainda notamos que ele tem 2
propriedade fundamental
Byaa+sB) = By 4) + POyp)- (2.20)

A derivada funcional tem duas propriedades importantes, a saber

Sl F(ar, . ax) 9, a0 = OuayFiar.a+HOuaba, a0 (2219)
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OymylFar,...anyBl = [ByayFiar,.. ax))B. (2.21b)

multivetor arbitrério.

As nogbes de funcional multivetorial e derivada funcional introduzidas acima sao propostas
originais para a formalizacio rigorosa dos conceitos matemdticos apresentados por Doran et al.
em [14].

Concluiremos a se¢éo (4), apresentando alguns exemplos ilustrativos.

Ezemplo 2.6: Seja h um (1, 1)-extensor sobre A(V), se a € A}(V), entdo h(a) € AN(V).

Consideremos o funcional escalar ext[AY(V), A* (V)] > & — A(b) - R(c) € R e o funcional
bivetorial ext[AN{V), AL(V)] 2 2 — h(B) A h{c) € A%(V) (com b,c € AH(V)).

O primeiro tem a funcio geradora A{{V) x AY(V) 3 {z,y) — 2 -y € R; e a funcio geradora
do segundo é AN(V) x AY(V) 3 (z,y) — z Ay € A%(V).

As derivadas parciais da primeira sdo 9;(z -y) = {y), = y e Oy(z-y) = (z), =, e induzem
os funcionais vetoriais ext[AX(V),ANV)] 2 h = h(c) € AY(V) e ext[AY(V),AHV)] > h —
h(b) € AY(V).

As derivadas parciais da segunda séo d{z Ay)=(n—DyedfzAry)=—-(n-1)z(néa
dimensio e V) e induzem os funcionais vetoriais ext[AL(V), A{(V)] 3 h1— (n = 1)A(c) € AXV)
e ext[A}(V), AX (V)] 3 h = —(n — 1)h(d) € A} (V).

Calculemos as derivadas funcionais de ambos os funcionais com relagio a h(e) (com a €
A(V)).

Ona)[(D) - M{c)] = a-bh(c)+a- ch(b),
@) AR()] = a-bn—1)k{c) —a-c(n—1)h{b)
{(n—1)hj(a- b)c— (a-c)b] = (n — 1)Alas (b Ac)l.

Ezemplo 2.7: O traco de h, um escalar caracteristico de h, definido por #r(h) = h(ef)-cj =
h(e;) - £7 (4 somado desde 1 até n), € um funcional escalar do extensor h.
Sua funcao geradora &, por exemplo, g\j(V) Koo X Al(VlB (..., 2t e 4 F

g

T copias
" - £, € R, de fato, essa funcio escalar de n varidveis vetoriais induz o funcional escalar {com
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relacio a (e1,...,e")), ten[AY(V), AX(V)] S h s A(eV) -1+ - + B(e™) - £n = tr(h) € R.

As derivadas parciais da funcao geradora s80 O,(z' 61 + - + 2" - £n) = €1y.nn,
Opn{z! g1 4+ T €n) =En.

Agora, a derivada funcional de #r(h) com relacio a h(a) (com a € AY(V)) &

naytr(h) =a-eley +---+a-'ep =a.

Ezemplo 2.8: O bivetor de h, um bivetor caracerfstico de &, definido por biv(h) = h(e?)Ae; =
higs) A &7, pode ser considerado como um funcional bivetorial de h, cuja funcdo geradora é

;AI(V) XKoo X Al(vl 2 (xla--'s-’ﬂn) — g ANej€ Az(V).

e a

De f:t‘zpz;sa fancao bivetorial de n varidveis biveteriais induz o funcional bivetorial com
relacdo a (gl,...,e"), ext]AN(V), A(V)] 3 h > h(ef) Ae; = biv(R) € A2(V).

As derivadas parciais da fungo geradora sio 8 (z? Acj) = (n — 1)g; {com 1 < ¢ < n).

A derivada funcional de biv(h) com relacio a h{a) (com a € AY(V))é

Onaybtv(h) = a - ei(n — 1)&; = (n — 1)a.

Ezemplo 2.9: O determinante de h, um escalar caracteristico, definido por det(k) = h{e! A
AEMY-(e1A...Aep) =h(e1 A...Aep) - (€} A ... Ac™), & um funcional escalar de h.

Pela férmula de expansio de um n-vetor, digamos 7 € A*(V), 7 = T- (&1 A... Agy)elA

AT =T (YA AE™EL AL Agg, podemos escrever que

BlE' A Ae™) = BEelA A (G A. Aen)et AL AED

= det(h)el A...AE",
isto &, utilizando uma propriedade do extensor extendide (veja a nota de rodapé 12)
det(h)e! A ... Ae™ = h{e) A... A h(e").

Agora, “derivando funcionalmente” membro a membro, utilizando a propriedade (2.21b)
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temos que

[Bn(ay det(B)|e* A ... AE™ = Bplhle) A... A R(E™)]

— ﬁ[a.; (E‘l A A 5n)]=

onde utilizamos uma generalizacio da segunda férmula desenvolvida no exemplo(2.6) Gx(q[R(a!)A
o ARER)) = (n—k+ Dhlaa (el AL Ad¥)),comk=1,...,n.
Assim, obtemos uma férmula para a derivacao funcional do dei(h) com relacio a h{e) (com
a € AN (V))
Ongay det(h) = hlas (" A AEM(E AL AENT,

que ainda, pode ser escrita numa forma mais interessante!
() det(h) = det(R)(RT)™(a).

E oportuno comentar que algumas das férmulas desenvolvidas nos exemplos acima sdo
essenciais para as formulagoes rigorosas da teoria de gravitagao como uma teoria de calibre,
tals como as propostas recentemente por Rodrigues Jr. e Souza (em [19]) ¢ Lasenby, Doran e
Gull (em [15] e [16]).



CAPITULO 3

Campos Multivetoriais no Espaco-Tempo de
Minkowski

1. Campos Multivetoriais

Modelaremos a nocao de espago-tempo de Minkowski na teoria de variedades. E definiremos
o espago vetorial de Minkowski. A dlgebra de Clifford associada a esse espago vetorial é a slgebra
geométrica de Hestenes!4!.

Relacionaremos as derivadas de Dirac com as derivadas de Hestenes.

1.1 Médulo de Campos k-Vetoriais
Consideremos A¥(TM) = U A*(T,M) (com k > 1), o fibrado de k-vetores sobre uma va-
riedade suave M; um campo k—vetomal sobre M é uma funcio,

a: M — A¥(TM) tal que para cada = € M : a(,) € AF(TLM). (3.1)

Isto é, a cada = € M corresponde um k-vetor em A¥*(T,M) (o espago de k-vetores de T, M);
certamente, trata-se de um caso particular de campo k-tensorial, porque para cada ¢ € M :
A¥(T M) C T*(TM), um campo escalar considera-se um campo (-vetorial.

Um campo k-vetorial {com k > 2) & um campo k-tensorial totalmente antisimétrico, assim
a no¢do de diferenciabilidade nao precisa de esclarecimentos (veja o Apéndice A).

AR(M), o conjunto dos campos k-vetoriais sobre M do tipo diferenciavéis, 6 um mddulo
sobre F(M); ainda, note-se que F(M) C A¥(M) C TH(M) (tanto F(M) quanto T*(M) sdo
conjuntos bem definidos no Apéndice A).

1.2 Algebras de Campos Multivetoriais

Seja A(TM) = |J A(T:M) o fibrado de multivetores sobre a variedade suave M; um campo
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maultivetorial sobre M é uma funcso,
A: M — A(TM) tal que para cada z € M : A(z) € AM(TpM). (3.2)

Isto é, a cada z € M corresponde um multivetor em A(T;M) (o espago de multivetores de
T.M); trata-se de um caso particular de campo multitensorial, pois A(T; M) C T(T; M).

Obsgervamos que a existéncia de um campo multivetorial A implica a existéncia de n +1
campos k-vetoriais Ao, Aj, ..., An (n & a dimensao de M), tais que paracadaz € M : Ay =
Aoy + Ai(z) + 7+ + Ange)-

O campo multivetorial A é diferencidvel se € somente se cada um dos n-+1 campos k-vetoriais
Ao, A1, ..., A, & diferencidvel.

A(M), o conjunto dos campos multivetoriais diferencidveis sobre M, é um mddulo sobre
F(M); temos que F(M) C A(M) C T(M).

Vejamos agora que 03 campos k-vetoriais podem ser pensados como caso especial dos campos
multivetoriais, porque os k-vetores sio algébricamente indistigufveis dos multivetores homoge-
neos de graduaciio k, e portanto temos as inclustes notdveis: F(M) C A¥(M) C A(M) C T(M)
{veja o Apéndice A).

Se definirmos o produto exterior de campos multivetoriais por (A A B),)y = Ay A By,
para todo z € M, entdo A(M) ganhard numa estrutura de slgebra associativa sobre F(M) (ie.,
a dlgebra exterior ou de Grassmann dos campos multivetoriais diferencidueis).

Por outro lado, se considerarmos a estutura minima {M, g) , poderemos definir o produto
escalar, os produtos contrafdos e finalmente o produto de Clifford, de campos multivetoriais.

A(M), com os produtos contrafdos de campos multivetoriais, definidos por (As B)(g) =
Az By € (AL B)(g) = A(e)L B(s), Para todo £ € M, & uma glgebra dupla nao associativa
sobre F(M) (i.e., a dlgebra interior dos campos muliivetoriais diferencidveis).

A(M)}, com o produto geométrico de campos multivetoriais, definido por: (AB); =
AwyB(), para todo ¢ € M, ¢ uma slgebra associativa sobre F(M) (ie., a dlgebra de ClUf-
Jord dos campos multivetoriais diferencifueis).
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1.3 Derivacao Fundamental de Campos Multivetoriais

Consideremos mais uma vez a estrutura mfnima (M, g} , sabemos que existem uma conexao
linear ¢ uma derivada covariante naturalmente induzidas pelo campo tensorial métrico (veja o
Apeéndice A).

O operador diferencial V,, permite-nos definir trés outros operadores diferenciais: o gradi-
ente V, o divergente contrafdo V. e o rotacional V A.

Sejam (e} e (c*) referenciais de Cartan'® de V(M) e A'(M) respectivamente, o segundo
dual do primeiro (i.e., *(e;) = 3;‘)

Definimos o gradiente, o divergenie contraido e o rotacional de um campo multivetorial

diferencidvel sobre uma, vartedade suzsve

VA = &*Vg A,
ViA = £,V A,
VAA = eFAV A (3.3)

As vezes, o gradiente é chamado de derivada de Dirac.

Para mostrarmos que esses operadores diferencisis estdo bem definidos, devemos provar
ainda que eles sdo independentes dos referenciais de Cartan utilizados. -

Vamos provar essa propriedade de invariancia s6 para o caso do gradiente.

Tomemos {e},} e (=), dois referenciais de Cartan quaisquer, tais que c¥(¢};) = 65, Para um
campo multivetorial diferencidvel arbitrario, temos

Pl Vei A = ¥ Vel e5)erd = e¥g(e,e*)Ve, A
= eMg(# e, # % )WVe, A = e¥(e, - %)V, 4,
6k’ve‘kA = ESVG,A.

Onde utilizamos a expanséo v = g(v, e*)ex, a propr.(i.) da derivada covariante, os referenciais
de Cartan recfprocos =5 = #te; e e = #1&*, a definiciio de produto escalar de vetores (formas,

13Uma familia de  campos vetorials tangente €1, ..., e, tais que para cada = € M : @1(z)s + -~ 1 Bn(z) SEja Uma
base de 7= M, é dita um referencial de Cartan de V(M).
Andlogamente definimos um referencial de Cartan de qualquer médule sobre F(M).
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veja a def.1.8) e a férmula de expansio para um vetor (forma) a = {a - e )e*.

Fica assitn demonstrado que o gradiente estd bem definido!

Os operadores diferenciais introduzidos acima est@io relacionados entre si, ie., VA =
Vi1 A+V A A (ou em termos de operadores, V = V1 4+ VA).

Listamos algumas propriedades muito importantes dessas “derivadas de Dirac”.

1.¥A4, B € A(M):V+{A+B)=V+*A+ V= B, (x simboliza o produto de Clifford, . ou A).

#NA,BEAM): Vi (A2B)=(VAA)L B+ As(VuB)e VA(AAB)=(VAA)AB+
ANV A B).

Finalizando esta secao, comentamos uma propriedade muito interessante que relaciona a
derivada direcional de Dirac com a derivada covariante de Levi-Civita.

Por definigio n- VA = (n-£F)V,, A, porém
(n- Ek)VQkA = g(#—ln, #_lsk)VekA = g(n, ek)vekA = vg(n,e’*‘-]le;,A:!

e assim, temos o resultado

n-VA=VaA. (3.4)

Onde n = #n (ou equivalentemente n = # 'n).

2. Campos Multivetoriais Parametrizados
Introduzimos aqui a no¢io de campo multivetorial parametrizado, do tipo diferencidvel,

sobre uma variedade suave.

Trata-se de um conceito da maior importancia na elaboraragao do formalismo Lagrangiano;
a Lagrangiana de um campo multivetorial (rotor ou spinor, veja os Apéndices B ¢ C) e os
tensores de energia-momento ¢ de momento angular associados a esse campo multivetorial sao
bésicamente exemplos de campos multivetoriais parametrizados.
2.1 Campos Muiltivetoriais com Pardmetros Escalares

Sejam S1,...,Sk (com k > 1), k subconjuntos abertos de R; chamaremos de campo multi-
vetorial sobre M com k parémetros escalares & aplicagio

X :Mx8 % x 8 — ATM), (3.5)
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tal que para cada = € M : X(5(X1, ..., A%) € AMTZM), quaisquer que sejam os valores dos k
parAmetros escalares Ay € Si,..., A, € Sk; o subfndice (z) indica a dependéncia explicita do
ponte z € M.

Isto implica a existéncia de duas aplicacdes: para cada pomto z € M existe uma fungéo
multivetorial de k pardmetros escalares, §1 X -+ X 8 3 (A1,..., M) = Xy(A1,..0, %) €
AT, M), e para cada um dos k parametros escalares Ay € 81,..., ; € Sy existe um campo
multivetorial ordindrio sobre M, M 3 z +— Xgy(A1,- .., M) € AT M).

Introduzimos as seguintes defini¢des de diferenciabilidade:

1. X serd dito diferencidvel localmente se e somente se para cada r € M a funcio multiveto-
rial (A1, ..., Ag) = Xigy(A1,- - ., Ax) @ diferencidvel no sentido da definigdo de diferenciabilidade
da teoria de fungdes multivetoriais {Capftulo 2, se¢do 1).

it. X serd dito diferencidvel globalmenie se e somente se para cada um dos Ay € 57,...,A% €
Sk 0 campo multivetorial ordindrio, £ = X(z)(A1, - .., Ax) € diferencidvel no sentido da definicao
da diferenciabilidade apresentada na subsegiio(1.2).

E quase evidente que o conjunto dos campos multivetoriais com parAmetros escalares é um

mddulo sobre F(M).

2.2 Campos Multivetoriais Parametrizados com Campos Multivetoriais

Consideremos k campos multivetoriais sobre M (com k£ > 1): X7 : M — Af(TM) tal que
para cada © € M : X'(fz) € A_?(T;EM) {com 1 <j<k).

AS(TM) =EEJM AS(TzM) é o j—ésimo fibrado de multivetores sobre M, formado pelos
j-ésimos subespacos-parte de multivetores A?(TzM }; construamos agora o fibrado de k multi-
vetores sobre M: || AD(TuM) x ... x AQ(T.M).

Chamaremos fl?iampo multivetorial sobre M, parametrizade com os k campos multivetoriais

X! ..., X*, a aplicacio

F :ng A (T M) X ..o X AS(TeM) — A(TM), (3.6)

tal que para cada z € M : .’F(._..)(X(l X&)) € A{T:M); o primeiro subindice (z) indica a

x)a"'a

dependéncia explicita do ponto = € M.
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Um caso especial de grande importéncia € o campo multivetorial parametrizado com 1 campo
multivetorial, do tipo linear, com relacdo ao sen tnico parametro. Tal campo multivetorial &
dito um campo tensorial sobre M.

A estrutura do campo multivetorial parametrizado com campos multivetoriais implica a
existéncia de duas aplicagbes: para cada x € M, a fun¢do multivetorial de k perdmetros mulli-
vetoriais, A (T, M) X - x AS(T=M) 3 (X(lz), .. .,X&_)) — f(x}(X(lx),. .. ,Xg‘_,c)) e MT,M);eo
campo multivetorial ordindrio sobre M, M 2 = — .?'-'(:,,)(X(lz), cens XE;)) € A(T, M),

Introduzimos as seguintes definicbes de diferenciabilidade:

1. F serd dito diferencidvel localmenie se e somente se para cada z € M a fungao multi-
vetorial (X, ..., XE;)) o Frap( X

(z)>- "
multivetoriais (Capftulo 2, subsecdo 2.1).

, XEy) & diferencidvel no sentido da teoria de fungBes

#i. F sers dito diferencidvel globalmente se € somente se para todos X' € AZ(M),...,XF &
AP (M), o campo multivetorial ordinério & — Fz)(X {lw), s X E‘ ") € diferencidvel no sentido da
definicio de diferenciabilidade, jd tratada na subsecgo (1.2).

No minimo, o conjunto dos campos multivetoriais parametrizados com campos multivetoriais

deve ser um mddulo sobre F(M).

3. Espaco-Tempo de Minkowski

O espago-tempo de Minkowski ¢ modelado sobre uma estrutura minima (M, 7,I'}, onde M
é uma variedade suave difeomorfica a R*, 5 é um campo tensorial métrico sobre M e T & a
conexao linear sobre M induzida por 7 {i.e., a conexdo linear de Levi-Civita, como pode ver-se
no Apéndice A).

Postulamos a existéncia de um sistema de coordenadas global sobre M, isto é, um homeomor-
fismo (i.e., uma correspodéncia biunfvoca e continua), M 3 z «— (2%(z), 21 (z), 22(z), 2%(x)) €

Bzk
erencial global de Cartan em V(M), ver nota de rodapé 13) sio dadas por

R%, tal que as componentes covariantes de 7 na base vetorial coordenada <—Q—-> (i.e., um ref-

2 9,
Nozn® 5
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©
i
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Notemos que a matriz associada a % com relacao a <-é%;> ¢ a matriz diagonal (7,,) =
diag(l,—1,—1,—1}, e consequentemente a inversa dessa matriz coincidird com ela mesma,
() = (n,).

Observe-se que a existéncia de um sistema coordenado global fundamental implica a ex-
isténcia de outros (infinitos) sistemas coordenados globais, tais que as componentes covariantes
do campo tensorial métrico nas respectivas bases coordenadas sao também 7,,,.

As coordenadas Minkowskignas, M > z «— z#(z) € R, (com = 0,1,2,3) (i.e., do sistema
de coordenadas global fundamental) estdo relacionadas com a coordenada de tempo t € R e as
coordenadas cartesianas «,y, z € R, por: z° = ¢, 2! =z, 2% = y, z° = z; certamente, elas tém
um significado geométrico-fisico fundamental.

Introduzimos duas bases naturais (v#) e (7,), a primeira associada ao sistema coordenado

Minkowskiano e a segunda associada a <3_25>

4 M — AYTM), (3.8)

tal que para cada x € M : *y”i(z) (vz) = v, z¥, qualguer que seja v, € T,M; note que se

&

v = vk , entdo vor# = vk.

Ot @

Yo M — ANTM), (3.9)

tal que para cada z € M : 'Yﬁl(z} (vz) = n{x)(%hz) ,Vz), qualquer que seja v, € To M, isto &,

(veja nota de rodapé 4).
(=)
Certamente, os campos 1-vetoriais v* e -y, sdo diferencidveis e determinam dois referencisis

globais de Cartan de A(M) (veja nota de rodapé 13).

o
Tl = #55

%4 d 8
H — i = B Sk :
A base natural () & dual de <3:z:ﬂ'>’ pois 7”(33:"’) P &4 e as bases naturais
y : - -~ - 0
{(7*} e {vy,,) 880 reciprocas entre si, uma vez que v*-7y, = n(# Tt Ji~loy ) = p#E 1k, 8—) =

o
AP o) = 68
(83:" by
Temos que 7y, = 0,7 € ¥ = #*¥7,, e o tensor méirico fundamental pode ser escrito

=Y ®Y =10y, ®,. (3.10)
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Lema 3.1: As derivadas covariantes con relagio a e

s&0 nulas.

Seja v €V(M), entdo VFQE () = o —— (V) — 'y”(I‘(—— v)), e pela férmula de expansao

3 lad
de um 1-vetor numa base (i.e. a = ( )7 ), temos que

V1 = I (og) ~ (s g = [l — (O =

A prova para Y, € andloga.

3.1 Algebra Geométrica do Espago-Tempo

Introduziremos uma relacao de equivaléncia entre os vetores tangente 4 variedade Minkows-
kiana M (i.e., uma relagdo de equivaléncia no fibrado tangente TM = | J T, M).

Sejam vy, vy € TM, dois vetores tangente pertencentes a T, M em %b:rM respectivamente,

v, € dito equipolenie a v (e escreve-se v; = v ), se e somente se

7p|(z} (V,,) = 7p|(zl} (va:’): com 12 =0,1,2,3. (311)
a8 & ot s
Notemos que os vetores tangente ——| cT,Me o € T M, isto &, os valores dos
02 () O | ()

campos vetoriais coordenados -Bi:cf‘ nos pontos x,2 € M, sfo equipolentes.

A equipoléncia de vetores tangente preserva-se através das combinagoes lineares de nimeros
reais com vetores tangente.

O conjunto dos vetores tangente equipolentes sobre a variedade Minkowskiana, denotado
por M, tem uma estrutura natural de espago linear sobre R; as classes de equivaléncia % =
ca"nl(,)’ com p=0,1,2,3, formam uma base natural de M, e portanto, dim M = 4.

Agora, definimos uma relacao de equivaléncia entre os k-tensores (com k > 1) sobre M (i.e.,
uma relacio de equivalénciano fibrado de k-tensores TF(TM) = U THTL,M)).

Sejam 74, T, € T*(TM), dois k-tensores pertencentes a T’”’(T M) e TH(Ty M), ligados aos
pontos z,5' € M respectivamente. Definimos que T, = T (7, é dito equipolente a 7} se e

somente se
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vl vEeMiTo(vh,. o vEY = ra(vh, . VR, (3.12)

(note que vi=vl, ..., vE=v&)

Por exemplo, os vetores base 'Y#lm € ATz M)e 7#':::' € AY(Ty M) so equipolentes.

O conjunto das classes de equivalencia dos k-tensores sobre M pode ser identificado com o
espaco linear T%(M); em particular, o conjunto das classes dos k-vetores se identifica com o
espago linear AF(M).

Também, podemos definir uma relagdo de equivaléncia entre os multitensores sobre M (ie.,
uma relagio de equivaléncia no fibrado de multitensores T(T'M) = | T(T,M)).

Para 7,7, € T(T'M), dois multitensores do mesmo grau Kzeé\f Ny, ligados aos pontos

z,7¥ € M; 7, = Ty se e somente se
Vk, com 1 <k < K : (ra)k = (7o )iy (3.13)

no sentido da def.(3.12).

Assim, o conjunto das classes de equivaléncia dos multitensores sobre M pode ser identificado
com o espago linear T(M); especialmente, o conjunto das classes dos multivetores é o espago
linear A(M), '

A equipoiéncia de k-fensores e de multitensores € preservada através de todos os produtos: o
tensorial, 0 exterior e os contraidos (3 esquerda ¢ a direita); ent3o, logicamente, a equipoléncia
de multivetores serd preservada através do produto de Clifford.

A dlgebra de Clifford dos multivetores do espago linear M (ie., o espago vetorial de
Minkowski) serd chamada de dlgebra geométrica do espago-tempo.

3.2 Campos Multivetoriais como Funcoes Multivetoriais de Pardmetros
Escalares e/ou do Vetor de Posigio

Notemos que Vz € M existem os 4 parametros escalares z# = a#(z) € R (as coordenadas
Minkowskianas contravariantes) e os 4 pardmetros escalares z, = z,(z} € R (as coordenadas
covariantes z, = 1,2” ). Podemos definir o vetor de posicéo (associado ao ponto = € M, e
denctado também por zf),
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z =z, = z,7", (3.14)

onde 7,7, € Al (M) sgo as classes de equivaléncia dos vetores base 'Y,u|z= 'y“lx e AT M).
Note que z € A1 (M).

Assim, qualquer campo escalar sobre a variedade Minkowskiana, M 3 z — f(x) € R, tem
duas fungdes escalares associadas que sdo as suas representantes em R? e A1(M), a primeira é a
expresgo coordenada do campo escalar {uma funcio escalar dos 4 parAmetros escalares o € R,
ou dos 4 pardmetros escalares T, € R) e a segunda é uma funcdo escalar do vetor de posicdo
z € AH{(M),

Rt (%...,2%) — f(&%...,2% eR, (3.15a)
AMM)sz — flz)=f="...,2°) €R. (3.15b)

Ambas as representantes de f serao denotadas pela mesma letra, uma vez que disto nio resulta
nenhuma confusio.

Deveria ser evidente que se o campo escalar & diferencidvel (no sentido da definicio de dife-
renciabilidade no Apéndice A) entio as duas funcoes escalares serdo diferencidveis {no sentido
de diferenciabilidade discutida no Capitulo 2). -

Lema 3.2: Todo campo multivetorial, do tipo diferencidvel, induz duas fungbes multiveto-
riais uma dos 4 parametros escalares z# € R (ou dos 4 parAmetros escalares z, € R} e outra
do vetor de posicio z € A1(M), ambas sdo diferencigveis.

Seja M 3 z+— A,y € A(TxM) um campo multivetorial, se tomamos qualquer uma das bases

naturais (]L,...,']rju1 A .../\'}"uh,...>1<;\={4 ou {1,..., YL AL A, L} ckey » EDTBO temos

4 1 4 1
Ag) = A0(3)+ ng EEAHH-#&("”)'YM; Ao Ay, = Aof)t ng EAH---#& (@t A Aot
Podemos definir a funcio multivetorial de 4 parametros escalares

Ra(2...,28) — A(=%...,2%) e AM), (3.16a)
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tal que
4 1
Al®,..., 7% = A%, )+ ng -ﬁflﬁ“l---xﬂ‘l‘:(:1:0,...,:1:3)')«”1 Avui A, O também,

A(z®,...,2%) = Ao(2%,..., 2%+ il %Apl,,,pk(xo, 2B A L A, Onde (29,...,2%) —
A0 ... %), (29,...,2%) — A“Jil:“k (20,...,2%) e (2" ...,2%) — Ap(z?,...,2%), (c°...,2%) s
Ay (2 ..., 23) sB0 as fungdes escalares asssociadas 4s componentes contravariantes e co-
variantes do campo multivetorial 4, no sentido da def.(3.15a); € 7, A... A7, T*IA. AP €
A¥(M) sdo precisamente as classes de equivaléncia dos k-vetores base Yy |z/\. AV, |m y YA
o Ayl € AN(TM).

Tambérm & possivel definir a fungdo multivetorial de uma varidvel vetorial

AYM) 3 2+ A(z) € A(M), (3.16b)

tal que

Alw) = )+ J}é LAYy, A A, = Aoa)+ ﬁjl = A (A A,
onde z — A%(z), ¢ — AP~ (z) e z — Ag(z), T — Au,. . () s8o as fungbes escalares
associadas no sentido da def.(3.15b).

As defs.(3.162) e (3.16b) significam que A(z%,...,2%) = A(z) € A(M) & a classe de equiva-
lencia de Ay € A(T:M); as respectivas diferenciabilidades de cada uma dessas fungdes multi-
vetorials seguem légicamente da diferenciabilidade do campo multivetorial.

Lema 8.8: A todo campo multivetorial com %k parfmetros escalares, do tipo diferencigvel
(local e globalmente), M x 81 X -+- x Sx 3 (2321,..,A6) = Xgy(A,--., A8) € MT:M),
podemos associar uma fun¢io multivetorial do vetor de posi¢ao (uma varidvel vetorial) e de k

varidveis escalares
AV M) X S X -+ X Sk 3 (@3 A1, 0005 k) H> X(25 A, 0005 M) € A(M), (3.17)

tal que X(z; Ay, ..., Ax) (um multivetor de M) é a classe de equivaléncia de X)(A1, ..., %) {0
multivetor de ToM); a funcio multivetorial (z;A1,...,Ax) = X(x; A1, ..., Ax) & definida pelo
mesmo esquema, utilizado na def.(3.16b); sua diferenciabilidade com relagio 4 varidvel vetorial &
conseqiiéncia da diferenciabilidade global do campo multivetorial parametrizado, e com relacao




as k varidveis escalares é precisamente a diferenciabilidade local do mesmo.
Lema 3.4: Todo campo multivetorial parametrizado com k& campos multivetoriais, do tipo
diferencigvel (local e globalmente)

A (TeM) X -+ X AR (TeM) 3 (Xigy, s X{y) = Fio)(Xizys - o2 Xfiy) € ATz M),

implica a existéncia de uma funcao multivetorial do vetor de posicio (uma varidvel vetorial) e

k varidveis multivetoriais
AYM) X AZM) X - X AZ(M) 3 (2, XY, .., XF) o Flap XL, XR) e AM),  (3.18)

na qual uma composigio multipla X' — X'(z),..., X* — X¥*(x), d4 origem & fungio multive-

torial do vetor de posigio,
AYM) 3 z — Fla; X (), ..., X*(z)) € AM), (3.19)

tal que F(z; X (), ..., X*(z)) (um multivetor de M) & a classe de equivaléncia de F{z)(X(lz),
. ¢ ?x)) (o multivetor de T,M). Essa funcio multivetorial é definida de maneira andloga a
usada def.(3.16b).

Sua diferenciabilidade provem da diferenciabilidade local e global do campo multivetorial
parametrizado.

3.3 Derivada Vetorial Vs. Derivada Covariante
Lema 3.5: Para qualquer campo escalar sobre M, do tipo diferencidvel, existe uma notével
relacao entre sua derivada vetorial direcional e suas derivadas parciais com relacdo a 2* e x,

8%, 7% _ _ 0f(ap,...,3)

-
OxH # oz,

n-Opf(z)=n v

?

onde n € A}(M).
Seja f € F(M), tomemos as fungdes escalares associadas, A} (M) 3 z — f(z) € R {do vetor
de posiciio) e R* 3 (29,...,2%) — f(z) € R (das coordenadas contravariantes), entdo temos
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que
flz+dn) — fl@) _ f@®+ 0. ., 2% + anf) — f(c,...,2°)
A - A ’

onde x = z#y, e n =nky,.
Tomando )1\11% nos lados esquerdo e direito, e interpretando em termos de derivada vetorial
direcional e de derivada ordinaria, obtemos

g JEEM - f@) e+ an0, .., 2% + and) — F(=20,...,2%)
A—0 A A—0 A

d
= In F(a® +onb, ---:153*')‘”3)‘,\:0’

_ Bf(a°,...,5%) b pﬁf(xo,...,a:s)
n-flz) = e =
Onde usamos uma regra de cadeia da derivacdo ordindria.
af(xoi ey 133)

De forma completamente andloga, podemos provar que n - 8 f(x) =n -1, B2,
Lema 8.6: Para todo campo multivetorial sobre M, do tipo diferencidvel, existe uma im-

portante relacio entre sua “derivada direcional de Dirac” (i.e., a derivada covariante de Levi-

Civita), sua derivada vetorial direcional e suas derivadas parciais com relacio a z# e z,,,

BA(°,...,23) neny 6A(9:0,...,:33).

n-VA=n 8 A(z)=n-+* Bk = ” o,

Seja A € A(M), tomemos o referencial de Cartan <l, s Vg Ao A Vs e .>1<k<4 , levando
em conta 2 prop.{3.4} e Vay, = o (veja o lema 3.1), temos T

4
0 -
n-VA = ndA’+ §=1 -n.A“l ey A A Y, E; !A’ul MeVaYy, A Ay,

8 .o 8
= a..":F‘A + E __n#.é_:Aﬁs ﬁk-ml Al A‘Tﬂ'k
8AY (20, . 4 1 BAPL-be (20 £8)
~ P T), $ ) A @

onde utilizamos & linearidade e a regra de Leibnitz da derivada covariante e a férmula de
expansio de um campo vetorial tangente n = n"a =
Por outro lado, tomemos as funcgles multivetoriais associadas ao campo multivetorial,

AYY) 3 z — A(x) € A(V) (do vetor de posicio) e R > (29,...,2%) v A(«?,...,2%) € A(V)
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(das coordenadas contravariantes).
A derivada vetorial direcional de A(z) é

4
n0AE) = noulA%) %Aﬂz---#k(x)qﬂl Aeei Ay

7 - By A% )+ E -—n Op AP1-Pr(zhy, AL Ay

Ao(z,...,a:3) 4 1 -
+X 5 Vg Moo A ls ()

= n-9¥
Ozt i=1

onde utilizamos a linearidade e a regra de Leibnitz da derivada vetorial direcional, n- 03y, =0

e o lema 3.5.

As derivadas parciais de A(z?,...,2%) com relagio a z* fornecem

BA(ZY,..., % 0 24 1
{ OxH ) = Bze [AG(:L.U’ - ) = k_ At (a: 3:3)7#1 AREREA ‘7»‘%]
3A0($ .7:3) 4 1 gAM-B (:z:o, e ,:1:3)
= ax ; k_ 63:}3 7.“1 A P /\ ’Tﬂ'k. (C)

Agora, combinando as egs.(a}, (b) e (¢}, obtemos finalmente que

BA(=Y,...,z%)
; =n-8.Ary=n p——2" 21" 7
n-VA=n -G Alz)=n-~* o
De maneira andloga obtemos também o resultado
B8A(zo, - ..,x3)
n~VA=n-6wA(m)=n-'yp———-—5&:P—.

Costumeiramente, expressamos o contetido deste lema pelas correspondéncias

a 3
‘YP'VH‘T#'azH%e’}#'VH')’p'awﬁ‘gz—;. (320)

Ainda, o lema 3.6 tem uma consegiiéncia muito interessante, o gradiente VA, o divergente
V2 A e o rotacional V A A (Le., as derivadas de Dirac) coincidem com o gradiente 8, A(z), o
divergente 8.1 A(z) e o rotacional 8, A A(z) (i.e., as derivadas de Hestenes-®]).; Este corolario

justifica as correspondéncias V «» 8;, Vi dzue VA < G, A
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CAPITULO 4

Formalismo Lagrangiano para Campos
Multivetoriais

Desenvolveremos neste capitulo o formalismo Lagrangiano pars campos multivetoriais® no
espaco-tempo de Minkowski.

A idéia foi sugerida originalmente por Lasenby et al. em [9] ¢ Rodrigues Jr. et al. em [18],
porém sem justificativa matemética rigorosa.

Discutiremos especialmente os conceitos fundamentais envolvidos nas nogdes de Lagrangiana
e acao € obteremos as equacoes de Euler-Lagrange correspondentes aos distintos tipos de La-
grangianas a partir do principio de agéo estaciondria.

Além disso, infroduziremos e discutiremos os conceitos de extensores de energia-momento e

de momento angular.

1. Lagrangianas de Campos Multivetoriais

Existem exatamente trés tipos fundamentais de Lagrangianas associadas a um campo mul-
tivetorial no espago-tempo de Minkowski.

Seja X um campo multivetorial diferencidvel sobre a variedade Minkowskiana M, e consi-
deremos as derivadas especiais 0+ X, onde * & quaisquer dos produtos de multivetores ( Clifford),
(1) ou (A) (i.e. » X é o gradiente X, o divergente contraido 81 X ou o rotacional 8 A X).

Um campo escalar parametrizado com os campos multivetoriais X e 9 % X, do tipo diferen-
cidgvel global e localmente,

L) (MTM))y,, x (MTeM))p.x,,, = R, (4.1a)
seM

tal que para cada = € M : L(X(g),0 * X)) € R, serd chamado de Lagrangiana associada ao
campo multivetorial X.
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Essa aplicacdo do fibrado de duplas de multivetores |J {A(T,M)) X) X AMTM)) 5, Xy 2

sEM
R implica a existéncia de uma uma funcio escalar de 2 vané.vas multivetoriais
(MM 3@y X MM pax (o) 2 (X, Xo) = L(X, X,) € R, (4.1b)

na qual a composicao miltipla X — X(z) e X, — 8 * X(z), d4 origem a fungdo escalar do
vetor de posigao
AY M) 3z - L(X(2),8* X(2)) € R, (4.1c)

tal que £(X (), * X(z}) = L(X(z), O * X))

Note-se que A'(M) 3 7~ X(2) € (AM)) x¢zy € AM) 3 71 9+ X() € (AM)) puxe)
sa0 as fungdes multivetoriais do vetor de posigao z, associadas aos campos multivetoriais X e
axX.

As vezes, para esses esquemnas complicados de funcoes multivetoriais utilizaremos as notagoes
simplificadas (e abusivas!) z — (X, 8% X) — L(X,8* X).

Notemos os trés tipos de Lagrangianas (X,8X) — £(X,8X), (X,0.0 X) — L(X,8. X) e
(X,0AX)— L(X, 8N X).

1.1 Variagao da Lagrangiana

Introduziremos dois conceitos fundamentais no formalismo Lagrangiano, a saber: Lagrangia-
na variada e primeira variacido da Lagrangiana.

Seja €2 um subconjunto aberto de M, com fronteira 8€2; tomemos um campo multivetorial
arbitrério A (diferencidvel!} que se anula sobre 8Q (i.e., 4|3 = O).

Podemos definir uma funcao escalar do vetor de poesigao e de wm pardmetro real, associada
& Lagrangiana (X, 8 * X) — £(X, 8 * X), por

L4 : A M) x5 — R, (4.2)
tal que para z € A1(M) e A € Sp (wn subconjunto aberto de R, que contem o zero)

Lalz, ) = LX(2) + A (A(2)) x5y, 0 * X(2) + A {0+ A(@))prx(z))-
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Observe-se que L£4(z,0) = L(X(x),8 = X{z)), por isso L, ser4 chamada de Lagrangiana
variada.
Por outro lado, podemos desenvolver £4 pelo teorema do valor médio (de order 1). Obte-

mos que
£a(2,3) = La(2,0) + LA Vlsag A+ 55 BL4E N, ¥y com 0.< ] <A,
Se definirmos a fungdo escalar de z ¢ A,
6L : AL{M) X So — R, (z,A) = §La(z, A) = Ll Maeo M (4.3)
e levarmos em conta que L4(z,0) = £{X(z), 8 * X(z)), poderemos escrever que
La(x,A) = L{X (), 8 * X(2)) + 6L a(z, A) + ofz, A?).

Portanto, §£ 4 € a aproximagao linear a L4, € serd convenientemente chamada de primeira
variacdo da Lagrangiana.

Lema: A derivada da Lagrangiana variada em zero {(i.e., & La(z, A)|,_) pode ser expressa
em termos das derivadas multivetoriais parciais da Lagrangiana. Temos,

OLAlyg=A OxL(X,0+xX)+0xA-0x L(X,0*X). (4.4)
De acordo com a def.{4.2), temos que (ocmitindo-se a varidvel vetorial z),

MLalpeg = ALX+A{A)x,8x X +2{0* A)gux o
= [BAX +A{A) ) - OxL(X + A (A 5,0+ X + 2 {0 Apx) +
MO * X +A (0% A)pux)  Foex LIX + XA 5,05 X+ M{(3% A)pux sy
= (A)y - OxL(X, 0% X) + (8% Aguy - Ox.L(X, 0% X)
= A-BxL(X,0%X)+8 A-0x.L(X,0%X),

onde utilizamos uma regra de cadeia do cdlculo de funcdes multivetoriais, duas propriedades
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das fungbes escalares de varidveis multivetoriais, a saber, ®(X), A-0x®(X) = A- [8x®(X)] e
Ix®(X) = (Ox®(X)) x » ¢ a identidade algébrica (4)y -B=A-{(B)y.
As vezes, a férmula (4.4) sers escrita por abuso de notacdo

MLahg=A4 -0xL(X,0+xX)+ 0% A-Bpux L(X, 8% X).

1.2 Variacao da Acao
Associado 4 Lagrangiana (X, 8% X) — £(X, 8% X), existe um escalar (i.e., um nimero real)
chamado de a¢do (sobre 2), definido por

§= [ﬂ £(X(2),0 % X(@)1 127 (4.5)

onde ;) = 'y‘(’z) A 7%3) A ’Y%z) A 'y?z) & o elemento de volume de M (ie., para cada z € M:
V) € AYT,M)). Trata-se da integral de uma 4-forma diferencial na teoria de integracio em
variedades!h[3.
Introduziremos os conceitos fundamentais de agdo variada e primeira variacao da agso.
Podemos definir a fun¢io real ordinéria de Sp (um subconjunto aberto de R, que contem o

zero) a R

S4: 80— R,A s Sa(d) = /g L4z MYy (4.6)

ou seja Sa(A) = fo L(X(z)+ A {A(2)) x(z)» 0 * X () + A0 * A(T)) 5y x2)) V(o)
Observamos que 54(0) = S. Por essa razdo, a funcfo ordindria S4 serd chamada de agio
veriade da Lagrangiona.

Por outro lado, se desenvolvermos S4 pelo teorema do valor médio (de ordem 1), obteremos
Sa(A) = 54(0) + S4(0)X + -él-!-S’j()\l)AQ, com 0 < |A1] < |A,
e, definindo a funcéo real ordindria 8§54,
884 : Sp — R, A 854(N) = S (0)), (4.7
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e levando em conta que S4(0) = S, teremos que
Sa(X) = S+ 854(N) + o{A%).

Assim, 654 é uma aproximacio linear a Sy, € serd chamada de primeire variagio da acdo.

Na mesma linha de raciocinio, poderiamos desenvolver as variacoes de ordens superiores da
Lagrangiana e da agdo. Porém nao sio aqui necessarias!

A seguir, mostraremos que para cada um dos trés tipos de Lagrangiana (X, 8X) — L{X,8X),
(X,00 X)— L(X,8.X)e (X,0AX) — L(X, 8N X), temos uma férmula da derivada da agio
variada em zero (ie., §4(0) = O [ Lalz, Ay o= Ja B Lalz, 0}y ).

Utilizaremos trés identidades notéveis'* do cdlculo multivetorial

8- [8u(aX) Y] = (8X) Y +X-(9Y), (4.8a)
8 Palas X) Y] = (82X)-Y+X - (BAY), (4.8D)
8 [0u(anX) Y] = (OAX)-Y+X-(82Y), (4.8¢c)

{a¢ & um campo vetorial ¢ X e Y sao dois campos multivetoriais), e o Teorema de Gauss-Stokes

fﬂ (8-v)y= fm v3 7, (4.9)

(v & um campo vetorial diferencidvel arbitrario).
Agora, para o primeiro tipo de Lagrangiana (X, 3X) — £(X, 80X}, pela férmula (4.4), temos

que {omitindo-se )
§4(0) = fg[A O L(X,8X) + 8A - 8px L( X, 0X )}y, {7)

o segundo termo da integral de volume pode ser facilmente transformado, utilizando a identidade

14 A5 jdéias gerais para as demonstracdes das identidades (4.8a), (4.8b0 e (4.8¢), ficam ilustradas provando s6
a primeira - [Ba(aX) - Y] =" - v#*85[(7,X) - Y] = 4* - ¥ [(7,06X) - Y + X - (7,85Y)] = (8X) - Y + X - (3Y)

Numa linha de raciocinio andloga, utlilizando as identidades (b1 A}-B=A-(bAB)e (bAA)-B=A-(ba B},
podemos provar facilmente a segunda e a terceira.
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{4.8a) e 0 Teorema de Gauss-Stokes, d4

/Q BA - Box (.. Yy = L OA-BoxL(...) + A- 05k L£(...) — A-80sx L(.. )y
_ L (9 [Blad) - Box L(..)) - A- 09sx L(.. )}y

= § 1u(ad)-Baxil-. s v— [ 1A+ 000x£(. )
a5 Q
e, levando em conta a condigdo de fronteira Asn = O, obtemos que

[164-oxt(.. 3y == [ 14- 00pxL(... ) (id)
11} Q

Daf, colocando a eq.(i) na eq.(Z), obtemos a férmula
§4(0) = f A [OxL(X,8X) — 885x £{X,0X)]. (4.10)
Q

Na mesma linha de racioctnio, utilizando as identidades (4.8b) e (4.8¢c) e o Teorema de
(Gauss-Stokes com a condigao de fronteira Apg = O, obtemos para o segundo e terceiro tipo de
Lagrangianas (X, 8 X) — L(X,81 X} e (X, 8 A X) — £{X,8 A X) as f6rmulas

$,(0) = L A~ [BxL£(X, 81 X) — 8 A By, xL(X, 84 X)l, (411)

S,(0) = fﬂ A-[BxL(X,8 A X) + 8. 8snx L(X, 8 A X))} (4.12)

1.3 Principio de Ac¢ao Estaciondria

O principio de agdo estaciondria pode ser enunciado rigorosamente utilizando o conceito
fundamental de primeira variacio da agdo.

0O campo multivetorial X evolui de modo que a primeira variagdo da agho 654, para um
campo multivetorial arbitrario A, seja identicamente nula; isto &,

§84(\) =90, para todo A € S, (4.13a)
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ou equivalentemente

§,(0) =0, (4.13b)

a condi¢do de ser nula a derivada da agao variada em zero,

1.4 Equacao de Euler-Lagrange

O princfpio de a¢io estacionsdria implica a existéncia de uma equacao diferencial que deve
ser satisfeita pelo campo multivetorial X. Tal equacao diferencial é tradicionalmente conhecida
como a equacdo de Fuler-Lagrange.

Obteremos as equagdes de Euler-Lagrange correspondentes a cada um dos trés tipos de
Lagrangianas (X, 8X) — £(X,8X), (X,00 X) — L(X,01 X) e (X,0N X) — L(X,0 A X).

Para cada caso, a equacao diferencial satisfeifa pelo campo multivetorial X & obtida a partir
das férmulas (4.10), (4.11) ou (4.12) sob a condi¢do de anular-se a derivada da agéo variada em
Zero,

No caso da Lagrangiana (X, 8X) — £{X, 8X), utilizando a férmula (4.10) e a eq.{(4.13b),
temos

[g A-[Px L(X, 8X) — 80ox L(X, 5K}y =0,

e, pela arbitrariedade de A, obtemos que
BxL(X,0X) ~ 809x £(X,8X) = 0. {4.14)

A equacio diferencial multivetorial (4.14) é equacio de Euler-Lagrange para a evolugio de um
campo multivetorial X com Lagrangiana associada (X, 8X) — L(X, 0X).

Para as Lagrangianas (X, X) — £(X,02 X) e (X,0A X) — L(X,0 A X), das f6rmulas
{4.11) e (4.12) e a eq.{4.13b), obtemos que

OxL(X,01X)—8ABp,xL(X,00X) = O, (4.15)
I L(X,BNX) -84 0anxL(X, 80 X) = O. {4.16)

Finalizamos esta subsegio, com & apresentacio de alguns exemplos importantes de aplicagéo
do formalismo Lagrangiano.



Ezemplo 4.1: Lagrangiana de Dirac.

Na Mecénica Quéntica, uma particula com massa m, carga elétrica e e spin % (i.e., a particula
de Dirac) é descrita por um campo spinorial 4 (chamado de campo spinorial de Dirac-Hestenes),
no nosso formalismo, 1 é essenciglmente um campo multivetorial par. Para mais detalhes sobre
este 1iltimo,veja o Apéndice C.

A Lagrangiana para a particula de Dirac, movendo-se num campo eletromagnético, é

C(’l,b, 8¢) = ﬁ(aq)by}'B) - ¢ - e(AWO) : ’l,!) - mc'!/; ' ":b?

onde A é o campo de Maxwell (i.e., o potencial eletromagnético). Lembre-se que ¢ = ygy1YaY3
é a unidade pseudo-escalar na Algebra de espago-tempo.

Trata-se de uma Lagrangiana tipo (3, 8%) + L{3,8Y), e portanto a equagio de Euler-
Lagrange associada ao campo spinorial ¢, serd

Dy L(1, O) — BBy L(t, 89) = O.
Calculemos as derivadas multivetoriais 9y L(v, 8v) e Jsp L(3, O¢p). Temos,

Oullih, ) = F{O¥irs)y — e (Ao + Agfly)  — 2mey
= Rdpivs — 2eAvrg — 2med,
53&&5(% &p) = _ﬁaalﬁ(a?:b ’ W'Ts) = "5?!7573,

onde utilizamos as identidades do célculo multivetorial 8x (X - X) = 2X, 9x(B-X) = (B) x
e 0x[(BXC) - X] = <BXC + E’XC‘)X. Desenvolvidas nos exemplos (2.1), (2.2) e (2.3) do
Capftulo 2.

Assim, a equacao diferencial que deve ser satisfeita pelo campo de Dirac ¢ (i.e., a equacio
de Dirac), é

fidnprivys — 2edepyy — 2meyp — O(—Fipiyz) = O
fiopiys — eApyg —mep = O,
Ednpios ~ eAp = meyry,.
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Observamos que a Lagrangiana de Dirac, pensada como funcéo escalar de 2 varidveis mul-
tivetoriais (¢, ) — L(¥, ) = Alpiys) - ¥ — e(AYro) - ¥ — mey - ¢, possul uma propriedade
potével, a funcao composta ¥ — L£{%, 8y}, onde ¥ satisfaz a equacio de Dirac, é identicamente

nula. Vejamos,
Ly, 0¢) = HKopivs) ¢ —e(Ayy) ¥ —mep-9
= (Rpiys — eAyryg — mey) - o,
L{p,0¢) = 0.

Ezemplo {.2: Lagrangiana de Maxwell.
Na Teoria Eletromagnética, a Lagrangiana associada a0 campo de Maxwell A (i.e., o po-
tencial eletromagnético, veja-se 0 Apéndice B) gerado por uma densidade de corrente J, é

C(A,OA 4) = »35062(6/\14) ONA)—A-J

Trata-se de uma Lagrangiana (A, SAA) — L(A, A A), e assim a equacio de Euler-Lagrange

para A, serd
BaL(A, BN A) — 8. Baasl(A,BNA)=0.

Calculamos as derivadas multivetoriais 84 L(A, 8 A A) € Bgp s L{A, O A A).

SAL(A, B A A)

It

- <J}A = —J,
Bonal(A,BNA) = —-é-eoc:?aam(a ANAY-(OAA) = —-%500223 A A

Ounde utilizamos as formulas multivetoriais 8x (X - X) =2X e 8x(B-X) = (B)y .
A equacao diferencial satisfeita pelo campo de Maxwell A é entdo,

—J +el8.(8AA) = o
AONA) = pyl, (o20c = 1).
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Para o campo de Faraday (i.e,. o campo eletromagnético) F = 8 A A, temos que
01 F = g & OF = pgd,

Esta tiltima equacao diferencial multivetorial serd dita equacio de Maxwell. Como mostrado no

Apéndice B, ela codifica as quatro equagoes diferenciais vetoriais usuais dos textos elementares.

2. Extensor Canonico de Energia-Momento

Desenvolveremos um argumento heuristico para obtermos os extensores canénicos de energia
associados a cada um dos trés tipos de Lagrangianas {X,8X) — L(X,8X), (X,0. X) —
L{X, 0. X)e (X, 0AX)— L(X,0AX).

Mostraremos que a invariancia translacional da Lagrangiana implica a existéncia de um
campo extensorial do tipo (1,1) que certamente é conservado, esse é o extensor candnico de
energia-momento.

Por uma translagio ativa (i.e., do sistema fisico) na direcéo constante v, ¢ de amplitude
g, o vetor de posicio transforma-se por ¢ — © = £ + ¢, a lei de transformagio de um
campo multivetorial X, tanto para rotor quanto para spinor, é X (z) — X'(2') = X(x), ou seja,
X(z)} = X'(x) = X{(2"), com &’ = & — &v,. Para mais esclarecimentos sobre os conceitos de
rotor e spinor, veja os Apéndices B e C.

A invariancia translacional de uma Lagrangiana (X,8 * X) — £(X,8 * X), associada ao
campo multivetorial X, significa que £{X(z),8 * X(z)} = L X'(«), 8 * X' ()], (8 = 8; e
& = 9y), ou ainda, de uma maneira mais conveniente L[{X (z”), 8% X (") = LIX'(z), 8+ X (z)),
com &’ =z —ey,

Notemos que X(z”) e X'(z) séc dependentes do vetor de posi¢io = € do pardmetro real ¢; a
“grande ideia” & derivar com relacio a £ ambos lados da condicio de invariancia franslacional,
e valuar as equagoes em £ = (.

Para ilustrarmos a situacio geral, s6 desenvolveremos o teorema de conservacao da energia-
momento correspondente & Lagrangiana (X, 8X) — £(X,8X).

Neste caso, derivando com relagac ao parAmetro real ¢ a condi¢do de invariancia transla-



cional, obtemos que

8.7’ - L[X(2"),8X(2")] = 8.X'(z)  8xL|X'(z),0X (z)]
+88. X' (z) - Oax L[ X' (), 80X (z)), (4)

onde utilizamos duas regras de cadeta do cdleulo multivetorial; no lado esquerdo com a fungéo
vetorial £ + 2" e a funcdo escalar 2”7 — L[X(2"),8X(2")} e no lado direito com as funcgdes
multivetoriais € — X (2"}, ¢ — 8X(2”) e a funcio Lagrangiana £; no segundo termo do lado
direito usamos a comutagdo dos operadores 0. € 0.

Calculando ambos os lados da eq.(3) em ¢ = 0, levando em conta os resultados X{(z")|__, =
X(z), 8X(2"},—p = 8X(z) € X'(2)| .o = X(2), OX'(2)|.—o = FX(x), temos que

as S\‘Sﬂ

CAL(X,0X) = 8.X'(z) |€=0 -Ox L£(X,8X)
+0 35X'(x)|8=0 » Oax L(X, 8X), (¢2)

L::O

&, introduzindo na eq.(#) os resultados 82"\, = ~7, € X (%) g = —FuX(2), &
—Yy  OL(X,0X) = -0, X - 0x L(X,0X) — 88, X - Ogx L(X, 0X). (443)
0 lado direito da eq.(#s2) pode ser escrita como o divergente de um campo vetorial, a saber

3 OL( ) = —BuX - BxL(+) ~ 88X - BpxL(-)
—8,X - 00px L(-+-) + 8 X - 005x L(- )
= —0uX - (OxL(-) — 80ox L(- )] — 8- (8uXBox ()
= 8,L(X,0X) = 8- (apxé"axﬁ(x, ax))l. (iv)

Lembre-se que v, - @ = §, e v* - 8 = 9*. Utilizamos nas dedugbes acima a equacdo de Euler-
Lagrange (4.14) e a identidade!® do cdlculo multivetorial & - (X?’)l = (8X)-Y + X - (8Y),

152 identidede 8- ( X¥) | =(8X)-Y + X - (3Y) pode ser abtida facilmente da identidade (4.8a); de fato, no
lado esquerdo da identidade (4.85), temos que Ja(aX) - Y = 0.X - (a¥) = 8a(XY) - a = (x?)l .
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onde X e Y sao dois campos multivetoriais.
Ainda, o lado esquerdo da eq.(iv), pode ser escrito trivialmente como o divergente de um

campo vetorial
B ) =+ -y BpL( ) = 4 18- )] = 8- ). )
Finalmente, colocando a eq.(v) na eq.(iv), obtemos a equagio diferencial multivetorial
8. [((fyp OX)Bax L(X, 3X)>1 — 7,L(X,8X)] = 0.

Desta maneira, provamos que para a Lagrangiana (X, 8X) — L(X,0X) existe um campo
extensorial do tipo (1, 1), definido por

Tt(m) = <(n - 9X)Psx L(X, .ax)>1 — nl(X,8X), (4.17)

tal que
d-Ty,)=0. (4.18a)

Os quatro campos vetoriais 77(vy,) tém divergentes nulos!

O campo extensorial T'(n), associado ao campo multivetorial com Lag;ranglana (X,0X)
L(X,8X), & o extensor candnico de energia-momento, e os campos vetoriais 7T (7,) serdio chama-~
dos de velores candnicos de enengia-momento. As quatro equacgbes diferenciais (4.18a) expres-
sam as leis de conservagdo dos vetores de energia-momento.

Ainda, devido & identidade do cdiculo multivetorial [0, - 8T(n)] -7y, = 8-T1(v,), existe outra
forma de expressar o teorema de conservagio da energia que envolve o operador diferencial Oy, -8
€ o extensor de energia-momento, a saber

O » 0T(n) = o. {4.18b)

Assim, uma tinica equacdo diferencial expressa a lei de conservacao do extensor de energia-
momento.

Na mesma. linha de raciocinio, podemos obter os vetores e extensores candnicos de energia-
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momento correspondentes as Lagrangianas (X,84 X) — L(X,00 X} e (X,0 A X) —
L(X, 37 X); nos passos que nos levam até a andloga da eq.(iv), devemos utilizar as identidades*®
do caleulo multivetorial 8 - (ﬁx)l =@ X) Y +X - (BAY)ed- (%JY>1 —(OAX)-Y+
X -(82Y), onde X eY sio dois campos multivetoriais.

Para a Lagrangiana do segundo tipo, temos que
TH(n) = <“?53J XL(X, 81 X)a (n- ax)>1 — (X, 8, X). (4.19)
E o resultado correspondente 4 Lagrangiana do terceiro tipo é
T'(n) = {(n- %) Bepx L(X, 8 A ){))1 — nL(X,0 A X). (4.20)

Notamos que o teorema de conservagao da energia-momento sempre pode ser expresso tanto
na forma da eq.(4.18a) (como conservagio dos vetores de energia-momento} quanto na forma,
da eq.(4.18b) (como conservagio do extensor de energia-momento).

Obtivemos 0s trés extensores de energia-momento e o teorema de conservagao como conse-
qtiéncia da invariancia translacional de cada uma das Lagrangianas, contudo, € possfvel con-
seguir esses resultados de uma maneira mais geral que ndo envolve nenhuma condigéo especial
de simetrial

Para exemplificarmos, indicaremos como obter novamente o extensor canuénico de energia-
momento correspondente 4 Lagrangiana (X, 8X) — £L(X,8X).

Derivando a Lagrangiana com relagio i coordenada de posicao z*, obtemos

BuL(X,0X) = 0,X-OxL(X,0X)+ 6,0X - Box L(X,0X)
= 8,X-9xL(X,0X)+88,X - dox L(X,0X),

onde usamos uma das regras de cadeis do cdlculo multivetorial com as fun¢ées multivetoriais

16 As identidades 3 - (i&x) (LX) Y+X-(BAY)ed- <X.:Y> BAX)-Y+X-(8:Y) podem
ser obtidas das identidades (4. Bb) (4. Sc), sé devemnos transformar os lados esquerdns destas iltimas utilizando
as identidades a1 X = L(aX — Xa) e % (XY Yx)1 (YJX)I, e as identidades a A X = L(aX + Xa) e

L (xP+7%) =(Xuy) .
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z# — X, z* — 90X e a fungio Lagrangiana £, no 1ltimo passo utilizamoes a comutacgio de
operadores 8,0 = 00,,.

Agora, utilizando a equagdo de Euler-Lagrange (4.14) e a identidade do célculo multivetorial
8- (x?)l = (8X) Y + X - (3Y), temos que

BuL(-+2) = 8uX-OxL(-")+08,X - BpxL(--")

I

+0,X - 88px L(---) — O X - 00sx L(--)
= 8,X - [OxL(---) — BBgx L(-- )] + 8- <3,,X53X£(‘ : .)>1 ,
B.L(X,8X) = @ (auxé'axc(x, 3X)>1 .

Essa equacgo diferencial multivetorial é precisamente a eq.(iv) na linha de raciocinio que con-
duz ao extensor candnico de energia-momento (4.17) e ao teorema de conservagio da energia-
momento (4.18a) e (4.18b).

Encerrando esta secao, apresentamos alguns exemplos de extensores candnicos de energia-
momento.

Ezemplo 4.3: Extensor candnico de energia-momento do campo de Dirac hivre.

Como j4 vimos no exemplo (4.1), a Lagrangiana para o campo de Dirac livre (i.e., A =0) é

Lo(1h, Bip) = (Orpivys) - Y —meyp - 9.
As derivadas multivetoriais 81 L, (1, 5) e dpy Lo(2h, 1)) sio

a'gb‘ca('!:b: 3¢) = ﬁ(a";bvm) _“27”'("‘1!’3
OapLlo(,0¢) = —fpiv,.

A equagio diferencial para o campo de Dirac livre é

W’Y3_mc¢ = 0’
W0'3 = mc;b’yo.

De acordo com a def.{4.17), o adjunto do extensor de energia-momento do campo de Dirac
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livre serd

Ti) = ((n09)BppLolt,00)) Lo, %)
= i{(n-o9)ins¥) ,

leve-se em conta que L,(¥,8¥) = 0, para toda solugao da equagio de Dirac livre, veja a
observagao no final do exemplo (4.1). Este resultado estd de acordo com a férmula do extensor
de energia-momento (i.e., o tensor de Tetrode), discutida no Apéndice C.

Ezxemplo 4.4: Extensor canbnico de energia-momento do campo de Maxwell livre.

De acordo com o exemplo (4.2), a Lagrangiana para o campo de Maxwell livre (i.e., J = 0)

é
1
Lo{A,O0NA)= —-2-%(8 AA)-(BAA).
As derivadas multivetoriais 94L,(A4,8 A A) € 8gaaLlo(4,0 A A) sdo
BaL[(A,ONA) = o,
Oonalo(A,ONA) = —ia/\ A
Ho
a equacio diferencial multivetorial para o campo de Maxwell livre é
I F=0&80F =0,
onde F = & A A.

O adjunto do extensor canénico de energia-momento do campo de Maxwell livre, utilizando
a def.(4.20), sera

Tim) = ((n-0A)1 OnalolA4,OA A))1 — nLo(A,0 A 4)
1

2nF - F.

1
= —fn-84)s F+
Hy
O extensor candnico de energia-momento €

Tfn) = Gyn-TH(B) = i[@bn- (b-04). F + %a,,n .bF - F]

71



= -5;[—6;,(6 +8A) (ma F) + %nF Fl

= -i?[(m F)y F—(nsF)-0A+ %nF  F]
1 ~ 1
= —FnF— —(n. F).5A.
219 Ho

Onde utilizamos as identidades do céleulo multivetorial &,(b - )X = 8X e Gla(b - 9 X] =
2(a- 8)X — adX, e no dltimo passo, a identidade FnF = 2(niy F)u F4+nF . F.

Observamos que o primeiro termo de T,(n) corresponde ao extensor de energia-momento
deduzido no Apéndice B, esse tensor, como j4 sabemos, é conservado!

Além disso, podemos mostrar que o segundo termo de T,(n) é também um extensor conser-
vado, isto é

O - 8(na F)-8A V- Op[(Bunic F) - Y205 A+ (s 8,F) - Y854+ (ns F) - 28,05 4]
= (Y2 0uF) - +"8pA+ (¥4 F) - 18,054

= (82 F)-0A+ (v A4P)- F8,83A=o,

o primeiro termo & nulo porque 81 F = o (no campo de Maxwell livre) e o segundo termo ¢
nulo devido 4 antisimetria de v* A ¥° e & simetria de 8,05.

3. Extensor Canénico de Momento Angular

Mostraremos que & invariancia rotacional da Lagrangiana implica a existéncia de um campo

extensorial do tipo (1, 2) que & conservado. Ele serd chamado de extensor canénico de momento
angular.

Por uma rotagio ativa (i.e., do sistema fisico), na bidirecéo constante v, A+, e de amplitude
8, o vetor de posi¢cio transforma-se por  — ' = exp(y, A 7,0/2)x exp(—v, A 7,0/2); as leis
de transformacio de um campo rotor X e de um carapo spinorial 4 sio

X(z) — X'(z') = exp(y, A71,0/2)X (@) exp(—y, A 1,8/2),
P(z) — Y (@) =exp(y, Av.0/2)¢(z),



ou seja

X(z) — X'(x)=-exp(y, A7.8/2)X (2" )exp(—y, A v,8/2),
P(z) — ¢'(z) = exply, A7.0/209("),

onde z” = exp(-~y, A,0/2)z exp('yp A7,0/2).
A invariancia rotacional de uma Lagrangiana (X, 3% X) — L(X, 8+ X), associada a0 campo
multivetorial X (tanto um rotor quanto um spinor), significa que

L[X(z),8 * X(z)] = LIX (2,8 = X' (z)],

onde 8 = 8; e & = 8y, ou equivalentemente L[X (2"}, 8 *x X (z"})] = L[ X' (), 8 * X'(z)).

Deduziremos explicitamente o extensor de momento angular correspondente & Lagrangiana
de campo rotor (X,0X) — L(X,8X) e daremos o resultado para a Lagrangiana do campo
spinorial (¢, 89) — L{, 8%).

Ainda, comentaremos os extensores de momento angular correspondentes &s Lagrangianas
de campos rotor (X,8, X) — L(X,8 X) e (X,0A X) —~ L(X,0 N X).

Derivando com relaciio ao pardmetro real & s condigio de invariancia rotacional da La-
grangiana (X, 8X) — L(X, 8X), obtemos

Bpz” - BL[X(2"),8X (")) = X' (x)- xL[X (z),0X (z)]
+366X}($) ' 63X‘C[X.’(m): 3Xf(w)]s (7')

no lado esquerdo utilizamos uma das regras de cadeia com a funcio vetorial # — z” e a funcio
escalar 2”7 — L{X{z"), 8X(2")] e no lado direito utilizamos outra regra de cadeia com as funcoes
multivetoriais & — X'(z),8 — 8X’(z) e a funcéio Lagrangiana £; e no {iltimo termo tivemos
em conta a comitacio de operadores G0 = 90y,

Calculando ambos os lados da eq.(3) em 8 = 0, levando em conta os resultados X(&”)},_g =
X(2), 0X(2" g = 60X (@) ¢ X'(@)lpy = X(2), 0X'()lp_y = OX(s), tomos que

e |p_y-OL(X,0X) = GX'(2)|,_,- OxL(X,0X)

19-:0
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+0 8 X' () oy - Bsx L(X, 8X). (44)

Todavia, o lado direito da eq.(i¢) pode ser escritoc como o divergente de um campo veto-
rial, utilizando-se a equacéo de Fuler-Lagrange (4.14) e a identidade do célculo multivetorial
8. <X17)1 =(8X)-Y +X - (8Y), one X ¢ Y sio dois campos multivetoriais.

0oz |g_g OL(+) = BpX'(®)|geg OxL( )+ 08X (2)|p_q - BoxL(:-")
+ 8 X (@)]y_y - B0sx L(---) — BoX'(x) |,y - BOox L)
= 9 X'(%)|gg - OX L") — 8BpxL(---)]
48 ( BoX'(2)|,_o Box L1+ -))1 ,
= 862" |y_o - OL(X,0X) = 8- (06X (2)]p Box £(X,0X)) . (i)

Calculemos gz"y_g. 96X (2)|g—p -

Bpa” |9=0 = M/ 22+ 2(Vu A/2) =22 (7 A1),
86X’(-'B) |9=0 = (7}; A 'Ty/2)X +za (")fu A 'Tv) -9X + X(_'T,u. A 7:}/2)

= (YuAw)xX+z1(yv,A7,) 80X
Utilizando-se esses resultados!” na eq.(4t), obtemos que
T (7;; A 'Yv) : SE(X, aX) =a- <[(7,u A 'Tv) X X+zy ('?'p A7v) ) 3X]§axC(X:5X)>1 - (“’)

Ainda, o lado esquerdo da eq.(iv) pode ser transformado em divergentes de campos vetoriais;
isto &,

T3 (Yu A1) BL(..) = [ (v Am]-7PBL(..)
= 4% 8lza (AL N4 - brgo (e AL 2)
= 0-fzs (v AL (v)

produte comulador de dois multivetores define-se por A X B = S{AB — BA).
170 prod dor de dois multi defin A L(AB- BA

74



Portanto, introduzindo a eq.(v) na eq.(iv), obtemos finalmente para o campo rotor X que
853 (7, ALK, 0X) = ([, Aw) X X +23 (7, Aw,) - 0XIBox £(X, 6X) ) | =0.

Deste modo, demostramos que existe um campo extensorial do tipo (1,2}, digamos Jx(n),
tal que sen adjunto J}(B), um campo extensorial do tipo (2,1), é definido por

JL(B) = 22 BL(X,0X) - <(B X X +z.1 B - 8X)Bax L{X, ax)> (4.21)

1 3
tal que
8- J(r Av,) =0. (4.22a)

Estas equagdes diferenciais expressam que os seis campos vetoriais J;f (74 A 7,,) estdo sendo
conservados.

O campo extensorial Jx(n), associado ac campo rotor X {com Lagrangiana (X,8X)
L(X,8X)), & o estensor canénico de momento anguler; os campos vetoriais J}:» (7, A7y,) serdo
chamados de vetores canédnicos de momento engular.

Contudo, existe outra forma de expressar o teorema de conservagio do momento angular
que s6 envolve o operador diferencial 8, - 8 e o extensor canénico Jx(n) numa tnica equagao
diferencial, a saber

8- 0Jx(n) =o. (4.22b)

Onde usamos a identidade do calculo multivetorial {3, - 8Jx(n)]- (v, Av,) = 8- J}(fyp Avy)-

Para um campo spinorial ¥ com Lagrangiana do tipo (¥,8¢) — L(v, &), o extensor
candnico de momento angular pode ser obtido seguindo o mesmo raciocfnio que levou 4 def.(4.21);
s6 tenha-se em conta que 99y (z)]y_o = 3(v, A 1)Y + 22 (7, A7) - 0. Assim,

Iy(B) =2 BLW,00) - ([5BY+ (o B) - 00l 00)) . (429)

Logicamente, no caso do campo spinorial ¢, teremos também o teorema de conservagio do
momento angular em quaisquer das duas versoes, em funcao dos seis vetores J,}, (7# A7y,) ou do
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extensor candnico Jy(n)

8- v Am) = 0, (4.24a)
- OJy(n) = o (4.24b)

O extensor de momento angular para um campo rotor X, com Lagrangiana do segundo tipo
(X,0.X)— L(X,81 X), &

JHB) = 21 BL(X,8.X) — (5’& xL(X,8.X)0 [Bx X + (22 B) - ..avq)1 . (4.25)

E, para um campo rotor X, com Lagrangiana do terceiro tipo (X,8A X) — L(X,8A X), é

JHB) =21 BL(X,0 A X) - <[B x X ;?a: B) - 8X]1 Banx £(X,8 A X> : (4.26)

Os teoremas de conservacio do momento angular seguem tendo as duas formas dadas pelas
oqs.(4.22a) e (4.22b).

4. Extensor Canénico de Spin

Desenvolveremos uma linha heuristica que nos permitird discutir ¢ momento angular in-
trfnseco (i.e., o spin) de um campo multivetorial.

Para iflustrar a sifuaciio geral, investigaremos o caso do campo rotor X com Lagrangiana
do tipo (X, 8X) — L(X,8X); e logo, comentaremos os resultados correspondentes ac campo
spinorial e aos outrosg dois casos de campos rotor.

Da eq.(4.21), pela férmula multivetorial Jx (n) = 8pn - Ji(B), determinamos Jx (n)

Jx(n) = 8pn-(z1 B)L(X,dX) — Opn- <(B x X)Box L£(X, 3}{)}1
—9pn,- ((:c_| B 8X)Bax L(X, m:))1 .

O caleulo dos trés termos do lado direito, fornece

O8gn-{za B)L(...) = 8slzAn) - BL(.)=zAnL(...)
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= A Gn-bL(...)],
dgm- ((Bx X)3pxL(..)) = OplndoxL(..)] (Bx X) =pndsx L(.. )i x X - B
= (Idox£(-. ) x X)_ == (X x Box (.. )n])_,
dgn - <(3:_| B. aX)é'axﬁ(---)>1 — 8gn- <B Az A BB BX)Fpx L{- -)>1
— 8gB-(zAd)n- <(b - 9X)Bax L{-- .)>1
= zAlon- ((b-0X)dox () )

Assim, temos que

Jx(n)

I

z A B bL(.)] + <X x [Bax L(.. .)n]>2 — T A [Bn- <(b - 8X)8ox L. . .))1]
o [((b-0X)Box £--)), = bL(- N} Az o+ (X x [Box £ )],

|

e todavia, usando a def.(4.17), obtemos finalmente

Jx(n) = [Bn-Th)Ac+ <X X Jox L{.. .)n>2
Tx(n) Az + (X x Box L(X, 3X)n>2. (4.27)

Isso mostra que Jx{n) pode ser escrito exatamente como a soma de dois campos extensoriais
do tipo (1,2). O termo Tx(n) A x é interpretado rotineiramente como a “parte orbital” do
momento angular, jé o termo <X X [8s xL(X,8X )n]>2seré. identificado com a “parte intrfnseca”
do momento angular (i.e., o spin do campo rotor X!}.

Por outro lado, pela eq.(4.23) e a def.(4.17), obtemos para o campo spinorial ¥ que

) = Ty(e) A + (G906, 00)m,) (4:270)

Deste modo vemos a plausibilidade de definir, associado ao campo rotor X, o eztensor

candnico de spin, a saber

SL(B) = - <(B x X)Bax L(X, 8X)>1, (4.983)



ou equivalentemente
Sx(n) = (x x Box L(X, 8X)n>2. (4.28b)

Portanto, podemos também definir, associado ao campo spinorial ¢, o estensor canénico de

spin

S}(B) = = ([5BY + (o2 B) - 0lBowL(0,00)) (4.292)

»
1
ou, ainda

Su(n) = 5 (VAo L, O)m). . (4.290)

Para um campo rotor X com Lagrangiana do tipo (X,82 X) — £{X,82 X), usando a
€q.{4.25) ¢ a def.{4.19), temos que

SHB) =— (5& xE(X,03 X)3 (BX X)), - (4.308)
e portanto

S(n) = 8gn-ST(B)= —%33??,- <(.B X X)ga_, xL(--") - 53_, xL{---}B x X)>1
= —%33[?%33_. x£() x X — 85, x£(-+ Jn x X} - B,

S(n) = % (X x 8o, xL(X,80 X)n~ X x nBa, xL(X,85 X)) . (4.30b)

Onde utilizamos a identidade algébrica (¥ Xy = % (x¥-¥X y
Para um campo rotor X com Lagrangiana do tipo (X, 8 A X} ++ L(X, 8 A X}, utilizando a
€q.(4.26) € a def.(4.20), temos

SHB) =~ <(_B X X)a Bopx £(X,8 A X)> (4.31a)
1
e, entdo

S(n) = 8gn-SH(B)= --%aan- <(B x X)Barx L) + Baax L+ W B x . X))1
= ~205[ndanx £(-+) x X +Bonx £ In x X] - B,

S(n) = % (X x Bonx £(X,8 A Xy + X X nBonx L(X, 0N X)), (4.31b)
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onde utilizamos a identidade <%.J Y>1 - % <X Y+ ?'X—>1 .

Logicamente, tanto para os rofores quanto para o spinor teremes seis wetores candnicos de
spin S1(v, A 7,), associados a cada um dos campos X e 7.

Mostramos agora que o spin de um campo multivetorial nio & conservado, isto &, 8- St (v A

v,) #0, 0u 3-8,8(n) # 0).
De fato, aplicando o operador diferencial 8, -8 & equacio extensorial J(n) = T(n)Az+S(n),

temos que

Bn-8J(n) = 8,-8[T(n)Az]+8,-85(n)
= Y RiBTm)Az+T(n) A O]+ 0n - 85(n)
= [ 8T (n)i Az + biv(T) + 8, - 8S(n),

e, pelos teoremas de conservagao da energia-momento e do momento angular, obtemos seguinte
resultado fundamental
8y - 08(n) = —biv(T). (4.32)

A equaciio diferencial multivetorial (4.23) tem como inferpretacio fisica que ¢ fonte do
extensor de spin é o bivetor do extensor de energia-momento.

Do ponto de vista matemético, a eq.(4.32) tem um significado muito interessante, trata-se
de uma generalizagao da “condiciio de homogeneidade” de Euler.

Por exemplo, no caso do rotor X com Lagrangiana (X, 8X) — £{X, 8X), da def.(4.28b),

temos

Bn0S(n) = 80, (X x Box L(X, 6X)n>2
= (apx x Box L(.. )7 + X x 8,PpxL(.. .)fyn)z

_ % (ap XFax L(.. .)..},#>2 - % (Ea'axc(. : .)@.3-:)2 + (X x Fx (.. -)> »’

onde no iltimo termo utilizamos a equagio de Euler-Lagrange (4.14).
Por outro lado, pela def.{4.17), o bivetor do extensor canénico de energia-momento é

biv(T) = —biv(TT) =-TH(y ) A" =+ ATH(,)
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= A <a,,X53X£(. ) .)>1 = (‘y" X O, X ax L(.. -)>2

= % <3X§ax£(. . ))2 - % <3pX58X£(° : ')7")2 ’

onde usamos a identidade (a X Z), = a A (Z),.
Agora, somando ambas equagdes diferenciais e utilizando a eq.(4.32), obtemos finalmente
que

<X x By L{X,8X) + 8X x Dox L(X, 6X)>2 = 0. (4.332)

Para o campo spinorial ¥ com Lagrangiana (v, 8v¢) — L(v, 8¢}, a correspondente equagdo
diferencial &
(¥BVL(Y, 00) + oy L(v,59) ) = O. (4.33b)

Encerrando esta se¢io, apresentaremos alguns exemplos importantes.
Ezemplo 4.5: Extensor canbnico de spin do campo de Dirac Livre.
Pela def.(4.29b), o extensor candnico de spin do campo de Dirac livre, serd

17 ~
8(n) = 5 (VBouLold, B0,
porém, do exemplo (4.3) obtemos gue §a¢£o(¢, Bp) = —lapivy,, e entdo-

1 -
Stm) = 5 (Hpingim),
. ~ k.
onde 3 = 'gb"mgz € o vetor de spin do campo de Dirac.
Este resultado estd de acordo com o que obtivemos no Apéndice C.

Exemplo 4.6: Bixtensor candnico de spin do campo de Maxwell livre.
De acordo com a def.(4.31b), o extensor canénico de spin do campo de Maxwell livre, serd

S(n) = % (4% Bonaloldsd A A+ x nBonalol 4,0 A 4)),,



pelo exemplo (4.4), & 58:\;150(‘4:3 AAY= _p_lﬂ'a AA= _y_I-F’ ¢
0

S(n) = % <A x Fn+4 x nﬁ>2 = -é-i-; {A x (Fn—nF)),

= lanEm =Ltm Pra
Mo Hy

Observe que S(n) ndo é invariante de calibre! O potencial eletromagnético A possui uma
realidade insuspeitdvel que ndo pode ser vista pelo formalismo usunal.

Finalizando este capftulo, estudaremos um exemplo muito interessante que diz respeito do
acoplamento entre o campo de Dirac e o campo de Maxwell.

Ezemplo 4.7: Teoria Maxwell-Dirac.

Para um acoplamento entre o campo de Dirac e o campo de Maxwell, postulamos a La-
grangiana

L(p, 8%, A, O A A) = T(Depiys) - — A - (edyo) — metp - o — g—ig(a/\A) (DA A).

0 segundo termo corresponde a um “acoplamento minimo” entre o campo de Mazwell A e a
densidade de corrvente elétricamente carregada e‘t/ryo%l;. Trata-se de uma Lagrangiana com duas
variveis dinAmicas 1 e A, uma combinacdo de Lagrangianas dos tipos primeiro e terceiro.

As derivadas multivetoriais 83,L(- - -), BppL(: - -} € BaL(: ), BaaaL(: - -) fornecem,

OpL(--+) = hdwpirys — 2eAdryy — 2mesp,
a&f)‘c’(' . ) = '—%%73:
BaL(+") = —epyo¥ = —eJ,
1 1
Oopall(+) = ——BOAA=——F,
onal () o o

onde J = try,% & a densidade de corrente de probabilidade e F' = 8 A A é o campo de Faraday.
Temos duas equagoes de Euler-Lagrange, uma para a varidvel dindmica v

OpL(--) — BBoypL(c-:) = O,
=>  hpios — eApyy = meyrye,
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e outra para varidvel dindmica A

BAL(- ) — Du Bonal(--) = O,

= 91 F = pged & OF = ppel.

A primeira € a equagio de Dirac e a segunda é a equagio de Maxwell { com densidade de
corrente eltrica eJ).
O extensor can6nico de energia-motento, generalizando os raciocinios que nos levaram até

as férmulas (4.17) e (4.20), sers dado por

TH(n) = ((n- 9)Bou ()}, + ((n- 0A) Bonall--)) —ni(-),

isto €,

L
2419

Tin) = & ((ﬂ . W)i'm@)l + i(ﬂ 8A)s F - n|(hdivys — eAdyg — me) - p — 5—F - F]

B{(n- 0)inaB), +=—{(n-04) F + 5nF - Fl

O primeiro termo é o extensor de energia-momento associado ac campo de Dirac livre (ie.,
A = 0}, foi achado no exemplo (4.3); jé o segundo termo corresponde ao extensor de energia-
momento para o campo de Maxwell livre (i.e., 3 = O), encontrado no exemplo (4.4). Podemos
escrever,

Tt (n) = T} (n) + T}(n),

onde T‘}:(n) =k <(n - 81,&)%")’3@)1(3 Th(n) = %[(n -8A)a F-+ gnF - Fl.
Mostraremos que a partir do teorema de conservagio da energia-momento &y, - 8T(n) = o
podemos obter novamente o teorema da energia-momento (C.4) discutido no Apéndice C.
Pelo teorema de conservagio da energia-momento,temos

On - BT yp(n} + O - 0T a(n) = o, (a)
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1 ~
porém, de acordo com o exemplo (4.4), Ta(n) = E:F nF — I'j'-'"(ﬂ_l F).8A, e assim
0 0

By - OTa(n) = Bn - Do P — 8, - 9(ns F) - BA.
29 Ho

O primeiro termo fornece

Q—L-qfﬂ . 0ul(0,FWF + F(@,m)F + Fr(8,F)]
0

H

29

1 ~ 1

¢ 0 segundo termo fornece

5136“ B(ns F)-0A = —:;fy*‘  Bn[(8una F) - BA + (n 8,F) - 8A + (na F) - 8,04]

1

E[(A,«*u 8,F) - BA+ (v F) - 8,04 = eJ - 84,

e também, levando em conta a conservacao da densidade de corrente 8- J =0,

eJ -804 = e(8-JA+J 0A) = ey - (B )A+~"- J(B,A)]
= ey* Bul(8un) - JA+n- (Bu)A+n- JOA) =8y - Oe(n- NNA. ()

Agora, introduzindo os resultados (b) e (¢} na eq.(a), obtemos
Bn O[T yp(n) —e(n- J)Al = eFLJ,

isto &, existe um campo extensorial do tipo (1,1}, definido por Tre(n) = Ty(n) — e(n - J)A,
tal que

B - OTrer(n) = eFLJ, (d)
Trer(n) € certamente o “tensor de Tetrode”, pois o adjunto deste campo extensorial, Tr}m (n) =
T} (n)— Gpm-e(b-J)A = ﬁ,((n . a¢,)£735>1 —e(n-A)J confere com o resultado obtido na segio C.2
do Apéndice C. Ainda, a eq.(d) & também consistente com a eq.{C.4), pois a terceira propriedade
do “tensor de Tetrode”, demonstrada no Apéndice C, diz que 8 - GT}w(n) = On - 7er(n).
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Observacgoes Finais

Neste trabalho mostramos como o cdlculo geométrico, i.e., o cdlculo multivetorial do espaco-
tempo, revela-se como uma linguagem natural na formulacio de teorias Lagrangianas de campos
fisicos.

Vimos também que a equacio de campo (ie., a equagio de Buler-Lagrange, uma iinica
equacio diferencial multivetorial), associada a Lagrangiana de um campo multivetorial (rotor
ou spinor), pode ser obtida a partir do princfpio de ac@o estaciondria. S6 obtivemos as equagoes
de campo associadas a trés tipos de Lagrangianas, eqs.(4.14),(4.15) e (4.16); porém os métodos
af empregados sio generalizdveis a outros tipos de Lagrangianas de campo multivetorial.

Desenvolvimos umea linha heurfstica que nos permitiu obter as férmulas gerais para os exien-
sores candnicos de energia-mormento e de momento angular, e os seus correspondentes teoremas
de conservacdo.

Mostramos explicitamente que os teoremas de conservagio da energia-momento e do mo-
mento angular podem ser expressos em duas formas equivalentes, como. a conservecio de cada
um dos vetores candnicos, eqs.(4.18a), (4.22a) e (4.24a), ou como uma tinica conservagio desses
mesmos extensores, egs.(4.18b), (4.22b) e (4.24b).

Vimos também que o extensor canénico de momento angular pode ser decomposto em
exatamente dois termos extensoriais, um & interpretado como a parte orbital do momento
angular e outro & identificado com a perte intrfnseca do momento angular (i.e., o spin do
campo rotor ou spinorial). Veja por exemplo, as eqs.(4.27a) e (4.27b).

Neste ponto, obtivemos um resultado fundamental sobre a implicac@o fisica de nm extensor
de energia-momento nio necessdriamente simétrico. De acordo com a eq.(4.32), e j4 que s6 a
parte antisimétrica de um extensor contribui ac seu préprio bivetor, a parie antisimélrica do
extensor de energia-momento contribui & fonte do spin,

Finalmente, observamos que este trabalho fornece os fundamentos matematicos para es-
tendermos ainda o formalismo Lagrangiano a campos extensoriais; tornando possivel obter as



equacdes de campo associadas a Lagrangianas de campo extensorial, e desenvolver também os
seus correspondentes teoremas de couservacdo da energia-momento € do momento angular.
Estas idéias chaves do formalismo Lagrangiano sdo aquelas naturais para a formulacéo
da teoria de gravitagio de Einstein no espaco-tempo de Minkowski, de acdrdo com as idéias
embriondrias apresentadas por Rodrigues Jr. et al. em [19] e Lasenby et al. em [15] e [16].
Uma formulacio rigorosa de uma tal teoria de calibre é apresentada na Tese de Doutorado
de V. V. Fernandez?",
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APENDICE A

Campos Multitensoriais sobre uma Variedade Suave

Primeiramente, apresentaremos resumidamente as estruturas algébricas fundamentais sobre
as quais baseiam-se as nogdes de campos k-tensoriais e multitensoriaist!h 2B, Logo depois,
desenvolveremos a estrutura de diferenciabilidade desses campos fundamentais e definiremos a
derivagio covatiante induzida por um campo tensorial métricol¥ (i.e., a derivada covariante de

Levi-Civita).

A.1 Campos Vetoriais Tangentes

Seja M uma variedade suave de dimensdo finita, uma fungdo f : M — R é chamada de
campo escalar (ou funcio escalar de ponto) sobre M.

O conjunto de campos escalares sobre M do tipo diferencisveis®, denotado por F(M), com
a soma e o produto definidos naturalmente, € um anel,

Consideremos o fibrado {angente sobre M, TM = |J TM, (i.e uma variedade suave de
dimensio finita formada pelos pontos z € M e o8 vé;eofes tangentes'® de T,M); um campo
vetorial tangente sobre M é simplesmente uma funcio v : M — TM, tal que para cadax € M ;
V(z) € T M, isto &, a cada ponto 2 € M corresponde um vetor tangente de T M.

O campo vetorial v & dito diferencidvel se e somente se para todo f € F(M) o campo
escalar M 5 7 — v, f € R (ie. uma funcio escalar de ponto, resultado da agio do vetor
tangente V() sobre o campo diferencidvel f) € diferencigvel.

O conjunto dos campos vetoriais tangentes sobre M do tipo diferencidveis, denotado por
V(M), tem uma estrutura natural de mddulo sobre F(M).

13Goja € M um ponto da variedade suave com n-upla coordenada (z*,...,2") € R™, em alguma carts local.

O campo escaiar f(z) & dito diferencidvell! em © se e somente se a sua expressao coordenada f(z,. .. .2 (i.e.,
um campo escalar ordingrio) & diferencidvel, no sentide da diferenciabilidade ordingria, em alguma vizinhanga
do (z},...,z").

¥Um vetor tangentel!! ao ponto T € M & uma aplicagdo v, : F(M) — R, tal que (i) v.{af + Bg) =
avaf + BVag, com o, € R (linearidade) (i) Va(fg) = (v2/)9(x) + F(&)(V=g) (regra de Leibnitz).

TeM, o conjunto dos vetores tangentes ac ponto © € M, € naturalmente um espago linear sobre R; a dimensio
de To M define a dimensio de M.
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Lema 1: Todo campo vetorial tangente diferencidvel induz um operador de derivaco no
anel de campos escalares diferencidveis.

Seja v € V(M), entdo podemos definir um operador linear v no anel de campos escalares
diferencigveis F (M) por v: F(M) — F(M) tal que para todo v € M : (v f)(z) = Vi) f-

Por ser v um campo vetorial diferencidvel, o campo escalar v [ deve ser também diferen-
cigvel; e portanto, o operador linear ¥ correspondente a v € V(M) estéd bem definido.

v & um operador de derivacio em F(M), isto é, para todos o, 3 € Re f,h € F(M) :
V{af+Ph) =av f+ BV h (linearidade) e v (fh) = (Vv f)h + f(¥ h) (regra de Leibnitz)
D(M) denotars o conjunto dos operadores de derivacao {ou, simplesmente, derivadores) sobre
o anel dos campos escalares diferencisveis. Se definirmos: (v + W)f =v f+ w f (soma de
derivadores) ¢ (h v)f = h(v f) (produto de campo escalar por derivador), para todos f,h €
F(M), entdo D(M) serd um mddulo sobre F(AM ). Ainda, se dotarmos a D(M) de um produto
de derivadores (o produto de Lie), D(M) x D(M) 5 (v,w) — [’\;, vr\}] € D(M) tal que para

todo f € F(M) : v,w| f =v (;r - w (; f), entdo ele adquirird uma estrutura natural
de 4lgebra ndo associativa sobre F(M) (i.e. a dlgebra de Lie dos derivadores associados aos
campos vetoriais tangentes diferencidveis).

Cuidado!, na pratica, ndo se faz nenhuma distingdo notacional entre v e v .

A.2 Campos k-Tensoriais
Consideremos o fibrado de k-tensores sobre M (com k > 1), T*(TM) = | T*(T-M); um

TcM
campo k-tensorial sobre M € uma funcio

7: M — THTM), (A1)

tal que para cada z € M : T(y) € T*(T, M), isto é, a cada ponto € M corresponde um
k-tensor pertencente a T%(T,M) (o espago de k-tensores de TpM ).

Por conveniéncia, um campo escalar considera-se um campo (-tensorial.

O campo k-tensorial 7 é dito diferencidvel se e somente se para todos vi,...,vF € V(M) :
o campo escalar M 2 x T(z)(v%x), R vfz)) € R (i.e. a func¢io escalar de ponto resultado da
agdo do k-tensor 7(;) sobre os vetores tangentes v%z), ceey v{:‘z) }, € diferencisvel.
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O conjunto dos campos k-tensoriais sobre M do tipo diferencigveis, denotado por T*(M),
tem uma estrutura natural de mdédulo sobre F(M).

Lema 2: Todo campo k-tensorial diferencidvel induz wm k-tensor do médule de campos
vetoriais tangentes diferencidveis.

Seja T € T*(M), entdo é possfvel definirmos um k-tensor de D(M), por

T: D(M) x - x D(M)-> F(M),

k copias

tal que para cadax € M : T (vi,...,vF)(z) = T(Z)(v(lz},...,v?x)), para todos v1,..., vk €
V(M).

Dado que 7 é um campo k-temsorial diferencidvel, o campo escalar 7 (v1,...,v*) serd
também diferencidvel, e assim, 7 & uma aplicagio do produto cartesiano de k copias de D(M)
a F(M) bem definida; por outro lado 7 & certamente um k-tensor de D(M), pois T & uma
aplica¢ao multilinear de k-copias de D(M) s F(M).

O conjunto de k-tensores de D(M), denotado por T* [D(M))], é légicamente um mddulo
sobre F(M).

Na prética, nio se faz nenhuma distingio notacional entre 7 e 7.

A3 Campos Multitensoriais
Seja T(TM) = |J T(T.M) o fibrado de multitensores sobre M; um cempo multitensorial
zeM
sobre M é uma funcio

i M - T(TM), (A.2)

tal que para cada z € M : 7(,) € T(TLM), ou sejs, a cada ponto z € M corresponde um
multitensor pertencente a T{T;M) (o espaco de multitensores de T M ).

Note-se que a existéncia de um campo multitensorial T implica a existéncia de no méximo
M, campos k-tensoriais ndo nulos 7o, 71,--., Tk, ... TM, (Mr é 0 grau de 7), tais que para cada
TEM: Ty =Tomy+Tiz) +---FTr@) + - + T (-

O campo multitensorial 7 é dito diferencidvel se e somente se cada um dos M, campos
k-tensoriais 7o, T1y ..., Tk, ... T, € diferencidvel, no sentido da definicio de diferenciabilidade
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dada na segéo (A.3).

O conjunto dos campos multitensoriais sobre M do tipo diferencidveis, denotado por 7 (M),
tem uma estrutura miima de médulo sobre F(M).

Se definirmos o produto tensorial de campos multitensoriais por: {7 ® V() = T(z) @ V(z),
para todo z € M, entdo 7{A/) ganhar4 uma estrutura de slgebra associativa sobre F(M) (i.e.,
a dlgebra tensorial dos campos multitensoriais diferencidveis).

Todavia, se dotarmos a variedade snave M de um campo tensorial métrico?® g, poderemos
definir o produto escalar ¢, portanto, os produtos contraidos de campos multitensoriais.

T(M), com os predutos contraidos de campos multitensoriais, (75 v)@) = T(5)2 V(g €
(7 L)(z) = T(z) L) para todo & € M, &€ uma dupla élgebra nao associativa sobre F(M) (i.e.,

a algebra interior dos campos multitensoriods diferencidveis).

A 4 Derivacio Covariante
Se dotamos a variedade suave M de um campo tensorial métrico g, poderemos construir

naturalmente uma conexao linear?! sobre M (i.e., a conexdio linear de Levi-Civita), a saber
I': V(M) x V(M) — V(M), (u,v) ~ T(u,v), (A.3)

tal que para todo w € V(M) : g(T'(w,v), w) = 3 (ug(v, w) +vg(w,u) —wg(u, v)+g(w, fu, v}) +
9, [, ) — glu, fv, wl)).

Agora, é possfvel definir uma derivagio covariante de campos multitensoriais, associada &
conexao linear de Levi-Civita (i.e., a derivada covariante de Levi-Civita), mediante um esquema
axiomdtico.

Seja u €V(M), definimos o operador de derivada covariante V,, agindo sobre os campos
escalares, o8 campos k-tenpsoriais (com k > 1) e os campos multitensoriais, por

T(M) > 7+ Vor € T(M), (A.4)

2Um campo tensorisl métrico sobre M ¢ um cempo 2-tensorial diferencigvel, simésrico e no-degenerado, isto
& g € T%(M) tal que (i) pars todos v, w € V(M) : g(v, w) =g(w,v) (i) se para algum v € V(M) e para todo
w € V(M) : g(v,w) =0, entdo v=0.

1 Uma conexdo linear sobre M & uma aplicagio I : V(M) x V(M) — V(M) tal que para todos f,h € F(M) e
u,v,w € V(M) : T{fu-+hv,w) = fT(u, w)-+ hD(v,w) e (1, fv-+hw) = (uf)v + (uh)w+ fT(u,v) + Al (a, w).

89



tal que

i. f € F(M): Vyf =uf, (derivador u agindo sobre f),

#. 7 € THM), (k> 1): Vyur(vi, ... ,v) =ur(v], ... ,vF)— i (v, ..., T(u,v7),...,vF),

ti.TET(M)1seT=mo+T1+ - +7p+- +TuM,, entﬁ.cfzvl'u'rx VuTo+ Vari + -+ 4+
VuTi + -+ VuT M,

Note-se, no axioma {4i.) as presencas do derivador 1 e da conexio linear I'(u, v/); e no axioma
(i4i.) faz-se uma derivagio covariante “componente a componente” do tipo do axioma (). A
conexdo linear de Levi-Civita conjuntamente com a sua derivada covariante associada tém duas
propriedades muito importantes: (¢) para todos u,v € V(M) : I'{u,v) — I'{v,u) =[u,v], (&s
vezes, chamada de simetria) (i) Vug(v, w) = 0 (teorema de Ricci).

A derivada covariante de Levi-Civita, como qualquer outra derivada covariante associada a
uma conex3o linear, tem as seguintes propriedades fundamentais:

iV ,he F(M) ew,v € V(M) : ViuipT = fVuT + V7, V1 € T(M),

#NT, v e T(M): Vu(r+v) = V1 + Vv,

wNf e F(M)er,v € T(M) : Vulfr) = (W) + f(Var) e Va(t Q@ v) = (VuT) @ v+
T ® (Vuv) (regras de Leibnitz).

Assim, as derivadas covariantes de um produto escalar e dos produtos contraidos de campos
multitensoriais seguem as regras de Leibnitz. '
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APENDICE B
Eletrodindmica Cldssica

B.1 Equacéo de Maxwell

O campo eletromagnético {i.e., o campo de Fareday F, um campo bivetorial no espago-
tempo de Minkowski) gerado por uma fonte de cargas e correntes elétricas (i.e., a densidade de
corrente J, um campo vetorial definido também sobre o espago-tempo) satisfaz, no formalismo
da dlgebra do espago-tempo, a equagio diferencial

OF = g, (B.1)

chamada de equagio de Mazwell!%11,
Porém, devido a que 8F = 8.1 F + @ A F, essa equagio diferencial equivale a duas equacoes
diferencidis

. F = ppd, (B.2a)
ANF = O. (B.2b)

Além disso, postulamos que tanto o campo de Faraday quanto a densidade de corrente sio
campos rotor?2.

A covariancia de Poincaré da equacio de Maxwell pode ser provada facilmente.

Sob uma transformagso ativa de Poincaré (i.e., do sistema fisico), se o vetor de posigio
se transforma = — 2’ = RTR + a, entdo as leis de transformacio do campo de Faraday e da
densidade de corrente serdo F(z) — F'(z') = RF(z)R ¢ J(z) —» J'(') = RJ(z)R (por ambos

serem rotores).

2Um campo rotor sobre o espago-tempo Minkowskiano é modelado por wm campo multivetorial 4 e pos-
sui a propriedade de simetria: sob uma #rensformagde ctive de Poincaré (ie., do sistema fisico), se a lel de
transformagio do vetor de posiciio éz — 7’ = RzR + o, onde K & um “rotador de Lorentz” constante {ie.,
Re AT (M):RE=1e 8R= 0) e ¢ ¢ um deslocamento constante (ie., ¢ € A'(M) e a = O), entio a lei de
transformagao de A serd A(z) — A’'(z) = RA(z)R.
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Devemos provar que OF(z) = upJ(z) implica & F'(z') = upJ'(2') (0 = 8, ¢ & = Op).

Temos,

OF(z) = pod(x),
= ROF(z)R = pgRJ(2)R,
=S FPE) = pedi().

Onde utilizamos a transformagéo do gradiente de rotor 8F(z) — d'F'(a') = R@F(:c)ﬁ

Obteremos a partir da eq.(B.1) as quatro equacgdes de Maxwell histéricas.

Porém, se faz necessdrio comentar primeiramente algumas definicbes e propriedades funda-
mentais sobre os vetores e pseudo-vetores no referencial inercial do espaco associado ao velor
tipo-tempo Yo {01 = Y19, O2 = Y20, T3 = V37Y¢), (i-e., 0 método de separacio do espago-tempo
em espago e tempol¥).

Um vetor do espago (i.e., um vetor polar de Gibbs) € um bivetor do espago-tempo que
anticomuta com ~,; um bivetor do espago-tempo que comute com -y, serd dito um pseudo-veior
do espago (i.e., um vetor axial de Gibbs).

Todavia, todo pseudovetor pode ser escrito como produte da unidade pseudoescalar do
espago-tempo (Le., i = 57,7573 € A4(M)) por algum vetor.

Para todo a € A1(M) existem um escalar @ (i.e., um nimero real) e um vetor de Gibbs a,

tais que

ays = a-+a, (B.3a)
Y@ = a—a. (B.3b)

Esses sdo Unicos e estéo dados pelas formulas a =a-ypea=a A 7.
Para todo B € A?(M) existem um vetor de Gibbs b e um pseudo-vetor de Gibbs ic, tais

que

B = btic, (B.4a)
voBYs = —btie (B.4b})
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Essa decomposicio é tinica, e vem dada pelas férmulas b = (BLyg)v, € ie = (B A vo)¥o-
"Termos ainda dois produtos de vetores do espago: o produto escalar a - b ¢ o produto vetorial

a X b, onde

1
a‘b = E(ab + ba), (B.5a)

faxb = %(ab — ba). (B.5b)

Certamente o primeiro € um escalar € o segundo é um vetor do espago.
Além disso, podemos definir o operador gradiente no referencial inercial do espago (o1, &5, 073),

por
3
V=7%A0=3 o0, (B.6)
k=1
obviamente, teremos que
13
Y8 = Py +V, (B.7a)
10
oM = cxm V- (B-7b)

O operador gradiente agindo sobre campos multivetoriais®® do espago d4 também por re-
sultado campos multivetoriais do espaco.

Todavia, € posstvel definir dois operadores diferencidis associados a V que agem sobre
campos vetoriais do espaco.

Para todo campo vetorial do espaco, digamos a = aFeoy, temos o divergente (escalar) V - a
e o rotacional (vetorial) V x a;

V.a = %(va+$§) = Bpd®, (B.8a)
iVxa = %(Va—ﬁ)
= (Ba® - Ba)oy + (Bsa’ — 81¢%)o2 + (B1a® — Doa')as. (B.8b)

33 As eqs.(B.4a) e (B.4b) implicam que os bivetores do espago-tempo sio a soma direta dos vetores e pseudo
vetores de Gibbs. Assim, chamaremos de multivetores do espago (o mimeros de Pauli) aos multivetores pares do
espago-tempo quando sio expressos como a soma direla dos escalares, vetores polares, vetores aviais e pseudo-
escalares.

93



Os trés operadores diferencidis estao relacionados entre si
Va=V-atV xa. (B.9)

Agora, podemos deduzir ficilmente as equacoes de Maxwell.
O campo elétrico E e 6 campo magnético B, de acordo com as egs.(B.4a) e (B.4b), podem
ser definidos como campos vetoriais de Gibbs, pelas férmulas

F = IE+, (B.10a)

1
YoFv0 = —-EE+£B. {B.10b)

A densidade de carga p é um campo escalar e a densidade de corrente j € um campo vetorial
de Gibbs, eles podem ser dados, de acordo com as eqs.(B.3a) e (B.3b), pelas f6rmulas

J‘)’g = cP+js (B'Ila)
Yd = -} (B.11b)

Assim, multiplicando a eq.(B.1) por 4, e utilizando as eqgs.(B.7a), {B.10a} ¢ (B.11b),

podemos escrever gue

YoOF = pgved;
EL ivAE+B) = poler~3)
cdt c ’

10E 1 .19B .
§§+EVE+3-EE+@VB = LgCp — ols

ou seja, pela eq.(B.9), temos que

18E 1 1 1B .
—— + -V .E+-V jm—— + iV - B — = — pol,
C.Zat—l-CV E+'zc xE+zcat+z V x B =uycp — o

e finalmente, ignalando as partes escalar, vetorial, pseudo-vetorial € pseudo-escalar, obtemos as



equagoes de Maxwell!

V.E = —
E e
. OE
VxB = p’ﬂ(-] +80§t—)a
oB
VxE = _T?t_,
V.B = 0, (ttoc0 = —). (B.12)

B.2 Extensor de Energia-Momento
Desenvolveremos um argumento heurfstico para obtermos um teorema de conservagao da
energia-momento do campo eletromagnético, e daf identificaremos o extensor e os vetores

candnicos de energia-momento.

Da equagdo de Maxwell (B.1}, e a sua reversa, obtemos que
OFF + FOF = pug(JF + FJ) = 2y J F,

ou seja

i(a,ﬁwﬁ’ 4+ FPy*8,F) = J. F.

O lado esquerdo da iltima equagio pode ser escrito de uma maneira que envolve as derivadas
vetoriais direcionais 4 - 8,. Temos,

ﬁ(aﬁqﬂp + Fyl9,F) = a,,ﬁ(aﬁ,ﬁnp + FgnF + Fnd,F),

(tenha-se em conta que v - 8,0,n = o).
Assim, temos que
1 ~
sk 6,‘8#(%1?11}?) =JaF.

Isto significa que existern um operador diferencial e um campo extensorial do tipo (1,1),
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definidos por: 8, - 8 =# - 8,8, ¢ Tt(n) = E%gﬁnF , tais que
By - 8Tt (n) = J. F, | (B.13)

(lembre-se que o adjunto de um (1, 1)-extensor é também um (1,1)-exiensor). Esta dltima
equacao diferencial € o teorema da energia-momento.

O operador diferencial 8 « 8 é da maior importdncia no formalismo Lagrangiano e surge
naturalmente para dar conta das quantidades fisicas conservadas, por exemplo, na conservagao
da energia-momento e do momento angular.

Além dissso, ele joga um papel fundamental nas equactes de Euler-Lagrange associadas s
Lagrangianas de campos extensoriais.

O campo extensorial T(n), associado ao campo de Faraday F, é o exlensor de energia-
momento,

1 ~
Notemos que no casc do campo eletromagnético: T(n) = Gn - TT(b) = &n - 2—FbF =
Ho

1 -
BbanF b= 8Tl(n) - b=T"(n), isto &, o extensor de energia-momento é simétricol.
Note-se que o lado esquerdo da eq.(B.13) multiplicado escalarmente pelos vetores hase -,

pode ser escrito como divergentes de campos vetoriais

B - T ()] -7, = o - 8aBpIT"(n) - 7] =77 - BaBpln - T(,)]
= 47 8,(8m) - T(,) +n- 85T(7,)]
= 76 . [35T(’}‘p)] =a- T('Y,u)'

Obtemos assim uma expressao equivalente para o teorema da energia que envolve os diver-

gentes dos quatro campos vetoriais T'(vy,},
0-T(v,)=(J1 F) v, (B.14)

Os campos vetoriais T'(y,,) serdo chamados de vetores candnicos de energia-momento.

Notemos que se J = 0, entdo a energia-momento do campo eletromagnético serd conservadal

A seguir, obteremos as férmulas usuais para a densidade de energia e o vetor de Poynting
em termos de E e B; e veremos qual é o significado da primeira equacio diferencial do teorema
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da energia-momento (B.14), no referencial inercial do espago (01,74, 03) .
A densidade de energia € e 0 vetor de Poynting § est&o dados pelas férmulas

1
Tlro)ye = E‘f‘ES,
1

YT {v) = E_ES-

Assim, utilizando as defs.(B.10a), (B.10b), (B.5a) e (B.5b), obtemos que

1 1-~1
£ = ‘[T(‘Yu)’)’o + 7T ()] = 52—(F’YUF‘70 + 7o F Yo F)

-1 1[(EE+ iB)(~>E+4B) + (~-E+iB)(:E +B)

= 1 E2 +B?) = ¢ = zeoF? + ~—B?,
2;50 2 2o
1 i
=5 = {T('ro)'ro — YT ()] = 5 ——( FroFyo +voF v F)
1 1

- [ (—E+ B)(-»—E-HB) + (—-E+%B)(—E+‘&B)]

- -1—1(——3) (EB-BE)= S— _ExB.
o e o

Essas sfo as f6rmulas usuais para £ e § em fungio de E e B.

(B.15a)

(B.15b)

(B.16)

(B.17)

Agora, tomemos a equacso diferencial correspondente a 7y, do teorema da energia-momento

(B.14), temos que

3-T(vw) = (JaF) v,
1 o 1
513T(’70)+3T(’Yo)] = Z(JF’YO—FJ’YO + Yo F' — 1o FJ),

=

1 [a’l
37070 (Yo} + Ovo10T(v0) = §[J YoYoFvo — FJvg + (v JF — voF 19704}

Porém, utilizando a eq.(B.7b), a def.(B.15b) e a identidade (B.9), o primeiro termo do lado

esquerdo pode ser escrito

S1nTn) = (o —V)e- lS)

185 135
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18e 108
E& VE_Ez—at-i- VSH—VXS

e entao, o lado esquerdo é
8710707 (10) + v970T (70) = 2 (5, + V- 8).
Ainda, utilizando as defs.(B.10a), (B10b), (B.11a), (B.11b), (B.5a) e (B.5b), temos

. 1 : 1 ] .
JvveE v —FJr = (cp +J)(—‘EE+ iB) — (EE + iB){cp + )

1
—2pE—E(jE + Ej)+i(jB — Bj)

= -2(pBti-E+ixB),
e assim, para o lado direito, temos que
Jrov0Fv0 — FJIve + {(FvoveFre — Fn)™ = *4%5 -E.
Portanto, a primeira equagio diferencial do teorema da energia-momento {B.14), no refer-

encial inercial do espago {0'1,09,03) €

gti = (V.-S+j E). (B.18)

A eq.(B.18) & precisamente o teorema de Poynting!

B.3 Potencial Eletromagnético e Bivetor de Hertz
Se o potencial eletromagnético A (i.e., um campo vetorial definido sobre o espago-tempo,

as vezes, chamado de campo de Mozwell) satisfaz as duas equagbes diferenciais

82A = pyJ, (B.19a)

a-A 0. (B.19b)

I
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(esta tltima é conhecida como condigfio-gauge de Lorenz??), entdo F = 8 A A é uma solugio
da equacao de Maxwell GF = p,J.
E bastante simples ver isso, utilizando as eqs.(B.19b) e (B.19a) (nessa ordem!), temos que

OF =00AA=03(0 A+ ONA) =00A=PA=pgJ

Desta maneira encontramos que ' = A A € uma solugde formal para a equagao de Maxwell.

Veremos que também é possfvel encontrar, sob certas condigdes, uma solucgo formal do
sistema de equagdes diferenciais (B.19a) e (B.19b). Isso se consegue com o bivetor de Hertz.

Seja IT um campo bivetorial no espago-tempo (i.e., o potencial de Hertz, chamado ainda de
bivetor de Heriz); e tomemos outro campo bivetorial também no espaco-tempo, digamos K, tal
que 93 K = J.

Se II satisfaz a equagao diferencial

Al = yK, (B.20)

{onde estabelecemos a condigio 8+ K = J), entdo A = 8. II serd uma solugdo das equagdes
diferenciais do campo de Maxwell.
De fato, vemos que
8- A=0.(0. 1) =0,

jd que para todo campo multivetorial 84 (02 X) = O. E asim, a eq.(B.19b) fica satisfeita
trivialmente.
Utilizando a eq.{B.20) e a condi¢do 8 K = J, temos que

8%2A = (8. 1) = 84 (8%11) = 81 (oK) = pgJ,

e portanto, a eq.(B.19a} também fica satifeita.
Desta maneira conseguimos uma solugio formal para as equactes diferenciais do potencial
eletromagnético.

%A condigio-gauge & devida ao L. Lorenz e nio a0 conhecido H. A. Lorentz.
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Observamos que os campos multivetoriais A,IT e K devem ser todos do tipo campos ro-
tor, para que seja mantida a invariancia de Poincaré das eqs.(B.19a) e (B.20) (e da condigéo
1K =J).

Por iiltimo, se faz oportuno comentar que recentemente Rodrigues Jr. e Lu, 1997 (veja
[13]) mostraram que o potencial de Hertz é essencial para encontrarmos solu¢des da equagio de

Maxwell livre com v # c.
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APENDICE C
Teoria de Dirac

C.1 Equacao de Dirac
O estado mecénico-quantico de uimna particula carregada elétricamente movendo-se num
campo eletromagnético e descrito, em termos da primeira quantizagao, pelo campo de Dirac
¥, (i.e., um campo spinorial?® no espaco-tempo de Minkowski), que satifaz a seguinte equacio
diferencial
finpios — e Ay = meyryy, (C.1)

onde m é a massa da particula, e é a carga elétrica da particula (no caso de um elétron e = — |e])
e A é o campo de Maxwell (lembre-se que i = Y¥yY;vy73 € AY(M) é a unidade pseudo-escalar
na slgebra do espaco-tempo).

A eq.(C.1), & dita equaciio de Dirac-Hestenes!Sh[6L[7],[12],

A equacao de Dirac-Hestenes tem a propriedade bdsica de covariancia de Poincaré.

Sob uma transformacio ativa de Poincaré (i.e., do sistema fisico) .se o vetor de posi¢ao
transforma-se z — z’ = Rz R + a, entéo as leis transformacso do campo de Dirac e do campo
de Maxwell serdo ¥(z) — 9 (¢') = Rap(x) (por ser um spinor) e A(z) — A'(x') = RA(z)R (por
ser um rotor}.

Devemos provar que, se (z) satisfaz Fdy(z)ics — eA(z)v(z) = mey(z)y,y, entio ¥/ ()
satisfard Ko’y (z')ios — eA' (W (&) = mey/ () (0 = 8z € & = 8r). Temos,

honp(zyios — eA(zyb(z) = mep(@)v0,
= ERp(z)ios — eRA(@)RRi(z) = mecRi(z),,

BUm campo spinorial de Dirac Hestenes sobre o espago-tempo Minkowskiano é dedo por uma classe de
equivaléncia, cujos elementos com relagao a uma base ortonormal sio essencialmente campos multivetoriais pares,
(veja detalhes em [10}).

Por uma transformagéo ative de Poincaré {i.e., do sistema fisico), se o vetor de posigio se transforma por
2 — 2’ = RzB + a, entdo 1 se transformara por ¥(z) — 9'(z') = Ry(z).
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= B (@)ios — A W) = mey/ (@Yo

Onde utilizamos a transformagdo do gradiente de spinor d(z) — 8¢/ (') = ROY(x).
A seguir, obteremos a partir da eq.(C.1) dois teoremas fundamentais que relacionam entre
st os distintos observiveis mecdnico-gudniicos.

Da equacéo de Dirac-Hestenes {C.1), obtemos fécilmente que

R = eAfryotlh + meye). (i)

Por outro lado, temos as identidades seguintes

B Wivah) = Butpivat + PivsBu, (ti.a)
(3;:%3@)1 = %(&zbiwgil?—wi'yga@). (i3.b)

A primeira & a regra de Leibnitz e a segunda envolve uma identidade muito (til, na slgebra do
1 e
espago-tempo, (n°imper), = E(n"?fmpar + neémpar).
Somando (7.a) e (#4.b), depois de termos reconstruido os gradientes, obtemos que

1 ~ ~ ~ - ...
5001139 + 7 (Bubing®) = Oivsp. (i)
Agora, introduzindo a eq(z) no lado direito da ident.(#42), temos que
3 ~ ~
5 9is) + by (Buipinns) = eAJ + merp, (C.2)

onde s = 1139 & o vetor de spin (is, o dual de s, & o trivetor de spin) e J = Wy & a densidade
de corrente de probabilidade. E assim, o primeiro teorema ficou provado.
Também, da equagdo de Dirac-Hestenes podemos obter que

AdYrygth = —eAivetp — meyiosy. (iv)
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E ainda, temos as duas identidades

an('%b"fo;f;) = 3#11)’70&; +‘¢”}’03pl’za (v.a)
<6p¢70;5>3 = ";‘(3;&"!’70":’5 - 1[’703#{5)- (v.b)

A primeira nao precisa comentério ¢ a segunda envolve outra identidade muito importante, na
1 T
algebra do espago-tempo, (n*impar),; = E(n"impar — némpar).
Somando (v.a) e (v.b), depois de termos reconstruido os gradientes, chegamos a

1 ~ ~ ~ .
50010%) + 7" (Buvo), = Bvrov. (v3)
E, introduzindo a eq.(iv) no lado direito da ident.idade (vi}, obtemos
I3 ~ .
507 + " (ap«pmb)s = —eAis — mcS, (C.3)

onde § = dn’ag@ & o bivetor de spin. Deste modo, ficou provado o segundo teorema.
Observe-se que se tomarmos a (-parte da eq.(C.3), obteriamos que 8- J = 0, isto é precisa-
mente, a conservacao da densidade de corrente de probabilidade!.

C.2 Extensor de Energia-Momento do Campo de Dirac

Desenvolveremos um argumento heuristico que nos conduzird ao teorema da energia-momento
do campo de Dirac, daf identificaremos o extensor de energia-momento (i.e., o femsor de
Tetrodel® ) e os vetores cantnicos de energia-momento.

A partir da equagao de Dirac-Hestenes obtemos que o campo spinorial ¥ satisfaz a equagéo

diferencial de ordem 2,
W% = (A7 — m2 ) — kel (DAY + 24 - Bylios, (vid)

onde utilizamos a identidade do cdlculo multivetorial (e X) = (8a)X — a{8X) +2a-8X, a &
um campo vetorial e X & um campo multivetorial.

1 e
Por outro lado, utilizando mais uma vez a identidade (n°impar), = §(n°t’mpar+n°£mpa.r),
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temos que
(BPapinsB). = 5t — ins5D). (vits)

Logo, introduzindo a eq.(vét) nos termos do lado direito da identidade (vz), obtemos
K (621%7355)1 — eFLJ +€[(8- A)J + (A-8)J], (iz)

onde F' = § A A é o campo de Faraday. Fsse é bédsicamente o teorema da energia-momento.
Todavia, veremos como é possivel colocar tanto o lado esquerdo quanto o segundo termo do
lado direito da eq.(vét), numa forma sugestiva: o operador diferencial 8, - 8 agindo sobre um
campo (1,1)-extensorial.
O lado esquerdo da eq.(ix) pode ser transformado

(Pvirsd), = 5Einsd — i)
= %(32%%3;!3 — B pirys O + B piys Bt — Birysd)
= 5Bn- 8(n - OYinsD — iy - Balr - 59)
H¥* - On(n - O)iry3Ouh — ivyBn - B(n - BP)]
= BBzl Wi — inglr - B9)] -
= 8.-8((n- O0Yivs®) @

onde utilizamos as duas identidades do céleulo multivetorial 8, - 8(n - 3X) = §?X e #X =
1 i
4% - 8p(n - 8X), a regra de Leibnitz, e ainda a identidade {n°émpar), = §(n°£mpar + n®impar)

no peniltimo passo.
O segundo termo do lado direito da eq.(iz) também pode ser transformado

(8- AT +(A-8)d = +* (8,4 ++*- A8uJ
= A 84[(Bun) - AT +n - (8uA)] +1n- AB,J]
= " GpBu(n- AJ)
= &n-(n- AJ). (i)
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Agora, colocando as identidades (z) e (i) na eq.(iz) obtemos finalmente que

Bn - a[ﬁ((n : 61{;)1'73';!;)1 —en- AJ] = eFuJ.

Desta maneira, mostramos que existe um campo extensorial do tipo (1,1), definido por
Ti(n) = ﬁ((ﬂ . %)‘*""Ys‘i’)l —en - AJ, tal que

By - 8Tt (n) = eFLJ. (C.4)

Esta equacao diferencial é o teorema da energia-momento. O campo extensorial T'(n), associado
ao campo de Dirac ¥ (o campo de Maxwell A entra como pardmetro!}, & o eztensor de energia-
momento.

Logicamente, existe também wma expressao equivalente para o teorema da energis-momento
que envolve os divergentes dos vetores canénicos de energia-momento (Le., 08 campos vetnriais

T(7,))
8-T(7,) = e(F) - (C5)

Notemos que se F' = (O, entdo a energia-momento do campo de Dirac serd conservadal

A seguir, obteremos trés resultados notdveis ao respeito do extensor de energia-momento;
calcularemos o traco e o bivetor do extensor de energia-mormento, e provaremos a interessante
propriedade 8, - 8T (n) = 8, - 8T(n).

Calculamos &r(T),

tr(T) =tr(T1) = TH(v,) - v = - T
Porém, tomando a 0-parte da eq.(C.2), temos que
- (Bubing®) = e J+mch 9.
E assim, é

tr(T) = ~*-T(y,)
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= ‘Tp' . (ﬁ <3p¢3.73‘¢">1 - e’hu " AJ)!
tr(T) = mey -9

Calculamos bo(T),
bio(T) = —biv(T") = =TT (y,) A* =+ AT (,).
Todavia, tomando a 2-parte da eq.(C.2), temos
i ) o~
20, (is) +1* A K <3#‘1,1n'73¢) —eAAJ.
2 1
E portanto, obtemos que

biv(T) = ATy,
= 7 AE(Oubingd) - v, AD),

bo(T) = —-;-iaJ a’s:giax\ 5.

No iltimo passo, utilizamos a transformagdo de dualidade i0 A X = —8. (zX).
Agora, tomemos a seguinte identidade

TH(n) — T(n) = n biv(T),
¢ se aplicarmos o operador diferencial dy, - 3, terernos que

B - 8T (n) — B, - T (n)

I

By, - O biv(T))

- B8una biv(T) +na Bubiv(T)]
= 8. biv(T) = 8. (-gaJ is) = o,

= 8,-0T'(n) = 8, - T ().

I
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No tltimo passo, usamos a eq.(C.7) e utilizamos a identidade §.(8.X) = O.

C.3 Extensor de Momento Angular do Campo de Dirac
O teorema do momento angular serd deduzido a partir do tecrema da energia-momento,
utilizando as egs.(C.7) e (C.8) obtidas na secéo C.2.
Multiplicando exteriormente a eq.(C.4) pelo vetor de posi¢gdo z e levando em conta a
eq.(C.8), obtemos
[0n - 8T ()| Az = e(FLJ) A .

Porém, utilizando a identidade do cdleulo multivetorial 8, - 8[T () Az] = (8, - 8T (n)) Az +
biv(T), obtemos que
By - B[T(n) Az] — biv(T) = e(FLJ) A z. (i)

Agora, mostraremos explicitamente que o bivetor do extensor de energia-momento pode ser
escrito ainda como 3y, - 8 {campo (1,2)-extensorial).
Da eq.(C.7) temos que

biv(T)

fl

gia As= —%&6‘#(3 Agt) = —g'y"‘ - B0il(Bu8) A 45 A (8,1)]

= k. anapgi(s An)= 8y 321?(8 An).

Fica assim provado que existe um campo extensorial do tipo (1,2), definido por S(n) =
gﬁ(s An}, tal que
biv(T) = —8n - 05(n). (wiii)

Logo, introduzindo a eq.(ziZ) no lado esquerdo da eq.(z#%), obtemos finalmente que
On - OT(n) Az + S(n)] =e(FLJ)Az.

Desta maneira, provamos que existe um campo extensorial do tipo (1, 2), associado ao campo
de Dirac ¥, definido por J{n} = T(n) Az + S(n), tal que

On-8J(n) =e(FLJ) Ax. (C.9)
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Esta equacao diferencial é o teorema do momento angular, J(n) & o extensor de momento
angular totel

O termo T'(n) Az & a “parte orbital” ¢ S(n) é a “parie intriseca” (i.e., o extensor de spin)
do momento angular do campo de Dn'ac

Observe-se que o lado esquerdo da eq.(C.9) multiplicado escslarmente pelos bivetores base

Yu A Y, Pode ser escrito como divergentes de campos vetoriais

[Bn - 0TM] (1A ) = A BadplT(m) - (v AW =+ - Bubpln- Ty, A )]
= A2 8a[(8m) - SNy Avy) + 71 85 (v, A )]
= 18I (A =0- Ty, A ).

Chegamos assim numa forma equivalente para o teorema de momento angular que envolve

os divergentes dos seis campos vetoriais J“('yp A7,) (ie., os vetores canénicos de momento

angular),
8- Ty, Am,) = el(FLl) Al (r, A). (C.10)

Notemos que se F = O, entdo o0 momento angular do campo de Dirac serd conservadol
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