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Resumo

O problema de Multifluzo {Fluxo de Multiproduto) em uma rede € um modelo
de Programacio Matemdtica com muitas aplicagOes praticas. Neste trabalho,
apresentamos um estudo computacional do MétodoPrimal-Dual de Pontos
Interiores aplicado ao problema de Muliifluzo. Destacamos a resolucdo do
sistema linear das diregbes, onde ¢é utilizado o método dos Gradientes Con-
jugados com uma combinagdo dos precondicionadores Diagonal e Floresta
Geradora Mdzima. Virios experimentos computacionais foram realizados,
incluindo duas regras de atualizagio do parimetro de centragem, trés pontos
iniciais e critérios de parada no Gradiente Conjugado, entre outros. Apresen-
tamos ainda a caracterizagao da base de Multifluxo, uma heuristica para a
obtencio de uma base dtima a partir de uma solugio interior “quase-4tima”
fornecida peio Método Primal-Dual e um estudo sobre a degenerescéncia.

A bstract

The Multicommaodity Flow Problem is a model of Mathematical Programming
defined on a network that has many important applications. In this work,
we perform a computational study of a Primal-Dual Interior Point Method
applied to this problem. We solve the linear system of iterate displacements
using the Conjugate Gradient Method with a combination of the precon-
ditioners Diagonal and Mazimum Spanning Forest. Several computational
experiments were performed, considering different starting points, different
rules of the centering parameter update and different stopping criterion for
the Conjugate Gradient. We present a characterization of the Multiflow
basis, a heuristic for constructing an optimal basis from an interior “quasi-
optimal” solution given by the Primal-Dual Method as well as a study about

degeneracy.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O problema

O problema de multifluzo (multicommodity flow problem) é um mo-
delo matematico de programacdo linear que considera o compartilhamento
de diferentes produtos através de uma mesma rede de transporte. Pro-
blemas de multifluxo formam uma classe especial de problemas devido &
sua, estrutura bloco angular e ainda & sua caracterigtica de rede. Existem
aplicacdes em sistemas de comunicacoes, sistemas de trifego urbano, sis-
temas de produgdo/distribuigdo de vérios produtos, sistemas de rodovias,
logisticas militares e vérias outras.

Considere que diferentes produtos devam ser transportados de determi-
nados centros de produgéo (fontes ou origens) para determinados centros de
consumo (destinos), através de uma rede de transporte. Existem restricdes de
conservacao de fluxo para cada produto, além de outras restri¢des relativas as
capacidades das vias de transporte, pois, diferentes produtos compartilhando
uma mesma via geram competicio e congestionamento. Na prética, o fluxo
pode ser de bens, veiculos, individuos, mensagens, documentos e outros, em
redes de transporte, distribuigio, comunicagdes, ete. A funcio objetivo mais
comumente encontrada é a que minimiza o custo total (linear) de transporte.

A literatura apresenta alguns modelos de programagéoc linear deste pro-
blema (Assad [5], Kennington [35], Jones, Lustig e outros [30]). Em comum,
estas diferentes formulacoes consideram uma rede com um conjunto finito N



de m nés {1,---,m} eum conjunto finito Adenarcos {e;: y=1,---,n}.
Cada arco e; tem capacidade dj, j = 1,---,n. Supde-se ainda p produtos,
sendo :::j-‘, c;? e uf o fluxo, o custo unitirio ¢ o limitante superior de fluxo,
respectivamente, do produto k sobre o arcoe;, k=1,---,p, 3=1,---,n €
bF a oferta/ demanda do produto knoné i, k=1,---,pei=1,---,m.

Associaremos o indice ¢ 2 um né, com ¢ =1, ---,m ; o indice 7 a um arco,
com j =1,---,n e o indice k a um produto, com k=1,---,p.

Asgsim, definimos:
m : numero de nds da rede;
n : numero de arcos da rede;

p : nimero de produtos;

A : m X n matriz de incidéncia né-arco da rede;

z* : vetor de fluxos do produto k;

c* : vetor de custos unitirios do produto k;

u* : vetor de limitantes superiores de fluxo do produto k;
b* : vetor de ofertas/demandas do produto ;

d : vetor de capacidade dos arcos,

onde:
z®, c", welRY; YFelR™ k=1,---,p: de R*; A€ R™"

O modelo mais empregado é o do problema de multifiuro de custo minimao,
onde se quer determinar o fluxo étimo z* de cada produto e que tem por
objetivo minimizar o custoe total de transporte, satisfazendo as restri¢des
de (i) conservagéo de fluxo nos nés para cada produto; (ii) capacidade dos
arcos da rede (restrigdes de acoplamento) e (iii} limitantes inferior e superior
de fluxo em cada produto. E natural considerar nulo o limitante inferior de
filuxo. De qualquer forma, mesmo quando este limitante néo é nulo, & possivel
utilizar uma mudanga de varidgveis que o torna nulo.

Asgsim, o problema de multifiuxo pode ser formulado por:

min i(c")'m"

k=1
Azt =pF, E=1,...,p (1.1)
¥r
s.a. sz <d

=1
o<sh<uk, k=1,...,p



Neste modelo, o primeiro conjunto de restricoes, Az* = b*, nos fornece
as equagdes de conservacio de fluro em cada nd da rede, para cada produto.
Como a mesma rede € compartilhada por todos os produtos, a matriz de
coeficientes A se repete em cada um deles. Esta é a matriz de incidéncia da
rede. Associamos, & cada linha de A, um né da rede ¢, & cada coluna de A,
um arco. A matriz A é uma matriz esparsa, uma vez que cada coluna possui
apenas dois elementos ndo nulos: +1 na linha correspondente ao né origem
do arco e —1 na linha correspondente ao né destino do arco.

O segundo conjunto de restrigdes € chamado de restricdes de acoplamento.
Sem estas restrigbes, o problema se reduz a p problemas de fluro de cusio
miénimo independentes (desacoplados), que podem ser resolvidos por algo-
ritmos especificos. De fato, estas restrigdes é que tornam o problema dificil:
como produtos individuais compartilham arcos capacitados comuns, devemos
encontrar uma maneira étima de repartir estes arcos, de modo que as outras
restrigdes também sejam satisfeitas.

O altimo grupo de restrigdes se refere as canalizagGes dos fluxos, préprias

para cada produto. Algumas delas (ou todas) poderiio ndo existir ('u,f =) .

Este modelo é um programa linear, com a particularidade de incluir um
modelo de redes. Entretanto, é freqiiente o uso de outras funcdes objetivos
que conduzem a problemas néao lineares que sdo mais dificeis de resolver.

Outro modelo muito comum ¢ denominado probleme de multifluzo de
fluzo mdzimo, onde se quer encontrar fluxos ndo negativos que maximizem
o fluxo total dos produtos. Se f* é o fluxo do produto &, entdo a funcdo
objetivo do problema sera:

?
max Y f*
k=1

Neste caso nao existern os limitantes superiores v* e cada produto possui
uma tlinica origern, digamos A* e um tnico destino ¢*, de modo que o lado



direito b*, para todo i e k, fica definido por:

& se i=hF;
=< —ffF [ se i=tk;

0 , caso conirario .

Qutros modelos também sdo utilizados. A rede pode ser apresentada
na forma né-arco como em (1.1), porque utiliza uma matriz de incidéncia
né-arco, ou arco-caminho (arc-path) (Kennington [35]). Os recursos podem
ser definidos na forma (Jones, Lustig e outros [30]) (i) origem-destino: cada
produto vai de uma origem especifica a um destino especifico; (ii) destino
especifico: cada produto vai de uma origem especifica para varios destinos
ou de um destino especifico para vérias origens; (iii) produto especifico : cada
produto pode sair de vérias origens indo para vArios destinos. BEsta dltima
¢ a formulagdo mais usual, como em {1.1). Nestes trés tipos, o que varia
de modo significativo é o nimero de elementos diferentes de zero em cada
b% : o tipo (i), por exemplo, possui vetores b* muito mais esparsos do que
0s outros dois tipos (apenas dois elementos ndo nulos por produto). Jones,
Lustig e outros {30] mostram a influéncia destes trés tipos de formulacéo em
algoritmos de decomposicdo.

Além disto, Kennington [35] ¢ Ahuja [3] observam que podem ser usados
pesos nog fluxos de cada produto. Por exemplo, os fluxos podem estar sendo
transformados em volume, e existem restricdes sobre o volume total transpor-
tado. Chamando de q;-‘ a quantidade da capacidade d; consumida por uma
unidade de fluxo do produto £ sobre o arco e;, as restrigoes de acoplamento
em (1.1) sdo substituidas por

P
g <d;, j=1,--,n .
k=1

Em nosso estudo, chamaremos o problema (1.1) apenas de problema de
multifiuzo, ao invés de problema de mullifluro de custo minimo. Este pro-
blema possui uma grande variedade de aplicacdes, como os exemplos descritos
a seguir:

* Roteamento de miiltiplos produtos: nesta aplicagio, distinguimos os
produtos porque eles sdo bens fisicos diferentes (por exemplo, diferentes pro-
dutos manufaturados) ou porque eles possunem diferentes pontos de origem e

4



destino, definidos por pares de nds distintos na rede (por exemplo, mensagens
numa rede, sistemas de comunicagio ou sistemas de transporte/distribui¢go).

¢ Redes de comunicacgéo: aqui, 0s nds representam as estagoes de origem e
destino das mensagens e os arcos representam as linhas de transmissdo. Men-
sagens entre diferentes pares de nds definem produtos diferentes; a oferta e a
demanda de cada produto é o nimero de mensagens a serem enviadas entre
0s nés origem e destino deste produto. Cada linha de transmissio tem uma
capacidade fixa (em algumas aplicagdes, a capacidade de cada arco é fixa;
em outras, podemos aumentar a capacidade com um certo custo/unidade).

¢ Redes de computadores: numa rede de computadores, os nés repre-
sentam terminais, computadores, servidores ou unidades de armazenamento
temporario e as demandas correspondem & razdo de transmissio de dados
entre os nds. As capacidades das linhas de transmissao definem as restrigées
de acoplamento.

» Redes de transporte ferrovidrio: nestas aplicagoes, os nds representam
depdsitos ou estagOes de trens e os arcos representam os trilhos entre eles.
A demanda pode ser medida pelo nimero de vagdes (ou alguma medida
de peso) que compdem um trem. Como o sistema possui diferentes custos
para diferentes bens, podemos dividir a demanda do trifego em diferentes
classes. Cada produto nesta rede corresponde a uma classe particular de
demanda entre um certo par origem-destino. A capacidade de cada arco do
acoplamento é o niimero de vagdes que podemos colocar nos trens, os quais
sio programados para serem despachados sobre um trilho {arco), em algum
periodo de tempo. O objetivo é encontrar a demanda de vagdes que minimiza
o custo da operagéo.

e Redes de distribuigdo: em sistemas de distribuigao e planejamento,
desejamos distribuir vdrios produtos de determinadas fabricas para certos
centros de consumo, usando, por exemplo, uma frota de caminhdes e varios
armazéns, As restrigdes ficam definidas pelas capacidades das fébricas, dos
armazéns, dos caminhoes e das estradas. Neste caso, tanto os nds (fdbricas
e armazéns) como as vias de transporte dividem capacidades mituas.

» Redes de importagio/exportagao de graos alimenticios: novamente
o0s nés da rede correspondem s diversas localizagdes geograificas em diferentes
paises e os arcos correspondem &s vias marftimas, ou estradas. Entre estas

3



localizacdes, os produtos sio os vérios tipos de graos. As capacidades dos
portos podem definir as restricdes de acoplamento.

1.2 Técnicas especiais de solugao

Alguns resultados e propriedades do problema (1.1) sdo apresentados
por Kennington [35]. Diversos resultados especiais para problemas com dois
ou trés produtos ndo podem ser generalizados para um nimero qualquer de
produtos, assim como problemas em redes especiais com, no maximo, duas
origens e dois destinos (os outros nds sio de transbordo, isto &, bf = 0)
também ndo podem ser generalizados para redes quaisquer. Em particular,
se os dados do problema sdo inteiros, ndo se garante a existéncia de uma
solugdo Gtima inteira, uma vez que a matriz de restrigées ndo é totalmente
unimodular, em geral. Também nao hé garantia de que o valor do fluxo
maximo seja igual ao valor do corte de capacidade minima (resultados validos
para problemas de fluxo de custo minimo com um dnico produto).

Problemas de multifiuxo sao problemas de programagio linear e como
tals podem ser resolvidos pelo método Simplex. No entanto, problemas reais
de multifluxo sdo frequentemente de tamanho tio grande que a aplicagio do
método Simplex se torna proibitiva. As restrigées de acoplamento tornam
este problema dificil. Algumas técnicas especiais para este tipo de problema
jd foram bastante estudadas, e nelas se tira proveito da estrutura angular
(bloco diagonal) da matriz de restri¢des.

Estas técnicas se dividem em dois grandes grupos: técnicas de decom-
posigio e técnicas de particdo, que sio brevemente discutidas a seguir. Grande
parte delas foi desenvolvida na década de 60, e a maioria dos trabalhos que
citamos aqui, para efeito de realizar um estudo completo, foi desenvolvida
nas décadas de 60 e 70.

1.2.1 Técnicas de decomposicao

Dentre as técnicas mais conhecidas de decomposicio, especificas para o
problema de muitifluxo, podemos citar:

(1) decomposig¢do direcionada para pregos (3, 5, 7, 14, 35, 37, 41],
também conhecida por decomposicio de Dantzig- Wolfe, onde a coordenacio
entre o problema mestre e 08 subproblemas ¢ feita atualizando a funcgao ob-
jetivo (precos) dos subproblemas até que os pregos Gtimos {varidveis duais)
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sejam encontrados. Em cada, iteracdo, sio resolvidos p subproblemas de fluxo
de custo minimo, um para cada produto, e o problema mestre tem “poucas”
restrigdes (n + p), mas muitas colunas. Ford e Fulkerson [15] foram os pri-
meirgs a empregar esta técnica ao problema de multifluxo. Em seu artigo
original, é apresentada a técnica de gera¢do de colunas para um problema de
multifluxo de fluxo maximo. Este trabalho inspirou a tdo conhecida iécnice
de decomposicdo de Dantzig-Wolfe [14]. Tomlim [69] estendeu a técnica de
geracdo de colunas de Ford e Fulkerson para o problema de multifluxo de
custo minimo e desenvolveu o primeiro programa [70] para este problema.
Supondo u¥ = oc, k=1:.-,p, j =1,-+,n, nos subproblemas, ele mos-
trou que os subproblemas podem ser resolvidos por algoritmos de caminho
minimo. Swoveland, em sua tese de doutorado [67], apresenta uma discussio
rigorosa e detalhada do prinefpio da decomposicdo. Outros estudos sobre esta
téenica e/ou sua programagio também foram apresentados por Jarvis [27],
Cremeans, Smith and Tyadall [13], Swoveland [67, 68], Weigel e Cremeans
[72], Wollmer [73], Jarvis e Keith [28], Chen ¢ Dewald {12], Jarvis e Martinez
[29] e Helgason [25].

(2) decomposicdo direcionada para recursos (3, 17, 35, 37, 41], ou de-
composicdo por alocagdo do lado direito (RHS), onde a idéia é distribuir a
capacidade dos arcos entre os produtos, de tal forma que as solugées dos p
subproblemas produzam uma, solu¢d0o para o problema acoplado. Em cada
iteracdo, é feita uma alocagdo dos recursos disponiveis € sdo resolvidos p
subproblemas; esta alocac¢do é tal que o fluxo combinado dos subproblemas
resulta num fluxo factivel para o problema original. Robacker [64J foi o pri-
meiro a sugerir este procedimento para problemas de multiffuxc. E comum o
uso de penalizagéo do tipo relaxacdo lagrangeana na utilizacdo desta técnica.
As diferentes técnicas da decomposicéo direcionada para recursos aparecem
dependendo da maneira como é resolvido o problema mestre, que é um pro-
blema convexo com restrigoes lineares. Dentre elas, as mais utilizadas sao:

e método da aproximacdo tangencial, onde o problema mestre possui
um nimero muito grande de restrigdes {que séo geradas quando necessdrio)
e 0s subproblemas sdo problemas de fluxo de custo minimo de um vinico
produto que tém apenas os limitantes superiores das varidveis alterados em
cada iteracdo, o que permite a utilizacdo do método dual Simplez para redes.
Geoffrion discute este procedimento em {17} e experimentos computacionais
podem ser encontrados em Swoveland [68] e Geoffrion e Graves [18].



e método das diregdes factiveis, técnica que também pode ser usada, j&
que o problema mestre é um problema convexo com restigdes lineares; esta
bem discutida em Lasdon [41]. E construido um problema para encontrar
a melhor dire¢do na qual se pode melhorar uma alocagdo, até se chegar a
alocagdo 6tima.

e otimizacio com subgradiente, uma alternativa ao método das diregGes
factiveis, onde, em vez de procurar a melhor direcdo como anteriormente, 0
que torna o procedimento computacionalmente cara, utiliza-se algum sub-
gradiente para definir a direcio de movimento. Se nao houver preocupacao
com o tamanho do passo, a alocagio pode ser infactivel, tornando-se ne-
cessario fazer uma projecdo para se refornar a regido factivel. Held, Wolfe
e Crowder {24] propuseram esta técnica para o problema de multifluxo de
fluxo méaximo. Kennington e Shalaby [38] estenderam este trabalho para o
problema de multifluxo de custo minimo, considerando u;‘ = 0C, para todo j
e k, apresentando experimentos computacionais.

1.2.2 Técnicas de partigao

As técnicas de partigdo sao téenicas associadas ao método Simplex, no
sentido de que a base corrente é particionada e sua estrutura especial € ex-
plorada. Nos problemas de multifiuxo, a motivagdo é explorar a estrutura de
rede existente no problema. Dentre as técnicas de parti¢do, podemos citar:

(1) método de Rosen [41, 65], um método do tipo dual, que particiona as
varidveis dos blocos em dependenies e independenies e, posteriormente, es-
tende esta particdo is restrigdes de acoplamento, sendo portanto um método
de particdo. Isto assegura um problema mestre pequeno, chamado de pro-
blema reduzido, o qual serd formado pelas varidveis independentes, sendo
entio esquecidas as canalizacbes sobre as varidveis dependentes — por isso,
este € também um método de relazacdo. Este método gera uma sequéncia de
solugdes bisicas infactiveis para o problema original, correspondendo a uma
sequéncia de solugoes factiveis para o seu dual. A factibilidade sé € alcancada
quando o 6timo € encontrado. Em cada iteragdo sio resolvidos p subproble-
mas de fluxo de custo minimo de um tnico produto, que tém apenas sua
funcéo objetivo modificada. O problema reduzido é construido de tal forma
que permite a aplicagdo do método dual Simplez com varidveis canalizadas.
Lasdon [41] propde a resolugao do problema reduzido pelo método dual Sim-



plez, pois isto permite que a base inicial deste problema seja obtida da base
final da iteragao anterior, através de atualizacGes.

{2) particao primal 3, 5, 35, 37, 41], que é uma especializacdo do método
Simplex primal para o problema do multifluxo. Esta especializacao envolve
uma particdo da base do problema, de modo a explorar sua estrutura. Para
isso, é necessdrio fazer a caracterizag@o da base do problema do multiffuxo —
ver Secdo 2 do Capitulo 2 — e entao, este método segue os mesmos passos que
o método Simplex (cdlculo dos custos relativos, teste da razdo, atualizacio
da base e das varidveis) mas, todos os célculos que envolvem a matriz bisica
sao feitos sobre uma matriz de trabalho, chamada base de trabalho ou matriz
de ciclo, quadrada, “pequena”, que pode ser gerada a partir das bases dos
blocos. Kennington [37] apresenta detalhadamente uma maneira eficiente de
se implementar este algoritmo, incluindo a atualizacio da inversa da matriz
de trabalho.

Finalmente cabe dizer que, sendo a perticéde primal uma especializagdo do
método Simplex Revisado feita para problemas de multifluxo, ela se encontra
dentro de técnicas um pouco mais gerais, desenvolvidas para problemas com
estrutura bloco angular. Técnicas deste tipo, como por exemplo “compact
inverse methods” on “Generalized Upper Bounding” (GUB) estdo descritas
em Lasdon [41]. As idéias bdsicas da particdo primal se encontram em Ben-
nett [8], Kaul {34], Saigal [66] e Hartman e Lasdon {22, 23]. Estas idéias
foram mais tarde desenvolvidas e adaptadas para problemas de multifluxo
por Maier [45], Kennington [36], Helgason e Kennington [26], Ali, Helgason,
Kennington e Lall {4] e McCallum [48]. Grigoriadis e White [21] desenvolve-
ram a técnica de particdo dual.

Concluindo, experimentos computacionais (Kennington [35], Assad [5])
mostraram que técnicas de decomposicio tém convergéncia lenta, sendo que
a decomposicdo por recursos é ainda mais lenta do que a decomposicéo por
precos. As técnicas de parti¢ao tiveram um desempenbo melhor. Além disso,
como 2 particao primal e a decomposi¢do por pregos sio baseadas no algo-
ritmo Simplex, estas duas técnicas podem ser chamadas de exatas. Isto ndo
acontece com 2 decomposicao POr recursos, gque nao possui um critério de oti-
malidade efetivo e, consequeniemente, pode ser vista como uma heuristica.
Ali e outros [4] também mostraram que a decomposi¢do por recursos € mais
lenta do que a decompogi¢ao por precos € a particido primal.

Segundo Castro [10], nenhuma implementacio da particdo primal foi



ainda capaz de resolver problemas grandes num tempo significativamente
melhor do que os cédigos Simplex para problemas gerais de programagio
linear. Por exemplo, o pacote PPRN [11], em média, se equiparou com o
MINOS 5.3, ou foi pouco melhor. Estudos e implementac¢des mais recentes
da decomposicdo por pregos, como por exemplo a que foi desenvolvida por
Frangioni [16], e que usam centros analfticos e funcéo de penalidade mostra-
ram que, apesar destas novas variantes, para algumas classes de problemas
— com redes grandes e um nimero nao muito grande de produtos — esta
técnica apresentou um desempenho pior do que a implementagio de Castro.

Atualmente, a crescente utilizagdo de métodos de pontos interiores na re-
solugdo de problemas gerais de programacao linear fez com que estes métodos
também fossem utilizados em problemas de fluxo em redes, particularmente
em problemas de multifluxo {Castro [10] e Li e Lustig [42]).

De fato, a melbhor complexidade conhecida para problemas de multifluxo,
foi obtida com algoritmos de pontos interiores por Kapoor e Vaidya [32]:
O(p**m?°nL) operagdes, onde cada operacdo é efetuada com precisio de
O(L) bits. Resende e Pardalos {59] citam também Kamath e Palmon [31],
que, também com algoritmos de pontos interiores, encontram a solugio exata.,
numa primeira variante (onde é usado o método dos gradientes conjugados),
em O(p*>mn*®*llog(nd)), onde { = pm + n, d € & maior demanda ¢ @ é a
maior capacidade. Uma segunda variante tem complexidade de
O(p%5n? + pmSnl-)llog(mdi)) e pode ser melhorada para
O(P*n®™ + pm'2n!® + pn?%)[log(mdi)) usando “multiplicacio rdpida de
matrizes”. Esta variante usa inversa de matrizes e atualizacdes de posto um.

Neste trabalho, temos trés objetivos bésicos:
o implementar e testar um algoritmo primal-dual de pontos interiores apli-
cado ao problema de multifluxo, onde sdo realizados véarios experimentos
computacionais, explorando sugestdes da literatura e também apresentando
outros refinamentos;

e apresentar uma heuristica para a obfengao de uma base 6tima através
de uma solugio “quase-6tima” fornecida pelo método primal-dual de pontos
interiores;

e fazer um estudo sobre a degenerescéncia e falta de pontos interiores no
problema de multifluxo.
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No Capitulo 2, apresentamos a caracterizagdo da base do problema. No
Capitulo 3, aplicamos o método primal-dual de pontos interiores, explorando
a estrutura particular deste problema. Como o maior esfor¢o computacional
deste método estd na resolucdo do sistema linear das diregoes, destacamos
este item no Capitulo 4. No Capitulo 5, apresentamos uma heuristica para
a obtencdo de uma base 6tima para o problema, a partir de uma solugéo
do método primal-dual. Os experimentos computacionais estao descritos no
Capitulo 6. O Capitulo 7 apresenta um estudo sobre a degenerescéncia.
Finalmente, o Capitulo 8 apresenta as conclusdes do trabalho.
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Capitulo 2

Caracterizacao da Base de
Multifluxo

Apresentamos aqui a caracterizagdo da bese do problema (1.1), ainda
em sua forma original, levando em consideracao a estrutura bloco angular de
sua matriz dos coeficientes, que pode ser observada abaixo e também a sua
estrutura de rede para cada produto:

Antes de caracterizarmos a base de multifluxo propriamente, colocaremos
algumas definigoes e resultados relativos & base de fluxo de um nico produto.

2.1 Base de fluxo

Vamos supor que a rede G = (N, ,A) é conectada e estd representada
pela matriz de incidéncia né-arco A. E bem conhecido que a matriz A é
totalmente unimodular, isto é, toda submairiz de A tem determinante +1,
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-1 ou zero. Cada linha de A corresponde a um né da rede, assim como cada
coluna de A corresponde a um arco.

Usaremos, indistintamente, a seguinte notagio: o {-ésimo arco de G, que
possui sua origem no n6 1 e seu destino no né j, serd denotado por e; ou por
(1,5). A coluna correspondente na matriz A serd a coluna a¥, que possui
exatamente dois elementos ndo mulos: +1 na linha ¢ e —1 na linha j.

Uma cadeia em G é uma seqiiéncia alternada de nds e arcos adjacentes
dois a dois, sem repeti¢ao de ndés. Um caminho é uma cadela cujos arcos tém
a mesma orientacdo. Um circuito em G é um caminho fechado, isto é, os
nds inicial e final s3o idénticos; um ciclo é uma cadeia fechada. Uma rede
é conectada se existe uma cadeia ligando quaisquer pares de seus nds. Caso
contrario, ela é desconectada.

O grau de um 1 é o nimero de arcos que incidem nele. Um né é deno-
minado folha quando o seu grau é 1.

Uma druore geradora B de G é uma &rvore, isto é, um grafo conectado
e sem ciclos, e que inclui todos os nés de G. Podemos afirmar que a drvore
geradora de um grafo com m nés possui m—1 arcos. Pode-se provar que cada
base B da rede G é uma 4rvore geradora de G. Como posto{A4) = m—1, entéo
a dimensao de qualquer base de G é m—1. Vamos retirar uma linha qualquer
de A, e vamos denominar de reiz da drvore geradora o né correspondente a
linha que foi retirada de A. Assim, estaremos trabalhando com uma matriz de
posto linha completo. Usaremos, indistintamente, o simbolo B para denotar
uma matriz basica, ou uma 4rvore geradora ou ainda para denotar {ndices
de colunas bdsicas.

O subconjunto de colunas definido por um ciclo é linearmente dependente.

Uma floresta é um grafo que nio contém ciclos (geralmente desconectado).
Cada componente conectada de uma floresta é uma 4rvore. Se uma floresta
possui f componentes, a matriz de incidéncia associada & ela tem posto
m — f . Matrizes de incidéncia com posto menor que m — 1 correspondem a
redes desconectadas. Uma floresta geradora de G é uma floresta que contém
0 mesmo nimero de nds e de componentes que a rede original G.

Um resultado bastante conhecido é que qualquer base B pode ser colo-
cada na forma triangular (inferior). Para isso, basta reordenar linhas (nds)
e/ou colunas (arcos) de B, partindo de cada né folha e tomando o arco in-
cidente nele, até chegar ao né raiz. Este “procedimento” significa percorrer
a drvore no sentido folhas — raiz, Utilizamos trés vetores para realizar este
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procedimento: o predecessor de um né, o fio e o fio reverso (ver Secdo 2.1.1).

Como exemplo, considere a rede G com m = 4 nds e n = 6 arcos dada
pela Figura 2.1. Os arcos sao dados por {e;, --- ,eg}. Retirando a linha 4
de A e supondo a raiz no né 4, podemos tomar, como exemplo de base B
de G, a matriz formada pelas colunas correspondentes aos arcos €, €4, €3,
conforme a Figura 2.1. Usaremos a notacdo B = (e, €4, e3) . Além disso,
nas figuras onde aparecem 4rvores geradoras, o indice do né raiz sempre
aparecera retirado.

D—2—) °1

£2

83 . ¥
@ €s &) O

Figura 2.1: rede ezemplo 1 e uma base

Neste caso, a base original é dada pela matriz

4] €4 €3
1 1 0 0
21-1 1 1
3 0 0 -1

onde a numeracao vertical se refere & ordem dos nds e os arcos sao dados na
ordem em que aparecem na base.

Podemos organizar esta base numa forma triangular inferior, através de
permutagoes de arcos e nds, como pode ser visto a seguir:

€3 €1 €4
3 [ -1 0 0
1 0 1 0
2 1 1 1

Assim, se zp € o vetor das varidveis bésicas e b é o lado direito, o sis-
tema linear basico, Bzp = b, pode ser resolvido com operacoes de soma e
subtracao apenas, ao percoITer a arvore B no sentido des folhas para a raiz
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Por exemplo, se b= (3, 2, —1), osistema linear Bzrg=1»> &

1 0 0 I 3
-1 1 1 L = 2
0 0 =1 x -1

o qual, reorganizado de maneira conveniente, corresponde ao sistema trian-
gular inferior equivalente:

0 1 0 T = 3
1 -1 1 T4 2
cuja solucao é
I 3
Ty = 4
XIa 1

Seja cg o vetor de custos associado & base B. Se y é o vetor das varidveis
duais associado as equagdes de conservagdo de fluxo Ax = b, podemos obter
y a partir de

Y =dygB ' ©yB=ch& By=cp

onde ¢p ¢ ¥ sao vetores coluna do IR™.

O sistema linear B'y = ¢ também pode ser resolvido com operagoes de
soma e subtragdo apenas, ao percorrer a arvore bisica B no sentido da reiz
para as folhas.

Par exemplo, se 0s custos das varidveis basicas sfoeg = (1, 5, 3 ), 0
gistema linear B'y = cp é:

1 -1 0 % 1
0 1 ollwl|=1|s

Reorganizando convenientemente o sistema anterior, temos o sistema, linear
equivalente triangular superior:
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1 0 17[w] [3

0 1 -1 7 [=11
0 0 1 Ya 5
cuja solugao é
th 6
Yot = |9
Ys 2

Uma coluna ndo bdsica de A pode ser expressa em fungdo das colunas
bisicas sob a forma de um cedeie. Se a” é uma coluna original de A cor-
respondendo ao arco nio bésico e;, entdo a¥¥ pode ser representada através
de uma combinacio linear de colunas de B. O vetor coluna ¥ conters os
elementos desta combinacdo linear, isto é,

Ba¥ = g¥ = 3% = B~q¥

Também é bastante conhecido que 4% € {~1, 0, 1} e &¥ pode ser obtido

através de uma cadeia em B que liga 0 n6 i ao né j. Esta cadeia, mais o
arco e;, formam um tlnico ciclo em B. Usaremos a seguinte convencao:
a orientacdo do ciclo é dada pelo arco ¢;. Se um arco do ciclo concorda com
a orientacgio, a componente correspondente em ¥ é —1; caso contrdrio é +1.
Se um arco de B ndo estd no ciclo, a cormponente correspondente em a% é
7€T0.

Tomando o mesmo exemplo de & e B, considere o arco ndo basico es
(3,4). Lembrando que B = (e;, es, €3), nesta ordem, obtemos @* =
(0, 1, —=1), como podemos observar na Figura 2.2.

Por Glimo, chamamos de custos relativos aos coeficientes
- B—l if
=¢i;— Cp

que podem ser caleulados por &; = ¢;; — y'a¥ ou por &y = ¢ — CRd¥.

16



Figura 2.2: exemplo de ciclo

2.1.1 Estrutura de dados para arvore geradora

A estrutura de dados que utilizamos € a sugerida por Kennington e Hel-
gason [37], que utiliza apenas vetores unidimensionais com m ou n elementos.
Os arcos da rede estdo numerados de 1 até n e os nds, de 1 até m.

Dados da rede: 4, b, ¢, u

A: matriz de incidéncia né-arco, armazenada em dois vetores inteiros:
orig{l..n] : origem de cada arco;

dest[1..n] : destino de cada arco.
b[1..m| : ofertas/demandas nos nds; vetor real.
c{1..n] : custos unitdrios dos arcos; vetor real.
u[l..n] : limitantes superiores de fluxos; vetor real.
Solucao: r, y
z[1..n] : fluxos nos arcos; vetor real.

y[1..m] : precos nos nds; vetor real.
Arvore geradora:

A drvore geradora com raiz (base) é armazenada através de trés vetores
inteiros:
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predjl..m] : predecessor do nd; indica qual arco precede este nd quando
percorremos a arvore no sentido da folhas para a raiz. O predecessor do né
raiz ¢ marcado com zero.

fio[l..m] : o fio direto indica a seqiiéncia de nds utilizada para percorrer
a arvore no sentido da raiz para as folhas (busca em profundidade).

rev[l..m] : o fio reverso indica a seqiiéncia de nés uiilizada para percorrer
a arvore no sentido das folhas para a raiz, e é definido na ordem inversa do
fio.

Com o vetor pred, temos a informacdo de quais s&o os arcos bésicos e em
que ordem eles aparecem. Combinando pred e rev, consegnimos organizar
uma arvore geradora com raiz de modo que a matriz B correspondente se
transforma numa matriz triangular inferior. Similarmente, combinando pred
¢ fio, conseguimos uma matriz triangular superior.

Exemplo:

Considerando a rede G e a base B da Figura 2.1, temos, respectivamente,
a seguinte representacdo para a matriz A e para a arvore geradora com raiz:
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= Ti7213(4
o T1T2T3T41576 10

= pred (17430
orig 112)2]3 Fio |3[114T2
dest | 2131314141 e B e

Assim, usando o predecessor e o fio reverso, temos a base na forma trian-
gular inferior. Similarmente, com o predecessor ¢ o fio, temos a base na forma
triangular superior:

€3 €1 €4 3 1 2
3|/ -1 0 0 es 1 -1 0 1
1 0 1 0 €1 0 1 -1
2 1 -1 1 €4 0 0 1

Na resolucao de sistemas lineares que envolvem a matriz B, percorremos
a arvore no sentido folhas — rofz: para isto, usamos pred e rev. Em sistemas
lineares que envolvem a matriz B’, percorremos a drvore no sentido raiz —
Jolhas, usando pred e fio.

A seguir, apresentamos dois algoritmos bésicos para sistemas lineares
com B e B’ , que utilizam da ordem de O(m) somas/subtracdes apenas.
Nestes algoritmos, raiz representa a raiz da drvore geradora; z é o vetor das
varidveis e 7 é um lado direito conhecido. Ao final de cada um dos algoritmos,
z armazena a solugdo do sistema linear.

19



Algoritmo 2.1 (resolve Bz =)

for i+ 1l.m do z[i] + r[i ;
no  rev[raiz| ;
while no # raiz do
begin
arco + predno] ;
if no = origlarco)
then z{dest{arco]] < z[dest{arco]] + 2[no]
else begin
z|origlarco]] « zloriglarco)] + zno) ;
z[no] « —z[no] ;
endelse;
no <+ rev[nol ;
endwhile

Algoritmo 2.2 (resolve B'z = r)

for i+ 1.m do z[if « r[i ;
z[raiz] « 0 ;
no + fiolraiz] ;
while no # reiz do
begin
arco + predino] ;
if no = origfarco]
then z([no] < z[no] + z[dest[arco]]
else begin
2[no| « —z[no] ;
z[no] + z[no| + z[origlarcol] ;
endelse;
no « fio[nol ;
endwhile

Note que deve ser respeitada a ordem dos arcos da base, dada por pred.
Por exemplo, se queremos resolver B'z = ¢; , onde o lado direito € formado
por componentes basicas que sdo retiradas de um vetor do R* (m<n), a
segunda linha do Algoritmo 2.2 devera ser trocada por:
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for i+ 1.m do
if pred[i] =0 then z[i] <0
else z[i] « clpred]]] ;

2.2 Base de multifluxo

Vamos, agora, caracterizar a base de multifluxo. Como posto(4) = m—1
(supondo a rede conectada), o sistema linear de cada produto k, Az* =b*,
tem uma equacdo redundante, a qual serd retirada, Além disso, adicionamos
as varidveis de folga 2zP*! As restrigbes de acoplamento, de maneira que a
matriz dos coeficientes relativa ao problema (1.1) na sua forma padrdo serd:

A0 00
0 A .- 00
0 0 - AD
1T 1T

onde A, com um abuso de linguagem, agora é a matriz de incidéncia né-arco
com uma linha retirada (cada b* terd entio uma componente retirada: a
componente correspondente a linha que foi retirada em A) e I é a matriz
identidade de ordem 7.

Qualquer base tem dimensfio 7 = (m — 1)p + n e tem a forma:

[ (BRY 0o -~ 0 0 ]
0 [B%R?] --. 0 0
B=
0 0 --- [BPIR?] O
| [EYF'] [E’|F?%] .- [EP|F] EP** |

onde:
e B* k=1,...,p, sdo bases (4rvores geradoras) de A, de dimensdo {rn—1) X
(m — 1). Qualguer uma das matrizes R*, k£ =1, ..., p, pode ser vazia.
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o E* ¢ F* seguem a mesma partigdo de [B¥|R*]. E*, F* e E**! sio matrizes
formadas por colunas da matriz identidade de ordem n. A linha onde aparece
o nimero 1 em E* identifica qual arco foi usado em B*, k¥ = 1,...,p; a
linha onde aparece o ntmero 1 em F* identifica qual arco foi usado em
RE, k =1,..,p. As colunas de EP*! identificam as varidveis de folga das
restricbes de acoplamento que estdo na base.

Com estas particdes, reescrevemos B:

[ B' 0 0 |RY 0 0] o 7

0 B? 0|0 R 0| O
B=

0 0 BP0 O RP| O

BT E? EP [FY FZ FPEPH ]

QOu seja, B tem a estrutura geral:

. [BR o
B=[E F EP+1]

Vamos utilizar, para as solugoes basicas primal e dual, a transformacao
(2.1), que nos permite trabalhar com os produtos separadamente, resolvendo
sistemas triangulares. zp e Iy sao particionados por produtos: zg =
(xk - #5), zr= (v --- z%)".Cada z& possui m — 1 componentes;
alguns (ou todos) =% podem ndo existir e a soma do niimero de componentes
de zp ede 2% é n.

g I *—B_IR 0 Ip
zn |=]0 I o}z (2.1)
z%—i—l 0 0 I E};ﬁ-l

A conclusdo que se segue pode ser encontrada em Bazaraz e outros (7] e
em Kennington e Helgason [37): ceda base para o problema de multifluzo ¢
um conjunto de colunas linearmente independentes formado por trés tipos de
arcos: arcos que formam uma drvore geradora (com raiz) pare cadae produto,
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arcos que formam ciclos com suas respectivas drvores geradoras e arcos cor-
respondentes Gs varidveis de folga das restrigées de acoplamento. Os arcos
das drvores geradoras totalizam (m—1)p e os arcos dos dois ltimos conjuntos
totalizam n .

Observe que, definido um conjunto de colunas bésicas, esta caracterizagao
pode nao ser tinica. Isto pode ser visto no exemplo a seguir.

Suponha um problema com p = 2 produtos, numa rede com m =4 nés e
n = 4 arcos, dada pela Figura 2.3. Os arcos sao dados por {e1, ez, es, €s}.
A dimensdo da base serd 7 = p{m — 1) +n = 10.

Figura 2.3: rede ezemplo 2

Uma caracterizacio possivel para a base é dada na Figura 2.4. Aqui,
temos:

B! = (e1, es, 1), R' = (e3), B>=(e2, €3, €1), R:=(e1) ¢ E®=(e2, &)
representa as folgas das restrigdes de acoplamento, ou seja, a base & formada
por trés conjuntos: < (1, 2, 4); (2, 3,4) (2 3,1, 3) >, que sio os
indices, respectivamente, dos arcos na drvore do produto 1, do produto 2 e o

terceiro vetor indica qual produto estd associado a que arco ( 3 indica arco
de folga).

Neste exemplo, hd uma segunda caracterizacdo para a base, dada pela
Figura 2.5:

Bl = (62, €3, 84)) Rl = (61)) -82 = (el: €2, 64)1 R2 - (83) €
E® = (es, e4) representa as folgas das restriges de acoplamento. Neste
caso, a base é formadapor < (2, 3,4); (1,2 4); (1,3, 2, 3)>.
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€] e (2
€4 €9 €4 €2 (7] €g
€ €3

Figura 2.4: primeire representagdo: produto 1, produto 2, acoplamento

€1 e [1
(] i E9 €4 l €a €4 €a
€3 €3

Figura 2.5: sequnda representacdo: produto 1, produto 2, acoplamenio

2.2.1 Solugao basica primal

A solucéo bésica primal é obtida resolvendo o sistema
Bip=»

onde b= (b | d)' é o lado direito do problema (1.1), com b= {¥* --- ¥?)
(cada & possui m — 1 componentes). Ou, equivalentemente,

TH
225 e

Usando a transformacéo (2.1), obtemos :

BRO]I-B-lRo Zs .
0 I 0 Ip :[ ]
+1

[EFEP o o 1|z L@
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ou:

B 0 0
E F—-EB'R Ertl

H!!i-ili-il

Ud_l_.tldm
H

| e |
&, o
——

O primeiro conjunto de equagdes, BZIp = b, é formado por p sistemas
desacoplados B*z% = b* com matrizes friangulares de drvores geradoras.

O segundo conjunto de equagdes é:
_ 7 _
|F Ere ] [;“ ] = [d — Big) (2.3)
B
onde F=F—-EB™'R.

Lembramos que EP'! § uma matriz cujas colunas correspondem as varidveis
de folga na base. Uma coluna da matriz F , correspondente ao produto k,
seré do tipo ¢ — E*(B*) g% | onde el é um vetor unitério com n com-
ponentes cuja posi¢do do nimero 1 indica o nimero do arco que esta sendo
usado e @ é a coluna correspondente da matriz A.

Seja 44 = (B¥)'a¥ . Entdo &4“ corresponde a uma cadeia do 16 i ao
né j através dos arcos da arvore geradora com raiz do produto k. Como E*
¢ uma matriz n X (m — 1) cujas colunas indicam quais séo os arcos basicos
de B*, entdo E*(B*) ‘s simplesmente expande o vetor (B¥) 'a¥ de m
componentes num vetor de n componentes, assinalando zero aos coeficientes
que correspondern aos arcos nao basicos do produto k. Em outras palavras,
E*(B*)"'¢¥ ¢ um vetor de n componentes correspondendo a cadeia do 06
i a0 16 j na Arvore basica do produto k. Finalmente, e — E%(B*) ‘g%
corresponde ao tinico ciclo formado quando o arco (3, ;) € adicionado & drvore
béasica, mas com o sinal trocado. Assim, conhecendo B, é facil formar a
matriz F' € IR |

Resumindo, o sistems linear das variaveis bésicas primais pode ser resol-
vido como segue:
171 _
Blzl =4
(i) Resolver BZp=b={ :
BPzE =P
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(ii) Montar a matriz (F EPt1) ,isto é, para k=1,---p, calcular:
(BY'RE; EM[(BYTRY; F*=F* - [BXBY) RN

(iii) Resolver o sistema linear n xn ({2.3). Dadas as particularidades das
matrizes F' e EP*l, este sistema pode ser reorganizado: se o niimero de
varidveis de folga na base for ny, entdo ny varidveis sdo encontradas por
substituigo e resolvemos um sistema linear (n - n;) X (n —nys) para
encontrar as varidveis restantes. De fato, quanto maior for ny, mais
facil gerd a resolucdo deste sistema. ny = n significa que as restrigGes
de acoplamento ndo estio, de fato, acoplando.

{iv) Correcdo das varidvels:
Usando a transformacdo dada por (2.1) temos que:

Th = .’73113
rp = .’E'R =

=7
=gy

Ip=%p— B 'Rizr=%p— B 'Rzxg,
ol

o = 2 - (B) "Rz

%

I

7 — (BY) ' RPzg
T8 = Rézk
e,parak =1, --- p, z% pode serobtidopor: { ¥ = (B*)”'rk & BFtk = r*
mk — i.k _ tk
B =7Tg

2.2.2 Solucao basica dual

Seja 7 o vetor das varidveis duais, que é decomposto em
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g: (y | yp+1)f = (yl',' y2: e :yp ‘ yﬂ-ﬂ).‘|
onde:

y* : vetor das varidveis duais correspondentes as restrigdes de conservagao
de fluxo do produto k, Az* =t k=1, ---, p;

yP+1 : vetor das variaveis duais correspondentes as restrigdes de acoplamento.

y¥ sdo vetores coluna de dimensdiom — 1, k=1, ---, p e yPT' é um vetor
coluna de dimensio n.

O vetor de custos segue a mesma particao feita anteriormenteem B, R, E ¢ F:
E: (Cl, Tty Cp | 0)‘: (CB ! Cr 1 0);= (CB‘; .., Cpp l cCpl, “*-, CRrp | 0);

onde cada cf, possui m—1 componentes e a soma do nimero de componentes
de cg e do vetor nulo é n.

Com estas partigdes, o sistema bésico dual é do tipo:
g

ou,

[ v (yp+1)r][g IIE EE+1:|=[C’B ch 0] |

Usando a mesma transformagao dada em {2.1), temos:

| | B R o0 I -B'R 0 : | I -B'R 0
vy (Y [ p+1} 0 I ol=ledg g 0l]l0 T o0
EFE 0 0 1 0 0 I

que produz:

Ly (y”*l)’][g g E,?J,l}=[c',3 ¢y~ gB'R 0]
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Deste ltimo sistema, temos trés conjuntos de equagdes lineares:

o (¥ Bt =0
o (1) F=cy—yB7R;
o yB+ (Y VE =cf.

O primeiro deles é um sistema de n equac¢des cujo ndmero de incdgnitas
¢ o numero de varidveis de folga primais das restrigdes de acoplamento que
estdo na base. Lembrando que cada coluna de EP*! é uma coluna da ma-
triz identidade de ordem n, este conjunto de equagdes apenas nos diz quais
componentes de y**! sdo necessariamente nulas.

No segundo conjunto de equagdes temos a matriz dos coeficientes F', que
é particionada por produtos, isto é, F* = F*—E*(B¥)"'RF k=1, .., p,
e cuja construgio j4 apresentamos na solugio bdsica primal. O lado direito
também ¢é particionado por produtos:

¢ =cp—cpBT'R=(clp —cp(B)'R | -+ | cpp — Ce(BF) ' RP)

e, para k = 1, .-+, p, cada componente (C¥) = cp — i (B*)"'R*
pode ser obtida separadamente, envolvendo a resolugdo de um sistema linear
triangular superior.

Desta maneira, este segundo conjunto de equacoes,

@Y LFY - FPI=[EY, -, (@]

nos fornecerd as componentes restantes de ¢!, jd que algumas componentes
nulas foram apontadas no primeiro conjunto de equagdes. De fato, descon-
tando estas componentes nulas, o sistema linear restante serd quadrado € sua
dimensio é a soma do niimero de colunas de cada R*, k=1, ---, p. Além
disto, os coeficientes da matriz deste sistema linear sdo 1 ou -1 ou zero.

Encontrado y?*+!, o ltimo conjunto de equagdes é y'B = ¢y — (P VE ,
que pode ser expresso por p sistemas triangulares desacoplados, cada um do
tipo

(yk)’Bk = C’Bk - (y;p+1)-'Ek, k= 17 Yy Py
onde, em cada um deles, percorremos a arvore bisica no sentido raiz —
folhas.
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Resumindo, o sistema linear das varidveis duais pode ser resoivido como
segue:

(i) (y***) EP*' =0 : zerar as componentes de y**' que correspondem as
varidveis de folga das restrigdes de acoplamento que estdo na base.

(ii) Resolver (yP*1) F =7, isto ¢ para k=1, ---, p, calcular:
e (BX)-1; EX(BYT'RK e F* = F* - [E*¥(B*)"'R*|, como na
solugao primal.
e Cada lado direito (2¥) = ¢ — chu(B*)~'R* pode ser obtido por:
(t‘k).f — clBk(Bk)—l & (fb)’Bk — d}gk o (Bk):fk — C%
(Fk)r — (f!c)rRk
(Ek)" = C,Rk — ('Fk)'

¢ Eliminar as componenies de y**' que ji foram zeradas em (i), de
modo que o sistema linear resultante é quadrado ¢ com dimensdo igual
a soma do nimero de colunas de R, k=1, ---, p.

Com (i) e (ii), calculamos y***.

1

(iii) Calecular y = (y', ---, yP), isto &, resolver p sistemas lineares trian-

gulares do tipo:
(yk),Bk =Cpt — (yﬁl)rEka k= 1: e, D

2.2.3 Exemplo

Vamos exemplificar, considerando um problema com p = 2 produtos, na
mesma, rede da Figura 2.1.
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Considere os demais dados:

b= ( 1: 27 _'41 1 )f
produto 1: ¢ wt=(7, 7, 7, 7, 7, 7Y
¢ =(2 4,1, 6, 4, 1Y

¥=(5 1, -1, -5
produto 2: { v®=(6, 6, 6, 6, 6, 6)
A=(7 4, 5, 1, 3 7Y

acoplamento: d={9, 6, 9, 3, 7, 7)

A dimensdo da bage serd ™ = p(m — 1) + n = 12. De cada produto, serd
eliminada a restrigao relativa ao né 4.

Suponha que B = (eg, €1, €3), R' = (es, €3), B =(e,, ¢, €5), R*=
(e1) e que as varidveis de folga das restrigdes de acoplamento que estdo na
base sgo z¥, z3, z.

Temos, entao, a representacao dada pela Figura 2.6, supondo a raiz de

cada drvore no nd 4.

€1
o, @
Eg €3 es
3 €5 3

Figura 2.6: drvores geradoras dos produtos 1 e 2

A matriz bésica B correspondente é:
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’” d — - . p—————
-1 1 1 |
-1 1
-1 1 -1
1 1
1 -1
- -1 1
B= 1 11
1 1
1 1
1
1] 1
! 1]
- > s - — i R
E! E? ' F* B

solugdo bésica primal:

O sistema linear basico BZp = b, depois da mudanca de varidveis, pode
ser resolvido usando o sistema equivalente:

I

72 o
B [ = | p?

Ig —-—--d

oF

Vamos supor todas as varigveis ndo bdsicas no limite inferior. Temos os
seguinte passos:
(i) Resolver Big = b:
produto 1:
Bizy=b'; Tp=(Tg I I})
A matriz bdsica B! pode ser colocada na forma triangular. Para isto,

basta percorrer a arvore geradora do produto 1 no sentido folhas —
raiz, de onde se obtém:

31



€ €1 Eq
3[-1 0 077z —4 T3 4
2 1 -1 0|z |=| 2|=zh=|7] J =12
1 0 1 -1 4 1 Tg 1

produto 2:
Bz =v?; zh=(2% i} Z%)

Da mesma maneira, transformamos B2:

€ €4

1 1 0 077 5 I3 5
31-1 1 0| |=|-1{=>8=2!=]|4
2 0 0 1 72 1 z2 1

(i) Montar F = F — EB7'R:

produto 1: cilculo de F'= F'— EY(B')"'R!:

Para calcularmos (B!)~'R!, devemos encontrar a cadeia do né 3 ao né
4, através dos arces da drvore geradora com raiz do produto 1, e, em
seguida, encontrar a cadeia do né 1 ao 16 3, através dos arcos da drvore
geradora com raiz do produto 1, como podemos observar na Figura 2.7.

Obtemos, entdo, as colunas de (BY) 'R (-1, -1, —1) e (0, 1, 1).

1
€2

Figura 2.7: ciclos do produte 1

Assim,
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[0 1 0] "—1 17
000 00
00 1|] LY 11
1 n-1ply _ _ —_ -
EUBY RI=iooo({1 117f 0o
000 0 0
1 0 0] -1 0]
[0 0] -1 17 [1 -1
01 0 0 0 1
il _ ol lrphy-1ply] _ 00 -1 1) _11 -1
F_F—-[(E(B) R)]_ 0 0 - 00 - 0 0
10 0 0 1 0
1 0 0 | -1 0| | 1 0]

produto 2: cilculo de F2 = F? — E%(B%)~1R?:

Novamente, para calcularmos (B%)~'R?, devemos encontrar a cadeia do
nd 1 ao 16 2, através dos arcos da drvore geradora com raiz do produto
2, como podemos observar na Figura 2.8.

Obtemos, entdo, (B*)™'R2 = (1, -1, 1).
@ €1 ®
N OY
C 1 3

Figura 2.8: ciclo do produto 2

Assim,
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(iii) Resolugéo do sistema linear (2.3):

—

3
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e ®
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produto 1:
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-1 1 0 t 3 -1 0 0 1a 2
Bt=re| 0 -1 1||t{=|0]e]| 1 -1 0 tLl=10
0 0 =41 i3 2 0 i -1 21 3

com solugdo: t={( -5, —2 —2Y; ou seja,

EHEEIRH

produto 2:

1 0 0© t 2 100 t 2
Bi=re 0 1 0 Ll=l-2]lai-110 t3 | = 0
-1 0 1 ts 0 001 ts —2

com solugdo: t=(2, —2, 2Y; ou seja,

.

Finalmente, juntando as componentes das drvores € os arcos em ciclo dos
blocos, mais as varidveis de folga do acoplamento, temos a solugdo do sistema
linear bdsico primal:
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Ep=(zp|zp |2y =(ap 2}|2k 2% 136%)’
5

=(6 4 6|3 2 215 3|2|3 3 1)

que conduz & solucdo completa abaixo, onde as varidveis ndo bdsicas sdo
nulas:

—

I
[ I P R
Lo
e o T
e Y N T o
= o

BB &
b
Wl
ORI b

solucao basica dual:

Seguindo os passos anteriores, temos:
1
0

0) @Y E*=0= [y 4} ] =[00 0]

oo oo
—_ 0 o 0O o D

fom I e Y e e e [

(i1) Resolver (¢} F = &:

Célculo do lado direito:
produto 1:

(El)f —_ R — C’B'i (Bl)‘lRl = dR1 - ?Rl = C’R1 - f,

-1 0 0% 1 -1 1 0174 1
(BYI=cme| 1 -1 O0fif]=[2[a] 0 -1 1|[&Hh(|{=|2
0 1 -1 |4 1 0 0 -1]{#% 1

com solugao: t=( -1, -3, —4Y).

reem=fan s )]0 olo[oe s
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(Y =cpu—-7=[4 4]-[—-4 3]=[8 1]
produto 2:

(62)’ = Cfgz - Bz (Bz)—le - CIRZ -_ E’Rz = c’Rz _— '.F’

1 0 -1]7T4% 4 i -1
BYt=cgpe| 0 1 0||i=|1|e] 0 1
0 0 13]7% 3 0 0

com solugio: T=(7, 1, 3)".

1
f’:f’R2=[7 1 3][—1}:6
0

(@Y =cp—F=7-6=1

Como a matriz F jé foi calculada na solucdo primal, temos que a

equacao
(v’) F=¢
é
1 1] 17
0 1]|-1
1 -1{ 0
(9 o8 0 o o8 ]|, ol (=18 116]
1 0]-1
i1 0 0_|
ou ainda,
[1 -1} 17
1 1| 0
1 0| 0
(08 ¥ wlet v #]|l 5] =[8 1]6]
0 o 1
1 0)-1)
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Lembrandoe que no item (i) obtivemos 3 =y = yd = 0, este sistema
se reduz a um sistema 3 X 3 com as Gltimas equacdes e varidveis, cuja
solucéo é:

(2, v v5)'=(1, 15, 8)"
Logo, *=(0, 1, 0, 15, 8, 0).

(iii) Resolver /B =cg — (¥*) E :
produto 1:

(V)B' = ¢y - 4) B
Lado direito: ¢ — (¢°) E' =

(01 0]
00 0
001
[1 2 1]-[0 10 15 8 0]| o o|=I1 2 1]
000
11 0 0]
Agsim,
-1 1 0
WYB'=[y # wl| 0 -1 1|=[12 1]le
0 0 -1
i oo ]| 1 -1 0]=[1 2 1]=¢'=|¢|=]|-3

produto 2:

(B =t — (") B?
Lado direito: ¢ — (y%) E? =

38



[0 0 0]
100
000
[4 1 3]-[0 10 15 8 0], |=[3 —14 -—5]
00 1
(00 0]
Assim,
1 0 0
(WYB*=[y? 9§ 4] 0 1 0}=[3 -4 -5]&
-1 0 1
1 0 0
W2 2 -1 1 0(=[3 -5 —14]=
0 0 1
Yi —2
y¥=1v|=|-14
Vi -5

Portanto, a solugdo dual completa é:

(yl | y2 | y?})l = ( _11 _31 _4' _'21 _141 -5 l 01 11 Oa 151 81 0 ),'

2.3 Floresta geradora maxima

Vimos que uma base para o problema de multifluxo contém uma drvore
geradora com raiz para cada produto (além dos outros n arcos escolhidos
entre os arcos dos produtos e as varidveis de folga). Esta colecdo de arvores
geradoras nos fornece uma floreste geradora. De fato, se a rede ndo for
conectada, teremos uma floresta geradora ja para cada produto.

Um dos precondicionadores que utilizaremos (ver Capitulo 4) é baseado
na floresta geradore mdzima: para cada produto, os arcos sdo escolhidog de
acordo com um certo peso, isto é, a 4rvore {(ou floresta) geradora de cada
produto é formada quando selecionamos os arcos de maior peso para compd-
ia.
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Optamos por implementar o algoritmo de Kruskal, por ser um algoritmo
eficiente, onde a selecdo do arco de maior peso ¢é feita através da estrutura
de heap, uma 4rvore biniria completa, onde cada nd possui uma informagao

chamada peso do nd. A propriedade do heap é que o peso de cada nd interno
é malor ou ignal que o peso de seus filhos. Maiores detalhes sobre esta estru-
tura e um algoritmo para monté-la podem ser encontrados em [9]. Aqui, o
heap é usado para colocar o elemento de maior peso no topo da arvore. Para
sua implementacao, utilizamos os vetores:

Ist[l..n] : lista de arcos para o heap; vetor inteiro. Depois de ordenado
(heap concluido), o primeiro elemento contém o né de maior

peso.

peso[1..n] : peso de cada arco da rede; vetor real.

Como exemplo da estrutura de heep, veja a Figura 2.9, que representa
uma 4rvore binéria depois do heap (nds reordenados), supondo que o vetor
peso seja dado por (10.7, 0.5, 30.1, 1.2, 20.8, 40.5). Apresentamos
0s vetores [st e peso antes e depois do heap.

®

@ @

Figura 2.9: ezemplo de heap
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inicial
Ist 1 2 3 4 5 6
peso |[ 10.7 [ 0.5 [ 30.1 | 1.2 { 20.8 | 40.5

final

Ist 6 3 5 4 1 2
peso |{ 40.5 | 30.1 [ 20.8 [ 1.2 [ 10.7 | 1.5

No algoritmo de Kruskal, a floresta geradora 7', inicialmente, é vazia, e
cada né de G é uma componente distinta. No decorrer do algoritmo véo
sendo incluidos arcos de modo que cada componente de T forme uma arvore
geradora mdxima com nés nesta componente. Ao final do algoritmo, se G
é conectada, T é a arvore geradora maxima. Caso contrario, 7" é a floresta
geradora maxima. Para redes conectadas, este algoritmo é executado em
ordem de O(nlogm) operagdes (ver, por exemplo,[9]).

A seguir, apresentamos o algoritmo de Kruskal e um algoritmo para cons-
truir um heap. De fato, na implementacio do Algoritmo 2.3, T é repre-
sentada pelos vetores pred, fio e rev descritos anteriormente; na busca da
raiz de um né precisamos percorrer o vetor pred e a inclusdo de um arco em
T envolve a atualizagdo de pred, fio e rev. Observe que, embora ¢ primeiro
heap seja efetuado em todo o vetor Ist, os demais consideram uma posi¢io a
menos neste vetor (a dimensio do heap sempre diminui de uma unidade).
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Algoritmo 2.3 (monte a floresta geradore mdzima)

T+0;
for j+ 1l.n do Istfjl« 7 ;
for j< 1.n div 2 do heap(j, n, lst, peso) ;

ult «n { no. de elementos do heap };
econt - 0 { no. de arcos examinados };
teont « 0 { no. de arcos da floresta };

conet < true  { se conectado, & arvore };
while (fcont < m —1) and {econi < n) do
begin
econt «—econt +1 ;
v = origlist{l] ;
v + dest|lst[1]] ;
r1 ¢ raiz(v;) { encontra a raiz do né v, } ;
re + rTaiz(vy) { encontra a raiz do né vs } ;
if m % T
then { inclui (w, vg) na floresta};
begin
teont < tcont + 1 ;
T« TU (v, vg) ;
endthen
Lst[1] « Istfult] ;
ult «—ult—1 ;
heap(l, ult, lst, peso) ;
endwhile;
if tcont # m—1 then conet « faise { floresta em vez de &rvore }
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Algoritmo 2.4 (monta o heap)
{ monta o heap no vetor [st de acordo com os valores dados mo vetor
peso, a partir do elemento first até o elemento last }

heap(first, last, lst, peso}
begin
t < first :
while ¢ < lest div 2 do
begin
k< 2x1 ;
if (k < last) and (peso[lsi[k]] < peso[lst(k+1]] then k + k+1 ;
if (pesolst(k]] > peso[lstls]]
then begin {troca os nés 1st[k] e 1st[i] }

Istk| + Ist]d] ;
1k ;
endthen
else i« last ;
endwhile;
endheap.
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Capitulo 3

Método Primal - Dual de
Pontos Interiores

3.1 Introducao

No Capitulo 1, apontamos algumas técnicas especificas para resolver
o problema de multifluro. No entanto, sendo este um problema de grande
porte € de grande complexidade, sua resolugido ainda justifica o estudo e
aplica¢ao de outros algoritmos. Neste capiftulo, descreveremos a aplicagao
de um método de pontos interiores a este problema, uma vez que a melhor
complexidade conhecida para problemas de multifluxo foi obtida com estes
algoritmos.

s métodos de pontos interiores tém se mostrado competitivos para pro-
blemas “grandes”. Estes métodos possuem a vantagem de convergir em
um nimero de iteracoes relativamente pequeno, embora o trabalho de uma
iteragao seja muito maior do que o demandado no método Simplex, por
exemplo. Desde que Karmarkar [33] apresentou seu método, muitas varian-
tes dele surgiram e/ou reapareceram. Dentre elas, a que tem se mostrado
mais eficiente é a versdo primal- dual, que foi introduzida por Megiddo [50]
e desenvolvida mais ou menos simultaneamente por virios outros autores,
como, por exemplo, Kojima, Mizuno ¢ Yoshise [40], Gonzaga [20], Monteiro
e Adler [54], entre outros. Esta versao tem um esforgo computacional por
iteragdo da mesma ordem que outras classes de métodos de pontos interio-
res, mas apresenta melhores propriedades teéricas na analise de complexidade
de pior caso e bom desempenho na pratica, segundo Monteiro e Adler [54],
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Wright [74] e Oliveira [56).
Qutros pesquisadores também contribuiram com implementagdes compu-

tacionais, como, por exemplo, Lustig, Marsten ¢ Shanno [43, 44], Mehrotra
[61, 52|, Resende e Veiga [61], McShane, Monma e Shanno [49], entre outros.

Para problemas em redes com um dnico produto, encontramos também
outras contribuicSes e implementacdes, como, por exempio, Mehrotra [53],
Wallacher e Zimmermann [71], Masuzawa, Mizuno e Mori [47], Mizuno e
Masuzawa [55], Resende e Pardalos [39], Resende e Veiga [60, 62], Portugal,
Resende, Veiga e Jidice [58] e, para multifluzo, uma implementagdo de Li e
Lustig [42] e outra e Castro [10]. Os resultados computacionais apresentados
por estes autores foram bastante satisfatérios quando comparados a outros
métodos e codigos.

Para facilitar a aplica¢ao do método primal-dual ao problema (1.1), vamos
escrever este problema de uma maneira conveniente.

3.2 Reformulacao do problema

Vamos tomar nosso problema original (1.1). Chamando de z?*! as
folgas relativas as restricoes de acoplamento e de s*, k=1, ---, p as folgas
relativas as canalizagdes dos produtos, escrevemos o problema (1.1) na forma
padrio:

min Y (cF)xz?
k=1
Azk = b, k=
T k) ? :p (3'1)
S k4 2Pt =4
5.0 P
b+ st =uF k=1,...,p
z5, >0, k=1,...,p, P >0
com zPtl e sF k=1, ..., p € IR". Seu dual &
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max {3 099 - (w4 ¥ )

(3.2)

Ay b m k=1,
S.a. 'wk, zk 203 k=1a--'1pa yp+150

onde, para cada produto k=1, ---, p, definimos:

y®: vetor das varidveis duais correspondentes as restri¢des de conservacao de
fluxo;

w¥: vetor das varidveis duais correspondentes s canalizacOes;

z*: vetor de folgas das restri¢des duais;

yP+1: vetor das varigveis duais correspondentes as restricoes de acoplamento.

(y*e R™, w*, 2*e R* k=1, ---, p, y**1 € R").

Este par primal-dual pode agora ser reescrito num formato conveniente.
Vamos formar a matriz A com as p matrizes A dos produtos (ou blocos),
j4 com uma linha retirada (de modo que a nova matriz A tem posto com-
pleto} mais as matrizes identidade das restricSes de acoplamento. O tltimo
bloco serd denominado bloco p+ 1. Estendendo esta notacao para as demais
varidveis, temos ¢ seguinte par primal-dual:

min &%
A% =} (3.3)
5.q. T+5=1
zZ,§>0
max {575}

(3.4)

onde:
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[ A
A
A=
A
] I I . I I ]
KX [ et ] [yt z
b? e? u? 72
b= 3 c= s U= : 3 z = )
b cP uP z?
d J 0 J L o d I mp'l'l -
T gt 7 3 yl T i awl h 1 21 7
g2 y? w? 22
§= : : ¥= 2 W= : 1 z =
sP ¥ wP z°
o0 yp-i-l 0 zp+1

Vamos definir
m=pm—-1)+n

fi = (p-l— 1)?’1.

o~ e

Assim, temos que A € R"T"‘a; I,C 5 ue Rﬁ; b, = R™_ O simbolo “oc”
em § e iU representa um vetor com n componentes oc; o simbolo “0” em
¢ e 1 representa um vetor com n componentes nulas. Convém notar ainda
que o sinal de y?*! estd implicito na restrigio dual A — @ +2=¢, uma
vez que, para o bloco p-+ 1, esta restricdo se reduz a yP+! — wPtl 4 2P+ =
0= yPHl = 29t o o #11 <,

3.3 Especializacao para multifluxo

O método primal-dual de pontos interiores utiliza a fungdo barreira lo-
garftmice para criar a familia de problemas
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min {&%—p> InZ;~pd m3; }
J=1

i=1

s

w) oy ||

z
+

H

5.4,

Vo =

U
0

8 &

onde > 0 é chamado de pardmetro de barreira ou de ceniragem. E bem
conhecido que, resolvendo o problema (3.5) para certas seqilencias de u
que convergem para 7erg, geramos yma, segiiencia de solugdes que convergem
para a solugdo do problema original (3.3).

Chamaremos de ponto primal-dual factivel um ponto (%, §,4,%,2) que
satisfaz

Az =} F+5=8, Aj—0+2=8 (£5,3>0.

Um ponto primal-dual factivel (%, 3,7, @
(%,8,9,2) >0.

0, 2) € interior se ele satisfaz

Como a funcgdo objetivo do problema (3.5) é estritamente convexa, este
problema possui, no maximo, um minimo global e, se este minimo existe ele
¢ bem determinado pelas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker, ou seja, para
(%,3,%,%) > 0, temos:

=0 (3.6)

Xl
onde X =
Xr
beas
com XF* = diag(a:j’,-‘), k=1, -, p+1; j=1, -+, m 8§, W e Z tém
defini¢Oes similares & matriz X , isto é, cada uma delas é uma matriz diagonal
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por blocos com 7 elementos e 1 é o vetor coluna com 7 componentes iguais
a 1. Convém notar que, pelas definigbes anteriores de § ¢ @, cada uma das
n componentes de SP*! é oc , enquanto que as n componentes de Wr+!
sao nulas.

Notamos também que (3.6) é um sistema de equagdes nao lineares da
forma

e o

onde, no primeiro e no segundo conjuntos de equagdes contemplamos a facti-
bilidade primal; no terceiro conjunto, a factibilidade dual e nos dois iltimos,
as condicées de folgas complementares.

e - B e S

(Z,%,%,2) > 0, é obtida uma direcdo de deslocamento para se chegar ao
préximo ponto, em direcdo & trajetdria central. Esta direcdo é escolhida
como sendo a diregdo de Newton associada ao sistema (3.6). Se Jy () éa
matriz Jacobiana de H noponto (%,8,4,7,%Z) e H(.) éafuncdo H aplicada

no ponto (%, 8, §,,%) , a direcio de deslocamento A ¢ determinada pelo
sistema linear

Ja () A=—H()

ou ainda,
A 0 0 o0 o]fazy] [ B-4z ]
I I 0 0 0{|As T—Z—38
0 0 A -1 I||Ag|j=|c-Ag+a-2 (3.7)
Z 0 0 0X!|Aw pl —-XZ1
L0 W 0 § 0]l AZ, pl - 5W1
onde:

I : matriz identidade de ordem # ;

A ={ AZ, A5, A§, &A@, AZ ), com:
AZ = ( AF, ---, AZP, AFPTL ),
A= ( AF, -.., AP, ALY,
Aﬁ= ( Agl’ Tty A'ypa Awl )Ir 3
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&= ( ADY, ---, ADP, AGFH Y
2= AR, -, AP, ALY

Note que o sistema linear (3.7) é muito grande, j& que A e ™ ¢

X, S, Z W e R™ ™. As equacoes deste sistema sio:

)
)
(iv) XAs+ZA%=pl-X71
) SAD+WAS=pul - 5W1
Estas equacOes, por sua vez, podem ser desmembradas devido a existéncia

de p+1 blocos. Além disso, as referentes ao 1iltimo bloco sao mais simples do
que as referentes aos p primeires blocos. Desta maneira, podemos reescrever

estas equacoes:
Para k=1, .-+, p:

(i) AAzF =p* — Azh
(i) Az*+ As* =u*—gF - s*
(155) A/AYF + AgPH! — Awb + Azk = ¢k — Ayt — o+l 4k _ gk
(iv) X*Az*+ Z*Ar* = pl — X*2Z%1
(v) SEAwk + WEASF = pl — §FW*1
e, para o bloco p+1:
(i) TP Azk=d— Y0tz
(i) APl 4 APl = —gyptl _ ot

(iv) XPHLAZrHL 4 ZpHIAZe+l = 1 — XPHl et
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As equacdes (ii) e (v) do bloco p+ 1 foram desconsideradas devido &s
particularidades deste bloco.

Manipulando as equagdes de (3.7), conseguimos obter as expressdes para
a direcio A . A componente AY ¢é obtida através da resolugao de um
sistema linear de dimensdo bem menor do que o sistema (3.7), com M
equagoes e incdgnitas, que serd chamado de sistema reduzido, ou seja:
(ABA) Af=AB{[ ((B) ' - (X)) -W+Z 1+ (e-AF5+D-7) -
(S)y'W(i-%-38)}+(b— AZ)

ou, de uma maneira mais conveniente,

ABAY AG=AB [r; + 1 ~1, .8
(,_) G=A00r +ra-1d 415 (3.8)
a 3
ou,
OAj=§ (3.9)
onde: N N
rr=[ (@ - X)) -W+2]1
re=e-Ag+@-2
re=(8)"'W(a-%-3)
rp =b— AZ

Em muitas implementagdes, é comum considerar as canalizagdes satisfeitas,
isto €, §=14—Z, o que implicaem r, =0 .

A matriz

8=[X)1Z+ (5w (3.10)

¢ denominada matriz de scaling do método primal-dual e ¢ tal que

el

@
Il

orti
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Cada ©*, matriz de “scaling” do produto &, é uma matriz diagonal de
dimension, k=1, ---, p+1,com

OF = [(X*)1Z* +($Y)WH]T,
isto ¢, cada elemento de ©F tem a forma
(zhsh) / (shek +2ful), 7=1,-, n. (3.11)
A expressdo para ©7t! &
@+l = [ (Xp+l)-lzp+1 ]—1
e cada elemento possui, agora, a forma

g7 gt T, =1 e ()

As outras componentes da direcao sdo obtidas a partir de Ay por:

(3.13)

Como cada componente da direcio A = ( AZ, AF, Af, A, AZ) é
particionada em p+ 1 blocos, ou seja, Az®, As¥, Awk, AZ* ¢ R*, k=
1, -, p+1, AyYfc R™ ' k=1, .-, p e Ay € IR™, obtemos:
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Azk = @F [ AAYE + Ayprt —rk — gk 4 eb |, k=1, -, p
Agptl = @FFL [ Agptl — B ]
Ask = uk — g — g% — Agk
AsPtl = oo
A = p(X¥)" - ZF |1 — (X*)1Z*Agk k=1, -+, p
AzPHl = _Agrt!
AwF = [ p(S%)~L — Wk — (S5) "Wk — 2k — sk — Az¥) , k=1, ---, p
Awrtl =
onde:
b= (Al (97 = (X9 - WA ZE ML k=1, oy p
rh=c - Ay -yl 4wk -5 k=1, -, p
k= (SN WE (b gk — ), k=1, o, p

= [ X4 2
g =0
Pt =0,

O lado direito de (3.9) é particionado em p+1 blocos do tipo:

qk=A9k[?“?+?"§—rf]+r;j,onde r]’;zb"—Aa:", k=1, ---,p e
FHl=r g+ 0P E LY O [+ sk — 1], onde ro=d— i gk,

Observe que gF ¢ IR™ 1, k=1,---,p e ¢LecR".

Assim, podemos escrever o Algoritmo 3.1 para o método primal-dual.
Neste algoritmo, ¢ estd representando o mimero da iteragdo corrente.
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Algoritmo 3.1 (método primal-dual de pontos interiores)

(Inicializagdo)
Fornecer (%°,3%,7° @° 2% tal que £°,8%@%,2° >0 ;

£+ 0

Repetir até que algum critério de parada seja satisfeito:

o (pardmetro de centragem)
Escolher nfe [0, 1) ;
A e (Y B+ §
T

s (sistema linear das diregGes) ~
Resolver o sistema linear (3.9) para A, isto é, Q@ AF=4g
e obter AZ, A3, AG e AZ por (3.13) ;

e (teste da razdo)
Calcular:
Mp=min { (-8 [ AF] , AF{<0)N( -5 / A%, AF<0) };
No=min { (- / A%, A <0)n( -af /
Escolher §°c (0, 1) e calcular
ob = min{l, §2%} ;
ob = min{l, &N} ;

¢ (nowo ponto)
(B, 8 ) - (2 3 )+ ab (AR, AT
(g, @, 2 Y e (7 @ 2 )+ of (AT, ABY, Az .
b—£f+1

Podemos colocar algnmas observacdes a respeito deste algoritmo:

Na literatura, séo apresentadas diferentes escolhas para os pardmetros 5’
e 6%, gerando variantes deste método (Monteiro e Adler [54], Kojima, Me-
giddo e Mizuno [39], Portugal, Resende, Veiga e Judice [58], Mehrotra e Wang
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[53], entre outros). Se nf =10, temos a versio afim do método. Para certas
escolhas de 7¢ e 8% e um ponto inicial factivel, 0 método apresenta proprie-
dades tedricas muito boas e complexidade polinomial (Gonzaga [20]). Nas
implementagdes computacionais, costuma-se comegar com um ponto interior
infactivel, uma vez que é caro, computacionalmente, encontrar um ponto ini-
cial factivel. No entanto, a teoria apresenta melhores resultados para pontos
iniciais factiveis (Wright [74]). Nossa versdo é do tipo primal infactivel, dual
factivel, uma vez que é facil obter uma solugdo inicial factivel para o dual, mas
ndo para o primal, isto €, as restrigdes duais E”t}‘ —W+Z=¢ W>0, >0

sdo sempre satisfeitas e as canalizagles também (E+5=4, £>0, §>0,
o que implica em r. =0 e vy = 0}.

Se o passo completo de Newton fornecer um ponto nao negativo, o método
coloca. af = 1 . Na prética, é melhor separar o tamanho do passo para o

primal e para o dual; por isso definimos of e af .

O critério de parada de algoritmo é baseado nas condigbes de otimalidade
do problema.

Por titimo, o passo do algoritmo que demanda ¢ maior esforgo computa-
cional é a resolucio do sistema linear (3.9), motivo pelo qual este passo serd
tratado num capitulo & parte.

3.3.1 Preditor-Corretor

Existe ainda uma variante do método primal-dual chamada de preditor-
corretor (Mehrotra [51) e Lustig, Marsten, Shanno [44]). A diferenga funda-
mental entre 0 método primal-dual descrito pelo Algoritmo 3.1 e esta variante
esti na maneira de calcular a diregac de deslocamento: no preditor-corretor,
a direcao é obtida resolvendo dois sistemas lineares. Primeiro resolvemos

A 0 0 o0 0] Az b— Az
I 1 0 00 AF a-2-3%
0 0 A -1 I Aj |=|é-Ag+D-32
Z o0 oX||Aw -X71
oW o § o)1 Az -SW1




que é 0 mesmo sistema linear (3.7), mas com novas varidveis ~
A = ( A%, A5, Ay, AW, A% ), chamadas de direcées afins. Seja @ a
matriz deste sistema linear. O segundo sistema linear a ser resolvido é

A 0 0 o0 olTaz] | b— Az T
I I 0 0 0|l Az i—F—3§

0 0 A& -1 I|| A7 = E—Aj+dT -3

Z 00 0X\||Aw pl - XZ1 - AzAzl
(oW o § ol AZ] | pl-3W1-AsAa1 |

Note que temos a mesma matriz £ nos dois sistemas lineares. A diferenca
entre eles estd apenas no lado direito: nas duas dltimas componentes do
segundo sistema temos a presenca dos termos nao lineares AZAZ e ASA®D .

Esta variante reduz o nimero de iteragdes do Algoritmo 3.1, mas exige
que resolvamos agora dois sistemas Iineares por iteracdo do primal-dual. No
entanto, como a matriz destes sistemas é a mesma matriz @ , os célculos
utilizados para construi-la (ou parte dela) sdo efetuados uma tnica vez.

Qutra observagio € que, transformacdes similares as que foram feitas para
transformar o sistema linear (3.7) no sistema reduzido (3.9) também podem
ser efetuadas nesta variante, de modo que os dois sistemas lineares resolvidos
em cada iteracio do primal-dual possuem a mesma dimensio do sistema
(3.9), isto é, M equagdes e incdgnitas.

Nao implementamos esta variante porque nosso investimento maior na
resolucao do sistema linear das diregoes foi na utilizagdo do método dos gra-
dientes conjugados. Em vez disso, partimos para a obtenc¢io de um precon-
dicionador que tornasse 0 método dos gradientes conjugados mais eficiente.
Utilizando métodos iterativos ao invés de diretos, ndo podemos aproveitar
a fatoracdio da matriz dos coeficientes na resolugdo dos dois sistemas linea-
res. No entanto, esta variante serd testada futuramente: talvez a redugio do
nimero de iteragdes do método primal-dual leve a um ganho no tempo de
cpu.
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3.4 Alguns detalhes da implementacao do método
primal-dual

Apresentaremos aqui alguns detalhes da implementacao do método primal-
dual de pontos interiores, tais como os valores dos pardmetros utilizados, o
ponto inicial € o critério de parada. A solucdo do sistema linear das diregoes
serd discutida no préximo capitulo.

3.4.1 Parametrosned

Em geral, os valores tedricos dos pardmetros 7° e &8¢, que aparecem em
cada iteracdo do método primal-dual, sio um pouco diferentes dos valores
escolhidos nas implementagdes. Escolhemos n° = 0.1 , constante em todas
as iteragOes do método de pontos interiores, conforme sugerido por Portugal
e outros [58].

O préprio célculo do pardmetro pf apresenta variacdes. Por exemplo, no
denominador da expressio de pf, Portugal e outros [58] sugerem que se use
o nlimero total de varidveis, incluindo as varidveis de folga das canalizacdes.
Outros autores, como Mehrotra, nao incluem estas folgas. Outra possibili-
dade sugerida por vérios autores é tomar ¢ como sendo o valor do gep de
dualidade, ao invés do valor das folgas complementares.

Testamos pf = 0.1 (—ﬁ'_L

= e ut =01 m . Como os resultados néo

foram muito diferentes, optamos por
=01 —"—

onde ~* representa o valor das folgas complementares na itera¢ao corrente,

ou seja,
o= (2 2 + (@) §

No teste da razdo, o pardmetro 6, 0 < 6! < 1, também foi tomado
como um ntimero fixo, escolhido de experimentos computacionais. As su-
gestoes mais usuais encontradas na literatura sio os valores (.9995, como,
por exemplo em Li e Lustig [42] e 0.99995, como, por exemplo, em Lustig e
outros [44]. De nossos experimentos, conclufmos por §* = § = 0.9995 .
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3.4.2 Pontos iniciais

Apresentamos aqui trés pontos iniciais: desenvolvemos o primeiro deles
e estendemos os outros dois para problemas de multifiluxo. Os dois dltimos
podem ser encontrados na literatura: o segundo, para problemas de fluxo de
custo minimo com um tnico produto e o terceiro, para problemas gerais de
programagcao linear. A razdo de colocarmos estes trés tipos de pontos iniciais
foi estudarmos o comportamento do método primal-dual quando inicializado
com cada um deles, medindo o nimero de iteragoes efetuadas e o tempo
de execugdo. Os trés tipos de pontos usam heuristicas para ficar “perto do
centro”.

Primeiro ponto:

Comegamos com o ponto (7%, 5% 4% @°, £%) |, que é dual factivel e que satisfaz
2>0, >0, >0, >0, (3.14)
PrP=1a, (3.15)
e ——
AP @'+ =z, (3.16)
mas pode ndo satisfazer X ~ '
Az =b . (3.17)
Note que a equagdo (3.16) resulta em
{ A+ = @)+ = k=l g
0 0 .
(¥1)" = (=2"*)
e a equacdo {3.17) resulta em
A(mk)ﬂzbk: k=1a ey P
kg 3.19
S Eh =d. (8.19)
k=1
Seja e;={(1,7) um arco darede, t=1, ---, n.Entdo, para cada bloco

k, o primeiro conjunto de equagoes de (3.18) pode ser reescrito por:
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W5 = @+ @) - @b + (@) =, k=1, p, VG EA

ou

& — (1)’ + @) )° = ) = ()’ - (wh)

if

solucdo dual:

Seja #® wum vetor tal que (y"")iJ seja. qualquer, k = 1, ---, p , mas
(y"”"l)0 < 0 . Para cada bloco k¥, k=1, ---, pe para cada arco e; =
{,7), t=1, ---, n, calculamos os custos reduzidos:
0 1,0
&= — () + @) ~ @)
Seja

= max (e} + max{ (W)} k=1, - p, V() €A (M>0).

Assim, para garantirmos @° > 0 e 2° >0, tomamos, para k=1, «--, p
e V(i,5) e A :

0
(wf) =M ;
se cf_1>0,entao{ (z£0=6§j+M.
z)u-—-M,‘

Em nossa implementagdo, iniciamos com:

{ (yk)0=0’ k=1, ---, p;
™) =1,

demodo que & =c+1,k=1, -+, p, V(i1 €A.
E f4cil verificar que esta solucdio satizfaz (3.14) e (3.16).
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solugdo primal:

Para cada arco e; = {¢,j), t=1, ---, n, calculamos
-~ p k
U = Z'u.t
k=1
Se 4 < 2d, , entdo (xf)o_—_ufﬂ, k=1, ---, p.
Sendo, (2¥)'=(ufdy) /24, k=1, ---, p.
+140 LN
(a‘JtJ ) =dt_2(xt) H t=19"'an-
k=1

g=a-3°.

Desta maneira, além de serem satisfeitas as condigdes {3.14) e (3.15), é facil
verificar que as restricdes de acoplamento ficam satisfeitas em (3.19), de
modo que as Unicas restricdes que podem ndo estar satisfeitas sdo as de
oferta/demanda dos produtos.

Segundo ponto:

Este ponto inicial é uma extensio do que Portugal e outros [58] apresentam
para problemas de fluxo de custo minimo com um dnico produto. Como no

caso anterior, o ponto (3%, &°, 7°, @°, 2°) é dual factivel e satisfax:

20, >0 @">0, >0,

mas nio necessariamente satisfaz

Ax® =D .

Ainda, como no caso anterior, dados (y¥*)° quaisquer e (y?*1)° < 0, cal-
culamos os custos reduzidos:

= k 1
ek =k — ()0 + ()0 — ()0,
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para cada arco e; = (3,7), t=1,---,neparak=1,---,p. E agora calcula-
mos:
M= Ao in(a;]c{ lEfull /() e A}, X>0.
9 'lj

0.5 + A — 0.25+(=él-,=-)2, se &5 >0

tJlJ
~k _
Cij = 05+-r"r+ 0.25 + ()%, se ¢ <0
IJ‘SJ
0.5, sec =0.

éi‘j é obtido quando impomos que as restrigdes duais sejam satisfeitas, e é
possfvel mostrar que 0 < &% < 1.

Para cada produto % e para cada arco (4, 7), o restante da solugio é dado
pOr:

(a:fj)o = ¢k, u:}
k \0
(3:7_-;) =(1- cij)uij
Ay
(25)° = ==
23
At
kN0 _
()" = (1 — )l
Iniciamos com (¥¥)° =0, k =1,---,p e A, = 0.2, conforme sugerido em
[58] e ainda tomamos:
@) = -
P
f=d=>_aF
k=1
Se fi>0,entdo (22"’ = ft

=]

)
3

Se f<0,entdo (xf™')°
Se f; =0, entdo (a:f,fﬂ)

BEsta solugdo primal também tenta ficar “préxima ao centro”. Como
AL > 0, ga.ra.ntimosque0<.::"c < 1edque(z ")°>0 (z8)° >0, (wWH)>
0 e 0« (s")o Nova.mente, as equagoes Azx* = b poderdo nido
estar satisfeitas, nem as restrigbes de acoplamento (as vinicas restrigdes de
acoplamento satisfeitas sdo aguelas onde f; > 0).
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Terceiro ponto:

Este ponto inicial é uma extensio do ponto sugerido por Mehrotra [51] para
problemas gerais de programacao linear. Nio sendo especifico para redes, ele
deixa de tirar proveito da estrutura de nosso problema. De qualquer maneira,
este ponto requer um trabalho maior para ser construido.

Numa primeira etapa, encontramos um ponto (Z, §, §, @, Z) que satisfaz
todas as restricées do par primal/dual, mas ndo necessariamente as restrigoes
de ndo negatividade:

@ =-3
= 0.58 — A(AA)1(0.54% — b)
§=0-7%

Notamos que a construgdo de § requer a resolugdo de um sistema li-
near com 7 equagées e varidveis. Este sistema € resolvido pelo método dos
gradientes conjugados sem precondicionamento, jd que sua matriz é AAr .
Mas é necessirio construir o lado direito AZ = (Ac*,---, AP, 3% ;") . A
construcdo de Z também envolve um produto matriz-vetor: A"_@“ = (Alyl +
yrit, .o, AlyP 4+ Pt Pty | Finalmente, a construcio de # envolve a re-
solugao de outro sistema linear com a matriz AA’ (novamente por gradiente
conjugado sem precondicionamento), além de um produto matriz-vetor na
construcao do lado direito deste sistema.

Numa segunda etapa, ¢ feita uma translacado adequada do ponto encon-
trado, de modo a satisfazer as restrigées de nio negatividade. Para isso, séo
usados os parAmetros an € ag. Calculamos:

Bp = max{~oy min{z}}, ~ay min{st}, 0.01)

fp = max{~eq min{z}, —on min{wj}, 0.01}
T, T

5p = Op 4 o EFBPL) (£ Bpl) + (B + fp1)' (@ + Bp1)
P (E+ 8ol 1+ (@ + Fol) 1
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(7 + Brl) (2+ Bpl) + B+ Bp1) (@ + Bpl)
(@ +8p1) 1+ (5+ 581y 1

ép =fBp +

onde 1 = (1,---,1) € IR™.

Finalmente,
P=7
B=z+6p1
P =5+ dpl

E possivel mostrar que 2%, 8%, @° 3 sdo estritamente positivos, de-
vido ao cilculo de Bp e Bp anteriores. No entanto, as outras restrigdes pri-
mais/duais ndo ficam necessariamente satisfeitas. Neste sentido, este ponto
se difere bastante dos dois pontos iniciais anteriores. Como sugerido em [51],
tomamos &) = 1.5 e ap = 0.5. Entretanto, podemos aumentar o valor de ae
para conseguirmos um ponto “mais préximo ao centro”.

Realizamos virios testes computacionais, com problemas de vérias di-
mensdes, utilizando um gerador de problemas de multifluxo, para comparar
o0 comportamento do método primal-dual diante destes trés pontos iniciais.
Para os problemas testados, concluimos que o terceiro ponto, que é mais
elaborado, ndo produz um melhor comportamento — o nimero de iteracoes
efetuadas pelo método primal-dual nao é menor do que nos ocutros dois e
o tempo de execucao € um pouco maior. De fato, a variagdo do ntimero de
iteracdes do método primal-dual é de até duas iteragdes apenas {para mais ou
para menos), para ¢ conjunto de testes realizados com os trés pontos iniciais.
Embora estes trés pontos usem heurfsticas para ficar “perto do centro”, a
infactibilidade gerada pelo terceiro ponto faz com que o método primal-dual
efetue um esforgo computacional maior por iteracdo: diferentemente dos dois
primeiros pontos iniciais, a canalizagido ndo é respeitada (r, # 0) e as res-
trigdes duais ndo sdo satisfeitas (rg # 0) . Além disso, é necessaria a resolugio
de dois sistemas lineares extras (obtengdo de 7 e de §) . Assim, optamos pelo
primeiro ponto, que € mais simples e que produziu praticamente os mesmos
resultados que o segundo ponto no método primal-dual de pontos interiores.
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3.4.3 Critério de parada

O critério de parada implementado é baseado nas condigdes de otimali-
dade do problema: as factibilidades primal e dual devem estar satisfeitas e
o gap de dualidade, as folgas complementares ¢ o parametro de penalidade
devem ser “zero”.

Sejam Z, 5, §, @, Z os pontos obtidos na iteragdo corrente do método
primal-dual de pontos interiores {estamos omitindo aqui o indice desta iteragéo).
Cada um destes pontos estd particionado em p + 1 blocos: p blocos (k =
1, ---, p) mais o acoplamento (bloco p +1).

Para a factibilidade (relativa), calculamos:

1bk - AIkHDO }

|
kg‘l?-}ip{ 14+ |2¥||eo
ek — AlyF — P+ 4wk - 2K |
L+ y¥lloo + 197752 loo =+ [[26¥]loo + 12410
_ ld = 22 2¥le
14+ 255 12 oo
H“’k — T - SkHoo
e T = Tl

M, =

}

M= kglliff ,p{

a

&

M, = max
k=1,‘ D

}

e
Mf = max{Mp, Md, Ma, Mc} .
Se M; < g7, consideramos a factibilidade satisfeita. Em geral, tomamos
gy = 1079,

Para o pardmetro de penalidade € o gap (relativo), verificamos se:

p=ny /R < &
gap=x/ (14| T -7+ u'w 1) < &
onde vy = (Z) Z+ (@) §.
Em geral, tomamos £, =107 e g, =10"°.
Como salvaguardas, limitamos o nimero de iteracdes a um méximo de 50

e, para detectar problemas infactiveis, limitamos também o valor da funcéo
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objetivo primal a um minimo de —10%.

No préximo capitulo, abordaremos a solugdo do sistema linear das diregoes.
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Capitulo 4

Sistema Linear das Direcgoes

Vimos que, em cada iteragio do Algoritmo 3.1, é necessdrio resolver
um sistema linear para o cdlculo das dire¢oes. Alids, em todos os algoritmos
baseados em métodos de pontos interiores, este é o passo que demanda maior
esfor¢o computacional, e podemos dizer que grande parte da eficiéncia do
algoritmo esté em construir e resolver bem este sistema. Embora tenhamos
trabalhado com o sistema reduzido, isto é, as varidveis que aparecem sdo
apenas A7, poderia também ser utilizado o sistema aumentado, onde as

varidveis sio A§ e AZ (ver Oliveira [56]).

Primeiramente, vamos discutir a estrutura de nosso sistema.

4.1 Estrutura do sistema

O sistema linear (3.9) € um sistema quadrado de dimenséo 7 dado por:

QAO7=14
onde,
I A@lAr Ael
AG%A AQ?
@ = ABA = :
Aer A AP
i @lA 24 .- or4 2%'_2_8*
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[ Ay [ ¢ ]
AyQ q2
Af = ) Ay A . _ g ;
Y= : = "A—y??ﬁ__ 3 qa= : T,Fr’l_ ;
AyF ¢
| Ay | Kann

comg e Aye IRP™-1 . P+l e Ay?tic B

A matriz  possui uma estrutura bloco diagonal dada pela matriz Bg €
IRP(m=-Lxpm=1)  com uma faixa horizontal e outra vertical dadas pelas ma-
trizes C' e C, respectivamente, com C € IRF(™ 1% @ ginda uma matriz
diagonal D € IR® . Cada ©% & uma matriz diagonal e A é a matriz de in-
cidéncia né-arco associada 4 rede em questdo. E importante observar que §
e ©F dependem da solugio atual e que, em cada iteragdo do método primal-
dual, @ ¢ alterada apenas pela matriz © . Como serd comentado mais
tarde, quando as solugdes geradas pelo método primal-dual se aproximam de
uma solucdo 4tima, as componentes de cada ©* tendem a zero ou a infinito.

Sob diversas condic¢des tedricas — nem sempre satisfeitas na prética —
considera-se () siméirica e definida positiva, pois, tanto By quanto D sio
simétricas e definidas positivas.

Além disso, Q ¢ uma matriz néo singular, pois é calculada a partir da
matriz A , que é a matriz de incidéncia de uma rede com m nése n
arcos e cada O & estritamente positiva. O ntimero de linhas linearmente
dependentes de A ¢é exatamente o nimero de componentes da rede. Se a
rede for conectada, A possui apenas uma linha linearmente dependente.
Em qualquer caso, como as linhas redundantes podem ser retiradas inicial-
mente, podemos considerar que A possui posto completo (sem perda de
generalidade, estamos considerando posto(4) =m —1) .

B importante ressaltar que o sistema linear (3.9) constitui uma apro-
ximagdo de um sistema ndo linear que deve ser resolvido a cada iteragdo do
método primal-dual. E comum, na prética, o uso de uma solu¢do aproxi-
mada para o sistema ndo linear. Soluges aproximadas obtidas resolvendo o
sistema linear de modo exato sdo consideradas satisfatorias.
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Em problemas gerais de programacao linear tém sido utilizadas duas es-
tratégias para resolver o sistema linear das direcoes em métodos de pontos
interiores: a fatoracdo de Cholesky, como, por exemplo, em [1, 2, 43, 49!
e o método dos gradientes conjugados com precondicionadores, como, por
exemplo, em (44, 52].

Comparagies entre estas duas técnicas (entre outras) foram feitas, por
exemplo, por Resende e Veiga [61] e por Portugal e outros [58] para problemas
de fluzo de custo minimo com um tunico produto, usando alguns cédigos
e o método dual-gfim. Estas comparagées mostraram que, com um bom
precondicionador, o uso dos gradientes conjugados é mais vantajoso: o tempo
de cpu é menor e esta vantagem aumenta com o tamanho do problema;
as dire¢des obtidas por gradientes conjugados (aproximadas) ndo alteram o
nlimero de iteracoes do primal-dual e a quantidade de memdria utilizada
por gradientes conjugados é menor. Ainda em Resende e Veiga [60, 63] e
considerando problemas de fluro de custo minimo com um Gnico produto € o
método dual-afim, é mostrado que, embora a matriz A seja esparse (apenas
dois elementos diferentes de zero por coluna), a fatoracdo da matriz AOFA’
pode produzir um “fill-in” considerdvel.

Passamos a descrever as implementactes destas duas técnicas.

4.2 Fatoracao de Cholesky

Iniciamos as implementages resolvendo o sistema (3.9) pela fatoragdo
de Cholesky. De fato, a matriz admite esta fatoracao, pois ¢ simétrica e
definida positiva. Num primeiro passo, ¢ ¢ transformada em uma matriz
triangular superior, de maneira que os dois sistemas lineares seguintes sio

equivalentes:
Bg l C Ay _ q
o ] D APTT | T [T

0 |D-CBC | | By | = | P = OB

Resolver (4.1) significa resolver os sistemas lineares:

(D —C'B3'C) Ay?*t = ¢*** — C'Bg'q (4.2)
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By Ay =g — CAyt (4.3)

A matriz (D-C' 3510) é conhecida como complemento de Schur e serd
denotada por S. Note que

p+1 P
S=D-CB;'C=Y.6"-3 [0 (40°4") A6t ] (4.4)

k=] k=1

b4
qp+l _ C’Balq — qp+1 _ Z [ ek A (AekA’)_l qk ]
k=1

Assim, para resolver o sistema linear (4.1), resolvemos primeiro o sistema
linear (4.2) encontrando Ay?*! e utilizamos este resultado para resolver o
sistema (4.3).

O sistema linear {4.3), cuja matriz dos coeficientes é Bg, pode ser resol-
vido fazendo-se separadamente a fatoracio de Cholesky em cada bloco, pois,
A tem posto (linha) completo e as matrizes AQ*A’ | k =1,---,p sido
simétricas e definidas positivas.

Em outras palavras, este sistema se transforma em p sistemas lineares de
dimensdao m—1 . Como cada um destes sistemas menores é fransformado em
dois sistemas triangulares, acabamos resolvendo 2p sistemas triangulares de
dimensdo m — 1.

Vamos nos deter na construgdo de cada uma das matrizes A% A’ | k =
1,-++,p. J4 vimos que a rede G (e, consequentemente, a matriz A) pode ser
armazenada nos vetores orig e dest. Seja e = (4,7} um arco de G e ay um
elemento de A. Entdo, ax = +1 se origft] = ¢ e aj; = —1 se dest[t] = J.
Assim, cada matriz QF = ABG* A’ pode ser obtida com facilidade, como soma
de matrizes de posto um. Se a* é a coluna de A correspondente ao arco e,
temos que Q% = A@*A' = T* 4’05 (at), e Q pode ser obtida percorrendo
os arcos da rede, em O(n) somas ou subtragdes, com o algoritmo:
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Algoritmo 4.1 (constrdi QF = AQKA" )

QF+ 0 ;
for arco+ l..n do
begin
i « origlarco] ;
j + destlarco] ;
Q1,4 « Q¥ 1) + ©*[arco] ;
Q*[4, 5] + Q[3, 4] -+ ©arco] ;
if {> 7 then QF[j,i] «— Q[4, 4] — O*areco]
else Q[i, ] « QF[i, j] — ©Flarco] ;
endfor

Note que, como Q* é simétrica, construfmos apenas sua parte triangular
superior. Além disso, o Algoritmo 4.1 ndo considera a eliminac¢éo de uma
linha de A (ou de uma linha e a coluna correspondente em Q*).

Um fato interessante é que, se @% = I, um elemento da diagonal Q*[s, 1] ¢
igual ao grau do né 7 correspondente; um elemento fora da diagonal, @[, j] =
Q"[j, 1] é igual ao mimero de arcos ligando os nds i e J, com sinal negativo.

O sistema linear (4.2) é mais diffcil de ser resolvido, devido & sua matriz
de coeficientes, S ; S € R™™ {(em geral n >> m) é simétrica mas densa,
fazendo com que a solugdo de (4.2) por um método direto nio seja vidvel.
Além disso, a obtencdo de S é computacionalmente cara.

Numa primeira implementacio de nosso estudo, usamos a inversa do fator

de Cholesky de cada bloco para construir a matriz S , segundo o esquema
abaixo. Os passos (i) até (iv) sio efetuados para cada produto &k, k =

1,--,p :
(i) obter a fatoracdo de Cholesky de cada bloco: AGFA' = G(Gy)' ;

(ii) calcular a matriz inversa Gy’ ;
(iii) calcular H* = (G Gy*;

(iv) caleular H* = @FA' (A@*A")"! AQF = @+ A’ H* A0%
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(v) acumular, por blocos, a matriz § = Y21 0F -T2 _ OF.

Desta maneira, diminuimos o esforgo computacional do calculo de 5, uma
vez que para um dado produto k%, G;l é triangular e é obtida por uma
formula fechada em ordem de ©(m?) produtos e somas e H* ¢ calculada
em O(n®) produtos e somas, como mostramos a seguir.

Sejam g,f‘j os elementos de Gy, {Gy é triangular inferior) e ij os elementos
de G;'. Entao,

SE=1/gf, i=1,---,m

i—1
5:7=_Z(g:!gf‘])/g::s !fi:l,"',m; j:]_’-..’?:
=3

Sejam H*[7,j] os elementos da matriz simétrica H* = (GylYG;* =
{GxG},)™! . Supondo que a linha m de A foi eliminada, vamos supor zeradas
a linha e a coluna m de H*. Entao, os elementos de cada matriz simétrica
H% ¢ ™" H* = (©FA") H* (A©%) podem ser obtidos pelo algoritmo:

Algoritmo 4.2 (obtengdo de H* = (0%A') H* (A@k-) )

for i1+ 1.n do
begin
il + origji] ;
J1 « destli] ;
for j < 7.n do
begin
12 « origlj] ;
j2 < dest[j] ;
HHi, j] « ©F ©F (H¥[i1, 2]~ H¥(j1, 42~ ¥, j+ H¥(j1,52) ) ;
endfory;
endfori

Obs.: neste algoritmo, ndo estamos fazendo distingdo entre os elementos
H*[i, j] ou H¥[j,4] , j4 que a matriz H* ¢ simétrica.
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Obtida S, resolvemos um sistema linear n x n para a obtencdo de
AyP+! por decomposicdo LU; corrigimos os lados direitos dos blocos e resol-
vemos os sistemas triangulares para obtermos Ay*, k=1, ---, p (de fato,
¢ possivel mostrar que S é definida positiva, de modo que a fatoracio de
Cholesky pode ser utilizada). O problema desta implementagdo foi o gasto
excessivo de memdria, o gue nos obrigou a trabalhar com problemas peque-
nos. Embora tenhamos tirado proveito do fato das matrizes envolvidas serem
simétricas — cada uma delas fol armazenada num vetor (por linha ou por
coluna, dependendo da conveni€ncia) — sao vérias matrizes e, mais ainda,
uma para cada produtc. Um préximo passo seria a implementagdo conside-
rando técnicas de esparsidade na construgao de cada fator Gy , de modo a
preservar & estrutura bloco-angular do problema. Isto néo foi feito. De fato,
Resende e Veiga [60] j4 haviam mostrado que estes fatores nio siao esparsos,
mesmo quando a matriz A é esparsa.

Em uma segunda implementacdo, foi feita a fatoracda de Cholesky no
sistema (4.1) de maneira global, isto ¢, a fatoragio efetuada em cada bloco
da matriz Bgy teve seu pivoteamento estendido para as faixas C e (',
para o lado direito § e para a matriz diagonal D . A resolugdo dos p
subsistemas € idéntica 4 implementacdo anterior. Novamente, o gasto com
memdria foi excessivo (uma das faixas — a horizontal ou a vertical — pre-
cisa ser armazenada), inviabilizando a resolugio de problemas com dimensdes
majores. Armazenamos cada fator G e cada inversa {Gg)~', embora de
cada uma delas tenha sido armazenado a metade dos elementos mais a diago-
nal. Na vetorizagdo destas matrizes, foram feitas algumas variacdes quanto
a0 seu armazenamento, uma vez que estes fatores podem ser armazenados
por linhas ou por colunas, ou ainda, a parte triangular inferior ( Gy ) ou a
parte triangular superior ( G} ) .

Com o objetivo de considerar técnicas de esparsidade, exibimos (para
problemas pequenos obtidos com o gerador de problemas de multifluxo) a
estrutura das matrizes AG*A’ | G, e AO* — antes ¢ depois dos pivo-
teamentos. Pudemos concluir claramente que AS*A’ e G, sio matrizes
densas {embora A seja esparsa) e que, embora AO* seja esparsa, depois dos
pivoteamentos ela também se torna densa. Dadas as sugestGes da literatura
quanto ao uso do método dos gradientes conjugados nestes casos, decidimos
ndo investir em técnicas de esparsidade.

72



Como exemplo, podemos observar na Figura 4.1 uma matriz de incidéncia
A (40 x 240), com 480 elementos ndo nulos, obtida através do gerador de pro-
blemas de multifluxo. Sua porcentagem de esparsidade (ndmero de elementos
nio nulos x 100 / nimero total de elementos) é de 5%. No entanto, a matiiz
AA’ (40 x 40) possui 454 elementos ndo nulos, com uma porcentagem de es-
parsidade de 28.38%. Além disso, os elementos ndo nulos de A séo apenas +1
e —1 (dois elementos ndo nulos por coluna), enquanto que, ao trabalharmos

com AOF A’ temos 454 elementos quaisquer.

Figura 4.1: Elementos ndo nulos de Ae AA'

Li e Lustig [42] fizeram uma implementac¢do do método primal-dual utili-
zando processadores paralelos na constru¢do da matriz S e resolvendo todos
os subsistemas de (4.3) e mais o sistema (4.2) por fatoracio de Cholesky.
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Castro [10] mostra que a matriz S torna-se completamente densa, afir-
mando ser proibitivo o uso de um método direto para a resolugdo de {4.2).
Ele resolve este sistema por gradientes conjugados (precondicionado), mas
resolve os subsistemas de (4.3) por fatoracio de Cholesky esparsa (heuristica
“minimum degree” para a obtencdo de uma permutac¢do de nés da rede).

Como observagao, a variante preditor-corretor € bastante usada com a
fatoragdo de Cholesky, uma vez que este fator pode ser armazenado para
ser utilizado nos dois sistemas lineares envolvidos. Acreditamos que nesta
variante nao seja comum o uso do método dos gradienies conjugados, uma vez
que precisarfamos aplicar este método duas vezes. Por isso, ndo utilizamos a
variante preditor-corretor em nosso estudo.

Cabe notar que, em todas as implementagées, exploramos as facilidades
de trabalhar com uma matriz de incidéncia né-arco. Por exemplo, se v €
um vetor de dimensio apropriada ¢ D é uma matriz diagonal com elementos
d;, produtos do tipo Av, A'v, ADv, ou DA'v podem ser efetuados com
facilidade quando percorremos os arcos da rede. Os dois primeiros produtos
séo efetuados em O(n) somas ou subtragdes e os dois dltimos, em O(n)
somas (ou subtragdes) e produtos. Apresentamos, a seguir, o cdleulo dos dois
tltimos. Neles, estamos supondo que a linha m da matriz A foi eliminada.

produto g = ADw:

g« 0;
for greco« 1..n do
begin
i +- origlarco] ;
Jj - destlarco] ;
gld]  gli] -+ diareo] » vjarea) ;
g7} + glfl — dlarco] * v[areo] ;
endfor;
glm} <0
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produto g = DA'v:

vfm] « 0 ;
for arco+ 1..n do
begin
i + origlarco] ;
J + destlarco] ;
glarco] + dlarco] * (v[i] — v[j]) ;
endfor

Dado o excesso de memdria utilizada, o que inviabilizou nossas imple-
mentacoes com a fatoracdo de Cholesky, consideramos, nas demais imple-
mentagoes, 0 uso de métodos iterativos.

4.3 Meétodo dos gradientes conjugados

Os métodos iterativos, além de preservarem a estrutura original do pro-
blema {como a matriz @ & esparsa, isto implica numa quantidade menor de
memdria utilizada), apresentam um esfor¢o computacional por iteragdo pe-
queno, uma vez que apenas efetuam produtos matriz-vetor. Além disso, sdo
faceis de serem implementados, mas sdo vidveis somente quando seu nimero
de iteragdes ndo for grande. '

Convém salientar que, dentre os métodos iterativos, fol feita uma ten-
tativa com o método de Gauss-Seidel aplicado ao sistema (3.9). Embora
a convergéncia deste processo seja teoricamente garantida ( @ = ABA
é simétrica e definida positiva), esta convergéncia se deu de maneira ex-
tremamente lenta, mesmo considerando problemas pequencs. O esquema

implementado foi o seguinte:
(i) £+ 0; fornecer (Ayr*')!;

(ii) resolver p sistemas lineares:

(AO*A) Ay* = ¢* — AB* (Ay+), k=1, -+, p;

(ifi) corrigir Ay**' resolvendo o sistema diagonal:
( Thh ©F) (Ayr+)Ht = @+ — TE_ (8%4)) Ayk;
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(iv) £+ £+1;
repetir (ii) e (iii) até que um critério de parada seja satisfeito.

Consideramos entdo o método dos gradientes conjugados com o uso de
precondicionadores — o mais recomendado na literatura para sistemas defi-
nidos positivos. Este método apresenta convergéncia répida se for usado um
bom precondicionador, que se torna mais necessario & medida que o método
primal-dual de aproxima de uma solugdo tima do problema, j4 que a matriz
@ se torna muito mal-condicionada.

Vamos entdo discutir um pouco sobre precondicionadores.

4.3.1 Introduzindo precondicionadores

O método dos gradientes conjugados, teoricamente, fornece a solu¢io do
sistema linear (3.9) apés a realizacdo de 7 iveragOes, onde M =p(m—1)+n
¢ a dimensdo do sistema (supondo a rede conectada). No entanto, como os
ndmeros sdo armazenados em palavras com um nimero fixo de bits, o mau
condicionamento da matriz pode prejudicar os calculos, ampliando os efeitos
dos erros de arredondamento, de modo que o método pode convergir muito
lentamente ou mesmo nido convergir. Cabe dizer também que, se 7 for
grande, 7 ndo €é um nimero de iteragdes aceitdvel: a literatura considera
satisfat6rio tm niimero de iteracdes da ordem de O(v/n) .

Uma medida importante da sensibilidade do sistema ¢ dada pelo ni¥mero
de condigio x(Q) da matriz @, definido por (@) = i@l |G~} . Se
a matriz for singular, dizemos que seu nimero de condigdo ¢ infinito. Se
£(Q) for um niimero grande, dizemos que @ ¢ mal condicionada. Note
que #(Q) depende da norma utilizada. Se a norma utilizada for a norma-2,
denotaremos o nimero de condigdo por ng(Q), que, neste caso, ¢ dado pela

razao entre o maior e o menor autovalor de @ .

Através desta definicdo, podemos observar que o mau condicionamento do
sistema ocorre quando os autovalores da matriz se distribuem num intervalo
muito grande ou quando existem autovalores muito préximos de zero.

Golub e Van Loan [19] e Axelsson ¢ Barker [6] apresentam resultados de
convergéncia para o0 método dos gradientes conjugados envolvendo o ndmero
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de condigao da matriz § do sistema. Entre eles, um resultado apresentado
¢ um limitante para o valor do erro, dado por:

= ¢
189 - (A¥llg < 21185 — (A1l (——%ﬁ-)

onde (Ag’j)e é a direcdo obtida na /- ésima iteragio do gradiente conjugado,
(A%)® ¢ a direcdo inicial e H’U” 'O .

Daqui observamos que o método dos gradientes conjugados ¢ eficiente se
ka(€)) ~ 1 . Em outras palavras, 0 método dos gradientes conjugados traba-
lha bem com matrizes que sio bem condicionadas ou que possuem pouUcos
autovalores distintos. Por isso, uma técnica muito empregada € transformar
0 sistema original em umn sistema equivalente cuja matriz possua um me-
lhor condicionamento. Entretanto, os calculos envolvendo a matriz do novo
sistema nao devem ser caros,

E importante acrescentar que, quando resolvemos o problema do multi-
fluxo pelo método primal-dual de pontos interiores, a matriz § do sistema
linear (3.9) é modificada em cada iteracio pela matriz © . Lembrando que
8 éformada por p+1 matrizes diagonais ©F cujos elementos sio dados em
(3.11) e (3.12), podemos verificar que, & medida que a solugdo fornecida pelo
método primal-dual se aproxima de uma solucgéo 6tima, os elementos de cada
OF se aproximam de zero ou de infinito, causando um mau condicionamento
na matriz @ (o indice & se refere a um bloco):

=P P, j=1, oy n

se :t:”+1>0 entio 25T ~0=>9p+1~oc,
se z"+1>0 entio :n”+1~0=>6p+1~0

e:=($f3§)/(s Z +$kwk) k=13 ey By .?‘_"1: e, N

se a:i’*-'{] entao s;‘~u’°=>@£~0
se ¥~ f,entao s"~0=>8 ~0;

se0< z¥ < uk ,enta.o z¥ & 0 g w}‘”O:t-@"moc
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Considerando entdo o sistema linear simétrico e definido positivo
Q A§ = §, construimos o sistema linear equivalente

PQPY Aj =
onde Af=P Af ¢ §=P'§

Este novo sistema é chamado de sistema transformado ou sisteme precondi-
cionado e a matriz () = P7'Q(P~1) ¢ chamada de matriz precondicionada.
A matriz P é chamada de matriz precondicionadore oun, simplesmente, pre-
condicionedor. Em geral, o precondicionador € uma matriz simétrica e de-
finida positiva, embora outros tipos de precondicionadores também possam
ser considerados. Se Q é simétrica, entdao Q também é simétrica.

Para que a convergéncia do método dos gradientes conjugados seja mais
répida, () deve estar “mais perto” da mairiz identidade doque @ . E a
nova distribuicdo dos autovalores de ) deve ser tal que a distincia entre
eles diminui — desta maneira, a razao entre o maior e o menor deles também
diminui. Por isso, um bom precondicionador deve possuir as seguintes pro-
priedades:

(i) (@) deve ser bem menor do que x(Q) ;

(ii) os cdleulos adicionais no método dos gradientes conjugados devem ser
efetuados com facilidade, isto €, sistemas lineares do tipo PP'r =g
devem ser resolvidos mais facilmente do que Q AT =7 ;

(iif) dependendo do precondicionador, é desejivel que o padréo de espar-
sidade de @ seja bastante parecido com o padrdo de esparsidade de

G .

Com o precondicionamento, resoclvemos um sistema linear envolvendo a
matriz P em cada iteragio do método dos gradientes conjugados. Por isso, o
precondicionador deve ser razoavelmente simples e deve procurar respeitar as
propriedades anteriores, sendo esta a razao de se usar freglientemente precon-
dicionadores diagonais ou triangulares. Por outro lado, precondicionadores
muito simples podem ndo ser efetivos, isto € podem ndo conseguir diminuir
suficientemente o nimero de condigdo da matriz, e a ordem de convergéncia
do método dos gradientes conjugados fica comprometida. Desta maneira,
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muitas vezes criamos um impasse: os precondicionadores mais efetivos sdo
mais caros de serem construidos. Concluindo, um bom precondicionador,
além de diminuir o niimero de iteragées do método dos gradientes conjuga-
dos, ndo deve ser tao dificil de ser construido, a ponto de comprometer o
tempo total de execucdo. No entanto, quando ha necessidade de se utilizar
um precondicionador mais caro, podemos manté-lo durante algumas iteracoes
do método primal-dual.

Antes de discutirmos os precondicionadores propriamente, vamos colocar
um resumo do método dos gradientes conjugados.

4.3.2 O método do gradiente conjugado precondicio-
nado
Como o método dos gradientes conjugados precondicionado estd bastante

discutido na literatura, vamos coloear aqui apenas seu algoritmo. Para maio-
res detalhes ver, por exemplo, Golub e Van Loan [19] e Axelsson e Barker

[6].

Sejam Q e Q= P‘1Q(P‘1)’ matrizes simétricas e positivas definidas e
sejam AF=P' Aj e §=P§.

Neste algoritmo, consideramos:
Sistema original:

QAr7=37 (4.5)
Sistema transformado: L
QAF=¢ (4.6)
Residuo do sistema original:
r=7-Q A7,

Residuo do sistema precondicionado:

F=§-—QAj=P g PIQ(P ) (PAG) = PMg- Q Aj) = P'r.
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O algoritmo seguinte fornece a sohigdo do sistema linear (4.5) direta-
mente, ou seja, a solugdo aproximada do sistema original é fornecida sem
calcular a solugdo aproximada do sistema precondicionado (4.6). Esta € a
versao usual que aparece na literatura, com M = PP’ Noteque,se P =1,
o sistema ndo é precondicionado. (Af)® é a aproximagio inicial e (A
é a aproximagao da solugdo encontrada na iteragdo ! . Alguns detalbes da
implementagdo, incluindo o critério de parada, sdo discutidos a seguir.

Algoritmo 4.3 (gradiente conjugado precondicionado)

Fornecer @: g M, (Aﬁ)n?
0e0; eg-Qp°;
Resolver Mz0 =10

d® — 20 ;

Enquanto o critério de parada ndo for satisfeito faga
P Q d
of « () 2t ) (d)
(AP « (AF) +of dt ;
Pl pt ot :
resolver M zf+! =il .
Bl () 2] () A
d£+1 — z£+1 + ﬁf df :
L1041,
A7+ (Bg)°

Observando o algoritmo, fica claro que o sistema linear Mz =7, com
Me  R™™, ze r €JH™, que aparece em cada iteragio do gradiente
conjugado, deve ser facil de ser resolvido. E comum também considerar
(AD)® = 0. Neste caso, teremos r° = § e eliminamos um produto matriz-
vetor. Outra sugestao é colocar (A;fj)o = § , 0 que resulta numa economia
de uma iteragao neste método.

Na implementacéo do Algoritmo 4.3, seu critério de parada se dd quando
a primeira das trés condicOes seguintes ocorre:

(i) (vt rt<eg, {consideramos g, = 107%);
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(i) kmax =7, onde kmaz é o nimero maximo de iteragoes permitido;

(i) |1 — coso| < £cos » ODNde g é 0 &ngulo entre @(A@r‘)g e G;

= 2o e ente tOmamos €gs = 1072 .
cosg = ﬁ{’u_né(%l'ﬁ geralm m cos

O item (iii) é uma sugestdo é de Resende e outros [58, 59, 61] para pro-
blemas de fluxo de custo minimo com um inico produto.

Podemos observar que o cilculo de coso é computacionalmente caro,
tendo a complexidade de uma iteragdo do gradiente conjugado. Por este
motivo, substituimos a expressio de coso por um célculo aproximado:
como r=g—0 Aj = §—r = Q Af, consideramos a aproximagio
g—rte Q A%t , onde rf é o residuo obtido na iteracdo £ dos gradientes
conjugados. Em outras palavras, trabalhamos com a seguinte aproximacao:

1§’ (G—r9)
lall i@ -9l

Esta dltima expressio pode ser calculada em cada iteracdo dos gradientes
conjugados por ser mais barata do que a original. De fato, esta aproximacao
pode ser utilizada, pois, na pritica, o método dos gradientes conjugados ofe-
rece diregdes boas (desde que o precondicionador usado seja efetivo). Outra
sugestdo de Portugal ¢ Resende [58| para este critério de parada é iniciar com
Eeos = 107% na primeira iteracio do método primal-dual e, nas iteracdes se-
guintes, diminuir esta tolerdncia para £¢ps < 0.95 ¢ . Outros detalhes do
critério de parada estdo melhor discutidos no Capitulo 6.

Coso =

Cabe salientar que, quando aplicamos o Algoritmo 4.3 ao sistema linear
(3.9), ndo precisamos armazenar explicitamente a matriz Q = ABA . Como
ja foi comentado anteriormente, exploramos as facilidades de trabalhar com
uma matriz de incidéncia né-arco. Assim, por exemplo, o produto matriz-
vetor Qv , onde v é um vetor coluna de dimensio apropriada, sers:

[ ABA! Aot T »t ] [ AGMA ol + AB! oot ]
Ae2A Ae? v? AG2A" 2 4 AB? yptl
ADPA AEP 7 AGPA' o 4 ABP Pt
] oA 024" ... OrA Zp+l it pPtl ] I g
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onde 7=Y%_, (OFA' v*) 4 (Th1] ©F) vl

Cada componente g = AQ*A' v¥ + A@F 17! pode ser obtida por
(0 nd raiz é 0 né m):

g0
vF[m] 0 ;
for arco « 1..n do
begin
i + origlarco] ;
j + destiarco| ;
gli] « glé] + ©*arco] * (v*[5] — v*[5] + vP+arco]) ;
gl7] « gl7] + ©*arco] » (v*[4] — v*lE] + v Harco]) ;
endfor;
gim] < 0

Assim, cada vetor g = AOFA'vF4 AOFyP1! § calculado com 2n produtos,
4n somas e 2n subtragdes. Em p blocos efetuamos entdo 2np produtos e
6np somas e subtragfes. A ltima “linha” de Qu, 7, é calculada com
(p+ 1)n produtos, pn subtragGes e pn somas. Isto nos leva a um total de 8pn
somas e subtragdes e (3p+ 1)n produtos, isto é, o produto Qv é efetuado em
O(np) produtos e somas (subtragdes).

Qutro comentdrio é sobre o pouto inicial para o método dos gradientes
conjugados: inicialmente, comegamos colocando (Ag)" = 0 . BEm outra
implementacio, a direcdo inicial foi tomada como sendo a diregdo AF obtida
na iteragdo anterior do método primal-dual. A idéia era que, se © e §
nao variam muito de uma iteracao para a seguinte no método primal-dual,
entdo a direcao produzida pelo gradiente conjugado também nio deve alterar
muito. Os testes computacionais mostraram que quase nio existe diferenga
entre estas duas versdes, pois, nas primeiras itera¢bes do método primal-dual
as diregdes sao bastante diferentes entre si e, nas tltimas iteragGes, quando
a solucdo tende a zero, elas apresentam ordem de granderza distintas, néo
fazendo muita diferenca entio colocar ou ndo (Ai})o =0,
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4.3.3 Precondicionadores utilizados

Em métodos de pontos interiores para problemas gerais de programacao
linear, uma classe de precondicionadores bastante usada € a fatoragdo in-
complete (ver, por exemplo, Golub ¢ Van Loan [19] e Axelsson e Barker
[6]). Nesta classe, encontramos a fatoragdo LU incompleta e a fatoregdo de
Cholesky incompleta, caso a matriz do sistema ¢ seja simétrica e definida
positiva. Como o padrdo de esparsidade de L n&o necessariamente coincide
com o padrdo de esparsidade da parte inferior de () , em geral sdo feitas
permutagdes em  de modo a diminuir o “fillin” de L (a heuristica “mint-
mum degree” é bastante utilizada). A idéia da fatoracdo incompleta é ignorar
os fill-in’s, deixando L com a mesma estrutura de esparsidade que a parte
inferior de § . Axelsson e Barker [6] apresentam alguns resultados sobre a fa-
toracao incompleta. Apresenta também outro tipo de precondicionador para
o gradiente conjugado — o SSOR (Symmelric Sucessive OverRelazation) e
uma andlise de sua convergéncia. Oliveira [56] apresenta uma classe mais
geral de precondicionadores, trabalhando com o sistema aumentado (isto é,
as varidveis envolvidas no sistema das direces s8o Az e Ay ), ao invés
do sitema reduzido (onde as varidveis sdo apenas Ay ). Ele mostra que
os precondicionadores utilizados no sistema reduzido tém seu equivalente no
sistema aumentado e, em ve7 de calcular a fatoragdo de Cholesky incompleta
para o sistema reduzido, calcula a fatoracio LU de um conjunto de colunas
linearmente independentes de Q. Suas experiéncias mostraram que este
tipo de precondicionador apresenta a vantagem de ter uma maior eficiéncia
nas dltimas iteracGes do método primal-dual, ao contrario do que geralmente
acontece, pois os precondicionadores costumam ser menos efetivos nestas
dltimas iteragGes.

Precondicionadores diagonais também séo utilizados por todos estes au-
tores, principalmente devido & sua simplicidade.

Para problemas de fluzo de custo ménimo com um \nico produto, os pre-
condicionadores sugeridos sdo os de Resende e Veiga [60, 61, 62] — precondi-
cionador diagonal e precondicionadar drvore (ou floresta) geradora mdzima,
que descreveremos a seguir; o de Portugal e outros [57] (para problemas de
transporte} — fatoracio QR incompleta, que é baseado no precondicionador
drvore geradora méxima (onde é feita a fatoragio QR incompleta) e o de
Mehrotra e Wang [53], baseado na fatoragao de Cholesky incompleta e que
combina as idéias de Resende e Veiga [62] e de Portugal [57] (a fatoracdo é
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feita nos arcos correspondentes 4 drvore com a adigao de uma matriz diago-
nal).

Precondicionador diagonal

Neste precondicionador, simplesmente tomamos

o

M = diag(Q) = diag(ABA')
(ou P = M*?), Especificamente,
M= (Dla e :Dpa DP-H-)

onde
Dk = d?jag(A@kA') , k=1,--,p

+l_p+1 k
=S
k=1

Lembramos que § néo é montada explicitamente. Para construir M |,
podemos utilizar parte do Algoritmo 4.1 para montar as p matrizes diagonais
D*, onde efetuamos 2np somas para os p produtos. Na construcdo de
PPl — 3P OF utilizamos np somas,

O sistema linear dos residucs, Mz = r, que é resolvido em cada iteracao
do Algoritmo 4.3, necessita M divisdes sendo que, se um elemento de M for
menor do que 10~¥, ser4 designado o valor zero & componente correspondente
em z (todos os cdlculos foram feitos em precisdo dupla).

Embora este precondicionador seja muito simples de ser calculado, ele
s6 é efetivo nas primeiras iteragfes do método primal-dual. Por isso, seu
uso costuma ser combinado com outros precondicionadores mais efetivos nas
iteracses finais.

Precondicionador floresta geradora mixima

Este é um precondicionador bastante efetivo para problemas de fluzo de
custo minimo com um inico produto, com a vantagem adicional de convergir
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4 base étima no final do método de pontos interiores, se o problema for nao
degenerado. Para problemas com um produto apenas, este precondicionador
é uma drvore geradora com raiz da rede, onde os pesos nos arcos sdo dados
pelos maiores elementos da matriz de “scaling”.

Para apresentar este precondicionador, vamos nos concentrar inicialmente
em um tnico produto, cuja matriz de coeficientes é dada por AGFA'.

Em nossa discussdo sobre o comportamento da matriz de scaling ©*
vimos que uma indicagdo para que um arco seja bésico é que ele apresente
um valor grande para a componente correspondente ©% . Daf ser uma boa
indicacdo tomar os arcos com os maiores pesos. Lembramos que, caso a
rede seja desconectada, teremos uma floresta geradora em vez de uma drvore
geradora com raiz.

A idéia deste precondicionador é entdo construir uma floresta geradora
méaxima. Na pritica, podemaos usar por exemplo, o algoritmo de Kruskal
para construir a floresta geradora maxima correspondente a cada produto
k, k=1, ---, p, onde a estrutura de heap é explorada — o heap ¢é feito
em fungdo dos arcos do produto & que possuem os maiores valores na matriz
@ correspondente. Como foi descrito no Capitulo 2 {Algoritmos 2.3 e 2.4),
o algoritmo encontra os arcos de maior peso que formam a floresta geradora
méxima do produto &, que fica bem caracterizada com a estrutura de dados
definida anteriormente, ou seja, com os vetores pred {predecessor), fio {fio
direto) e rev {fio reverso).

Seja B* a floresta geradora mixima para o produto k, numa certa
iteracdo do método primai-dual, cujos arcos selecionados sdo os que pos-
suem maior peso na matriz ©* correspondente. Assim, B* é uma subma-
triz de A cujas colunas linearmente independentes sio dadas pelos arcos
€irs Cigy "y i , 1510 &,

B* = {ein €ipy """, eim}

onde 7 é o ntimero de arcos de B* . Se o grafo for conectado, m=m -1 .
O valor de 7 é o niimero de nds mencs o nimero de componentes do grafo.
Seja

oY = diag( ©* , ©% ..., 6’;@ )

€i1? €iz?
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O precondicionador chamado de floresta geradora mdzrima é entao com-
posto por uma floresta geradora maxima com raiz para cada produto &, & =
1,---,p e, para o acoplamento, ele ainda ¢ formado pela diagonal correspon-
dente de @, isto &,

[ B(eh) ]
B2(©3)/"
P=
Br(Op )1
i (DPH)VE |
e
| B'eL(B'Y ]
B2O% (B
M=PP =
BEY,( B?)’
DP'!'—J-

Assim, em cada iteracio do gradiente conjugado precondicionado, o sis-
tema linear dos residuos, Mz = 7, é formado por p+1 sistemas independen-
tes (estamos omitindo aqui também o indice relativo ao nimero da iteracio
do gradiente conjugado):

B*Ob(B*YY X =¢F, k=1,.-.,p (4.7)

Dp+lzp+1 — ,rp+1 (4.8)

onde z = (2 2% -+ 22 2T | ro= (rP ¢ ... P PP com X e
r*"e R™  k=1---,p; 2" ¢ 7 ¢ R" (/h é o niimero de arcos de

BX).

No Capitulo 2, vimos que & matriz associada & uma 4rvore geradora (base
para o problema) pode ter suas linhas/colunas permutadas de modo a ficar
na forma triangular. Isto é feito em (O(m) operagdes.
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Vamos supor que B* é uma matriz triangular inferior. Cada sistema
linear de (4.7) é resolvido em trés partes:

(i) BErk =k
(i) Okzk =7
(iif) (B*Yz* = z*
Conforme o Capftulo 2, cada sistema linear triangular (i) é resolvido com
operagdes de soma e produto apenas, percorrendo a drvore B* no sentido
das folhas para a raiz (Algoritmo 2.1). O mesmo se dd com cada sistema
linear (iii} (triangular superior), mas agora percorremos a 4rvore no sentido

da raiz para as fothas (Algoritmo 2.2). Finalmente, cada sistema linear (if)
é diagonal, e é resolvido efetuando-se 7 divisdes.

O sistema (4.8) também é diagonal e é resolvido com n divisdes.

Precondicionador combinado

Conforme sugerido na literatura para problemas de fluzo de custo minimo
com um produto, na pratica se utiliza o precondicionador diagonal nas pri-
meiras iteragGes do método de pontos interiores e, nas tltimas, o precon-
dicionador da floresta geradora. E necessario fazer um monitoramento das
iteragGes do método de pontos interiores para se fazer a troca de precondi-
cionadores, € isto ndo é muito ficil. Neste sentido, um niimero de iteragoes
considerado bom para o método dos gradientes conjugados é w+/M , onde
w > 0 nao é grande e M ¢ a dimensdo do sistema linear. A quantidade
w+/M costuma ser um indicador para a troca de precondicionadores: en-
quanto um precondicionador produz, no método dos gradientes conjugados,
um ndmero de iteragdes desta ordem, ele é usado. Caso contririo, o precon-
dicionador é substituido por outro.

Numa primeira implementacio do método dos gradientes conjugados, usa-
mos apenas o precondicionador diagonal. Como jé foi dito, este precondicio-
nador nao foi efetivo, mesmo para problemas considerados pequenos. Por
exemplo, para m = 200 nds, n = 300 arcos e p = 10 produtos, o que
resulta num sistema linear de dimenséo 7 = p(m—1)+n = 2290 (redes co-
nectadas), o algoritmo dos gradientes conjugados utilizou todas as iteragoes
permitidas ( kmaz = 2290 ) e ndo alcancou a precisao desejada.
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Numa segunda implementacio, usamos uma combinagio dos precondi-
cionadores diagonal e floresta geradora mdxima. De fato, podemos combinar
estes dois precondicionadores de virias maneiras: podemos utilizar somente o
diagonal, somente a floresta geradora, ou iniciar com o diagonal e passar para
a floresta geradora. Foram realizados vérios testes computacionais, e deles
concluimos que, nas primeiras iteragdes do primal-dual, é indiferente utilizar
um ou outro precondicionador. Como o diagonal é bem mais barato, é conve-
niente comegar com ele. Por outro lado, nas ltimas iteracdes do primal-dual,
embora o precondicionador floresta geradora também perca sua eficiéncia, ele
ainda é bem mais efetivo do que o diagonal: isto justifica o fato de que, uma
vez, abandonado o precondicionador diagonal, ndo devemos voltar a usd-lo.
Por isso, também concluimos que a melhor estratégia é comecar com o diago-
nal e terminar com a floresta geradora. Assim, trocamos de precondicionador
quando o nimero de iteragdes do método dos gradientes conjugados é maior
do que v/ e o niimero da iteragio do método primal-dual é maior do que
“gt, fg”, um pardmetro que devemos fornecer. Para vérios testes efetuados,
em problemas com dimensio até m =400, n =800, p=10 (M = 4790),
o melhor valor para it.fg (valor que diminuju o nimero de iteragGes no
gradiente conjugado, obtido experimentalmente) ficou em torno de 7 (ver
Capitulo 6).

Portugal e outros [57], para problemas de transporte, comentam sobre
a dificuldade de se concluir em qual iteragao do método de pontos interio-
res se deve trocar de precondicionador. Eles supdem que o niimero desta
melhor iteragdo é conhecido a priori, sendo um dado de entrada em sua
implementacdo. Depois de virios experimentos, concluem que esta melhor
iteracdo € a nimero 8. Alids, esta é uma vantagem do precondicionador que
apresentam (fatoracio QR incompleta): ele tem um comportamento “pare-
cido” com o diagonal nas primeiras iteragdes do método de pontos interiores
e “parecido” com a floresta geradora nas ultimas iteracGes, sem apresentar o
problema da troca.

Castro [10] aplica gradientes conjugados apenas ao sistema linear {4.2).
Ele mostra que a matriz S deste sistema € simétrica e definida positiva em
cada iteracdo do método de pontos interiores e apresenta um precondiciona-
dor que é uma aproximacao para S”!.
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4.3.4 Consideracdes sobre a floresta geradora mdxima

Vamos iniciar esta discussdo considerando o problema de fluzo de custo
ménémo com um Gnico produto, cuja matriz ¢} correspondente é ¢ = AGA’ .
Seja B uma base (floresta geradora com raiz) para este problema e vamos
considerar a particio nas matrizes A e © dada por:

A=[ B N | ; e-_—[@” GN]

onde,
N: submatriz de A formada pelos arcos ndo bésicos;

Opg: matriz diagonal cujos elementos correspondem aos arcos basicos;
Op: matriz diagonal cujos elementos correspondem aos arcos ndo basicos.

A matriz transformada Q ¢ dada por @ = P1Q(P-1Y, onde P = B@g 2,
Assim,

Q - @;1/23“1 Q‘ (B—l)re}—glm _ @}—?1;’23,1 ABA (B‘l)'@};uz _

Incluindo as partigdes de A e © |, temos que

@=0;"B'[ B N ][93 GN} [ ﬁ,](s-l)'eglﬂ__-

= 0;?B-! (BOpB'+NOxN') (B-1)O7'% = [+03} (B-1N) Oy (B7INY' .

Observamos entao que, para problemas ndo degenerados, nas iltimas
iteragbes do método primal-dual de pontos interiores, como ©x se aproxima
de zero, @ se aproxima de /. Logo, M = BOgB' se aproxima de (J = AOA’ .
Em outras palavras, B se aproxima da base 6tima do problema, e esta é uma
boa razdo para se usar este precondicionador.

No problema de multifiuzo, o precondicionador correspondente & floresta
geradora maxima do problema de fluzo de custo minimo com um dGnico pro-
duto é uma base para o problema do multifluxo. Na pratica, ndo é facil obter
esta base, principalmente para problemas degenerados — é dificil reconhecer
se um determinado arco e; de um produto k, que possui um valor grande de
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6;?, estd na floresta geradora deste produto ou estd formando um ciclo com
esta floresta. Tentamos algumas heuristicas neste sentido.

Vejamos o que acontece com a matriz transformada Q neste caso, onde
Q = P—lQ(P-—l)r )

Definindo Qf = A@*A’ , k=1,---,p e usando as defini¢es anteriores
de O, P e DPt! | temos que Q é formada pelo produto das trés matrizes
seguintes:

(B'(©})2)

&
i

RGN
[y

Ql Ael

@ | Aor
OTA - A DT

(BY(O})2)

(B7(©5) 7)™
(@7

Apgora, similarmente ao problema de fluzo de custo minimo com um tinico
produto, vamos tomar cada matriz QF = AB*A’ e considerar a particio em
A dada por:

A = [B¥| R* N¥|
onde,

B*: base {floresta geradora com raiz) para o produto & ;

R*: matriz composta por arcos que fazem ciclos com a floresta geradora do
produto k (pode ser vazia; ver Capitulo 2);
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N*: matriz composta por arcos fora da floresta geradora do produto k e fora
da base de multifluxo.

Estendendo estas particdes para as matrizes ©% e DPFL | temos:

= Dy
. [ g | TRl

O% D ]

Com estas partigoes, a matriz ) pode ser calculada por partes: primei-
ramente, vamos calcular seus blocos; depois, suas faixas.

e Primeiro, observamos que Q% = AG¥ A’ pode ser reescrita por:
O (B*Y
QF = [ Bt RF NF ] @ﬁ (Rk)r ~
% J L (N*Y
— B"@%(B")' + R.‘c@;(Rk)r_]_Nkeﬁr(Nk)f
Assim, cada bloco k de § é:
(O5)774(B4) Q* (B (@) =
= (OR) V3 (BF) ™" [B*OL(B*Y+R O} (BY)+N*O% (N*)] ((BY)Y(©h)/ =

= 1+ (%)™ [(BY RN 0% [(BYRY + (0%) [(BY) V"] 0 (B N*]
Chamando de:
BF = (0%)" [(B*)' R ©% [(B*)'R*Y (4.9)
N* = (8})7! (B*)' N &% [(B*)~"N*Y (4.10)

temos que cada bloco k de Q €
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©F)7VABNT QF (BN (OF) P =T+ RF 4+ R (4.11)

e O iltimo elemento de Q (“linha” p+1 e “coluna” p+1) serd a matriz
identidade de ordem n.

e Por #ltimo, cada elemento da ltima “coluna” (“linha”) de Q é dado
por (faixa vertical):

[BE(©F)Y) 7 A0FDYV2, k=1,--,p.

Colocando as particies em A, ©%F e DPHL | temos:

(@%)—lfz(Bk)—lA@kD—lﬁ —

ok D"
— (9%)—1;2(Bk)—1 [ Bt Rk N ] @1}:{ DEI}Q
ok
=(0%)72(BY [ B*eyD; "  RFOEDF NRODRY? |
Chamando de:
Ef = (6%)2 Dp'/? (4.12)
E} = (6%)72 {(B")'RY 645! (4.13)
Ef = (©%)712 [(BY)™'N¥ 04D (4.14)
temos que cada elemento da faixa vertical de Q¢
@k xBhA0tD™ 2 =] B Eh E% | (4.15)

Finalmente, voltamos & expressao de Q) e substituimos cada bloco pela
expressao dada por (4.11) e a dltima “coluna/linha” por (4.15), obtendo:
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I+ R4 N [EL | E} | EX]

S
Il

I+ P+ N0 (B | B | B
ELTELTEY — BB B !

Como foi discutido anteriormente, nas Gltimas iteracdes do método primal-
dual de pontos interiores, @% se aproxima de zero. Isto significa que as ma-
trizes N*, dadas por (4.10) e E¥, dadas por (4.14) se aproximam da matriz
nula. No entanto, os elementos de Ok siio grandes, impedindo que os blocos
de @ se aproximem da identidade. Por outro lado, observamos também que
o dltimo “elemento” de Q é a matriz identidade, ou seja, para este Gltimo
bloco, o precondicionador diagonal é adequado.

Também salientamos que:
e as matrizes E% dadas por (4.12) sio matrizes diagonais;

o cada coluna &% de (B*)~'R* (ou de (B*)~'N*) corresponde & uma cadeia
do nd 7 ao nd j através da floresta geradora do produto k, e é ficil de ser
obtida (ver Capitulo 2); '

e em vista deste fato, as matrizes R, N*, EE e E% | dadas respectiva-
mente por (4.9), (4.10), (4.13) e (4.14) podem ser obtidas com facilidade, pois
sdo formadas por produtos de matrizes diagonais e de cadeias em florestas
geradoras.

Assim, com um esfor¢o computacional maior, é possivel obter um melhor
precondicionador com o uso adicional de uma fatoragéo de Cholesky incom-
pleta em () (desconsiderando os arcos ndo bésicos). Observe que o nimero de
elementos ndo nulos além da diagonal principal de @ tende a diminuir com
este procedimento, principalmente quando o ntimero de restri¢des de acopla-
mento encontra-se restrito a alguns poucos arcos, como em muitos problemas
préaticos.
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Capitulo 5

Heuristica para obtencao de
uma base 6tima

Neste capitulo, apresentamos uma heuristica para determinar uma solugéo
bésica 6tima a partir de uma solugido “quase-6tima” interior obtida ao final
do algoritmo do método primal-dual de pontos interiores.

Para facilitar a apresentacao, vamos supor que a rede associada ao pro-
blema é conectada. Isto quer dizer que a dimensdo de qualquer base do
problema é 7 = (m — 1)p + n.

No Capitulo 2, caracterizamos uma base para o problema de multifluxo e
vimos que ela é composta por trés tipos de varidveis: arcos que formam uma
drvore geradora em cada produto, arcos que formam ciclos com sua respectiva
arvore geradora e as varidveis de folga das restricdes de acoplamento. Este
dois 1ltimos conjuntos totalizam n varidveis. Em nossa heuristica, vamos
tentar identificar estas varidveis utilizando as matrizes de scaling ©* .

Ja vimos que, a medida que a solucéo fornecida pelo método primal-dual
de pontos interiores se aproxima de uma solugéo 6tima, os elementos @;F se
aproximam de zero ou de infinito.

Supondo que o problema é ndo degenerado, vemos que se (-3;-“ — 0, entao,
ou ¥ — 0 ou z¥ — u¥ ; isto ¢, 0 arco j do produto k deve ser néo basico. Por
outro lado, se @? -+ 00, entdo 0 < :r;‘ < uf e 0 arco j do produto k deve ser
bésico. Resta saber se este arco estd na arvore geradora do produto £ ou se
esta fazendo um ciclo com ela. Em outras palavras, seguindo a particao que
usamos anteriormente, no primeiro caso teriamos um arco fazendo parte da

matriz N*. No dltimo caso, o arco poderia estar tanto na matriz B* quanto
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na matriz R* — e nossa maior dificuldade estd exatamente em distinglir
arcos de B¥ de arcos de R*.

Para o acoplamento, as conclusdes sdo semelhantes: se (—3;-’+1 — 0, entdo
a:?“ — 0, isto é, a varidvel de folga da j-ésima restricao de acoplamento

- r » 1 s 1 . e
deve ser nao basica. Por outro lado, se 6’}"’ — o, entao m?"' > 0, isto §,
a varidavel de folga da j-ésima restrigio de acoplamento deve ser bésica.

Utilizaremos o vetor o, com 7 valores inteiros, para guardar a informagio
sobre qual produto cada um dos n arcos estd representando, isto é,
a; = k significa que o arco J estd representando o produto & { forma um ciclo
com a arvore geradora do produto k } e
o; = p+ 1 significa que 0 arco j estd representando uma varidvel de folga
das restricdes de acoplamento. ‘
Iniciamos nossa heuristica fazendo

o;j=p+1, se O >1;

a; =0, caso contrario.

Vamos supor que 72, componentes do vetor o sdo nulas. Note que, se
n, = 0, temos um problema ficil de resolver, pois ele é totalmente desaco-
plado: todas as n varidveis de folga das restricGes de acoplamento estdo na
base. Os outros (m — 1)p arcos bésicos estdo formando 4rvores geradoras em
seus produtos. Varnos entao supor que 1, > 0 .

Os arcos j tais que a; = 0 séo identificados no vetor § de n, componentes
inteiras, isto é,

=37 sea; =0, t=1,---,n,.

Utilizaremos também a matriz ¥, de dimensio p x n,, formada pelos va-
lores inteiros 0, 1 ou 2, para assinalar o estado de um arco § que estd no vetor
8 (ou seja, ainda nio sabemos qual produto este arco esté representando).

Inicialmente, fazemos:

=1, se ©>1

¥, =0, caso contririo

par&k'-—-la"'ap: tzl,“',na e j=ﬁt-

Um elemento que vale 1 em ¥ gignifica que o arco correspondente pode
fazer parte da arvore geradora do produto k; se o elemento for nulo, este arco
nao pode fazer parte desta arvore.
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Por exemplo, supondo um problema com 3 produtos, numa rede com 8
nds e 15 arcos, poderiamos ter, numa primeira alocagdo para o vetor a:

a=1(4,0,4, 40,4 4,4, 4, 4,0, 4, 4,0, 0)

Nesta caso, teremos n, =5 ¢ = (2, 5, 11, 14, 15).
A primeira alocacdo para a matriz ¥ poderia ser {dependendo das matri-
zes ©F):

produtos {e; €5 €33 €14 €15
T = 1 1 1t 6 0o 0
2 i1 0 1 1
3 1 1 1 0 0O

Na préxima etapa, vamos tentar construir uma grvore geradora para cada
produto k. Os arcos que podem fazer parte desta adrvore sdo aqueles que
possuiem 9;9 e 8?"'1 grandes. Nesta primeira tentativa, ou conseguimos
formar uma 4rvore geradora para cada produto ou conseguimos uma, floresta
para o produto {caso os arcos que podem fazer parte da arvore nio formem
um subgrafo conectado com m — 1 nés). Neste Qltimo caso, vamos atualizar
a matriz ¥: vamos buscar no vetor 3 os arcos que possam completar a arvore
geradora deste produto. Estes arcos séo 0s que ndo formarao ciclos na floresta
deste produto. Isto é feito da seguinte maneira:
trocamos W, ; = 1 para W, = 2 se o produto k ainda ndo possui sua drvore
geradora e o t-ésimo arco do vetor 3 (arco j) ndo forma um ciclo na floresta,
deste produto. Em outras palavras, U, = 2 significa que o arco j tanto
pode fazer parte da matriz B¥ quanto da matriz R*.

Continuando a heuristica, pesquisamos 2 matriz ¥ com o objetivo de
atualizar os elementos nulos do vetor o pelo nimero do produto ao qual o
arco serd alocado.

Se Wy; = 1, o arco j correspondente ( j = (3 ) serd alocado ao produto
k, isto é, o; = k . Além disso, vamos zerar ¥, para indicar que este arco
ja foi eliminado (alocado). De fato, esta coluna de ¥ pode ser eliminada.
Percorremos toda a coluna ¢ de ¥ e procuramos por elementos com valor 2:
para cada linha onde ocorrer ¥, ; = 2, o arco j serd alocado na floresta do
produto k correspondente (ver observagdo no final do Algoritmo 5.1).
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Em seguida, pesquisamos os elementos de ¥ com valor 2 — sempre em
colunas que correspondem aos arcos que ainda ndo foram alocados.

Vamos pesquisar as colunas. Se existe um iinico elemento igual a 2 na
coluna { e este elemento ocorre na linha & de U, entao fazemos ¥ ; =1e o
arco j correspondente serd alocado ao produto &, isto €, a; = k . Novamente,
esta coluna de ¥ ¢ eliminada.

Agora, vamos pesquisar as {inhas. Se existe um dnico elemento igual a
2 na linha k£ de U, e este elemento estd na coluna £, entdo o arco j corres-
pondente é colocado na floresta do produto & (este arco é necessario para
completar a drvore geradora deste produto) e fazemos Wiz =0 .

Note que, em todas as situacbes onde um arco € colocado na floresta de
um produto, é verificado antes se ele nfo forma um ciclo nesta floresta.

Este processo € repetido enquanto pudermos encontrar os casos que des-
crevemos anteriormente. Como a matriz ¥ tem seus valores sistematicamente
alterados, ao final deste processo esta matriz apresenta a seguinte proprie-
dade: ou ela se transformou na matriz nula, ou ela apresenta pelo menos dois
coeficientes 2 em cada linha e em cada coluna. Assim, temos duas situagdes
possiveis:

(1) a matriz ¥ foi completamente zerada. Isto significa que conseguimos
encontrar as drvores geradoras de todos os produtos e todos os n arcos foram
alocados (ou para um produto ou para o acoplamento), isto &, o vetor «
foi completamente determinado. Podemos prosseguir com a resolugio dos
sistemas lineares bdsicos;

(ii) restam na matriz ¥ vérios elementos iguais a 2. Isto significa que nem
todos os produtos possuem ainda suas drvores geradoras, e o vetor ¢ ainda
possui elementos nulos. Neste caso, podemos escolher qualquer produto que
n&o possui drvore geradora, digamos, o produto £ e escolhemos ainda um
arco j tal que @; = 0 para completar a drvore deste produto (¥, = 2, para
j =) . Repetimos o processo, até que a situagdo (i) seja alcangada.

As arvores geradoras estardo armazenadas conforme a estrutura descrita
no Capitulo 2, isto é, nos vetores pred, fio e rev. Os arcos destas drvores

formam as matrizes B%. Qs vetores & e 3 indicam os arcos que formam as
matr izes RF.

Em resumo, esta heuristica pode ser colocada no Algoritmo 5.1 seguinte.
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Neste algoritmo, utilizamos os seguinte vetores e matrizes:

afl..n}: vetor inteiro (j4 descrito);

B[1..nq): vetor inteiro (jd descrito);

peso|[l..n]: vetor real; contém os pesos dos arcos que vdo compor a floresta
geradora de um produto;

U{1..ng, 1..ny): matriz inteira (j4 descrita);

O[L..(p+1), 1..n|: matriz real; contém as matrizes de scaling de cada um dos
produtos, mais a do acoplamento.

Algoritmo 5.1 (obten¢do de uma base dtima)

s (Iniciglizacio)

n, 0 ;
para k< 1,---,p e j¢«1,---,n, fazer:
se Olk,j] > 1 entdo ofj] —p+1
genao
ofj) <0 ;
Mg ¢~ Mg+ 1 3
Blna] 7 ;
para k< 1,---,p e t+1,--.,n,, fazer:

se Ok, f[t]] > 1 entdo ¥[k,¢] + 1
sendo Y[k, t] < 0 ;

o (primeira tentativa de drvore geradora)
para kK« 1,---,p, fazer:
para j+ 1,---,n, fazer:
se Olk,7l>1 e Op+1,j>1
entdo peso[j] «+ Ok, J] ;
sendo pesolj] « -1 ;
montar a floresta do produto & ;
ge for desconectada, entdo
para t+1,.---,n,, fazer:
se Ulk,t)=1 e o arco j= 3t} pode ser conectado & floresta

do produto k sem formar ciclo, entfo U[k,t] + 2 ;

98



e (correcdo da matriz ¥)

Enquanto for possivel encontrar na matriz ¥ um elemento igual a
1 ou um uUnico elemento igual a 2 em uma linha ou coluna, repetir
0os procedimentos seguintes:

-(procurar 1)

para k< 1,---,p e para t+ 1,---,n,, fazer:
se Uk,tl=1 e «lffi]] =0
entio
a[[t]] « & ;
Wlk,t] « 0 ;
para E:l,---,p fazer:

se Wk, 8[t]] = 2 entdo colocar o arco f[f] na floresta
do produto k e eliminar a coluna ¢ de ¥ ;

={procurar dnico 2 na coluna)
para t + 1,---,n,, fazer:
Se existe um tnico 2 na coluna t ( e ocorre ma linha k)
entao
Ulk,t) <1 ;
ol BlE]] « & ;

eliminar a coluna ¢t de ¥ ;

-(procurer Unico 2 na linha)
para k+« 1,.--,p, fazer:
se existe um tnico 2 na linha ¥ ( e ocorre na c¢oluna 1)
entdo colocar o arco j = f[f] na floresta do produto k ;

e (teste de parada)
Se (o mimero de arvores geradoras for p) e (ofj]#0, Vi=1,--.,n)
entdo fim do procedimento
senao
selecionar j = fA[t] tal que afj] =0 ;
selecionar k tal que este produto nic possua arvore geradora;
colocar o arco j na floresta do produto k
voltar & corregio da matriz W .
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obs. 1: o procedimento “colocar o arco j na floresta do produto £ ” inclui
atualizacOes na matriz ¥ tais como:

(i) Uik, t] =0

(ii) se a drvore geradora deste produto foi completada com este arco, entao,
percorrer a linha k de ¥ e procurar elementos iguais a 2: se U[k, .| = 2, fazer
‘D[k, ] =1,

(iii) caso a 4rvore geradora nio tenha sido completada, percorrer ainda a
linha k¥ de ¥ e procurar elementos iguais a 2. Verificar, entdo, se o arco
correspondente nao forma ciclo com esta drvore geradora. Neste caso, estes
elementos de ¥ sdo trocados por 1.

obs. 2: no “teste de parada” do Algoritmo 5.1, a selegdo do arco j com
a[j] = 0 é feita simplismente tomando o primeiro arco j que possui afj] =0 .
Da mesma forma, a selecio do produto & que ainda nao possui drvore gera-
dora é feita tomando o primeiro produto que ainda ndo possui arvore gera-
dora. Qutros critérios serdo testados futuramente, talvez ainda em funcdo
dos elementos da prépria matriz @ .

Notamos também que, dado o alto nimero de buscas em linhas e colunas
que ¢ necessario fazer na matriz ¥, é desejdvel que sua dimensdo (n,) seja
pequena. Em outras palavras, para que esta heuristica seja eficiente, é de-
sejavel que 0 < n, << n, isto &, apenas algumas restricdes de acoplamento
estdo, de fato, amarrando o problema. Se n, = n, o problema ¢ totalmente
acoplado, j4 que todas as varidveis de folga do acoplamento sio nulas. Este
é o caso mais dificil de resolver, j& que teremos que alocar todos os n arcos
a0s p produtos.

Finalmente, os sistemas lineares que encontram as varidveis basicas —
primais e duais — sdo resolvidos conforme os esquemas descritos no Capitulo
2.

Lembramos que, para obter a solugdo primal, resolvemos:

e p sistemas lineares triangulares, cada um com a matriz B* de um produto;
e um sistema linear quadrado com a matriz F, dado por (2.3), cuja dimensdo
é n,: a soma do ndmero de arcos em ciclo em todos os produtos;

e novamente, p sistemas lineares triangulares com as matrizes B .

Similarmente, para obter a solugdo dual, resolvemos:
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e p sistemas lineares triangulares, cada um com a matriz { B¥)! de um produto;
e um sistema linear com a matriz F”;
e novamente, p sistemas lineares triangulares com as matrizes { B*) .

Exemplo 1

Considere um problema com 2 produtos, 4 nés e 6 arcos, cuja rede é dada
pela Figura 5.1. Os arcos sdo dados por {e1, --- ,es}-

Figura 5.1: rede ezemplo para a heuristica

Vamos supor que, ao final do método primal-dual de pontos interiores,
temos, para os produtos 1 e 2 e para o acoplamento, respectivamente:

O! = diag (oc, oc, oc, o, 0, 0)
0? = diag (oc, o, 0, 0, oc, o)
©° = diag (oc, 0, o5, o, 0, oc)

Aplicando o Algoritmo 5.1, teremos:

vetor @ inicial: a@=(3, 0, 3, 3, 0, 3)

vetor B=1(2, 5)

matriz ¥ inicial: ¥ = [ 1 (1} }

Primeira tentativa de drvore geradora:
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produto 1:
vetor peso:  peso = (o0, —1, o¢, oc, ~1, —1)

arcos candidatos & floresta do produto 1: e, es, €4

€1

Figura 5.2: floresta do produto 1

produto 2:
vetor peso:  peso = (oc, —1, ~1, ~1, =1, oc)

arcos candidatos 4 floresta do produto 2: ey, eg

Figura 5.3: floresta do produto 2

Temos entao uma arvore geradora apenas para o produto 1; o produto 2
apregsenta uma floresta desconectada. As corregdes na matriz ¥ e no vetor o
nos levam sucessivamente a:

102



10 10 .0 -
v[11]-[35-[ 0]
@:(3,0,3303)-(3,1,3,303)—(313323)

Isto significa que o arco e, vai completar a arvore geradora do produto 2,
como pode ser visto na Figura 5.4; este arco representa o produto 1 € o arco
es representa o produto 2 .

Figura 5.4: drvore geradora do produto 2

Assim, conseguimos as arvores geradoras para os dois produtos, o vetor
o ficou compieto e a matriz ¥ tornou-se vazia. Podemos entdo passar a
resolugdo dos sistemas lineares bdsicos para a obtencdo das varidveis primais
e duais, uma vez que:

B' = (e, €3, €4); R'={(e2); N'=(es, €5) .
‘82 = (81, €s, 82) 3 R2 = (65) 3 N? = (833 84) -

Exemplo 2

Vamos tomar ainda um problema com dois produtos e com a mesma rede
do exemplo 1 (Figura 5.1). Agora, vamos supor que, ao final do método
primal-dual de pontos interiores, temos, para os produtos 1 e 2 e para o
acoplamento, respectivamente:

O! = diag {cc, o<, oo, o, 0, 0)
©? = diag (oc, o, 0, 0, oc, o)
©3 =diag (0, 0, oc, oc, oc, oc)
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Aplicando o Algoritmo 5.1, teremos:
vetor « inicial: a= {0, 0, 3, 3, 3, 3)

vetor 3 B=1(1, 2)

matriz ¥ inicial: ¥ = [ 1 i ]

Primeira tentativa de drvore geradora:

produto 1:
vetor peso:  peso = {-1, —1, ¢, o<, —1, —1)

arcos candidatos a floresta do produto 1: e3, e4

(2] €4

Figura 5.5: floreste do produto 1

produto 2:
vetor peso:  peso= (-1, -1, —1, —1, oc, o)

arcos candidatos 4 floresta do produto 2: es, eg

Neste caso, ndo temos drvore geradora para nenhum dos produtos. As
correcoes na. matriz ¥ nos levam a:
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Figura 5.6: floreste do produto 2

11 2 2
Nio temos a situacdo de um tnico elemento de valor 2 em uma linha ou
coluna da matriz ¥ ; os elementos de valor 2 na matriz ¥ formam um ciclo.
Selecionamos entdo o produto 1 e o arco e, para ser colocado em sua

floresta geradora, completando a drvore geradora deste produto, conforme a
Figura 5.7 .

2!

€3 €4

Figura 5.7: drvore geradora do produto 1

Isto nos leva sucessivamente a:

a:(0,0,3 3,3 3)—2(203,33,3)—(2,1,3,3, 3, 3)

IR ERIC R B

E, para o produto 2, sua drvore geradora € completada com o arco ey,
conforme a Figura 5.8 .
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Figura 5.8: drvore geradora do produto 2

Novamente, conseguimos as 4rvores geradoras para os dois produtos, o
vetor ¢ ficou completo e agora a matriz ¥ tornou-se vazia. Podemos entdo
passar & resolucio dos sistemas lineares bésicos para a obtengéo das varidveis
primais e duais, considerando:

B = (e, €4, €1); R'={ez); N'=(es, €) -
B? = (es, €5, €2) ; R2=(e1)}; N%*={(es, &).

Convém observar que, inicialmente, elaboramos uma heuristica mais sim-
ples para obter uma base 6tima. Nesta heuristica mais simples, anterior &
dada pelo Algoritmo 5.1, ndo utilizamos a matriz ¥. O vetor « era iniciali-
zado como no Algoritmo 5.1 € os pesos para as drvores geradoras dos produtos
também, mas permitiamos que arcos com peso —1 fizessem parte das drvores
geradoras dos produtos, isto €, estas drvores geradoras eram formadas de
uma tlnica vez. Depois de construidas as dvores geradoras, o preenchimento
das posigOes nulas do vetor o era feito simplesmente assinalando o produto
de maior peso, ou seja, se para. o arco 7, ¢j] = 0, entdo ofj] era alterado para
ofj] = %, onde & = maX=1,...,{©5} . Construida a particio Bk, Rk, Nk vk,
a montagem das matrizes e a resolugao dos sistemas lineares € idéntica nos
dois casos.

Infelizmente, esta heuristica mais simples falhou em muitos casos; dai ela-
borarmos uma mais complexa, dada pelo Algoritmo 5.1.
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Finalizando, podemos colocar pelo menos duas utilidades para esta heu-
ristica:

Em primeiro lugar, ela pode antecipar a parada do método primal-dual:
o numero de iteragGes e, consequentemente, o tempo de cpu, podem ser
reduzidos se esta heurfstica for utilizada. Com alguns critérios sobre a fac-
tibilidade da solugo corrente apresentada pelo método primal-dual e so-
bre a otimalidade desta solugdo, podemos fazer uma tentativa de encontrar
uma solugdo bdsica dtima através desta heuristica, antecipando o término do
método primai-dual.

Qutra possibilidade seria utilizar esta heuristica como precondicionador
no método do gradiente conjugado. Neste caso, seria utilizada a base en-
contrada por ela (e ndo a solucio bésica associada). Este precondicionador
poderia ser tentado nas Gltimas iteragoes do método primal-dual, uma vez
que ele é computacionalmente caro e necessita de mais informagdes sobre a
solugdo corrente.
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Capitulo 6

Resultados Computacionais

6.1 Introducao

Neste capitulo, vamos apresentar os experimentos computacionais ob-
tidos com diversas aplicagdes do método primal-dual de pontos interiores
especializado para o problema de multifluxo. Estes experimentos comparam
duas expressoes para o parametro de centragem g, os dois tipos de precondi-
cionadores apresentados no Capitulo 4, os trés pontos iniciais apresentados
no Capitulo 3, alguns critérios de parada para o método do gradiente conju-
gado, 0 aproveitamento ou nio da diregio anterior no método do gradiente
conjugado, mostrando ainda algumas informacgoes que podem ser obtidas
com as matrizes de scaling e alguns testes com a heuristica apresentada no
Capitulo 5. Resolvemos ainda alguns problemas da Netlib e comparamos
neSso programa com 0 programa Lipsol.

Em todos os experimentos, consideramos o seguinte par primal-dual cor-
respondente ao problema de multifluxo (i4 na forma padrao):

min i(c")’m"

k=1
AzF =bF, k=1,...,
P P -{6.1)
Zx" + 2Pt =d
s.d. k=1

zh+ st =k k=1,...,p
xk, sF >0, k=1,...,p, 2P >0
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max { i[ (bk)ryk _ (uk)!wk ]_|_ dryp-l-l }
= (6.2)

Ayf 4 yptt —wF b =cF, k=1,...,p
s.a. E Lk _ +1
wr, 2 ZO, k-—l,...,p,yp 50

E na aplicacio do algoritmo primal-dual de pontos interiores, o par primal-
dual se expressa como:

min &%
Az =5 (6.3)
5.G. T+85=1
Z, 5>0
max {09 — 0%}
(6.4)

6.2 Gerador de problemas

Para realizar 0s experimentos computacionais, desenvolvemos um ge-
rador de problemas de multifluxo, onde os problemas sdo gerados a partir
da especificagao de um temanho e de uma semente. A rede associada ao
problema é conectada e os vetores v* e cf, k =1,---,p, sdo gerados com
distribuigao uniforme em intervalos cujos limites sao fornecidos. Além disso,
podemos gerar problemas primal-dual factiveis com opgéo de deixar as res-
trictes de acoplamento mais “apertadas” ou mais “folgadas”.

Os parametros de entrada para este gerador séo os valores m, n, p, semente,
cmin, cmax, umin, umaz, nft, pcan e fa, que passamos a descrever:

em , n, p: nimerode nds da rede, nmimero de arcos da rede e nimero
de produtos, respectivamente. Estes trés dados sio pardmetros inteiros e
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definem o tamanho do problema. A matriz de restrigdes A possui pm+n
linhase (p+ 1)n colunas.

e semente: parametro inteiro que é utilizado no gerador de niimeros aleatdrios.
Se queremos gerar (ou recuperar) um mesmo problema, basta mantermos o
mesmo valor para semente e demais parametros.

e [crmin, cmaz|: intervalo de nlimeros reais para geragio dos custos, com dis-
tribuicido uniforme.

e [umin,umaz|: intervalo de ndmeros reais para geracio das canalizagdes
dos arcos, com distribuicdo uniforme. Supomos que 0s limitantes inferiores
de todas as variaveis de fluxo sdao nulos.

e infi: paridmetro real que representa “infinito”. E usada, por exemplo, no
teste da razéo e como limitante superior de varidveis ndo canalizadas.

e pcan: parametro real que representa a probabilidade de cada varidvel ser
canalizada { pcan € {0; 1) ). Se pecan = 1, todas as varidveis do problema
serao canalizadas; se pcan = 0 , todas as varidveis do problema terio como
limitante superior i ft .

e fo: pardmetro real que representa uma “folga” que é dada nas restrigoes
de acoplamento, na geragdo do vetor d. Com este pardmetro, é formado o
vetor de 11 componentes f = (fa, --- , fa) . Quanto maior for o valor de fa,
mais desacoplado serd o problema; quanto menor for seu valor, mais dificil
poderd ser o problema.

Com os pardmetros m e n, € gerada uma rede cuja matriz de incidéncia
A é armazenada nos vetores orig (origem de cada arco) e dest (destino de
cada arco). Caso a rede nio seja conectada, sdo criados novos arcos de modo
a conectd-la, Por isso, o niimero final de arcos (n) pode ser maior do que o
que foi especificado.

Para se ter alguma garantia de que o problema terd solucdo, é gerado
um vetor z* cujas componentes tém distribuicio uniforme em [0, ¥¥], k=
1,---,p. A partir de z* , calculamos b* = Az* de modo que, para cada bloco
k, a ignaldade 7, bf =0 seja satisfeita,

110



0 lado direito das restrigdes de acoplamento é calculado fazendo
d=3Y%_ z*+f,onde f é o vetor formado pelas n componentes fa, descrito
anteriormente.

Observamos ainda, nos varios experimentos realizados, que se geramos
dados inteiros, hd uma probabilidade maior de gerar problemas degenerados.
Isto é interessante no estudo deste tipo de problemas. Por outro lado, se
geramos dados reais (nimeros reais), geralmente obtemos problemas nédo
degenerados. Por isso, temos duas verdes do gerador: uma que trabalha com
nimeros reais e outra que trabalha com nimeros inteiros.

6.3 O programa

A implementacio do Algoritmo 3.1 estd feita no programa mult, que fol
codificadoo em Pascal, versio 2.0, com dupla precisdo. Todos os experimen-
tos foram realizados numa Sun Super SPARC II, com 70 MHz e 32 Mbytes
de memoéria RAM. O programa mult resolve problemas gerais de multifluxo,
e nfo apenas uma classe especifica deles.

6.3.1 Parametros e tolerancias

Alguns dos parametros utilizados em mult ji foram discutidos no
Capitulo 3. Em particular, para o cdleulo de p, tomamos (aqui, £ é o niimero
da iteracio do método primal-dual):

ot _ o1 (&) 2+ (0f) &
A (p+Dn

ph=n
onde
=n=01 e ~* éa folga complementar.

Fizemos também varios testes considerando, no cdlculo de p, as varigveis
de folga das canalizagGes, como serd mostrado mais adiante. Neste caso, a
expressao para p tem seu denominador alterado para (2p + 1)n .

No teste da razdo, também tomamos 6 como um niéimero fixo:

8 =48 =0.9995 .
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Tanto 71 quanto § foram escolhidos a partir de experimentos computacio-
nais.

No caso de 4, os resultados praticamente ndo se alteraram quando foi
colocado 0.9995 ou 0.99995 , sugestdes mais comumente encontradas na
literatura. Assim, optamos por 0.9995 .

O programa mult utiliza ainda os parimetros:

it.maz = 50 : limitante para o nimero de iteragoes do método primal-dual.
mz fun = —10% : limitante para o valor da funcio objetivo.

it.dg: pardmetro que indica o nimero da iteracdo do método primal-dual a
partir da qual é utilizado o precondicionador diagonal no método dos gra-
dientes conjugados. Se 1 < it.dg < it.mazx , o precondicionador diagonal é
utilizado a partir da iteragdo it.dg do método primal-dual. Se it.dg > ét.maz,
este precondicionador nunca é utilizado.

it.fg: parametro que indica o nimero da iteragdo do método primal-dual
a partir da qual ¢ utilizado o precondicionador floresta geradora mdzima no
método dos gradientes conjugados. Se 1 < it.fg < it.max , 0 precondiciona-
dor floresta geradora mdzima é utilizado a partir da iteraciao it. f¢ do método
primal-dual. Se . fg > #t.maz, este precondicionador nunca é utilizado.

Dependendo dos valores de it.dg e de it.fg, podemos fazer algumas com-
binages quanto ao uso dos precondicionadores. Contudo, devido aos varios
experimentos computacionais, decidimos por comegar com o diagonal e ter-
minar com a floresta geradore mdzima uma vez que, nas primeiras iteragdes
do método primal-dual, por um lado, ndo possuimos boas informagbes para
formar as florestas e, por outro lado, o precondicionador diagonal € compu-
tacionalmente mais barato.

Se queremos utilizar apenas o diagonal, colocamos it.dg = 1 e it.fg >
it.max . Se queremos utilizar apenas a floresta geradora mdzima, colocamos
it.dg > it.mazx e it. fg = 1 . Uma combinagdo que apresentou um bom desem-
penho é a dada porit.dg = leit.fg = 7: até a sexta iteracdo do primal-dual,
usamos o precondicionador diagonal e, a partir da sétima (inclusive), entra-
mos com a floresta geradora mdzrima (de fato, a troca do precondicionador
depende ainda se o nimero de iteragées do gradiente conjugado j4 ultrapas-
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sou V) .

As tolerancias utilizadas pelo programa sio (critério de parada):

gy = 1077 : tolerdncia de factibilidade;

gy = 1077 : tolerdncia para o parametro de centragem p;

g, = 1075 : tolerincia para o gap de dualidade;

ggc = 1078 : tolerdncia para o residuo no método dos gradientes conjugados;
Ecos © tolerdncia para o critério do cosseno no método dos gradientes conju-
gados. Em geral, tomamos £, = 1078 .

Quanto a esta dltima tolerdncia, observamos que, em algumas imple-
mentacoes este valor foi alterado, como mostraremos em alguns experimen-
tos computacionais. Em outras implementagoes ainda, iniciamos com £q4s =
107t | e, na seqiiéncia de iteracdes do método primal-dual, fizemos geo5
0.95 £.0,. Resende e outros [58, 59, 61], para problemas de fiuxo de custo
minimo com um 1nico produto, sugerem ¢ = 3. Castro {10] sugere ¢ = 2, com
o objetivo de reduzir ainda mais o nimero de iteragoes nos gradientes con-
jugados, mas alerta para o aumento do niimero de iteragdes no primal-dual,
bem como sua perda de precisdo.

O critério de parada utilizado é o descrito no Capitulo 3. Podemos tra-
balhar com tolerancias mais acuradas, caso o problema assim o exjja. No
entanto, nos problemas obtidos do gerador, ndo achamos isso necessirio,
uma vez que conseguimos boas aproximagdes para as solugdes 6timas com
estes valores.

6.4 Experimentos computacionais com o ge-
rador

Os experimentos computacionais que se seguem consideram os seguintes
parametros:

[emin , emaz| = [0, 5]
[umin , umaz] = [1, 5]

inft = 10%
pean =1
fa=1

113



Para cada tamanho de problema (m, n, p), os resuitados apresenta-
dos sdo dados pela média aritmética de 5 problemas gerados (semente =
32, 9753, 7319, 3715, 2681) .

Quando o ponto inicial ndo for especificado, o que estd sendo usado € o
“primeiro ponto inieial”, deserito no Capitulo 3.

Varios experimentos mostrados aqui tém como referéncia os problemas
da Tabela 6.1. Em todos estes problemas, fixamos o namero de produtos
p em 10.

A Tabela 6.1 mostra, em cada coluna, respectivamente: o nimero do
problema, ¢ nimero de ndés, m , o ndmero de arcos, n , ¢ a dimensdo do
sistema linear que ¢ resolvido pelo método dos gradientes conjugados a cada
iteragio do método primal-dual, W =p(m—1)+n.

Em virias tabelas apresentadas neste capitulo, aparecerio as colunas
cpu, it.pd e mit.gc, onde:

cpu: tempo total de cpu gasto no método primal-dual (em segundos);
it.pd : ndmero de iteragdes efetuadas no método primal-dual;

mit.gc : média aritmética do nimero de iteracoes efetuadas no método dos
gradientes conjugados.

As medidas cpu e it.pd sdo comumente encontradas em comparactes que
se obtém de experimentos computacionais. Escolhemos ainda a quantidade
mit.gc como uma medida de eficiéncia do método dos gradientes conjugados,
ou do préprio precondicionador que estd sendo utilizado. Se este ntimero
for “razodvel”, podemos considerar que o método dos gradientes conjugados
teve um bom desempenho. Se ele chegar a 7, temos o pior desempenho.
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problema | m | n m

1 10 | 20 | 110
2 20 } 40 | 230
3 20 | 50 | 240
4 40 | 60 | 450
9 50 | 80 | 570
6 50 | 100 { 590
7 80 | 100 890
3 100 | 150 | 1140
9 100 § 200 1 1190

10 100 | 250 | 1240
11 150 ; 200 | 1690
12 150 [ 250 | 1740
13 150 { 300 { 1790
14 200 | 300 | 2290
15 200 | 400 | 2390
16 300 | 400 | 3390
17 300 | 500 | 3490
18 300 | 600 | 3590
19 400 1 600 | 4590
20 400 | 800 | 4790
21 440 | 800 | 5190

Tabela 6.1: problemas do gerador (p = 10)

115



6.4.1 O pardmetro u

Nos experimentos a seguir, comparamos duas possiveis expressoes para
o parametro de centragem j -— segundo sugestoes que aparecem frequente-
mente na literatura. Na primeira delas, ndo consideramos as varidveis de
folga das canalizagOes, isto €,

,Yf

{p+1)n

gt =01

e na segunda, estas varidveis foram consideradas, ou seja,

A Tabela 6.2 mostra os resultados do programa mult para alguns pro-
blemas, quando a primeira expressdo ¢ utilizada. A Tabela 6.3 mostra os
resultados de mult para os mesmos problemas, quando a segunda expressio
¢ utilizada.

A coluna 71 indica a dimensdo do sistema linear que é resolvido a cada
iteragdo do método primal-dual.

—

min (p| m cpu | it.pd | mit.ge

100§ 200 {10 | 1190 §| 326 | 22 84

100 { 200 { 20 ; 2180 | 41.3 | 23 51

200 | 400 | 10 { 2390 || 142.8 | 27 146
300 [ 600 | 10 [ 3590 (f 455.1 | 29 208
400 | 800 | 10 { 4790 [ 506.83 | 27 258
300 | 400 | 20 | 6380 || 413.9 | 27 171
300 [ 500 | 20 | 6480 || 510.6 | 29 173

£
Tabela 6.2: resultados para p=0.1 m

Comparando as duas tabelas, podemos observar que o ganho da segunda
expressao esta no nimero médio de iteragdes do gradiente conjugado e, assim
mesmo, esta diferenca néo é grande. Nas outras duas colunas, a primeira
expressao se comporta um pouco melhor. Dada a semelhanca destes (e de
outros) resultados, optamos pela primeira expressao, que € a que estd sendo
utilizada em todos 0s outros experimentos deste capitulo.
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m | n |pl| W cpu | it.pd | mit.ge
100 {200 y 10 1190 { 33.1 | 22 81
100 [ 200 { 20 | 2180 || 44.1 | 25 49
200 | 400 [ 10 [ 2390 [ 151.2 | 30 141
300 | 600 | 10 | 3590 || 455.3 ] 29 255
400 | 800 | 10 | 4790 || 510.2 | 27 244
300} 400 | 20 | 6380 i 455.5 1 28 177
300 | 500 | 20 | 6480 || 515.7 | 31 166

2
(2p-+1)n

Tabela 6.3: resultados para p=0.1

6.4.2 Comparando precondicionadores

Uma comparacgao entre os precondicionadores diegonal e floresta geradora
mdzrimae pode ser vista na Tabela 6.4 e nos dois gréficos seguintes. Nestes
experimentos, utilizamos como ponto inicial para o método primal-dual o
primeiro ponto inicial descrito no Capftulo 3. Além disso, tomamos &.,; =
1072 (fixo). Obtivemos uma boa aproximagio para a solugao 6tima em todos
os problemas.

Nesta tabela, temos as seguintes indicacdes para suas colunas:

sd dingonal indica que estamos utilizando apenas o precondicionador diago-
nal em todas as iteragbes do método primal-dual.

s6 floresta: indica que estamos utilizando o precondicionador floresta gera-
dora mdzime em todas as iteragdes do método primal-dual.

r: indica a seguinte razdo:
(tempo de cpu usando sé diagonal) / (tempo de cpu usando s6 floresta).

Observando a Tabela 6.4, claramente vemos que o precondicionador dia-
gonal sozinho apresenta um desempenho pior: o tempo de cpu é bem maior
do que quando utilizamos a floreste geradora, o nimero médio de iteragdes no
método dos gradientes conjugados é bem mais elevado e o nimero de iteragdes
no método primal-dual também é maior. No entanto, 0 método primal-dual
converge mesmo quando o numero de iteragGes do gradiente conjugado atinge
seu limite mdximo (M) .
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problema | ™ s6 diagonal s6 floresta T
cpu | it.pd | mit.gc || epu | it.pd | mit.gc
1 110 1.8 16 67 0.5 16 14 3.2
2 230 10.1 22 145 1.5 17 20 6.7
3 240 10.4 20 149 1.7 17 20 6.1
4 450 55.6 31 329 4.2 18 32 13.2
5 570 04.9 32 442 7.6 18 46 12.5
6 590 72.8 26 381 9.9 19 53 7.4
7 890 (| 257.9 | 36 694 185 ¢ 19 74 13.9
8 1140 || 440.5 | 38 889 349 | 21 97 12.6
9 1190 || 427.1 | 32 811 31.7 | 21 78 13.5
10 1240 |t 365.8 | 29 730 443 | 23 89 8.3
11 1690 || 868.1 37 1238 60.2 21 111 14.4
12 1740 || 1190.8 | 44 1325 | 84.9 | 23 142 14.0
13 1790 § 1063.6 | 38 1231 || 91.3 | 23 138 [ 11.6
14 2290 { 1085.5 | 29 1417 § 123.7 | 23 157 8.8
15 2390 || 1189.6 | 29 1399 || 190.1| 25 202 6.3
16 3390 §f 2420.8 § 31 2110 §1 3429 24 270 7.1
17 3490 || 2644.1 | 32 2010 | 33391 25 259 7.9
18 3500 § 2637.8 ¢ 31 1894 )| 453.1°) 27 308 5.8
19 4590 | 4017.2 | 31 2361 || 7413 27 409 5.4
20 4790 | 4412.8 | 31 2426 || 7359 26 372 6.0
21 5190 || 4033.0 | 29 2255 || 868.9 27 414 4.6

Tabela 6.4: comperacdo entre precondicionadores
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Nos gréficos dados pelas Figuras 6.1 e 6.2, cujos dados foram retirados
da Tabela 6.4, vemos, respectivamente, a razio entre os tempos de cpu en-
tre os dois precondicionadores puros e o niimero médio de iteraces efetuadas
pelo método dos gradientes conjugados. No primeiro, podemos observar que
esta razdo é sempre maior que 1 {na verdade, maior que 3), mostrando cla-
ramente o melhor comportamento da floresta geradora mdzima. No segundo
gréifico, podemos comparar a média de iteragdes do gradiente conjugado dos
dois precondicionadores com a dimensdo do sistema linear (773) que é resol-
vido a cada iteragio do método primal-dual, ou seja, 0 nimero méaximo de
iteragdes permitidas no gradiente conjugado. Observamos que, na média, este
maximo nunca é atingido. No entanto, o precondicionador dizgonal atinge
este nimero méiximo 7 em muitos problemas, fato que nao ocorre com o
precondicionador floresta geradora mdzima.

No grifico dado pela Figura 6.3, podemos observar a evolu¢ao do ntimero
de iteragdes no gradiente conjugado em cada iteragao do método primal-dual,
quando resolvemos um dos cinco problemas de nimero 20 (m = 400, n =
800, p = 10 = 1 = 4790) , utilizando os dois preconcicionadores puros. No-
tamos que o comportamento da floresta geradora mdzrima é bem melhor do
que o diegonal, principalmente nas \iltimas iteragdes do método primal-dual.
Com a floresta geradora mdzima temos 26 iteracoes do primal- dual, contra
37 para o diegonal. Neste 1ltimo, a partir da iteracdo 19 do primal-dual, foi
atingido o nimero médximo de iteragdes no gradiente conjugado: 4790. Este
fato ndo acontece quando utilizamos a floreste geradora mdzima, embora,
com este precondicionador, o nimero de iteractes do gradiente conjugado
tenha chegado a 1090 (isoladamente) na iteragio 24 do primal-dual. Outro
fato que podemos observar é que, nas primeiras 4 itera¢des do primal-dual, o
ndmero de iteragoes do gradiente conjugado € idéntico nos dois precondicio-
nadores (53, 28, 54, 77). Isto mostra que poderiamos ter utilizado o diegonal
até a quarta iteracio, inclusive, introduzindo a floresta geradora mdzima a
partir da quinta iteragdo do primal-dual: manteriamos o mesmo niimero de
iteragdes do primal-dual e, provavelmente, terlamos um ganho no tempo.
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Passamos agora & comparacio entre a floresta geradora mdzima pura e a
combinada {diagonal + floresta).

Uma vez que a floresta geradora mdzima apresenta um desempenho bem
melhor do que o diagonal, a idéia de se fazer a combinagio dos dois pre-
condicionadores se baseia no fato de que, nas primeiras iteragdes do método
primal-dual, temos pouca informagio disponivel para construir florestas ge-
radoras que se aproximem das florestas 6timas dos blocos.

O precondicionador floresta geradora mdzime utiliza um tempo maior
para ser construido do que o diagonal além de exigir a resolucio de dois
sistemas lineares triangulares, contrapondo com o sistema linear diagonal do
precondicionador diagonal.

E dificil encontrar o nimero idea] da iteracio do método primal-dual
(it.fg) onde devemos efetuar a troca do precondicionador. Para um certo
grupo de problemas, podemos concluir por um mimero médio para ¢t. fg . Nos
muitos experimentos efetuados, pudemos concluir que existe este valor ideal
para it.fg, e que ele ocorre nas primeiras iteracdes do primal-dual, mas nao
necessariamente é 0 mesmo para os varios tipos e tamanhos de problemas.

A Tabela 6.5 faz uma comparagao entre a floresta pura ¢ a combinada. As
colunas 7, cpu, it.pd e mit.gec ja foram descritas anteriormente, assim como
a coluna sd floresta. As colunas m, n, p indicam o tamanho do problema
(ntimero de nds, de arcos e de produtos, respectivamente). A coluna diagonal
+ floresta indica que estamos utilizando o precondicionador diagonal nas
primeiras iteragdes do método primal-dual e a floresta geradora mdzrima nas
ultimas iteragges. A coluna #t.fg indica em qual iteragao do método primal-
dual foi feita a troca de precondicionador.

Observamos, da Tabela 6.5, que sempre € possivel encontrar um valor
para o pardmetro #.fg de modo que o precondicionador combinado utilize
um tempo de ¢cpu menor do que quando utilizamos a floresta geradora pura
desde o inicio. Os valores presentes na 1ltima coluna desta tabela sdo alguns
“bons” valores obtidos para o parimetro it. fg. De fato, é mais vantajoso uti-
lizar o precondicionador combinado quando o tamanho do problema cresce,
pois florestas maiores levam mais tempo para serem construidas. Quanto
ao nimero de iteragdes do método primal-dual (¢t.pd) e o niimero médio de
iteracGes no gradiente conjugado (mit.gc), ndo existe diferenca significativa
entre um caso e outro.

Podemos também observar o comportamento do tempo de cpu (cpu),
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m|njpl| ™ s6 floresta, diagonal + floresta

cpu_ | w.pd [ mitge | cpu | it.pd | mit.ge | 4. fg |
700 J200 [ 10 [ 1190 ] 3L1.7 | 21 78 309 | 24 69 3T
100 [ 200 [ 20 | 2180 |} 44.8 22 56 384 | 21 51 6
1001200 {30 | 3170 || 88.8 23 71 66.4 23 55 6
150 | 250 | 10 | 1740 | 84.9 23 142 82.2 23 149 7
200 1 300 | 10| 2290 [} 123.7 23 157 1078 22 153 6
200 | 300 ] 20 | 4280 || 234.9 25 142 2236 24 151 7
200 | 300 | 30 | 6270 [ 261.7 25 106 268.7| 25 106 5
200 | 400 ¢ 101 2390 || 190.1 25 202 159.4{ 24 189 6
200 | 400 | 20 | 4380 || 297.1 26 130 2283 25 127 7
300t 400 | 10 { 3390 [ 342.9 24 270 260.4 ) 23 234 6
300 | 400 | 20 | 6380 || 487.4 24 209 461.71 25 199 7
300 { 400 { 30 { 9370 |} 1040.3} 28 236 889.2 | 28 | 231 7
300 | 500 | 10 | 3490 [ 333.9 25 259 2845 25 206 5
300 { 600 ) 10 1 3590 || 453.1 | 27 308 302.7 | 24 232 6
400 | 600 | 10 [ 4590 §| 741.3 27 409 64991 26 381 7
400 1 800 ) 10 § 4790 )§ 733.9 26 372 693.5| 26 365 6
440 1 800 | 10 | 5190 j| 868.9 27 414 664.41 25 349 5

Tabela 6.5: comparagio entre floresta pura e combinada
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do nimero de iteragdes do método primal-dual (it.pd) e do ntmero médio
de iteragles do gradiente conjugado (mit.gc) em um problema particular,
onde alteramos o valor do pardmetro it.fg. As dimensées do problema sdo
m =200, n =400, p =20 e 7 = 4380 . As primeiras iteragcdes continuam
sendo efetuadas com o precondicionador diagonal {it.dg = 1). No grifico
dado pela Figura 6.4, temos os seguintes valores para it.f¢g : 1, 5, 6, 7, 8, 10
e 12. O melhor tempo ocorreu para it. fg = 7 (195.3 segundos). O pior tempo
ocorreu para #.fg = 12 {323.4 segundos). Para it.fg = 1 (sd floresta}, temos
0 terceiro maior tempo de cpu: 227.2 segundos. O nimero médio de iteragdes
do gradiente conjugado tem quase que 0 mesmo comportamento do tempo
de cpu. No entanto, o ndmero de iteragdes do primal-dual praticamente nao
se altera.

200f

100

Figura 6.4: problema 200 x 400 x 20 : variggdo do pardmetro it.fg
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6.4.3 Comparando pontos iniciais

Uma comparacio entre os trés pontos iniciais discutidos no Capitulo 3
pode ser vista na Tabela 6.6 e nos dois graficos seguintes, cujos dados foram
retirados desta tabela. Aqui, estamos tomando 15 problemas da Tabela 6.1.
Além disso, estamos utilizando os seguintes valores para os parimetros it.dg
ett.fg: itdg=1 e it.fg=7. Tomamos ., = 1078 (fixo). Encontramos
uma boa aproximacio para a solugao dtima em todos os casos.

As colunas “1° ponto inicial”, “2° ponto inicial” e “3® ponto inicial”, se
referem a0s trés pontos iniciais descritos no Capitulo 3, respectivamente.

problema, 1% ponto inicial 2 ponto inicial 3" ponto inicial

| cpy |f£t.pd mit.gc | cpu | ¢t.pd { mit.gc | cpu {z’t.pd]mit.gc
2 2.0 | 17 34 2.1 | 16 39 2.5 | 18 30

4 6.3 18 59 6.6 18 61 7.2 19 49
6 109 | 20 64 113 | 19 66 13.2 { 21 o8
9 32.5 | 21 38 33.9 | 20 93 37.9 | 23 78
11 66.3 | 21 138 67.7 | 22 140 80.7 | 23 127
12 82.2 | 23 149 93.7 | 22 158 96.2 | 24 142
13 922 t 23 146 95.8 | 24 152 11018 | 25 135
14 12291 23 165 |[ 128.71 23 177 |[ 1354 24 157

15 180.2 | 2% 200 | 1815 24 210 | 186.5 | 27 186
16 204.71 24 268 |1 3028 | 23 278 |1 3343 26 258
17 320.1 | 25 259 | 315.8 | 24 256 || 366.3 | 27 247
18 468.3 | 28 305 114689 27 308 | 494.7) 29 208
19 649.9 | 26 381 || 6604 | 26 387 || 763.2| 28 379
20 7319 27 370 || 796.9 | 28 395 (| 789.0 | 28 360
21 762.8 | 26 384 | 798.1 | 26 392 | 823.0) 27 371

Tabela 6.6: comparacGo entre pontos iniciais

Podemos observar que o tempo total gasto pelo primeiro e segundo pontos
é bastante parecido, ao passo que o terceiro ponto utiliza um tempo um pouco
maior. Esta diferenga diminui quando o tamanho do problema aumenta. Pro-
vavelmente isto se deva ao fato de que o terceiro ponto trabalha com mais
infactibilidades do que os dois primeiros, conforme discutido no Capitulo 3.
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Além disso, para este ponto é necessario resolver dois sistemas lineares de
dimensio 7 com a matriz AA’, onde ¢ utilizado o método dos gradientes
conjugados sem precondicionamento (poderia ser utilizado o precondiciona-
dor diegonal, por exemplo), e ainda efetua trés produtos matriz-vetor com a
matriz A . Por estes motivos, a construgao deste ponto é computacionalmente
mais cara do que a dos dois primeiros.

Embora, o terceiro ponto seja mais elaborado, podemos observar na Tabela
6.6 que o niimero de iteragoes efetuadas pelo método primal-dual ndo diminui
com este ponto: temos uma ou duas iteragdes a mais. Quanto a este item, o
segundo ponto se comporta um pouco melhor.

No entanto, quanto ao nimero médio de iteragbes no método dos gradien-
tes conjugados (mit.gc), o terceiro ponto tem um comportamento melhor
do que os dois primeiros, indicando provavelmente uma maior estabilidade.

No grafico dado pela Figura 6.5, temos o nimero do problema contra o
tempo de cpu (em segundos) gasto pelo método primal-dual de pontos inte-
riores, quando este € iniciado por cada um dos ¢rés pontos iniciais. Notamos
o comportamento um pouco melhor do primeiro ponto em relagao aos outros
dois. Além disso, dada a sua simplicidade, optamos por utilizad-lo na maioria
das vezes.

No grafico dado pela Figura 6.6, estamos comparando o ntmero médio
de iteragoes efetuadas no método dos gradientes conjugados em cada um dos
problemas, quando o método primal-dual é iniciado com cada um dos trés
pontos iniciais. Notamos que o melhor comportamento é o do terceiro ponto
inicial, embora a diferenga nio seja muito significativa. Isto provavelmente
se deve ao fato de que este ponto estd mais préximo da trajetéria central do
que os outros dois.
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6.4.4 Critério de parada do gradiente conjugado

Consideramos trés critérios de parada no método dos gradientes conju-
gados:

(i} parada pelo residuo;
(if) parada pelo cosseno;
(iii) ndmero méximo de iteragdes efetuadas.

O critério (iii} é usado apenas como salvaguarda, caso os outros dois
nio tenham ocorrido antes. Este critério simplesmente limita o nimero de
iteracdes do gradiente conjugado & dimensdo do sistema linear, isto é, m .

Em cada um dos outros dois, consideramos dois casos:
N (41) resfiduo absoluto

(i)residuc< ;. . .

(ig) residuo relativo

(if)cosseno (41} cosseno fixo
(¢2) cosseno varidvel

(i) Parada pelo residuo

O critério de parada mais comumente encontrado na literatura para o
método dos gradientes conjugados é o chamado critério do residuo: se £ é a
iteracéio corrente do método dos gradientes conjugados, é verificado se ()¢ 7
é “suficientemente pequenc”. Nossos experimentos verificaram este critério
de duas maneiras, que chamamos de residuo absoluto e residuo relativo.

(i1;) residuo absoluto

Neste critério, a parada do gradiente conjugado se di quando
()¢ 1t < g4 . Usualmente, tomamos &4 = 1078, embora este valor possa
ser alterado.

(#¢3) residuo relativo

Lembrando que o sistema linear resolvido pelo método dos gradientes con-
jugados é § A% = §, este critério considera a parada do gradiente conjugado
quando ()¢ 78 < &, (§§) . Embora este critério seja menos usado do que
o anterior (ao menos explicitamente, nfo encontramos referéncias quanto ao
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seu uso), ele é bastante itil em nosso caso, uma vez que 0 lado direito do
sistema, §, costuma apresentar uma norma nao muito pequena. Também
aqui, normalmente, tomamos &4, = 1072,

Uma comparagio entre estas duas medidas do residuo pode ser vista na
Tabela 6.7. Podemos observar que o nfimero de iteragdes do primal-dual é
praticamente o mesmo nos dois casos. No entanto, o tempo de cpu e o nimero
médio de iterages do gradiente conjugado sdo menores quando tomamos o
residuo relativo. Isto se deve ao fato de que os valores §'§ sdo da ordem de
10* em quase todas as iteracdes do método primal-dual e em quase todos os
problemas considerados na Tabela 6.7 (também aparecem alguns valores da
ordem de 10° ou 10° ). Como g, = 1072, os residuos relativos ao final de
cada execucio do gradiente conjugado ficam na ordem de 10~ ou 107°
(a0 invés de 10™% do caso dos residuos absolutos). Daf termos o nimero
(médio) de iteragdes do gradiente conjugado diminuido e, consequentemente,
o tempo de cpu.

Estas observagdes podem reforgadas nos graficos dados pelas Figuras 6.7,
6.8, 6.9, 6.10, onde colocamos, para os problemas da Tabela 6.7, respecti-
vamente:

- o tempo de cpu,

- o numero médio de iteragbes do gradiente conjugado, )

- arazao: cpu com residuo absoluto / epu com residuo relativo,

- a razdo: mit.ge com resfduo absoluto / mit.gc com residuo relativo.

Podemos observar, nas duas Gltimas figuras, que as razoes permanecem
entre 1 e 2, indicando claramente que o residuo relativo é mais vantajoso do
que o absoluto. Assim concluimos que, usando o critério do residuo isolada-
mente, € conveniente utilizar o residuo relativo.
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problema residuo absoluto residuo relativo
cpu | it.pd | mit.ge [ cpu | i.pd | mit.ge
1 0.8 16 30 0.7 16 27
2 2.3 16 48 1.8 17 37
4 7.2 17 91 5.7 17 71
6 15.9 20 116 9.8 19 68
8 4.7 | 20 186 358 ) 20 134
9 45.5 21 148 29.5 | 21 92
10 45.2 22 125 38.8 | 22 92
11 89.6 20 168 59.5 { 21 148
12 141.1 | 22 248 79.6 23 156
13 121.2 | 23 227 839 | 23 155
14 1444 | 21 222 || 122.6 | 23 176
15 212.5 23 303 155.0 | 24 207
16 371.2 | 23 420 || 280.0 | 24 295
17 376.8 | 24 374 [ 3293 25 275
18 626.9 | 25 550 | 446.7 | 27 328
19 813.9 | 24 629 | 576.2 ) 25 408
20 1140.6 { 25 723 || 698.4 | 27 405
21 1235.5 | 24 799 || T7.6 ) 26 449

Tabela 6.7: comparacdo entre residuo absoluto e relativo
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(ii) Parada pelo cosseno

Conforme sugerido por Resende e outros [58, 59, 61] {para problemas de
fluxo de custo minimo com um dnico produto), podemos utilizar também,
como critério de parada na iteracao ! do método dos gradientes conjugados, o
cosseno do angulo o formado por § ¢ Q(Af)! (Capitulo 4). De fato, os expe-
rimentos computacionais mostraram que este critério de parada geralmente

é alcancado antes que o critério usual {critério do residuo) o seja.

(14,) cosseno fixo

Neste caso, a parada pelo cosseno se d4 quando |1 — cos o < £qos - Usnal-
mente, tOMamos £qs = 1072,

Se relaxamos £..s, diminuimos o niimero de iteragdes no método dos
gradientes conjugados. O critério do residuo (absoluto) néo fica satisfeito
e, parar o método dos gradientes conjugados com residuos grandes pode
nos levar a diregGes ruins (mal aproximadas). Isto geralmente resulta num
aumento do ntmero de iteragées no método primal-dual de pontos interiores,
mas, ndo necessariamente num aumento do tempo total de cpu. Precisamos
entio encontrar um ponto de equilibrio para obtermos dire¢des “razodveis” ao
mesmo tempo que tentamos obter um menor nimero de iteragdes no método
dos gradientes conjugados.

Eistas observagdes podem ser conferidas na Tabela 6.8, onde colocamos
trés valores para e : 1073, 1077, 105 . As subcolunas sio as mesmas
jé descritas anteriormente. Durante estes experimentos, foram medidos os
residuos ao final dos gradientes conjugados, isto é, r'r. Para eq = 1078,
estes residuos foram da ordem de 10~° até o problema 7 ¢ da ordem de 10~*
nos demais problemas. Para g, = 1077, tivemos da ordem de 10~ até o
problema 5, da ordem de 103 até o problema 17 e da ordem de 10~2 nos
demais problemas. J4 para &, = 1075, estes resultados sdo da ordem de de
1072 até o problema 5, da ordem de 107! até o problema 17 e da ordem de
1.5 nos demais problemas. Em todos os experimentos efetuados, utilizamos
o primeiro ponto inicial, it.dg=1 e . fg=7.

Os dados dos préximos trés graficos foram retirados da Tabela 6.8.

No gréfico dado pela Figura 6.11, observamos o crescimento do tempo
de cpu quando o valor de g4 diminui.

Na Figura 6.12, fica mais clara a diferenca entre o mimero médio de
iteragoes no gradiente conjugado 4 medida que aumentamos £., . No entanto,
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a diminuicdo deste niimero de iteragdes nos leva a residuos grandes no final do
método dos gradientes conjugados, isto &, r'r >> 1078, acarretando alguma
perda de factibilidade da solugao.

Na Figura 6.13, tomamos apenas 0s casos €cos = 1072 € &g = 107°
para comparar o niimero de iteracdes do método primal-dual. Note que, para
€cos = 107 este nlimero passa de 40 nos problemas maiores, mas nunca chega
a 30 para £, = 1078 .

problema €oos = 1075 Eeos = 1077 €cog = 107°
cpu | it.pd | mit.ge || epu | it.pd | mit.gc | cpu |it.pd | mit.gc
1 07 | 186 25 07 [ 16 o1 [ 05 | 18 12
2 2.0 17 34 1.8 17 29 i.3 19 16
3 2.2 iT7 30 1.9 17 26 1.5 20 14
4 6.3 18 59 4.9 19 42 3.5 22 22
5 10.4 18 75 8.1 19 56 5.1 22 24
6 10.9 20 64 11.3 20 53 8.7 24 27
7 241 19 109 20.1 19 28 15.5 26 45
8 40.6 21 125 32.7 21 98 20.0 26 44
9 32.5 21 38 27.6 22 69 19.8 28 36
10 39.0 22 R6 34.8 23 73 21.1 29 33
11 66.3 21 138 53.4 21 109 46:2 31 57
12 82.2 23 149 68.4 24 115 52.7 33 57
13 92.2 23 146 70.3 25 98 T1.7 39 63
14 122.9 | 23 165 93.7 23 122 25.8 33 67
15 180.2 | 25 200 154.7 | 28 152 155.11 41 95
16 2047 24 268 27231 26 221 186.2 | 34 107
i7 3201 25 235 27791 27 191 214.8 | 35 102
18 468.3 | 28 309 3720 29 208 264.2 | 40 112
19 549.9) 26 381 5014 28 271 466.6 | 42 153
20 731.9 | 27 370 7i1.4 | 30 307 634.4 | 43 185
21 762.8 1 26 384 7259 29 326 , 760.1 ] 43 206

Tabela 6.8: comparacdo entre tolerdncias pare o cosseno
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Figura 6.11: comparacdo entre tempos de cpu variando €qqs
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(742) cosseno varidvel

Nos préximos experimentos, nio mantemos mais £, fixo: ao invés disso,
iniciamos £.,s com um certo valor e, no decorrer das iteragdes do método
primal-dual, fazemos g5 + 0.95 £¢qs , conforme sugerido por Resende e ou-
tros em [59], por exemplo. Mantivemos fixo o valor de 0.95, mas uma redugao
maior poderia ser testada. Esta alteragio nos parece bastante razoavel uma
vez. que, & medida que o nimero de iteragdes do método primal-dual aumenta,
0 valor de .05 diminui. Nossa dificuldade estd em saber qual é o melhor valor
inicial para £q3, de modo que o ntimero de iteragdes no método dos gradientes
conjugados e no método primal-dual sejam razodveis. Novamente, se rela-
xamos o valor inicial de £.s, 0 nimero de iteragdes do gradiente conjugado
diminui, mas as dire¢bes geradas podem ndo ser boas, aumentando assim o
niimero de iteragdes do método primal-dual.

Na Tabela 6.9, a coluna “sem cosseno” mostra os resultados obtidos
quando o critério de parada pelo cosseno é eliminado do método dos gra-
dientes conjugados. Neste caso, a parada do gradiente conjugado se dd com
o critério do restduo absoluto, isto é, quando r'r < 10~® . As outras duas
colunas mostram os resultados quando iniciamos gqs com 107 e 1073, res-
pectivamente. Os valores desta tabela podem ser comparados com os da
Tabela 6.8. Os resultados sdo bem semelbhantes: vemos um aumento no
tempo de cpu na Tabela 6.9, decorrente do aumento do nimerc médio de
iteracGes do gradiente conjugado, uma vez que £.,, vai dimipuindo a cada
iteracao do primal-dual. Isto causa uma redugao nos residuos (isto é, r'r) a0
final do gradiente conjugado: para £, = 1077 (inicial), estes residuos foram
da ordem de 1075 até o problema 6, da ordem de 10~* até o problema 15 e
da ordem de 103 nos demais problemas. Para .45 == 107 (inicial}, tivemos
da ordem de 10™% até o problema 6, da ordem de 10~2 até o problema 12 ¢
da ordem de 10! nos demais problemas. Quanto ao nimero de iteracoes do
primal-dual, temos uma pequena reducgdo.

Fizemos ainda outros experimentos relaxando mais o valor inicial de
€cos; Mas os resultados ndo foram animadores. Por exemplo, iniciando com
Ecos = 1073, 0s problemas 9, 14 e 16 apresentaram, ao final dos gradientes
conjugados, residuos (absolutos) da ordem de 10. Consequentemente, foram
efetuadas todas as 50 iteracdes do método primal-dual sem que a solugdo
6tima fosse alcancada (este fato também ocorre em outros problemas). Isto se
explica porque o gradiente conjugado foi abandonado muito cedo: o ntimero
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médio de iteragdes do gradiente conjugado para os problemas 9, 14 e 16 foi,
respectivamente, 42, 58 e 139 contra 148, 222 e 420 que foram os valores
obtidos quando o teste de parada pelo cosseno foi abandonado.

O grafico dado pela Figura 6.14, cujos dados foram retirados da tabela
6.9, mostra uma compara¢iao entre o nimero médio de iteragdes no método
dos gradientes conjugados quando tomamos os problemas da Tabela 6.9,
para £qs = 1077 (inicial), para e, = 1077 fixo (Tabela 6.8) e quando nio
consideramos o teste de parada pelo cosseno. Podemos notar como os valores
dados por este ltimo sdo maiores do que os dois primeiros.

problema sem cosseno Eeos = 1077 Eeos = 1077

cpu | et.pd | mat.ge || cpu |ilpd | mit.gc | cpu | #t.pd | mit.ge

1 0.8 16 30 0.7 ] 18 21 [ 05 | 18 13
2 2.3 16 48 1.8 | 17 29 1.3 | 19 16
4 7.2 17 91 50 | 19 45 3.3 | 21 24
6 15.9 | 20 116 9.7 | 20 55 71 | 23 29
8 44.7 | 20 186 34.7 | 21 105 222 1 26 49
9 455 | 21 148 20.5 | 22 75 20.2 | 26 41
10 452 | 22 125 352 | 23 76 28.1 | 30 43
11 896 | 20 168 56.1 | 22 114 || 40.7 | 27 61
12 141.1 | 22 248 76.1 | 23 130 52.9 | 30 67
13 121.2 | 23 227 790 | 25 112 719 | 36 70
14 1444 | 21 229 97.0 | 23 130 93.1 | 32 85
15 212.5 { 23 303 f177.3| 271 172 1 113.0} 34 88
16 371.2 | 23 420 1 309.8| 25 238 2110 33 135
17 376.8 | 24 | 374 | 332.7| 27 242 [(220.01 34 132
18 626.9 | 25 550 |l 359.8 ] 27 242 || 434.3 | 41 187
19 8139 | 24 629 || 504.1 | 27 200 | 569.6} 40 212
20 1140.6 | 25 723 1626.0f 28 313 || 779.1( 41 254
21 1235.5 | 24 798 || 657.3 | 26 325 || 94851 42 260

Tabela 6.9: outra comparacdo entre tolerdncias para o cosseno
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As Figuras 6.15, 6.16 e 6.17 mostram, respectivamente, o compor-
tamento de um dos cinco problemas ntmero 9 para dez valores iniciais de
Eeos : 1073, 1075, 1077, 1078, 109, 10~1%, 10~12, 10715, 1016 e 10717,

O gréfico da Figura 6.15 mostra a ordem dos residuos (isto é, r'r) obtidos
a0 final do método dos gradientes conjugados. Podemos notar a melhora dos
residuos 4 medida em que &, inicial diminui. Note que, para e, inicial
1015, 107, 10~'7 , os residuos sdo da ordem de 10~%, o que significa que
o teste de parada pelo cosseno fica inbcuo, ou seja, a parada do gradiente
conjugado se d4 pelo teste usual do residuo.
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Figura 6.15: problema 200 x 400 x 10 : ordem dos residuos ao final do GC
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O gréfico da Figura 6.16 mostra o nimero médio de iteracdes efetuadas
pelo gradiente conjugado para cada valor inicial de es. Novamente, para os
valores 1073, 1078, 10~'7 | este nimero médio de iteragdes é 301, e este
valor diminui quando relaxamos &qqq inicial.
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Figura 6.16: problema 200 x 400 x 10 : nimero médio de iteracées do GC
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Finalmente, a Figura 6.17 mostra o numero de iteragdes efetuadas pelo
método primal-dual para cada valor inicial de g.s. O valor 23 permanece
para virios valores iniciais de £cos, chegando a 50 para ges = 1073 .

B0 —— — . e
so- i

3 400 .

£

-8

2l |

:

g2o 4
10} i
108 B L1o"“‘4_A_J_. m"‘“l Jl _1;6_._ — 10"

Valor inicial para a tolerancia do cosseno

Figura 6.17: problema 200 x 400 x 10 : nidmero de itera¢des do primal-dual

Até aqui, todas as comparagdes com o critério de parada pelo cosseno
foram feitas tomando por base o critério do residuc absoluto. Podemos ainda
fazer comparagdes tomando o critério do residuo relativo. De fato, se compa-
ramos os valores das trés subcolunas de “c.,s = 107" da Tabela 6.9 com os
valores das trés subcolunas de “residuo relativo” da Tabela 6.7, vemos que
eles sdo muito parecidos.

No gréfico dado pela Figura 6.18, estamos colocando o tempo de cpu
destes dois casos. Isto nos leva a concluir que, colocando o critério do restduo
relativo, o critério do cosseno nao é tao necessario.
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Ainda assim, podemos considerar os dois critérios, e 0 método dos gra-
dientes conjugados termina quando o primeiro deles for alcancado.

Nas préximas tabelas, mostramos os resultados de quatro problemas para
quatro combinacGes do critério de parada do gradiente conjugado. Estas
combinagoes estdo descritas na Tabela 6.10:

versao || residuo | cosseno

I absoluto | varidvel

II relativo | varidvel
III absoluto fixo
v relativo fixo

Tabela 6.10: parada no gradiente conjugado

As colunas €55 = 1075 € g0y = 1077 indicam, nas versdes I e II, o valor
inicial de £g,; €, nas versdes IIl e IV, o valor fixo para £, .

Ecos = 107° Ecos = 1077
versao || cpu | it.pd | mit.gc || cpu | it.pd | mit.ge
I 218.3 | 33 139 | 263.7( 25 230
II 22491 33 139 269.9 | 25 230
I 178.6 | 32 104 | 2382 25 202
v 165.6 | 32 104 J 235.7) 25 202

Tabela 6.11: problema 300 x 400 x 10

Nas quatro tabelas, podemos notar uma grande semelhanca entre as
versdes I e 11 e também entre as versdes III e IV (de fato, os valores das
colunas ¢t.pd e mit.gc sdo idénticos para I e IT e depois para IIT e IV).

As versdes 11T e IV geralmente apresentam um menor nimero de iteragdes
do gradiente conjugado e, consequentemente, um menor tempo de cpu. No
entanto, os valores de r'r ao final do gradiente conjugado sac sempre piores
para estas versoes.
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Eeos = 107° £eos = 1077
versdo |\ cpu | ¢t.pd | mit.ge || cpu | it.pd | mit.gc
I 56.2 | 38 39 416 ( 23 51
IT 55.9 ¢ 38 39 41.6 ) 23 51
III 274 | 27 28 5097 25 50
v 27.81 27 28 478 | 25 50

Tabela 6.12: problema 100 x 200 x 20

Eeos = 107° Eeos = 107"
versao || cpu | it.pd | mit.gc | cpu | it.pd | mit.gc
I 894.8 171
11 908.9 171
I1I 422.7 146
v 417.2 146
Tabela 6.13: problema 300 x 400 x 20

Eeos = 107° €eos = 1077

versdo || cpu | it.pd | mit.gc || cpu | it.pd | mat.ge

1 576.9 | 49 118 T 492961 29 173
T ({5782 49 118 {14947} 29 | 173
T J5428] 48 | 114 [[3953| 30 | 134
IV || 5472 48 114 [ 397.2] 30 | 134

Tabela 6.14: problema 300 x 500 x 20
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Para €,,; = 107>, as quatro tabelas apresentam valores grandes para r'r:
da ordem de 10~ e 10~ 2 para as versoes I e IT e da ordem de 107 ¢ até valores
maiores que 1 para as versdes 111 e IV. De fato, ndo houve convergéncia para
o problema da Tabela 6.13, isto é, foi atingido o nimero maximo de iteragdes
do primal-dual (50). O problema da Tabela 6.14 quase atingiu este limite.
Isto mostra que um valor “grande” e fixo de &, pode ser arriscado: por
um lado, pode haver convergéncia com um tempo de cpu menor, omo Nas
duas primeiras tabelas; por outro lado, pode néo haver convergéncia. Neste
sentido, o critério do cosseno varidvel é mais confidvel {a menos que o valor
fixo de £.0s seja pequeno).

Para £,,, = 1077, estes residuos prevalecem da ordem de 10~* para as
versdes I e II e da ordem de 1072 para as versdes III e TV. Notamos aqui que,
para o critério do cosseno varidvel, nao hi necessidade de tomarmos como va-
Jor inicial €. = 1077, pois, com isto, efetuamos um nimero desnecessirio de
iteragdes no gradiente conjugado nas primeiras itera¢fes do método primal-
dual, uma vez que esta tolerdncia serd diminufda. A Tabela 6.13 mostra
que é melhor comecar com €., = 107 ¢ depois diminuir este valor: hi con-
vergéncia para este problema em 36 iteragdes do método primal-dual, quando
esta convergéncia nio ¢ alcangada com o critério do cosseno fixo.

Nestes exemplos (e em outros também), observando a ordem de r'r ao
final do gradiente conjugado, concluimos que a parada deste método acaba
acontecendo pelo critério do cosseno. Assim, se queremos que o critério do
residuo prevaleca, podemos colocar um valor mais acurado para £ces. For
outro lado, se ndo queremos considerar o critério de parada pelo cosseno,
achamos que o critério do residuo relativo é melhor do que o absoluto, dada
a ordem de grandeza do lado direito de nosso sistema.

(Observamos também, dos varios experimentos efetuados, que o critério
do cogseno varidvel é sempre melhor do que o critério do cosseno fixo. Por
este motivo, este Gitimo acabou sendo desprezado.

Concluindo: se optamos pelo eritério de parada do residuo, é melhor o
residuo relativo; se optamos pelo critério do cosseno, é melhor o varidvel. Se
queremos uma acuracidade maior, o critério do residno é melhor; se a acuraci-
dade pode ser menaor, é melhor usarmos o critério do cosseno. Mantendo esta
ordem nas tolerancias — £c0s = 1077 (inicial) e g, = 107%, temos geralmente
um nimero médio de iteragbes do gradiente conjugado maior se paramos com
o critério do residuo (e, por consequéncia, um maior tempo de cpu), mas as
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direcbes obtidas sio melhores. Cabe dizer ainda que, futuramente, faremos
outros testes aumentando a reducio no valor de 0.95 no critério do cosseno

varigvel.

6.4.5 Aproveitamento da direcdo anterior

Outro conjunto de testes realizados se referem ao aproveitamento da
Altima direcio obtida pelo método dos gradientes conjugados para inicializar
a préxima iteracio. Em outras palavras, se na iteragio £ do método primal-
dual a direcso obtida pelo gradiente conjugado é (Ag)’, na iteragdo £+ 1 do
primal-dual o método dos gradientes conjugados inicializa o Algoritmo 4.3
com (AL

Depois de vérios experimentos concluimos que este procedimento ndo
é vantajoso, quando comparado com a inicializagdo usual que é a diregao
nula. De fato, inicializando o método dos gradientes conjugados com qualquer
outra direcio diferente da diregdo nula, é necessirio efetuar um produto
matriz-vetor (§ AF), que é o maior esforco computacional de cada iteragio
do método dos gradientes conjugados. Além disso, nas primeiras iteragoes
do método primal-dual, as diregdes geradas pelo gradiente conjugado sdo
bastante distintas entre si e, nas dltimas iteragBes, estas direcdes tendem 3
direcio nula. Isto justifica a inicializagdo usual do gradiente conjugado, ou
seja, a diregdo nula.

Tentamos obter algum aumento na eficiéncia utilizando o critério de pa-
rada do cosseno e o aproveitamento da direcdo anterior a partir de uma certa,
iteracdo do método primal-dual, ¢ ndo necessariamente a partir da primeira.
Por exemplo, um critério que poderia ser considerado é a utilizacdo da direcdo
anterior quando fazemos a troca de precondicionador.

O parametro it.d fol criado para indicar a partir de qual iteragio do
método primal-dual vamos inicializar o método dos gradientes conjugados
com a diregdo anterior. Este pardmetro é inteiro, com 0 < it.d < it.mazx .
Se #t.d = £, o gradiente conjugado comega da diregdo nula nas primeiras
iteragGes do primal-dual e utiliza a direcdo anterior a partir da iteragdo ¢
do primal-dual. Se it.d = 0, o gradiente conjugado comega da direcdo nula
na primeira iteragdo do primal-dual e utiliza a direcdo anterior em todas as
outras iteragSes. Se it.d > it.maz, a diregdo anterior nunca é utilizada, e o
gradiente conjugado sempre comega da direcio nula.
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Os experimentos que estdo resumidos na Tabela 6.15 mostram alguns re-
sultados quando aproveitamos a direcio anterior. Nestes experimentos con-
sideramos o primeiro ponto inicial, it.dg = 1, #.fg =7, €cos = 0.99 ecoqy
COm Eqqe inicial 1077, critério do residuo absoluto no gradiente conjugado
e 0s seguintes valores para #t.d: 0, 7, 12 . Note que it.d = 7 coincide com
it.fg = 7, isto é, utilizamos a dire¢ao anterior quando o precondicionador
floresta geradora é introduzido. O fato é que ndo foi observada nenhuma
diferenca significativa entre vdrios valores de it.d, nem tampouco algum ga-
nho pelo fato de aproveitar a direcao anterior ao invés de iniciar o gradiente
conjugado sempre com a diregdo nula. Podemos observar que as trés colu-
nas da Tabela 6.15 praticamente se repetem. E ainda, observando a coluna
Eess = 10~7 da Tabela 6.9, onde sempre iniciamos o método dos gradientes
conjugados com a diregdo nula, constatamos que esta coluna apresenta me-
lhores resultados do que qualquer uma das trés colunas da Tabela 6.15: em
outras palavras, seja no tempo de ¢pu, ou no nimero de iteragdes do primal-
dual, ou no niimero médio de iteracdes do gradiente conjugado, parece meihor
iniciar o gradiente conjugado da direcdo nula. Varios outros experimentos
foram efetuados neste sentido, inclusive modificando o valor inicial de £.q,
mas sempre chegamos as mesmas conclusoes.

Qutra tentativa para melhorar este resultado foi tomar a dire¢go obtida
ao final do gradiente conjugado multiplicada por um fator de redugio ao se
iniciar a préxima execugdo do gradiente conjugado, isto é, se na iteracao £ do
método primal-dual a diregdo obtida pelo gradiente conjugado é (A@‘)E, na
iteragdo £ + 1 do primal-dual o método dos gradientes conjugados inicializa
o Algoritmo 4.3 com A(AD), onde A = pf*l/ut, com puf = n+t / f (ver
Capitulo 3). Os resultados anteriores se mantiveram.

A Tabela 6.16 mostra os resultados obtidos com esta redugao para um dos
cinco problemas de nimeros 9 (100 x 200 x 10), 16 (300 x 400 x 10) e 19 (400
% 600 x 10), respectivamente. Na primeira coluna, iniciamos o gradiente
conjugado sempre com a direcio anterior (it.d = 0) e, na dltima, sempre
utilizamos a direcdo nula it.d = 51. Tomamos ainda, como anteriormente, os
valores intermedidrios it.d = 7 e t.d = 12 . Os resultados da iltima coluna
(it.d = 51) ainda sao um pouco melhores do que das outras, s6 perdendo
de uma ou duas iteracdes no total de iteragdes do método primal-dual. Por
exemplo, o nimero médio de iteragbes do gradiente conjugado para os trés
problemas, para it.d = 0, 12, 51 pode ser observado pelo grifico dado pela
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problema it.d =10 it.d=7 it.d =12
cpu | tt.pd | mit.ge || epu [itpd | mit.ge || cpu | et.pd | mit.gc
1 08 | 16 27 08 | 16 27 T 08 | 16 27
2 2.2 17 37 2.3 17 37 2,2 17 36
4 6.6 18 63 6.7 18 64 6.5 18 64
6 11.5 | 19 68 11.6 19 68 11.4 19 68
8 414 | 21 133 40.3 20 133 41,7 20 135
9 340 1 21 93 33.8 21 94 30.4 21 96
10 424 | 22 97 42.1 22 98 41.9 22 98
11 69.0 | 21 148 72.5 21 154 72.2 21 156
12 89.0 | 22 163 89.4 22 164 914 22 167
13 1074 23 173 1024 | 23 169 102.4 | 23 171
14 125.0 | 23 175 1280.2 | 23 178 1271 1 23 182
15 190.6 | 24 222 170.1 | 23 205 180.4 | 25 172
16 3329 24 305 3449 | 23 313 3356 | 23 315
17 353.71 24 284 351.7 | 24 292 3470 | 24 294
18 502.5 | 26 363 516.9 | 26 366 503.1 | 26 361
19 663.5 1 25 416 7498 { 25 430 694.8 | 25 438
20 906.8 | 26 481 894.1 { 26 479 913.3 | 26 488
21 971.1 | 28 470 1124.7| 30 503 1054.0 | 29 498

Tabela 6.15: primeira utilizacdo de diregdes anteriores
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Figura 6.19. J4 aqui podemos observar que, & medida em que o tamanho
do problema cresce, a diferenga a favor da direcdo nula se acentua.

itd=0 Hd="7 it.d=12 tt.d = Bl
cpu | it.pd | mit.gc | cpu | it.pd | mit.ge || cpu | it.pd | mit.gc | cpu | it.pd | mat.gc
341 1 21 92 35.0 | 21 93 34.7 | 21 95 33.3 | 22 84
2976 ] 23 286 301.8 | 23 286 330.0 23 305 273.1§ 25 230
358.9 25 354 B 573.7] 25 363 || 6240 25 396 | 523.6 | 27 288

Tabela 6.16: ezemplos com redugdo das direcdes anteriores:
problemas 9, 16 e 19

Outros experimentos foram efetuados mantendo it.dg = 1 e it.fg = 7,
mas considerando agora o critério do residuo relativo como parada no método
do gradiente conjugado e desprezando o critério de parada pelo cosseno. Os
resultados nio se modificaram muito, como pode ser observado na Tabela
6.17 (aqui, comegamos a partir do problema 8).

Comparando as colunas it.d =0 e it.d = 7 com a coluna “residuc rela-
tivo” da Tabela 6.7, observamos nao aparecer nenhum ganho no tempo de
cpu e no numero médio de iteragdes do gradiente conjugado; apenas reduzi-
mos uma ou duas iteragdes do primal-dual em alguns problemas.

Se estes resultados sao comparados com os da Tabela 6.15, podemos
observar uma pequena melhora no tempo de cpu, enquanto que o nimero
médio de iteragoes do gradiente conjugado fica um pouco pior e o niimero de
iteragdes do primal-dual nio se altera.

Concluindo, independentemente do critério de parada do gradiente con-
jugado — se pelo cosseno varidvel ou pelo residuo relativo — ndo observamos
vantagens na utilizagdo das direcoes anteriores.

Utilizamos novamente o mesmo fator de redugio da direcéo, A, descrito
anteriormente (agora com o critério de parada do residuo relativo no gra-
diente conjugado) e, mais uma vez, os resultados se mantiveram. Mostramos
os resultados dos mesmos problemas 9, 16 ¢ 19, para it.d =0, 7, 12, 51, na
Tabela 6.18. Os valores obtidos para ¢t.d = 51 continuam um pouco melho-
res do que para it.d = 0, 7, 12, mas, se comparamos estes resultados com os
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conjugado variando it.d
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problema itd=0 itd="7
cpu | it.pd | mit.ge | cpu | it.pd | mil.ge
[ 8 306 [ 20 [ 153 | 339 | 20 [ 129
9 33.4 21 108 32.3 21 103
10 40.5 22 109 39.8 | 22 105
11 68.2 | 21 176 69.4 21 180
12 88.7 | 22 189 81.8 22 178
13 106.4 | 23 201 103.7 | 23 200
14 122.9 | 22 207 1271 1 23 210
15 192.7 24 265 193.1 24 264
16 3223 | 23 349 3211 | 23 358
17 3427 | 24 329 341.9 | 24 332
18 475.1 25 407 481.3 25 412
19 679.7 | 25 493 683.2 | 25 492
20 863.8 | 26 545 903.9 | 26 565
21 1021.4 | 28 573 |l 1018.6 1 27 584

Tabela 6.17: segunde utilizacdo de dire¢bes anteriores: parada do gradiente
conjugado com residuo relativo
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da Tabela 6.16, vemos que eles pioraram no nimero médio de iteragdes do
gradiente conjugado e, como consequéncia, no tempo de cpu.

O gréfico da Figura 6.20 mostra o tempo de cpu (valores retirados das
Tabelas 6.16 e 6.18) no problema 19, para os quatro valores de t.d: 0, 7, 12
e 51. Neste grafico, podemos observar melhor o aumento do tempo de cpu
quando o critério de parada do gradiente conjugado é o do residuo relativo,
ao invés do cosseno variavel.

tt.d =10 itd=17 it.d =12 it.d = 51
cpu | w.pd | mit.ge | cpu | if.pd | mit.gc || cpu | it.pd Lr_nﬁgc cpu | t.pd | mit.g
359 | 21 | 116 [ 36.7 [ 21 118 [ 349 | 21 | 117
20571 23 332 (12946 23 343 290.1 [ 23 328
695.0 | 25 508 | 641.7 ] 24 488 6283 | 25 476

Tabela 6.18: ezemplos com reducdo das divecdes anteriores, wutilizando o
critério do residuo relativo no gradiente conjugado: problemas 9, 16 ¢ 19

Devido a estes e outros experimentos com resultados semelhantes, opta-
mos por utilizar a dire¢do nula sempre gue iniciamos o método dos gradientes
conjugados. No entanto, a inicializagio do gradiente conjugado poderia ser
ainda feita com o lado direito do sistema linear, ao invés da direcao nula, o
que resulta na economia de uma iteragao deste método.
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Figura 6.20: problema 19 : 400 x 600 x 10
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6.4.6 Informacoes das matrizes de scaling

Qutros experimentos foram realizados com o intuito de observar o com-
portamento das matrizes de scaling ©%, k =1,---,p-+ 1. Como j4 foi dis-
cutido anteriormente, os elementos destas matrizes tendem a zero ou infinito
nas lltimas iteragoes do método primal-dual. Esta informacdo pode ser uti-
lizada, por exemplo, para decidirmos em qua!l iteragdo do primal-dual é con-
veniente introduzir o precondicionador floresta geradora mdrima: se temos
uma quantidade suficiente (m—1) de elementos em ©* que siio “grandes”, em
principio convém introduzir a floresta geradora mdzima. Se esta quantidade
for ainda pequena, podemos continuar com o precondicionador diagonal

Como exemplo, vamos tomar um problema com 2 produtos, 4 nds e 6
arcos, cuja rede é dada pela Figura 6.21. Os arcos sdo dados por {e1, -+ ,¢es}
(j4 tomamos esta rede como exemplo anteriormente).

Figura 6.21: rede exemplo para as matrizes de scaling

Os demais dados sio:

bl=(1s 2, —4, 1Y
produto 1: ¢ w'=(7, 7, 7, 7, 7, 7V

d=(2 4,1, 6 4 1)

R=(5 1, =1, =5

(
produto 2: 2=(6, 6 6, 6, 6, 6)
(

7, 4,5 1, 3 7Y

acoplamento: d=(9, 6, 9, 3, 7, 7)
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Este problema é resolvido em 13 iteragdes do método primal-dual, inde-
pendentemente se o precondicionador floresta geradora mdzima é introduzido
mais cedo ou mais tarde. Colocando este precondicionador desde a primeira
iteragdo do primal-dual, podemos observar os resultados que estéo colocados
na Tabela 6.19. Nesta tabela, a coluna n, contém o nimero de elementos
da matriz de scaling de cada produto ou do acoplamento que sdo menores
do que 1; a coluna ny contém o niimero de elementos que sdo maiores do
que 1. Como exemplo, na iteracdo 7 do primal-dual, os elementos que foram
computados em n; sdo da ordem de 10~* ¢, em 75, da ordem de 10%. Na
iteragdio 10, estes valores ji mudam para 10™% ¢ 10°. Na dltima iteracdo, sio
da ordem de 10~® e 107. Neste exemplo, os arcos selecionados para as drvores
geradoras se repetem em todas as iteracdes do primal-dual: eg, ¢, e3 para
o primeiro produto e ey, e4, es para o segundo produto. Isto significa que
nA0o era necessario construir o precondicionador floresie geradora mdzima em
cada iteragio do primal-dual: ele poderia ter sido construido uma inica vez
para cada produto, e seria usado em todas as outras iteracdes. Naturalmente,
este é um exemplo muito pequeno. No entanto, em problemas maiores, as flo-
restas geradoras tendem a se repetir a partir de uma determinada iteracio do
primal-dual, ou, pelo menos, boa parte de seus arcos coincidem nas dltimas
iteragdes do primai-dual. Esta informacdo pode ser aproveitada — assim
evitamos construir as florestas desnecessariamente.

A informacgdo dada pelas matrizes de scaling também pode ser utilizada
na construgdo de uma solugao bésica 6tima, principalmente se o problema
nao for degenerado.

No exemplo anterior, a dimens8o da base é 12 e, neste caso, a base 6tima
é formada pelas arvores dos dois produtos e mais 6 varidveis de folga do
acoplamento {de fato, este problema é desacoplével).

Num outro exemplo com 2 produtos, 7 nds e 12 arcos temos agora, na
dltima iteragdo do métodoe primal-dual:

produto 1 :ny =35, no=7

produto 2 :n; =3, na=9

acoplamento : n; =1, ny =11
Neste caso, como a dimensio da base é 24 (e ndo 27), temos uma degene-
rescéncia dual e, apenas pela ordem de grandeza dos elementos de 8% nio
conseguimos determinar uma solugdo bisica 6tima.
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acoplamento

T g

produto 1 | produto 2
it.pd ny Tio T Tia
1 6 0 6 0
2 5 1 3 3
3 3 3 3 3
4 3 3 2 4
5 3 3 3 3
6 3 3 3 3
7 3 3 3 3
8 3 3 3 3
9 3 3 3 3
10 }§ 3 3 3 3
11 3 3 3 3
12 3 3 3 3
13 3 3 3 3

COoOO0ODDO0 OO0 OO
OO D D LGl

Tabela 6.19: quantidade de elementos maiores e menores que 1 em ©F

Outro exemplo, agora com degenerescéncia primal: 3 produtos, 10

nés e 20 arcos, que resulta na dltima iteracdo do primal-dual:

produtol :m =11, n, =9
produto 2 :n; =11, n, =9
produto3 :m =11, n, =9
acoplamento : n1 = 1, n, =19

Neste caso, falta informagdo sobre uma varidvel bdsica, j4 que a dimenséo da

base é 47,

Outros resultados podem ser observados (o precondicionador floresta ge-

radora mdzima fol introduzido na iteragao 7 do primal-dual):

¢ Em um problema com m = 50, n =82, p=>5 (Tabela 6.20): o total

de iteragOes do primal-dual é 16 e a dimensdo da base é 327.

Os produtos 1 e 3 devem possuir dois arcos em ciclo com suas respectivas
arvores geradoras, ao passo que os produtos 2 e § possuem apenas um arco em
ciclo, O produto 4 nio apresenta ciclos. Dos 82 arcos, 76 estdo “folgados”.

Este problema € ndo degenerado.
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itpd = 7 |} it.pd = 16

produto | 1 | no il mo
1 [[40] 42 [[31] 51

2 43} 39 §132} 50

3 38| 44 (31| 51

4 40 | 42 ([ 33 49

5 38] 44 [[32] a0
acopl. 6| 76 || 6 76

Tabela 6.20: problema 50 x 82 x 5

e Outro problema, com m = 200, n = 318, p = 3 (Tabela 6.21): o
total de iteracoes do primal-dual € 22 ¢ a dimensgo da base é 915. Neste
caso, temos uma degenerescéncia primal: sdo 914 elementos “grandes”

nas matrizes de scaling (entre 10° e 10%).

tt.pd = 7 |t it.pd = 15 || it.pd = 22

produto || n; | no || 7y [ 7o ny | Ne
1 142 1176 || 106 | 212 || 105 | 213

2 151 {167 ff 1151 203 || 114 } 204

3 136 | 182 || 110 | 208 |[ 109 | 209
acopl. 37 [ 281 31 ] 287 [[ 30 | 288

Tabela 6.21: problema 200 x 318 x 3

e Qutro problema, com m = 300, n = 513, p=3 (Tabela 6.22): o total
de iteracgoes do primal-dual é 22 e a dimensfo da base é 1410. Aqui também
temos uma degenerescéncia primal: sdo 1408 elementos “grandes” nas
matrizes de scaling (entre 10% e 10%).
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it.pd =7 || it.pd = 15 || it.pd = 22
produto [ 7y | ng [ M1 | Mo n | nag
1 242 1 271 1 200 | 313 ) 200 | 313

2 246 | 267 || 201 | 312 { 200 | 313

3 228 | 285 || 203 | 310 [} 201 { 312
acopl. 46 | 467 {| 44 | 469 | 43 } 470

Tabela 6.22: problema 300 x 513 X 3

e Por dltimo, um problema com m = 400, n = 627, p = 3 (Tabela 6.23):
o total de iteracdes do primal-dual é 24 e a dimensdo da base € 1824. Ainda
temos uma degenerescéncia primal.

topd = 7 || it.pd = 15 || st.pd = 24
produto KRR EEED CHRECE
1 [ 273 ] 354 ]| 202°| 425 || 200 | 427
2 300 | 327 || 213 | 414 || 207 | 420
3 205 | 332 |[ 221 | 406 (| 212 { 415
acopl. 77 | 550 1 67 } 560 )) 66 | 561

Tabela 6.23: problema 400 x 627 x 3

Note que, em todos estes exemplos, os resultados obtidos na iteragio 7
do primal-dual, nas colunas ni e ny, sio muitos parecidos com os obtidos
na Gltima iteracdo. Isto nos leva a crer que as florestas geradoras poderiam
ter sido repetidas algumas vezes, ao invés de serem construidas em toda
iteragio: certamente, a maijoria dos arcos se repetiria. Observamos também
que, na iteragdo 7, quando o precondicionador floresta geradora mdzima foi
introduzido, o nimero de elementos da coluna ng ainda era insuficiente para
se formar arvores geradoras. Neste caso, foram utilizados arcos com pesos
pequenos para que estas drvores (ou florestas) fossem completadas.
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6.4.7 Heuristica para solucao basica 6tima

V4arios outros experimentos foram efetuados para testar a heuristica apre-
sentada no Capitulo 5 para a obtengdo de uma solugdo bisica 4tima (Algo-
ritmo 5.1).

Para problemas nado degenerados, esta heuristica se mostrou bastante
robusta: de todos os testes efetuados, apenas em dois casos tivemos falha.
No entanto, para problemas degenerados, ela quase nunca obteve sucesso.

De fato, esta heuristica falhou em todos os problemas que apresentaram
degeneragdo primal {inclusive os apresentados na se¢do anterior), e em virios
casos de degeneracdo dual. Alids, foi neste ponto que pudemos observar que
nosso gerador (na versdo de dados reais) apresenta com facilidade problemas
com degeneragdo primal e, na versio de dados inteiros, apresenta com faci-
lidade problemas com degeneracdo dual. E quanto maior é a dimensdo do
problema, maior € a chance de gerar problemas degenerados.

Na Tabela 6.24, apresentamos alguns resultados retirados dos virios
testes realizados com a heuristica. Nestes problemas, o valor de n, (nimero
de arcos verdadeiramente acoplados) é pequeno. Note que a coluna i —
dimensao do sistema linear das dire¢bes — também € a dimensio da base. A
coluna “degenerado” indica se o problema tem degeneragiao primal ou dual
ou se o problema nao é degenerado. A coluna “sucesso” indica se a heuristica
obteve ou nio sucesso.

Consideramos “sucesso” quando as quatro condiges seguintes sio satis-
feitas:
(i) a solucao basica primal encontrada é factivel;
(ii) a solugéo bdsica dual encontrada é factivel;
(iii) o valor das fungdes objetivo primal e dual sio iguais, a menos de uma
pequena tolerancia;
(iv) este valor ¢ igual (a menos de uma tolerdncia) ao valor encontrado para
a func¢do objetivo na uUltima iteracio do método primal-dual de pontos inte-
riores.

A heuristica fracassa quando:

(1} o vetor a ndo ficou completo;
(ii) a matriz p ndo se tornou vazia,;
(iil) qualquer uma das condices de

43

sucesso” anteriores nao é satisfeita.

As duas primeiras condi¢Ges, que costumam acontecer simultaneamente, sdo
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as causas mais comuns do “fracasso”.

Convém observar que, escolhido e fixado um tamanho de problema, sem-
pre foi possivel gerar um problema nio degenerado e outro com degeneragao
primal, apenas experimentando valores para o parametro semente. O que
acontecen em quase todas as vezes foi que a heuristica obteve sucesso para o
néo degenerado e falha para o degenerado, independentemente do tamanho

deste problema.

mtn | p| ™M |n, | degenerado | sucesso
10 | 21 {10} 111 | O nao gim
20 | 40 110} 230 |} 2 nao sim
50 | 80 1 10| 570 | 6 nao sim
50 110010 ) 590 | 4 nao nao
50 | 102110} 592 | 7 nio sim
80 ;104 [10]) 84 | © nao sim
100 |1 200) 5 | 695 129 nao sim
100 | 2031 5 | 698 | 8 primal nio
1001204] 5 | 699 | 44 dual nao
150 | 266 | 5 | 1001 | 27 primal nao
150 1305 | 5 | 1050 | 28 primal néo
180 | 402 3 | 939 | 14 dual nao
180 {402 | 3 | 939 [ 43 nio sim
200 | 408 | 10 | 2398 | 15 dual sim
200 | 404 [ 10 | 2394 | 25 primal nio
300 (425 5 | 1920 | 29 primal nio
300 {420 5 {1915 24 nao sim
300 | 512 | 3 | 1409 | 32 dual nao
300 607 5 | 2102 | 38 dual sim
300 (6077 5 | 2102 | 40 primal nio
300 1608 ] 5 | 2103 | 39 nio sim

Tabela 6.24: heurdstica pare solugdo bdsica 6tima
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6.5 Comparacgao com outro programa

Comparamos o programa mult com o programa Lipsol (Linear-
programming point solvers), versio 0.3, de Yin Zhang, que utiliza o método
primal-dual de pontos interiores [44, 51, 75]. O Lipsol é um programa que
resolve problemas gerais de programacao linear, relativamente grandes. Ele
é baseado na versao 4.0 do MATLAB, usando suas rotinas de matrizes espar-
sas, possuindo cddigos nas linguagens Fortran ¢ C. E um programa “free”,
que pode ser obtido nos enderecos: http://math.umbc.eduvyzhang/lipsol/
ou ftp.math.umbc.edu:pub/zhang/lipsol/v03/ . Para a entrada de dados,
além dos formatos MPS e LPP, Lipsol admite também o MAT-format, do
MATLAB (transforma os formatos LPP ¢ MPS em MAT, para resolver os
problemas). Este programa possui ainda rotinas de preprocessamento.

Na Tabela 6.25, podemos observar alguns resultados desta comparacio,
quanto ao tempo de cpu e o nimero de iteragbes. Em mult, consideramos
0s seguintes valores para os parametros: it.dg =1, t.fg=6, £ = 1077
(inicial) e £, = 10~7 . Utilizamos ainda o ponto inicial usual (primeiro ponto
inicial) e o critério do resfduo relativo na parada do gradiente conjugado.

Lembramos que as colunas 7 ¢ 7 ddo as dimensdes de cada problema,
sendo que em 7 jd subtrafmos as p equagdes linearmente dependentes (uma
de cada produto). As colunas m; e n; dao, respectivamente, o niimero de
linhas ¢ de colunas com que o Lipsol efetivamente trabalha, depois que é
feito o preprocessamento. Podemos notar que este programa obtém uma boa
reduc@o nas dimensées dos problemas: nos cinco tiléimos, aproximadamente
entre 19% e 23% do ntimero de linhas, a menos do nono problema, que
apresenta uma reducdo de 6.4%, aproximadamente. Notamos, inclusive, que
o tempo de cpu deste problema € relativamente maior que os demais.

O Lipsol sempre utiliza um nimero menor de iteragoes que mult: descar-
tando o primeiro problema, temos uma média de 18 iterages para o Lipsol,
contra uma média de 26 itera¢des para o mult. Além disso, as factibilidades
na solucdo final sdo da ordem de 1072, contra 10~% de mult. No entanto,
0 tempo de cpu de mult é menor, a2 menos do segundo problema. A razio
entre os tempos de cpu (epu de Lipsol / cpu de mult) pode ser observada
no grifico dado pela Figura 6.22. Neste grifico, os problemas da Tabela
6.25 foram numerados de 1 a 11. Apenas no segundo problema esta razdo é
menor gue 1; no primeiro problema ela chega a 6.4 ¢, no nono, é de 4.5.
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Lipsol mult
min | p | mg ny, cpU it.pd || ™ 7 epu |t it.pd
i0c | 20 | 3 47 7 1.73 10 47 80 0.27 14
100 { 204 | 10 ¢ 1094 { 2134 38.4 16 I 1194 | 2244 | 45.60 | 23
200} 405 | 10 || 2195 | 4245 | 168.48 § 18 | 2395 4455 | 113.67 | 26
300 | 5123 10 | 3002 | 5122 | 222.47 | 17 | 3502 | 5632 | 205.77 | 23
300 | 606 [ 10 (| 3286 | 6346 1 430.59 ; 17 | 3596 | 6666 | 202.32 | 25
440 | 809 } 10 jj 4690 | 8390 | 1060.30 | 18 | 5199 | 8899 | 580.18 | 25
200 | 318 | 20 || 3458 | 5818 | 432.11 17 [1 4208 | 6678 [ 260.50 | 28
200 ; 318 { 30 § 5028 | 8568 § 999.40 | 18 |/ 6288 ) 0858 | 32455 | 26
200 | 401 | 20 | 4101 | 8121 | 1059.90 | 18 | 4381 | 8421 | 238.37§{ 26
300 [ 418 [ 20 || 4938 | 7298 | 67864 | 18 [ 6398 | 8778 [ 48540 ( 25
300 {418 § 30 7198 | 10738 | 1085.97 | 18 Jl 9388 | 12958 | 923.75 | 28
Tabela 6.25: comparagdo com o Lipsol
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Figura 6.22: raz8o entre os tempos de epu de Lipsol e mult
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6.6 Outros problemas

QOutros problemas foram retirados da Netlib. Eles podem ser obtidos na
Internet, no site http://www.di.unipi.it/di/groups/optimize/Data/MMCF.
html. Estes problemas apresentam caracteristicas bem particulares: as va-
ridveis ndo sdo canalizadas, os custos sdo grandes ou negativos, nem todos
08 1 arcos sao acoplados, ou ainda, nem todos os arcos da rede sdo conside-
rados para todos os produtos (ou seja, ndo necessariamente temos a mesma
matriz A em todos os produtos). Muitos destes problemas pertencem a clas-
ses especiais, como foi descrito no Capitulo 1: problemas de origem-destino
(cada produto vai de uma origem especifica para um destino especifico) ou
problemas de destino especifico (cada produto vai de uma origem especifica
para vérios destinos ou vice-versa). Isto significa que vérios elementos b sdo
nulos.

Como o programa mult foi desenvolvido para problemas genéricos (como
na descri¢do 5.1), € ndo para problemas de classes especificas, todas estas par-
ticularidades foram “camufladas” no programa. De fato, certas adaptacoes
deveriam ter sido feitas neste programa, para que seu c6digo tirasse proveito
destas situagdes. Foi necessério introduzir alguns artificios do tipo considerar
explicitamente arcos com custo infinito, acoplamento infinito, ou a auséncia
de arcos, para resolver eficientemente estes problemas com o programa mult,
uma vez que nao é conveniente utilizar artificios do tipo “M grande”.

Em todos estes problemas foi utilizado, no método dos gradientes conju-
gados, o critério de parada pelo residuo absoluto combinado com o critério
do cosseno varidvel.

6.6.1 Problemas Assad

Nesta classe de problemas, nenhuma varidvel é canalizada, mas todos os
n arcos sao acoplados. Todos os custos sdo positivos, e o lado direito das
restricoes de acoplamento também.

Os valores dos pardmetros utilizados foram it.dg =1, #t.fg =7, €eco, =
10”7 (inicial), €, = 1077 . Utilizamos o ponto inicial usual (primeiro ponto
inicial). A seguir, temos os problemas e seus resultados.

Devido ao fato das varidveis ndo serem canalizadas, também colocamos
como ponto inicial, para as varidveis primais, (a:;f)ﬂ =1, Vk, Vj (incluindo o
acoplamento). Os resultados foram satisfatérios, e muito parecidos aos obti-
dos anteriormente. Também alteramos &, inicial para 10~'® — neste caso,
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problema | m | n m | cpu | it.pd | mit.ge
assadl.5k | 47 | 98 236 | 59 [ 16 113
assadl.6k | 47 | 98 236 | 5.0 | 20 79
assad3.4k | 85 1 204 708 | 54.7 ] 34 145
assad3.7k | 85 | 204 708 [ 5151 31 153

T W WS

Tabela 6.26: problemas Assad

temos uma diminuicdo do nimere de iteragoes do método primal-dual e um
aumento no tempo de cpu e no nimero de iteragdes do gradiente conjugado.

6.6.2 Problemas Chen

Também nesta classe de problemas, todas as varidveis sdo canalizadas.
No entanto, nem todos os arcos sdo acoplados, ¢ 0s que sao, ficam completa-
mente utilizados na soluco étima (zP** = 0) . Varios destes arcos apresen-
tam valores nulos no lado direito do acoplamento (d; = 0). Estes problemas
apresentam ainda muitos arcos paralelos, vidrios arcos com custo negativo
e valores grandes para a fungio objetive na solucdo Gtima. S&o problemas
degenerados.

Devido a estas particularidades, uma melhor solucdo §tima é encontrada
se as tolerdncias utilizadas sdo mais acuradas. Além disso, os trés pontos
iniciais apresentados no Capitulo 3 nao foram satisfatérios.

Iniciamos a sclugdo primal com (:z:j’f)0 = 1, V4, Vk (incluindo o acopla-
mento) e a solugdo dual com (3" 1)0 = —300, V4 . As varidveis (yj-‘)ﬂ, Y4, Vk
permanecem nulas, como anteriormente, e, para as varidveis (z;.‘)u, temos a
seguinte imc1al1yagao

() = — (F™), AR

(z;,'f)(J = 100 , caso contré.no.

O critério de parada pelo cosseno nio se apresentou muito eficiente para

estes problemas: relaxando 4,5, 08 residuos ao final do método dos gradientes
conjugados foram bem grandes.

Nos resultados apresentados a seguir, utilizamos: st.dg = 1, it.fg =
7, €eos = 107% (inicial), £, = 1071% . A coluna n, da Tabela 6.27 indica o
nimero de arcos acoplados dentre os n arcos do problema.
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problema | m | n | n, | p | @ | cpu | it.pd | mit.gc
chen( 26 | 117 43 | 4 [ 143§ 9.5 26 133
5
7

chenl |36 174 65 240 ( 18.8 | 24 164
chen2 [ 41 | 358 | 155 435 | 116.7 | 32 341
chend3 |31 149 56 {15506 | 52.6 | 28 163
chend |55 |420 176 |15 | 986 { 400.3 | 36 404
chen5 |65 ] 569242 | 10 | 882 | 477.2 | 37 813
chen6 |411]409 [177 | 9 | 537 | 248.7| 40 387

Tabela 6.27: problemas Chen

Acreditamos que alguns destes resultados possam ser melhorados se alte-
rarmos o ponto inicial, ou a tolerancia do cosseno, ou algum outro pardmetro.
Individualmente, constatamos que cada problema se comporta melhor se um
ou outro pardmetro é alterado. Acreditamos também que o fato destes pro-
blemas serem bastante degenerados (pelo menos na solugdo Gtima), faz com
que o precondicionador drvore geradore mdrime nfio seja muito eficiente, isto
é, ndo faz muita diferenca se introduzimos este precondicionador um pouco
mais cedo ou um pouco mais tarde (tentamos #.f¢g = 5, 7, 10). No entanto,
se ele nao é utilizado, os resultados pioram,

6.6.3 Problemas Farvolden

Nestes problemas, todas as varidveis sao canalizadas e nem todos os arcos
sdo acoplados. A quase totalidade de seus arcos apresenia custos nulos ou
muito grandes. A matriz A ndo é idéntica para todos os produtos porque
os arcos considerados para cada um dos produtos ndo sdo os mesmos. Os
valores da fungdo objetivo na solugfio tima sio bem grandes.

Utilizamos o mesmo ponto inicial dos problemas Chen, mas, para o aco-
plamento, utilizamos (32*")° = —1, Vj . Mantivemos também os valores dos
pardmetros: stdg =1, @.fg =17, £, = 107 (inicial), g, = 107*° . No
entanto, fol necessirio fazer uma maior reducdo no parametro de centragem
~— o redutor utilizado foi n = 10~® ao invés de n = 10~%, como vinha sendo
usado anteriormente. Esta necessidade se deu porque os valores iniciais do
parametro de centragem u eram da ordem de 108 , e a convergéncia era muito
lenta. Os resultados obtidos com estes problemas podem ser observados na
Tabela 6.28.
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problema | m | n | n, | p| ™ cpu | it.pd | mil.gc
i0term.0 ] 190 } 507 | 143 {10 | 2033 | 4029 | 32 342
10term } 190 } 510 | 146 10 ) 2036 | 519.0 | 32 442
10term.50 | 190 | 498 | 134 [ 10 ] 2024 | 519.8 | 33 422
10term.100 | 190 | 491 {127 [ 10 | 2017 | 671.8 | 33 578
15term.G | 285 | 745 | 202 | 15 | 2017 § 2538.7 | 36 882
15term | 285} 796 | 253 | 15 | 4513 | 4252.6 ) 39 1354

Novamente, nado fez muita diferenca se introduzimos ¢ precondiciona-
dor drvore geradora mdzrima um pouco mais cedo ou um pouco mais tarde
(it.fg =5, 7, 10, 11), mas, #.f¢g = 13 j4 é ruim. Se este precondicionador
ndo for utilizado, os resultados pioram bastante. Experimentamos também
(¥2*1)’ = =300, V5 , ao invés de (7*))"
muito parecidos. Novamente, as particularidades de cada problema podem
ser observadas — por exemplo, o problema 10term.100 apresenta uma me-
lhora em seus resultados se £, = 1078 . J4 os problemas 15term.0 e 15term

Tabela 6.28: problemas Farvolden

apresentam resultados melhores se g, = 10~° e it.fg =10.
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Capitulo 7

Degenerescéncia

O objetivo deste estudo é caracterizar a degenerescéncia e a falta de pon-
tos interiores no problema de multifluxo. Para isso, iniciaremos com esta
caracterizagdo num problema geral de programacao linear, passando a um
problema de fluxo de custo minimo com um tnico produto e, finalmente,
chegando ao problema de multifiuxo.

7.1 Programacao linear

Seja A uma matriz m X n, b um vetor de dimensio m e ¢ um vetor de
dimensao n. Considere o par primal-dual:

min{cz : Az =5, z >0} (7.1)

maz{by : Aly+2z=c¢, z >0, y irrestrito} (7.2)
onde y tem dimensdo m e z tem dimensao n.

Vamos considerar que posto(A) = m . Dadas as solugbes z e {y, z) de
(7.1) e (7.2), respectivamente, definimos os dois subconjuntos seguintes, de
colunas e linhas, com cardinalidades:

rz = |[{a? : z; > 0}

r,=Ha + i #0}Ude; 1z >0}
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onde o/ 6 a coluna j de A, g; é alinhaide Aee;=(0---1---0), com n
componentes, é o j-ésimo vetor candnico.

Uma solucdo primal factivel z (satisfaz Az = b e x > 0) € chamada de
bdsica (ou extrema) se o conjunto de colunas associado a 7, € linearmente
independente (isto implica r, < m). Esta solugio é degenerada se 1o < m .
O problema (7.1) é primal degenerado se existe uma solugdo bdsica primal
factivel degenerada.

Uma solucdo dual factivel (y, z) (satisfaz z = ¢ — A'y > 0) é chamada
de bdsica se o conjunto de vetores associado a r, é linearmente independente
(isto implica r, < n). Esta solugéo é degenerada se r, < n . O problema (7.1)
é dual degenerado se existe uma solugio bésica dual factivel degenerada.

Uma solucdo primal factivel z é interior se £ > 0 . Uma solugao dual
factivel (y, z) é intertorse z > 0 .

Se existe uma varidvel primal (dual) trivial z; (25), isto é, zx = 0 (25 = 0)
para toda solugao primal (dual) factivel z (y, 2), entdo ndo existe solugao
factivel primal (dual) interior.

Uma solugdo homogénea de {Ax = b, =z > 0} é uma solugéo factivel de
{Az =0, z > 0}. Uma solucdo homogénea ertrema é uma solicio bésica
factivel de {Az =0, 220, £,z;=1}.

Teorema da representacio [7]: )

Toda solucgo primal factivel z de (7.1) pode ser ezpressa pela soma de uma
combinagdo linear convere de solugies bdsicas factiveis 3° com uma com-
binacdo linear ndo negativa de solugbes homogéneas extremas :::};, 18to €,
T =0 0+ 8 %, comeg 20, Vi, o0 =1, B; 20, Vj . Si-
milarmente, toda solucdo dual factvel y de (7.2) pode ser ezpressa pela soma
de uma combinacdo linear conweza de solugies bdsicas factiveis yi com uma
combinagdo linear ndo negativa de solugdes homogéneas eztremas yj, isto €,
y=2£ai y:+2jﬁj U}J;; CUmaiZOa V?:: E;‘ai=1: .6320: VJ .

Teorema fundamental da dualidade [7):

Se um dos problemas (7.1) ou {7.2) tem uma solugdo dtima, entdo o outro
também tem e ambas solucdes possuem o mesmo valor da funcdo objetivo.
dz =1ty .

Lema de Farkas [7!:
Ezxatemente um dos seguintes sistemas tem uma solucdo factivel e o oulro é
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inconsistente:
{Ax=b, 2> 0}

{Ay >0, by <0}

Assim, um problema € primal infactivel se e somente se existe um vetor y
gue satisfaz A'y > 0, com by <0 .

Teorema de Gale [46]:
Ezatamente um dos seguinies sistemas tem wma solugéo factivel e o outro €
inconsistente:

{A'y <c}

{Az=0,220, dz=-1}

Assim, um problema € dual infactivel se e somente se eziste wm vetor ¢ que
satisfaz Az =0,z >0, comdz <0 .

Teorema (inexisténcia de solugdo primal factivel interior):
Considere um problema primal factivel. Eniste uma varidvel primal trivial g
se e somente se existe um vetor y que sotisfaz A'y > eg, com by =z, =10.

prova: aplicando o teorema fundamental da dualidade sobre o par primal-
dual abaixo, com soluges Gtimas z e y, onde ¥y = z; = 0, temos:

max{z, : Ar=>5, z >0}

min{b'y : A'y > ex}

Note que ¥y > 0 para toda solugdo factivel y, pelo teorema fraco da duali-
dade. &

Teorema {degenerescéncia primal):

Considere uma solucdo bdsica factivel associada ¢ uwma base B de A =
[B | N| . Eziste uma varidvel primal factivel bdsica degenerada xpy (isto
é, a k-ésima varidvel bdsica) se e somente se eziste um vetor y satisfazendo
By > egi, comby=125,=0.

prova: aplicando o teorema fundamental da dualidade sobre o par primal-
dual abaixo, com solugdes Gtimas x e y, onde b'y = xp; = 0, temos:
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maz{zp; : Brp =05, x> 0}

mm{b’y : B’y > e;;k}
Note que ¥y > 0 para todo vetor factivel y . &

Teorema (inexisténcia de solugdo dual factivel interior):
Considere um problema dual factivel Existe uma varidvel dual trivial 2 se e
somente se eziste um vetor x que salisfaz Az =0, z > ey, comcdz =2, =0

prova: novamente, da aplicacao do teorema fundamental da dualidade sobre
o par primal-dual abaixo, com solugbes 6timas z e (y, z) e com ¢'x = 2z = 0,
temos:

min{cdx : Az =10, = > e}

max{z, : z=c— A'y> 0}
Note que ¢z > 0 para toda solucdo factivel z . ¢

Teorema {degenerescéncia dual): _

Considere uma soluglo bdsica facifvel associada & uma base B de A =
[B | N] . Eziste uma varidvel de folga dual factivel ndo bdsica degenerada
Zny (isto € a k-ésima varidvel néo bdsica) se e somente se eriste um vetor
x sotisfazendo Ax =0, Zn 2 enp, cOm z =25 =0 .

prova: novamente, da aplicacdo do teorema fundamental da dualidade sobre
o par primal-dual abaixo, com soluctes 6timas z e z, onde dx = zyy = 0,
temos:

min{dz . Az =0, 2y > en;}

maz{zny : By=dcg Ny+zy=cdy, 28 =0, zy > 0}

Note que ¢/x > 0 para todo vetor factivel 2z . O
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7.2 Fluxo de custo minimo com um unico
produto

Nesta se¢do vamos identificar comao conjuntos de nds € arcos as condigoes
apresentadas sa se¢io anterior.

Seja agora A uma matriz de incidéncia de uma rede conectada com m +
1 nés e n arcos, onde supomos j& retirada uma de suas linhas, ou seja,
posto{A) = m . Seja B uma 4rvore geradora de 4, com A =[B | N|
(Nesta se¢do, estamos denotando um arco por j ou por e;, indiferentemente).

A inversa da base, B™! = (), onde 8; € {0, -1, +1}, é tal que,
considerando a cadeia na drvore geradora, do né raiz ao nd j, temos a seguinte
representacdo para cada linha 4
Bij = 0 se esta cadeia ndo utiliza o i-ésimo arco bdsico;

Bi; = —1 se esta cadeia utiliza o i-ésimo arco bésico no seu sentido;
Bi; = +1 se esta cadeia utiliza o i-ésimo arco bésico no seu sentido contrario.

Seja N = B-!N, com N = (N;;) . Sabemos que uma coluna de N €
{0, —1, +1}, e cada coluna de N pode ser obtida através de uma cadeia em
B que liga o né origem ao né destino do arco j . Esta cadeia, mais o arco 7,
formam um Gnico ciclo em B cujo sentido é definido por j, de modo que:
Ny = 0se o i-ésimo arco de B nao estd no ciclo;

N;; = —1 se 0 i-ésimo arco de B est4 no ciclo e concorda com sua orientagio;
Nj; = +1 se 0 i-ésimo arco de B est4 no ciclo e tem orientagio contraria ao
ciclo.

Cada linha i de B~! define uma particio no conjunto de nds:
={j/Biy=0} e Mi={j/ B #0}.
Neste caso, a linha i de B}, denotada por 5;, possui todos os seus elemen-
tos ndo negativos ou todos os seus elementos nao positivos, dependendo da
direcio do 7-ésimo arco bdsico no caminho da raiz para as folhas. Considere
Ui — lﬁijli Vi ¢ 2= —A"y
Seja
oo { +1 se 520
T ] -1 s B<0
Cada linha ¢ de N define uma parti¢io no conjunto de arcos:
={jgB:N;=0} U {jeB:j#i}={j:z =0} arcos que nio
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pertencem ao corte gerado por My;

Ne={jgB:N;=0} U {i:0=+1}={j:2 = —1} conjunto dos
arcos que saem de My;

N_o={jgB:Nyy=—c} U {i:0=-1}={j:z; = +1}: conjunto dos
arcos que chegam em M;.

Para y € {0, 1}™, a demanda total associada ao conjunto M, € dada por
Yy = Tieam, bi - _

Para x € {0, +1, —1}", o custo liquido associado & particdo de arcos é
dado por dz = Fjen o5 — Ljen, ¢ -

Teorema:
Toda solugdo homogénen extrema de {Ax =b, z >0} ¢éum circuito.

prova: considere os pivoteamentos feitos para obter uma solugdo basica
factivel do sistema {Az =0, 1l'z=1}, comz>0 :

z trhs Ty Tx |rhs TR TN rhs
A0 = B NTO = "1 N |0
171 1 171 0 1-1TN]| 1

Um pivd positivo de uma coluna néo bésica s exige que 1 — ¥, Nj; > 0. Para
um pivoteamento em uma coluna s ndo bésica que produza um novo rhs ndo
negativo é necessdrio que toda a coluna s de N seja nio positiva. Isto define
um circuito cujo comprimento € dado pelo pivd positivo. &

Teorema:
Toda solucdo homogénea extrema de {A'y+z=c, z > 0} é um subconjunto
de nds sem arcos que saiam, juntamente com 0s arcos que chegam.

prova: considere os pivoteamentos feitos para obter uma solucio bisica
factivel do sistema {Ay+2z=0, 1ly+1'2=1},com2z>0 :

Y zy Zg |Ths ¥ 2Zn zg |Ths
y z|rhs =
—— B I10 I (B=HY1 0
I ﬁl =T N T o = I vyl o

T 1 TI71 1 1 1 1

Um pivd positivo de uma coluna nio bésica r exige que 1+35; Npj—%; Gry >
0 . Para um pivoteamento em uma coluna r ndo bdsica que produza um novo
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rhs ndo negativo é necessdrio que toda a linha r de B~! seja ndo positiva e
toda a linha r de N seja ndo negativa. Isto define um subconjunto de nds
sem arcos que saiam, juntamente com os arcos que chegam.

Infactibilidade primal:

Neste caso, um problema de fluxo de custo minimo é primal infactivel se e
somente se existe um vetor ¥ que satisfaz A'y > 0, com by < 0. Isto significa
que existe um subconjunto de nds M, definido por um vetor y € {1, 0}™,
com demanda total o'y < 0, com um conjunto vazio de arcos que chegam
em My, definido por z = —A'y € {0, 1}* . Em outras palavras, nao existe
nenhum arco para satisfazer a demanda dos nds de M; .

Inexisténcia de solugido primal factivel interior:

Neste caso, existe um vetor y que satisfaz A’y > e, com ¥y = 0. Isto significa
que existe um subconjunto de nds M, definido por um vetor y € {1, 0}™,
com demanda total b’y = 0, com um conjunto vazio de arcos que chegam em
My, definido por z = —A'y € {0, 1}™ . Observe que todo arco de N_ que
sal de M, é trivial.

Degenerescéncia primal:

Neste caso, existe um vetor y e uma base B de A = [B | N| tal que B'y > epgy,
com b'y = 0 . Isto significa que existe um subconjunto de nés M, definido
por um vetor y € {1, 0}, com demanda ¥y = 0 . Observe que todo arco
na particio N_ U N, definido por M; com o vetor z = —A'y pode ser
considerado degenerado.

Infactibilidade dual:

Neste caso, existe um vetor z que satisfaz Ax =0, z > 0, com ¢’z < 0 . Isto
significa que existe um circuito negativo definido por um vetor z € {1, 0}*,
com custo Haguide dz < 0.

Inexisténcia de solugao dual factivel interior:

Neste caso, existe um vetor z que satisfaz Az =0, £ > ey, com dx = 0 .
Isto significa que existe um circuito nulo definido por um vetor z € {1, 0},
com custo lHguido dz = 0.

Degenerescéncia dual:
Neste caso, existe um vetor x que satisfaz Az =0, 25 > ey, com dx =0 .
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Isto significa que existe um ciclo nulo definido por um vetor z € {0, +1, —1}%,
com custo liquido ¢z = 0 . Note que, qualquer um dos arcos do ciclo pode
ser considerado basico na arvore geradora; se ele nao tem o sinal correto é
necessario multiplicar este vetor = por —1, alterando o sentido do ciclo.

7.3 Multifluxo

Nesta secdo vamos estendeT os conceitos anteriores para o problema de
multifluxo.

Considere agora o problema de multifluxo, mas comn varidveis nio nega-
tivas, jd na forma padrdo (z"*! é o vetor das varidveis de folga relativas as
Testrigbes de acoplamento), ¢ o problema dual correspondente:

P Pl
mind3_(*Yz*  Az® =5, vk, S aF =d, 2F > 0, V&)
k k
r
maz{d (b")y* — dyPtt  Aly* — P 42k =, P 2R >0, )
k

Solugoes homogéneas:

O sistema {Az* = 0, Y21 z* = 0, z* > 0, V&} nio possui soluciio nio
trivial. Assim, o problema primal ndo apresenta solucao homogénea extrema.

As solugdes homogéneas extremas de {A'y* + 2% — Pt = &F, i, 28 >
0, Yk} ndo possuem caracterizacio simples, pois uma base de multifluxo nao
€ totalmente unimodular. Os pivoteamentos feitos no caso de fluxo com um
linico produto poderiam ser feitos aqui, mas eles se mostram bastante com-
plicados, uma vez que pivoteamentos efetuados nas restrigées de acoplamento
interferem nos varios produtos e de diversas maneiras, dependendo da coluna
escolhida. No entanto, alguns casos mais simples podem ser caracterizados:

(i) Para um produto k, um conjunto de nés definido por v* € {0, 1}™,
associado a um corte unidirecional (isto é, composto apenas por arces que
chegam), definidos por z* € {0, 1}*, satisfazendo A'y* + 2* =0 e Vy* =0
(similar ao problema de fluxo com um dnico produto).
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(ii) Um conjunto de arcos Y, definidos por y#*! € {0, 1}" associado a cada

produto £ com:

¢ ou um conjunto de arcos Y, definidos por 2* € {0, 1} tal que 28~ yP*1 =0
com y* = 0,

e ou um conjunto de nés definido por y* € {0, 1}™, associado a um corte
com arcos que saem, definidos por Y, e arcos que entram, definidos por
2* € {0, 1}", tal que A'y*+25—P+! = 0 satisfazendo 3, (B%)'y*—d'y?+ = 0.

Como exemplo, considere um problema com 2 produtos, cuja rede com 4
nés e 6 arcos é dada por:

Figura 7.1: rede ezemplo para solugdo homogénen

A matriz A associada é

[ €q €3 €4 €x €g

1 1 0 0 0 1
I S I S
A=l o 121 0 1 o0

0 0 0 -1 -1 -1

onde a primeira linha serd retirada (escolhemos como raiz o né 1).

Exemplo de (i):
Sejam b = (2, =2, 3, —3), ¥ =(0,1,2 —3) e d=(5 5 5 5 5 5) .
Sey’=(0, 0, 1, 1), 4>=(0, 0, 0, 0,
21=(0,1,1, 1,0 1), 22=(0, 0, 0, 0, 0, 0Y,
y*=(0, 0,0, 0,0, 0)

I
!
?

-
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realmente temos que Ayl + 21 =0, Ayi+2z2=0, 2%, 222>0 e (b')y'+
(52)1y2 —dv3=0.

2

e
€ e 3

Figura 7.2: exemplo(i) — produto 1

Exemplo de (ii):

Sejam b* =82 = (2, 6, -1, -7) e d=(2, 2, 2,2, 3, 3).
Sey®=(0,0,0, 1, 1, 0, entio Y = {es, €5} .

Para o produto 2, consideramos:
y2 = (0: 03 0: 0)’1 22 = (Oa 01 0: 1: 1: 0)’:
demodoquez2—33=0, 22 v >0.

Para o produto 1, consideramos:
y'=(0,01,1 22=(1,1,0,0 0, 0),
de modo que A"yt + 21 -9 =0, 24, ¥ >0 ¢ (BM)y'+ ()2 -dy*=0.

_L_.@j
2
€4 E4
~_.__._(:) —
€5 €xg

Figura 7.3: exemplo(ii) — produtos 1 ¢ 2
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A caracterizacdo da infactibilidade primal e da Inexisténcia de solugao
primal factivel interior ficardo restritas aos casos discutidos nas solucdes
homogéneas anteriores.

Infactibilidade primal:
Existe uma solugdo dual homogénea extrema de valor negativo.

Inexisténcia de solugiio primal factivel interior:
Existe uma solucdo dual homogénea de valor nulo.

Infactibilidade dual:
Nenhum problema de multifluxo pode ter seu dual infactivel.

Inexisténcia de solucao dual infactivel interior:

Nenhum problema de multifluxo apresenta seu dual sem solugio dual factivel
interior.

182



Capitulo 8

Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos um estudo computacional do método primal-
dual de pontos interiores aplicado ao problema de multifluxo.

Iniciamos pela formulagdo do problema de multifiuxo de uma maneira
geral, indicando algumas técnicas especiais para a resolucio deste problema,
assim como apresentamos a caracterizacdo de sua base.

Dado que os métodos mais eficientes para a resolugio deste problema sao
os de pontos interiores, aplicamos um deles — o método primal-dual — ao
problema de multifluxo. Nesta aplicagdo, destacamos o passo da resolucio
do sistema linear das direcOes. Nossa primeira implementacio considerou
um método direto — a fatoragio de Cholesky. Posteriormente, implemen-
tamos um método iterativo — o gradiente conjugado — apresentando um
precondicionador adequado (floresta geradore mdzima).

A implementagdo considerando o gradiente conjugado precondicionado
resultou num programa —— mult — sobre o qual fizemos muitos testes com-
putacionais, através de um gerador de problemas de multifluxo. Este pro-
grama também foi testado com alguns problemas da Netlib, além de ser sido
comparado com o programa Lipsol. Todos os testes foram cuidadosamente
discutidos no Capitulo 6.

Discutimos como calcular de maneira eficiente vérias operagdes envol-
vendo a matriz de incidéncia A e a prépria estrutura do problema de multi-
fluxo.

Apresentamos ainda uma heurfstica para a obten¢do de uma base dtima a
partir de uma solugdo interior “quase-6tima” fornecida pelo método primal-
dual, que obteve resultados bons para problemas nfo degenerados. Temos
ainda uma caracterizagdo parcial de auséncia de ponto interior para multi-
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fluxo, que ainda né&c encontramos na literatura.

8.1 Conclusoes dos experimentos computa-
cionais
Dos experimentos computacionais realizados, podemos concluir:

e Parametro u: as duas expressdes comumente utilizadas na literatura nao
apresentam resultados significantemente diferentes.

e Precondicionadores: o precondicionador diagonal é mais simples e ¢
eficiente nas iteragdes iniciais do primal-dual; o floresta geradora mdzima €
Inais caro, mas ¢ mais eficiente. Usar somente o diagonal causa um grande
nimero de iteragdes no método dos gradiente conjugados; usar somente o
floresta geradora mdrimg pode levar a um aumento desnecessdrio do tempo
de cpu. O mais adequado é combinar os dois precondicionadores, comegando
pelo diagonal e, em alguma iteragdo do método primal-dual, substituir este
precondicionador pelo floresta geradore mdzrima. Os experimentos mostra-
ram que sempre existe um momento, isto €, uma iteracdo ideal do método
primal-dual onde é mais conveniente fazer esta mudanga; esta iteragdo ficou
em torno de 7 nos experimentos efetuados.

* Pontos iniciais: trés pontos iniciais foram testados: um, que construimos
para problemas de multiffuxo (primeiro), outro, que inicialmente foi apre-
sentado por Portugal e outros [58] para problemas de fluxo de custo minimo
com um tunico produto, sobre ¢ qual fizemos uma extensdo para multifluxo
(segundo) e um outro ainda, apresentado por Mehrotra [51] para problemas
gerais de programacio linear (terceiro). Comparados o nimero médio de
iteragdes do gradiente conjugado, o niimero de iteragdes do primal-dual e o
tempo de cpu, pouca diferenca se deu entre eles. Como o primeiro ponto
apresentou um desempenho um pouco melhor ¢ ele é mais simples de ser
construido, concluimos por ele.

¢ Parada do gradiente conjugado: aqui, testamos separadamente e tam-
bém combinamos quatro critérios (além do nimero méximo de iteragoes per-
mitidas): residuo absoluto, residuo relativo, cosseno fixo e cosseno varidvel.
Naturalmente, nossas conclusdes sao consequéncia das tolerancias £y € £cos,
que devemos fixar. Trabalhamos com g, = 10~8, mas e, tomou varios
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valores em nossos experimentos. Quanto mais relaxada esta tolerancia, mais
ganhamos no tempo de cpu e no ntmero médio de iteragoes do gradiente
conjugado. No entanto, corremos o risco de gerar diregoes ruins, que nos
levam a um aumento no ntimero de iteragdes do método primal-dual.

Testando isoladamente os quatro critérios, concluimos que o residuo re-
lativo é melhor do que o residuo absoluto, assim como o cosseno varidvel é
melhor do que o fixo. Comparando os dois critérios — residuo e cosseno —
podemos indicar que, se precisamos de uma precisio mais acurada, é melhor
usarmos o residuo (relativo); se podemos trabalhar com uma precisio mais
relaxada, podemos usar o cosseno (varidvel). Geralmente, neste 1iltimo caso,
o nimero médio de iteragtes do gradiente conjugado é menor, 0 que também
costuma levar a um menor tempo de cpu.

e Diregoes anteriores: a tentativa de iniciar o gradiente conjugado com a
direcao AF que foi obtida no final do gradiente conjugado da iteracéo ante-
rior do método primal-dual, em vez da diregio nula {que é a usual), néo se
mostrou vantajosa para os diversos testes realizados. Criamos inchusive um
parametro extra (4t.d) para indicar o nimero da iteragdo do método primal-
dual onde queremos iniciar o gradiente conjugado com a direcdo anterior.
Experimentamos também uma redugéo na prdpria direcdo, antes de iniciar a
proxima, execugao do gradiente conjugado — em nenhum destes casos o uso
da direcdo anterior, ao invés da diregdo nula, provocou alguma melhora nos
resultados. Experimentamos ainda as alternativas anteriores usando como
critério de parada do gradiente conjugado o residuo relativo, mas os resul-
tados nido se alteraram. Além disso, comecar o gradiente conjugado com a
dire¢do nula ¢ sempre mais facil e mais barato. Assim, concluimos por iniciar
o método do gradiente conjugado pela direcdo nula.

¢ Informacoes das matrizes de scaling: uma contagem do ntmero de
elementos “pequenocs” (tendendo a zero) e do ntimero de elementos “grandes”
(tendendo a infinito) nas matrizes de scaling obtidas nas iteracdes do método
primal-dual nos permite concluir, por exemplo, se j4 temos informagoes su-
ficientes para substituir o precondicionador diagonal pelo precondicionador
floresta geradora mdzima. Destes experimentos também podemos observar, a
respeito da heuristica para obtengdo de uma base 6tima, numa certa iteracio
do método primal-dual, se o nimero de elementos “grandes” em cada matriz
de scaling ©F ¢ suficiente para construir uma arvore (ou floresta) geradora
para o produto k&, ou ainda, se este nlmero é mais do que o suficiente, in-
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dicando que o produto k vai apresentar vérios arcos em ciclo na arvore (ou
floresta) geradora do produto k. Concluindo, estas informagdes poderao ser
utilizadas como um indicador na troca do precondicionador diagonal para o
floresta geradora mdzima e também como indicador do nimero da iteracédo
do método primal-dual onde j4 podemos introduzir a heuristica que tentars
obter uma solugdo béasica 4tima.

¢ Heuristica para obter uma solug@o basica étima: para problemas nédo
degenerados, concluimos que a heuristica dada pelo Algoritmo 5.1 apresenta
sucesso em quase todos os problemas. No entanto, para problemas com
degeneracdo dual ou primal (principalmente), ela falha na maioria das vezes.

¢ Também foram testados com sucesso problemas sem ponto interior factivel,
problemas infactivels e problemas com redes desconectadas.

8.2 Trabalhos futuros

Como estudos futuros, podemos destacar:

Melhorias no programa mult

(Quando executamos o programa mult com os problemas da Netlib e
também quando o comparamos com o Lipsol notamos que, embora 0 tempo
de cpu possa ser considerado satisfatério, o nfimero de iteracgoes do primal-
dual apresentado por mult sempre foi maior. Varias melhorias podem ser
feitas neste programa. Algumas, citamos a seguir. Varias destas modificagbes
sugerem uma nova formulagdo para o problema, no sentido de que ele possa
Vir a ter virias partigdes nas varidveis e nas restrigdes:

e dos n arcos existentes, supor que 7, deles sdo de fato acoplados, com

n, < n . Nos diversos problemas da Netlib, por exemplo, verificamos que pou-
cos arcos Sdo acoplados. Assim, a dimensao do sistema linear das direcdes
serd p(m — 1) + n,. Na verdade, todas as informagoes referentes ao acopla-
mento terdo dimensdo n, em vez de n.

e supor a existéncia de trés tipos de varidvels: z§F > 0, 0 < zF < wf e
:x:f livre. Isto acarreta, por exemplo, modificagdes no teste da razéo. Além
disso, varidveis 2¥ nao canalizadas ndo possuem s5 e w¥ correspondentes.
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¢ dependendo do tipo de cada varidvel {canalizada, ndo negativa ou livre), o
ponto inicial deverd agora ser alterado.

o admitir matrizes diferentes para og produtos. Podemos supor que existe
uma matriz completa A, com n arcos e /m nés mas, para os diversos produtos,
vérios arcos podem ser desconsiderados.

» preprocessamento: observamos uma grande necessidade de incluir este
item. De fato, ele precisa primeiramente ser estudado. No entanto, podemos
fazer algumas implementacdes mais simples, de imediato:

(i) checar se existe d; = 0. Caso exista, se z¥ > 0, Vk, a restricio j do
acoplamento Z’,’;ﬂ :1:2c =0 indica que :c;? = 0 ,Vk . Isto significa que o arco
§ pode ser eliminado de todos os produtos e também do acoplamento.

(ii) verificar a existéncia de nds folha, isto é, aqueles para os quais s6 existe um
arco incidente. Estes ns podem ser eliminados da rede. Devemos verificar
se cada né folha é um né de oferta (demanda) e alocar o fluxo no arco que sai
(chega) dele, bem como atualizar a oferta/demanda do né destino (origem)
deste tinico arco. Infactibilidades podem ser verificadas neste ponto. Este
tipo de procedimento deve ser feito véarias vezes, até que ndo exista mais
nés folha, pois, apés eliminarmos um no deste tipo, algum outro que estava
conectado a ele e que ndo era folhe pode vir a ser.

e manter o0 mesmo precondicionador drvore geradera mdrime em algumas
iteragdes consecutivas para o mesmo produto, dependendo de algum critério
pre-estabelecido.

e utilizar a contagem do nimero de elementos “grandes” nas matrizes de
scaling para introduzir o precondicionador floresta geradora mdzima. Desta
maneira, o nGmero da iteragdo do método primal-dual onde é feita a troca
de precondicionador {pardmetro it. fg) é determinada durante o processo, ao
invés de ser decidida a priori.

e utilizar alocagio dindmica de memdéria.

e utilizar como diregdo inicial para o método dos gradientes conjugados o
lado direito do sistema linear.

e ainda neste método, alterar a reducio de 0.95 no critério de parada do
cosseno (variavel). Por exemplo, considerar £.,, < 0.90¢,,, ou ainda alguns
valores menores do que 0.90.
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Outros estudos

Temos outros estudos a fager e, depois disso, sua implementagao. Por
exemplo:

» melhorar a heuristica para obtengdo de uma base étima, para que ela
obtenha sucesso também com problemas degenerados.

e nas tltimas iteracdes do método primal-dual, introduzir como precondicio-
nador a base fornecida por esta heuristica.

e outra tentativa € melhorar o precondicionador combinado, aproveitando as
“consideragtes finais” do final do Capitulo 4 e introduzindo a fatoracao de
Cholesky incompleta neste precondicionador.

® testar a variante preditor-corretor na resolucao do sistema linear das diregoes.

e estudar a possibilidade de trabalhar com o sistema linear das diregdes
aumentado, isto é, considerar A7 e AZ como varidveis deste sistema. Isto
podera trazer maior estabilidade e precisao ao método primal-dual.

e obter novas férmulas ou algoritmos para calcular o pardmetro de centragem
# . Por exemplo, considerar n? € {0, 1) em funcio da dimenséo do problema,
e nao necessariamente fixo em todas as iteracbes do método primal-dual.
Outra sugestdo é utilizar (v¢)° ao invés de ¢ sempre que v < 1 .

e estender este estudo para grafos generalizados.

¢ continuar o estudo sobre a degenerescéncia, com o objetivo de completar a
caracterizacdo das solugoes duais homogéneas extremas.
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