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SUMARIO

0 objetivoe deste trabalho ¢ estabelecer condigdes para
que certos sistemas periddicos tenmham solugdes periodicas e os
mesmos sejam untformemente assimtoticamente estaveis. As demons -
tragoes correspondentes encontram-se no capituleo II, onde ainda

ecolocamos alguns exemplos de aplicagao do resultado.

No capitule III, tratamos da existencia e ndo esisten—
eia de oseilagbes livres, atraves de tres exemplos, sendo um de -
les a equagao de Lienard. Para esta ultima usamos um critério pu-
ramente geométrico de estabilidade para ¢ circulo limite. E para
finalizar, fizemoe uma aplicagac do tecorema de Poincaré-Bendizon,
isto &, mostramos a existéncia de uma Srbita periddica para o sis

tema E+f(x)é+g(m)#o:
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CAPTTULO 1

Existencia de Oscilacdo Forcada

T Iniciaremos este capitulo com algumas definicdes sobre
limitagSes de solugdes. Em seguida, com o auxilio da fungdo de
Liapunov demonstraremos um teorema que nos garante a existéncia
de solugdes periddicas para sistemas periodicos e daremos treés exem
plos para ilustra-lo.

Consideremos o sistema de equagoes diferenciais
(1.1) dx - F(t,x)
dt

onde F(t,x) & continua em IxR", 1 = [0,®)

Definicdo 1.1

Uma solucgdo x(t;ty,x ) de (1.1) ¢ limitada, se existe
B > o tal que | x(t;t ,x ) | <8 para todo t > t ;8 pode depender
de cada solugdo. ’ '

Definicao 1.2

As solugoes de (1.1) sao equilimitadas, se para todo
a>0 e t e I, existe 8 (tha)_z_omtalmqua.seﬂ_xoﬂg_aﬁnmm_,__nﬂ,“_ﬁ___.__
ﬂx(t;to,xo)u < B (to,a ) para todo t 3 t,-

Definicao 1.3

As solugOes de (1.1) sdo uniformemente limitadas, se B
na definigao 1.2 & independente de t_.
Definicao 1.4

As solugbes de (1.1) sao ultimamente limitadas se exis-

te B> o, T > o tal que para toda-solugde x(t,t_ ,x5)} de—{I~+1} ——— -

"x(t;to,xo)ﬂ< B para todo t 2 t0+T; B & independente da particu -
lar solucgao enquanto T pode depender de cada solugao.
Definicao 1.5

As solugdes de (1.1) sao equiultimamente limitadas, se
existe B > 0 e se correspondendo a todo a > o € te 1, existe
T(t,, @) > o tal que| Xol <a implica" x(t;to,xo)” <B para todo
t2t )+ T(t,, a).



Definicao 1.6

As solugles de (1.,1) sdo uniformemente ultimamente limi
tadas se o T na definigdo 1.5 € independente de ty

Definicao 1.7

SeJa V: [b, oo) x Q +R nc:R égé}fo, défine-se.
£} = Iim LV(t+h x(t+h;t,E) ) - V(t, g)] onde
)

h+o + h
x(t; &, £) & a solugdo de (1.1) passando por (% , &) efo, o) x R™,

Teorema 1.1

Suponhamos que exista uma fungao de Liapunov V{(t,x) de
finida em o < t < o0, | xﬂ> R, (onde R pode ser grande) que satis -
faca as seguintes condigOes:

(1) a ({x |)s v(t.x)g b (| x|i) onde a(r) & continua e crescente,

a(r)+ 00 quando r> oo e b(r) & continua e crescente.

(i) VLKt x} £ c( x“ ), onde c(r) e continua e positiva para

r> R. . :
Ent3o, as solugoes de (1.1) sao uniformemente ultimamen

te limitadas.

Demonstragdc

Primeiramente mostraremos que as sclucoes sao uniforme -
mente limitadas. -

Seja a>R. Se "x" = q, temos por (i) que V(t,x}& b(a ) e
que existe 8>o tal que a (B )> b(a')' Suponhamos que exista x, tal
que onﬂ < a e que exista t' satisfazendo:

ix(estg.x 0] =

1
Como "x0n< a,"exlstem tl e t2 tais que t <tl<t2\ t',

\ix(tl, O,xo)ﬂ = q , “x(tz,t \X )" =g e
a<“x(t;to.xo)“< B, se t;< t< t,.
Logo,
V(ty.x)¢ b( a), V(t,,x) >a (B ). Mas, isto & uma contradicdo

pois se V(t,x) < o, a funcdo V(t,x) nio & crescente.
Portanto, [[k[t;;éxxb)” <B se ”xO“ <a , isto e, as



solugoes saoc uniformemente limitadas.

Mostraremos agora que as solugoes 'sao uniformemente ul-
timamente limitadas, - -

De (i) vem que se |]xu > a,a{ a)g V{t,x). Seja y> a
Como as solugOes- sdo unifcrmemente--limitadas, -existe ¥' dependendo
somente de vytal que ”x(t;to,xo)nc & paral!;oncye t> toﬁ

Consideremos a fungao V{t,x) no seguinte domfnio
ot
At >tohe < X <y .
Como %Eng)~5 -c(1ix||), existe um ndmero -k dependendo somente de
v' tal que no dominic A valem as desigualdades:
‘{f,f)‘x) ¢ =k, V({t,x) - V(t_,x )g ~k(t -t))

’ . .
Tambem, no dominio A valem as desigualdades para a

funcao V(t,x):

1} V(t,x)> a (a )
2) V{t,x)< b (¥")
Consequentemente, a-solucdo tem que sair de A, mas isto

s6 acontece para || x| decrescente.
Logo, existe t' satisfazendo:

te< t' <t + 1 (b (') - a(a)) tal que [[x(t'itx )| =

Obs.
A condicao (ii) pode ser escrita:‘ﬂngx)s -d(x), onde d ¢ continua
e d >0 se qu3 R. b
Consideremos agora 0 sistema:
x = F(t,x), onde F(t,x) € continua em IxR" e periddica em

[a M

(1.2)

H

t, de periodo w> o, F(t,0) = 0.

Teorema 1.2

Se as solugdes de (1.2) s3o equilimitadas, entdo sdo uni

formemente limitadas.

Demonstracao

Seja a> o. Consideremos as solugtes comegando em (tysx,)
x0“< @« . Existe um B{ o« )} > o, tal que as

tal que o sty < w, |



solugoes consideradas sio limitadas.

Como as solugDes 5ao por hipotese equilimitadas, existe

v( B)> o tal que sellx “< B'Iix(t't X )"<y‘para todo t» w; O que
implica que se o <t <m e “x u< a, “x(t to,x )< vy para todo t3 t,

Como F(t,x) e perlodlca, vem que Se Hx “<u, ﬂx(t t , X )U<Y para
todo t 2t, :

Lema 1.1

Sejam S e S1 subconjuntos limitados do R", S um subcon’
junto fechado do R s S k,slc.s f uma apllcagao contlnua de S em RT
Suponhamos que para um inteiro positivo m, f" estd bem definida em

J m ; :
1,%,{f_(SO)C.Sl e £ (S;)cS, . Entdo f tem um ponto fixo em S_.
ogjgm

Teorema 1.3

Se as solugoes de (1 2) sao equiultimamente limitadas
por B, entao existe uma solugao periddica x(t) de perlodo w tal que
Il x(o)}| <B.

Demonstracao

Seja f a aplicagdo definida por F(x Y= ®(w ; o,x)v — —
Como equiultimalimitacao implica equilimitacio e como o sistema (1.2)
¢ periodico, vem pelo teorema 1.Z que as solugoes s3ao uniformemen -
te limitadas. Logo existe B(B)> o tal que se
toe I e uxoné B entao llx(t;to,xo)“< B para todo t2 tye

Tambem existem ye Y' satisfazendo: se “xoﬁ< B ‘entdo
“x(t't » X )“< Y para todo t3 t e se ”xJF Yentao

Ix(tsit, X BIE Y* para todo t> t,. Seja SCR" o conjunto dos’ pon T
tos X com x“< Yentao f(S8) esta contldo na bola fechada de raio Y'
Como as solugbes sd@o por hipdtese equiultimamente limi -
tadas, Segue se que existe um T> 0 satisfazendo a condigédo:
t T e x “< B entao "x(t o xo)u < B, e portanto, existe um intei
To positivo m tal que “x(r w;0,X )“ < B se "x “< R.

Consideremos a bola fechada de raio B, 0 S do lema 1.1 e S1 0o con -



junto tal que [lx“ < B. Estes conjuntos satisfazem as hipbteses do
lema 1.1. Logo, existe um ponto fixo x  na bnla fechada de raio
B, o que implica a existencia de uma soluczo periddica de periodo

e

~ Coroldrio 1.1

Se as solucbes de (1.2) sao uniformemente ultimamente
limitadas, entdo existe uma solugao periddica de periodo w.

Exemplo 1.1

Consideremos o circulto abaixo:
L

—— AT ——

E = Ci__Fi=f(v)

—r

A —
0 quadrado neste diagrama simboliza um diodo Esaki, com funcgio ca-
racteristica f(v), representarndo o fluxo de corrente como uma fun-

ca2o da voltagem v, As leis de Kirchoff nos dido a relagdo entre a
corrente i e a voltagem v:

(1.3) L di
dt

- C -d_v

dt

E(t) -~ Ri - v ___ . _

1}

f{v) - 1

onde R, L, C sdo constantes positi#as; E & continua positiva e pe-
riddica de periodo w> o.

Seja a funcao de Liapunov V(i,v) = % (Li2 + CVZ).
Entao, S

V(i,v) = -Ri

{1.3)

=-Ri [(i-E(®) ) -+ vE(V) ]
R

2 4 B(t)i - vE(V) =

Supondo VvE(v} »~ oo para |v | > v, vem que V< 0.’
Portanto, as solucles de (1.3) saoc uniformemente ultimamente limi-
tadas, e pelo teorema 1.3, existe uma soluglo periddica de periodo

W.

-5 _



Exemplo 1.2

Seja o sistema:

X = Y

(1.4) b4 - £(y) - g(x} + p(t)
onde f(y) e g(x) satisfazem condigoes para unicidade de solugoes

" do sistema, p(t) € continua e pericdica de periodo w.
Suponhamos que g(x) sgn x + 0o quando | x |+o0e f(y) sgny » ®
quando |y[+ oo. -

Seja a funcao de Liapunov V(x,y) definida por:

o yA

2
G(X)+X2+y-b,x>/a ;l)’l-f-b
yA
G(x) + %2 - 2b ,IXI.Sa , ¥ £ -b
V(x,‘yj = {.
Gx) +y’ - 2bx, |xlca, yg-b
2 a
G(X)+}2,_2+2b . X & -a 'y~5'b
G(x) + %2 'y + b, ;\(_-;— “,Ihylé b

X
onde, G(x)= )g(x)dx, a e b sio niumeros que serdo escolhidos.
o} : -

o~

-yE(y) + p(B)y . [x{g0 , ¥y 3 b - (D

-yE(y) + p(t)y - (£(y) + g(x) - p(t) ), x> a , |ylsb (2)
) < yE(y) + p(t)y , x>a ,yc-b | (3)
VEJ%'Y] =

-yf(y) + p(t)y -2b vy, Ixlga , yg -b (4)

a
yE() * P(8)y . X< -a , y< b (s)
L YED) * P + £(y) * g(x) - P(t).xs ~a LIyl (6)



Nos casos (1), (3} e (5), tomando b grande, fixo, temos
yE(y)> o e [£(y)]> 2 sup|p(t)]. e entdo

Vix,y) = -yE(y) + p(t)y - ~yfty)i:1 . %(t)]< 0
b4

- - Como-g(x} sgn x> + 00 -quando -|x}> oo, escolhendo a

grande, vemos que:

yEy) + p(t)y - £(y) - g(x) + p(t)< o e
-yE(y) + p(t)y + f£(y} + g(x) - p(tl<o ;

isso significa que %lh)

No caso (4), se ¥y € -b, com b grande entado

V (x,y) = -yE(y) + p(t)y -~ 2by o -yf 1 - p(t) - 2b
sy YE(y) + p()y £y y£(y) [ gT?%_ T °

Portanto, V(x,y) satisfaz as hipoteses do teorema 1.1 e

X,y)< o nos casos (2) e (6).

do corolario 1.1. Consequentemente existe uma solugdo periodica

de w.

Exemplo 1.3

Consideremos a equagao:

x + £(x) x + g(x) = §§x,i,t)
f

Fazendo vy = X + F(x), onde F(x)=0 (&) dg , obtemos o sistema:
(1.5 ey - FOO S — o
y = -g(x) + R(x,y,t)

Suponhamos que as funcoes f(x}, g(x) e R{x,y,t) sao éog
tinuas e satisfazem as condigoes exigidas para unicidade de solu -
coes do sistema, R{(x,y,t-1) = R(x,y.t).

Suponhamos também que existam constantes L>H>0 e K> o

tais que:

1) |R(X,y,t)| < H Xyt e s e e

2) g(x) sgn x> L , para |x|>»l
3) £(x) > K, para [x]|31

Seja a fungao de Liapunov : .
V) =yt - yRo + 1ER )+ 2fg(8) 4



y 2

V5 = =Ly - P P e - gFe) +[2y - Foo] Ry
Mostraremos que existe h;> o tal que para |x|>h , V(x y)< 0 .
Suponhamos x >o (a demonstragao para x <o é semelhante)

Por hipotese, .temos para x> 1 Q.X}J% CF(x)

V(xy) = - [y - )| % fm) - gIFM) + [2y - FGO] R(xy,t) <
<-[y-reol?x-1rm + l2y - o) B
Mostremos que para x suficientemente grande, a equagio

[y - F(x)] Z K + LF(x) ={2y - F(x)] H = o n3o tem solucao real.
Se x 31 e y>1 F(x), a equagao fica:

[y - F(X):l 2k + LF()? ]:Zy - F(x)] H = o

0 discriminante desta equagio é€:

4 [Kze(x) « 2KHF(x) + H® - K*FP(x) - KLF(X)] =

2 2

4 [KHF(x) + H” - KLF(x)] = - 4K(L -H)F(x) + H

Como por hipdtese £(x)> K para |x|» 1, entdo limF(x)=o00
- - : X
e portanto o discriminante &€ negativo.
Logo, para x suficientemente grande e y> %E(xj,ﬁ(%,y)< )
i

Quando x> 1 e yg 1F(x), teremos:

Lo < - [y - Foo ] PRoe trey L2y - Foo]

Como antes, mostremos que a equagao:
[y - Fe)] %k + LF(x) + L2y - FOO)] H = o
nao tem solucio real para x suficientemente grande.
0 discriminante desta equagio e:

4\_H2 - KLF(x)], pelo mesmo Mmotivo anterior, e negatlvo
Portanto, h;> o tal que V(x y) <o para |x|> hl
Se |x| ¢ hl' da expressao de V(% y) & facil ver que existe h2> o
tal que %g§,y) <0 para !xl:sh1 e lyl> h,.

Como as condigoes do teorema 1.3 sao satisfeitas, exis-

te uma solugio periddica.



CAPTTULOD 1T

Estabilidade de Oscilagoes Foréadas

Voltaremos a estudar o sistema (1.3), sO que agora mos-
traremos que o mesmo € uniformemente assintoticamente estavel.
Tambem trabalharemos um pouco com o sistema

dx y -x[Feo - pty]

dt
&

Primeiramente veremos que & uniformemente ultimamente

-g(x)

limitado e acrescentaremos condig¢6es para que seja uniformemente

assintoticamente estivel.
Consideremos o sistema de eguag¢oes diferenciais:

(2.1) dx = F(t,x)
dt .
No estudo do comportamento de um par de solugles, €& na-
tural introduzirmos o sistema produto '
(2.2) ].C = F(t,x) ’ )} =F(t,)f') -
- T Suponhamos que F(t,x) seja continua em Ian,'I‘=“E0.03)-

Definicao 2.1

O sistema (2.1) € uniformemente estivel em relagdo a
{ oo , 00) se para todo € > 0 e todo t,> o, existe um 8(e )> o tal
que se “xo - x6"<6 (¢}, entao
. - . t
“x(t,to,xo) x(t,to,xo)n< € para todo t 3 t,

0 sistema (2.1) & quase uniformemente assintoticamente
estavel em relagdo a (oo , 00), se para todo € > o e todo a> O,
existe um T( &, @)} > o tal que se “xo - x6"< o entdo
. - - t < 5 |
‘x(t,to,xo) x(t.to.x0 )N € para todo t2 t, * T(e .o ).

Definigao 2.3

O sistema (2.1) & uniformemente assintoticamente ‘estavel

. Definicao 2.._2 .- - RS .- - . R - - PR B el T I f—_— e



em relacgdo a ( oo , oo)'se as condigOes das definigoes 2.1 e 2.2

szo satisfeitas.

Teorema 2.1

Suponhamos que exista uma func¢ao de Liapunov V(;,x,y)
definida em o £t <00, Hx - y"s H, H> o, de TxR"xR™ e satisfazendo
as seguintes condigOes:

(i) af( ux -y l)s V{t,x,y) & b( " X-y ﬁ), onde a(r) e b(r)
sao continuas, crescentes e positivas, ' :
(ii) V(t,x,y)< o no interior do dominio.
2 Entdo, o sistema (2.1) € uniformemente estdvel em rela-

¢ao a (o0 , ©).

Demons tracao

Mostraremos inicialmente que toda solucao de (2.1) exis
te no futuro. Suponhamos que uma solugao x(t;to,xo) de (2.1)
satisfaz "x(t;to,xo)ﬂ+ oo quando t-o— o, onde t < g<o0 .
Seja x(t; 9; x)) uma solugao de (2.1) passando por (o BISR
Entao existe um intervalo [Q-h,o +hj], h> o no qual esta solugao
esta definida. Seja's>o , e<H e &§tal que b(8) a (e).
Considerando a fun¢io V(t, x(t), v(t) )}, onde x(t) e y(t) sdo duas
solugoes de (2.1), se ”X(U ~-h) - y(o -h)”< entio, por
(1) e (i1), |=x(t) - y(t)l<e para t efo-h,c +h]. _
Seja N o menor inteiro tal que x{(¢ =-h, to,xo)- x{g -h,o ,xa)ﬂ/5< N

Subdividindo o segmento de reta que une x( o-h;t .x ) a

x(o -h; c,xé) em N partes, vemos que

le(t;to,xo) - x(t,o, xé)”ce-N para t e[o-h, ¢ +h_] . Para
1

tsﬁd-h,c+h] . x(t;c,xo) & limitada e isto nos da uma contradigéo.

O

Logo, toda solugdoc existe no futuro.
Dado e£>0,e< H, escolhemos §>0 tal que b(8§)< a (g).

Suponhamos que on - xé"<6para todo t_3 o e que
1|X(t;t0,x03 - x(tit,x0) | = e para algurfl t 3 t_o_-

Denotemos x(t;to,xa)z y(t)

- .10 -



De (i) e (ii) vem que afe ) £ V(t,x,y) e V{t,x,y,) &
V(t .x ,y,) € b( 8§). 0 que € uma contradicao. '

Teorema 2.2

Suponhamos que exista uma fungao de Liapunov V(t,x,y)
definida em tel, | x - y“< H, H> o de IxR" x R" e satisfazendo
as seguintes condigoOes:

(1) allx - yl)g vit.x,y) £ b0 |x - y]) onde a(r) e b(r)
sao continuas, positivas e crescentes, ' '
(i1y V!, (t.x,y) £ -c( §{x - y| ) onde c(r) & continua, positi

z.3f
va e definida.

Ent3o, o sistema (2.1) & uniformemente assintoticamente

estavel em relagcio a ( @ , 00)

Demonstracao

Se V nao depende de t, temos %i%f,y)s -d( nx—y ﬂ) ,d> o
se X f& e ﬁiz{x,y) = 0 qua?do x=y . _
: O teorema 2.1 garante que o sistema € uniformemente es-
tavel em relagido a ( @ , o) . Logo, para todo £> o, existe
§ (€) > o tal que '“xo-xéﬂ<6( e) entao

“x(t;to,xo] - x(t;to,xa]” < € para t 2 t0 ; portanto, basta mos -
trar que existe T tal que ﬂxo - xéﬂ< §{e ') entao

i ' - . ¥

" x(t,to,xo) x(t,to,xo)ﬂ< e para todo t> to + T.

Existe um numero -K, debendendo somente de § , tal que
enquanto ﬁx - y"> 8, Wz{f’x‘Y) g -cf lx - yl[) £ ~X. Logo,
vit,x,y) - v(to,xo,yo) < ~K(t - to). Tambem temos,

V(R V(e X )€ B8 e V(e x .y ) 3 a (§)

Se t >ty * T onde T = b({ 8§) - a{ ) ,
. K '
V(t,x,y) < V(to,xo;yo) - K(t - to)< b(§ ) - Kt, - b{(é ) + a(e ) +

+ Kto = a( e). Portanto,

V(t,x,y) <a( €) para t> t_ + T. Logo, | x - y|<e’para t> t, + T

- 11 -



Exempld 2.1

Consideremos o sistema:

L di . E(t) - Ri - v
(2.3 d¢.
~C %X = f(v) - i, onde R, L, C s3ao constantes positivas,
t - - ;

E € continua e de periodo w > o, f € mondtona crescente e

vi(v) + oo para |[v[3v_.

Seja o sistema produto, _
E(t) - RI - V

Ldi - E(t) -Ri-v L dI =
dt I

(2.4) cav . £(v) - i Cdv = £(V) -1
dt dt

A fungao de Llapunov :
v( (i,v), (I,V) [L( i - I) - C(v - V)2] / 2, tem derivada
' - R(i - D - (v - V) (£ - £V) )

=- [ RG-DP - (v-V) (FQ) - fmJ )

Pelo teorema 2.2, o sistema (2.3) & uniformemente assin-

V(R,4)=

toticamente estavel.

Exemplo 2.2 .. o . .. .

Consideremos o0 sistema:

dx
dt
&

t
onde p(t) € continua de periodo w > 0; a> o e existe K > o tal que
£(x) »K para todo x e F(x) gxf( £)d g

n

y - F(x)
(2.5)

-ax + p(t)

Seja 0 sistema produto

x y (x) X (X)
(2.6) d = -ax + p t) dY = aX + p(t)
dt ( ) dt .

A funcgao de Liapunov
vi( (x.y), (5,Y) ) = a(x - X)% + (y -Y)?, tem derivada

Wz6)= - 2a(x- X) (F(x) - F(X) )

C 1 -



1}

- 2a(x - X)zf(i) <0
Portanto, o sistema (2.5) & uniformente assintoticamente estavel.

Exemplo 2.3

.- Consideremos. a4 equacao._.__ .. __. . .

(2.7) x - kf(x)x + g(x) = kp(t), onde _
(1) f, g e p sdao continuas, g satisfaz uma condicZo de Lipschitz
na vizinhanga de cada ponto x e p(t)} tem periodo w > o;
(2) existem numeros positivos a,o,B tais que f(x) > o para
x> a, g(x)2p para x> a, g(x)¢B para x & -a;
(3) a funcao P(t) ﬁgp ( £} d £é limitada para todo t.

Nas condicoes acima, segue-se que a pode sSer suposto su

ficientemente grande para satisfazer a condicgao:
(4) existe um numero positivo Ytal que:

F(x} - E > vy para x a , F(x) + Eg¢ - Y

para x g-a

G(x)> o para |x|> a, onde F(x) =

' x
tff(s)de:,

600 g5 ) d ke
0

E> o & tal que |P(t)|< E, para todo t.
A equacdo (2.7) € equivalente ao sistema:

dx .y - k[ Fx) - P()]

_gjti = "_g(X)

De agora em diante suporemos k> 1.
Sejam % tal que |F| + -E¢k-para-|x|<e-e-X uma constan-- —

(2.8)

te que sera determinada a seguir.
Consideremos o retangulo R, definido pelas desigualdades

Ix|ls a, ylsk} + A
Mostremos agora que quando t cresce, toda solugao do sis

tema (2.8), estara no interior do retanguloc R.

Lema 2.1
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= - 2a(x - X)%£(X) <o
Portanto, o sistema (2.5) e uniformente assintoticamente estavel.

Exemplo 2.3

Consideremos a equagao

(2.7) - x - kf(x)x + g(x) = kp(t), onde |
(1) £, g e p sdo continuas, g satisfaz uma condigio de Lipschitz
na vizinhanca de cada ponto x e p(t) tem periodo w > o; |
(2) existem numeros positivos a,a,B tais que f(x) > o para
Ix{> a, g(x)>B para x> a, g(x)¢B para x ¢ -a;
(3) a funcao P(t) igp ( £) d £¢ limitada para todo t.

Nas condigOes acima, segue-se que a pode Ser suposto su
ficientemente grande para satisfazer a condigdo:
(4) existe um numero positivo Ytal que:
F(x) - E 3> Yy para x 2a , F(x) + Eg - Y
para X §-a,
G(x)> o para |x|3 a, onde F(x) = g'f(E ) d &,

X
G(x) <fg(5 ) dEe
o

E> o
A equacgao (2.7)

% . ¥ - k[ F(x) - P(t)]

ﬁl% = - g(x)

De agora em diante suporemos k3 1.
Sejam X tal que |F| + Eg¢) para [x|<a e A uma constan-
te que sera determinada a seguir,. '
Consideremos o retangulo R, definido pelas desigualdades
|x|< a, lyl< k A o+ X!.
Mostremos agora que quando t cresce, toda solugao do sis
tema (2.8), estara no interior do retangulo R. '

€ tal que [P(t){< E, para todo t.
€ equivalente ao sistema:

(2.8)

Lema 2.1
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Seja |x_|g a e {y,| >k 3t i . Entdo a solugdo pas
sando por (xo, yo) quando t=t_, entrard no retangulo quando t cres
ce ou deixard a faixa I|x|g a. . o

~ Demonstracao:

Dividindo a segunda equagao pela primeira do sistema
(2.8}, iremos obter: ’

gx - -g(x)
X y - k lF(x) - P(t)|
na faixa |x|¢ a, temos |F(x) -~ E]g%, logo, dentro des -
ta faixa mas fora de R, temos:
ly - k [F(x) - P} ]| > |yl = k| F(x) - E|>kn +) - Ky . =),
Mas como |x|< a, vem que |g(x)| < §, donde
d 8
& <+ ) ~ )
Logo, quando t cresce, a solucao em discussao deixara a faixa {x|ga-
se a solugcdo naoc entrar no retangulo R.

Observacgao:

O tempo necessdrio para a solug¢do cortar a faixa |x|[<a,
fora do retangulo R, tem um limitante superior T;. Com efeito, su-
ponhamos que a solug@o passe-pela-faixa |x|g< a, acima de Re. .. -
Entdo a primeira equacao do sistema fica:

dx = [y - k(F(x) - P(t)] -dt>) dt

Consequentemente,

2a >} (t1 - tz), onde t

1%
o : = +
solugao em discussao intercepta as retas x = - a.

t, denotam o tempo em que a

Lema 2.2

Toda solucio comecando fora da faixa |x| « a, alcanca-a

num tempe finito.

Demonstracgio

Consideremos a funcao V(x,y) = % y2 + G(x)

Vosr “ke(x) (F (x) - P(1) )
Escolhemos um ponto (x,,y,) fora da faixa Ix{< a, supo -

- 14 -



nhamos X, > a. Consideremos a solugao x(t), y{t) com condicdo ini-
cial x = x,, y = yo para t = t . Enquanto esta solugao esiiver fo
ra da faixa |x|ga, as desigualdades g(x) > e F(x)} - P(t)> F{x)}-E>y
sao satlsfeltas aoc longo dessa solugao.

Logo, as de51gua1dades

Vag~ k By eV > o, ocorrem ao longo desta solugio fora da faixa
Ix|<a.

Consequentemente, a solucgao deixa o semiplano x > a num
tempo t = 1 e 1T - t, < 1 V(xo,yo)

KEYy
Lema 2.3
Se A, e suficientemente grande, entdo toda solugdo do
sistema (2.8) entrara no retangulo R quando t cresce.

Demonstracgao

Seja x(t), y(t) uma solucgao do sistema (2.8) e suponha-
mos que ela permanece fora do retangulo R para todo t. Segue-se do
lema 2.1 e 2.2 que esta solucdo interceptara cada uma das retas
X = + a, um nimero infinito de’ vezes. '
Sejam t, e t, dois tempos sucessivos da intersecgao da solugdo com
a4 reta X = - a. Mostraremos que existe um q tal que

I A O T Al ¢ I T PO

Por definig¢ao, suponhamos y[tl) > 0. Quando t cresce (a
partir de t;), a solucdo em discussdo entrara na faixa [x|ga e pa-
ra t = 81 interceptara a reta x = a_e entrara no semiplano x > a.
Segue-se do lema 2.2 que num tempo maior, -a solucdo voltara a in -
terceptar a reta X = a para t = 6 > 0, y(02)<'0 porque X = a quan-
do x »o0oevy>Xx k+ A;. Consequentemente, a solugao interceptara
a_retq_g_f -a quando t =93 e 1nterceptara esta reta quando t= t2>83

0 incremento Ay V ao longo da solucdo, quando t varia
de t

. 6 a
¥l kgm0 G - P ) et =k I[F) - P00 gy dx <

Kjia(lFlti+

1a Gle

dx g 2ak} _8 , decorrendo do fato de que
Al




Vom= - ke [F) - P(®)]

Esta estimativa tambem € valida para o incremento V, V
quando ©,& t £ O3. Logo, o incremento total de V nestes dois inter
valos satisfaz a desigualdade:

MV + AsV <4 a kKA, §
Ay
Por outro lado, no intervalo de tempo entre 0,8 0,, a

funcao V e decrescente e y decresce ao mesmo tempo. Seja AV o

incremento deeiv ao longo da solugdo no interv bg 8, € tg 8,
BV = - Kk j;g g(x) (F(x) - P(t) ) dt = k[ (g (x) - P(t) ) dy
1

Como x > a para Gl gt g 02 e consequentemente
F(x) - E > vy, esta claro que y(8y) > x1 e y(8,) <= Xy pois os la

dos verticais do retingulo sdo maiores que 2X}. _
Logo, AV < - 2 k M1y, O mesmo acontece com a estima

tiva do incremento A,V no intervalo B: < t £ t,.
Entdo, A4,V + A,V < = 4k A1y,

Seja AV o incremento total de V, ao longo da solugéo, no
intervalo t; & t & t,,

AV ¢ 4 a k X568 - 4 kxay

LA o

V(t,) - V(t;) € 4 k { = Ayv+ Xoa §)
2 1 3

V(t) - V(ty) 24k ( M1Y - Xoa 6)
1

1
Escolhemos A; >( A,a 8 }7 e fazendo

q= 8 [ May=.Xa §] >0
A
obtemos
y2(e) - y2(r,) = 2 (Ve - V(E,) ) 38k (v - Aea §) > kg

A

Mas entdo esta claro que apSs um nimero suficientemente grande de

- 16 -



intersecgodes com a reta x = -a, a solucao em discussdc entrara
no retangulo R. Isto contradiz a hipdtese de que nossa solugao per
maneceria fora do retangulo R para todo t.

Este lema implica que o sistema (2.8) & uniformemente

ultimamente limitado.

Teorema 2.3 Ty

Suponhamos que as condigoes (1) a (3) do presente exem
plo sejam satisfeitas e seja k > 1. Entdo existe um M > o tal que
toda solucdo de (2.8) entrard na regido |x|< M, |y|< M( 1 + k)
quando t cresce, € permanecera 1a.

Demons tracao

Se a solugdo permanece no retangulo R, entdo o teorema
esta provado. Pelo lema 2.3, toda solugdo atingira este retangulo.
Suponhamos que ela também deixa o retangulo, digamos em x = a,

num tempo t = t . Em tal ponto, %% ¢ igual a X,

A trajetOria torna a voltar num tempo t, em tal ponto dx = ©
dt

Integrando a equagao (2.7) de t, a t, obtemos:

- %, + k(F(x) - F(a) ) + 8 (¢t =-t)g
< k(P(t) - P(to) ) & 2kE pois,

g(x) > B para p's

Y

a e |P(t)] &« E.
Consequentemente, k(F(x) - F(a) )} & 2KE + io.

Segue-se da primeira equagao do sistema (2.8) que em x = a, o maior
valor possivel de X ¢ da forma kC + D< k( C + D)

..onde.C e D sao constantes positivas independentes de k,

C =X - 22> E>o, b= X+ E > o,
Consequentemente, para x> a, a desigualdade acima fica:
F(x} ¢ F(a) + 2E + C + D = Ko

Como F cresce monotonicamente quando x> a, a desigualdade nos da
x < onde € > a. ) ‘ '
Na faixa {x]|ge , obtemos:

%X = {-g(x)] | < |-g(x)] <1 para
x |y - k {(£f(x) - P(t) Jj [yl - k(K + E)
_i7 - UNICAMP
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y suficientemente grande.
0 que contradiz o lema 2.3

Teorema 2.4

Suponhamos que as condigOes do teorema anterior:sao sa-
tisfeitas, Se alem disso, f(x)»A>o para todo x,entdo para. t sufi-

cientemente grande, a desigualdade |dx| < N, onde N € uma constan-

dt

te independente de k e suficientemente grande, & satisfeita para

todas as solugoes.
Demons tracgao

Para todo ¢ > o, arbitrario e para t suficientemente
grande, € impossivel %(t) > e, porque |x(t)| & limitada. Entdo, ou
%(t) » o para t = 00 e o teorema esta provado, ou %x(t) oscila in -

finitamente quando t cresce.

Se t, ¢ um dos pontos de maximo de X(t;) entdo ?(tl) =0.

A equagao (2.7) nos da.

kp(ty) - g(x(ty) )
kf(x(t))

i(tl) =

Pelo teorema anterior |[x]| € limitado por uma comstante que ndo de-
pende de k, entdo [g(x)| < L, onde L € tambem independente de k.

Comg k > 1, temos:

i(tl) < k max p(t) + L < k{ max p(f) + L) _ XK e K & independente
k A k A

de k.
~Logo, x(t) tem um limitante superior fixo, independente de k, para
todos os seus pontos de maximo e, consequentemente, para t sufici-
entemente grande. Semelhante argumento acontece para o minimo.

Para a demonstracao do proximo teorema, precisaremos dos
seguintes resultados. )

Consideremos o sistema % = £(t;x) onde f & periddica do
periodo w > o.
Seja x(t;to,xo) uma solugao com condigbes iniciais t = to’
tal que a

L{2)

x = x . Suponhamos que o ponto x, do hiperplano t = o
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solugao x(t;o,xo) pode ser estendida para o & t < w. Associando

0 ponto X( w;o,on com O ponto X s obtemos uma transformacao T

do hiperplano t = o, atraves do qual as solucdes estendidas por

miltiplos inteiro do periodo, passam pelo hiperplano t = 0.
Segue-se da unicidade e da continuidade das solugdes

que o conjunto de todos os pontos onde T esta definida & aberto e

que neste conjunto T € um homeomorfismo. Tambeém, da w - periodi -

cidade da fungio f(t,x) vem que se T(xo) = X entiao a solugao

x{t;o,xo) € w -periodica e inversamente se x(t+w;o,xo) = x(t;0,x)

ta = .
entao T(xo) X,

Quando o sistema acima € uniformemente ultimamente 1li-
mitado, existe uma bola de centro na origem e raio h, digamos
Bh (o} tal que para toda bola Ba (o) existe um numero natural k{a),

tal que para todo k> k(a)? Tk( Ba(o) ) cBh (o).
oo 1lk(a) .
Sejal =nNnT7 (Ba (o) )}, temos que I ¢ @, indepen -
l =0 '

dente de Ba(o), fechado, limitado e invariante por T.

Convem observarmos que se o sistema acima e uniformemen
te ultimamente limitado e I se degenera num ponto, entdao o siste-
ma &€ uniformemente assintoticamente estavel.

Suponhamos agora que para a equagao (2.7) as seguintes
condigdes sao satisfeitas:
(1) ‘as fungOes £, g e p sao cpntinuas; g satisfaz uma con-
dicdo de Lipschitz na vizinhanca de cada ponto x e p(t) tem perio-

do w;
(2) existe uma constante positiva o tal que f£(x) > a para
todo X; ' '
"~ (3)  a funcdo g(x) é duas vezes continuamente diferenciiavel no

intervalo {X{§M,e M & definida no teorema 2.3. Quando |x|< M, temos
g (x)> o. Existe um B > o tal que g(x} sgn x > B para |x|> M.

(4) existe um E positivo, tal que |[p(t)| < E,
P(t) =‘(5 (&) dg| ¢ E, para todo t. o
o

Teorema 2.5




Suponhamos que as condigoes (1) a (4) acima sio satis -
feitas entao para todo k > ko‘ onde ko - 1 N max g (x)
2 I g0

¢ as constantes M e N sao definidas nos teoremas 2.3 e 2.4, 0 sis-

¥

tema (2.8) & uniformemente assintoticamente estavel.

1

Demonstracao

-

Fixemos k > ko . Como ié sabemos que o sistema (2.8) e
uniformemente ultimamente limitado, vamos mostrar que o conjunto I
definido anteriormente se degenera num ponto. ' '

Suponhamos que nao, isto €, que I contenha dois pontos
distintos, separados por uma distancia d >o. Tomemos os dois pon-
tos (xlo,ylo) e (XZD? yzoj de I e unamo-los por um arco suave ¥

que nao se intercepta e que esteja inteiramente contido em U, onde
U e uma vizinhanga suficientemente pequena de I tal que as desi -

gualdades |x|g M, g;‘ = y - k(F(x) - P(t) }l¢ N
dt
s3o satisfeitas para toda solucao passando por U quando t = o
Sejam x = ®(u) e y =19 (u), o gu g 1l as equagdes

paramétricas de vy tais que x,4= ¢(0), y;,= ¥(0), x,,* 9(1),y20=w(1)‘

Ndo & dificil ver que a curva pode ser escolhida de modo que exis-
ta uma constante T que nao depende da escolha dos pontos de I, nem
da particular escolha da curva vy e que satisfaca a desigualdade
(&' (u) )2 + (w‘(u) )2 €« T para todos os pontos em I e parahtodo
ue [0, 1]. '

Estendemos a solugao (x(t,u), y(t,u} ) do sistema (2.8)

atraves de todos os pontos do arco y tal que x{o,u) = ¥(u) e
y(o,u) = y(u). Como o0 arco y esta em U e pela definigao de U, te-

- mos:

Ix(t,u)|< M, [x(t,u)]| = |y(t,u) - k(F(x) - P(t) )| < N
Seja C(t), (t 30) a curva definida pelas equa¢Oes paramétricas
X = x(t,u), y = vy(t,u), 0 gLu <1,

Como a distancia entre os pontos (x(t,0), y(t,o0) ) e
( x(t,1), vy(t,1) ) e menor ou igual ao comprimento da curva ‘

C(t), temos:



£} =

2

/A

(2.9) ﬁX(t,O) - x(t, 1) )"+ (y(t.,0) - y(t,1) )2]
1
' Sf (8 x(t,u))2 + '(_ay_'(t,u))ZJ % du
A du au

L

Fazendo: v,(t,u) = 3x (t,u)} , v,{t,u) . 3y (t,u), vemos
1 o= 2 -

que as fungoes vl(t,u) e Vz(t,u) satisfazem o seguinte sistema 1li-

near de equagoes diferenciais:

H ¥
(2.10) dvi = Vy - kf(x(t,u)vl, dvz g (x(t,u) ) vy
Consideremos a funcao:
W(t,u) = g|(x(t,u) )v2 + vz -2Znqv v (t >0 , ogug 1)
1 2 1 2

W & uma forma quadratica nas variaveis Vi e v, e tem coeficientes
dependentes de t e de u. Escolhamos uma constante n tal que a for-

ma W seja positiva definida uniformemente em relacdo a |x|gM. Mas
para que isto seja feito, & suficiente escolher o nimero @ satis -
fazendo a desigualdade ‘112 < min g‘(x) '

e em e e m e e e e e e e em el __le_é M_ e e e e - e - .

Com o auxilio dos sistemas (2.8) e (2.10) obtemos:
LI ] ]

[ ' 2
_%E = (g (x)x - 2Zkg (x) £(x) + 2ng (x) _) vi -

) .
-in v + 2 kn f{x)v,v
Y, 1 172

O arco y estd contido em U e k € fixo tal que k> k, e

valem ainda {x|g M, |%|g¢ N, para todo t» o. Consequentemente, te

mos a desigualdade para todo t> o:

g"(XJ x -2k g'(X)f(X)s -u < 0,

onde u & alguma constante suficientemente pequena. Seja y >o tal
que g'(x) <x e f(x)< x para |x}< M. Entdo obtemos:

_ 2 . 2
gi g ( TS Zﬂ X ) \r_1 + 2 kﬂ f(x)vlvz Z\ v

ParaT\suficientemente pequeno a forma da direita da de
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sigualdade acima & negativa definida, Fixemos'q tal que o lado di
reito da desigualdade acima seja negativa definida e tal que
2 .

n < min g'(x). Entdo a fungdo W serd uma forma que &
Px <M
uniformemente positiva definida para [x|g M,
Entao existe um A > o tal que a.désigualdade.'
W (t,u} <-X W(t,u) para todo t > o. Logo,

ot
~it
W(t,u) g W(o,u) e , t > o,
Da forma da fungdo W e da desigualdade
(¢ (u) )2 - { ¢ (v) )2 = V] (0 u} + v (o u) < T, segue-se que

existe um nimero W que nao depende nem da escolha dos pontos de I,
nem da curva y e tal que

=it
W{t,u) < We

Como para t »0, a fungdo W(t,u) € uma forma uniforme -
mente positiva definida nas variiveis viev,, a ultima desigual -
dade implica a existencia de um t, tal que para t > 1 ¢ toda esco-
lha de dois pontos de I, a desigualdade

[vlz(t,u) + Vg(:,u)]z < d & verdadeira.
Z

Agora escolhamos um nimero natural n bem grande,tal
que n w > t . Segue-se da desigualdade (2.9) que ‘
1
. ) '2'

*+ (y(nw, 0 ~ynw, 1} ) <%

Como (xlo, ylo) e _(XZO' YZO) sao dois pontos arbitrarios de I

[(x(n w, 0) - x(n w, 1) )2

e .0o. conjunto I & invariante pela tranéformagéo ™, os pontos

{(x(n m,b), y({n w,0} ) e (x(n w, 1), y(nw,1) } sao pontos de
I que estdo a uma distancia menor que d . :
2

Mas, pela definicZo o conjunto I contem d01s pontos separados poT.
uma distancia d. O que & uma contradigdo.
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CAPITULO 111

Existeéncia e Nao Existencia de Oscilagdes Livres

Vamos procurar condi¢oes sobre os parametros do siste-

ma.
p di = E - Ri -V
ar
-Cdv = f(v) - i
dt

para que o mesmo possua uma orbita periddica.
Para finalizar, faremos um estudo da equacao de Lienard e -
x+ f(x) x + g(x) - o

Consideremos 0 sistema:

L di = E - Ri - v = I(1, v)

dt
(3.1)

-C dv fiv) - i =-ﬁ(i,v)

dt

I

onde E, R, L, C, sao constantes positivas e vf(v) > o, para todo v.
Lema 3.1

Se existe um A > o tal que xf(x) > gz para |x]|> A, en-

tio toda solucdo de (3.1), & limitada.

Demonstracio

2

Se W(i,v) = 1 ( Li™ + Cvz), entdo a derivada de W ao lon-
Z

go das solucgbes de (3.1) é&:

oF - [REC 1 - E) + vf(v)]

W
. : A 2 . - .
Seja W_=111L(E + CA®| . Se W(i,v)> W_ entdo |i|>

> E ou |v|>A.
Se |1|>§ entdc W <o. Quando [ilg % e |vi> A, entdo
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< - ®i% - B+ ED - - [Riz - E(i - E)}S - Rif ¢ o
. £ | 2

Para 1 = 0 e |[v|> A, também temos Wwdfo na regido W (i,v) > W

Como a regido W<pé& limitada para tedop e W{i,v) + oo quando
i} , [v] + o, segue-se que toda solugdo de (3.1) & limitada.
Nosso problema € encontrar condi¢des sobre f e sobre os parime-
tros do sistema (3.1) de maneira que as solugoes se aproximem de
um ponto de equilibrio quando t + o

Para a demonstracao do.lema seguinte, faremos uso do
principio de invaridncia: Sejam V uma fungdo de Liapunov defini-
da num aberto G do R, S = {x ¢ é, V(x) = 6} e M o maior conjunto
invariante de x = £(x) enm S.

Se Y+(x0) & uma orbita liiitada de x = f(x) que esta
em G entdc o conjunto w limite de y pertence a M, isto e,

x(t; t_, xo) + M quando t + oo,

o
Lema 3.2

Se as condicbes do lema 3.1 sao satisfeitas e f'(v)>o0
para todo v, entac toda solugdo de (3.1} se aproxima do Ginico pon
to de equilibrio.

Demonstragao

E facil de ver que existe apenas um ponto de equilibrio
t
se £ (v) > o, para todo v,

Se Q(i,v) _1 I? + 1 V%, entdo
20 c

Q.5 (~RL-Y, =1+V £@O) .(L, - VE - RI*VI +vI -V2€' (v)
G4 L T I C T C ;2 CL TL 2
Sortanto. R Sn i
Q0 = - rR1% - v? fr(v) = -(.RI2 + V2 f'(v)) €0
(31) T2 2 Z T2

L C L C

Pelo lema anterior, todas as solugdes de (3.1) sio limi
tadas e Q(u)= 0, somente no ponto de equilibrio. Logo, pelo prin-
cipio da’ invariancia acima, o lema 3.2 esta provado.

- 24 =



Faremos uso na demonstracdo do proximo teorema, do se -
guinte resultado. _

Teorema de Poincaré - Bendixson:: Se y+ e uma semiorbita
positiva limitada e m(y+) niao contém nenhum ponto critico, entdo:

(1) "(+_ = m(Yt)_#, L .. e m e me
ou

P +__--+ + )
(i1) wl{y )=y - v '
Em cada caso, o conjunto w-limite € uma orbita periddi-
ca e no ultimo caso, ela & conhecida como circulo limite.

Teorema 3.1

Se - £7(v) <‘é, maxv( - f'(v) ) > R, entiao existe

um valor de E tal que o sistema (3.1) tem pelo menos uma Orbita pe
riodica,

Demonstracao

Escolhamos E tal que o ponto de equilibrio ( i, v,) se

ja tal que o

;, .f' (vo) > -’R_ ;
C L

Pelo lema 3.1, existe um circulo Q com centro em ( 0,0 ) tal que

as trajetdrias de (3.1) cortam @ de fora para dentro. Se -

i-= io *u e v=v +WwW, x= (u, W), entao

=

(3.2) x = AX + ... , A= _ onde

e T T T S 4 I
\ ¢ —=

C

++.. Tepresentam os termos em x de ordem superior.
. As hipOteses do teorema implicam que os autovalores de A tem parte
real positiva. Logo as solugdes de (3.2) se aproximam de (io, vo)

quando t » - @ . Consequentemente, existe uma semi-Orbita positiva



de (3.1) que esta em’Q,. Pelo teorema de Poincaré - Bendixson, exis

te uma orbita perioddica, ,
Observemos que o sistema (3.1) pode ser escrito como:

. I‘fdi__ =-\3P
-Cdv - 0P, onde
de 3V _

v

. . .2 - 2 '

P(i,v) = Ei - Ri™ - iv ¢+ J( f(g) dg= -1 + U(v) e
2z o ZR

Vv
U(v) = (E-v)? +-(f(s)de
8]

ZR

Teorema 3.2

Se existe um A > o tal que vi(v) » o, vi(v)> %2 para

lvi >A e f'(v) + R > o para todo v, entdo toda solugdo de.
(3.1} se aproxima de um ponto de equilibrio guando t +~ o

Demonstracao

Consideremos a funcdao S= Q + A P, onde Q € definida no

lema 3.2, P & definida acima e _ f'(v) <A <R
C L
Como d - I e 33 _ V , vem que:
33 v '
: 2 2
P, = I - 1
(33 T C e
S.0 = 0 # X D,y= -(RIZ + f£rv)ve A LIZ 4 A cv?
L C L C
Iéﬁﬂ = - [(R - g ) I2 + (f£7(v) +A C)Vz} £ o0 .por causa da
] B 2
L C

escolha de A,
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Além disso, Spy= 0, se ¢ somente se I = 0 e V = o, isto
&, somente nos pontos de equilibrio de (3.1). Como as solugdes de
(3.1) sao limitadas, segue-se a conclusao do teorema.

- Vamos ‘mostrar agora que a equagdc de Lienard
(3.3) % + f(x)x + g(x) = o -
possui uma Unica solugio periddica e esta & estavel.
Suponhamos que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(1) f(x) e par, g(x) & impar, xg{x)> o para todo X # 0 e !
f(o) <o,
(2) f(x) e g(x) sdao continuas e g(x) ¢ lip;chitziana;
(3} F(x)» *®m quando x »+ *®m , onde F{x) =f0f(£) d £,
(4) F(x) tem um zero simples em X = a; para X» a a funcao
F(x) cresce monotonicamente conm X,
Introduzimos novas varidveis:

y = X + F(x), A(X,y) =%2 . G(x),

onde G(x) =f‘§(g )d £,
Q

Calculemos a taxa de variagdo da energia dA , que serd usada nas
dt '

integrais de linha. Temos:

. 2 . 2 -
dx = d + G = d 1 -+ F + G =
@-g gl ot ) - g [_( x (x) ) (x)}

[

dt
% € nulo por causa de (3.3), temos:
A = F(x)dy '

A energia liberada do sistema—éml{FGx)dyme,_senomsisie:m

ma estd num estado estacionario de oscilagdo, temos a seguinte con
dicdo de Lienard: ﬁ’F(x)dy = Q

Esta integral de linha & feita ao longo de uma trajetoria.0 argu
‘mento de Lienard, bem como de outros autores & que f‘F(x)dy= 0
uma condigdo para a existencia de um circule limite.

2

Consideremos o sistema equivalente:

- 27 -
UMNICAMP
RIBLIOTECY 7FNT2A

X(x + £(x)%k + g(x) ) + F(x) d_ (X * F(x) ). Como o coeficiente de



kK = y - F(x)

ol
il

(3.4)

Y

Como F(x) & a integral de uma fungdo continua, sua deri

~g(x)
vada & continua e consequenfementé-Ffi)-saiis%dz uma condigﬁo de
Lipschitz. g(x) também satisfaz uma condig@c de Lipschitz por hipd
tese; logo, o teorema de existéncia e unicidade de solucgbes se
aplica ao sistema {3.4).

Como F(x)} e g(x) s3o impares, segue-se que se x(t),
y(t) & uma solugdo de (3.4), também o & -x(t), -y(t}. Logo, toda
curva simétrica, em relacZo a origem, a uma trajetoria € tambem
uma trajetoria. Como a origem € o Gnico ponto de equilibrio de (3.4),
toda trajetdoria precisa conter a origem em seu interior.

A tangente as curvas integrais & dada por:

%z 10,9
x — y - Fx
Vemos que para x = o, Yy # o todas as curvas integrais tem tangen

te horizontal -porque g[o) = 0.
Yy

;& o

Ar

Em relagcao a figura 3.1, a curva A:y - F(x) = o, inter-
cepta a curva integral T nos pontos B e B' nos quais a tangente a

T & vertical porque %z = @ . Como xg(x}> o, y decresce ao longo de
X

I' do lado direito do eixo dos y e cresce no lado esquerdo de Oy,
X cresce se I' esta acima de A e decresce em caso contrario.
Podemos supor que a curva ¢ como na figura 3.1. Denotemos a abcis-
sa do ponto B por o e a curva I' por Ta.

Se Ta € fechada, ela & simetrica em relacdo a origenm.
Se ela nao e simetrica, sua reflexf3o na origem pode ser uma outra

- figura 3.1



trajetoria fechada. Esta outra trajetdria interceptaria Ta, o que &

absurdo. Logo, se I'a & fechada, temos |OA| = |0C]. Inversamentc,
se |OAl=}0C|, a imagem do arco AC na origem forma com AC uma traje-
toria fechada e desta maneira I'e € fechada. Logo, [QA]| = |OC] &

uma condicao necessaria e suficiente para que Ta seja fechada. Esta
condigdo €& também expressa por A(0,A} = x(o0,C}, o que abreviaremos
para A(A) = A(C). Para provarmos que isto & possivel, considere -

mos as integrais de linha ao longo de Ta. Pondo:

(e ) = A(C) - A(A) = | da =I F(x)dy
ABC  /ABC

E suficiente estudar a integral zo longo de Ta somente
do lado direito de Oy, desde que tudo & simétrico a esquerda de Ovy.

Se a< a (a & a abcissa do ponto D no qual a curva A
corta o eixo dos x), dy < o (porque A < o) mas como F(X) < o, a in
tegral Agéx}dy > o. Consequentemente, A{C) > A(A)}. A energia e

absorvida e ndo existe trajetdria fechada.

Consideremos agora ao>a (como indicado na figura 3.1).
Seja MN a perpendicular ao eixo das abcissas passando por D. ( de
abcissa x = a } e consideremos dois trechos de Ta : o primeiro

consistindo dos dois pedacos emntre o eixo dos~y e-a reta MN, -0 ou-

tro, o arco MBN. Para simplificar chamemos os primeiros arcos de
(1) (consistindo de AM e NC)} e o segundo ( o arco MBN) de (2).
Entdao temos: '

®i(a ) = | dx 4 fdx s ®5(a ) = J dx
AM NC ' MBN
Como di= F(x)dy e d B : g(x) , temos

dr =F(x) dy dx _ - F(x)e(x) 4
* H% ' y - F(X) *

Como F(x) < o para x < a, dx € positivo para o trecho
da trajetoria (1) descrito na diregio A + M, o mesmo acontece pa -
ra o outro trecho de (1) na diregdo N+ C. Isto mostra que ¢;(a) >o.

Quanto a®,( «), temos que di<o, logo @;{a)< o. Se a
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cresce e fixado'x, o arco AM '"cresce para cima' e o arco NC, 'cres
¢ce para baixo'. Isto significa que ]y| cresce e consequentemente
¢; (o) decresce (pois os limites de integragao sao fixos).

- Analisaremos agora o comportamento de ¢,{a) correspon -
dente a integral de linha ao longo da trajetoria MBN (figura 3.1).
Se a amplitude cresce de o, para «», o novo trecho fica M'B'N',

{figura 3.2). Mostraremos que ¢;(xz) < ¢2(a;)
+y
R4

~ figura 3.2 ~ figura 3.3
Se tracarmos paralelas ao eixo dos x pelos pontos M e N,
obtemos P e P' que seccionam o arco M'B'N' em tres arcos M'P , PP

e P'N'. Seja:

( F{x)dy = g F(x)dy + ( F(x)dy +_{ F(x)dy
M'B'N' M'P PP’ '

"Combm#(x5m> 6p-é-dy'<_o_ nestes arcos,-aé iﬁfegfais'éﬁo -
entao negativas e podemos escrever

ff(i)dy <fF(x)dy

M'B'N' PP’
os limites de integracgaoc de MP e NP' sendo o mesmo (para y), a in-
tegral ao longo de MBN €& maior do que ao longo de PP', visto que
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para o Ultimo arco as abcissas s3o maiores que para o primedro e as

integrais sao negativas; logo,

I F(x)dy < g F(x)dy
pp' MBN

e f
( F(x)dy < f F(x)dy '
MIBIN' MEN

finalmente, temos que ®,;(mz2) < ?%2(a1) para oz > op ; logo
o(a) =2:(a) *+9;(a) € uma fungdo mondotona decrescente.
Notamos que se o < a, g(a)=¢,(a)> 0.

Agora , mostremos que -d¢z(a) » ® quando a > ® . Fixemos
algum valor de x, digamos a < X; < o € tracemos uma paralela ao ei-
xo dos y passando por x = Xy (a reta QQ' }, figura 3.3.

Temos:
g F(x)dy <JfF(x)dy. Para o arco QBQ' tem-se x> X, e logo,
MBN QBQ"

F(x) > F(xlj. Assim,

-

% 2 (a) =£F(x)dy < F(xg)J dy = - F(xy) |3Q'| e, consequentemen-
S BN . o . 2QBQ.
te, {(chamando X o ponto (xl, o) )}, temos:

- (0} = t(F(x)dy XT. QQ'.
1BN y
Esta claro que os segmentos KL e GQQ'podem ser tdo gran -
des quanto desejamos se a & suficientemente grande; o que mostra que
- %, {(a)> ® quando a > oo. Como para a suficientemente pequeno,
-~ ®a)> o e ¥a)>r - o0 quando o +» @, existe um e somente um valor
de o =a, tal que &(a)= o, o que mostra que existe uma e s6 uma cur-

va fechada tal que A(A) x(C).
Se A, e C, sdo pontos de intersecgdo de Ta,com o eixo dos

Y, o ponto C esta tao proxime a Ie, quanto A se a<a, , por isso A'
esta tio proximo de Fo,quanto A, Um argumento semelhante € usado pa
ra a>a , que & um critério puramente geométrico de estabilidade pa-

ra o circuleo limite.

.._3_1...



Para finalizar, consideremos ¢ sistema X = Ax. Se os
autovalores de A tem parte rcal positiva e se existe uma trajetd-
ria limitada, o teorema de Poincare Bendixon garante a existencia
de uma trajetdria periddica. Vamos ilustrar o que afirmamos com o
scguinte exemplo.

Seja .
X + f(x)i - g(x) =40 X
x + F(x) , onde F(x) =g f(¢) d £ , obtemos o sistema
0

1

Fazendo y

(3.5) x y - F(x)
y = ~g(x)

Suponhamos que as funcdes f(x) e g(x) sdo continuas e satis -

fazem as condi¢oes exigidas para a unicidade de solugoes;
xg({x) > o para x ¥ o, g(o) = o, f(o) < o. Ainda que exista g'(o0)
e g'(0) > 0 e constantes L > o, K> o tais que
g{x)sgn x > L , para Ix| 3 a
f(x) > K . para |x| » a
Com estas condigGeS.Sabemos pelo exemplo (1.3) que as
solugOes (3.5) sao uniformemente ultimamente limitadas.
0 sistema -f(o) 1
i = AX +... , onde A=

Vigvoy o
e... representam os termos em X de ordem superior, tem det A=g'(o0)>
>0 e trc A= -f(o) > o. Portanto, os autovalores de A tem parte
real positiva. _

Consequentemente chegamos a existencia de uma orbita pe-
riodica. |
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