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Resumo 

Ne.ste Trabalho sao estudadas imer-sôes isomhr·ic:a.s de varie­
dn.rlPs RiPrnannia.nas homogêneas no espaço Euclideano em. codi­

rnensão dois. É consider·ado o prDblenw de rigidez para estas 

m1.ersoes. e mostrado que toda sub7Jar·íerlade r"(qr:da é 1.sopa.rarné­

f7·ica. 

Pma imen.;Ôes na.o dgida.s é obt-ido também. Hm teorema. de 

classificação pa.rn ·oar·ieda.des de d-imensão rnm"or que 4. No caso 
em que a 1ra.riedade homogênea é também. urna variedade de 

EinHtein obtemos ·u.rno class·ifimção !'ompleta. sem o r·estnçiio 
na dimensão da variedade. 

Em seguida os res1dta.dos obtidos são aplicados ao estudo das 

variedades de cohornogeneida.dP 1. É nwstra.do que nma ln:per-­
s'aperfióe compacta. do F:spaço Eurh.dea.no que adrn·ite 11-'flW a.çã.o 
de 1J,m subgrupo do grupo da .. 'i r:sornetrin.'i com órb#a.s princ,i.pm:.'i 

dP. cod'imP.nsão 1 e cv.nwtura secci.onal posif1>1'a. é unw 1/.'ipersu­

JWrjic'ie dr: TF.1!oluçâo. 
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Introdução 

Uma variedade Riernanniana M é homogênea se o grupo de isometrias lso(M) 

age transitivamente em M, isto é, para cada x e y E M existe urna isometria h tal 

que h.{x) = y. Os exemplos mais simples de variedades homogêneas são as esferas, os 

espaços projetivos e em geral os espaços simétricos. 

Imersões de variedades homogêneas no espaço Euclideano têm sido estudadas em 
codimensão 1. Foi mostrado por Kobayashi (18] que urna hipersuperfície compacta 

homogênea é congruente a uma esfera. Este resultado foi estendido para bipersu­

perfícies não-compactas por Nagano-Takaha..shi em [25]. :;este trabalho é provado 

que uma hipersuperfície homogênea é um produto de uma esfera por um espaço 

Euclideano. se o posto da segunda forma fundamental é diferente de 2 em algum 

ponto. Finalmente Harle [14] estendeu este resultado para hipersuperfícies cuja se­

gunda forma fundamental tem posto 2. Subvariedades homogêneas em codimensão 

2 não foram estudadas até o momento, e saber se o plano hiperbólico ou o espaço 

hiperbólico 3-dimensional imergem isometricamente em JR4 e JR5 respectivamente, 

tornaram-se problemas clássicos em geometria diferencial. 

O objetivo deste trabalho é estudar imersões isométricas de variedades lliemanni­
anas homogêneas Mn em JRn+ 2

• Obtemos como principal resultado uma classificação 

completa para imersões como índice de nulidade relativa mínimo v0 = min{v1(x): 
x E M} ::; n- 5, em particular para as subvariedades compactas de dimensão n 2:: 5. 

Como no estudo das hipersuperfícies, distinguimos dois casos: imersões rígidas 
e não-rígidas. Recordamos que uma imersão isométrica f : Mn -Jo IRN é rígida se 

para cada imersão g de M existe uma isometria T de H..,- tal que g = To f. O es­
tudo de subvariedades homogêneas está intimamente relacionado com o problema de 

rigidez, pois se uma imersão é rígida, cada isometria da variedade M é induzida por 

um movimento rígido do ambiente, tornando f(M) uma variedade extrinsecamente 
homogênea. Isto implica que a segunda forma fundamental da imersão é invariante 
por isometrias. No caso de hipersuperfícies. isto implica imediatamente que f(M) 
é uma subvariedade isoparamétrica. llma questão natural é saber se a mesma con­
clusã.o pode ser obtida em codimensão 2. Respondemos positivamente esta pergunta1 

obtendo assim o resultado: 

Teorema 1 Seja f: Mn -Jo JR"+ 2 uma imersão isometnca de uma variedade Rie­

manniana homogênea. Se f é rígida então f(M) = Mn-k x IR", onde Mn-k é uma 

hipersuperfície isoparamétrica compacta de uma esfera. 

Observamos que as hipersuperfícies isoparamétricas homogêneas da esfera sao 
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classificadas em [32]. 
Para obter uma caracterização das subvariedades não-rígidas, usamos o teorema 

de rigidez de do Carmo-Dajczer ([8)). No contexto de imersões de variedades ho­

mogêneas Mn em codimensão 2, obtemos que a imersão f satisfaz um dos seguintes 

casos se v0 :S n - 5: 

a) f é rígida. 

b) Existe um referencial ortonormal ~, 17 do espaço normal em cada ponto, tal que 

rkAfl:::; 1 e h,. o Ae = ±Ae o h .. para cada isometria h de M. 

c) Vf _ v0 , e existe um referencial ortonormal Ç, 17 do espaço normal em cada 

ponto, tal que rkA 11 ::: 2 e h. o A~ = ±Ae o h .. para cada isometria h de M. 

Estudamos separadamente os casos (b) e (c) e obtemos os seguintes resultados. 

Teorema 2 Seja f : Mn -----7 JRn+ 2
, uma imersão isométrica de uma variedade Rie­

manniana homogênea tal que v0 :S n - 4. Suponha que em cada I E M existe uma 

base ortonormal {Ç,ry} de Tr:Ml- tal que rk(A,):::; 1 e h ... oAe =±A.; o h ... para toda 
isometria h de M. Então M = Mm X JRvo e f = J X i onde i : JRvo -----+ JRvo é a 

identidade e ii0 = O. Além disso um dos casos seguintes ocorrem: 

a) M é isométrica a uma esfera sm e J é homotópica através de imersões isomé­
tricas à imersão de sm em um hiperplano de JRn+ 2

• 

b) M é recoberta por sm-1 xiR e f OJr é homotópica através de imersões isométricas 
a 9 X i onde 9 é a imersão de sm-1 em um hiperplano e i é a aplicação identidade. 

( 1r é a aplicação de recobrimento. 

Teorema 3 Seja f : AJn --+ JRn+ 2 uma imersão isométrica de uma variedade homo­

gênea. Suponha que em cada I E .M existe uma base ortonormal {Ç.71} do espaço 
normal TxM .L tal que h* o Ae = ±A.; o h,. para toda isometria h de M. e rk( A,) = 2. 

a) Se M é compacta e n ;::: 4 então M é isométrica ao produto Riemanniano 
52 X sn-2. 

b) Se M é não-compacta e Vj :::; n- 5. então M é isométrica a 52 X sk X JRn- 2-k' 

onde n - 2 - k = v1. 

Observe que dos Teoremas ll 2 e 3 obtemos a seguinte classificação para subva­
riedades homogêneas em codimensão 2. 
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Teorema 4 Seja f : Mn ---+ JRn+2 uma imersão isométrica de uma variedade Rie­

manniana homogênea. Suponha que v0 ::; n - 5. Então um dos casos seguintes 

ocorre: 

a) f(M) M x JRvo, onde M é uma hipersuperfície homogênea isoparamétrica 

compacta em uma esfera, 

b) M = M x JR110 , f = f x i onde i : lR"0 ---+ lR110 é a identidade e Af é isométrica 
a sn-vo ou o recobrimento de M é sn-vo-l X IR. 

Uma generalização natural de variedades homogêneas são as variedades de coho­

mogeneidade k. Uma variedade Riemanniana A1 é uma C-variedade de cohomo­

geneidade k se G é um subgrupo conexo e fechado de ho(.H) que age em M com 

órbitas principais de codimensão k. Recentemente o estudo de hipersuperfícies de 
cohomogeneidade 1 tem chamado a atenção dos geômetras. Como as hipersuperfícies 

de revolução são os exemplos naturais de tais hipersuperfícies. é uma pergunta nat­
ural saber quando uma hipersuperfície de cohomogeneidade 1 é de revolução. Em 

Asperti-Mercuri-Noronha [3] foi provado que se uma C-variedade compacta Mn de 
cohomogeneidade 1 está imersa em JRn+l e cada órbita principal tem curvatura sec­

cional constante então Mn está imersa como hipersuperfície de revolução. Como as 

órbitas principais de uma hipersuperfície de cohomogeneidade 1 são subvariedades 

homogêneas em codimensão dois, os resultados aqui obtidos mostram que para n ~ 5 
podemos substituir a hipótese de curvatura seccional constante por curvatura sec­
cional positiva. Provamos o seguinte: 

Teorema 5 Seja f: }.{n ---+ JRn+l, n 2: 5, uma imersão isométrica e M uma C-va­

riedade compacta de cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais pela ação de G tem 

curvatura seccional positiva então f(.Af) é uma hipersuperfície de revolução. 

Os casos restantes para o entendimento completo de subvariedades homogêneas 
em codimensão dois são imersões não-rígidas cujo índice de nulidade relativa mínimo 

é v0 = n - 2, n - 3, n - 4. Os métodos utilizados aqui não se aplicam a estes ca­
sos. Todavia, para variedades homogênea..<; de Einstein obtemos uma classificação 

completa. Observamos que a classe das -variedades homogêneas de Einstein inclui os 
espaços homogêneos com isotropia irredutível, por um resultado de J. A. Vv'olf (ver 

[7] p. 187). 
Como superfícies homogêneas têm curvatura constante e variedades de Einstein 

3-dimensionais têm curvatura seccional constante, estudamos o caso n 2:: 4. Obser­
vamos que ou M tem curvatura de Ricci nula e então é plana por um resultado de 
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D. V. Alekseevskii e B. N. Kimelfeld (ver [7] p. 191) ou VJ =O. Por outro lado, 

variedades homogêneas de Einstein de dimensão 4 são simétricas, por um teorema de 
Jensen [17]. Obtemos destes fatos, juntamente com os resultados deste trabalho, o 

teorema abaixo. 

Teorema 6 Seja f : Mn --+ llr+2
, n ?: 4, uma imersão isométrica de uma variedade 

homogênea de Einstein. Então um dos casos seguintes ocorrem. 

a) M é plana e então é um produto Tk x JRn-k, onde Tk é um toro de dimensão 

k <; 2. 

b) M é uma esfera ou o produto de duas esferas, cada urna de dimensão maior que 

l. 

Esta Tese é organizada da seguinte maneira. No capítulo inicial recordamos alguns 

conceitos básicos de imersões isométricas com o objetivo principal de estabelecer as 
notações. No segundo capítulo estudamos o problema de rigidez para imersões de 

variedades homogêneas em codimensão 2 e provamos o teorema 1. Na última seção 
obtemos uma classificação inicial das subvariedades homogêneas em codimensão 2. 

No capítulo 3. estudamos as imersões cujo espaço normal tem uma direção TJ tal que o 
posto de Afl é ::; 2, provando assim os teoremas 2 e 3, e terminando com o teorema de 
classificação para v0 :S n- 5. No capítulo 4, primeiramente. aplicamos os resultados 
dos capítulos 2 e 3 para estudar as hipersuperfícies compactas de cohomogeneidade 
1. Na segunda seção obtemos a classificação completa das imersões em codimensão 
2 de variedades homogêneas de Einstein. 
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Capítulo 1 

Imersões Isométricas 

1.1 Equações Básicas 

As variedades que consideraremos neste trabalho serão sempre conexas e de classe 

C 00
• Sejam A111 e Afm variedades diferenciáveis de dimensão n e m respectivamente. 

Uma aplicação diferenciável f: Mn -+ .Mm é uma imersão se para todo x E A1 a 

diferencial df:r : TrM -+ Tf(x)M é injetiva. Se f é uma imersão então m 2: n, e o 

número p = m.- n é chamado de codimensão de f. No caso em que M e M são 

variedades Riemannianas com métricas(, )Me(, )M respectivamente, uma imersão f 
é chamada imersão isométrica se 

para todo x EM e quaisquer X, Y E T"M. 
Seja f : Mn ----+ Mm uma imersão isométrica. Para cada x E M existe uma vi­

zinhança U C M de x tal que a restrição f lu é uma mergulho sobre f(U). Algumas 

vezes identificamos V com f(U) através do difeomorfismo f lu, e cada vetor X E TxM 

com dfxX E Tf(x/~1. Com esta identificação o espaço tangente aMem x se torna um 

subespaço do espaço tangente a 1Vf 1 e o produto interno de Tf(x)M decompõe Tf(x)Ãf 

na soma direta 
- ' TflxiM = TxM EB TtlxiM 

onde Tf(x)Mj_ é o complemento ortogonal de TxM em TJ(x)M. Obtemos então o 

:fibrado vetorial normal TMj_ = UxEMTJ(x)Mj_ de f. O fibrado tangente de M é a 

soma de \Nhitney dos fibrados Tl\-1 e TMj_. Em relação a esta decomposição, temos 

as proJeçoes 

( l': TMit(M) ~ TM' 

que são as componentes tangencial e normal respectivamente. 
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Seja V a conexão Riemanniana de M. Segue da unicidade da conexão Rieman­
niana que a componente tangencial de V é a conexão Riernanniana \7, de M, isto é, 

se X, Y E TM então 
VxY = 'VxY + (VxY)" 

Definimos uma aplicação O': T M x T M-+ T Ml- por o:(X. Y) =(V x Y)l-, chamada 
segunda forma fundamental de f. Mostra-se facilmente a partir das propriedades de 
\7 e V que a é simétrica e bilinear sobre C 00 (M). Em particular, exprimindo a em 

um sistema de coordenadas, concluímos que a aplicação ax : TxM x TxM -+ Tf(x)M l­
dada por e>,( X, Y) = e>(X, Y)(x) depende apenas dos vetores X(x) e Y(x). e>, é a 

segunda forma fundamental de f no ponto x. 

Seja X E TA1 e Ç E TM1-. Denotamos por A,.;X a componente tangencial de 
-V xÇ, isto é, A{ X = -(V xer. Segue imediatamente das propriedades de V que 

(A( X, Y) =(e>( X, Y), Ç) 

Então A{ : Tx.A1 -+ T: .. M é um operador linear simétrico. A~ é chamado operador de 
Weingarten na direção de ç. 

A componente normal de VxÇ, denotada por 'ViÇ, define uma conexão no fi brado 
normal TMl... V'l.. é chamada conexão normal de f. Então 

Da mesma forma como é definido o tensor de curvatura de uma variedade Rieman­
niana com conexão 'V por 

definimos o tensor de curvatura normal Rl- por 

Utilizando as expressões acima obtemos as três equaçõe~ básica.s de uma imersão 
isométrica, a saber, as equações de Gauss, Ricci e Codazzi. Sejam X, Y Z, H/ E T M. 
Tomando a componente tangencial do tensor de curvatura de 1Ü, denotado por R, 
obtemos a equação de Gauss: 

(R( X, Y)Z. W) = (R( X. Y)Z. W) + (a(X.lV).a(Y, Z))- (a( X, Z), a(Y, W)) 

Se J\(X, Y) = (R( X, Y)Y, X) e K(X, Y) =(R( X, Y)Y. X) são as curvatmas sec· 
cionais de M e Af segundo o plano gerado por vetores ortonormais X, Y E Tx.ftvf. 
a equação de Gauss é simplesmente 

J\(X, Y) = K(X, Y) + (a(X,X),a(Y, Y)) -li<>( X, Y)ll' 
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Se X, Y E TM e e E TMl., tomando as componentes normal e tangencial de 

R(X, Y)Ç obtemos as equações de Ricci e Codazzi respectivamente. Se 1J E TMl., 
podemos expressar a equação de Ricci como 

(R( X, Y)ç,~) = (R"(X, Y)Ç, ~)-([A,. A,jX, Y) 

onde [A,, A,]=~ o A,- A, o A,. Analogamente podemos expressar a equação de 

Codazzi como 
(R(X,Y)Ç)T = (VvA)(X,Ç)- (VxA)(Y,Ç) 

onde por definição 

No caso particular em queM tem curvatura seccional constante c, que indicaremos 
com a notação Nt, as equações acima assumem uma forma mais simples. Neste caso 

o tensor de curvatura de M é dado por: 

R( X, Y)Z =c( X 11 Y)Z = c((Y Z)X- (X. Z)Y) 

para todo X, Y, Z E T M. Então as equações de Gauss, Ricci e Codazzi se escrevem 

respectivamente como 

(1) (R( X, Y)Z, W) = c((X 11 Y)Z, W) +(a( X, W), a( L Z))- (a( X, Z),a(Y, W)) 

(2) (R"(X,Y)Ç, ~) = ([A,, A,]X,Y) 

(3) (VxA)(Y,Ç) = (VyA)(X,Ç) 

para X,Y,Z, W E TM e Ç,ry E TM" 
Seja f : Mn --f .M;+I uma imersão isométrica. Se X.}· E T M e ( E T Ml. é um 

campo vetorial unitario então 

"'xY = VxY + (A,X,Y)Ç 

Neste caso a equação de Ricci é identicamente nula. e as equações de Gauss e Codazzi 
são respectivamente 

R( X, Y) =c( X 11 Y) + A,X A A). 

Vx(A,Y)- A,(V xY) = V,·(A,X)- Ao(VyX) 

8 
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Dizemos que uma imersão isométrica tem fibrado normal plano se Rl. :::: O. Segue 
da equação de Ricci que Rl. = O se e somente se para todo x E M existe uma base 

de T:cM que diagonaliza simultaneamente Ae e Aw 
llma variedade Riemanniana m-dimensional, simplesmente conexa, de curvatura 

seccional constante c, é denotada usualmente por Q";. Seja f : M 11 --+ Q~+p uma 
imersão isométrica. Se M é simplesmente conexa, f é caracterizada pelas equações 
de Gauss, Ricci e Codazzi. Este é o chamado teorema fundamental das subvariedades. 

Teorema 1.1.1 (Teorema Fundamental das Subvariedades} 

i) Seja M 11 uma variedade Riemarrniana simplEsmente conexa, 1r : E --+ M um 

fibrado vetorial Riemanniano de posto p com uma conexão compatível V', e a uma 

seção simétrica dofibrado Hom(TA1 x TM,E). 
Se o: e V' satisfazem as equaçÕES de Gauss. Coda::zi t Ricci para o caso dt cur~ 

vatura seccional constante c, então existe uma 1mersão osométrica f : Mn --+ Q~+P, 

e um isomorfismo f: E--+ TA1\ tal que para todo X. Y E TM e toda seção local Ç 
e 11 de E 

onde õ e V .L são a segunda forma fundamental e a conexão normal de f, respectiva~ 

mente. 
ii) Suponha que f e g são imersões isométricas de uma variedade conexa M 11 

em Q~+P. Seja TM/, a1 e Vf o fibrado normal, a segunda forma fundamental e a 
conexão normal de f, respectivamente; e T M/, o.9 e 'V i os objetos correspondentes 

para g. Se existe um isomorfismo ~ : T M f ---lo TAf
9
l. tal que, para todo X, Y E T M 

e toda seção~' 'f/ E TMf 

(~(Ç),J(ry)) = (Ç,ry) 

então existe uma. isometria T : Q~+P --+ Q~+P tal que 

g =To f t T..-ITMl. = ~. 
f 

Urna prova deste teorema pode ser Yista em [19] 

Dada uma imersão isométrica f : Af11 --+ ;tÇr+r. se a segunda forma fundamental 
a· é identicamente nula em todo ponto :r E M. dizemos que a imersão é totalmente 
geodésica. Definimos o espaço de nulidade relatiYa em :r E .M da imersão f, como o 
espaço de nulidade de a, isto é, 

NJ(x) ={X E TxM: a(X,Y) =O V Y E TxM) 
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A dimensão de N1(x), denotada por IIJ(x), é o índice de nulidade relativa de f em x. 
O primeiro espaço normal de f em x EM é definido como o subespaço N1(x) de 

Tf(x)M.l 

N1 (x) = span{a(X, Y): X, Y E TxM), 

onde span{a(X, }')}denota o subespaço gerado pela segunda forma fundamental de 

f. Dizemos que a imersão é l-regular se a dimensão de J\'1(x) é constante em M. 
Neste caso N1 é um sub-fibrado de TM .1. 

Uma imersão isométrica f : Mn -+ Q~+P admite redução de codimensão a q, se 
existe uma subvariedade totalmente geodésica Q~+q em Q~+P, com q < p, tal que 
f(M) C Q~+ 9 . Uma imersão é chamada substancial se a codimensão não pode ser 
reduzida. Neste caso a codimensão mínima é chamada de codimensão substancial. 
Um resultado básico neste contexto é o teorema de Erbacher [13]. Este teorema 
afirma que se f é uma imersão isométrica l-regular de Ar" em Q~+P, tal que N1 é 
um subfibrado de posto q < p que é paralelo. isto é. V'tÇ E l\'1 para qualquer seção 
Ç de A\ então f tem codimensão substancial q. 
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Capítulo 2 

Subvariedades Homogêneas e Rigidez 

2.1 Generalidades 

Uma variedade Riemanniana (.M, {,)) é homogênea se o grupo das isometrias de 

M, denotado por Iso(AJ), é transitivo (isto é, para cada :r e y em A1, existe uma 

isometria h E lso(M) tal que h(x) = y). Dada uma variedade Riemanniana M, o 
grupo de isometrias é um grupo de Lie ([19]) que age naturalmente em M. Em 

geral existe mais de um grupo de Lie agindo por isometrias transitivamente em uma 

variedade Riemanniana homogênea ( por exemplo o subgrupo das translações age 
transitivamente no espaço Euclideano). 

Definição 2.1.1 Uma variedade Riemanniana M é C-homogÊnea, se G é um sub­
grupo fechado de Iso(M) que age transitivamente em _M. 

O subgrupo de isotropia H(x) ={h E G: h(x) = x} no ponto x EM é um sub­
grupo compactado subgrupo deisotropia {h E Iso(A1): h(x) = x}. A representação 
linear de isotropia é definida corno o homomorfismo de H(:r) no grupo de trans­

formações lineares de TxAf dado por h I---} dhx. A imagem de H(:r) pela representação 

de isotropia é chamada grupo de isotropia linear em x. Como uma isometria h é de­

terminada dando somente h( r) e a diferencial dhx, então a representação linear de 

isotropia é injetiva. 
Orna variedade G-homogênea M, é chamada espaço de isotropia irredutível se 

a representação linear de isotropia de G for irredutível. Foi demonstrado por J. A. 
Wolf (ver [7] p. 187) que se uma variedade Riemanniana homogênea tem isotropia 

irredutível então a métrica é Einstein. 
Vm campo vetorial X em M é chamado campo de Killing (ou isometria infini­

tesimal), se o grupo local a l-parâmetro de difeomorfismos gerado por X em uma 

vizinhança de cada ponto de M, consiste de isometrias locais. Um campo X é de 
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Killing se e somente se 

(VyX,Z) + (VzX,Y) =O 

para quaisquer Y, Z E X(M), onde V é a conexão Riemannia.na de M. 

Em uma variedade Riemanniana a álgebra de Li e do grupo I so(M) das isometrias 

de .A! é isomorfa à álgebra de Lie de todos os campos de Killing completos. Se M 
é completa este isomorfismo é sobre todos os campos de Killing de M ([19]). Seja 

M uma variedade Riemanniana G-homogênea, e Q a álgebra de Lie de G. Para 

cada X E Q, seja exp(tX) o subgrupo a l-parâmetro de G gerado por X. Então 
~ 1 (y) = exp(tX).y é um grupo a l-parâmetro de isometrias. Identificamos (pelo 

isomorfismo citado acima) X E Q com o campo vetorial (denotado por X) em A-1 
gerado pelo grupo de difeomorfismos :,p1• 

SejaM = G j H uma variedade Riemanniana C-homogênea, onde H é o subgrupo 

de isotropia em x E M. A su bálgebra de Li e 1í de Q gerada por H é identificada com 

a subálgebra dos campos de Killing que se anulam em x. Seja adc a representação 

adjunta de G. Como H é compa.cto, adc(H) é um subgrupo compacto do grupo 

linear de Q. Em geral, um espaço homogêneo GjH é dito redu.tivo se existe uma 

decomposição 1í EB K de Q tal que K é ada-invariante. Esse é sempre o caso se H é 
compacto, e então uma variedade Riemanniana homogênea é redutiva. Fixada uma 

decomposição Q = 1t EB K, podemos identificar K com T:r:M tomando o valor em .T 

do campo de Killing correspondente. 
Associada à decomposição Q = 1í EB K existe uma conexão '\?c em M, denomi­

nada conexão canônica (ver O. Kowalsky [20]). Esta conexão é caracterizada pela 

proposição I .6 de [20]. O teorema abaixo relaciona algumas propriedades da conexão 
canon1ca. 

Teorema 2.1.2 Seja '\lc a conexao canomca associada à decomposição 1-l EB M da 

variedade Riemanniana M = G /H, H o subgrupo dE isotropia em p E M. 

1. Para cada X E K. sEja /(i)= e:rp(iX).p em IH. Então o '\?c-transporte para­

lelo dt vetores tangentes em p ao longo da curva f', O:=; i-:; s, coincide com a 

diferencial de exp(s.X) atuando em M. 

2. Para cada X E K, a curva 1·(t) = exp(iX).p é uma \''-geodésica. Reciproca­

mente toda. \?c-geodésica por p f da forma t:rp(tX).p para algum X E K. 

3. A conexão \1' é complda. 

A prova deste teorema pode ser vista em O. 1\.owalsky [20]. 
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Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente conexa. Então (Teorema de 

de Rham) M é isométrica ao produto M0 X M1 X ... X M~ onde M0 é um espaço 
Euclideano e M1 , ... , M~ são variedades Riemannianas simplesmente conexas e irre­
dutíveis. A decomposição é única a menos da ordem. M é homogênea se e somente 
se cada fator é é uma variedade homogênea (Teo. 5.1, pag. 211 de [19]). 

Seja 1W o recobrimento universal de M com a métrica Riemanniana induzida pela 
projeção p: M ~ M. Seja X um campo vetorial em M induzido por X. Se X é um 
campo de Killing em M então X é um campo de Killing em M ([19] pag. 243). Se 
M é homogênea então M é homogênea. 
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2.2 Subvariedades Extrinsecamente Homogêneas em Codi­

mensão Dois 

Dizemos que uma imersão isométrica f : Mn ---t Q;:' é rígida se para cada imersão 

isométrica g : Mn --+ Q";', existe uma isometria T : Q';' ---+ Q'; tal que g = T o f. Se 

a imersão f é rígida, e h é uma isometria de M, existe uma isometria h de Q";' tal 

que 
f oh~ kof. 

Então f(M) é uma variedade extrinsecamente homogênea. 
Um imersão isométrica no espaço Euclideano tem curvatura principal constante 

se os operadores de Weingarten tem autovalores constantes (com mesma multiplici­

dade) para qualquer campo normal paralelo ao longo de qualquer curva ([16]). Uma 

subvariedade do espaço Euclideano é isoparamétrica se tem fi brado normal plano e 

curvatura principal constante. 

Uma caracterização das subvariedades de curYatura principal constante é dada 

por Heintze-Olmos- Thorbergsson em [16]. É mostrado que uma subvariedade de /R_N 
tem curvatura principal constante se e somente se é isoparamétrica ou uma variedade 

focal de alguma subvariedade isoparamétrica. Uma subvariedade M de fRN é uma 

variedade focal de M se dim M < dim M e existe uma seção paralela Ç em T M .L tal 

queM~ {p + Ç(p) 'p EM). 
Seja f : Mn ........;. JR!t+2 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana 

homogênea com segunda forma fundamental cr. Como em [28], definimos vca por 

('lxa)(Y~ Z) = V}n(Y. Z)- <>('lxY, Z)- n(Y, 'lxZ) 

onde Vl. denota a conexão normal. Provaremos em seguida o resultado principal 

desta seção. 

Teorema 2.2.1 Seja f: 111n -t lfr'+2 uma tmo'sao isométrica de uma variedade 
Riemanniana homogênea. Se f f rÍgida enlâo f(M) = Jjn~k x JRk, onde Ar~k 

é uma hipersuperfícze isoparamétrica compacta da esfera. 

Prova: 

Provaremos primeiramente que vca =O, onde a é a segunda forma fundamental 
de f. Seja 9 ~ 'HEBM uma decompo,ição redutiva de M ~ Gf H e ')'(i)~ exp(iX)(p) 
uma '\?c-geodésica por p, onde X denota um campo de Killing. Dado Ç E Tpl\Jl., 
visto que ca.da isometria de M é identificada com uma isometria de JRn+'l, podemos 

definir Ç(t) ao longo de 1· por 

Ç(l) ~ e.rp(IX).(Ç). 
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O operador de Weingarten correspondente tem autovalores constantes ao longo de '"r· 

Isto implica que, se V, W E TpM e V(t), W(t) são os transportes vc-paralelos ao 

longo de /, então 
a(V(t), W(t)) ~ exp(tX).(a(V, W)) 

e então (a(V(t), W(t)),Ç(t)) é constante ao longo de 1· 

Seja {~ 1 , ~z} urna base ortonormal de TpMj_, {X1 , ... , Xn} uma base ortonormal de 

autovetores de Ae1 • Definindo Çi(t) e Xi(t) em 1 por transporte Vc-paralelo, ternos 

d ( " ( " dt (a(X,,Xi )(t),ç,(t)) ~O~ 'V x<>(X,(t), Xi(t)), Ç2 (t)) + (a(X;(t), Xi t)), 'V x6(1)) 

Como VjÇ2 é múltiplo de ÇJ. e Xi(t) diagonaliza A~J(t)• a equação acima 
implica que 

'V~a(X,(t),X,(t)) ~ aÇ1(t), para i oJ j 

Como v c R = O, aplicando a equação de Gauss 

temos 

(2.1) 

Como Av~o(X,X))Xj é múltiplo de Xj, tomando produto interno por xk com 
k # j obtemos 

(Av'o(X x )X,, X,)~ O para i, k # j. 
X 1' ; 

(2.2) 

Tomando o produto por X 1 obtemos 

('V~a(X,,Xi),a(X,,Xi)) ~ ('V~a(X,,X,).n(X,,Xj)). (2.3) 

(a(X1 .Xj),a(X;.Xj)) é constante ao longo de 'i pois são imagens de isometrias. e 
então: 

('V~a(Xi,X,),a(X,,Xi)) ~ -('V_l.a(X,,XJ).a(Xi,Xi)) (2.4) 

Combinando as equações 2.3 e 2.4 obtemos 

('V_l.a(X,,Xi),a(X,,Xi)) ~O V j #i ( 2.5) 

('V_l.a(Xi,X,),a(Xi,Xi)) ~O (2.6) 
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Isto implica que Vjn(X1·, X1) é ortogonal ao primeiro espaço normal da imersão 

em p, denotado por Nt(p). Afirmamos que dimN1(p) = 2 e então 

Vj:a(X,,XJ) =O V j 

De fato, suponha que exista um vetor normal T} tal que Ar, = O. Seja Ç um vetor 

ortogonal a "1· A rigidez de f implica que dim N1 ( x) = 1 para todo x E M, isto 

é, A'1 ::::::: O. Observamos que f(M) niio está contida em um hiperplano de JRn+ 2 

e o operador de Weingarten Ae tem um autovalor constante não-nulo. Aplicando a 

equação de Codazzi concluímos que V l_T} = O e então N1 é paralelo (ver proposição 4.5 
de [91). Então, por um resultado de Erbacher [13], f reduz codimensão, contradizendo 

que a imersão é rígida. 

Analogamente, se {}·j} diagonaliza A6 obtemos que 

'\7~a(Yj, }~)=O V j 

X, = Lk a;kYk. onde os a;k 's são constantes ao longo de 1'· Para i # J temos: 

n(X;,Xj) = LaikUjkcr(Yk. Yk) + LatkUjio(Yk, lí) 
k l#k 

Vja(X"XJ) = L:a;kaiiVia(Yk, Yí) 
I# 

Mas para k # l V:k-a(Yk, Yí) é múltiplo de 6 e Vja(X;,X1 ) é múltiplo de 6. Então 

'\7ja(X,,XJ) =O Vi >fj. Logo '\7"<> =O. 
Seja c(t) uma curva diferenciável por partes e Ç(t) um campo normal paralelo ao 

longo de c. Sejam V(t) e W(t) campos vc-paralelos ao longo de c. Como vca =O, 

temos então 

'17;\n<>(V(t), W(t)) =O 

Portanto (a(V(t), W(t)),Ç(t)) é constante ao longo de c, isto é, A, tem autovalores 
constantes. Então f(M) é uma subvariedade de curvatura principal constante. Pelo 

teorema de Heintze-Olmos-Thorbergsson (Teorema A de [16]), f(M) é uma subvar­

iedade isoparamétrica ou uma variedade focal de uma subvariedade isoparamétrica 
de JRn+2. 

Se f(.H) é focal de uma isoparamétrica N em .u:r•+2 . 1\l é uma subvariedade 

(n + 1 )-dimensional de JRn+2 • Então N = sm X JRk por ser isoparamétrica. Como 

M é n-dimensional ( n 2:: 2 ) então N = 5 1 x IR" e M é totalmente geodésica em 

JRn+\ contradizendo o fato de que f é rígida. Portanto f(.M) é uma subvariedade 

isoparamétrica e o resultado segue agora dos teoremas l.lS e 1.20 de [33] • 
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As hipersuperfícies isoparamétricas homogêneas da esfera são classificadas em [32L 

visto que são órbitas da representação de isotropia de um par Riemanniano simétrico 
(também chamado s-representaçâo). 
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2.3 Rigidez de Subvariedades Homogêneas em Codimensão 
Dois 

Um teorema clássico de Beez-Killing afirma que uma imersão isométrica de Mn 
em Q~+t cujo posto da segunda forma fundamental é ?: 3 em todo ponto é rígida. 

Uma generalização deste resultado para codimensões maiores foi obtida por Allen­
doerfer. Se f: Mn -t JVfn+p é uma imersão isométrica, e {l, ... ,Çp é uma base de 

TJ(x)M\ o número tipo r(x) é definido como o maior inteiro r, para o qual existe 

X1 , ... , X'T E TxM tal que os rp vetores Ae,(Xi ), 1 :Si S p, 1 :S j :S r, são linearmente 
independentes. r(x) não depende da base Ç1, ... , ÇP escolhida. Observe que se a codi­

mensão pé 1, então r(x) é o posto da segunda forma fundamental. O resultado de 

Allendoerfer afirma que se uma imersão f: Mn -t Q~+P tem número tipo r(x) 2: 3 
em todo x E M. então f é rígida. 

Um resultado global devido a Sacksteder diz que se Mn é compacta (n 2:_ 3 se 

c .S O e n 2: 4 se c> O) então f: Mn----+ Q~+ 1 é rígida se o conjunto dos pontos em 
que f é totalmente geodésica não disconecta M. 

Neste trabalho usaremos os resultados de do Carmo-Dajczer para estudar rigidez 
em codimensão 2. Definimos agora o conceito de s-nulidade de uma imersão isométri­
ca que foi introduzido em [8] no estudo de rigidez. Seja f : A1n ----+ .Mn+p uma imersão 

isométrica. Para cada inteiro s, 1 ~ s ~ p, e para cada subespaço s-dimensional 
us C Tf(x)Ml. defina nu•: TxM x TxM----+ us como a projeção de a em US, isto é, 

<>u•(X, Y) ~ ~u· o a( X, Y) 

onde 1f'U• é a projeção ortogonal 1l"u•: Tf(x)Ml.----+ Us. As-nulidade de f em x, é 
definida por: 

v,(x) ~ rnax {dim(N(au.-))} 
U•cTJ(x)M.!. 

onde N(au,) denota o espaço de nulidade de ou,, isto é, 

N(c.u,) ={X E T,M : <>u•(X, Y) ~O V l' E T,M) 

A l-nulidade v1 ( x) é a dimensão máxima que o núcleo de um operador de Wein­

garten assume em x. De fato, se 1) é um gerador unitário do subespaço l-dimensional 

U1 em TJ(x)M 1. então 

<>u• (X, l') ~ (a( X, Y), ~)~ = (A, X Y)~ 

Logo N(c.u•) ~ ker(A,) e v1(x) = rnax{ dim(kerA,) : ry E T!{x)M"}, do Carmo- Da­
jczer provaram o seguinte teorema: 
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Teorema 2.3.1 Seja f: Mn ...--.t JR"+k uma imersão isométrica, com n > 2k, k ::=; 5. 
Suponha que para todo x EM e todo inteiros, 1 :::; s:::; k, as-nulidade 118 (x) de f 
em x satisfaz v8 (x) S n- (2s + 1). Então f É rígida. 

Observe que o fato de uma imersão isométrica f : Mn ...--.t JRN ser rígida nã-o implica 

que a restrição f lu a um aberto U C M é rígida. Por outro lado quando f não é 

rígida pode existir U C M tal que f lu é rígida. 

Lema 2.3.2 SeJa f: Mn ~ JRN uma imersão isométrica de uma variedade Rieman~ 

niana conexa. Se f é não-rígida então existE p E M E uma vizinhança U C M de p 

tal que f lu' é não~rígida para qualquer vizinhança U1 C U de p. 

Prova: 

Suponha que para cada x E Af e toda vizinhança. U de x existe um aberto U' C U 

tal que fl 1n é rígida. Fixemos um ponto p e uma vizinhança U' de p tal que f lu' é 
rígida. Se g : Mn ...--.t JRN é outra imersão isométrica, existe uma isometria T de JRN 

tal que f lu' = To gir_p. Definimos: 

A= {x EM: f(x) = T(g(x))) 

É claro que A é nao vazio e fechado. Além disso. o interior de A, denotado por 

int(A) é não vazio. Seja q um ponto limite de int(A). Nossa suposição implica que 

existe uma vizinhança V de q tal que fi v é rígida. Portanto existe uma isometria 

S de JRN tal que flv = S o Ylv. Seja W =V n int(A). W é não vazio e S = T 
em g(W). Novamente nossa suposição implica que para cada x E W existe uma 

vizinhança W' C W de x tal que flw' é rígida, caso contrário x e lt' satisfariam o 

lema. Então glw' é também rígida. o que implica que não existe um subespaço afim 

de JRN contendo g(VV'). Como S e T coincidem em g(W') então S = T em todo 

ponto de JR"'. portanto V C A. A é aberto e então A= Af. Mas isto significa que f 
é rígida. o que contradiz a hipótese do lema. • 

Lema 2.3.3 Seja f : _ft.fn ----t JR"+2
, n 2': 5 uma imersão isométrica dr uma variedade 

homogênea tal qut: v1(x) :S n- 5 para todo x E Af. Então ou f é rígida ou para todo 

x EM existe TI E Tf(x)M.L tal qut: rk(An) :S 2. 

Prova: 

Suponhamos que f é não-rígida. Mostraremos que o índice de l-nulidade sat­

ifaz v1(:r) 2': n- 2 para todo x EM. Isto significa que existe TI E Tf(x)M.L tal que 

rk(AIJ) :S 2. De fato, suponha que exista q EM com v1(q) :S n- 3. Então existe 
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uma vizinhança V de q tal que v1(x) ~ n- 3 para todo x E V. Visto que n 2: 5 

e v2 (x) = v(x) $ n- 5, segue do teorema 2.3.1 que flv• é rígida para todo aberto 
V' C V. Como estamos supondo que f não é rígida, pelo lema acima existe p E M e 

uma vizinhança V de p tal que se V' C U e p E U' então !lu' não é rígida. Se M é 
homogênea existe uma isometria h de M tal que h(p) = q. Então existe um aberto 

V' C V dado por V'= h(U') para algum U' CU com p EU'. Temos então que flv' 
é rígida e flu' é não-rígida. Isto é uma contradição, visto que U' e V' são variedades 

Riemannianas isométricas. • 

Utilizaremos a seguir um lema algébrico obtido por M. do Carmo e M. Dajczer 

[8]. Este lema desempenha um papel crucial em alguns problemas relacionados com 

rigidez de imersões isométricas. 
Seja W um espaço vetorial real m-dimensional. Uma forma bilinear simétrica 

((, )) : H:' x J.V ---+ IR será chamada produto interno se além disso for não-degenerada, 

isto é, se x E lt\1 e ((x,y)) =O para todo y E W então x =O. Se q é a dimensão 
maximal de um subespaço de W onde ((, )) é negativa definida, e p = m- q, dizemos 

que (W, ((,)))é do tipo (p,q) e denotamos por WIMI. Um subespaço V C W é 

degenerado relativo a((,)) se a restrição do produto interno((,)) a V x V é degenerado. 
Um vetor x E W tal que ((:r,x)) = O é chamado um vetor nulo; chamaremos um 

subespaço de l-11 de subespaço nulo se todos os seus elementos são vetores nulos. 
É imediato verificar que um subespaço V C W é não-degenerado se e somente se 
V n v1. = {O} onde v1. denota o subespaço ortogonal a V. Se V é degenerado então 
V n V .L é um subespaço nulo não trivial de W. 

Seja V um espaço vetorial real n-dimensional e (3: V x V -+ W uma forma 

bilinear (com valor vetorial) simétrica. Dizemos que J3 é plana em relação ao produto 

intemo ((, )) 'W x W ~IR se, 

(((3( x, y ), f3(z, w ))) ((f3(x, w), j3(z, y))) V x, y, z, w E V, (2.7) 

e que f3 é nula se 

((f3(x,y),j3(z,w))) =O Vx,y,z,w E V. (2.8) 

Denotaremos o espaço de nulidade de J3 por N((3), isto é: 

N(f3) = {xEV' ;3(y,x) =O VyEV} 

A dimensão de N(f3) (nulidade de (3), será denotada por v(f3). Podemos agora enun­

ciar o referido lema algébrico: 
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Lema 2.3.4 Seja /3 : vn X yn -t W(k,k) uma forma bilinear simétrica, tal que 

f3't= O. Suponha que f3 é plana em relação ao produto interno {(, )) em W(k,k) , e 

que n- 2k > v(/3). Então, se k ::; 5, W admite uma decomposição em soma direta 

ortogonal 

tal que, se escrevermos (3(x,y) = (31(x,y)ffi(32(x,y), onde {31(x,y) E W, e 

f32(x,y) E W2, x,y E V, temos: 

i) (31 #O e (31 i nula, isto i (((31(x,y),(31(z,w))) =O V x,y,z,w E V 

ii) (32 é plana e dim(N((32 )) 2 n- dim(W2 ). 

A prova deste lema pode ser obtida em [8], onde os autores conjecturam além 

disso, que o mesmo resultado deve valer sem a restrição k :S 5. A aplicação que 

faremos aqui (para k = 2) é como em [8] e [22], e pode ser descrita como se segue. 

Considere duas imersões isométricas f: Mn -t JRn+ 2 e j: Mn -t mn+ 2 • Sejam 

a : TpM x TpM -t Tt(p)M l- e à : TpM X TpM ----> Tj(p)M .l. a segunda forma funda­

mental em p E M de f e f respectivamente. No espaço H' definido por: 

defina o produto interno 

(2.9) 

onde Ç, Tf E Tf(p)M.l [, ií E Tj(p)M.l e (,) é o produto interno de JRn+ 2 . Observe 

que ((.» é do tipo (2, 2), isto é W = Wi 2•2) 

Defina além disso uma forma bilinear simétrica /3 : TpM X TpA1 -t w·< 2 •2l por: 

(3(X, Y) = a( X, Y) ffi à( X, Y) V X, Y E T,M (2.10) 

Segue da equação de Gauss para f e j que: 

(a( X, Y), a(Z, W))- (a( X, W), a(Y, Z)) 
= (à( X, Y), ã(Z, W))- (õ(X, W). ã(Y, Z)) 

de onde se obtém que: 

(((3(X, Y), (3(Z, W))) (((3(X, W), (3(Y, Z))) V X, Y, Z, W E T,M 
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o que mostra que f3 é uma forma bilinear plana em relação ao produto interno definido 

acima. Neste contexto poderemos então aplicar o lema 2.3.4 se tivermos v(/3) < n- 4. 

Observação 2.3.5 A decomposição W = W1 EB W2 do lema 2.3.4 não é única. Na 

aplicação do mesmo para o caso em que W = T!(p)M .i ffi Tj(p)M .i, podemos observar 

que: 

a) Se (3 é nula, então (a(X,Y),a(Z,W)) = (ã(X,Y),ã(Z,W)), para todo 

X, Y, Z, W E TpM, o que implica que existe um operador linear ortogonal 

T: Tf(p)Ml. ~ Tj(p)Ml. tal que ã =To a. 

Assim se() E Tf(p)Ml. e ê = T(fJ) os operadores de Weingarten Ae e Ae são iguais. 

b} Se (3 não é nula então W1 = w?·tl e W2 = MlJI·1l. Segue da demonstração em 

[8] do lema acima que podemos obter YF1 = U EB [;, W2 = V EB V, onde U, V c 
T11,1M\ Ü, V C Tj1,1M", U _L V, e Ü _L i> 

De fato, o subespaço 5(/3) c W é degenerado, isto é, 5((3) n 5((3)" # {0). Se 

(3 não é nula segue que 5((3) n 5((3)" é l-dimensional. Seja Ç + [E 5((3) n 5((3)". 
Podemos tomar W1 como o subespaço de W gerado pelos vetores {Ç + (,Ç- (} e 

W2 seu complemento ortogonal. Então se 7J .l Ç em TJ(p)M.l e r, .l (em Tj(p)Ml., 

W1 = span{Ç + 0,0 +[)e W, = span{ry + 0,0 + Jj). 

Portanto, se dim(N(fJ)) < n- 4, podemos aplicar o lema 2.3.4. No caso em que 
f3 não é nula, existem f.,1J E Tf(p)Ml. e [,ij E Tf(p)Ml., com e ..L 1J, [..L ij e: 

onde ae, a 71 , àt, Ô:fi são as projeções de a e õ:, nas direções dos vetores Ç, 'f/, ~ e i} 

respectivamente. Para V X, Y, Z, W E TpM temos: 
i) ((;3,(X, Y), j3,(Z, W))) = O , ou seja 

(ae(X, Y),a,(Z, W)) = (ire(X, Y), <'>e(Z, W)) 

ii) «f32 (X, Y), (32(Z, W))) = ((;32 (X, W), (32(Y, Z))) , ou seja 

(a,( X, Y), a,(Z, W))- (a,(X, W), o,(Y, Z)) = 

= (ir;(X, Y), ã;(Z, W)) - (<i;(X. W), ii;(Y, Z)) 
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Lema 2.3.6 Seja f : Mn --+ JRn+2 , n ~ 5, uma imersão isométrica de uma variedade 

Riemanniana M. Sejam p, q E M, e h uma isometria tal que h(p) = q. Suponha que 

dim[dh,(N1(p)) n N,(q)] S n- 5 (em particular se VJ(P) S n- 5 ). Então existem 

~E Tf(p)Ml- e ~E Tf{q)MJ.. para os quais Ae =A~, isto é 

dh,(AeX) = A1(dh,X) \f X E T,M 

Além disso, se as segundas formas fundamentais em p e q não sao congruentes, 

existem 17 .1. f. e i] J... ~ com rkA'IJ :S 2, rkA1i :S 2, e se rkA'IJ = 2 {ou rkA>i = 2 ) 

então dh,(kerA,) = kerA;. 

Prova: 

Considere as imersões isométricas f e j = f o h, e denote por o: e ã, respectiva­

mente, a segunda forma fundamental em p dessas imersões. Como observamos acima, 

a forma f3 =a+ ó é plana e v(/3) = dim(dh,N,(p) n NJ(q)) S n- 5. Podemos então 
aplicar o lema 2.3.4 e obter a decomposição (3 = /31 + /32 , onde /31 =f O é nula, /32 é 
plana, e além disso v(/32) 2: n- dim w2. 

Se /32 = O então j3 é nula, o que significa que a e ã são congruentes. Pela ob­

servação 2.3.5 item-a, existe um operador T : Tf(p)M J.. -+ TJ(q)M J.. tal que ã = To a. 

Escolha um vetor Ç E Tf(p)ML, defina [ = T(Ç) e então Ai= A1. 

Caso contrário, se (32 =f O, então, como dim(Hl2 ) é par. segue que dim(l-l/2 ) = 2. 
Logo, existem f.,'rf E Tj(p)Ml. e [,i] E Tf(q)Ml., f. J... 'rf e { J... ij, para os quais se 
verificam as equações 2.11 e 2.12, e tal que v(/32);,::: n- dim(W2 ) = n- 2. 

Observe que kerA'IJ = N(atl), logo dim(kerA'IJ) = v(o:tl);,::: v(/32) ~ n- 2. Analoga­
mente se mostra que dim(kerA>i) 2: n- 2. 

Suponhamos que dim(kerA7J) = n- 2. Se X E kerA>i = N(ã>i), temos então pela 
equação 2.12 que: 

(a,(X,Y),a,(Z, W)) = (a,( X, W),n,(Y,Z)) \f Y,Z, W E T,M 

Defina 'P: T,M ~IR, cp(W) = a,(X, W). É claro que dim(ker(cp)) 2 n -I. Como 
dim(kerA,) = n- 2, existe W E ker(cp) tal que W <;! ker(A,), ou seja, a,(X, W) =O 
e existe Z tal que o:t)(Z, W) =f O. Pela equação acima então temos que a'IJ(X, Y) =O 
V Y 1 ou seja, X E ker(A 11 ). Isto mostra que ker(A~) C dhp(kerA'IJ). Segue que 

dh,(kerA,) = ker(A;) 

pois dim(ker(A;)) 2 n- 2 e dim(dh,(kerA,)) = n- 2 
Para concluir a demonstração resta mostrar que At = Ae para o caso em que a e 

ô: não são congruentes. 
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Observamos em primeiro lugar, que na equação 2.11 se fizermos Z =X e W = Y, 
temos que ladX, Y)l =lã{"( X, Y)l para quaisquer X, Y E T,Af. Se existirem vetores 
X0 , }'0, Xll Y1 E TpM para os quais se verifiquem: 

teríamos uma contradição com a equação 2.11. Podemos então escolher { convenien­

temente, de modo que: 

a,(X, Y) = i>i(X, Y) V X, Y E T,M' 

Como já observamos, Õ:[(X, Y) = â[(dhpX, dhpY) onde á é a segunda forma fun­

damental da imersão f em q. Portanto 

a,(X, Y) = &i(dh,X, dh,Y) V X, Y E T,M" 

Como a,(X, Y) (A, X, Y) e &i(dh,X, dh,Y) = (Ai(dh,X), dh,Y) , então para 
todo X, Y E TpMn 

onde a segunda igualdade vem do fato de h ser uma isometria. Temos então finalmente 

que 

dh,(A,X) = Ai(dh,X) V X E T,M'·. 

Isto conclui a demonstração do lema. • 

Lema 2.3. 7 Seja f: Mn --+ JRn+2, n 2: 5, uma imersão isométrica de uma variedade 

Riemanniana homogênea. Suponha que existam p, q E M satisfazendo as seguintes 

condições.- VJ(P) :S n- 5 e rk(Aa) ~ 2 para todo(} E TJ(q)MJ... Então v1 - v1(p), e a 

distribuição de nulidade relativa é invariante por isometria.s. Além disso, para todo 

X EM e todo e E Tj(x)M~. rk(Ae) ~ 2. 

Prova: 
Afirmamos, em primeiro lugar, que todo operador de \Veingarten em p tem posto 

~ 2. De fato, se a segunda forma fundamental de f nos pontos p e q são congruentes. 
a afirmação é óbvia. Este é o caso se rk(Aa)?: 3 'fi() E Tf(q)MJ.. Caso contrário, segue 

do lema 2.3.6 que existe 'f/ E Tf(p)Ml. tal que rkA"l = 2. Como VJ(P) :$ n- 5 então 

rkAo 2: 3 para todo() E Tf(p)Ml. que não é múltiplo de TJ· 
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Podemos agora repetir o argumento acima para o ponto p e um ponto x E M 
qualquer. Se h é uma isometria tal que h(p) = x, denotando por a e ã as segun­
das formas fundamentais em p das imersões f e j = f o h respectivamente, obser­
vamos que se a e ã são congruentes então VJ(x) = VJ(p), rkAe 2:2 para todo O em 
TJ(x)MJ. e dhp(N1(p)) = N1(x). Por outro lado, se a e ã não são congruentes segue 

do lema 2.3.6 que existem Ç, 'fJ E Tj(p)M.L, e €, ~E TJ(x)MJ. tais que dhpAe = AtdhP, 
dh,(kerA,) = kerA;, e dim(kerA;) = n- 2, portanto dh,(NJ(P)) = NJ(x). Em par­
ticular v1(x) = VJ(p). Como dim(kerAii) = n- 2 então todo operador de Weingarten 
em x tem posto 2: 2, senão o índice de nulidade seria maior do que n - 5. 

Consideremos agora outro ponto y E M escolhido arbitrariamente e g uma isome­

tria tal que g(x) = y. Como (g o h)(p) = y, segue do que foi mostrado acima que 

d(g o h),(NJ(p)) = NJ(y). Como também dh,(NJ(P)) = NJ(x), é imediato verificar 
que dg,(N1(x)) = N1(y), e o lema está demonstrado. • 

O resultado abaixo tem um papel central na classificação das subvariedades ho­
mogêneas em codimensão dois. 

Teorema 2.3.8 Seja f : Mn ...... JRn+2 uma tmersao isométrica de uma variedade 

Riemanniana homogênea tal que vo = min { VJ(x) : x E M} :S n- 5. Então um dos 

casos seguintes ocorrem: 

a} Em todo x EM existe TJ(x) E Tf(x)M.L tal que rkA71 (x) ::; 1. Se x,y EM são 

pontos arbitrários e h é uma isometria tal que h( x) = y r;:xistem Ç( x) E Tf{x)M J. 

ortogonal a TJ(x), e Ç(y) E TJ(y)M.L ortogonal a Tf(Y) tais que Ae(x) = Ae(y)
1 

isto 
' e 

b) VJ = Vo e em todo x EM existt 'fJ E TM1., tal qut: rkAIJ(x) = 2. A distribuição 

ker(A71 ) é diferenciável e invariante por isometrias. Além disso se x,y EM e 

h é uma isometria tal que h(x) = y entâo existem Ç(x) .L ry(x), e Ç(y) .L ry(y) 
tal que A,(.T) = A{(Y). 

c} f é rígida. 

Prova: 

Suponhamos que existe q EM tal que rkAa 2: 2, \10 E TJ(q)MJ.. Pelo lema 2.3.7, 
VJ = Vo, e \fx E M, ve E TJ(x)M\ rkAe 2: 2. Pelo lema 2.3.3, ou f é rígida ou 
\fx E M existe 'fJ E TJ(x)Ml. tal que rkA 71 = 2. Note que em cada ponto não podem 
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existir duas direções linearmente independentes com rk ~ 2, caso contrário v ~ n- 4. 

As afirmações restantes em a) e b) seguem agora do lema 2.3.6. • 

Observação : Uma mesma imersão pode satisfazer mais de um item da teorernaj 

como veremos no próximo capítulo, se uma imersão é caracterizada pelo item (a) 
então ela não é rígida, enquanto que no caso do item (b) veremos que a imersão é 

rígida. 

Se rk(A 11 ) é constante em uma vizinhança V C M então as seções Ç e q podem 

ser escolhidas diferenciáveis em U. Seja p : U C M = G f H --t G uma seção local 

diferenciável, onde H é o subgrupo de isotropia de G = I so(M) em p E U. Para cada 

x EU, p(x) é uma isometria que denotamos por Px que aplica p em x. Se X é um 

vetor em TpM definimos o campo X(x) = (Px),.(X) que é diferenciável em V. Fixado 

Ç em TPM\ podemos definir Ç(x) em cada x E V por: 

para todo X E T,M, onde X(x) = (p,).(X). Observe que Ae1, 1(X(x)) define um 
campo diferenciável em U, visto que pé diferenciável. 

Seja X E ker(A,(p)). Se V f :S n- 3 existe Y E T,M tal que (a( X, Y),Ç) fc O. Es­
tendemos X, Y a campos diferenciáveis em U através de p. Observe que a constante 
(a(X(x), Y(x)),Ç(x)) é não nula. Como X E ker(A,), então 

a(X, Y) = (a(X,Y), Ç)Ç 

logo Ç é diferenciável. No caso em que rk(AIJ) = 1, se v1 ::S n- 2 então a dimensão 
do primeiro espaço normal é 2. A diferenciabilidade de Ç então segue do fato que A{ 
é diferenciável. • 
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Capítulo 3 

Imersões com Posto menor que Três 

3.1 Imersões com rkA" < 1. 

Seja f : Mn ---t JRn+ 2 uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana 

homogênea tal que v0 = minxEM{vJ(X)} S n ~ 4. Suponha que para cada x E M 
existe uma base ortonormal { Ç, "'} do espaço normal TrA1 l. tal que h .. o Ae = ±Ae o h .. 
para toda isometria h E I so(M), e rkA'l S 1. Observe se [.: é uma aberto no qual 

rkA 71 := 1, então kerA, é uma distribuição diferenciável definida em U. 

Lema 3.1.1 Seja U C M um aberto tal que Vf <ó n- 4 e rkA, =I em U. Se X é 
um campo vetorial em ker(A'I) então (Vjry)(p) =O para todo p EU. 

Prova: 

Fixe um ponto p E U qualquer, denote por V o núcleo do operador A'l, onde 

11 = 1J(p) e escolha um vetor unitário Ç em Tf(p)Ml. ortogonal a 'TI· Consideremos o 
seguinte subespaço W 

W ~ {Z E V: AeZ E irnA,} 

Afirmamos que dim W S n ~ 3. De fato, como rkA 71 = 1, então o operador 

tem posto :-s: 1, logo se dim W > n- 3 seguiria que dimker(Aç\w) > n- 4. Como 

ker(Aelw) C kerA,, segue que ker(Aelw) C NJ(p), e então VJ(P) > n- 4, o que con­
tradiz a hipótese. 

Assim o complemento ortogonal de l·V em V tem dimensão 2:2. Sejam X 1 ,X2 

campos pertencentes ao núcleo de A, com X1 (p),X2 (p) j_ W, e {X,(p),X2 (p)} li­

nearmente independentes. Como A 71 X 2 =O= A 71 X 1 • da equação de Codazzi: 

Vx,A 71 Xz- A1)Vx,X2- Av.L 71 X2 = Vx 2 A1JXI- A1)\'x2Xt- Av.L 
71
X1 

X1 Xz 
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ternos 

Agora, observando que Vltry = ,\Ç e Vlt 77 = bÇ e restringindo a equação acima ao 

ponto p, ternos 

Ae[.\(p)X1(p)- 6(p)X,(p)] E imA, 

Porém X= [.\(p)X1 (p)- 6(p)X2 (p)] _]_ W, logo X= O pela definição de W. Isto 
implica que ,\(p) = ó(p) =O pois {X1 (p),X2 (p)} é linearmente independente, e por· 

tanto: 

Consequentemente, para todo campo vetorial X E kerA 71 tal que X(p) .l W temos 

('V*ry)(p) =o. 
Consideremos agora, campos X, Y E kerA 11 com X(p) .l W e X(p) =1- O. Nova­

mente aplicando a equação de Codazzi, ternos: 

onde a igualdade da direita vem do fato que 'Vjry =O. Corno 'Vfry = >.Ç, se >.(p) =f- O 
resulta da equação acima que A~;(p)X E irnAw Mas isto contradiz a escolha de X, 

logo ('Vj;ry)(p) =O. • 

Lema 3.1.2 Seja U como no lema 3.1.1. Então existe uma imersão isométrica de 
V em JRn+t. 

Prova: 

Já vimos que Ç é urna seção diferenciável do fi brado normal sobre V. Consideremos 

o fibrado E =TU x IR contido no fibrado normal. Definimos Ci : TU x TU -+ E por 

ii(X, Y) = (a( X, Y), Ç)Ç. 

Mostraremos que õ satisfaz as equações de Gauss e Codazzi e então o resultado segue 

do Teorema Fundamental das Subvariedades. A equação de Gauss segue imediata­

mente do fato que rkA 71 =: l. Para a equação de Codazzi, consideremos X e Y 
tangentes a U. Devemos mostrar que 
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Pela equação de Codazzi para a imersão f 

observamos que é suficiente mostrar que 

Seja {X 1 , ... , Xn} uma base ortonormal tal que X i E ker A11 para i ~ 2. Usando o lema 

3.1.1 concluímos que cada lado da equação acima é igual a (X, X1 }(Y, X1 )A11 (X1 ) e 

então a equação de Codazzi está verificada. • 

Teorema 3.1.3 Seja f: Mn-+ JRn+2, uma imersão isomÉtrica de uma variedade 

Riemanniana homogênea tal que v0 = min{v1(x): x E M} .::; n- 4. Suponha que 

para cada x E A1 existe uma base ortonormal { Ç, 17} de Tx"\1 .L tal que rk( A11 ) ::; 1 

e h. o A(~ ±A( o h. para toda h E Iso(M). Então M ~ A[m x IR"' e f~ f x i 
onde i: JRvo-+ JR~>o é a identidade e minxEM{VJ(x)} =O. Além d~sso um dos casos 

seguintes ocorrem: 

a) M i isométrica a uma esfera sm e J é homotópica através de imersões isomé­

tricas à imersão de sm em um hiperplano de JRm+Z. 

b) M é recoberta por sm-I X IR e 1 01r é homotópica através de imersões isométricas 

a gxi onde g é a imersão de sm-l em um hiperplano e i é a aplicação identidade 

{1r é a aplicação de recobrimento). 

Prova: 

Suponhamos primeiramente que A 11 =O. Observe que VJ(x) -::; n- 2 para todo 
x E M, caso contrário pela homogeneidade M seria plana o que contradiz v0 ~ n- 4. 

Então para qualquer campo vetorial Y tangente a M encontramos X linearmente 
independente com Y tal que AçX # O. Aplicando a equação de Codazzi para X e Y 
na direção de ry, obtemos ('Vf7], Ç) = O, mostrando que o primeiro espaço normal de 

f é paralelo. Pelo resultado de Erbacher em ([13]) f reduz codimensão. Então M é 
uma hipersuperfície homogênea de um subespaço afim ( n + 1 )-dimensional de mn+Z 
e portanto tem curvatura seccional não-negativa. 

Suponhamos agora que exista p E M tal que rkATI = 1. Observe que como Ae 
é constante, então v1 (p) = /min{vJ} $ n- 4. Então pelo lema 3.1.2 existe uma 
vizinhanç.a V de p que pode ser imersa isometricamente em JRn+t. Além disso, visto 

que para toda isometria h E Iso(M) temos h. o Ae = ±A{ o h.,, os autovalores de 
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A€ são constantes e então U é uma hipersuperfície isoparamétrica local de .JRn+l. 

Um resultado de Terng {ver Teorema 3.4 em [34)) afirma que existe uma hipersu~ 
perfície isopararnétrica completa N de JR;'+l que estende U. Da classificação das 
hipersuperfícies isoparamétricas no espaço Euclideano temos que N = S1 

X mn-l. 

Portanto U tem curvatura seccional não~ negativa e: pela homogeneidade, M também 

tem curvatura seccional não-negativa. 
Em ambos os casos, a primeira parte do teorema segue do resultado de Hartman 

em [15]. 
Estudamos agora a imersão f: _Mm ~ JR:Il+2• Observe que Ã1 e f satisfazem 

as hipóteses desta seção. Usando a mesma notação, suponhamos inicialmente que 
A11 :;:: O. Usando a equação de Codazzi e o fato que v0 ::; n - 4, concluímos que TJ 

é paralelo e então f( .Ãf) está contida em um hiperplano de ff?.m+2. Portanto, pela 
classificação das hipersuperfícies homogêneas concluímos que M é isométrica a uma 
esfera sm' visto que Do = o. Se existe uma vizinhança u de M tal que rkAI) = 1, 
obtemos como acima que [! é um aberto de uma esfera sm ou de sm-l X m. Isto 

implica pela homogeneidade que ou M tem curvatura constante ou existem duas 
distribuições involutiva.s e paralelas definidas em M de dimensão 1 e m - 1. No 
primeiro caso os resultados de [5] e [6] implicam que M é simplesmente conexa e 
portanto M é isométrica a uma esfera sm. o segundo caso implica, pelo teorema de 
decomposição de de Rham, que o recobrimento universal de M é sm-l X IR. 

Se M é isométrica a uma esfera, visto que m '2: 4, aplicando um teorema de Moore 
([24]) obtemos que f é homotópica através de imersões isométricas à imersão de sm 
em um hiperplano. 

Por outro lado, se o recobrimento de M é sm-l X IR o Teorema 2(ii) de [27] 
descreve a imersão. • 

Obs. Se M é não-compacta podemos aplicar o Teorema 1 de [27]. Segue deste 
resultado queM é simplesmente conexa, e então M é isométrica a sn~l x IR. 
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3.2 Imersões com rkA" = 2 

Nesta seção f denota uma imersão isométrica de urna variedade Riemanniana 

homogênea n-dimensional M em Jlrl+2 tal que em cada ponto de M existem seções 

diferenciáveis ortonormais e ' T} do fibrado normal, satisfazendo as seguintes pro­

priedades. rk(A1J) = 2 e a distribuição ker(AIJ) é invariante por isometriasj e Ae é 
constante, isto é, se h é uma isometria de M, então h,.Aé = ±Aeh,.. Em particular 

isto implica que v1(x) é constante em M. 

Proposição 3.2.1 Sejam Ôi, i= 1, 2 os autovalores não-nulos de Aw Se 6; é cons­

tante e Vj ~ n- 4 então M = S 2 X sk X /Rn-'}.-k' onde n- 2- k = Vj. 

Prova: 
Seja h E I so(M) e J = f o h. Visto que Ae e A11 são constantes, para pontos 

arbitrários p, q E M temos que a.P e aq são congruentes. A equação de Codazzi 

implica que (V}Ç,~)(p) = (VH,~)(q). Segue então do Teorema de Rigidez que f 
e f sã.o congruentes. Portanto para cada h E Jso(M) existe um movimento rígido 

h de JRn+?. tal que h. o f =::: J = f o h. Então a prova do teorema 2.2.1 implica que 
J(M) = Mm X mn-m, eM é uma hipersuperfície isoparamétrica de uma esfera S. 
Além disso m ,2 4 pois v0 S n- 4. 

Seja N um vetor unitário normal a S em mn+2 • Se V é um vetor tangente a S 
temos que N, V são campos ortonormais do fi brado normal da imersão i: M--+ mn+2 • 

Seja () o ângulo tal que 

N = cos(O)Ç + sen(Oh V= -sen(O)Ç + cos(O)~. 

Visto que N é urnbílico, então Av tem um autovalor 11 de multiplicidade m - 2. 

Portanto os autovalores distintos de J1 devem ter o mesmo valor, pois m ~ 4 (ver 

[32]). Isto implica que M é um produto 5 2 x Sk, e o resultado segue. • 

Observamos que com as hipóteses da proposição acima, concluímos que S" x 

m:n- 2
-k são as folhas da distribuição dada por kerA11 • Assim elas são totalmente 

geodésicas em .M e os campos normais Ç e 'f} são paralelos. Mostraremos que sob as 

hipóteses desta seção obtemos a mesma conclusão, o que implica que f, = 61 = b2 é 
constante. 

Lema 3.2.2 A distribuição ker(A'1) é involutiva e suas folhas são variedades hom.o­

génea8. 
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Prova: 

Suponhamos inicialmente que, para toda isometria h temos que h* o A'IJ(P) = 

A'IJ(q) o h*, 'tfp, q tais que h(p) = q. Como At é constante, a demonstração do Teorema 
2.2.1 implica que f é isoparamétrica em uma esfera, em particular, tem fi brado normal 

plano em JRn+2 • Aplicando a equação de Codazzi para X, Y E kerA'I), temos 

A'I)[X, Y) = Av:i'IJY - Av~1)X (3.1) 

Como VjT} e VfTJ são múltiplos de Ç, segue que A'l[X, Y] =O, logo kerA'IJ é involutiva. 
Podemos então supor que existe uma isometria h tal que h(p) = q e h* o A'l(P) -f:. 

±An(q) o h*. 
Sejam X E ker(A'l) e Z E TM campos definidos em uma vizinhança de p. Então 

X= h.(X) e Z = h.(Z) são campos definidos em uma vizinhança de q e X E ker(A,) 
pois ker(A 11 ) é invariante por isometrias. Consideremos as equações de Codazzi para 

A, em p e q. 

VxA,(Z)- A,(VxZ) - A9 !i<z = \lzA,(X)- A,(VzX) - Avk\' 

VxA,(Z)- A,(VxZ) - A,.,.,z = VzA,(X)- A,(VzX) - A,.,.,X. 
X Z' 

Comparando estas equações e usando o fato que Aé é constante, V~Ç e V~Ç sao 
múltiplos de TJ e que X, X E ker(A'I) obtemos 

onde Ã,Z = h.(A,Z). Como esta equação vale para todo Z E T,M, se (V:loç, ~) f. O, 
segue que h. o A,(,) = kA,(o) o h •. Porém rk(A,(p)) = rk(A,(o)) = 2 e (ker(A,))" 
é invariante por isometrias. Como A( é constante, a equação de Gauss implica que 
a restrição de An ao subespaço (ker(A 11 )).L tem determinante constante. Como este 
determinante é não-nulo, segue da expressão acima que P = 1, e isto implica que 

h* o AníP) = ~(q) o h* ou h .. o A'l(P) = -A7J(q) o h ... Portanto (V"RÇ, 17) =O para todo 
X E ker(A,). 

Por fim observamos que as folhas de ker( A11 ) são homogêneas, pois esta dis­
tribuição é invariante por isometrias. Sejam Np e Nq as folhas maximais , pelos 

pontos p e q EM respectivamente. Se h E Jso(M) e h(p) = q, então existem vizin­
hanças Up C NP e Uq C Nq tais que h(Up) = Uq. De fato. consideremos uma curva 
diferenciável c: (-t:, t:)-+ Np qualquer satisfazendo c( O)= p. Como d(t) E kerA1J(c(t)) 
e a distribuição é invariante por isometrias, entã.o (h o c)'(t) = dhc{l)(c1(t)) per­
tence à distribuição para todo tE {-E, t), logo { ver [19]. vol.-1 pag. 86) a curva 
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t >-->(h o c)(t) está contida na variedade integral pelo ponto (h o c)(O) = h(p) = q, 

isto é, h(c(t)) E N, para todo tE (-E,E). 
Assim, o conjunto A= { x E NP : h(x) E Nq} é aberto em Np· É claro que o mesmo 

argumento mostra que o complementar A c= {x E Np: h(x) ~ Nq} também é aberto 

em Np· Logo como A#- f/; ( p E A), pela conexidade segue que h(Np) C Nq· Como p 

e q são escolhidos arbitrariamente, então h(Np) ::::: N 9• 

Em particular, cada variedade integral maximal é uma variedade Riemanniana 

homogênea com a métrica induzida de M, pois se q E Np então a restrição h IN" é 
uma isometria de Np· Além disso duas variedades integrais distintas Np e Nq são 

variedades isométricas. • 

Consideremos a imersão g = fiNP : Np -t 1Rn+2, e denotemos a segunda forma 

fundamental e a conexão normal de g por O e V .L respectivamente. Corno acima, N9 

denota o espaço de nulidade relativa e N1(g) denota o primeiro espaço normal de g. 

Lema 3.2.3 dimN1(g) :S 1 e g é uma imersão l-regular. 

Prova: 

O espaço normal de g é gerado por TJ, Ç, Z1 , Z2 , onde Z1 , Z2 é uma base de im(AI)). 
Considerando a equação de Codazzi 

V zA,(X) - A,(V zX) - Av""X = V x A,(Z)- A,(V x Z) -Av" Z z·· xTJ 

onde X E ker(A 11 ) e Z E im(A 71 ) e tomando o produto interno por Y E ker(AIJ), 
temos 

(Vh~)(a(X,Y),Ç) = (VxY,A,(Z)). (3.2) 

Como o núcleo da aplicação linear Z 1-+ 'V"iTJ de TPM em TPMl. tem dimensão 

2: n- 1 e dim(imA 71 ) = 2, segue que existe Z E im(ATJ) tal que ('V~TJ,Ç) =O. Por 

(3.2) temos então que (V x Y, A71 Z) = O V X, Y E ker(A,.,). Se existe uma isometria 
h tal que h(p) = p e W = h.(A,Z) -f ±A,Z então (V x Y, W) = O e portanto N, é 

totalmente geodésica em M. Neste caso segue de (3.2) e do fato que Ae é constante, 
que ou g é totalmente geodésica ou então N1 (g) é gerado por f.. 

Caso contrário a projeção ortogonal de {VxY: X,Y E ker(~}} sobre im(A17 ) 

é uma distribuição l-dimensional invariante por isometrias. Denotemos por Z1 um 
campo unitário que gera localmente esta distribuição, e Z2 E irn(A 11 ) um campo 

unitário ortogonal a Z1. Observe que para toda isometria h de M temos h.( Z1 ) = ±Z1 

e h,.{Z2 ) = ±Z2 . Novamente por 3.2 temos 

(VxY,Z1 ) = (a(X,Y),~)(V;\_,ry,Ç) 
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onde A,(W) ~ Z1 . Portanto para X, Y E ker(A,) 

ã(X,Y) ~ (o(X,Y),Ç)(Ç + (V/vry,Ç)Zt) 

Visto que Ae é constante, g é l-regular. Observemos também que (V~17, Ç) é cons­

tante visto que a distribuição gerada por Z1 é invariante por isometrias e Ae é cons­

tante. • 

Lema 3.2.4 St v1 e v9 denotam o índice de nulidade relatíva de f e g respectiva­

mente, temos: 

{a) SeM é compacta e n 2:4, então v9 =O e N 1 (g) é paralelo. 

{b} SeM é não-compacta e v1 ~ n- 5, então v9 < n- 3 e }\\(g) é paralelo. 

Prova: 

Se M é compacta existe um ponto x 0 E M tal que o:(X. X) I O para qualquer 

X E Tx
0
M. Segue da prova do lema 3.2.3 que se Y é uma direção de nulidade relativa 

para g em x E M, então (a(Y, Y), Ç) = O. Visto que Y E kerA1J, ker(A 11 ) é invariante 
por isometrias e Ae é constante, se h é uma isometria tal que h( x) = x0 então 

o{Y, Y) = O onde Y = h*(Y). Isto contradiz a escolha do ponto x0 , consequentemente 

v9 (x) =O para todo x EM. 
Se n ~ 4 então dim(Np) ~ 2. Sejam X e Y campos linearmente independentes 

tangentes a Np e f3 um campo normal ortogonal a N1 (g). Segue da equação de Codazzi 
que 

(ã(X,X), ~5;;3) ~O 

Visto que õ:(X, X)#- O então '\7:9f3 é ortogonal a N1 (g) para todo Y tangente a Np. 
Portanto N1 (g) é paralelo. 

Para demonstrar a parte (b), observamos inicialmente que v9 ~ v1 + 2. Logo 
v9 :::; n ~ 3. Suponhamos que v9 = n- 3. Como dim(N) = n- 2 então para X 
ortogonal a N9 , &(X, X) /:- O. Aplicando novamente a equação de Codazzi para 
Y E N, e f3 E N,(g)" obtemos (ii(X,X), ~!;;3) ~O. Como ( ~ Ç + (V/vry,Ç)Z1 

pertence a Nt(g), segue então que para Y como acima, VÇ( é paralelo a(. Porém 

corno observamos na prova do lema 3.2.3, (Vi\,7].Ç) é constante e portanto IICII é 
constante, implicando que 'V' f( = O. Então, 

~tç ~ -(V/vry,Ç)~frz, 

Segue que (A,Y,Z1 ) ~ (~pÇ,Z 1 ) ~O. 
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Isto implica que dim{Ae{Y) : Y E N9 } :S 1, de onde concluímos que v9 :S 
v1 + 1. Como estamos supondo v9 = n- 3 temos uma contradição com VJ :S n- 5. 

Portanto, v
9 

< n- 3. Podemos então considerar vetores linearmente independentes 

X, Y tangentes a Np que não pertencem a ker(A< ). Aplicando a equação de Codazzi 

como acima, obtemos que (e N1(g) são paralelos. • 

Proposição 3.2.5 Nas hipóteses desta seção temos: 

(a) SeM é compacta e n 2: 4, então N é isométrica a uma esfera sn-2 • 

(b) SeM é não compacta e V f :S n-5, então N é isométrica ao produto Riemanniano 

Sk X /Rn- 2-k, onde k = n- 2- llg 2:2. 

Prova: 

Como N1(g) é paralelo, pelo resultado de Erbacher ([13]) concluímos que g(N) 
pertence a um subespaço afim (n- !)~dimensional de mn+2

• Como pelo lema 3.2.2, 

N é uma variedade Riemanniana homogênea, o resultado segue de [18], [25] e [14]. • 

Lema 3.2.6 Com a notação do lema 3.2.3 temos: 

(a} Ae(Z1 ) é ortogonal a ker(A,) 

{b} Ae ( z,) é ortogonal a T Sk 

Prova: 

Seja ( = f,+ ('Çivry, Ç}Z1 como acima. Visto que ( é paralelo, então 

(3,3) 

Concluímos, como na prova do lema 3.2.4, que (Ad Z1 ), X) = O para todo X tangente 

a NP. Para provar o item (b) podemos supor que AdZ2 ) não é ortogonal a ker(A 11 ) 

em todo ponto, visto que Aç é constante. Observe que a projeção ortogonal de Aç(Z2 ) 

sobre ker(A 11 ) gera uma distribuição l-dimensional, que é invariante por isometrias, 

pela observação feita na prova do lema. 3.2.3. Seja V um vetor unitário pertencente a 

esta distribuição. Mostraremos que V é uma direção de nulidade relativa da imersão 

g e isto implica o item (b) do lema. 

Segue da equação de Gauss que (R(X, Y)Z1 , Z2 ) = O para quaisquer X, Y E 

ker(~). Então pela equação de Ricci, concluímos que a imersão i : N---+ M tem 

fi brado normal plano. Denotemos por V l. e .kJ. a conexão normal e o tensor de 

curvatura normal da imersão i. Como Aç é constante segue de 3.3 que (VjzZ1 , Z2 ) é 
constante, logo '\?~Z 1 = cZ2 onde c é uma constante. Isto implica que 

~ l. ' 1. 
('>'x'V'yZ1 ,Z2 ) =O V X, Y E ker(A,) 
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Então, usando que Rl. = o, concluímos que v~,Y]zl = o. Este fato implica que 

(V/x,YJZ,, Z2 ) =O, e por (3.3) segue que (Ae(Z2 ), [X, Y]) =O. Em particular temos 
que [X, V] é ortogonal a V e portanto (V v V, X) =O para todo X E ker(A,) ortogonal 
a V. Pela proposição 3.2.5 N é isométrica a Sk x lRn- 2

-k. Seja V um campo vetorial 

unitário na direção da projeção ortogonal de V sobre TSk. Como acima, podemos 
- k -

mostrar que (V y V, X) = O para qualquer X E T S ortogonal a V. Se k = 2 então 

V = O, visto que a direção V é invariante por isometrias e distribuição gerada por V 
seria totalmente geodésica em S2 • Por outro lado, se k 2: 3, consideremos campos X 
e Y tangentes a Sk e ortogonais a V. X e Y são autovetores de Ae correspondentes 

ao mesmo autovalor À f:. O. Afirmamos que 'V x Y é também um autovetor de Ae 
correspondente ao autovalor À. Consideremos a equação de Codazzi 

onde Zé um campo vetorial qualquer. Observando que A~ é constante, X E ker(A 11 ) 

e 'Vf;Ç = O, concluímos que 

(Ae(VxY),Z) = >.(VxY,Z), 

o que prova a afirmação. Se ('V x Y, V) f:. O então V é um autovetor da Ae, visto que 

para vetores ortogonais 'V X y E T sk por 3.2. Isto implica que (Ae Z2, V) = o e então 
AeZ2 é ortogonal a TSk. Por outro lado se (Y'xY, V)= O obtemos uma contradição 
computando a curvatura seccional de Sk segundo o plano gerado por X e V. Esta 
curvatura é dada por: 

(R(X, V)V,X) = -V(VxV,X) + (VxV, VvX) (VJx,VJV,X) = 

=-([X, V], X) (VxV,X) = -(VxV,X)' S O. 

pois 'V-çX é ortogonal a X e V, e estendendo X e V por isometrias, (Vxii,X) é 
constante. • 

Lema 3.2. 7 As folhas N de ker(A11 ) são totalmente geodésicas em M, e Ç e 1J são 

seções paralelas do fi brado normal da imersão f. 

Prova: 

Segue da prova do lema 3.2.3 que para X, Y E ker(A 11 ) temos (V x Y, Z2 ) = O. 
Então temos que provar que (Y'xY1 Z1 ) =O. Para autovetores ortogonais X,Y do 
operador de Weingarten A( temos ('V x Y, Z1) = O. Se X é uma direção de nulidade 
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relativa da imersão g, também temos (V X X, zl) :::=:: O, por 3.2. Assim falta provar que 
(VxX,Z1 ) =O para X E TS'. Suponhamos que (VxX,ZI) #O. Segue da prova 
do lema 3.2.6 que se X E T Sk, então X e V x X são autovetores de Ae com mesmo 
autovalor>.. Visto que (VxX,Z2 ) ==O e VxX não tem componente na direção de 
nulidade de g então Ae(Zt) = >.Z1 . Se v9 > Vf, então span{Z2, V} é invariante por 

A,. 
Seja {X1 , ... ,Xn} uma base ortonormal que diagonaliza Ae com autovalores Ài e 

X~oX 2 E span{Z2 , V). Como V E N,, (a(V, V),Ç) =O. EntãD segue da equaçãD de 

Gauss que a curvatura seccional do plano gerado por Z2 e V é -(Aç(V), Z2) 2
, logo um 

dos autovalores de A€ é não-positivo. Assumiremos então que À1 f À. Consideremos 
os casos possíveis ,\2 = À e ,\2 =f À. Mostraremos que ambos os casos conduzem a 
uma contradição. 
Caso 1 : Se À; =f À para i= 1, 2, e X é um vetor unitário no autoespaço de À, pela 
equação de Codazzi 

Vx,AeX- AeVx,X- a;A,X = VxAeX;- Ae'hX;- bA,X; 

onde a;= (V*.Ç, ~) e b = (VH, ~),obtemos 

onde U = (a;X- bX;). Notemos que (V De,~)= O e então ou U E ker(A,) ou A,(U) 
é paralelo a Z2 por 3.2. Em qualquer dos casos temos (A11(U), Y) = O para todo Y 
no autoespaço de.\, denotado por E;... Isto implica na equação de Codazzi acima que 

(>.;- >.)(VxX;, Y) =O. 

Como estamos supondo que.\; :f:. À concluímos que (V x Y, X;) = O. Observamos que 
Ae pode ter autovalores nulos. Visto que>. -:f O, com uma aplicação similar da equação 
de Codazzi obtemos que \7 x Y é ortogonal a ker(Aç). Então a distribuição definida 
pelo autoespaço E;.. é auto-paralela em Me suas variedades integrais são esferas Sk+1 

de curvatura constante À2
• Observe que o campo vetorial Z1 é tangente a Sk+1 e 

invariante por isometrias. Portanto a caracteristica de Euler x(Sk+l) = O e então 
k é par. Como E;.. é auto-paralela, Vz1 Z1 E TSk. Como Z1 e TSk são invariantes 
por isometrias então V z

1 
Z1 também é invariante por isometrias, e isto implica que 

'V z1 Z1 = O, caso contrário a característica de Euler de uma esfera de dimensão par 
seria nula. Usando que V z, Z1 =O e (V x X 1 Z1 ) é constante! computamos a curvatura 
seccional do plano gerado por Z1 e X E T Sk. Obtemos uma contradição, visto que 

(R(X,ZI)ZI,X)) = -ZI(VxZ~,X) + (\'xZI, Vz,X)- (V[x,z,]Z~,X) 
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Caso 2: Suponhamos que .\ 2 = >.. Neste caso mostraremos primeiramente que 
(A~ V, Z2 ) =O. Este fato implica que ).1 =O. Consideremos a equação de Codazzi 

Tomando o produto interno com V e observando que (V v V, Z1) =O e A~ é constante, 

obtemos 
2(V z,V, Z,) (At V, Z,) = (V v Z" Z,) (At V Z,). 

Portanto se (At V, Z2 ) f O temos que 2(V z,V, Z,) = (V v Z1 , Z2). Isto implica que 

se (V z, V, Z2 ) ;:::: O então (V v Z1 , Z2 ) = O. Porém este último fato, juntamente com 
3.3, implica que (At V, Z2 ) = O. Suponhamos então que (V z1 V, Z2 ) =1- O. Tomando o 
produto interno da equação de Codazzi acima por X 2 e usando o fato que X 2 é um 
autovetor de A~ com autovalor ..\ obtemos 

(V z,V, X,) !. + (V z,X,, Z,) (A, V, Z,) =O. 

Como o plano {Z2 , V} é invariantes por A~, a restrição de A~ a este plano tem auto­
valores distintos, e os vetores Z2 e V são invariantes por isometrias, segue que os 

autovetores de A~ são invariantes por isometrias. Então X2 ::::: rZ2 + sV, onde r e s 
são constantes. Portanto a equação acima é equivalente a 

e então, se r =f- O, 

Isto implica que 

(r!.+ s(At V, Z,) )(V z,V, Z2 ) = O 

s 
.\ = --(A,V,Z2 ). 

r 

r 
>., = -(A,v,z,). 

s 
Considerando a mesma equação de Codazzi e tomando o produto interno por XI 
teremos agora 

Escrevendo XI = -sZ2 +r V, um cálculo direto a partir da expressão para ..\ 1 implica 
que -(1/rs)(VvZIJXI) = O. Isto, juntamente com (V.·V, ZI) = O implica que 
(V v Z1 , Z,) = O. Este último fato implica que (A, V, Z2 ) = O por (3.3). 

Mostramos então que se v9 > V f, A~ tem dois autovalores distintos que são cons­
tantes em Me um deles é zero, e além disso ker(Ae) c ker(A 11 ). Estes fatos implicam 
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que a curvatura normal da imersão f é zero. Aplicando a equação de Codazzi, e 

utilizando o teorema de decomposição de de Rham concluímos que o recobrimento 

universal M fatora em M X /Jf'- 2-k, onde n-2-k = VJ· Então a imersão f= fop = 
f x i, onde p é a aplicação de recobrimento e i : R"-2-k ---~' Jel-2-k é a identidade. 

Observe que J é uma imersão em codimensão 2 com uma direção normal umbílica 

dada por Ç e para a direção ortogonal '1} ainda temos rk( AI)) = 2. Segue do Teorema 
Fundamental das Subvariedades que M pode ser realizada como hipersuperfície de 

uma esfera S de curvatura constante. O número tipo desta imersão é 2 e M tem 

curvatura escalar constante. Além disso, a hipótese sobre o índice de nulidade relativa 

implica queM tem dimensão 2:: 4. Um teorema de Harle (ver [14]) afirma que com 
estas condições, a imersão de M em S é rígida. Como M é homogênea, concluímos 

que os autovalores de AIJ são constantes e então a imagem de M é uma su bvariedade 
isoparamétrica de S. Isto é uma contradição, visto que o autovalor zero de AIJ tem 

multiplicidade dim M- 2, e isto implica que os autovalores não-nulos de AIJ são os 

mesmos. Neste caso M seria um produto, o que contradiz que Ae =À], para À f=. O. 

Se v9 = VJ, com o mesmo argumento utilizado no caso 1, concluímos que todos os 

autovalores de Ae são iguais a >.., e isto resulta em uma contradição, como vimos 

acima. Por fim, segue de (3.2) que VJ'f} = 'V'jÇ =O para todo X E TM. • 

Teorema 3.2.8 Com as hipóteses desta seção temos: 

(a} Se M é compacta e n 2:: 4 então M é isométrica ao produto Riemanniano 
S2 X sn-2 

(b) Se M é não~compacta e VJ $ n- 5 então .~ = 52 x Sk x 1(1-2-k, onde 

k=n-2-v1. 

Prova: 

Seja {X1 , ... ,Xn} uma base ortonormal de autovetores do operador Ae com auto­
valores correspondentes À;. Segue do lema 3.2.7 que o fibrado normal da imersão f 
é plano e então podemos supor que X, E kerAIJ para i 2:: 3. Pela proposição 3.2.5 
sabemos que cada folha N de ker(AIJ) é um produto Sk x lRn-2-k e, como o fibrado 

normal é plano, ternos v1 = v9 . Este fato implica que os autovalores não-nulos de 

Ae correspondentes a direçàes em ker( AIJ) são os mesmos. Denotemos por >. este 
autovalor. Consideremos a distribuição 

D = {X E kerA, : A,(X) =,\X). 

D é globalmente definida, invariante por isometrias e diferenciável. Além disso a 

hipótese sobre a dimensão de M e Vf implicam que dimD 2: 2. Mostraremos em 
seguida que D e Dl. são involutivas e paralelas. Dividimos a prova em dois casos. 
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Caso 1: VJ = O, isto é, D = kerA 11 • Afirmamos que .\1 = .\2 • Se forem distintos 

então os autovetores X1 e X 2 são invariantes por isometrias. Considerando a equação 

de Codazzi 

e tomando o produto interno com X E kerA11 obtemos 

(3.4) 

onde E; denota o autovalor de A, correspondente a X i. Como X 1 e X2 são invariantes 

por isometrias então também (V x 1 X 2 , X) é invariante por isometrias. Portanto se 

(V x
1
X 2 , X) ::fi O concluímos que ótfó2 é constante. Por outro lado, pela equação 

de Gauss temos que ó1ó2 é constante. Portanto Ó1 e ó2 são constantes. Neste caso 

f é rígida. Isto é uma contradição pois, como observamos acima, implicaria que 

.\1 = ). 2 =O. Então ('Vx1X 2 ,X) =O. Vamos supor agora que Ài /:-À para i= 1, 2. 

Como ( é um campo normal paralelo e os autovalores de A~ são constantes, segue 

da equação de Codazzi que (Vx;X;,X) =O para i= 1,2 e todo X E ker(A 11 ). Isto 

implica queM é localmente um produto Riemanniano e então a curvatura seccional 

K(X;,X) = À; À= O. Isto resulta na mesma contradição À1 = À2 = O. Portanto 

um dos autovalores À; é igual a À. Supondo que .\2 = À, obtemos através de uma 
aplicação da equação de Codazzi que as distribuições span{Xt} e span{Xt}.L são 

involutivas e paralelas. Então K(X1 ,X) =O para todo X .l X 1 • Em particular, 

temos 

e novamente obtemos uma contradição pois isto implica que 61 ó2 = O. 

Então À1 = À2 e o mesmo argumento usado no último parágrafo da prova do lema 

3.2.7 implica que se .\1 = À2 =À então A~/:- Àl. Portanto )11 = À2 =f À. Logo se 

X E D, tomando o produto interno da equação de Codazzi 

com Xj obtemos ('Yx,Xj,X) =O para todo ij = 1,2. Então De Dl. são involutivas 

e paralelas e pelo teorema de decomposição de de Rham concluímos que o recobri­

mento universal M de .M 1 considerado com a métrica do recobrimento, é um produto 

Riemanniano Mf x M:;-z. Pelo resultado em [2], J = f o p, onde p é a aplicação 

de recobrimento, é um produto de imersões em codimensão 1. Como M 1 e M 2 são 

variedades homogêneas, concluímos que M 1 é isométrica a uma esfera 2-dimensional 
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e M2 isométrica a uma (n- 2)·esfera. Então as curvaturas seccionais de M são não· 

negativas e portanto as de M também. Novamente pelo resultado em [5] temos que 

M é simplesmente conexa e portanto é um produto Riemanniano S2 X sn- 2
• 

Caso 2: v1 >O. Vamos mostrar inicialmente que )11 = .\2 . Suponhamos que )'1 =1- .\ 2 • 

Concluímos novamente de (3.4) que ('Vx1X 2 ,X) =O para X E kerA11 • Portanto 

span{XI>X2 } é integrável. Tomando o produto interno da equação de Codazzi 

sucessivamente com X 1 e X2 obtemos 

X(ó1) = ói('Vx,XJ,X) 

X(62 ) = 6,(\7 x,X,, X). 

Visto que ó1 ó2 é constante, temos ó2X ( b1) + ó1X ( Ó2) = O e isto implica que 

Então, se )q = À, para um autovetor X correspondente a À, e V E Nj, resulta da 

equação de Codazzi 

('V x,X,, X) =O 

Este fato, juntamente com (3.5) implica que span{X1 ,X2 } é paralela. Assim M 

seria localmente um produto Riemanniano e isto implicaria que I<(X1 , X) = O= À2
. 

Repetindo o mesmo argumento, concluímos que Ài =1- À e À; f-. O para i = 1, 2. Neste 

caso aplicando a. mesma equação de Codazzi temos novamente que span{X1 ,X2 } é 
paralela eM é localmente produto. Então I<(X11 X)= O= ÀÀi e portanto Ài =O. 

Então À1 = À2 • Se À1 = .\ 2 = .\, A( tem somente dois autovalores que são 

constantes. Como Ç é paralelo, da equação de Codazzi obtemos que o recobrimento 

universal Ãf = M x JRm e a imersão f restrita a .Af tem índice de nulidade relativa 

nulo. Mostramos no caso 1 que este fato não pode ocorrer. Então .\1 = .\2 -=f:. À. Se 

.\1 = .\2 f O, teríamos que span{X1,X2 } é paralelo eM é localmente um produto. 

Como observamos antes, isto implica que À1 = À2 = O e este é o único caso possível 

aqui. Segue que D = {X E kerAfl I At(X) = .\X} e Dl_ são integráveis e paralelas. 

Então o recobrimento universal de .M é um produto s-r~k X Sk e a imersão j = f o p 

é um produto de imersões f = j 1 x f2, onde a segunda forma fundamental de ft 
tem posto 2. Agora, pelo resultado de [14] (ver também [10] teorema 3.4), !Jn-k = 

S 2 x E~ 2 -k. Como acima, observamos queM tem curvatura seccional não· negativa 

e portanto M é simplesmente conexa. Isto conclui a prova do teorema. • 
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Capítulo 4 

Aplicações 

4.1 Hipersuperfícies de Revolução 

Dizemos que uma variedade Riemanniana é uma C-variedade de cohomogenei­
dade 1 se o grupo G age efetivamente e isometricamente em M, com órbitas principais 

de codimensão 1, isto é, as órbitas de dimensão maximal tem codimensão 1. Em uma 
C-variedade compacta de cohomogeneidade 1 todas as órbitas têm codimensão 1 e 

são difeomorfas, exceto duas no máximo. Hipersuperfícies do espaço Euclideano com 
uma ação de cohornogeneidade 1 foram estudadas em [30]. Foi provado que se as 

órbitas principais de G são umbílicas em M então M está imersa como uma hiper­
superfície de revolução. Uma hipersuperfície de R!'+ I é chamada hipersuperfície de 

revolução se é invariante pela ação do grupo SO( n )I de rotações em torno de uma 

linha fixa l de Jr+l. Em (3] os autores provaram que se cada órbita principal tem 

curvatura seccional constante então ela é umbilica em M. Portanto, pela classificação 
das subvariedades homogêneas em codimensão dois, temos o teorema seguinte. 

Teorema 4.1.1 Seja f : Mn --+ JRn+1
, n ?: 5, uma imersão isométrica e M uma 

G-variedadt: compacta dt: cohomogeneidade 1. Se as órbitas principais pela ação de 

G têm curvatura seccional positiva então f(M) f uma hipfrsuperfície de revolução. 

Prova: 

Como M é compacta existe p E Mreg tal que T(p) ?: 3. Por continuidade, T(x) ?: 3 

em todo ponto x em uma vizinhança U C Mreg de p. Portanto T(x) 2:: 3 para todo 
ponto X E r= G(U). Pelo teorema de Beez-Killing !Ir é rígida. Portanto existe um 

homomorfismo fjJ de G sobre um subgrupo G' do grupo de isometrias de JRn+l tal 
que </>(g)f(x) = f(g(x)) para toda g E G ex E f. Como M é compacta então G e 
G' são compactos. Por um resultado de Cartan (ver [19] vol. li, p. 111) concluímos 
que G' tem um ponto fixo em JR.n+1. Então a imagem da órbita Ex está contida 
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em uma esfera sn centrada em algum ponto fixo de G', logo é uma hipersuperfície 
isoparamétrica de sn. Agora aplicamos às órbitas em f a fórmula de Cartan para 
hipersuperfícies isoparamétricas de esferas, 

onde c é a curvatura constante da esfera, e .\1 , ... , .\9 sao as curvaturas principais 
distintas de multiplicidade m;, i = 1, ... , g. Visto que, pela equação de Gauss, as 
curvaturas seccionais dos planos gerados pelas direções principais são dadas por c+ 

ÀiÀj, a positividade destas curvaturas implica que as órbitas em U são umbílicas em 
sn. Seja J(i) a geodésica normal tal que J(O) =X e J1(0) = Ç. Seja Num vetor 
unitário normal a sn e V um vetor tangente a sn. Como Ç pertence ao plano gerado 
por N e V, e N e V são umbllicos, então Ç é umbHico. Portanto órbitas principais 
com T(x) ~ 3 são umbílicas em M, e isométricas a uma esfera sn-I. Segue então que 
cada órbita principal é difeomorfa a sn-I. 

Observemos que se T(x) $2 ao longo de uma órbita principal :E, então :E é uma 
variedade homogênea compacta imersa em codimensão 2 , com seções ortonormais 
do fibrado normal tal que rkA 11 _$ 2 e A{ constante, visto que Ç = 1'(t). Como 
dim(:E) 2: 4, podemos então aplicar os teoremas 3.1.3 e 3.2.8. Como sabemos que 

estas órbitas são difeomorfas a esferas, concluímos que são de fato, isométricas a 
sn-1. Agora, a prova do Teorema 1 em (3] mostra que órbitas de curvatura seccional 
constante e T(x)::; 2 são umbílicas em M. • 

43 



4.2 Subvariedades Homogêneas de Einstein em Codimen­

são Dois 

Subvariedades de Einstein homogêneas em codimensão dois foram consideradas 
em [4]. Uma variedade Riemanniana é uma variedade de Einstein quando o tensor 

de Riccí satisfaz: 
Ric(X, Y) = p(X, Y) 

para todo vetor tangente X e Y e alguma constante p E IR. Variedades de curvatura 
constante c são exemplos de variedades de Einstein onde p = ( n - 1 )c. Para n = 3 
toda variedade de Einstein tem curvatura seccional constante. Hipersuperfícies de 

Einstein completas no espaço Euclideano sáo esferas ou cilindros sobre curvas planas 
completas. Observemos que a classe das variedades homogêneas de Einstein incluem 

as variedades homogêneas com isotropia irredutível [7]. 
Provaremos primeiramente uma proposição sobre variedades 4-dimensionais. Se­

ja M uma variedade Riemanniana de dimensão 4. Seja A 2 o fi brado das 2-formas e 

A2 = A~ EBA: a decomposição nos autoespaços do *-operador de Hodge. O tensor de 

Weyl W deixa A~ invariante e denotamos por W± sua restrição a A~. Uma variedade 

orientada 4-dimensional é chamada auto-dual se w- = o. 

Proposição 4.2.1 Seja f: M 4 ----+ 1Ft', uma imersão isométrica de uma variedade 

orientável, localmente irredutível e localmente simétrica. Então M tem curvatura 
seccional constante. 

Prova: 

Segue do corolário 4 de [12] queM é auto-dual para alguma orientação. Além 
disso se M não tem curvatura seccional constante então ou M ou o recobrimento 

duplo de M é uma variedade de Kãhler auto-dual. Mostraremos que seM está imersa 

isometricarnente em 1Ft, isto implica queM é plana, contradizendo a irredutibilidade 
local de M. 

Suponha primeiro que Rl. = O. Então segue da equação de Ricci que o operador 
de curvatura é puro e então w+ = W =O (ver [7) lema 16.20 p. 439). Então M é 
conformem ente plana, e visto que é uma variedade de Einstein locahnente irredutível e 
localmente simétrica, M tem curvatura constante. Caso contrário, seja~ e 'TI vetores 
de Tj(p)MJ., Se {Y1 , ... , Y4 } é uma base ortonormal de TpM e X e Y dois vetores 
arbitrários, a equação de Gauss implica 

4 

Ric(X, Y) ~ L::(R(X, Y,)Y;, Y) ~ t1 (A,Y, X)+ t,(A,Y,X)- (A, X, A,Y)- (A, X, A,Y) 
i=l 
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onde t 1 = tr(Ae) e t, = tr(A,). 
Agora, seja {Xt, ... , X4 } e {Z1 , •.• , Z4 } bases ortonormais de autovetores de Ae e AJJ 

respectivamente. Denotemos os autovalores de Ae por À; e de A'1 por f-li· Suponhamos 

que nenhuma destas duas bases diagonaliza simultaneamente Ae e A11 • Então, como 

XI não é um autovetor de A1J, existem zl e Zz tais que (Xt,Z;) ::/:-o, para i= 1,2. 
Visto que Ric(X1 ,X1 ) =O para todo j =f 1 e X 1 um autovetor de Ae obtemos da 

expressão acima que 
A,(t2X 1 - A,(X1 )) = ,x,. 

Escrevendo XI = E. ajZj, a equação acima implica que a, L,j =J. ip;pi = ra;, para 
todo i e, sem perda de generalidade, podemos assumir que a1 =/:-O e a 2 ;f O. Obtemos 

Portanto, p1 e p 2 são raízes distintas da equação quadrática x2 - t 2x + '"'/ = O e então 

iz = f.l1 + Jiz e Jltftz =f· Isto implica que Li:;tl,Z J-11 = O. Isto mostra também que 

se (X1 , Zi) f O, para i 2': 3, o autovalor correspondente de Zi é J.Lt ou ~t 2 • Portanto 

podemos supor que X 1 pertence ao plano gerado por Zb Z2. Repetimos agora o 

mesmo procedimento para Ae. Existe X2 tal que (X2 , Z1) :f O, e temos t 1 = ,\1 + .\2 , 

Li,t1 ,2 Ài ==O e À1À2 = 6, onde 

Novamente, X 2 pode ser escolhido de modo que Z1 E span{X~,X 2 }. Assim 

span{X, X 2 ) = span{Z, Z2 ) 

e as curvaturas de Ricci são dadas pela curvatura seccional K(X1 ,X2 ) = ,\1 ,\ 2 + 
11-I~J- 2 . Além disso, o plano span{X~,Xz} é invariante por Aç e A 11 • Isto implica 

que span{X3 ,X4 } é também invariante por Ae e A1J e então a 2-forma X 1 /1. X 2 e 

x3 /1. x4 são autovetores do operador de curvatura n com os mesmos autovalores, 

pois f{(X1 , X2 ) = K(X3 , X4 ). Isto implica que A1 tem curvatura seccional constante, 
caso contrário, visto que w- = o, concluímos que vv+ tem um autovalor denotado 

por W1+ = O. Portanto, os outros dois autovalores satisfazem Wi + l-F3+ = O. Se 
M ou o recobrimento duplo é uma variedade de Kãhler auto-dual, a proposição 2 de 

[12] mostra que para variedades de Kãhler (com orientação natural) #spedV+ ::; 2. 
Portanto Wi = O , W3+ = O e sendo Kahler e localmente simétrica, é plana. • 
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Teorema 4.2.2 Seja f: Mn --t JEr>+2, n ~ 4 uma imersão isométrica de uma varie­

dade de Einstein homogênea. Um dos casos seguintes ocorrem. 

a) M é plana e então é um produto Tk x JRn-k, onde Tk é um toro de dimensão 

k <:, 2. 

b) M é uma esfera ou um produto de duas esferas, cada uma de dimensão maior 

que 1. 

Prova: 

Visto queM é de Einstein, as curvaturas de Ricci são dadas por Sjn, onde Sé 
a curvatura escalar. Observamos inicialmente que se S = O, sendo homogênea, M é 

plana e então é um produto Tk x /Rn-k onde Tk é um toro (ver [7], Vol I, p. 191). 

Como M está imersa isometricamente em JR!I+ 2 , um resultado clássico de Tompkins 

([35]) implica que k <:, 2. Por outro lado, se S oJ O, então v1(p) = O para todo 
p E M. Suponhamos primeiro, que f é rígida. Visto que v1 = O, o teorema 2.2.1 

implica que J(M) é uma hipersuperfície compacta em uma esfera sn+l. Então é uma 

hipersuperfície de Einstein de uma esfera. Um resultado de Ryan em [31], p. 376, 

implica que .f(M) e então a própria M é isométrica a uma esfera ou ao produto de 

duas esferas, cada uma de dimensão maior que 1. 
Se f é não-rígida, suponhamos primeiramente que n 2: 5. Novamente, pelo fato 

v1 = O, em todo ponto de M, existe uma base ortonormal t , 1] do espaço normal 

tal que rk(A"IJ) :::; 2 e Ae é constante. Pelos teoremas 3.1.3 e 3.2.8 concluímos que 
M é isométrica a uma esfera sn ou ao produto S 2 X sn-2. Se n = 4, um resultado 

de Jensen implica que M é uma espaço simétrico. Se M é localmente irredutível 

obtemos da proposição 4.2.1 queM é isométrica a uma esfera S4 , visto que o espaço 

hiperbólico 4-dimensional não pode ser imerso em IR6
• SeM é localmente redutível, 

sendo de Einstein, é recoberta por um produto de superfícies de mesma curvatura 

constante. Neste caso o resultado em [2] implica que a imersão é um produto de duas 

hipersuperícies) e visto que o plano hiperbólico não pode ser imerso isometricamente 

em JR3
, M é um produto de duas 2-esferas de mesma curvatura constante. • 
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