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Resumo

Neste Trabalho sdo estudadas imersées isométricas de varie-
dades Riemannianas homogéneas no espaco Euclideano em codi-
mensio dois. E considerado o problema de rigidez para estas
itnersoes, e mostrado que toda subvariedade rigida € isoparamé-
trica.

Para imersoes ndo rigidas € obtido também um teorema de
classificagdo para variedades de dimensdo maior que 4. No caso
em que a variedade homogénea € também uma wvariedade de
Finstein obtemos uma classificacdo completa. sem a restricao
na dimensdo da variedade.

Em seguida os resultados obtidos sao aplicados ao estudo das
variedades de cohomogeneidade 1. E mostrado gue uma hiper-
superficie compacta do espagco FEuclideano que admite uma ag¢do
de um subgrupo do grupo das isometrias com drbitas principais
de codimensao 1 e curvatura seccional positiva. é uma hipersu-
perficie de revolugao.
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Introdugao

Uma variedade Riemanniana M é homogénea se o grupo de isometrias fso( M)
age transitivamente em M, isto é, para cada z e y € M existe uma isometria & tal
que h{z) = y. Os exemplos mais simples de variedades homogéneas sao as esferas, os
espacos projetivos e em geral os espagos simétricos.

Imersoes de variedades homogéneas no espago Euclideano tém sido estudadas em
codimensao 1. Foi mostrado por Kobayashi [18] que uma hipersuperficie compacta
homogénea é congruente a uma esfera. Este resultado foi estendido para hipersu-
perficies nao-compactas por Nagano-Takahashi em [25]. Neste trabalho é provado
que uma hipersuperficie homogénea é um produto de uma esfera por um espago
Euclideano, se o posto da segunda forma fundamential ¢ diferente de 2 em algum
ponto. Finalmente Harle [14] estendeu este resultado para hipersuperficies cuja se-
gunda forma fundamental tem posto 2. Subvariedades homogéneas em codimensao
2 nao foram estudadas até o momento, e saber se o plano hiperbolico ou o espago
hiperbdlico 3—dimensional imergem isometricamente em JR* e IR® respectivamente,
tornaram-se problemas classicos em geometria diferencial.

O objetivo deste trabalho € estudar imersdes isométricas de variedades Riemanni-
anas homogéneas M™ em R"*?. Obtemos como principal resultado uma classificacio
completa para imersoes como indice de nulidade relativa minimo vo = min{v {z) :
z € M} < n—25, em particular para as subvariedades compactas de dimensao n > 5.

Como no estudo das hipersuperficies, distinguimos dois casos: imersées rigidas
e nao-rigidas. Recordamos que uma imersio isométrica f : M™ — R" é rigida se
para cada imersao g de M existe uma isometria T de R™ tal que g=To f. O es-
tudo de subvariedades homogéneas esta intimamente relacionado com o problema de
rigidez, pols se uma imersao ¢ rigida, cada isometria da variedade M é induzida por
um movimento rigido do ambiente, tornando f(M) uma variedade extrinsecamente
homogénea. Isto implica que a segunda forma fundamental da imersao é invariante
por isometrias. No caso de hipersuperficies, isto implica imediatamente que f{M)
¢ uma subvariedade isoparamétrica. Uma questao natural é saber se a mesma con-
clusdao pode ser obtida em codimensao 2. Respondemos positivamente esta pergunta,
obtendo assim o resultado:

Teorema 1 Seja f: M™ — JF™? uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana homogénea. Se f é rigida entio f(M) = M™% x R* onde M™% é uma
hipersuperficie isoparamétrica compacta de uma esfera.

Observamos que as hipersuperficies isoparamétricas homogéneas da esfera sao



classificadas em [32)].

Para obter uma caracterizacao das subvariedades nao-rigidas, usamos o teorema
de rigidez de do Carmo-Dajczer ([8]). No contexto de imersées de variedades ho-
mogéneas M™ em codimensio 2, obtemos que a imersao f satisfaz um dos seguintes

casos se g < n— &
a) f € rigida.

b} Existe um referencial ortonormal £,  do espago normal em cada ponto, tal que
rkA, <1eh,oA; = +A; 0 h, para cada isometria h de M.

c) vs = w, € existe um referencial ortonormal {, n do espaco normal em cada
ponto, tal que tkA, =2 e h. 0 A; = £ A; o h, para cada isometria h de M.

Estudamos separadamente os casos {b) e (c) e obtemos os seguintes resultados.

Teorema 2 Seja [ : M"™ — IR""? uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana homogénea tal que 1y < n — 4. Suponha que em cada 7 € M existe uma
base ortonormal {£,n} de T-M* tal que tk{A,) <1 e h. o Ay = £ A; o h, para toda
isometria A de M. Entao M = M™ x IR® e f = f xiondei: IR*® — IR® é a
identidade e Dy = 0. Além disso um dos casos seguintes ocorrem:

a) M é isométrica a uma esfera S™ e f é homotdpica através de imersdes isomé-
tricas a imersao de S™ em um hiperplano de JR*2.

b) M érecobertapor S™ ' xR e for é homotdpica através de imersdes isométricas
a g Xt onde g é a imersao de ™! em um hiperplano e i é a aplicagio identidade.
(7 é a aplicacdo de recobrimento.

Teorema 3 Seja f: M™ — IR™? uma imersio isométrica de uma variedade homo-
génea. Suponha que em cada ¢ € M existe uma base ortonormal {£.7} do espago
normal T, M* tal que h, 0 A; = £A; 0 h. para toda isometria h de M, e tk(A4,) = 2.

a) Se M é compacta e n > 4 entdo M € isométrica ao produto Riemanniano
S'Z % Sn—?

b) Se M é nao-compacta e v; < n— 5, entdo M ¢ isométrica a §? x §F x B2k,
onden —2—-k=vy.

Ohserve que dos Teoremas 1, 2 e 3 obtemos a seguinte classificacdo para subva-

riedades homogéneas em codimensao 2.



Teorema 4 Seja f : M™ — IR™? uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana homogénea. Suponha que ¥y < n — 3. Entao um dos casos seguintes
ocorre:

a) f(M) = M x IR, onde M é uma hipersuperficie homogénea isoparamétrica

compacta em uma esfera,

b) M=Mx R*, f = f xiondei: R® — IR"™ ¢ a identidade e M é isométrica
a S™% ou o recobrimento de M é S™ -1 x R.

Uma generalizacdo natural de variedades homogéneas sao as variedades de coho-
mogeneidade k. Uma variedade Riemanniana M é uma (G—variedade de cohomo-
geneidade k se (7 é um subgrupo conexo e fechado de Iso(M) que age em M com
orbitas principais de codimensao k. Recentemente o estudo de hipersuperficies de
cohomogeneidade 1 tem chamado a atencao dos geometras. Como as hipersuperficies
de revolugao sao os exemplos naturais de tais hipersuperficies, é uma pergunta nat-
ural saber quando uma hipersuperficie de cohomogeneidade 1 é de revolu¢ao. Em
Asperti-Mercuri-Noronha [3] foi provado que se uma G—variedade compacta M™ de
cohomogeneidade 1 estd imersa em IR™'! e cada 6rbita principal tem curvatura sec-
cional constante entdo M™ estd imersa como hipersuperficie de revolugdao. Como as
orbitas principais de uma hipersuperficie de cohomogeneidade 1 siao subvariedades
homogéneas em codimensao dois, os resultados aqui obtidos mostram que paran > 5
podemos substituir a hipotese de curvatura seccional constante por curvatura sec-
cional positiva. Provamos o seguinte:

Teorema 5 Seja f: M™ — IR**', n > 5, uma imersao isométrica e M uma G—va-
riedade compacta de cohomogeneidade 1. Se as orbitas principais pela agdo de G tem
curvatura seccional positiva entao f(M) é uma hipersuperficie de revolugao.

Os casos restantes para o entendimento completo de subvariedades homogéneas
em codimensao dois sdo imersoes nao-rigidas cujo Indice de nulidade relativa minimo
évyo=mn-2n—3n—4. Os métodos utilizados aqui nao se aplicam a estes ca-
sos. Todavia, para variedades homogéneas de Einstein obtemos uma classificacio
completa. Observamos que a classe das variedades homogeéneas de Einstein inclui os
espacos homogéneos com isotropia irredutivel, por um resultado de J. A. Wolf (ver
[7] p. 187).

Como superficies homogéneas tém curvatura constante e variedades de Einstein
3—dimensionais tém curvatura seccional constante, estudamos o caso n > 4. Obser-
vamos que ou M tem curvatura de Ricci nula e entédo é plana por um resultado de

!



D. V. Alekseevskii e B. N. Kimelfeld (ver [7} p. 191) ou v; = 0. Por outro lado,
variedades homogéneas de Einstein de dimensao 4 sao simétricas, por um teorema de
Jensen [17). Obtemos destes fatos, juntamente com os resultados deste trabalho, o

teorema abaixo.

Teorema 6 Seja f: M™ — IR™?, n > 4, uma imersao isométrica de uma variedade

homogénea de Einstein. Entao um dos casos seguintes ocorrem.

a) M é plana e entio é um produto 7% x R"*, onde T* é um toro de dimensao
k<2

b) M é uma esfera ou o produto de duas esferas, cada uma de dimensao major que
1.

Esta Tese € organizada da seguinte maneira. No capitulo inicial recordamos alguns
conceitos basicos de imersdes isométricas com o objetivo principal de estabelecer as
notagbes. No segundo capitulo estudamos o problema de rigidez para imersdes de
variedades homogéneas em codimensao 2 e provamos o teorema 1. Na 1iltima secao
obtemos uma classificagio inicial das subvariedades homogéneas em codimensao 2.
No capitulo 3, estudamos as imersdes cujo espaco normal tem uma direcao n tal que o
posto de A, é < 2, provando assim os teoremas 2 e 3, e terminando com o teorema de
classificagdo para vy < n — 5. No capitule 4, primeiramente. aplicamos os resultados
dos capitulos 2 e 3 para estudar as hipersuperficies compactas de cohomogeneidade
1. Na segunda secio obtemos a classificacao completa das imersoes em codimensao
2 de variedades homogéneas de Einstein.



Capitulo 1

Imersoes Isométricas

1.1 Equagoes Basicas

As variedades que consideraremos neste trabalho serdo sempre conexas e de classe
(. Sejam M™ e M™ variedades diferencidveis de dimensao n e m respectivamente.
Uma aplicacao diferenciavel f: M™ — M™ é uma imersio se para todo 2 € M a
diferencial df, : T,M — THI)M é injetiva. Se f € uma imersao entao m > n, e o
nimero p = m —n é chamado de codimensio de f. No caso em que M e M sao
variedades Riemannianas com métricas {, ar e {, }37 respectivamente, uma imersao f

¢ chamada imersao Isometrica se
(X, Y)m = (dfe X, df: Y)m

para todo r € M e quaisquer XY € T, M.

Seja f: M™ — M™ uma imersdo isométrica. Para cada z € M existe uma vi-
zinhanca U C M de z tal que a restricdo flr é uma mergulho sobre f(U). Algumas
vezes identificamos U com f(U) através do difeomorfismo f|y, e cada vetor X € T, M
com df; X € Ty(;;M. Com esta identificagio o espaco tangente a M em x se torna um
subespaco do espago tangente a M, e o produto interno de TI(I)M decompoe Tf{I)M

na soma direta
Tf(I)M = TxJM & Tj(z}Ml‘

onde Ty M* é o complemento ortogonal de T.M em Tj;)M. Obtemos entao o
fibrado vetorial normal TM* = UyemTys)M* de f. O fibrado tangente de M ¢é a
soma de Whitney dos fibrados TM e TM*. Em relagio a esta decomposigao, temos

as projegoes
OF :TMljon = TM . (O :TM{zpn — TM*

que sdo as componentes tangencial e normal respectivamente.
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Seja V a conexdo Riemanniana de M. Segue da unicidade da conexdo Rieman-
niana que a componente tangencial de V é a conexdo Riemanniana V, de M, isto é,
se X,Y € TM entao

@XY =VxY + (va)J“
Definimos uma aplicacio @ : TM x TM — TM* por o(X.Y) = (VxY)*, chamada
segunda forma fundamental de f. Mostra-se facilmente a partir das propriedades de
V e V que o é simétrica e bilinear sobre C°(M). Em particular, exprimindo e em
um sistema de coordenadas, concluimos que a aplica¢ao a, : M x T M — T)«[I}M"'
dada por a.{X,Y) = a{X,Y Xz) depende apenas dos vetores X(z) e Y(z). o, € a
segunda forma fundamental de f no ponto z.

Seja X € TM e £ € TM*. Denotamos por A:.X a componente tangencial de
~Vx¢, isto é, A X = —(Vx)7. Segue imediatamente das propriedades de V que

(A X, Y) = (a(X,Y),)

Entao A¢ : T:M — T M é um operador linear simétrico. A; é chamado operador de
Weingarten na direcao de £.

A componente normal de V x£, denotada por V¢, define uma conexéo no fibrado
normal TM*. V1 é chamada conexao normal de f. Entao

@XE = —AEX -+ VJjE

Da mesma forma como é definido o tensor de curvatura de uma variedade Rieman-
niana com conexao V por

RX.YYZ =VxVyZ - VyVxZ -V Z
definimos o tensor de curvatura normal R* por
RYX,Y) = V5VH — V§V3iE — Viiyf

Utilizando as expressoes acima obtemos as trés equagoes basicas de uma imersao
isométrica, a saber, as equagées de Gauss, Ricci e Codazzi. Sejam X, Y. Z W € TM.
Tomando a componente tangencial do tensor de curvatura de M, denotado por R,
obtemos a equagao de Gauss:

(R(X,Y)Z.W) = (RIX.Y)Z.W) + (a(X. W), aY, Z)) — (a(X, Z), oY, W))

Se K(X,Y)=(R(X, ")V, X) e K(X,Y)=(R(X,Y)Y,X) sdo as curvaturas sec-
cionais de M e A segundo o plano gerado por vetores ortonormais X,Y € T, M,
a equacao de Gauss € simplesmente

K(X,Y) = K(X.Y) + (a(X, X),a(Y,Y)) = la( X, Y)|I?

1



Se X,Y € TM e { ¢ TM*, tomando as componenies normal e tangencial de
R{X,Y)¢ obtemos as equagdes de Ricci e Codazzi respectivamente. Se n € TM*,
podemos expressar a equagao de Ricci como

(RIX.Y)Em) = (RY(X.Y)E ) — ([Ae AJX,Y)

onde [A¢, A, = Ag 0 A, — A, 0 A, Analogamente podemos expressar a equagao de

Codazzi como

(R(X,Y)E)T = (Vy A)(X,€) — (Vx A)Y,£)

onde por definigio
(Vy A) X, &) = Vy AeX — AcVy X — A X

No caso particular em que M tem curvatura seccional constante ¢, que indicaremos
com a notagao M., as equacdes acima assumem uma forma mais simples. Neste caso
o tensor de curvatura de M ¢é dado por:

RIX,Y)Z = (X AY)Z = c({Y, Z)X — (X. Z)Y)

para todo X,Y,Z € TM. Entdo as equacdes de Gauss, Ricci e Codazzi se escrevem

respectivamente como
(1) (R(X,Y)Z,W) = c{X AY)Z,W) + (o(X,W),a(Y. Z)) — (a(X, 2), (Y, W))
(2) (RH(X,Y)E,n) = {[Ae, A X.Y)

(3) (VxANY. ) = (Vy A)(X,§)

para X, Y, Z W eTMet,ne TM!
Seja f: M™ — MM uma imersdo isométrica. Se X.Y € TM e £ € TM* é um

campo vetorial unitario entao
ViV = V¥V + {AX, ¥ . VxE=—AX

Neste caso a equagdo de Ricci € identicamente nula. e as equagoes de Gauss e Codazzi
sao respectivamente

RX,Y)=c(X AY) + AX A AY (1.1)

Vx{AY) — A(VxY) = Vy (A X) — A(Vy X) (1.2)



Dizemos que uma imersao isométrica tem fibrado normal plano se R = 0. Segue
da equacio de Ricci que R = 0 se e somente se para todo z € M existe uma base
de T, M que diagonaliza simultaneamente A¢ e A,.

Uma variedade Riemanniana m—dimensional, simplesmente conexa, de curvatura
seccional constante ¢, é denotada usualmente por Q7. Seja f: M" — @Q7*? uma
imersao isométrica. Se M € simplesmente conexa, f € caracterizada pelas equagoes
de Gauss, Ricci e Codazzi. Este € o chamado teorema fundamental das subvariedades.

Teorema 1.1.1 (Teorerne Fundamental das Subvariedades)

1) Seja M™ uma variedede Riemanniane simplesmente coneza, # : E — M um
fibrado vetorial Riemanniano de posto p com uma conerdo compativel V', € a uma
secao simetrica do fibrado Hom(TM x TM, E).

Se o ¢ V' satisfazem as equacdes de Gauss, Codazzi € Ricei para o caso de cur-
vatura seccional constanie ¢, entdao existe uma rmersdo wométrica f . M™ — QTP
e um isomorfismo f : E — TM*, tal que para todo X.Y € TM ¢ toda secio local €
en de £

(FE), fnhy = (&n) | felX.Y)=&(X,Y) , fV%E=V5f{¢),

onde & e V* sio a segunda forma fundamental ¢ a conexdo normal de f, respectiva-
mente,

il) Suponhe que f e g sdo imersdes isoméiricas de uma variedade conexa M™
em QrYP. Seja TM}, oy e Vi o fibrado normal, @ segunda forma fundamental ¢ a
conexdo normal de f, respectimmeilte; e TMy, o, ¢ V;' os objetos correspondentes
para g. Se existe um isomorfismo ¢ : TMj' — TM';' tal que, para todo X, Y ¢ TM
e toda segdo £,n € TM;

(B(E), 8(m)) = (E.m) L day(X.Y) =0 (X.Y) . (V)xE = (V,)3(6),

entdo existe uma tsometria 7 : QU7 — QPP tal que

g=T10f ¢ T*|TMfl = .

Uma prova deste teorema pode ser vista em [19]

Dada uma imersdo isométrica f : M™ — M™*7, se a segunda forma fundamental
a é identicamente nula em todo ponto r € M. dizemos que a imersio é totalmente
geodésica. Definimos o espago de nulidade relativa em z € M da imersao f, como o
espaco de nulidade de o, isto é,

Nyz)={X €M :a(X,¥)=0 V Y ¢ T.M}

9



A dimensao de Ny(z), denotada por vy(z}), é o indice de nulidade relativa de f em z.
O primeiro espago normal de f em z € M é definido como o subespago Ny(z) de
Ty M™
Ni(z) = span{a(X,Y): XY € T_M},

onde span{a(X,Y )} denota o subespago gerado pela segunda forma fundamental de
f. Dizemos que a imersio € 1—regular se a dimensao de N1{z) é constante em M.
Neste caso Ny é um sub-fibrado de TM*.

Uma imersio isométrica f : M™ — @7*P admite redugao de codimensao a g, se
existe uma subvariedade totalmente geodésica Q7% em Q7*?, com ¢ < p, tal que
f(M) C Q9. Uma imersio é chamada substancial se a codimensao nao pode ser
reduzida. Neste caso a codimensio minima € chamada de codimensao substancial.
Um resultado basico neste contexto é o teorema de Erbacher [13]. Este teorema
afirma que se f € uma imersao isométrica 1—regular de M™ em Q"**, tal que N; é
um subfibrado de posto ¢ < p que é paralelo, isto é. V§& € N, para qualquer secio
£ de N, entao f tem codimensao substancial g.

10



Capitulo 2

Subvariedades Homogéneas e Rigidez

2.1 Generalidades

Pl

Uma variedade Riemanniana (A4, {,}) é homogénea se o grupo das isometrias de
M. denotado por Iso(M), é transitivo (isto €, para cada r e y em M, existe uma
isometria & € Iso(M) tal que h{z) =y). Dada uma variedade Riemanniana M, o
grupo de isometrias é um grupo de Lie ([19]) que age naturalmente em M. Em
geral existe mais de um grupo de Lie agindo por isometrias {ransitivamente em uma
variedade Riemanniana homogenea ( por exemplo o subgrupo das translagbes age

transitivamente no espago Fuclideano).

Definicao 2.1.1 Uma variedade Riemanniana M € G—homogénea, se G € um sub-
grupo fechado de I1so(M) que age transitivamente em M,

O subgrupo de isotropia H{z) = {h € G : h(x) = z} no ponte = € M é um sub-
grupo compacto do subgrupo de isotropia {h € Iso{M): k{x) = z}. A representacao
linear de isotropia € definida como o homomorfismo de H(r) no grupe de trans-
formagdes lineares de T, M dado por k — dh,. A imagem de H(z) pela representacao
de isotropia é chamada grupo de isotropia linear em z. Como uma isometria & é de-
terminada dando somente h{r) e a diferencial dh,, entdo a representacio linear de
1sotropia € injetiva.

Uma variedade G—homogénea M, é chamada espago de isotropia irredutivel se
a representacio linear de isotropia de G for irredutivel. Foi demonstrado por J. A.
Wolf (ver [7] p. 187) que se uma variedade Riemanniana homogénea tem isotropia
irredutivel entao a métrica € Einstelin.

Um campo vetorial X em M é chamado campo de Rilling {ou isometria infini-
tesimal), se o grupo local a 1—pardmetro de difeomorfismos gerado por X em uma
vizinhanca de cada ponto de M, consiste de isometrias locais. Um campo X é de

11



Killing se e somente se
(VyX,Z) +{VzX,Y)=0

para quaisquer Y,Z € (M), onde V € a conexao Riemanniana de M.

Em uma variedade Riemanniana a algebra de Lie do grupo Iso(M) das isometrias
de M é isomorfa a algebra de Lie de todos os campos de Killing completos. Se M
é completa este isomorfismo € sobre todos os campos de Killing de M ([19]). Seja
M uma variedade Riemanniana G—homogénea, e G a 3lgebra de Lie de G. Para
cada X € G, seja exp(tX) o subgrupo a 1—parametro de G gerado por X. Entao
wi{y) = exp(tX).y é um grupo a 1—parametro de isometrias. Identificamos (pelo
isomorfismo citado acima) X € G com o campo vetorial {denotado por X) em M
gerado pelo grupe de difeomorfismos ;.

Seja M = G/H uma variedade Riemanniana G—homogénea, onde H é o subgrupo
de isotropia em z € M. A subdlgebra de Lie H de G gerada por H é identificada com
a subalgebra dos campos de Killing que se anulam em z. Seja adg a representacao
adjunta de G. Como H é compacto, adg{H) é um subgrupo compacto do grupo
linear de G. Em geral, um espago homogéneo G/H ¢ dito redutivo se existe uma
decomposicao H & K de G tal que K é adg—invariante. Esse é sempre o caso se H é
compacto, e entao uma variedade Riemanniana homogénea € redutiva. Fixada uma
decomposicio G = H @ K, podemos identificar X com T:M tomando o valor em «
do campo de Killing correspondente.

Associada a decomposigao G = H @& K existe uma conexdo V¢ em M, denomi-
nada conexao canomica (ver O. Kowalsky [20]}). Esta conexio é caracterizada pela
proposicao 1.6 de [20]. O teorema abaixo relaciona algumas propriedades da conexao

canonica.

Teorema 2.1.2 Seja V¢ a conerdo candnica associada a decomposicio H & M da
variedade Riemanniana M = G/H, H o subgrupo de isotropia em p € M.

!. Para cada X € K seja y(t) = exrp{(iX).p em M. Entdo 0 V°—transporie para-
lelo de vetores tangentes em p ao longo da curva v, 0 <t < g, coincide com a
diferencial de exp(sX) atuando em M.

2. Para cada X € K, a curva 4(1) = exp(1X}.p € uma V°—geodésica. Reciproca-
mente, toda V¢—geodésica por p € da forma exp(tX).p para algum X € K.

3. A conezdo V° € complela.

A prova deste teorema pode ser vista em O. Kowalsky [20].

12



Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente conexa. Entao (Teorema de
de Rham) M é isométrica ao produto My x M; x ... x M, onde M; é um espago
Euclideano e M, ..., M, sao variedades Riemannianas simplesmente conexas e irre-
dutiveis. A decomposicio é Unica a menos da ordem. M ¢ homogénea se e somente
se cada fator é é uma variedade homogénea (Teo. 5.1, pag. 211 de {19]).

Seja M o recobrimento universal de M com a métrica Riemanniana induzida pela
projecio p : M — M. Seja X um campo vetorial em M induzido por X. Se X é um
campo de Killing em M entdao X é um campo de Killing em M ({19] pag. 243). Se

M & homogénea entao M é homogénea.
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2.2 Subvariedades Extrinsecamente Homogéneas em Codi-
mensao Dois

Dizemos que uma imersdo isométrica f : M™ — Q7 é rigida se para cada imersao
isométrica g : M™ — QT existe uma isometria T : Q7 — Q7 tal que g=T o f. Se
a imersao f é rigida, e A é uma isometria de M, existe uma isometria h de QT tal
que

foh="hof.
Entdo f{M) é uma variedade extrinsecamente homogénea.

Um imersao isométrica no espago Euclideano tem curvatura principal constante
se os operadores de Weingarten tem autovalores constantes (com mesma multiplici-
dade) para gqualquer campo normal paralelo ao longo de qualquer curva ({16]). Uma
subvariedade do espaco Euclideano é isoparamétrica se tem fibrado normal plano e
curvafura principal constante.

Uma caracterizagao das subvariedades de curvatura principal constante é dada
por Heintze- Olmos- Thorbergsson em [16]. £ mostrado que uma subvariedade de RY
termn curvatura principal constante se e somente se é isoparamétrica ou uma variedade
focal de alguma subvariedade isoparamétrica. Uma subvariedade M de IRV é uma
variedade focal de M se dim M < dim M e existe uma seciio paralela ¢ em TM* tal
que M ={p+¢(p) : b € M}

Seja f : M™ - IR™? uma imersio isométrica de uma variedade Riemanniana
homogénea com segunda forma fundamental a. Como em [28], definimos V¢ por

(VS a)(Y, Z) = VialY. Z) — a(V5Y, 2) — a(Y, V5 Z)

onde V* denota a conexdo normal. Provaremos em seguida o resultado principal
desta secao.

Teorema 2.2.1 Seje f: M™ - R™*? uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana homogénea. Se f € rigida entdo f(M) = M™% x IR onde M™*

€ uma hipersuperficie isoparamétrica compacta da esfera.

Prova:

Provaremos primeiramente que Ve = 0, onde a ¢ a segunda forma fundamental
de f. Seja ¢ = H®M uma decomposi¢io redutivade M = G/ H e v(1) = exp(t X )(p)
uma V¢—geodésica por p, onde X denota um campo de Killing. Dado £ € T,M*,
visto que cada isometria de M ¢é identificada com uma isometria de JH"*Z, podemos
definir £(1) ao longo de v por

£(t) = exp(tX).(E).
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O operador de Weingarten correspondente tem autovalores constantes ao longo de .
Isto implica que, se VW € T,M e V(1), W(t) séo os transportes V°—paralelos ao

longo de 7, entao
oV (1), W(8)) = eap(tX)u(a(V, W)

e entao (a(V (), W(t)).£(t)} é constante ao longo de +.
Seja {1, €} uma base ortonormal de T, M*, { X, ..., X,,} uma base ortonormal de
autovetores de Ag,. Definindo §;(t) e X;{t) em 7 por transporte V°—paralelo, temos

: o Xi, X5)(t), &) = 0 = (Vxa(Xi(t), X;(1), &(1) + (a(Xu(t), X;(t)), Vzéa(t))

7
Como V£, é miltiplo de £, e X;(t) diagonaliza A, (), a equagao acima

implica que

Vol Xi(t), X;{t)) = a&; (1), parat £ j
Como VR = 0, aplicando a equagao de Gauss
R{X:, X5) X5 = Aagx, x ) Xi = Aaxix X

temos
Avia(x, X)X — Aviaxx) X =0 (2.1)

Como Agiaix, x,)X; € miltiplo de X;, tomando produto interno por Xi com
k £ 7 obtemos
(AVi-a(XJ,XJ}X{?Xk> =0 para 3.., k # _}' (22)

Tomando o produto por X; obtemos
(VyalX5 X;) o Xi, X;)) = (Vya(Xe, X;).al X, X)), (2.3)

{a(X;. X;), a( Xi. X;)} € constante ao longo de 4 pois 8do imagens de isometrias. e
entao:

(VxalX;, X;), o X;, X;)) = —(Vxa(Xi, X)) o X;, X;)) (2.4)

Combinando as equagoes 2.3 e 2.4 obtemos
(VialX;, X;), e X, X;)) =0 YVj#£4 (2.5)
Como {a(X;, X;}, a(X;, X;)) é constante, obtemos

(Vj.(a('xja‘Yj)'sa(Xja‘Xj)) =0 (2.6)
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Isto implica que Vya{X;, X;) é drtogonal ao primeiro espago normal da imersao
em p, denotado por N;(p). Afirmamos que dim N:(p) = 2 e entdo

V%Of(Xj,Xj) =1 V_}'

De fato, suponha que exista um vetor normal 5 tal que A, = (0. Seja £ um vetor
ortogonal a 7. A rigidez de f implica que dim N;(z) = 1 para todo r € M, isto
é, A, = 0. Observamos que f(M) nio estd contida em um hiperplano de IR"+?
e o operador de Weingarten A, tem um autovalor constante ndo-nulo, Aplicando a
equacio de Codazzi concluimos que V41n = 0 e entao N, é paralelo (ver proposigao 4.5
de [9]). Entao, por um resultado de Erbacher [13], f reduz codimensao, contradizendo
que a imersao € rigida.
Analogamente, se {Y;} diagonaliza A, obtemos que

Via(¥;,¥,) =0 V;
X, = ¢ a; Yy, onde os a;;’s sao constantes ao longo de . Para ¢ # j temos:

a(Xi, X;) = apajira(Ye, Yi) + 3 ainaua{Ys, Y1)
P ik

Via{X;, X;) = Za{kaﬂVj}a(Yk, Yo
I#k
Mas para k # ! Via(¥:,Y!) é miltiplo de £ e Via(X;, X;) é miiltiplo de &;. Entéo
Vi X, X;)=0V1i+#j. Logo Voo =0.
Seja ¢(t) uma curva diferenciavel por partes e £(2) um campo normal paralelo ao
longo de ¢. Sejam V(1) e W(t) campos V°—paralelos ao longo de ¢. Como Va = 0,
ternos entao

Vge(V(), W(1) = 0

Portanto {a(V{(t}), W (1)), £(t)) é constante ao longo de ¢, isto é, A; tem autovalores
constantes. Entédo f(M) é uma subvariedade de curvatura principal constante. Pelo
teorema de Heintze-Olmos-Thorbergsson (Teorema A de [16]), f(M) é uma subvar-
iedade isoparamétrica ou uma variedade focal de uma subvariedade isoparamétrica
de IR™2.

Se f(M) é focal de uma isoparamétrica N em IR"*?. N é uma subvariedade
(n + 1)—dimensional de IR"*%, Entdo N = S™ x IR* por ser isoparamétrica. Como
M é n—dimensional ( n > 2 ) entao N = §' x IR* ¢ M ¢ totalmente geodésica em
IR"*?, contradizendo o fato de que f é rigida. Portanto f{M) é uma subvariedade
isoparamétrica e o resultado segue agora dos teoremas 1.18 e 1.20 de [33] g
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As hipersuperficies isoparamétricas homogeneas da esfera sao classificadas em {32],
visto que sao drbitas da representagio de isotropia de um par Riemanniano simétrico
(também chamado s—representacao).



2.3 Rigidez de Subvariedades Homogéneas em Codimensao
Dois

Um teorema classico de Beez-Killing afirma que uma imersao isomeétrica de M™
em Q"*! cujo posto da segunda forma fundamental é > 3 em todo ponto é rigida.
Uma generalizacao deste resultado para codimensdes maiores foi obtida por Allen-
doerfer. Se f: M"™ — M™?P ¢ uma imersdo isométrica, € &1,...,¢, é uma base de
T(xyM*, o nimero tipo 7(z) é definido como o maior inteiro 7, para o qual existe
X1y .oy Xo € To M tal que os 7p vetores Ag,{X;), 1 ¢ <p,1<j < 1,580 linearmente
independentes. 7(z)} ndo depende da base £;,..., &, escolhida. Observe que se a codi-
menséao p € 1, entdo 7{z} € 0 posto da segunda forma fundamental. O resultado de
Allendoerfer afirma que se uma imersao f: M™ — Q7? tem nimero tipo 7(z) > 3
em todo z € M, entao f é rigida.

Um resultado global devido a Sacksteder diz que se M™ é compacta (n > 3 se
c<0en>4sec>0)entdo f: M — Qr* é rigida se o conjunto dos pontos em
que f € totalmente geodésica nao disconecta M.

Neste trabalho usaremos os resultados de do Carmo-Dajczer para estudar rigidez
em codimensao 2. Definimos agora o conceito de s—nulidade de uma imersao isométri-
ca que foi introduzido em [8) no estudo de rigidez. Seja f : M™ — M"*P uma imersio
isométrica. Para cada inteiro s, 1 < s < p, e para cada subespaco s—dimensional
Us C TyoyM* defina op: : T,M x T,M — U* como a projecio de a em U*, isto &,

ap{(X,Y) = mps. 0 (X, Y)

onde 7y: € a projecio ortogonal mys: Ty, )M+ — U*. A s—nulidade de f em z, é
definida por:

ve(x) = UsCrgf?le{dlm(N(aw))}

onde N{oy:) denota o espago de nulidade de oy, isto é,
N(op-) = {X € TeM s aus(X,Y) =0 ¥V ¥ € T.M)

A 1—nulidade () é a dimensdo méxima que o micleo de urn operador de Wein-
garten assume em z. De fato, se 5 é um gerador unitério do subespaco 1—dimensional
U em TI(I)MJ' entao

o (X, 1) = (o X, Y), i = {4, X.Y)g

Logo N{og1} = ker(A;) e vi(z) = max{dim(kerA,) : g € Ty yM1}. do Carmo - Da-

jczer provaram o seguinte teorema:
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Teorema 2.3.1 Seja f: M™ — IR™™* uma imersdo tsomélrica, comn > 2k, k < 5.
Suponha que para todo x € M e todo inteiro s, 1 < s < k, a s—nulidade v,(z) de f
em z satisfaz v,(2) <n — (25 +1). Entdao f ¢ rigida.

Observe que o fato de uma imersao isométrica f : M™ — IR" ser rigida nao implica
que a restrigio f|y a um aberto U C M é rigida. Por outro lado quando f nao é
rigida pode existir U C M tal que fly é rigida.

Lema 2.3.2 Seja f: M* — RN uma imersdo isoméirica de uma variedade Rieman-
niana conera. Se f € ndo-rigida entdo eriste p € M ¢ uma vizinhanga U C M de p
tal que fly € ndo-rigide pare qualquer vizinhanga U' C U de p.

Prova:

Suponha que para cada x € M e toda vizinhanca U de r existe um aberto /' C U
tal que flys é mgida. Fixemos um ponto p e uma vizinhanga U’ de p tal que [y é
rigida. Se g : M™ — IRY é outra imersao isométrica, existe uma isometria T de R
tal que flur = T o g|p+. Definimos:

A={zeM: f(z)=T(g(z))}

E claro que A é nao vazio e fechado. Além disso, o interior de A, denotado por
int{A) € ndo vazio. Seja g um ponto limite de int(A). Nossa suposicao implica que
existe uma vizinhanca V de ¢ tal que flv € rigida. Portanto existe uma isometria
S de RY tal que fly = Sogly. Seja W =V nini(A). W é nso vazioe S=T
em g(W). Novamente nossa suposicdo implica que para cada z € W existe uma
vizinhanga W’/ C W de z tal que f|y~ ¢ rigida, caso contrario z e W satisfariam o
lema. Entao gjw: é também rigida. o que implica que nao existe um subespago afim
de RY contendo g(W'). Como S e T coincidem em g(W') entio S =T em todo
ponto de IRN. portanto V C A, A é aberto e entdo A = M. Mas isto significa que f
é rigida, o que contradiz a hipdtese do lema. g

Lema 2.3.3 Seja f : M™ — IR n > 5 uma imersdo isométrica de uma variedade
homogénea tal que vi(x} <n —5 para todo = € M. Enido ou f € rigida ou para todo
x € M existe n € TyyM?* tal que tk(A;) <2

Prova:

Suponhamos que f é ndo-rigida. Mostraremos que o {ndice de 1—nulidade sat-
ifaz 1 (z) > n — 2 para todo z € M. Isto significa que existe 5 € Ty M* tal que
rk(A,) € 2. De fato, suponha que exista ¢ € M com »{g) <n — 3. Entio existe
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uma vizinhanga V de ¢ tal que »(z) £n—3 para todo z € V. Visto que n 23
e vo(z) = v(z) < n — 5, segue do teorema 2.3.1 que fly+ é rigida para todo aberto
V! C V. Como estamos supondo que f nao é rigida, pelo lema acima existe p € M e
uma vizinhanca U de p tal que se U C U e p € U’ entao f|ys ndo é rigida. Se M €
homogeénea existe uma isometria & de M tal que h(p) = q. Entdo existe um aberto
V' ¢ V dado por V' = h(U’) para algum U’ C U/ com p € U’. Temos entéo que flv:
é rigida e f|y é ndo-rigida. Isto é uma contradigao, visto que U’ e V' sao variedades
Riemannianas isométricas. g

Utilizaremos a seguir um lema algébrico obtido por M. do Carmo e M. Dajczer
[8]. Este lema desempenha um papel crucial em alguns problemas relacionados com
rigidez de imersdes isométricas.

Seja W um espaco vetorial real m—dimensional. Uma forma bilinear simétrica
{,y : W x W — IR serd chamada produto interno se além disso for nao-degenerada,
isto é, se t € W e {z,y) =0 para todo y € W entéo z =0. Se ¢ é a dimensao
maximal de um subespago de W onde {, ) ¢é negativa definida, e p = m — g, dizemos
que (W, {,}) ¢ do tipo (p,q) e denotamos por W%, Um subespaco VC W é
degenerado relativo a {, ) se a resiricao do produto interno {, } a V' x V é degenerado.
Um vetor z € W tal que {z,z) = 0 é chamado um vetor nulo; chamaremos um
subespaco de W de subespaco nulo se todos os seus elementos sao vetores nulos.
E imediato verificar que um subespaco V C W & nao-degenerado se e somente se
VNVt = {0} onde V' denota o subespago ortogonal a V. Se V € degenerado entio
V N V4 é um subespago nulo nao trivial de W.

Seja V um espago vetorial real n—dimensional e 8:V xV = W uma forma
bilinear (com valor vetorial} simétrica. Dizemos que 4 é plana em relagio ao produto
interno {,) : W x W — IR se,

(B(z,y), Bz, w)) = (Blz,w),B(z,9)) Ya,y,z,0eV, (2.7)

e que 3 é nula se

((ﬁ(xay)aﬁ(zaw)» =0 Va,y,z,we V. (2.8)

Denotaremos o espaco de nulidade de § por N(§), isto é:
Ny ={zeV:Blyzx)=0VyeV]

A dimensio de N(f) (nulidade de 3}, sera denotada por v(3). Podemos agora enun-
ciar o referido lema algébrico:
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Lema 2.3.4 Seja A : VP x V* - WER uma forma bilinear siméirica, tal que
B £ 0. Suponha que B € plana em relagio ao produto interno {,) em Wik e
que n — 2k > v(f). Entao, se k < 5, W admite uma decomposi¢ao em soma direla
ortogonal

W(k.k] — Wl[r,r)@Ivsz—r,k—r}

tal que, se escrevermos B{x,y) = Pz, y) @ Paz,y), onde Bi(z,y) € Wi e
Baz,y) e Wy, z,y €V, lemos:

i) /140 ¢ B € nula, isto € {Bi(z,y),bi(z,w)) =0 Vz,y,z,weV

il) B, é plana e dim{N(B;)) > n —dim(W,).

A prova deste lema pode ser obtida em [8], onde os autores conjecturam além
disso, que o mesmo resultado deve valer sem a restricio £ < 5. A aplicacdo que
faremos aqui (para k = 2) é como em [8] e [22], e pode ser descrita como se segue.

Considere duas imersdes isométricas f: M™ — R**? e f: M™ — R"*%. Sejam
o: M x T,M — TypyM* e a: T,M x T,M — Tj,,M* a segunda forma funda-

mentalem p€ M de fe f respectivamente. No espago W definido por:
W = TipM* & Ty, M+
defina o produto interno
(+&n+a) = (Em) — A (2.9)

onde £,n € TypM* £, ¢ Tf(p)MJ' e {,) éo produto interno de IR*t2. Ohserve
que {,) ¢ do tipo (2,2), isto é W = W2,
Defina além disso uma forma bilinear simétrica 8 : T,M x T,M — W2 por;

BX.Y)=o(X,Y) DX, Y) VXY € LM (2.10)
Segue da equagdo de Gauss para f e f que:

(e(X,Y),a(Z,W)) — (a(X,W),a(Y, 2)) =
= {(&(X,Y),a(Z,W)) — (&(X, W), &(Y, Z))

de onde se obtém que:

(BX.Y),B(ZW)) = (BIX,W),8(Y,Z)) ¥V X.Y,Z,W e T, M
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o gue mostra que 3 é uma forma bilinear plana em relagio ao produto interno definido
acima. Neste contexto poderemos entao aplicar o lema 2.3.4 se tivermos v{8) < n — 4.

Observacao 2.3.5 A decomposi¢io W = W, & W, do lema 2.3.4 nac € unica. Na
aplicagao do mesmo para o caso em que W = TypM* @ 'l”);(p}ML , podemos observar
que:

a) Se A é nula, entdio (a(X,Y),e{Z, W)} = {&(X,Y),&(Z,W)), para todo
X,Y,Z,W € T,M, o que implica que existe um operador linear ortogonal

T:TipM* - Tf(p)M‘L tal que a=Toa.

Assim se 6 € Ty,yM" e 6 = T(#) os operadores de Weingarten Ag e A; sao iguais.

b} Se § ndo é nula entao Wy = Wl(l'l) e W, = W;fl'”. Segue da demonstragio em
[8] do lema acima que podemos obter Wy = U@ U, W, = V&V, onde U,V C
TimM*, U,V C TjyM* U LV, e U L V.

De fato, o subespago S{8) C W ¢é degenerado, isto é, S(8)N S(B)L # {0}. Se
B nao é nula segue que S{B) N S(B)* é 1—dimensional. Seja ¢ + £ € S(B) N S(B)*.
Podemos tomar W; como o subespago de W gerado pelos vetores {£ + £,£ — £} e
W, seu complemento ortogonal. Entio se g L { em Ty, yM* e 7 L £ em Tﬂp)Ml,

W, = span{f +0,0 + £} e Wy = span{y + 0,0 + #}.

Portanto, se dim{N(#)} < n — 4, podemos aplicar o lema 2.3.4. No caso em que
B nao é nula, existem ¢,9 € TypM* e €,7 € Tj,M*, com¢ Ln, € Lije

b= as+ a; , P2 = oy + 6y

onde ag, an, &7, &; 580 as projegbes de o e &, nas diregoes dos vetores £, 7, £ e 7
respectivamente. Para V X,Y,Z, W € T,M temos:
D {A(X,Y),5(Z,W)) = 0 ,ouseja

((X,Y),0(Z,W)) = (a5(X,Y),a5(Z,W}) (2.11)
1) {B2{X,Y), B:(Z, W)} = {B2AX, W), B:(Y,Z)} , ou seja

{ag(X,Y), aq(Z, W)) — {0y (X, W), a, (Y, 2)) =
= (@3(X,Y),a:(Z, W) — (65(X. W),a5(Y, 2))  (2.12)
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Lema 2.3.6 Seja f: M™ — R*? n > 5, uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana M. Sejam p,q € M, e b uma isometria tal que h(p) = q. Suponha que
dim[dh,(Ns(p)) N Ny(q)] < n —5 (em particular se vs(p) <n—35 ). Entdo existem
e TipmM*t e £ ¢ TrgM* para os quais A; = A, isto €

dhy(AcX) = As(dh, X) ¥ X € T,M

Além disso, se as segundas formas fundamentais em p € ¢ ndo sdo congruentes,
existem 7 L€ e 7 LE com 1kA, <2, thkA; <2, ese tkd, =2 (ourkd; = 2 )
entdo dhy(kerA,) = kerAj;.

Prova:

Considere as imersoes isométricas f e f = f o h, e denote por a e &, respectiva-
mente, a segunda forma fundamental em p dessas imersées. Como observamos acima,
aforma 8 = o+ & é plana e ¥(3) = dim(dh,Ns(p) N Ns(g)) < n — 5. Podemos entdo
aplicar o lema 2.3.4 e obter a decomposicao f = ) + 3. onde 4 # 0 é nula, B, é
plana, e além disso v{#;) > n — dim W},

Se 8; =0 entdo § é nula, o que significa que o e & sao congruentes. Pela ob-
servacgao 2.3.5 item-a, existe um operad(?r T:TypM*+ - Ty yM* tal que 6 = T o 0.
Escolha um vetor § € Ty, M*, defina £ = T({) e entio A; = A

Caso contrario, se 3 # 0, entdo, como dim{W,) é par. segue que dim{W;) = 2.
Logo, existem £,n € TynyM* e £he TyagM*, £ Lnpe €14, para os quais se
verificam as equagoes 2.11 e 2.12, e tal que v(8;) 2 n — dim(W,) =n — 2.

Observe que kerA, = N(ay), logo dim{kerA,) = v(ay) > v(f2) > n — 2. Analoga-
mente se mostra que dim{kerA;) > n — 2.

Suponhamos que dim{kerA,) =n — 2. Se X & kerA; = N(&;), temos entao pela
equagao 2.12 que:

(0g(X,Y), (2. W)} = {0y(X. W), (Y, Z)) V Y, 2, W € T,M

Defina ¢ : T,M — R, o(W) = o, (X, W). E claro que dim{ker(¢)) 2 n — 1. Como
dim(kerA,) = n — 2, existe W € ker(y) tal que W ¢ ker(A,), ou seja, o, (X, W)} =10
e existe Z tal que a,(Z, W) # 0. Pela equagio acima entédo temos que a,(X,Y) =0
VY, ou seja, X € ker(A,). Isto mostra que ker(A;) C dhy(kerA,). Segue que

dh,(kerA,) = ker(A;)

pois dim(ker(Az)) 2 n — 2 e dim(dh,(kerA,)) =n 2
Para concluir a demonstragao resta mostrar que A; = A¢ para o caso em que a e
& ndo sao congruentes,
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Observamos em primeiro lugar, que na equagao 2.11 se fizermos Z = X e W =Y,
temos que |ag{X,Y)| = |&:{X,Y)| para quaisquer X,Y € T, M. Se existirem vetores
Xo, Yo, X1,Y1 € T, M para os quais se verifiquem:

Q’,s(Xg,Yg] = ﬁé(Xg,}b) ?(: 0 ¢ CI&(X],YI) = —éé(Xl,},]) ?é 0

teriamos uma contradicao com a equagao 2.11. Podemos entao escolher £ convenien-
temente, de modo que:

ae(X,Y) = &(X,Y) ¥V X,Y € T,M*

Como ja observamos, a;(X,Y) = &z(dh,X,dh,Y’) onde & ¢ a segunda forma fun-

damental da imersao f em ¢. Portanto
a(X.Y) = ag(dh, X, dh,Y) ¥V X, Y € TM"

Como ay(X,Y) = (AX,Y) e &;(dh,X,dh,Y) = (A;(dh.X)},dh,Y) , entdo para
todo X, Y € T, M"

(A X,Y) = (Ag(dhy X), dhpY ) = ((dhy )™  (Agldhy X)), Y)

onde a segunda igualdade vem do fato de A ser uma isometria. Temos entéao finalmente

que
dhy(AeX) = Ag(dh,X) VYV X € T,M".
Isto conclul a demonstragao do lema. g

Lema 2.3.7 Seja f : M™ — IR"? n > 5, uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana homogénea. Suponha que ezisiam p,q € M salisfazendo as sequintes
condigées: vi(p) < n —5 erk(As) > 2 para todo 0 € Ty yM*. Entio vy = vs(p), e a
distribuicdo de nulidade relativa € invarianie por isometrias. Além disso, para todo
x €M etodo € Ty M+ rk(Ag) > 2.

Prova:

Afirmamos, em primeiro lugar, que todo operador de Weingarten em p tem posto
> 2. De fato, se a segunda forma fundamental de f nos pontos p e g sdo congruentes,
a afirmacéo é 6bvia. Este é o caso se tk(Ag) > 3 V8 € Ty (,)M*. Caso contrario, segue
do lema 2.3.6 que existe n € Ty, M* tal que 1kA, = 2. Como v4{p) < n — 5 entio
rkAg > 3 para todo # € Ty)M* que néo é miltiplo de 7.
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Podemos agora repetir o argumento acima para o ponto p e um ponto z € M
qualquer. Se h é uma isometria tal que A(p) = z, denotando por a e & as segun-
das formas fundamentais em p das imersées f e f = f o h respectivamente, obser-
vamos que Se o € & sdo congruentes entao vy(z) = vy(p), tkAg > 2 para todo & em
TieyM* e dh,(N(p)} = N¢(z). Por outro lado, se o e & nao sdo congruentes segue
do lema 2.3.6 que existem £, 7 € Ty(yM*, e f, 7 € TrmyM ™ tais que dh,A¢ = Agdhy,
dh,(kerA,) = kerA;, e dim(kerA;) = n — 2, portanto dh,(Ny(p)) = Ny(z). Em par-
ticular vy(z) = v¢(p). Como dim(kerA;} = n — 2 entao todo operador de Weingarten
em z tem posto > 2, senao o indice de nulidade seria maior do que n — 5.

Consideremos agora outro ponto y € M escolhido arbitrariamente e ¢ uma isome-
tria tal que ¢(z} = y. Como {goh)(p) =y, segue do que foi mostrado acima que
d(g o h}{N¢{p})) = N¢(y). Como também dh,{N;(p)) = Ny(z), é imediato verificar
que dg,(Ns{(z)) = N¢(y), e o lema esta demonstrado. g

O resultado abaixo tem um papel central na classificacdo das subvariedades ho-
mogéneas em codimensao dois.

Teorema 2.3.8 Seja f: M™ — R™? uma imersio isométrica de wma variedade
Riemanniana homogénea tal que vo = min{vs(z): 2 € M} < n 5. Entdo um dos

casos sequinles ocorrem:

a) Em todo z € M eziste n(z) € Ty )M+ tal que rkA, ) < 1. Se z,y € M sdo
pontos arbitrdrios ¢ b € uma isometria tal que h(z) = y existem £(z) € Ty, y M+
ortogonal a n{z), e £(y) € Ty yM™* ortogonal a n(y) tais que Agryy = Ag(y), tsto

rs

€

dhz(Ag(I)X) = Af(y](dth] vV X el ,M"

b) vi = v eemtodox € M existe n € TM*, tal que tkA, ;) = 2. A distribuigdo
ker(Ay) € diferencidvel e invariante por isometrias. Além disso se 2,y € M ¢
h € uma isometria tal que h(x) =y entdo existem £(z) L n{z), € £(y) L n(y)
tal que Ag(x) = Agiy)-

¢) [ € rigida.
Prova:
Suponhamos que existe ¢ € M tal que rkAg > 2, V@ € Ty, M*. Pelo lema 2.3.7,

vy = v, eVo € M, V8 ¢ TI(I)ML, tkAg > 2. Pelo lema 2.3.3, ou f é rigida ou
Vz € M existe n € TyyM?1 tal que rkA, = 2. Note que em cada ponto nao podem
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existir duas diregoes linearmente independentes com rk < 2, caso contrario v > n—4.
As afirmagbes restantes em a) e b) seguem agora do lema 2.3.6. g

Observacao : Uma mesma imersdo pode satisfazer mais de um itemn da teorema;
como veremos no préximo capitulo, se uma imersdo é caracterizada pelo item (a)
entao ela nao ¢ rigida, enquanto que no caso do item (b} veremos que a imersao é

rigida.

Se 1k(A;,) é constante em uma vizinhanga U C M entdo as secbes £ e n podem
ser escolhidas diferencidveis em U. Seja p: U C M = G/H — G uma secao local
diferenciavel, onde H € o subgrupo de isotropia de G = Iso(M) em p € U. Para cada
z € U, p(z) é uma 1sometria que denotamos por p; que aplica p em z. Se X é um
vetor em T, M definimos o campo X{z) = (pz)«{X) que € diferencidavel em U. Fixado
¢ em T,M*, podemos definir {(z) em cada x € U por:

Aeo(X(2)) = (p2).(AcX)

para todo X € T,M, onde X(z) = (p;).(X). Observe que A(;)(X(z)) define um
campo diferenciavel em U, visto que p é diferencidvel.

Seja X € ker(Aqyp). Se vy <n—3existe Y € T,M tal que {a(X,Y),£) # 0. Es-
tendemos X,Y a campos diferenciaveis em U através de p. Observe que a constante

(a( X(z),Y(2)),&(z)) € nao nula. Como X € ker(A,), entdo
o X,Y) = {«(X,Y),£)¢

logo £ é diferenciavel. No caso em que tk(A,) =1, se v; < n — 2 entao a dimensio
do primeiro espa¢o normal € 2. A diferenciabilidade de ¢ entdo segue do fato que A
¢ diferenciavel. g
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Capitulo 3

Imersoes com Posto menor que Trés

3.1 Imersoes com rkA4, < 1.

Seja f : M* — IR™? uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
homogénea tal que ¥y = minzep{rs(z)} < n —4. Suponha que para cada x € M
existe uma base ortonormal {£,n} do espaco normal T,M* tal que k.o A¢ = £ A;0h,
para toda isometria A € Iso(M), e tkA, < 1. Observe se I’ é uma aberto no qual
tkA, = 1, entdo kerA, é uma distribuicao diferencidvel definida em U.

Lema 3.1.1 Seja U C M um aberto tal que vy Sn—4 erkd, =1 em U. Se X €
um campo vetorial em ker(A,) entao (VEn)(p) =0 para tedop € U.

Prova:
Fixe um ponto p € U qualquer, denote por V o nucleo do operador A,, onde
n = n{p) e escolha um vetor unitario £ em T, )M* ortogonal a 5. Consideremos o
seguinte subespago W
W={ZeV:AZcimA,}

Afirmamos que dim W < n — 3. De fato, como rkA, = 1, entdo o operador
Aglw : W — imA,

tem posto < 1, logo se dimW > n — 3 seguiria que dimker{A¢|w) > » —4. Como
ker{ A¢lw) C kerA,, segue que ker{A¢lw) C Ny(p), e entédo vs{p) > n — 4, 0 que con-
tradiz a hipdtese.

Assim o complemento ortogonal de W em V tem dimensao > 2. Sejam X, X,
campos pertencentes ao micleo de A, com Xi(p), Xo2{p} L W, e {X1(p), Xa(p)} li-
nearmente independentes. Como 4,X, =0 = A, X, da equacdo de Codazzi:

Vi, AnXs = AV 5, Xa = Ay Xa = Vi Ay — AV X1 - Agy X,
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temos
AV_,*(?nXl — AV‘,J;]HX'Z = AR[X],XQI € 11’[1/‘1.TI

Agora, observando que V%7 = A{ e Vi n = 6£ e restringindo a equagao acima ao

ponto p, temos

AefMp) X1 (p) — 8(p) X2(p)] € imA,

Porém X = [A(p)X;(p) — 6(p)X2(p)] L W, logo X = 0 pela definigio de W. Isto
implica que A(p) = é(p) = 0 pois {X1(p), X2(p)} é linearmente independente, e por-
tanto:

(Vx,n)(p) = (Vx,n)(p) =0

Consequentemente, para todo campo vetorial X € kerA, tal que X(p) L W temos

(Vxn)(p) = 0.
Consideremos agora, campos X,Y € kerA, com X{p) L W e X(p) # 0. Nova-
mente aplicando a equagio de Codazzi, temos:

A,?[X., Y] = AV;“-‘.’}X - AV}(‘FY == Av.}l._,;JX

onde a igualdade da direita vem do fato que Vx7n = 0. Como Vin = A, se A(p) # 0
resulta da equagao acima que Ag;,)X € imA,. Mas isto contradiz a escolha de X,

logo (Vy7)(p) = 0. w

Lema 3.1.2 Seja I/ como no lema 8.1.1. Entdo eziste uma imersdo isométrica de
U em R*.

Prova:
Ja vimos que £ é uma secao diferencidvel do fibrado normal sobre /. Consideremos
o fibrado E = TU x IR contido no fibrado normal. Definimos & : TU x TU — E por

X, Y) = {a(X, Y}, £}

Mostraremos que & satisfaz as equagdes de Gauss e Codazzi e entéo o resultado segue
do Teorema Fundamental das Subvariedades. A equacao de Gauss segue imediata-
mente do fato que tkA, = 1. Para a equagdo de Codazzi, consideremos X e YV
tangentes a U/. Devemos mostrar que

VxAeY — A:VxY = VyAX — AVy X.
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Pela equacao de Codazzi para a imersao f
VxAY — AVxY — AVj;EY = VyAeX — AVy X - AvﬁX
observamos que € suficiente mostrar que

Seja {Xi,..., X, } uma base ortonormal tal que X; € kerA, para: > 2. Usando o lema
3.1.1 concluimos que cada lado da equagdo acima € igual a (X, X }{Y, X1)A,(X1) e
entdo a equagao de Codazzi estd verificada. g

Teorema 3.1.8 Seja f: M™ — IR™?, uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana homogénea tal que vy = min{vs(z) : ¢ € M} < n — 4. Suponha que
para cada © € M eziste uma base ortonormal {£,7} de T,M* lal que tk(A,) < 1
e ho 0 Ag = +A¢ 0 h, para toda h € Iso(M). Entdo M = M™ x R" ¢ f = f x1
onde i : R* — R¥ ¢ a identidade e mingeyz{vs{z}} = 0. Além disso um dos casos

seguintes ocorrem.

a) M € isométrica @ uma esfera S™ e f € homotopica airavés de imersées isomé-
iricas & imersde de S™ em um hiperplano de IR™2.

b) M ¢ recoberta por S™ ' X IR e for € homotdpica através de imersées isométricas
a gxi onde g € a imersdo de S™' em um hiperplano e 1 € a aplicacdo identidade
(m € a aplicacdo de recobrimento).

Prova:

Suponhamos primeiramente que A, = 0. Observe que v/(x) < n — 2 para todo
z € M, caso contrario pela homogeneidade M seria plana o que contradiz vp < n —4.
Entao para qualquer campo vetorial ¥ tangente a M encontramos X linearmente
independente com Y tal que A, X # 0. Aplicando a equagao de Codazzi para X e Y
na direcio de 7, obtemos {Vin,£) = 0, mostrando que o primeiro espago normal de
f é paralelo. Pelo resultado de Erbacher em ([13]) f reduz codimensao. Entao M é
uma hipersuperficie homogénea de um subespaco afim (n + 1)—dimensional de R"™*2
e portanto fem curvatura secclopal ndo-negativa.

Suponhamos agora que exista p € M tal que tkA, = 1. Observe que como A;
¢ constante, entao v(p) = /min{y;} < n — 4. Entdo pelo lema 3.1.2 existe uma
vizinhanca U de p que pode ser imersa isometricamente em R*'. Além disso, visto
que para toda isometria ki € Iso(M) temos k. 0 A; = £ A¢ o h., os autovalores de
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A¢ sao constantes e entdo U é uma hipersuperficie isoparamétrica local de R,
Um resultado de Terng (ver Teorema 3.4 em [34]) afirma que existe uma hipersu-
perficie isoparamétrica completa N de IR"*' que estende U. Da classificagio das
hipersuperficies isoparamétricas no espago Euclideano temos que N = St x R
Portanto U tem curvatura seccional nio-negativa e, pela homogeneidade, M também
tem curvatura seccional nao-negativa.

Em ambos os casos, a primeira parte do teorema segue do resultado de Hartman
em [15].

Estudamos agora a imersio f : M™ — JR™2. Observe que M e f satisfazem
as hipSteses desta segao. Usando a mesma notagio, suponhamos inicialmente que
A, = 0. Usando a equagio de Codazzi € o fato que vy < n — 4, concluimos que 7
é paralelo e entdo f(M) esta contida em um hiperplano de IR™*2. Portanto, pela
classificacio das hipersuperficies homogéneas concluimos que M é isométrica a uma
esfera S™, visto que ¥y = 0. Se existe uma vizinhanca U/ de M tal que kA4, = 1,
obtemos como acima que U/ é um aberto de uma esfera S™ ou de 5™ ! x R. Isto
implica pela homogeneidade que ou M tem curvatura constante ou existem duas
distribuicdes involutivas e paralelas definidas em M de dimensdo 1 e m — 1. No
primeiro caso os resultados de [5] e [6] implicam que M é simplesmente conexa e
portanto M ¢ isométrica a uma esfera S™. O segundo caso implica, pelo teorema de
decomposicio de de Rham, que o recobrimento universal de M é §™-! x R.

Se M é isométrica a uma esfera, visto que m > 4, aplicando um teorema de Moore
([24]) obtemos que f é homotépica através de imersdes isométricas & imersio de S™
em um hiperplano.

Por outro lado, se o recobrimento de M é S$™7! x R o Teorema 2(ii) de [27]

descreve a imersao. a

Obs. Se M € néo-compacta podemos aplicar o Teorema 1 de [27]. Segue deste
resultado que M é simplesmente conexa, e entao M ¢é isométrica a S*1 x R.
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3.2 Imersoes com kA, =2

Nesta secao f denota uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
homogénea n—dimensional M em R""? tal que em cada ponto de M existem segoes
diferencidveis ortonormais ¢ , n do fibrado normal, satisfazendo as seguintes pro-
priedades. 1k(A,) = 2 e a distribuicdo ker(A,) ¢é invariante por isometrias; e A; €
constante, isto é, se i é uma isometria de M, entao h,A; = £A¢h,. Em particular
isto implica que vs(z) é constante em M.

Proposicao 3.2.1 Sejam &;, i = 1,2 os autovalores ndo-nulos de A,. Se §; € cons-
tante e v; <n —4 entdo M = S?2x SEx B % onden—2—k= vy.

Prova:

Seja h € Iso(M) e f = foh. Visto que A e A, sao constantes, para pontos
arbitrarios p,q € M temos que a, ¢ «, sao congruentes. A equagdo de Codazzi
implica que {V££,7)(p) = {(Vx&,9)(g). Segue entio do Teorema de Rigidez que f
e f sao congruentes. Portanto para cada h € Iso(M) existe um movimento rigido
h de B2 tal que Ao f = f = foh. Entdo a prova do teorema 2.2.1 implica que
f(M) = M™ x IR*™, e M é uma hipersuperficie isoparamétrica de uma esfera S.
Além disso m > 4 pois vy <n —4.

Seja N um vetor unitdrio normal a S em R**2. Se V é um vetor tangente a S
temos que N, V sdo campos ortonormais do fibrado normal da imersdo i : M — R"*2,
Seja # o angulo tal que

N = cos(8)E + sen(f)n V = —sen(8)¢ + cos(8)n.

Visto que N é umbilico, entdo Ay tem um autovalor p de multiplicidade m — 2.
Portanto os autovalores distintos de p devem ter o mesmo valor, pois m > 4 (ver
[32]). Isto implica que M é um produto $* x S*, e o resultado segue. g

Observamos que com as hipéteses da proposicio acima, concluimos que S* x
IR"~** 530 as folhas da distribuicdo dada por kerA,. Assim elas sdo totalmente
geodésicas em M e os campos normais £ e i sao paralelos. Mostraremos que sob as
hipGteses desta secdo obtemos a mesma concliusio, o que implica que § = 8, = §, é
constante.

Lema 3.2.2 A distribuicdo ker(A,) € involuliva ¢ suaes folhas sdo variedades homo-
géneas.
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Prova:

Suponhamos inicialmente que, para toda isometria kb temos que h. 0 Ay =
Agig) © ks, ¥, ¢ tais que k(p) = g. Como A¢ é constante, a demonstragao do Teorema
9.2.1 implicaque f é isoparamétrica em uma esfera, em particular, tem fibrado normal
plano em JR™?. Aplicando a equagao de Codazzi para X,Y € kerA,, temos

A[X, Y] = Ay, Y — Agy X (3.1)

Como V7 e Vi sao multiplos de ¢, segue que A,[X,Y] = 0. logo kerA, € involutiva.
Podemos entéo supor que existe uma isometria h tal que h(p) = g e h, o Ay, #
T A, (g © A
Sejam X € ker(A,) e Z € TM campos definidos em uma vizinhanga de p. Entao
X = hoX) e Z = h.(Z) 530 campos definidos em uma vizinhanga de g e X € ker(A4,)
pois ker{ A,) é invariante por isometrias. Consideremos as equagdes de Codazzi para

Acempeq.
VxAZ) — A(VxZ) — AqJ}?EZ = VzA(X) — A(VzX) — AVJz_f,,r
V;—(Ag(Z) — A(V3Z) — Av#Z = VzAE(X) — AE(Vz)_() - AV#X’.

Comparando estas equagdes e usando o fato que A é constante, V£ e V3£ sdo
miltiplos de 5 e que X, X € ker(A,) obtemos

(Vi £, W)AnZ = (Vj}g, n)jnz

onde A,Z = h.{A,Z). Como esta equagao vale para todo Z € T,M, se (V£,9) # 0,
segue que h, 0 A,y = kA, 0 he. Porém rk(A,,) = rk(Ay,) = 2 e (ker(Ap))*
é invariante por isometrias. Como A; é constante, a equagao de Gauss implica que
a restricdo de A, ao subespago (ker(A,))* tem determinante constante. Como este
determinante € nao-nulo, segue da expressio acima que &% = 1, e isto implica que
b 0 Anip) = Agg) © he 0U ka0 Ay = — Ay 0 ha. Portanto (Vx€,5) = 0 para todo
X € ker(A,).

Por fim observamos que as folhas de ker(A,) sao homogéneas, pois esta dis-
tribuicao € invariante por isometrias. Sejam N, € N, as folhas maximais , pelos
pontos p e ¢ € M respectivamente. Se h € [so(M) e hip) = ¢, entdo existem vizin-
hancas U, C N, e U, C N, tais que h{U,) = U;. De fato. consideremos uma curva
diferenciavel ¢ : (—¢, €) — N, qualquer satisfazendo c(0) = p. Como () € kerA )
e a distribuicdo € invariante por isometrias, entdo (h o ¢)'(t) = dhey(c'(1)) per-
tence a distribui¢ao para todo t € {—¢,¢), logo { ver [19]. vol.-1 pag. 86) a curva
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t — (hoc)(t) estd contida na variedade integral pelo ponto (ko c)(0) = h(p) = g,
isto é, h{c(t)) € N, para todo t € (—¢,¢).

Assim, o conjunto A = {z € N, : h(z) € N,} é aberto em N, E claro que 0 mesmo
argumento mostra que o complementar A° = {z € N, : h(z) & N;} também é aberto
em N,. Logo como A # ¢ ( p € A), pela conexidade segue que A{N,} C N,. Como p
e ¢ sao escolhidos arbitrariamente, entao h(N,) = N,.

Em particular, cada variedade integral maximal é uma variedade Riemanniana
homogénea com a métrica induzida de M, pois se ¢ € N, entdo a restrigdo hn, €
uma isometria de N,. Além disso duas variedades integrais distintas N, e N, sdo
variedades isométricas. g

Consideremos a imersao g = f|n, : N, — IR"?, e denotemos a segunda forma
fundamental e a conexao normal de ¢ por & e V* respectivamente. Como acima, N,
denota o espaco de nulidade relativa e Ny(g) denota o primeiro espago normal de g.

Lema 3.2.3 dim Ny(g)} <1 € g € uma tmersdo 1-regular.

Prova:
O espago normal de g é gerado por 7, £, Z1, Z3, onde Z;, Z; é uma base de im(A,).
Considerando a equacao de Codazzi

VzAy(X) = AfV2X) = Avy, X = VxAy(Z) — Ay(VxZ) — Agy,Z

onde X € ker(A,) e Z € im(A,) e tomando o produto interno por ¥ & ker(4,),
temos

(Vam (X, Y), &) = (VxY, A(Z)). (3.2)

Como o micleo da aplicagéo linear Z — Vin de T,M em T,M* tem dimensio
> n—1edim(imA,) = 2, segue que existe Z € im(A,) tal que (V37,£) = 0. Por
(3.2) temos entdo que (VxY, A, Z) = 0V X,Y ¢ ker(4,). Se existe uma isometria
h tal que h{p}) = p e W = h.(A,Z) # £A,Z entao (VxY, W)} = 0 e portanto N, é
totalmente geodésica em M. Neste caso segue de {3.2) e do fato que A; é constante,
que ou g € totalmente geodésica ou entdo N;(g) é gerado por £,

Caso contrario a projegao ortogonal de {VxY : XY € ker(A,)} sobre im{A,)
é uma distribui¢io 1—dimensional invariante por isometrias. Denotemos por Z; um
campo unitario que gera localmente esta distribuicdo, e Z2 € im{A,) um campe
unitario ortogonal a Z;. Observe que para toda isometria h de M temos h.(Zy) = +7;
e h.{Z2) = £Z,. Novamente por 3.2 temos

(VxY, Z1) = {a(X,Y ), ()(Vign, €)
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onde A,(W) = Z;. Portanto para X,Y € ker(4,)
a(X,Y) = (a(X,Y),6)(¢ + (Vin, €)Z1)

Visto que A¢ é constante, g é 1—regular. Observemos também que (Vi &) é cons-
tante visto que a distribuigio gerada por Z; é invariante por isometrias e A; € cons-

tante. =

Lema 3.2.4 Sc v; e v, denotam o indice de nulidade relativa de f e g respectiva-
mente, temos:

{a) Se M ¢ compacta e n > 4, entéo v, =0 e Ny(g) € paralelo.

(b} Se M € ndo-compacta € vy < n —5, entdo v, <n —3 ¢ Ni(g) € paralelo.

Prova:

Se M é compacta existe um ponto zo € M tal que a(X. X) # 0 para qualquer
X € Ty, M. Segue da prova do lema 3.2.3 que se Y é uma direcio de nulidade relativa
para g em z € M, entdo (a(Y,Y),£) = 0. Visto que ¥ € kerA,, ker(A,) é invariante
por isometrias e A, € constante, se h é uma isometria tal que h(z) = z¢ entao
a(Y,Y) = 0ondeY = h.(Y). Isto contradiz a escolha do ponto z¢, consequentemente
ve(z) = 0 para todo z € M.

Se n > 4 entao dim(N,) > 2. Sejam X e Y campos linearmente independentes
tangentes a N, e # um campo normal ortogonal a N;(g¢). Segue da equagao de Codazzi

que
(&(X,X),@#ﬁ} =

Visto que a(X, X) # 0 entdo Vi3 ¢ ortogonal a Ni{g) para todo Y tangente a N,.
Portanto N;(g) € paralelo.

Para demonstrar a parte (b), observamos inicialmente que v, < v; + 2. Logo
vy < n— 3. Suponhamos que v, = n — 3. Como dim(N) = n — 2 entdao para X
ortogonal a Ny, a(X,X) # 0. Aplicando novamente a equacdo de Codazzi para
Y € Ny e 8 € Ni(g)* obtemos (&(X,X),V§B) = 0. Como ( = £ + (V. 6)Z
pertence a Ni(g), segue entao que para ¥ como acima, V§( é paralelo a (. Porém
como observamos na prova do lema 3.2.3, (Vi.£) € constante e portanto ||¢]] é
constante, implicando que Vi¢ = 0. Entao,

Vit = —(Vin, OV Z,

Segue que (A¢Y, Z,) = (V§£,Z:) = 0.

34



Isto implica que dim{A(Y) : Y € N,} < 1, de onde concluimos que », <
vy 4+ 1. Como estamos supondo v, = 1 — 3 temos uma contradigdo com vy £ n — 5.
Portanto, v, < n — 3. Podemos entao considerar vetores linearmente independentes
X,Y tangentes a N, que nao pertencem a ker(A¢). Aplicando a equagao de Codazzi
como acima, obtemos que { e N;(g) sao paralelos. g

Proposicio 3.2.5 Nas hipdieses desta segdo temos:

(a) Se M € compacta e n > 4, entdo N € isomélrica a uma esfera S"72,

(b} Se M € ndo compacta e vy < n—3, entdo N € isoméirica ao produto Riemanniano
Sk x R ondek=n—2—vy, > 2.

Prova:

Como Ni(g) é paralelo, pelo resultado de Erbacher ([13}) concluimos que g(N)
pertence a um subespaco afim (n — 1)-dimensional de IR"**. Como pelo lema 3.2.2,
N é uma variedade Riemanniana homogénea, o resultado segue de (18], {25] e [14]. g

Lema 3.2.6 Com a notacdo do lema 3.2.5 temos:
(a) AelZy) € ortogonal a ker(A,)
(b) A¢(Zy) € ortogonal a TS,

Prova:
Seja ( = £ + (Viyn, £)Z;, como acima. Visto que { é paralelo, entio

Vi =—(Vin Vi Zi VX € ker(A,) (3.3)

Concluimos, como na prova do lema 3.2.4, que (A¢{(Z;}, X} = 0 para todo X tangente
a N,. Para provar o item (b) podemos supor que A;(Z;) nao ¢ orfogonal a ker(A,)
em todo ponto, visto que A, é constante. Observe que a projecdo ortogonal de A:(Z;)
sobre ker(Aj,) gera uma distribuigido 1—dimensional, que é invariante por isometrias,
pela observagio feita na prova do lema 3.2.3. Seja V um vetor unitario pertencente a
esta distribuigdo. Mostraremos que V € uma direcao de nulidade relativa da imerséo
g e isto implica o item (b) do lema.

Segue da equacgao de Gauss que {R(X,Y)Z:.Z,) = 0 para quaisquer X,Y €
ker( A,). Entdo pela equagao de Riccl, concluimos que a imerséo ¢ : N — M tem
fibrado normal plano. Denotemos por V4 e RL a conexio normal e o tensor de
curvatura normal da mersao ¢. Como A¢ é constante segue de 3.3 que (V% Z1, Z,) é
constante, logo V47 = ¢Z, onde ¢ é uma constante. Isto implica que

(ViV$2,,Z:) =0 ¥V X,Y € ker(A,)
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Entio, usando que R = 0, concluimos que @'[{iﬂzl = 0. Este fato implica que
(vgx,,,}zl,zg) = 0, e por (3.3) segue que {A:(Z;),[X,Y]} = 0. Em particular temos
que [X, V] é ortogonal a V e portanto (VyV, X} = 0 para todo X € ker(A,) ortogonal
a V. Pela proposicao 3.2.5 N é isométrica a S* x R*">7*. Seja V um campo vetorial
unitério na direcio da projecio ortogonal de V sobre T'S*. Como acima, podemos
mostrar que (VyV, X) = 0 para qualquer X € TS* ortogonal a V. Se k = 2 entéo
V =0, visto que a direcio V é invariante por isometrias e distribuigio gerada por V
seria totalmente geodésica em §2. Por outro lado, se k& > 3, consideremos campos X
e Y tangentes a S* ¢ ortogonais a V. X e Y sdo autovetores de A; correspondentes
ao mesmo autovalor A # 0. Afirmamos que VxY é também um autovetor de A,
correspondente ao autovalor A. Consideremos a equagao de Codazzi

VxAZ — AVxZ — AgyZ = VzAX — AV X — AggeX

onde Z é um campo vetorial qualquer. Observando que A, ¢ constante, X € ker{A,)
e V%¢ = 0, concluimos que

{A:(VxY),Z) = MVxY, 2},

o que prova a afirmagéo. Se {VxY, V) # 0 entdao V é um autovetor da A, visto que
para vetores ortogonais VxY € TS* por 3.2. Isto implica que {A;Z;, V} = 0 e entéo
A¢Zs é ortogonal a T.S*. Por outro lado se (VxY, V) = 0 obtemos uma contradigio
computando a curvatura seccional de S* segundo o plano gerado por X e V. Esta

curvatura € dada por:
(RIX,VIV, X) = -V(VxV,X) + (VxV,VoX) — (VixnV,X) =
<

—{([X, V], X) (VxV,X) = ~(VxV,X)? < 0.

pois VX é ortogonal a X e V, ¢ estendendo X e V por isometrias, (VxV, X) é
constante. g

Lema 3.2.7 As folhas N de ker(A,) sdo totalmente geodésicas em M, e £ e 5 sdo
secdes paralelas do fibrado normal da imersdo f.

Prova:

Segue da prova do lema 3.2.3 que para X.,Y € ker(A,) temos (VxY, Z;)} = 0.
Entao temos que provar que {VxY, Z;) = 0. Para autovetores ortogonais X,Y do
operador de Weingarten A; temos (VxY, Z;) = 0. Se X ¢ uma diregao de nulidade
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relativa da imersdo ¢, também temos (Vx X, Z;) = 0, por 3.2. Assim falta provar que
(VxX,Z) = 0 para X € TS*. Suponhamos que (VxX,Z) # 0. Segue da prova
do lema 3.2.6 que se X € TS*, entdo X e VxX sio autovetores de A¢ com mesmo
autovalor . Visto que (VxX,Z;) = 0 e VxX ndo tem componente na direcao de
nulidade de g entdo A¢(Z;) = AZ;. Se vy, > vy, entdo span{Z,, V'} é invariante por
Ae.

Seja {Xi,..., X»} uma base ortonormal que diagonaliza A¢ com autovalores A; e
X1, X, € span{Z,,V}. Como V € Ny, ((V,V),{) = 0. Entéo segue da equacio de
Gauss que a curvatura seccional do plano gerado por Z; e V é —{A¢(V), Z,)?, logo um
dos autovalores de A¢ é nao-positivo. Assumiremos entdo que A; # A. Consideremos
0s casos possiveis Ay = A e Ay # A. Mostraremos que ambos os casos conduzem a
uma contradicao.

Caso 1 : Se )\; # hpara: = 1,2, ¢ X é um vetor unitirio no autoespago de A, pela

equagdo de Codazzi
Vi AX = AV X — aiAnX = VxAcXi — AV X; — bA, X
onde a; = {V%.£,1) e b= (V& 7}, obtemos
AWV X — AV X = AVx X — A:VxXi + A (U)

onde U = (a; X — bX;) . Notemos que (V{€,7) = 0 e entdo ou U € ker(A,) ou A, (U)
é paralelo a Z; por 3.2. Em qualguer dos casos temos {A,(U),Y) = 0 para todo Y
no autoespago de A, denotado por E,. Isto implica na equagao de Codazzi acima que

i = N(VxX;,Y) =0.

Como estamos supondo que A; # A concluimos que {VxY, X;} = 0. Observamos que
A¢ pode ter autovalores nulos. Visto que A # 0, com uma aplicacao similar da equacao
de Codazzi obtemos que VY € ortogonal a ker(A¢). Entdo a distribuicao definida
pelo autoespago F, é auto-paralela em M e suas variedades integrais sao esferas S*+1
de curvatura constante A%. Observe que o campo vetorial Z; é tangente a SF+! e
invariante por isometrias. Portanto a caracteristica de Euler x(S**') = 0 e entéo
k é par. Como E, é auto-paralela, Vg Z; € TS*. Como Z, e TS* sao invariantes
por isometrias entdao Vz Z; também € invariante por isometrias, e isto implica que
Vz,Z; = 0, caso contririo a caracteristica de Euler de uma esfera de dimensao par
seria nula. Usando que Vz,Z: = 0 e (Vx X, Z;) € constante, computamos a curvatura
seccional do plano gerado por Z; e X € T'S*. Obtemos uma contradigao, visto que

(R(X, 220, X)) = ~Z2(Vx 20, X) + (V3 20,V 2,X) — (Vix 2021, X)
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= —(VxX, Z1)2 < 0.

Caso 2: Suponhamos que A; = XA. Neste caso mostraremos primeiramente gue
{(A¢V, Z,) = 0. Este fato implica que A, = 0. Consideremos a equagao de Codazzi

VAV ~ (V56n) AV = AV 2V = Vv AcZy — (Vitan) AnZy — AVv 2y

Tomando o produto interno com V e observando que (Vy'V, Z;} = 0 e A, € constante,

obtemos

AV V, 22} (AV, Za) = (Vv 21, 2o} (ALY, Z3).

Portanto se (A¢V, Za) # 0 temos que 2{VzV,Z,) = (VvZi, Z;). Isto implica que
se {(Vz,V,Zy) = 0 entdo (Vv Z;,2Z,} = 0. Porém este iltimo fato, juntamente com
3.3, implica que {A;V, Z;) = 0. Suponhamos entao que {(Vz V, Z,;} # 0. Tomando o
produto interno da equagdo de Codazzi acima por X, e usando o fato que X, é um
autovetor de A; com autovalor A obtemos

(Vz, V. X2} A+ (V2 X0, Z,) (AV, Z2) = 0.

Como o plano {Z;, V'} é invariantes por Ag, a restrigao de A, a este plano tem auto-
valores distintos, e os vetores Z; e V' sdo invariantes por isometrias, segue que os
autovetores de A¢ sdo invariantes por isometrias. Entdo X; = rZ, + sV, onder e s
sao constantes. Portanto a equagao acima € equivalente a

(X + s{AcV, Z)NV 2V, Z3) = 0

e entdo, se r # 0,

A= —E(AEV, Z,).
Isto implica que

T
A = E(Agv, Zs).

Considerando a mesma equagido de Codazzi e tomando o produto interno por X;
teremos agora

V2V, X1 M — (V2 Xa, Za) (AeV, Za) = (3 = A (Vv Zy, X1).

Escrevendo X; = —sZ, +rV, um calculo direto a partir da expressio para A; implica
que —(1/rs}{Vv Z,,X,) = 0. Isto, juntamente com {VvV,Z;) = 0 implica que
(Vv 21,23} = 0. Este dltimo fato implica que {A¢V, Z;) = 0 por (3.3).

Mostramos entao que se v, > vy, A¢ tem dois autovalores distintos que sdo cons-
tantes em M e um deles é zero, e além disso ker(A¢) C ker(A,). Estes fatos implicam

38



que a curvatura normal da imersdo f é zero. Aplicando a equagéo de Codazzi, e
utilizando o teorema de decomposicao de de Rham concluimos que o rec?brimento
universal M fatora em M x IR*~2* onde n —2—k = v;. Entdo a imersdo f = fop =
f x i, onde p é a aplicagio de recobrimento e ¢ : R 2% — Rn?-% ¢ a identidade.
Observe que f é uma imersao em codimenso 2 com uma direcdo normal umbilica
dada por £ e para a diregio ortogonal 7 ainda temos rk(A;) = 2. Segue do Teorema
Fundamental das Subvariedades que M pode ser realizada como hipersuperficie de
uma esfera S de curvatura constante. O mimero tipo desta imersio é 2 e M tem
curvatura escalar constante. Além disso, a hipctese sobre o indice de nulidade relativa
implica que M tem dimensao > 4. Um teorema de Harle (ver {14]) afirma que com
estas condicoes, a imersio de M em S é rigida. Como M é homogénea, concluimos
que os autovalores de A, sio constantes e entdo a imagem de M é uma subvariedade
isoparamétrica de 5. Isto € uma contradicao, visto que o autovalor zero de A, tem
multiplicidade dim M — 2, e isto implica que os autovalores nio-nulos de A, sao os
mesmos. Neste caso M seria um produto, o que contradiz que A¢ = Al, para X # 0.
Se v, = vy, com 0 mesmo argumento utilizado no caso 1, concluimos que todos os
autovalores de A¢ sdo iguals a A, e 1sto resulta em uma contradi¢do, como vimos
acima. Por fim, segue de (3.2) que Vxn = V3¢ =0 para todo X € TM. g

Teorema 3.2.8 Com as hipdteses desta se¢do lemos:

{a}] Se M € compacta e n > 4 entdo M € isomélrica ao produto Riemanniano
5% x g2 :

(b) Se M ¢ ndo-compacta e vy < n —5 entdo M = 5% x §% x R*27%, onde
k =n—-2 - U_f.

Prova:

Seja {X1,..., X,.} uma base ortonormal de autovetores do operador A; com auto-
valores correspondentes X;. Segue do lema 3.2.7 que o fibrado normal da imersio f
¢ plano e entao podemos supor que X; € kerA, para ¢ > 3. Pela proposicio 3.2.5
sabemos que cada folha N de ker(A,) é um produto 5* x IR"~?~F ¢, como o fibrado
normal é plano, temos vy = v,. Este fato implica que os autovalores ndo-nulos de
Ag¢ correspondentes a diregoes em ker(A,) sao os mesmos. Denotemos por A este
autovalor. Consideremos a distribuicao

D ={X e kerA, : A{(X)=AX}.

D é globalmente definida, invariante por isometrias e diferencidvel. Além disso a
hipétese sobre a dimensao de M e vy implicam que dim D > 2. Mosiraremos em
seguida que I e D' sdo involutivas e paralelas. Dividimos a prova em dois casos.
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Caso 1: vy = 0, isto é, D = kerA,. Afirmamos que A = A;. Se forem distintos
entio os autovetores X, e X, sao invariantes por isometrias. Considerando a equagao
de Codazzi

Vit An(Xa) = Ag( T, Xa) = Ay o X2) = Vi, An(K0) — AV Xa) = Ay (X0
e tomando o produto interno com X € kerA, obtemos
(Vx, X2, X) b3 = (Vx, X;,X) & (3.4)

onde §; denota o autovalor de A, correspondente a X;. Como X; e X; sao invariantes
por isometrias entao também {Vx, Xz, X) é invariante por isometrias. Portanto se
(Vyx, X2, X) # 0 concluimos que 6;/6; é constante. Por outro lado, pela equagao
de Gauss temos que 6,4, é constante. Portanto &, e é; sao constantes. Neste caso
f é rigida. Isto é uma contradigao pois, como observamos acima, implicaria que
A = Ay = 0. Entao (Vy, X2, X) = 0. Vamos supor agora que A; #£ A parat = 1,2
Como & é um campo normal paralelo e os autovalores de A; sao constantes, segue
da equacao de Codazzi que {Vx, X;, X) = 0 para : = 1,2 e todo X € ker(A,). Isio
implica que M ¢ localmente um produto Riemanniano e entdo a curvatura seccional
K(X;, X) = XX = 0. Isto resulta na mesma contradigdo A\; = A, = 0. Portanto
um dos autovalores A; € igual a A. Supondo que A, = A, obtemos através de uma
aplicacdo da equacao de Codazzi que as distribuigoes span{X;} e span{X;}+ sio
involutivas e paralelas. Entdo K{X;,X)} = 0 para todo X L X;. Em particular,

temos
KX, Xo) = 3A+ 866 =0=K(X;,X5) =X

e novamente obtemos uma contradigac pois isto 1mplica que 6,6, = 0.

Entdo A1 = A2 e 0 mesmo argumento usado no ultimo pardgrafo da prova do lema
3.2.7 implica que se A} = A, = X entao A, # Al. Portanto Ay = A3 # A. Logo se
X € D, tomando o produto interno da equagao de Codazz

(Vx; Ag)(X) = (Vx Ag)(X:)

com X; obtemos (Vx,X;, X) = 0 para todo i, = 1,2. Entao D e D sao involutivas
e paralelas e pelo teorema de decomposicao de de Rham concluimos que o recobri-
mento universal M de M, considerado com a métrica do recobrimento, é um produto
Riemanniano M? x M7~2, Pelo resultado em [2], f = f o p, onde p é a aplicagio
de recobrimento, é um produto de imersdes em codimensao 1. Como M; e M; sao
variedades homogéneas, concluimos que M; € isométrica a uma esfera 2-dimensional
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e M, isométrica a uma (n — 2)-esfera. Entdo as curvaturas seccionais de M sao néo-
negativas e portanto as de M também. Novamente pelo resultado em [5] temos que
M ¢é simplesmente conexa e portanto é um produto Riemanniano 5% x S"~2.

Caso 2: v; > 0. Vamos mostrar inicialmente que Ay = X;. Suponhamos que A; # Js.
Concluimos novamente de (3.4) que {Vx, X3, X) = 0 para X € kerA,. Portanto
span{X,, X;} é integravel. Tomando o produto interno da equagao de Codazzi

VxA,Xi — A VxXi =Vx, A, X — A, Vx, X
sucessivamente com X; e X, obtemos
X6} = 6(Vx, X1, X)
X(6;) = 62{Vx, X;, X).
Visto que 6,62 é constante, termnos 6;X(61) + 6: X (62) = 0 e isto implica que

(Va, X1, X) = —(V, Xa, X). (3.5)

Entdo, se Ay = A, para um autovetor X correspondente a A, e V € Ny, resulta da
equacao de Codazzi

(VX2X21 X) =0 , (Vxth V) = 0.

Este fato, juntamente com (3.5) implica que span{Xi, X,} é paralela. Assim M
seria localmente um produto Riemanniano e isto implicaria que K(X;, X} = 0= A2,
Repetindo o mesmo argumento, concluimos que A; # A e A; # 0 para i = 1,2. Neste
caso aplicando a mesma equagao de Codazzi temos novamente que span{X;, X,} é
paralela e M é localmente produto. Entdo K(X;, X) = 0 = AA; e portanto A; = 0.

Entao A; = ;. Se Ay = A, = A, A¢ tem somente dois autovalores que sao
constantes. Como £ é paralelo, da equagao de Codazzi obtemos que o recobrimento
universal M = M x IR™ e a imersio f restrita a M tem indice de nulidade relativa
nulo. Mostramos no caso 1 que este fato nao pode ocorrer. Entdo Ay = Ay # A. Se
A = A # 0, terlamos que span{X;, Xy} é paralelo e M é localmente um produto.
Como observamos antes, isto implica que A} = Xy, = 0 ¢ este é o 1inico caso possivel
aqui. Segue que D = {X € kerA, | A{X) = AX} e D' sao integrdveis e paralelas.
Entao o recobrimento universal de M é um produto M™% x §¥ ¢ a imersio f = fop
¢ um produto de imersbes f = fi x f, onde a segunda forma fundamental de f
tem posto 2. Agora, pelo resultado de [14] (ver também [10] teorema 3.4), M™% =
S? x IR"*7% Como acima, observamos que M tem curvatura seccional ndo-negativa
e portanto M é simplesmente conexa. Isto conclui a prova do teorema. g
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Capitulo 4

Aplicagoes

4.1 Hipersuperficies de Revolugao

Dizemos que uma variedade Riemanniana ¢ uma G—variedade de cohomogenei-
dade 1 se o grupo (7 age efetivamente e isometricamente em M, com érbitas principais
de codimensao 1, isto é, as 6rbitas de dimensao maximal tem codimensao 1. Em uma
(G—variedade compacta de cohomogeneidade 1 {odas as drbitas tém codimensao 1 e
sao difeomorfas, exceto duas no maxime. Hipersuperficies do espago Euclideano com
uma agio de cohomogeneidade 1 foram estudadas em [30]. Foi provado que se as
orbitas principais de G sao umbilicas em M entio M esta imersa como uma hiper-
superficie de revolucao. Uma hipersuperficie de B**! é chamada hipersuperficie de
revolugido se é invariante pela acao do grupo SO(n); de rotagdes em torno de uma
linha fixa { de R**!. Em [3] os autores provaram que se cada érbita principal tem
curvatura seccional constante entao ela € umbilicaem M. Portanto, pela classificacao
das subvariedades homogéneas em codimenséo dois, temos o teorema seguinte.

Teorema 4.1.1 Seja f: M™ — R*", n > 5, uma imersdo isoméirica e M uma
(G —variedade compacta de cohomogeneidade 1. Se as drbitas principais pela agdo de
G tém curvatura seccional positiva entdo f(M) € uma hipersuperficie de revolugdo.

Prova:

Como M é compacta existe p € M., tal que 7(p) > 3. Por continuidade, () > 3
em todo ponto z em uma vizinhanca U C M,., de p. Portanto 7(z) > 3 para todo
ponto ¢ € ' = G(U). Pelo teorema de Beez-Killing f|r é rigida. Portanto existe um
homomorfismo ¢ de G sobre um subgrupo ' do grupo de isometrias de IR™! tal
que ¢(g)f(z) = f(g(z)) para toda g € G ex € I'. Como M ¢ compacta entao G e
G’ sdo compactos. Por um resultado de Cartan (ver [19] vol. II, p. 111) concluimos
que (& tem um ponto fixo em JR™!. Entio a imagem da orbita X_ estd contida
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em uma esfera 8" centrada em algum ponto fixo de G’, logo ¢ uma hipersuperficie
isoparamétrica de S™, Agora aplicamos as érbitas em I' a férmula de Cartan para
hipersuperficies isoparamétricas de esferas,

Z m,-ti\—_+_~)\‘.)\—)\‘j =1

i iTA
onde ¢ é a curvatura constante da esfera, e A;,...,A; sa0 as curvaturas principais
distintas de multiplicidade m;, ¢ = 1,...,¢. Visto que, pela equagdo de Gauss, as
curvaturas seccionais dos planos gerados pelas diregbes principais sdo dadas por ¢ +
Ai}j, a positividade destas curvaturas implica que as 6rbitas em U sao umbilicas em
5™, Seja (1) a geodésica normal tal que ¥(0) = z e v'(0) = £. Seja N um vetor
unitario normal a S™ € V um vetor tangente a S5". Como £ pertence ao plano gerado
por N eV, e N e V sao umbilicos, entao ¢ é umbilico. Portanto érbitas principais
com 7(x) > 3 sao umbilicas em M, e isométricas a uma esfera S*~!. Segue entdo que
cada drbita principal é difeomorfa a ™1,

Observemos que se 7(z) < 2 ao longo de uma 6rbita principal ¥, entdo & é uma
variedade homogénea compacta imersa em codimenséo 2 , com secdes ortonormais
do fibrado normal tal que rkA, < 2 e A constante, visto que { = 4/(#). Como
dim() > 4, podemos entdo aplicar os teoremas 3.1.3 e 3.2.8. Como sabemos que
estas drbitas sao difeomorfas a esferas, concluimos que sao de fato, isométricas a
S7=1, Agora, a prova do Teorema 1 em [3] mostra que érbitas de curvatura seccional
constante e 7(x) < 2 sdo umbilicas em M. g
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4.2 Subvariedades Homogéneas de Einstein em Codimen-

sao Dois

Subvariedades de Einstein homogéneas em codimensao dois foram consideradas
em [4]. Uma variedade Riemannjana é uma variedade de Einstein quando o tensor
de Ricci satisfaz:

Ric(X,Y) = p(X,Y)

para todo vetor tangente X e Y e alguma constante p € IR. Variedades de curvatura
constante ¢ sdo exemplos de variedades de Einstein onde p = (n — 1)e. Paran =3
toda variedade de Einstein tem curvatura seccional constante. Hipersuperficies de
Einstein completas no espago Euclideano sio esferas ou cilindros sobre curvas planas
completas. Observemos que a classe das variedades homogeéneas de Einstein incluem
as variedades homogéneas com isotropia irredutivel [7].

Provaremos primeiramente uma propesicao sobre variedades 4-—-dimensionais, Se-
ja M uma variedade Riemanniana de dimensao 4. Seja A? o fibrado das 2—formas e
A? = A2 A? a decomposi¢ao nos autoespagos do x—operador de Hodge. O tensor de
Weyl W deixa AZ invariante e denotamos por W¥ sua restricio a AZ. Uma variedade
orientada 4—dimensional € chamada auto-dual se W~ = 0.

Proposicao 4.2.1 Seja f : M* — IR®, uma imerséo isoméirica de uma variedade
orientdvel, localmente irredutivel e localmente simétrica. Entdo M tem curvaiura
seccional constanie.

Prova:

Segue do corolario 4 de [12] que M ¢ auto-dual para alguma orientagao. Além
disso se M ndo tem curvatura seccional constante entio ou M ou o recobrimento
duplo de M é uma variedade de Kahler auto-dual. Mostraremos que se M esta imersa
isometricamente em IR®, isto implica que M ¢ plana, contradizendo a irredutibilidade
local de M.

Suponha primeiro que R+ = 0. Entao segue da equacao de Ricci que o operador
de curvatura é puro e entdo Wt = W = 0 (ver |{7] lema 16.20 p. 439). Entao M é
conformemente plana, € visto que é uma variedade de Einstein localmente irredutivel e
localmente simétrica, M tem curvatura constante. Caso contrario, seja £ e 5 vetores
de TypyM*. Se {¥1,...,¥s4} € uma base ortonormal de T,M e X e ¥ dois vetores
arbitrarios, a equacao de Gauss implica

4

Rie(X,Y) = SU(R(X, Y)Y Y) = t1{A:Y, X) + {4, ¥, X) = {Ac X, A Y)Y — (A, X, AY)
=1
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onde t; = tr{A;) e ty = ir(A).

Agora, seja {X1,..., Xa} € {Z,, ..., Zs} bases ortonormais de autovetores de A¢ e A,
respectivamente. Denotemos os autovalores de A¢ por A; e de A, por p;. Suponhamos
que nenhuma destas duas bases diagonaliza simultaneamente A; e A,. Entao, como
X; nao é um autovetor de A,, existem Z; e Z; tais que {X;,Z;) # 0, para: = 1,2.
Visto que Ric{X,,X;) = 0 para todo j # 1 e X; um autovefor de A; obtemos da
exXpressao acima que

Aq(thl — A,?(X1)) = ".I'Xl

Escrevendo X; = ¥_;a;Z;, a equagao acima implica que a; 3" j # tp;pu; = vya,, para
todo i e, sem perda de generalidade, podemos assumir que a; # 0 e az # 0. Obtemos

S him =7 > Hipa =1

e %2

Portanto, p; e p; sao rafzes distintas da equagao quadratica 2% — {,x ++ = 0 e entéo
ty = p1 4 p2 € piapo = 7. Isto implica que 35,4y 5 i = 0. Isto mostra também que
se (X1,Z;) # 0, para ¢ > 3, o autovalor correspondente de Z; é p; ou yg. Portanto
podemos supor que X; pertence ao plano gerado por Z;.Z;. Repetimos agora o

mesmo procedimento para A¢. Existe X3 tal que (X2, Z;) # 0, e temos ¢, = A; + Ay,
Yz ri=0e XA =4, onde

Ag(hZ] - Ae(zl)) = 6Z1.
Novamente, X, pode ser escolhido de modo que Z; € span{X;, X;}. Assim
span{ Xy, Xa} = span{Zy, Zo}

e as curvaturas de Ricci sdo dadas pela curvatura seccional K (X1, X2) = M +
pijp2. Além disso, o plano span{X, X;} é invariante por A, e A,. Isto implica
que span{Xs, X4} € também invariante por A; e A, e entio a 2—forma X; A X, e
Xa A X, sao autovetores do operador de curvatura R com os mesmos autovalores,
pois K (X1, X3) = K(X3, X4). Isto implica que M tem curvatura seccional constante,
caso contririo, visto que W~ = 0, concluimos que W* tem um autovalor denotado
por Wit = 0. Portanto, os outros dois autovalores satisfazem Wi + W3 = 0. Se
M ou o recobrimento duplo é uma variedade de Kahler auto-dual, a proposigao 2 de
[12] mostra que para variedades de Kahler (com orientagao natural} #specW™* < 2.
Portanto Wi = 0, W3 = 0 e sendo Kéhler e localmente simétrica, € plana. g
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Teorema 4.2.2 Sejo f : M™ — R™?, n > 4 uma imersdo isométrica de uma varie-
dade de Einstein homogénea. Um dos casos seguintes ocorrem.

a) M € plana e entdo € um produto T* x R % onde T* € um toro de dimensio

k<2

b) M ¢ uma esfera ou um produto de duas esferas, cada uma de dimensdo maior

que 1.

Prova:
Visto que M é de Einstein, as curvaturas de Ricci sao dadas por S/n, onde S é

a curvatura escalar. Observamos inicialmente que se S = (), sendo homogénea, M ¢é
plana e entdo é um produto T* x JR*™* onde T* é um toro (ver [7], Vol I, p. 191).
Como M esti imersa isometricamente em IR"*?, um resultado cldssico de Tompkins
({35}) implica que & < 2. Por outro lado, se § # 0, entao vs(p) = 0 para todo
p € M. Suponhamos primeiro, que f é rigida. Visto que v; = 0, o teorema 2.2.1
implica que f(M) é uma hipersuperficie compacta em uma esfera §7*!. Entao é uma
hipersuperficie de Einstein de uma esfera. Um resultado de Ryan em [31], p. 376,
implica que f(M) e entdo a prépria M é isométrica a uma esfera ou ao produto de
duas esferas, cada uma de dimensao malor que 1.

Se f é nao-rigida, suponhamos primeiramente que n > 5. Novamente, pelo fato
vy = 0, em todo ponto de M, existe uma base ortonormal ¢ , 5 do espago normal
tal que rk(A;) < 2 e A; é constante. Pelos teoremas 3.1.3 e 3.2.8 concluimos que
M ¢ isométrica a uma esfera S™ ou ao produto 5% x 8772, Se n = 4, um resultado
de Jensen implica que M é uma espaco simétrico. Se M ¢é localmente irredutivel
obtemos da proposigéo 4.2.1 que M é isométrica a uma esfera S*, visto que o espago
hiperbélico 4—dimensional nao pode ser imerso em IR?. Se M ¢é localmente redutivel,
sendo de Einstein, € recoberta por um produto de superficies de mesma curvatura
constante. Neste caso o resultado em [2] implica que a imersdo é um produto de duas
hipersupericies, e visio que o plano hiperbdlico ndo pode ser imerso isometricamente
em JR®, M é um produto de duas 2—esferas de mesma curvatura constante. g
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