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t́ıstica e Computação Cient́ıfica, UNICAMP como

requisito parcial para obtenção do t́ıtulo de Dou-

tora em Matemática.
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Abstract

We characterize, in graph theoretic terms, the invariant f -structures F on the classical

maximal flag manifold F(n) which admit (1,2)–symplectic metrics. More generally, we cha-

racterize, in terms of roots, invariant f -structures with the same property on general flag

manifolds. Our work was motivated by the problem of caracterizing f–harmonic maps from

a Riemannian manifold into a flag manifold.

In the special case of almost–complex structures, our analysis extends and unifies two

previous approaches: a paper of A.E. Brouwer 1980 on locally transitive digraphs, involving

unpublished work by P.J. Cameron; and papers by Mo, Paredes, Negreiros, Cohen and San

Martin on cone–free digraphs.

We also calculate some curvatures on (F,F , Λ) and give integrability conditions for the

two complementary distributions determined by F .
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Resumo

Seja FΘ = G/PΘ uma variedade bandeira geral, onde G é um grupo de Lie semi-simples

complexo e PΘ é um subgrupo parabólico de G, determinado por Θ, um subconjunto de

ráızes simples de g, a álgebra de Lie de G. Quando Θ = ∅, temos uma variedade bandeira

maximal, e escrevemos FΘ = F, caso contrário, FΘ é uma variedade bandeira parcial. Uma f -

estrutura FΘ será chamada (1,2)-admisśıvel se existe uma métrica ΛΘ tal que a f -variedade

(FΘ,FΘ, ΛΘ) é (1,2)-simplética.

No caso da variedade bandeira maximal clássica, F(n), caracterizamos às f -estruturas

U -invariantes (1,2)-admisśıveis estabelecendo uma bijeção entre f -estruturas invariantes e

digrafos (grafos orientados não necessariamente completos), estendemos a digrafos a condição

localmente transitivo (LT) dada por Brouwer [6] para torneios. Mostramos que no contexto

de torneios, as condições LT e livre de cone(LC) ([27]), são equivalêntes. Considerando FΘ,

geral, estendemos às f -estruturas a condição LC, dada em termos de ráızes em [10], no

contexto de estruturas quase-complexas. Mostramos que, como no caso quase-complexo,

esta condição estendida é necessária para a f -estrutura ser (1,2)-admisśıvel. A suficiência é

mostrada no caso maximal associado a uma álgebra de Lie de posto menor ou igual a três

e para uma classe de f -estruturas em FΘ, que chamamos completamente não transitivas.

Estudamos também a condição Kähler em (FΘ,F , ΛΘ), e a integrabilidade da FΘ.
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Introdução

Uma variedade bandeira geral é um espaço homogêneo redutivo FΘ = G/PΘ onde G é

um grupo de Lie complexo semi-simples e PΘ é o subgrupo parabólico de G determinado

por Θ, um subconjunto de ráızes simples de g, a álgebra de Lie de G. Equivalentemente

podemos escrever FΘ = U/KΘ onde U é uma forma real compacta de G e KΘ = U ∩ PΘ

é o centralizador de um toro. Quando Θ = ∅, FΘ = F corresponde à variedade bandeira

maximal. Caso contrário, FΘ corresponde a uma variedade bandeira parcial (veja [43]).

O tema central de nosso trabalho são as f -estruturas invariantes, definidas sobre uma

variedade bandeira geral. A noção de f -estrutura foi introduzida por Yano [23], como sendo

um tensor F , de tipo (1,1) que satisfaz a identidade F 3 +F = 0. Uma variedade diferencial

munida de uma f -estrutura será chamada uma f -variedade [36]. Estas estruturas foram

estudadas por Rawnsley em [36], no contexto de espaços Twistor. Também foram estudadas,

entre outros, por Black em [3] e por Mo e Negreiros em [28], visando relacionar este tipo

de estruturas diferenciáveis com a existência e a descrição de aplicações harmônicas entre

uma variedade quase-complexa e uma f−variedade. Especificamente, em Black [3] aparece

o seguinte teorema que é uma extensão de um resultado dado por Rawnsley [36] e que teve

origem em um teorema de Lichnerowicz [25].

Teorema 1.Sejam (M, g, J) uma variedade Riemanniana com J, uma estrutura quase-

complexa; ω, σ, as formas de Kähler de M e N, respectivamente; (N, h,F) uma f -variedade;

e φ : (M, g, J) → (N, h,F) uma aplicação tal que
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(i) φ é f−holomorfa i.e. satisfaz dφ · J = F · dφ,

(ii) M é co-simplética, isto é, d∗(ω) = 0,

(iii) (∇F)(1,1) = 0 (veja definição 1.24).

Então φ é harmônica. Aqui ∇ denota a derivada covariante em N com respeito à conexão

Riemanniana de h.

Enquanto à condição (iii), comentamos que quando F é uma estrutura quase-complexa,

esta condição equivale a dσ(1,2) = 0 ((1,2)-simplética, [36]). Generalizando, se (∇F)(1,1) =

0 para uma f -variedade, dizemos que a f -variedade é (1,2)-simplética. Caso exista uma

métrica h tal que (N, h,F) é (1,2)-simplética, chamaremos F de (1,2)-admisśıvel. Nosso

principal objetivo neste trabalho consiste em caracterizar as f -estruturas (1,2)-admisśıveis

na variedade FΘ.

O caso especial da variedade bandeira maximal F(n + 1), associada à algebra de Lie

clássica An = sl(n, C) é tratado no caṕıtulo 2. A metodologia usada consiste em estabelecer

uma bijeção entre as f -estruturas invariantes e digrafos, ou seja, grafos orientados finitos

(não necessariamente completos). Com isto estendemos o caso particular das estruturas

quase-complexas invariantes relacionadas a torneios (grafos orientados completos), estudado

entre outros por [7], [27], [33], [9].

Usando digrafos, abordamos no Caṕıtulo 2 resultados obtidos por [27], [33] e [9], que

relacionavam a propriedade (1,2)-admisśıvel com a propriedade livre de cone, no caso quase-

complexo. Lembramos [27], que um torneio é chamado livre de cone se ele omite dois

4-subtorneios chamados cone, dados por (37), (38) na Figura 2.7. Uma caracterização inde-

pendente da condição livre de cone foi estudada por A. E. Brouwer em [6], isto é, torneios

localmente transitivos. No Caṕıtulo 2 seção 2.2 mostramos a equivalência destas duas carac-

terizações.

Ainda no Caṕıtulo 2 estendemos a definição da propriedade localmente transitivo às f -

estruturas sobre F(n). Mostramos que neste caso uma f -estrutura é localmente transitiva se,

e somente se, ela é (1,2)-admisśıvel.

Os resultados obtidos no Caṕıtulo 1 são parcialmente generalizados, no Caṕıtulo 3, em

duas direções, simultaneamente: do caso An a qualquer álgebra semi-simples complexa, e
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de bandeira maximal a bandeira parcial. Consideraremos, então, as f -variedades bandeira

gerais (FΘ,FΘ, ΛΘ).

Nossa metodologia envolve a combinatórica das ráızes como generalização da combi-

natórica de digrafos. De maneira análoga ao caso quase-complexo estudado em [10], defini-

mos a condição localmente transitivo em termos de quádruplas de ráızes. Utilizamos o mesmo

argumento que em [10], para mostrar que a condição localmente transitivo é necessária para

F ser (1,2)-admisśıvel. Esta condição é também suficiente, quando são consideradas as va-

riedades bandeira maximais associadas às álgebras B3, C3, G2, como mostramos em forma

exaustiva neste caṕıtulo e nos Apéndices C- E. Com isto o Teorema 8.1 em [10], pode ser

re-escrito da seguinte forma:

Teorema 2. Seja Π um sistema de ráızes associado a Bl ou Cl ou F4 e J uma estrutura

quase-complexa invariante sobre a variedade bandeira maximal correspondente. Então J é

afim (e portanto (1,2)-admisśıvel,veja [40]) se, e somente se, ela é localmente transitiva.

No mesmo caṕıtulo mostramos a equivalência entre as propriedades localmente transitivo

e (1,2)-admisśıvel para todas as álgebras de posto menor ou igual a três. Este resultado sugere

a posśıvel suficiência no caso maximal para qualquer álgebra semi-simples complexa, dado

que a necessidade já foi mostrada acima. Só conseguimos mostrar a suficiência num caso

particular de f -estruturas que chamamos completamente não transitivas abreviado CNT.

Para este mesmo tipo de f -estruturas obtemos o seguinte corolário ligado ao Teorema 1.

Corolário 1. Seja (M, g, J) uma variedade Riemanniana co-simpética, com estrutura quase-

complexa J e forma de Kähler Ω. Seja φ : (M, g, J) → (F,F) uma aplicação f -holomorfa,

com F CNT. Então φ é harmônica com respeito à métrica Cartan Killing.

No caṕıtulo 4 discutimos, no caso da f -variedade bandeira geral FΘ, a propriedade Kähler

e as condições de integrabilidade para a f -estrutura invariante FΘ. No contexto de variedades

diferenciáveis quase-Hermitianas gerais, (M,J, Ω), a estrutura quase-complexa é paralela

(∇J = 0) se, e somente se, a forma de Kähler da variedade é fechada (dΩ = 0), isto é, se, e

somente se, (M,J, Ω) é Kähler. Por isto, o análogo para f -variedades, (M,F), da condição

Kähler é que a f -estrutura seja paralela, isto é, ∇F = 0. O paralelismo da F não garante,

em geral, a sua integrabilidade. No caso F(n) caracterizamos a integrabilidade da F em

termos de digrafos, isto é, F é integrável se, e somente se, o digrafo associado omite os

subdigrafos (2)-(6) na figura 2.4. Estendemos assim o resultado, dado por Burstall [7], que
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caracteriza estruturas quase-complexas integráveis pela ausência de 3-ciclos ((6) na Figura

2.4) no torneio associado.

No último caṕıtulo, aproveitamos a forma encontrada no Caṕıtulo 1 para a conexão

Riemanniana de FΘ associada à métrica invariante ΛΘ para calcular algumas curvaturas,

visando relacioná-las com propriedades topológicas e geométricas da FΘ. Em particular, os

resultados reafirmam que uma variedade bandeira maximal Kähler, diferente de F(2), não

pode ser nem biholomorficamente equivalente, nem holomorficamente isométrica, a nenhum

espaço projetivo CP (n).



CAṔITULO 1

Preliminares

Neste caṕıtulo fixamos as notações a serem usadas no trabalho e apresentamos alguns resul-

tados que serão básicos no decorrer do trabalho.

1.1 Sistemas de Ráızes

Seja g uma álgebra de Lie semi-simples sobre C. Seja h ⊆ g uma subálgebra de Cartan de

g, isto é, uma subalgebra abeliana maximal tal que para cada H ∈ h o endomorfismo ad(H)

de g é semi-simples. Seja α um funcional linear sobre o espaço vetorial complexo h e denote

por gα o subespaço linear de g dado por:

gα = {X ∈ g : [H,X] = α (H) X, para todo H ∈ h} .

Note que para α = 0, gα = h. O funcional linear α é chamado uma raiz (de g com respeito

a h) se α 6= 0 e gα 6= {0}. Em tal caso gα é chamado um subespaço raiz. Denotamos por Π

o conjunto de ráızes não nulas do par (g, h) e por B a forma Cartan-Killing em g × g, isto

é, B(X,Y ) = 〈X,Y 〉 = tr(adXadY ), para X,Y ∈ g. Dado que g é semi-simples, B é não

degenerada sobre g × g, a restrição de B a h × h é também não-degenerada e assim para

cada α ∈ Π existe um único Hα ∈ h tal que B (H,Hα) = 〈H,Hα〉 = α(H), para todo H ∈ h.

1
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Tome (α, β) = B (Hα, Hβ) para toda α, β ∈ h∗, segue-se então que (·, ·) é uma forma bilinear

simétrica não-degenerada sobre h∗.

Teorema 1.1. [43] Sejam g uma álgebra de Lie semi-simples complexa e h uma subálgebra

de Cartan de g.

1. A álgebra de Lie g admite uma decomposição em espaços de ráızes g = h
⊕

α∈Π

gα.

2. Os espaços raiz gα , α ∈ Π são de dimensão complexa um.

3. Se α e β são duas ráızes quaisquer (incluindo 0) e β 6= −α, então gα e gβ são ortogonais

com relação a B.

4. Se α é uma raiz não nula, Π ∩ Z{α} = {α,−α}.

5. Para cada α ∈ Π existe um vetor Xα ∈ gα de forma tal que para todo α, β ∈ Π temos:

(a) [Xα, X−α] = Hα, [H,Xα] = α (H)Xα (para todo H ∈ h );

(b) [Xα, Xβ] = 0 se α + β 6= 0 e α + β /∈ Π;

(c) 〈Xα, Xβ〉 = 1 se α + β = 0 e 〈Xα, Xβ〉 = 0 nos outros casos.

(d) [Xα, Xβ] = mα,βXα+β, se α + β ∈ Π com mα,β ∈ R, e

m−α,−β = −mα,β

m−α,α+β = mα+β,−β = m−β,−α.
(1.1)

Os elementos {Xα : α ∈ Π} que satisfazem o item 5 no teorema acima serão chamados

uma base de Weyl ou Cartan-Weyl

Teorema 1.2. [43] Sejam g uma álgebra de Lie complexa semi-simples, h uma subálgebra

de Cartan de g, e Π o sistema de ráızes associado. Denote por hR o subespaço de g gerado

sobre R pelos Hα, α ∈ Π.

1. A restrição da forma de Cartan-Killing B de g a h é real e estritamente positiva sobre

hR × hR.
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2. h = hR +
√
−1hR.

Teorema 1.3. [43] Seja Π+ ⊂ Π o conjunto das ráızes positivas do par (g, h). Suponha que

l é o posto de g, então existe um subconjunto de ráızes Σ = {α1, ..., αl} com as seguintes

propriedades:

(i) Cada αi ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ l, não pode ser escrita como soma de outras duas ráızes

positivas.

(ii) Cada raiz α ∈ Π pode ser escrita como combinação linear, a coeficientes inteiros, de

elementos de Σ, isto é α =
∑l

i=1 niαi com ni inteiro para i = 1, ..., l.

Um subconjunto de ráızes Σ com as propriedades listadas no Teorema 1.3 será chamado

um sistema simples de ráızes.

Definição 1.4. [39]Uma álgebra de Lie real é dita compacta se sua forma de Cartan-Killing

é negativa definida.

Teorema 1.5. [39]Toda álgebra de Lie semi-simples complexa g admite formas reais com-

pactas. Se u1 e u2 são formas reais compactas de g , então existe um automorfismo φ de g

tal que φ(u1) = u2 e, portanto, as formas reais compactas são isomorfas entre si.

Definição 1.6. [17] Seja g uma álgebra de Lie e a uma subalgebra de g. Dizemos que a é

uma subálgebra de Borel se ela é uma subálgebra solúvel maximal.

Definição 1.7. [17] Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra p de g é chamada subálgebra

parabólica, se p contém alguma subálgebra de Borel.

1.2 As Variedades Bandeira F

Uma variedade Bandeira é um espaço homogêneo redutivo G/C(S) onde G é um grupo de Lie

complexo semi-simples e C(S) é o centralizador de um toro S (não necessariamente maximal

em G.) Quando S é um toro maximal dizemos que a variedade bandeira é maximal geral e

denotamos por F.Por exemplo, no caso clássico, isto é, se G é o grupo especial unitário SUn,
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C(S) deve ser conjugado a um subgrupo da forma SUn1
×SUn2

× ...×SUnk
, com n1, n2, ..., nk

inteiros positivos satisfazendo n1 + n2 + ... + nk = n. Se mi = n1 + ... + ni, o quociente

SUn/(SUn1
× ... × SUnk

) pode ser identificado com o conjunto F (m1, ...,mk) de “bandeiras

parciais” {0} = E0 ⊂ Em1
⊂ ... ⊂ Emk−1 ⊂ Emk

= Cn, onde Ei é um subespaço de Cn de

dimensão i. O caso nr = 1 para todo 1 ≤ r ≤ k será denotado por F(n) e esta pode-se

identificar com o conjunto das “bandeiras totais” {0} = E0 ⊂ E1 ⊂ ... ⊂ En−1 ⊂ En = Cn.

As variedades bandeira possuem uma identificação, mais geral, em termos de ráızes, da

seguinte forma: Sejam g uma álgebra de Lie semi-simples complexa e h uma subálgebra de

Cartan de g, denote por Π o conjunto das ráızes do par (g, h). Fixemos daqui para frente

uma base de Weyl de g como no item 5 do Teorema 1.1. Seja Π+ ⊂ Π uma escolha de

ráızes positivas. Denote por Σ o correspondente sistema simples de ráızes. Tome Θ um

subconjunto de Σ e 〈Θ〉 o conjunto de ráızes gerado por Θ. O conjunto Π\〈Θ〉 será denotado

como 〈Θ〉⊥ e as ráızes em 〈Θ〉⊥ serão chamadas ráızes complementares com respeito a Θ.

Seja 〈Θ〉+ = 〈Θ〉 ∩ Π+. Sobre g temos a seguinte decomposição:

g = h ⊕
∑

α∈〈Θ〉+

gα ⊕
∑

α∈〈Θ〉+

g−α ⊕
∑

β∈Π+\〈Θ〉+

gβ ⊕
∑

β∈Π+\〈Θ〉+

g−β, (1.2)

onde gα, α ∈ Π, é o espaço raiz complexo correspondente a α.

Seja agora pΘ a subálgebra parabólica de g determinada por Θ. Então,

pΘ = h ⊕
∑

α∈〈Θ〉+

gα ⊕
∑

α∈〈Θ〉+

g−α ⊕
∑

β∈Π+\〈Θ〉+

gβ. (1.3)

Assim, a equação (1.2) pode ser re-escrita como:

g = pΘ ⊕
∑

β∈Π+\〈Θ〉+

g−β. (1.4)

A variedade bandeira geral FΘ associada ao par {g, Θ} corresponde ao espaço homogêneo

FΘ = G/PΘ, onde G é o grupo de Lie complexo cuja álgebra de Lie é g e PΘ é o normalizador

de pΘ em G.

Considere a variedade bandeira geral FΘ = G/PΘ. Denote por U a forma real compacta

de G correspondente a u. Seja KΘ = PΘ ∩ U. KΘ, por construção, é o centralizador de um

toro. Seja a subálgebra real tΘ = u∩pΘ, denotaremos por tC

Θ a sua complexificada. Podemos
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escrever,

tCΘ = h ⊕
∑

α∈〈Θ〉+

gα ⊕
∑

α∈〈Θ〉+

g−α. (1.5)

U age transitivamente sobre FΘ e assim podemos escrever FΘ = U/KΘ. Se Θ = ∅, FΘ = F

corresponde à variedade bandeira maximal. Caso contrário, FΘ corresponde a uma variedade

bandeira parcial.

Seja u uma forma real compacta de g. Assumimos u como o subespaço real gerado por

ihR, (veja Teorema 1.2) e Aα, Sα, com α ∈ Π \Θ, onde Aα = Xα −X−α e Sα = i(Xα +X−α).

A variedade bandeira geral FΘ = U/KΘ é um espaço homogêneo redutivo. De fato, seja

uβ = u ∩ (gβ ⊕ g−β), β ∈ Π \ 〈Θ〉, e qΘ =
∑

β∈Π\〈Θ〉

uβ. Portanto,

(i) u = tΘ ⊕ qΘ, tΘ ∩ qΘ = ∅;

(ii) Ad(KΘ)qΘ ⊂ qΘ, isto implica [tΘ, qΘ] ⊂ qΘ.

Denote por b0 a origem de FΘ, visto como espaço homogêneo de U. Identificamos qΘ =

Tb0(FΘ). Esta identificação é dada por X ∈ qΘ → Xb0 ∈ Tb0(FΘ), isto é, por evaluação de

X ∈ qΘ em b0 como um campo vetorial sobre Tb0(FΘ) (veja [24] pág. 191).

O espaço tangente a FΘ em b0 identifica-se naturalmente com o subespaço qΘ = u ⊖ t =
∑

β∈Π\〈Θ〉

uβ, gerado por Aα, Sα, α ∈ Π \ 〈Θ〉. Analogamente, o espaço tangente complexificado

de FΘ é identificado com qC = g ⊖ h = ⊕α∈Π\〈Θ〉gα. Pelo item (ii) acima, a ação adjunta de

KΘ deixa q invariante e o decompõe em componentes irredut́ıveis que são invariantes pela

ação adjunta de KΘ (veja [41]).

Como qΘ é gerado por Aα, Sα, α ∈ Π \ 〈Θ〉, citamos a seguir algumas das propriedades

destes vetores (ver [39] seção 12.2):

[Aα, S−α] = 2iHα, 〈iHα, Aβ〉 = 〈iHα, Sβ〉 = 〈Aα, Sβ〉 = 0,

[iHα, Sβ] = −β(Hα)Aβ, [Sα, Sβ] = −mα,βAα+β − mα,−βAα−β,

[iHα, Aβ] = β(Hα)Sβ, [Aα, Aβ] = mα,βAα+β + m−α,βAα−β,

〈Aα, Aα〉 = 〈Sα, Sα〉 = −2, [Aα, Sβ] = mα,βSα+β + mα,−βSα−β.

(1.6)
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1.3 Métricas Invariantes

Uma métrica Riemanniana U -invariante ds2
ΛΘ em FΘ é completamente determinada por seus

valores na origem, isto é, por um produto interno (·, ·) em qΘ, invariante sob a ação adjunta

de KΘ ([4], [26], [41]). Qualquer produto interno em qΘ, invariante pela ação adjunta de

KΘ, tem a forma (X,Y )ΛΘ = −〈ΛΘ ◦ X,Y 〉, com ΛΘ : qΘ → qΘ positivo-definido com

relação à forma Cartan-Killing e ◦ o produto de Hadamard ou produto termo a termo. O

produto interno (·, ·)ΛΘ admite uma extensão natural a uma forma bilinear simétrica sobre

a complexificada qC

Θ de qΘ. Usaremos a mesma notação (·, ·)ΛΘ para esta forma, bem como

para a correspondente aplicação complexificada ΛΘ. A KΘ-invariância de (·, ·)ΛΘ equivale a

afirmar que a base de Weyl é base complexa de autovetores para a ação de ΛΘ, ou seja em

qC

Θ nós temos

ΛΘXα = λΘ
αXα, (1.7)

com λΘ
α = λΘ

−α > 0, para α ∈ Π\ 〈Θ〉. Para a álgebra real qΘ, os elementos da base canônica

Aα, Sα, com α ∈ Π \ 〈Θ〉, são autovetores de ΛΘ, para o mesmo autovalor λΘ
α .

Denotamos por ds2
ΛΘ a métrica U -invariante associada com ΛΘ. No que segue usaremos ΛΘ

como sinônimo da própria ds2
ΛΘ (simbolizaremos Λ no caso da variedade bandeira maximal

F).

Lema 1.8. [41] Considere (FΘ, ΛΘ) onde ΛΘ = (λΘ
α )α∈Π\〈Θ〉. Suponha gα e gβ na mesma

componente irredut́ıvel da representação adjunta de KΘ em qΘ, então λΘ
α = λΘ

β .

1.4 f-Estruturas

K. Yano em 1961 [22] introduz a nocão de f -estrutura para uma variedade Riemanniana

qualquer, da seguinte forma.

Definição 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional e F um campo tensorial

de tipo (1,1) tal que F 3 + F = 0. F é chamado uma f -estrutura sobre TM.

Uma variedade Riemanniana com uma f -estrutura F será dita uma f -variedade (veja

[36]).
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Seja F : TM → TM uma f -estrutura. Definimos os operadores lineares l, p : TM → TM

da seguinte maneira:

l = −F2, p = F2 + 1. (1.8)

Da identidade F3 + F = 0 decorre que:

l + p = 1, l2 = l, p2 = p, lp = pl = 0, (1.9)

onde 1 denota a identidade. Em outras palavras os operadores l e p são operadores de

projeção complementares sobre TM. Assim, dada F , uma f -estrutura não nula, para cada

ponto x ∈ M, existem em TxM distribuições complementares L e P correspondentes aos

operadores de projeção l e p respectivamente. Se o posto de F é igual a r, então L é de

dimensão r e P tem dimensão n − r, onde n é a dimensão de M.

Afirmação 1.10. [18] Para a f -estrutura F sejam l, p como acima. Então:

F l = lF = F , Fp = pF = 0, F 2l = −l,

isto é, F age sobre L como uma estrutura quase-complexa e sobre P como o operador nulo.

Demonstração : Seja X ∈ L, então F 2(X) = F2(lX) = −l(X) = −X. Agora, seja X ∈ P

então F(X) = F(pX) = Fp(X) = (F 3 + F)(X) = 0. ¥

Se o posto da F é n, então F satisfaz F 2 +1 = 0 e conseqüentemente F é uma estrutura

quase-complexa. Quando o posto da F é (n−1) ela é chamada estrutura quase-contato [21].

1.4.1 Tensor de Nijenhüis

Seja Γ(M) o espaço dos campos vetoriais de uma variedade diferencial M e A,B campos

tensoriais de tipo (1, 1) em M . A aplicação N : Γ(M) × Γ(M) → Γ(M) definida por

NA,B(X,Y ) = [AX,BY ] + [BX,AY ] + AB[X,Y ] + BA[X,Y ]

−A[X,BY ] − A[BX, Y ] − B[X,AY ] − B[AX, Y ],
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X,Y ∈ Γ(M), é um campo tensorial de tipo (1, 2) e N(X,Y ) = −N(Y,X). N é chamado o

tensor de Nijenhüis associado com A e B (veja [32]). Logo para uma f -estrutura F o tensor

de Nijenhüis N(X,Y ) associado a A = B = F é dado por:

1/2N(X,Y ) = [FX,FY ] −F [FX,Y ] −F [X,FY ] − l[X,Y ]. (1.10)

No caso da F ser uma estrutura quase-complexa, se o tensor de Nijenhüis é identicamente

nulo então F é integrável ou equivalentemente, a variedade M é complexa.

Lema 1.11. O tensor de Nijenhüis, a f -estrutura F e as projeções associadas p, l satisfazem

as seguintes identidades para quaisquer campos vetoriais X,Y :

(i)

N(pX, pY ) = lN(pX, pY ) = −l[pX, pY ]; (1.11)

(ii)

pN(X,Y ) = p[FX,FY ]; (1.12)

(iii)

pN(lX, lY ) = p[FX,FY ]; (1.13)

(iv)

pN(FX,FY ) = p[lX, lY ]; (1.14)

(v)

N(lX, lY ) = 0 se, e somente se, N(FX,FY ) = 0. (1.15)

Demonstração : De fato, usando (1.9) e (1.10)

(i)

N(pX, pY ) = [FpX,FpY ] −F [FpX, pY ] −F [pX,FpY ] − l[pX, pY ]

= −l[pX, pY ]

e portanto

lN(pX, pY ) = −l2[pX, pY ] = −l[pX, pY ] = N(pX, pY );
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(ii)

pN(X,Y ) = p[FX,FY ] − pF [FX,Y ] − pF [X,FY ] − pl[X,Y ]

= p[FX,FY ];

(iii)

pN(lX, lY ) = p[F lX,F lY ] − pF [F lX, lY ] − pF [lX,F lY ] − pl[lX, lY ]

= p[FX,FY ];

(iv)

pN(FX,FY ) = p[F 2X,F2Y ] − pF [F2X,FY ] − pF [FX,F 2Y ] − pl[FX,FY ]

= p[lX, lY ];

(v)

N(FX,FY ) = [F 2X,F2Y ] −F [F2X,FY ] −F [FX,F 2Y ] − l[FX,FY ]

= [lX, lY ] + F [lX,FY ] + F [FX, lY ] − l[FX,FY ],

e
N(lX, lY ) = [F lX,F lY ] −F [F lX, lY ] −F [lX,F lY ] − l[lX, lY ]

= [FX,FY ] −F [FX, lY ] −F [lX,FY ] − l[lX, lY ].

Suponha que N(lX, lY ) = 0, temos

F [lX,FY ] + F [FX, lY ] = [FX,FY ] − l[lX, lY ],

logo

N(FX,FY ) = [FX,FY ] + [lX, lY ] − l[FX,FY ] − l[lX, lY ]

= (1 − l)[lX, lY ] + (1 − l)[FX,FY ]

= p[lX, lY ] + p[FX,FY ] = pN(FX,FY ) + pN(lX, lY ),

= pN(FX,FY )

ou seja (1−p)N(FX,FY ) = lN(FX,FY ) = 0, portanto N(FX,FY ) = 0. A rećıproca

se demonstra de maneira análoga.

¥

Suponha L integrável e X ′, um campo vetorial arbitrário, tangente a uma variedade

integral de L. Define-se sobre TM um operador F ′ (para mais detalhes veja [18]) da seguinte
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forma: F ′X ′ = FX ′. Assim por (1.9) F ′ é uma estrutura quase-complexa sobre cada varie-

dade integral de L.

Definição 1.12. [18] Dizemos que F é parcialmente integrável se ambos L e F ′ são in-

tegráveis.

Teorema 1.13. [18] Uma condição necessária e suficiente para uma f -estrutura F ser

parcialmente integrável é que uma das seguintes condições equivalentes

N(lX, lY ) = 0 ou N(FX,FY ) = 0

seja satisfeita para quaisquer campos vetoriais X,Y.

Dado que l + p = 1, o tensor de Nijenhüis N(X,Y ) pode ser re-escrito como:

N(X,Y ) = lN(lX, lY ) + pN(lX, lY ) + N(lX, pY )+

+N(pX, lY ) + N(pX, pY ).
(1.16)

Usando o Teorema 1.13 e a equação 1.16 temos o seguinte teorema:

Teorema 1.14. [18] Uma condição necessária e suficiente para a distribuição P ser in-

tegrável e F ser parcialmente integrável, é que

N(X,Y ) = N(lX, pY ) + N(pX, lY ) (1.17)

para quaisquer campos vetoriais X,Y.

A derivada de Lie LY F é dada por

(LY F)X = F [X,Y ] − [FX,Y ]. (1.18)

De (1.31) e (1.18) obtemos:

N(lX, pY ) = F(LpY F)lX = F{l(LpY F)lX}, (1.19)

pelo qual

FN(lX, pY ) = −l(LpY F)lX). (1.20)

Agora utilizando (1.19) e (1.20) temos o seguinte teorema:
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Teorema 1.15. [18] O campo tensorial l(LpY F)l é identicamente nulo para qualquer campo

vetorial Y se e somente se N(lX, pY ) = 0 para quaisquer campos vetoriais X,Y.

Observação 1.16. [18] Quando ambas L, P são integráveis ao mesmo tempo, podemos esco-

lher um sistema de coordenadas locais de tal forma que as coordenadas de L são representadas

colocando n− r coordenadas locais constantes e as de P colocando mais r coordenadas cons-

tantes, onde r é o posto da F . Tal sistema coordenado é chamado sistema de coordenadas

adaptado.

Num sistema de coordenadas adaptado, os operadores de projeção l, p podem ser assu-

midos da seguinte forma:

l =

(

1r 0

0 0

)

, p =

(

0 0

0 1n−r

)

onde 1r e 1n−r são as matrizes identidade de ordem r e n − r respectivamente. Dado que

F satisfaz F l = lF = F e Fp = pF = 0, num sistema de coordenadas adaptado, a F tem

componentes da forma

F =

(

Fr 0

0 0

)

(1.21)

Assim, para um campo vetorial pY em P, a derivada de Lie LpY F tem componentes da

forma:

LpY F =

(

∗ 0

0 0

)

. (1.22)

Logo, se assumimos que o campo tensorial l(LpY F)l é identicamente nulo para qualquer

campo vetorial Y , temos então LpY F = 0, o que significa que as componentes da F são

independentes das coordenadas as quais são constantes ao longo da variedade integral da

distribuição L num sistema de coordenadas adaptado. Reciprocamente, se as componentes

da F são independentes do sistema de coordenadas, é fácil ver que l(LpY F)l é identicamente

nulo para qualquer campo vetorial Y . Pelas observações anteriores e o Teorema 1.15 temos:

Teorema 1.17. [18] Suponha que ambas L e P são integráveis e que um sistema de coor-

denadas adaptado tenha sido escolhido. Uma condição necessária e suficiente para as com-



12

ponentes locais da F ser funções independentes das coordenadas, as quais são constantes ao

longo da variedade integral de L, é que N(lX, pY ) = 0 para quaisquer campos vetoriais X,Y.

Definição 1.18. [18] Dizemos que uma f -estrutura, F , é integrável se satisfaz as seguintes

três condições:

(i) A f -estrutura F é parcialmente integrável.

(ii) A distribuição P é integrável.

(iii) As componentes da F são independentes das coordenadas as quais, num sistema de

coordenadas adaptado, são constantes ao longo das variedades integrais da L.

Assim para finalizar essa seção temos:

Teorema 1.19. [18] Uma condição necessária e suficiente para a f -estrutura F ser in-

tegrável é que

N(X,Y ) = 0

para quaisquer par de campos vetoriais X,Y.

Demonstração : Basta utilizar a forma do tensor de Nijenhüis dada na subseção 1.4.1 e

ver que cada um dos termos da direita anulam-se sob as condições da definição 1.18. ¥

1.4.2 f-Estruturas Invariantes em FΘ

Uma f -estrutura definida numa variedade bandeira geral FΘ será denotada por FΘ. Intro-

duzimos agora a noção de “ f -estrutura U -invariante” em FΘ.

Definição 1.20. Uma f -estrutura FΘ é chamada U-invariante se para cada x ∈ FΘ o

endomorfismo FΘ
x : TxFΘ → TxFΘ satisfaz dux ◦ FΘ

x = FΘ
ux ◦ dux, para todo u ∈ U.

Proposição 1.21. Uma f -estrutura invariante FΘ é completamente determinada por um

endomorfismo FΘ : qΘ −→ qΘ, satisfazendo (FΘ)3 + FΘ = 0 e FΘ comuta com a ação

adjunta de KΘ, isto é, Ad(KΘ)FΘ = FΘAd(KΘ).
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Demonstração : Tendo FΘ as condições da proposição, seja x ∈ FΘ. Como a ação adjunta

de U sobre FΘ é transitiva, existe u ∈ U tal que x = ub0. Considerando a multiplicação à

esquerda u : FΘ −→ FΘ, definimos o homomorfismo

FΘ
x : Tx (FΘ) −→ Tx (FΘ)

da seguinte forma:

FΘ
x = dub0 ◦ FΘ ◦ (dub0)

−1 .

Agora devemos mostrar:

(a) a definição de FΘ
x não depende da escolha de u ∈ U.

(b) (FΘ
x )3 + FΘ

x = 0.

(c) dux ◦ FΘ
x = FΘ

ux ◦ dux.

A demonstração de (a) e (c) é a mesma de [26] ou [41]. Portanto resta mostrar (b).

(b)

FΘ
x

3
=

(

dub0 ◦ FΘ ◦ (dub0)
−1) ◦

(

dub0 ◦ FΘ ◦ (dub0)
−1) ◦

(

dub0 ◦ FΘ ◦ (dub0)
−1)

= dub0 ◦ (FΘ)3 ◦ (dub0)
−1 = −FΘ

x

¥

Denotamos também por FΘ a sua complexificada. O endomorfismo FΘ : qC

Θ → qC

Θ é

diagonizável com valores próprios i, 0,−i e determina os espaços próprios correspondentes

q+
Θ, q0

Θ, q−Θ. Temos então qC

Θ = q+
Θ + q0

Θ + q−Θ com q+
Θ = q−Θ. A U -invariância de FΘ garante

que FΘ(gα) ⊆ gα para todo α ∈ Π \ 〈Θ〉, com igualdade quando FΘ é uma estrutura quase-

complexa invariante (veja [41]). Assim FΘ é determinado de maneira única pelos valores

εΘ
α ∈ {0,±1}, α ∈ Π \ 〈Θ〉, definidos por FΘ(Xα) = iεΘ

αXα. Estes valores satisfazem ε−α =

−εα, portanto FΘ é definida pelos seus valores em Π+ \ 〈Θ〉+. No que segue abusamos da

notação e identificamos a f -estrutura invariante FΘ sobre FΘ com εΘ = {εΘ
α : α ∈ Π \ 〈Θ〉}.

Pela notação anterior nas distribuições L e P temos L = {Xα ∈ qΘ, εα = ±1} e P =

{Xα ∈ qΘ, εα = 0}.
Em analogia com as estruturas quase-complexas, os vetores próprios associados a 0 serão

ditos de tipo (1, 0, 0), os associados a +i de tipo (0, 1, 0) e os associados a −i de tipo (0, 0, 1).

Lema 1.22. Considere (FΘ,FΘ), onde FΘ = {εΘ
α}α∈Π\〈Θ〉. Suponha que gα e gβ estão em

uma mesma componente irredut́ıvel da representação adjunta de KΘ em qΘ, então εΘ
α = εΘ

β .



14

Demonstração : Seja α, β ∈ Π \ 〈Θ〉 com gα, gβ numa mesma componente irredut́ıvel da

representação adjunta de KΘ em qΘ, isto é, existe γ ∈ 〈Θ〉 tal que α + γ = β. Assim para

todo x no subespaço de h determinado por 〈Θ〉⊥ temos,

β(x) = 〈β, x〉 = 〈α + γ, x〉 = 〈α, x〉 + 〈γ, x〉 = α(x),

portanto εΘ
α = εΘ

β . ¥

1.5 Aplicações Harmônicas

Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas. Uma aplicação φ : (M, g) → (N, h) é

harmônica se ela é um ponto cŕıtico do funcional energia

E(φ) =
1

2

∫

M

|dφ(x)|2vg (1.23)

onde dφ(x) : TxM → Tφ(x)M , x ∈ M e a norma de dφ(x) é dada por:

|dφ(x)|2 =
n

∑

i=1

〈dφ(x)(Xi), dφ(x)(Xi)〉h (1.24)

para X1, . . . , Xm uma base ortonormal de TxM .

Isto é, φ é harmônica se e somente se satisfaz as equações de Euler-Lagrange

δE(φ) =
d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

E(φt) = 0 (1.25)

para toda variação (φt), t ∈ (−ǫ, ǫ), de φ.

1.6 A conexão Riemanniana em (FΘ, ΛΘ)

Já vimos na seção 1.2 que FΘ é um espaço homogêneo redutivo. Pelo Teorema 3.3 no caṕıtulo

X em [24] podemos definir uma aplicação bilinear simétrica U : qΘ × qΘ → qΘ por:

2ΛΘ(U(X,Y ), Z) = ΛΘ(X, [Y, Z]qΘ
) + ΛΘ([Z,X]qΘ

, Y ),

para todo X,Y, Z ∈ qΘ; ou seja,

2〈ΛΘ ◦ U(X,Y ), Z〉 = 〈ΛΘ ◦ X, [Y, Z]qΘ
〉 + 〈[Z,X]qΘ

, ΛΘ ◦ Y 〉.
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Utilizando a invariância de 〈·, ·〉, isto é,

〈[X,Y ]qΘ
, Z〉 = 〈X, [Y, Z]qΘ

〉 (1.26)

temos,

2〈ΛΘ ◦ U(X,Y ), Z〉 = −〈[ΛΘ ◦ X,Y ]qΘ
, Z〉 + 〈[X, ΛΘ ◦ Y ]qΘ

, Z〉.

Daqui finalmente,

2ΛΘ ◦ U(X,Y ) = [X, ΛΘ ◦ Y ]qΘ
− [ΛΘ ◦ X,Y ]qΘ

. (1.27)

Como a conexão Riemanniana ∇ em (FΘ, ΛΘ) é dada por

2∇XY = [X,Y ]qΘ
+ 2U(X,Y ), (1.28)

temos então

2∇XY = [X,Y ]qΘ
+ ΛΘ−1 ◦ ([X, ΛΘY ]qΘ

− [ΛΘX,Y ]qΘ
) (1.29)

com X,Y ∈ qΘ e (ΛΘ)−1 a inversa de ΛΘ com respeito ao produto de Hadamard. É de

notar que os autovalores de (ΛΘ)−1 correspondem aos inversos multiplicativos dos autovalores

de ΛΘ, ou seja (ΛΘ)−1 =
(

(λΘ
α )−1

)

α∈Π\〈Θ〉
.

A ação concreta da conexão Riemanniana sobre os elementos da base de Weyl é descrita

a seguir.

Proposição 1.23. Para (FΘ, ΛΘ) sejam α, β, α + β ∈ Π \ 〈Θ〉, e Xα, Xβ, Xα+β ∈ qΘ,

elementos na base de Weyl. Então

∇Xα
Xβ = mα,β

λΘ
α+β + λΘ

β − λΘ
α

2λΘ
α+β

Xα+β. (1.30)

Demonstração : Da equação (1.29) via cálculo direto, usando o item 5 no Teorema 1.1, e

a equação (1.7) temos:

2∇Xα
Xβ = [Xα, Xβ]qΘ

+ ΛΘ−1 ◦ ([Xα, ΛΘ ◦ Xβ]qΘ
− [ΛΘ ◦ Xα, Xβ]qΘ

)

= mα,βXα+β + ΛΘ ◦ (mα,βλβXα+β − mα,βλΘ
αXα+β)

= mα,β

λΘ
α+β

+λΘ
β
−λΘ

α

λΘ
α+β

Xα+β
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¥

Seja agora (N, h,F) uma f -variedade Riemanniana. Lembramos (veja por exemplo

[20]) que para X,Y ∈ TN, a derivada covariante de F é dada por:

(∇F)(X,Y ) = ∇XF(Y ) −∇Y F(X) −F([X,Y ]). (1.31)

Definição 1.24. (i) Definimos (∇F)(1,1)(X,Y ) como ∇F(X,Y ) se X ∈ TN+ e

Y ∈ TN−.

(ii) (N, h,F) é dita f − (1, 2)-simplética se (∇F)(1,1) = 0.

Apontamos que quando F é uma estrutura quase complexa, a forma de Kähler σ(X,Y )

= h(X,F(Y )) é anti-simétrica, e Rawnsley e Salamon [36], [21] mostraram que (∇F)(1,1) = 0

precisamente quando (N, h,F) é 1, 2-simplética, i.e. dσ1,2 = 0. Seja agora (M, g, J) uma

variedade Riemanniana com J uma estrutura quase-complexa e forma de Kähler ω. O

seguinte teorema devido a Black [3], o qual tem origem no paper [25], é uma das motivações do

nosso trabalho.

Teorema 1.25. Seja φ : (M, g,F) → (N, h,F) uma aplicação tal que

1. φ é f -holomorfa i.e. satisfaz dφ · J = F · dφ,

2. M é co-simplética, isto é, d∗(ω) = 0,

3. (∇F)(1,1) = 0.

Então φ é harmônica.

Pelo Teorema anterior, o estudo de aplicações harmônicas em variedades bandeira in-

duz uma análise intensiva das propriedades das f -estruturas que admitem métricas (1, 2)-

simpléticas, ou seja, as f -estruturas (1,2)-admisśıveis.



CAṔITULO 2

O Caso An

Neste caṕıtulo damos uma descrição completa das f−estruturas invariantes (1,2)-admisśıveis

no caso da variedade bandeira maximal F(n) associada à álgebra de Lie sl(n, C), ou seja, o

caso da bandeira maximal associada às álgebras de tipo An. Neste caso o conjunto formado

por Ejk, j 6= k e Ejj − Ekk, j < k é uma base para sl(n, C), h é a subálgebra das matrizes

diagonais, Θ = ∅ assim q é gerada pelas matrizes Ajk = Ejk − Ekj e Sjk = i(Ejk + Ekj).

Para F(n) e F uma estrutura quase-complexa é posśıvel estabelecer uma correspondência

entre F e um grafo orientado completo (torneio) (veja [27], [33] [9]).

Mo e Negreiros provaram em [28] que existem 3(n

2) f−estruturas U(n)−invariantes sobre

uma variedade bandeira complexa e que elas estão em correspondência 1:1 com as matrices

antisimétricas ǫ(F) = {εij} onde εij toma valores no conjunto {−1, 0, 1}, o que sugere

uma correspondência 1:1 entre f−estruturas invariantes e grafos orientados (digrafos) não

necessariamente completos.

Ao longo do nosso trabalho a palavra digrafo significará invariavelmente um grafo orien-

tado finito G = (V,E), onde V é o conjunto de vértices e E o conjunto de setas de G. Se

v, w ∈ V então uma seta v → w , significará vw ∈ E. O śımbolo v ↔ w indicará que

vw ou wv estão em E. Além disso, definimos os conjuntos v–perdedor e v–ganhador da

17
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seguinte forma:

Gp(v) = {w ∈ V : vw ∈ E}, Gg(v) = {w ∈ V : wv ∈ E},

tais conjuntos considerados como subdigrafos de G. Os anteriores digrafos são o análogo ao

conceito de “vizinhança” de um vértice utilizada na teoria de grafos não dirigidos. Final-

mente, dizemos que v é um ganhador (resp. perdedor) em G se Gp(v) ou Gg(v) é igual

a V \ {v}.
Cada digrafo determina um vetor placar (s1, . . . , sn), 0 ≥ s1 ≥ s2 ≥ ... ≥ sn onde si é a

cardinalidade do conjunto de vértices do subdigrafo Gg(vi) para algum vi vértice de G.

Definição 2.1. Sejam G1 um digrafo com n vértices {1, . . . , n} e G2 um digrafo com m

vértices {1, . . . ,m}. Um homomorfismo entre G1 e G2 é uma aplicação φ : {1, . . . , n} →
{1, . . . ,m} tal que

s
G1−→ t =⇒ φ(s)

G2−→ φ(t) ou φ(s) = φ(t)

e se

s
G1

6↔ t =⇒ φ(s)
G2

6↔ φ(t)

Quando φ é bijetiva dizemos que G1 e G2 são isomorfos.

Para n = 2 existem 2 classes de isomorfismos, para n = 3 aparecem 7 classes de isomor-

fismos e para n = 4, 42 classes de isomorfismos (veja Figuras 2.3, 2.4, 2.5-2.7).

Note que, como no caso de torneios, o vetor placar não determina completamente o

digrafo, isto é, existem digrafos não isomorfos com placares iguais (veja por exemplo (3) e

(4) na Figura 2.4 e (3),(4),(5) na Figura 2.5).

As f−estrutura invariantes sobre F(n), estão em correspondência 1:1 com digrafos de

n vértices através da matriz de incidência do digrafo. De fato, no caso F(n) o sistema de

ráızes Π pode ser identificado com o conjunto {(j, k) : 1 ≤ j, k ≤ n, j 6= k}, onde

pares de ráızes opostas {α,−α} correspondem a pares {(j, k), (k, j)}. Lembremos que

uma f−estrutura invariante F é determinada pelos seus valores em Π+. Estes valores são

ordenados, formando uma matriz ε = (εjk) n×n . A matriz ε pode-se identificar com a matriz

de incidência de algum digrafo G = (V,E) com V = {1, · · · , n} da seguinte maneira: Se

F(Ejk) = iεjkEjk então G(F) é tal que para j < k
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j → k ⇐⇒ εjk = 1

e

j ← k ⇐⇒ εjk = −1

e

j 6↔ k ⇐⇒ εjk = 0

estabelecendo assim uma correspondência biuńıvoca entre f−estruturas invariantes sobre

F(n) e digrafos de n vértices. Uma construção similar é válida para métricas invariantes

Λ = {λjk} em (F(n),F), de maneira que podemos identificar cada λjk com um peso positivo

definido sobre a seta jk do digrafo E . Note que se εjk = 0 o peso λjk não aporta maior

informação dado que jk 6∈ E.

Exemplo 1.1: Consideremos

F(3) = U(3)/(U(1) × U(1) × U(1)) = U(3)/T.

Neste caso,

q = T (F(3))(b0) =























0 a b

−ā 0 c

−b̄ −c̄ 0









: a, b, c,∈ C















Tomemos a seguinte f−estrutura sobre F(3)









0 a b

−ā 0 c

−b̄ −c̄ 0









7−→









0 ia −ib

(iā 0 0

(−ib̄ 0 0









Como o elemento (1,2) da matriz foi multiplicado por
√
−1, o digrafo correspondente tem

uma seta indo de 1 para 2; o mesmo acontece com o elemento (1,3), então o digrafo tem uma

seta indo de 1 para 3. O elemento (2,3) foi multiplicado por 0, então o digrafo não tem uma

seta ligando 2 com 3. O digrafo da Figura 2.1 é o digrafo associado a esta f−estrutura. De

acordo com Black [3], as condições para (F(n), Λ,F) ser (1,2)-simplética são determinadas
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1

2

3

Figura 2.1: Digrafo do Exemplo 1.1

pelas seguintes regras:

Se k → j , k → l , j 6↔ l então λjk = λkl; (2.1)

Se j → k, l → k, j 6↔ l então λjk = λkl; (2.2)

Se k → j, j → l, k → l então λkl = λjk + λjl. (2.3)

o que pode ser resumido na Figura 2.2.

          
            

  

l

j

k
l

j

k
l

j

 
k

  λ
  

=   λ      +  λ       λ        =     λ  jklk         lj lk
    
lj

Figura 2.2: Condições da métrica

Nossa intenção é caracterizar as f–estruturas invariantes que admitem métricas (1,2)-

simpléticas . Em outros termos , desejamos caracterizar os digrafos G = (V,E) que admitem

pesos positivos Λ = (λjk) os quais satisfazem as propriedades (2.1) , (2.2) e (2.3).
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2.1 Os casos F(2), F(3), F(4)

As Figuras 2.3, 2.4, 2.5-2.7 mostram as classes de isomorfismos de f−estruturas invariantes

em F(n) para n = 2, 3, 4, respectivamente. Para n = 2, 3 todas as classes são(1,2)-admisśıveis.

(1)
(2)

(0,0) (0,1)

Figura 2.3: Classes de isomorfismos para n=2

De fato, no caso F(3) existem 7 classes de isomorfismos de f -estruturas invariantes (ver

Figura 2.4). A métrica Cartan-Killing, λij = 1 é (1,2)-simplética para todas as f -estruturas

na Figura 2.3 e as f -estruturas correspondentes a (1)-(6) na Figura 2.4 a classe (7) que

corresponde às estruturas quase-complexas invariantes integráveis (ou seja Kähler) e portanto

é (1,2)-admisśıvel (veja [9]).

Em F(4) existem 42 classes de isomorfismos de f−estruturas invariantes (ver Figuras

2.5, 2.6, e 2.7). Só as 36 que aparecem em 2.5 e 2.6 são (1,2)-admisśıveis. De fato as sete

classes (1), (2), (3), (6), (7), (15), (25) são trivialmente (1,2)-admisśıveis, dado que nelas não

aparecem as configurações dadas na Figura 2.2. As 29 classes (8)-(14), (16)-(24) e (26)-(36)

junto com as métricas que elas admitem, aparecem no Apêndice A.

As seis classes restantes, (37)-(42), aparecem na Figura 2.7 e foram separadas das anterio-

res precisamente por não serem (1,2)-admisśıveis. De fato, as classes (37) e (38) representam

torneios e portanto foram estudadas em [33] e [9] e ali mostrou-se que elas não são (1,2)-

admisśıveis. Nas seguintes 4 classes aplicamos as condições dadas por (2.1), (2.2) e (2.3)

para mostrar a (1,2)-admissibilidade:

Na classe (39) λ13 = λ12 + λ23, λ23 = λ24 + λ34 e λ13 = λ34, do anterior teŕıamos que

λ12 + λ24 = 0 o que é absurdo dadas as condições da métrica Λ.
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(1) (2) (3) (4)

(5) (6) (7)

(0,1,1) (0,1,1)

(0,1,2)

(0,0,0)

(0,0,2)

(0,0,1)

(1,1,1)

Figura 2.4: Classes de isomorfismos para n=3

Na classe (40) λ23 = λ13 + λ12, λ34 = λ23 + λ24 e λ13 = λ34, do anterior teŕıamos que

λ12 + λ24 = 0 o que é absurdo dadas as condições da métrica Λ.

Na classe (41) λ13 = λ12 + λ23, λ34 = λ13 = λ23, do anterior teŕıamos que λ12 = 0,

absurdo.

Na classe (42) λ23 = λ13 + λ12, λ34 = λ13 = λ23, do anterior teŕıamos que λ12 = 0,

absurdo.

2.2 f–Estruturas Localmente Transitivas

As seguintes definições sãocruciais para obter nosso principal resultado neste caṕıtulo.

Definição 2.2. Um digrafo G ′ := (V ′, E ′) é chamado:

1. trivial se cardinalidade do conjunto E’ é zero;

2. transitivo se a relação “ →′′ é transitiva (ou seja, para i, j, k ∈ V ′, i → j → k

implica i → k);
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(1) (2) (3) (4)

(5) (6) (7) (8)

(9) (10) (11) (12)

(13) (14) (15) (16)

(17) (18) (19) (20)

(0,0,0,0) (0,0,0,1) (0,0,1,1)

(0,0,1,1) (0,0,1,1) (0,1,1,1)

(0,0,1,2) (0,0,1,2) (0,0,0,3) (0,1,1,1)

(0,1,1,1)

(0,0,1,2) (0,1,1,1) (0,1,1,1) (0,0,1,2)

(0,0,2,2) (0,1,1,2)    (0,1,1,2)  (0,1,1,2)

(0,0,0,2)

Figura 2.5: Classes de isomorfismos para n=4



24

(21) (22) (23) (24)

(25) (26) (27) (28)

(29) (30) (31) (32)

(33) (34) (35) (36)

(0,1,2,3)(1,1,2,2)(1,1,1,2)(1,1,1,2)

(0,0,2,3) (0,1,2,2)   (0,1,2,2) (0,1,2,2)

(1,1,1,1) (0,1,1,2) (0,1,1,2) (1,1,1,2)

(0,0,2,2)(1,1,1,1)(0,1,1,2)(0,1,1,2)

Figura 2.6: Classes de isomorfismos para n=4
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(1, 1,1,3)

(0, 1,1,2)

(0, 2,2,2)

(0, 1,2,2) (0,0,1,3)

(0,1,1,3)

(37) (38) (39)

(40) (41) (42)

Figura 2.7: Classes de isomorfismos para n=4

3. relativamente conexo se para todo i, j, k ∈ V ′ i → j implica i ↔ k ou j ↔ k.

Transitividade em digrafos completos tem sido bastante estudada e pode ser caracterizada

pela ausência de 3-ciclos (isto é, 3-subdigrafo da forma i → j → k → i). A matriz de

incidência é semelhante, a menos de permutações , à matriz canônica εjk = 1 (j < k) [30].

Porém, nós estamos interessados na seguinte versão local desta propriedade.

Definição 2.3. Dizemos que o digrafo G = (V,E) é localmente transitivo se ∀v ∈ V cada

um dos conjuntos Gp(v) e Gg(v) é transitivo e relativamente conexo.

Com respeito às f−estruturas invariantes dizemos que F é localmente transitiva se seu

digrafo associado é localmente transitivo.

Observação 2.4. Da Definição 2.3 temos:

1. Transitividade local significa que o digrafo Gp(v),Gg(v) omite determinados 4–subdigrafos,

isto é, aqueles que possuem um subconjunto não vazio de setas de um 3–ciclo, ( ver

Figura 2.7).
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2. No caso não–completo, a definição 2.3 é mais flex́ıvel: esta definição permite que

algum destes subdigrafos , dizemos Gg(v)), pode ser trivial, enquanto que Gp(v) pode

ser transitivo e relativamente conexo.

3. Se max{|Gg(v)|, |Gp(v)|} ≤ 2 ∀v ∈ V, então G é localmente transitivo.

Em F(3) pode-se ver facilmente que as 7 classes de isomorfismos de f−estruturas in-

variantes são todas localmente transitivas, verificando que os digrafos associados a estas

f−estruturas (ver Figura Figura 2.4) são localmente transitivos.

Em F(4), das 42 classes de isomorfismos de f−estruturas invariantes, apenas as 36 que

aparecem nas Figuras 2.5 e 2.6 são localmente transitivas.

De acordo com a Figura 2.7, um 4–digrafo não localmente transitivo tem um ganhador ou

um perdedor mas não ambos. As setas do 3–digrafo obtido apagando o ganhador/perdedor

formam um subconjunto não vazio das setas de um 3–ciclo (ver Figura 2.7).

Daqui para frente identificaremos as f−estruturas invariantes F com seu digrafo asso-

ciado G.

Lema 2.5. G é localmente transitivo se, e somente se, cada 4-subdigrafo de G é localmente

transitivo.

Demonstração : Se G é localmente transitivo então qualquer subdigrafo of G, incluso os

4–subdigrafos, são localmente transitivo. Resta mostrar a outra direção do lema. Para isto

assuma que G não é localmente transitivo. Então temos dois casos, que visam a existência

de um 4-subdigrafo não localmente transitivo, completando assim a demonstração.

Caso 1: Existe v ∈ V tal que um dos conjuntos Gp(v),Gg(v) não é transitivo. Isto quer dizer

que existem j, k, l ∈ V tal que jk, kl ∈ E mas jl 6∈ E. Podemos verificar que com

as condições anteriores se lj pertence ou não a E, o 4-subdigrafo de G com vértices

{v, j, k, l} corresponde a um dos três primeiros digrafos na Figura 2.7 e, portanto, não

é localmente transitivo.

Caso 2: Existe v ∈ V tal que um dos conjuntos Gp(v), Gg(v) não é relativamente conexo.

Isto é, estes conjuntos contêm j, k, l ∈ V tais que jk ∈ E mas jl, kl, lj, lk 6∈ E. Aqui

também o 4–subdigrafo com vértices {v, j, k, l} obtido com as condições anteriores
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corresponde a um dos três últimos digrafos na Figura 2.7. Portanto ele não é localmente

transitivo.

¥

No importante caso de digrafos completos, a f−estrutura invariante associada é uma

estrutura quase-complexa. Exatamente dois dos seis 4–digrafos não localmente transitivos

na Figura 2.7 são completos, aqueles que contêm um ganhador/perdedor e um 3–ciclo. Em

[29] estes dois digrafos foram chamados “conados” e em [9],[8] um digrafo completo G que

omitia estes dois digrafos foi chamado “livre de cone”.O Lemma 2.5 estabelece portanto que

G é localmente transitivo se, e somente se, ele é livre de cone. Temos então como resultado

que os dois conjuntos de digrafos completos estudados separadamente em [29],[34], [9],[8]

(digrafos livres de cone) e [6] (digrafos localmente transitivos) são iguais. Brouwer em [6]

calcula a quantidade de torneios localmente transitivos de n vértices a ser:

∑

d|n





2d−1

d
odd(

n

d
)
∑

e|n
d

µ(e)

e



 , (2.4)

onde µ é a função de Möbius e odd(j) é 1 ou zero dependendo se j é ı́mpar ou par, respecti-

vamente. Com isso foi respondida a pergunta feita em [33] sobre a quantidade de estruturas

quase complexas invariantes (1,2)-admisśıveis em F(n).

2.3 Digrafos Completamente Não Transitivos

Estudamos aqui a forma das métricas (1,2)-simpléticas sobre uma classe especial de digrafos

localmente transitivos que chamaremos digrafos completamente não transitivos.

Definição 2.6. (i) Um triângulo transitivo é um digrafo completo transitivo Gt = (Vt, Et)

com |Vt| = 3. Assumindo Vt = {u, v, w} e E = {uv, vw, uw}, nos referiremos a uv, vw

como os lados e a uw como a basedo digrafo Gt.

(ii) Um digrafo G ′ = (V ′, E ′) será dito completamente não transitivo (simbolizaremos

CNT) se G ′ não contém triângulos transitivos.
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Um digrafo CNT é localmente transitivo. De fato, os conjuntos G ′
g(v) e G ′

p(v) são triviais

no sentido da Definição 2.2 (equivalentemente, o digrafo é também livre de cone dado que

cada 4-digrafo conado contém um triângulo transitivo, veja a Figura 2.7).

Ao mesmo tempo, um digrafo CNT admite métricas (1,2)-simpléticas, isto é, pesos po-

sitivos {λe > 0, e ∈ E ′} os quais satisfazem as identidades (2.1)-(2.3). De fato, devido à

ausência de triângulos transitivos o sistema de equações (2.1)-(2.3) não possui identidades

do tipo (2.3); logo a métrica Cartan-Killing λ ≡ 1, que satisfaz automaticamente (2.1-2.2),

é (1,2)–simplética (em geral, G ′ admite métricas (1,2)–simplécticas não-constantes junto com

a métrica Cartan-Killing).

Observamos que a métrica Cartan–Killing λ ≡ 1 sobre um digrafo G ′ é (1,2)–simplética

se e somente se G ′ é CNT. Em particular se G ′ é completo, a métrica Cartan–Killing é (1,2)–

simplética somente se |V | ≤ 3, como foi observado em [8].

Agora defina a seguinte relação de equivalência entre as setas de E ′: e ∼ e′ se para algum

v, v′, u ∈ V nós temos e = vu e e′ = v′u, ou e = uv e e′ = uv′. Uma métrica sobre G ′ é

(1,2)–simplética se e somente se ela é constante sobre cada classe de equivalência em E ′.

Assim, a dimensão do espaço das métricas (1,2)–simpléticas é igual ao número de classes de

equivalência η em E ′.

Como pode-se calcular η diretamente de G ′? Nós não conhecemos a resposta, mas sugeri-

mos que η é o número de componentes conexas em uma floresta geradora para G ′, assumindo

que cada vértice na floresta é um ganhador ou um perdedor.

2.4 O Caso Geral

No estudo das métricas (1,2)–simpléticas sobre um digrafo localmente transitivo G, nossa

metodologia será a de reduzir G a um digrafo associado G ′ CNT com o mesmo conjunto de

vértices, baseado no seguinte ”lema de remoção de setas”.

Lema 2.7. Seja G = (V,E) um digrafo localmente transitivo que não é CNT. Então E

contém pelo menos uma seta e a qual é uma base mas não é um lado. Conseqüentemente,

o subdigrafo G̃ := (V,E \ {e}) é localmente transitivo.
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Demonstração : Seja G∗ = (V∗, E∗) um subdigrafo de G completo maximal transitivo

e |V∗| ≥ 3. A hipótese garante a existência de pelo menos um desses subdigrafos. Então

G∗ possui uma única base e ∈ E∗ que não é um lado. De fato G∗ é isomorfo ao torneio

canônico. O vetor placar de G∗ é (0, 1, 2, ..., r − 1) V∗ = {1, 2, ..., r}. G∗ possui uma seta

ligando ganhador e perdedor, por exemplo e1r que é a única seta que é base em qualquer

triângulo de G∗ em que ela apareça. A seta e1r é portanto uma base em G. Afirmamos

que e1r não pode ser lado em algum triângulo transitivo de G. Assuma ao contrário que

tal triângulo Gt = (Vt, Et) existe. Note que Vt 6⊂ V∗ dado que e não é um lado em G∗. Logo, o

subdigrafo G∗ de G suportado sobre V∗∪Vt contém estritamente G∗. Transitividade local

de G implica que G∗ é de novo completo e transitivo. De fato em Gt, Vt = {1, r, t}, t ≥ r.

Para cada v ∈ V∗ considere o 4-subdigrafo de G∗ suportado sobre os vértices 1, t, r, v

Como G é localmente transitivo necessariamente deve existir a seta vt, caso contrário este

4-subdigrafo seria um dos seis na Figura 2.7. Logo o placar em cada vértice de V∗ aumenta

de 1. Portanto o vetor placar de G∗ é (0, 1, ..., r) o que implica que G∗ é completo e

transitivo, contradizendo a maximalidade de G∗.

A seguir mostraremos que G̃ é localmente transitivo. Pelo Lema 2.5 é suficiente mostrar

que cada 4-subdigrafo Ĝ de G̃ é localmente transitivo . Se e não é um lado em Ĝ não há nada

a demonstrar dado que Ĝ é subdigrafo de G. Caso contrário, assuma e = uw com u,w

vértices em Ĝ. Suponha que Ĝ não é localmente transitivo. De acordo com a Figura 2.7 Ĝ
contêm um ganhador ou um perdedor, v. Dado que e não está em Ĝ, v 6= u,w. Em qualquer

dos dois casos, v ganhador ou perdedor, e é um lado no triângulo transitivo {v, u, w}, o que

é imposśıvel pela primeira parte do lema. ¥

Pelo Lema 2.5 e por [9], temos que uma f−estrutura quase-complexa invariante sobre

F(n) é localmente transitiva se e somente se ela é (1,2)-admisśıvel. A extensão do resultado

anterior para qualquer f−estrutura invariante sobre F(n) é nosso principal resultado neste

caṕıtulo.

Teorema 2.8. O digrafo G = (V,E) admite métricas (1,2)-simpléticas se e somente se é

localmente transitivo.

Demonstração : Para n < 4, observamos na Seção 2.2, que G é sempre localmente tran-

sitivo. Para n = 4, a verificação é baseada nos digrafos das Figuras 2.5 e 2.6 e as métricas
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admitidas aparecem no Apêndice A. Assim, assuma n > 4.

Se G admite métricas (1,2)-simpéticas, então, por restrição, cada 4-subdigrafo de G
é (1,2)–admisśıvel, e pela observação acima localmente transitivo. Pelo Lemma 2.5, G é

localmente transitivo.

Reciprocamente, assuma que G é localmente transitivo. Argumentamos por indução:

Se G é CNT então a existência de métricas (1,2)-simpléticas foi garantida na seção anterior.

Caso contrário, pelo Lemma 2.7 seguimos removendo seqüencialmente bases ek, k = 1, ..., r

de G = (V,E), obtendo uma seqüência de digrafos G̃k = (V, Ẽk) localmente transitivos. O

processo acaba quando não existem mais triângulos transitivos, ou seja, quando G̃k = (V, Ẽk)

é CNT, para algum k. Pela hipótese de indução, cada G̃k admite métricas (1,2)-simpéticas.

Estendemos, em forma inversa à remoção de bases, a métrica sobre G‖−∞ definindo λek
=

λẽ +λ˜̃e, onde ẽ, ˜̃e são os lados correspondentes à base ek. Esta é a única extensão para a qual

Λ é (1,2)-simplética sobre o triângulo em questão, portanto a única extensão à qual deve

ser (1,2)-simplética para todo G. Queremos mostrar que de fato esta é (1,2)-simplética .

Passo 1. A extensão é bem definida. Isto é, assuma que e = uw é simultaneamente base

para dois triângulos transitivos, dizemos, {uv, vw, uw} e {uz, zw, uw} com {u, v, w, z} ⊂
V. Precisamos mostrar que a priori

λuz + λzw = λuv + λvw. (2.5)

Há dois casos a considerar. Se v ↔ z, podemos assumir por determinação v → z. Neste

caso, por (2.3) nós temos a priori λvz = λuz − λuv e λvz = λvw − λzw, implicando (2.5). Caso

contrário, por (2.1-2.2) nós temos a priori λuv = λuz λvw = λzw, de novo implicando (2.5).

Passo 2. Mostramos aqui que a métrica estendida é de fato (1,2)-simpética. Cada

conflito com (2.1-2.3) poderia envolver a seta removida e, já que G̃ por hipótese satisfaz

estas restrições. Pelo Lemma (2.7), e não é um lado em G, portanto qualquer conflito com

(2.3) é do tipo já discutido no Passo 1.

Um conflito com (2.1) implica que λe 6= λ′
e onde, dizemos, e = uw e e′ = tw. Isto pode

ocorrer somente se t 6↔ u. Agora é fácil ver independentemente da relação entre v e t que

G e G̃ não podem ser ambos localmente transitivos, dado que um dois dois contém um dos

digrafos não localmente transitivos que aparecem na Figura 2.7. Isto é uma contradição das

nossas hipóteses.
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Um conflito com (2.2) produz uma contradição semelhante, e assim a demonstração é

completa. ¥

Assuma que o digrafo localmente transitivo é reduzido, via remoção de bases, a um digrafo

CNT, G ′. O Teorema 2.8 mostra que cada métrica (1,2)-simplética sobre G ′ estende-se de

forma única a uma métrica (1,2)-simplética sobre G. Assim, a dimensão do cone convexo

de métricas (1,2)-simpléticas é igual em ambos digrafos (na seção anterior esta foi denotada

por η). Não é claro como calcular η diretamente do digrafo original G. Uma aproximação

é representar (2.1)-(2.3) como um sistema linear homogêneo e calcular a dimensão do seu

núcleo.

Terminamos este caṕıtulo com algumas observações.

(i) O digrafo CNT G ′ obtido de G pela remoção de bases não depende da ordem das bases

removidas.

(ii) Um digrafo CNT G ′ é a conseqüência de uma supresão não vazia de bases de um digrafo

localmente transitivo se e somente se a união de todos os subdigrafos de G ′ do tipo

{uv, vw, zw} e {wz,wv, vu} não contém cada subdigrafo do tipo {uv, vw};

(iii) Viu-se que um digrafo CNT é o resultado de uma remoção de bases de um digrafo

transitivo se, e somente se, ele é a união de caminhos dirigidos abertos cujos vértices

terminais são exclusivamente ganhadores ou perdedores.

Já vimos que em [6] o autor aplica um argumento de contagem (2.4) com a finalidade

de enumerar os digrafos localmente transitivos completos com n vértices. A primeira vista

parece que esse método não é adequado para a enumeração de todos os digrafos localmente

transitivos de n vértices. Um caminho posśıvel para atacar o problema poderia ser enumerar

primeiro os CNT e então imaginarmos quantos digrafos localmente transitivos podem ser

transformados a partir de supressão de bases em um digrafo CNT dado.
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CAṔITULO 3

O caso invariante (FΘ,FΘ, ΛΘ)

No caso de variedade bandeira maximal para uma álgebra de Lie semi-simples complexa

geral, não podemos fazer uso da combinatória de digrafos mas sim de uma abordagem com-

binatórica mais geral, baseada em sistemas de ráızes. Em [10] Cohen, Negreiros e San Martin

deram uma interpretação, em termos de sistemas de ráızes, da condição livre de cone. Neste

caṕıtulo pretendemos estender às f -estruturas invariantes os resultados obtido em [10] para

estruturas quase-complexas invariantes.

No caṕıtulo anterior enunciamos o seguinte lema em termos de 3-digrafos, associados a

uma tripla de ráızes de su(n). Este teorema pode ser entendido como um caso particular do

Lema 4.2 na pag. 30 em [3]. Nós aqui o enunciamos e damos sua demonstração no caso de

uma variedade bandeira geral FΘ, isto é, uma bandeira associada a qualquer álgebra de Lie

semi-simples complexa g e Θ um subconjunto das ráızes simples em um sistema de ráızes

associado a g veja seção 1.2.

Lema 3.1. A f -variedade (FΘ, ΛΘ,FΘ) é (1, 2)−simplética se, e somente se, para todo

α, β, α + β ∈ Π \ 〈Θ〉 com Xα ∈ q+
Θ e Xβ ∈ q−Θ temos:

Se Xα+β ∈ q0
Θ então λΘ

α = λΘ
β ; (3.1)

se Xα+β ∈ q+
Θ então λΘ

α = λΘ
β + λΘ

α+β. (3.2)

33
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Demonstração : Com Xα, Xβ como no teorema e usando a Definição (1.24) e a equação

(1.30) temos

(∇F)(Xα, Xβ) = −imα,β

λΘ
α+β

+λΘ
β
−λΘ

α

λΘ
α+β

Xα+β − imβ,α

λΘ
α+β

+λΘ
α−λΘ

β

2λΘ
α+β

Xα+β+

−F(mα,βXα+β) = imα,β

λΘ
β
−λΘ

α−εΘ
α+β

λΘ
α+β

λΘ
α+β

Xα+β.

Por isso, se Xα+β ∈ q0
Θ nós temos

0 = (∇F)(Xα, Xβ) = imα,β

λΘ
β − λΘ

α

λΘ
α+β

Xα+β,

logo λΘ
β = λΘ

α . Em forma semelhante, se Xα+β ∈ q+
Θ nós temos

0 = (∇F)(Xα, Xβ) = imα,β

λΘ
β − λΘ

α − λΘ
α+β

λΘ
α+β

Xα+β,

e assim λΘ
β = λΘ

α + λΘ
α+β. ¥

3.1 A Forma de Kähler

Seja (FΘ, ΛΘ,FΘ) uma f -variedade bandeira geral e

ΩΘ(X,Y ) = ΛΘ(X,FΘ(Y )) = −〈 ΛΘ ◦ X,F θ ◦ Y 〉,

sua forma de Kähler.

Estendemos esta 2-forma U−invariante a uma 2-forma sobre a complexificada qC

Θ de qΘ, a

qual denotamos também por ΩΘ. ΩΘ é antisimétrica, dado que, sua ação sobre os elementos

na base de Weyl é descrita por

ΩΘ(Xα, Xβ) = −iλΘ
α εΘ

β 〈 Xα, Xβ 〉.

Lembramos que 〈Xα, Xβ〉 = 0 a menos que α + β = 0, e neste caso temos

ΩΘ(Xα, Xβ) = −iλΘ
α εΘ

β = iλΘ
α εΘ

α =

= −(−iλΘ
β εΘ

α 〈 Xβ, Xα 〉) = −ΩΘ(Xβ, Xα).

Resumindo: ΩΘ é não trivial somente nos casos α = −β com εΘ
α 6= 0, produzindo o valor

ΩΘ(Xα, X−α) = iλΘ
α εΘ

α . (3.3)

De maneira análoga que em [10] computamos dΩΘ.
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Proposição 3.2. Seja α, β, γ ∈ Π. Então dΩΘ(Xα, Xβ, Xγ) é zero a menos que

α + β + γ = 0 e {Xα, Xβ, Xγ} 6⊂ q0
Θ. Neste caso temos,

3dΩΘ(Xα, Xβ, Xγ) = −imα,β( εΘ
αλΘ

α + εΘ
β λΘ

β + εΘ
γ λΘ

γ ).

Demonstração : Se X,Y, Z ∈ qΘ então dΩΘ na origem é dada por (ver [24])

3dΩΘ( X,Y, Z ) = (∇XΩΘ)(Y, Z) − (∇Y ΩΘ)(X,Z) + (∇ZΩΘ)(X,Y ) =

= ∇XΩΘ(Y, Z) − ΩΘ(∇XY, Z) − ΩΘ(Y,∇XZ) −
− ∇Y ΩΘ(Y, Z) + ΩΘ(∇Y X,Z) + ΩΘ(X,∇Y Z) +

+ ∇ZΩΘ(X,Y ) − ΩΘ(∇ZX,Y ) − ΩΘ(X,∇ZY ) =

= −ΩΘ([X,Y ], Z) + ΩΘ(X, [Y, Z]) − ΩΘ(Y,∇XZ) −
− ΩΘ(∇ZX,Y ).

Agora usando o item 5 no Teorema 1.1 e (1.29) temos

3dΩΘ(Xα, Xβ, Xγ) = −mα,βΩΘ(Xα+β, Xγ) + mβ,γΩ
Θ(Xα, Xβ+γ)−

−mα,γ

λΘ
α+γ + λΘ

γ − λΘ
α

2λΘ
α+γ

ΩΘ(Xβ, Xα+γ) − mγ,α

λΘ
α+γ + λΘ

α − λΘ
γ

2λΘ
α+γ

ΩΘ(Xα+γ , Xβ).

Aplicando (3.3) no lado direito, vemos que dΩΘ( Xα, Xβ, Xγ ) anula-se a menos que α +β +

γ = 0 e {Xα, Xβ, Xγ} 6⊂ qΘ0. Neste caso,

3dΩΘ( Xα, Xβ, Xγ) = i(−mα,βεΘ
γ λΘ

γ − mβ,γε
Θ
αλΘ

α +

+mα,γ

λΘ
α+γ + λΘ

γ − λΘ
α

2λΘ
α+γ

εΘ
β λΘ

β − mγ,α

λΘ
α+γ + λΘ

α − λΘ
γ

2λΘ
α+γ

εΘ
β λΘ

β ).

A identidade α + β + γ = 0 implica que mα,β = mβ,γ = mγ,α (ver [16]). Além disso, como

mα,β = −mβ,α temos finalmente

3dΩΘ( Xα, Xβ, Xγ) = −imα,β( εΘ
αλΘ

α + εΘ
β λΘ

β + εΘ
γ λΘ

γ ).

¥

Damos a seguir uma definição que nos permitirá distinguir as triplas de ráızes de acôrdo

com os valores que F assume nas respectivas distribuições.
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Definição 3.3. Seja FΘ = { εΘ
α} α∈Π\〈Θ〉 uma f -estrutura invariante. Uma tripla de ráızes

α, β, γ ∈ Π \ 〈Θ〉 é dita uma (p, q, r)-tripla (p + q + r = 3) se

(i) α + β + γ = 0;

(ii) o conjunto {εΘ
α , εΘ

β , εΘ
γ } contém p zeros, q uns e r menos um.

(iii) Denotaremos por {p, q, r} = (p, q, r) ∪ (p, r, q).

Nesta notação as {0, 3, 0}-triplas e {0, 1, 2}-triplas correspondem respectivamente às

{0, 3}-triplas e {1, 2}-triplas, no caso quase-complexo (veja, [40], [41]). Além das anteriores

aparecem as {3, 0, 0}-triplas que correspondem ao caso εΘ
α = εΘ

β = εΘ
γ = 0, as {2, 1, 0}-triplas

quando εΘ
α = εΘ

β = 0 e εΘ
γ = +1 ou − 1, as {1, 2, 0}-triplas e as {1, 1, 1}-triplas.

A definição anterior e o Lema 3.1 implicam na seguinte proposição.

Proposição 3.4. O par invariante (FΘ = {εΘ
α}, ΛΘ = {λΘ

α}) é (1,2)-simplético se e somente

se

εΘ
αλΘ

α + εΘ
β λΘ

β + εΘ
γ λΘ

γ = 0

para todas as {0, 1, 2}-triplas e {1, 1, 1}-triplas em qΘ.

Observação 3.5. Em virtude da Proposição 3.4 chamaremos daqui para frente as triplas

{0, 1, 2} e {1, 1, 1} de {1, 2}-triplas.

3.2 Transitividade Local Geral

Considere FΘ, uma f -estrutura invariante sobre uma variedade bandeira geral FΘ. Uma

pergunta pertinente é quando FΘ admite métricas (1,2)-simpléticas invariantes, ou seja,

quando FΘ é (1,2)-admisśıvel. No caṕıtulo anterior vimos que no caso F = F(n), isto

ocorre exatamente quando F é localmente transitiva. Quando FΘ é geral mas FΘ é uma

estrutura quase-complexa invariante, isto ocorre se, e somente se, FΘ é afim, como é discutido

em [40] e [41]. Em [10], se introduz uma definição generalizada da propriedade livre de cone

e mostra-se que uma condição necessária para que uma estrutura quase-complexa F seja

(1,2)-admisśıvel é que F seja livre de cone nesta nova definição. Também mostra-se que no
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caso geral F livre de cone generalizada é equivalente a F afim. Assim estas três propriedades

são equivalentes no contexto das estruturas quase-complexa invariantes.

Queremos agora generalizar as propriedades livre de cone e transitividade local às varieda-

des bandeira gerais munidas com f -estruturas invariantes, preservando o termo ”localmente

transitivo”para a nova definição desta propriedade:

Definição 3.6. Seja FΘ = {εΘ
α}α∈Π\〈Θ〉 uma f -estrutura invariante. Seja a quádrupla Q :=

{α, β, γ, δ} ⊂ Π \ 〈Θ〉, com α + β + γ + δ = 0 um conjunto sem pares de ráızes opostas ou

iguais.

(i) Dizemos que uma tripla de ráızes {(u + v), ω1, ω2} é extráıda de Q por u e v se

{u, v, ω1, ω2} = {α, β, γ, δ}.

(ii) Dizemos que F é localmente transitiva se o conjunto formado pelas {0, 3, 0}-triplas,
{1, 2, 0}-triplas e {2, 1, 0}-triplas extráıdas de Q, tem cardinalidade diferente de 1.

Se FΘ é uma estrutura quase-complexa Θ = ∅, isto é, a variedade bandeira é maximal,

nossa definição coincide com a definição livre de cone dada em [10]. Assim como em [10] a

condição de que a quádrupla não contenha pares de ráızes opostas ou iguais é redundante e

é inclúıda só para enfatizá-la. De fato, se

(i) β = −α. Então δ = −γ, e as triplas extráıdas de Q são, {α+γ,−α,−γ}, {α−γ,−α, γ},
{−α + γ, α,−γ}, {−α − γ, α, γ}. Suponha por exemplo, que {α + γ,−α,−γ} é uma

(0, 0, 3)−tripla, ou {1, 2, 0}−tripla ou {2, 1, 0}−tripla então {−α − γ, α, γ} seria uma

(0, 3, 0)−tripla ou {2, 1, 0}−tripla ou {1, 2, 0}−tripla respectivamente. É fácil ver que

neste caso, este tipo de triplas aparece em pares.

(ii) Se α = β, como 2α e δ + γ = −2α não podem ser ráızes, as posśıveis triplas extráıdas

de Q são {α, α+δ, γ}, {α, δ, α+γ},{α, α+δ, γ} e {α, δ, α+γ} mais uma vez a condição

localmente transitivo é satisfeita.

A seguinte proposição reforça o fato de que a definição geral de localmente transitivo é

baseada no que acontece no caso An.
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Proposição 3.7. Na variedade bandeira maximal associada a An−1 = sl(n, C), uma f -

estrutura invariante é localmente transitiva no sentido da definição 3.6 se, e somente se,

cada 4-subdigrafo do digrafo associado não é um dos seis digrafos na Figura 2.7.

Demonstração : Sejam F uma f -estrutura invariante e G(F) seu digrafo correspondente,

suponha que F é localmente transitiva no sentido da Definição 3.6.

Seja {i, j, k, l} um 4-subdigrafo de G(F) e considere o correspondente conjunto das ráızes

p = {αij, αjk, αkl, αli} ⊂ Π com αij + αjk + αkl + αli = 0. Se F|p é uma estrutura quase-

complexa invariante, em [10] mostrou-se que {i, j, k, l} não é um cone, então {i, j, k, l} não

é um dos seis digrafos na Figura 2.7. Caso contrário, de q = {αij, αjk, αkl, αli} extráımos

quatro triplas {αik, αkl, αli}, {αjl, αli, αij} , {αki, αij, αjk} e {αlj, αjk, αkl}. Cada uma destas

triplas corresponde a um 3-subdigrafo, isto é, {αik, αkl, αli} é associado a {i, k, l}. Dado que o

número de triplas do tipo {1, 2, 0} e {2, 1, 0} extráıdas de q deve ser diferente de 1, {i, j, k, l}
é diferente dos últimos quatro digrafos em 2.7.

Para demonstrar o rećıproco, da mesma forma que em [10] um conjunto de quatro ráızes

Q = {α, β, γ, δ} com α+β +γ +δ = 0 que não contém pares de ráızes opostas ou iguais, tem

a forma {αij, αjk, αkl, αli} para 1 ≤ i, j, k, l ≤ n e como o subdigrafo associado é diferente

dos seis 4-digrafos na Figura 2.7 então a cardinalidade do conjunto de triplas extráıdas de p

do tipo {0, 3, 0}, {1, 2, 0}, {2, 1, 0} é diferente de 1. Repetindo o argumento acima, nós temos

a condição de localmente transitivo generalizada. ¥

Agora estendemos o Teorema 3.3 em [10] para variedades bandeira gerais e para f -

estruturas.

Teorema 3.8. Uma condição necessária para (FΘ,FΘ, ΛΘ) ser (1,2)-simplética é que FΘ

seja localmente transitiva no sentido da Definição 3.6.

Demonstração : Lembramos que d2 = 0 computando d2ΩΘ(Xα, Xβ, Xγ , Xδ) temos que as

únicas quádruplas {α, β, γ, δ} ⊂ Π\〈Θ〉 de interesse, são aquelas satizfazendo α+β+γ+δ = 0

com {α, β, γ, δ} * q0
Θ. Assim como no caso das estruturas quase-complexas, nós temos os

seguintes 6 termos:

1. +imα,βmγ,δ(ε
Θ
α+βλΘ

α+β + εΘ
γ λΘ

γ + εΘ
δ λΘ

δ ),

2. −imβ,γmδ,α(εΘ
αλΘ

α + +εΘ
β+γλ

Θ
β+γ + εΘ

δ λΘ
δ ),
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3. +imγ,δmα,β(εΘ
αλΘ

α + +εΘ
β λΘ

β + εΘ
γ+δλ

Θ
γ+δ),

4. −imβ,δmα,γ(ε
Θ
αλΘ

α + +εΘ
γ λΘ

γ + εΘ
β+δλ

Θ
β+δ),

5. −imα,γmβ,δ(ε
Θ
β λΘ

β + εΘ
α+γλ

Θ
α+γ + εΘ

δ λΘ
δ ),

6. +imα,δmβ,γ(ε
Θ
β λΘ

β + εΘ
γ λΘ

γ + εΘ
α+δλ

Θ
α+δ).

Agora seja Q = {α, β, γ, δ} * q0
Θ uma quádrupla de ráızes tal que α+β+γ+δ = 0. Dos seis

termos acima, aqueles que correspondem às {1, 2}-triplas, isto é, os termos correspondentes às

{0, 1, 2}-triplas e {1, 1, 1}-triplas extráıdas de Q, são zero se (FΘ,FΘ, ΛΘ) é (1,2)-simplética .

Assim para d2ΩΘ ser zero não existe uma métrica ΛΘ tal que ao extrair exatamente uma

tripla dos tipos {1, 2, 0} ou {2, 1, 0} ou {0, 3, 0} os termos correspondentes na numeração

acima sejam zero. Se R é o conjunto das ráızes que aparecem nas triplas extráıdas de Q e

F|R é uma estrutura quase-complexa invariante este caso corresponde ao estudado em [10]

e aqui é imposśıvel extrair exatamente uma {0, 3, 0}−tripla. Note que é posśıvel aparecer

duas delas ou as três juntas, (ver por exemplo (19) na Figura 2.5 e (23) na Figura 2.6). ¥

Daqui para frente e até o final deste caṕıtulo, os resultados obtidos referem-se só a f -

variedades bandeira maximais (F,F , Λ).

3.3 Álgebras de Lie de Posto Três

Em [10] mostra-se que, exceto quando o sistema de ráızes corresponde a G2, a condição

livre de cone é uma condição de subsistemas de Π de posto três. O propósito desta seção

é estender às f -estruturas invariantes os resultados obtidos em [10] para estruturas quase-

complexas invariantes em sistemas de ráızes de posto três (principalmente os irredut́ıveis

A3, B3, C3). Note primeiro que os sistemas de ráızes redut́ıveis de posto três são A1 ⊕ A1 ⊕
A1, A1 ⊕ A2 e A1 ⊕ B2. Nestes casos as f -estruturas invariantes admitem métricas (1,2)-

simpléticas. De fato, os casos A1 e A2 correspondem a F(2) e F(3) respectivamente e já

foram analisados no caṕıtulo anterior. Para o caso B2 (isomorfo a C2) o sistema de ráızes

positivas é Π+(B2) = {α, β, α + β, 2α + β}. A menos de sinais existe só uma quádrupla em

B2, {α, α, β,−(2α + β)}, e as duas únicas posśıveis triplas extráıdas dela são iguais, por-

tanto qualquer f -estrutura invariante F definida sobre a variedade bandeira maximal cor-
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respondente é localmente transitiva. Para ver o rećıproco, isto é, que F é (1,2)-admisśıvel,

basta definir a métrica na única tripla que apareçe, (α, α + β,−2α − β). Portanto para os

casos mencionados anteriormente temos a equivalência entre localmente transitivo e (1,2)-

admissibilidade.

No que concerne ao caso A3 = sl(4, C) já vimos no Caṕıtulo 2 que a f -estrutura invariante

F corresponde a um digrafo G(F). Pela Proposição 3.7, F é localmente transitiva se e somente

se G não é um dos seis digrafos na Figura 2.7, ou seja G corresponde a um dos digrafos nas

Figuras 2.5 e 2.6. A seguir consideramos o caso B3.

3.3.1 O Caso B3

A realização standard do sistema positivo de ráızes de B3 é L∪S onde L = {ei±ej : 1 ≤ i <

j ≤ 3} e S = {ei : 1 ≤ i < j ≤ 3} são os conjuntos de ráızes longas e curtas respectivamente.

O conjunto L é isomorfo ao sistema de ráızes positivas de A3, L3 = {αij : 1 ≤ i < j ≤ 3} via

a seguinte bijeção:

Ráızes simples: α12 ↔ e2 − e3; α23 ↔ e1 − e2; α34 ↔ e2 + e3.

Ráızes de altura 2: α13 ↔ e1 − e3; α24 ↔ e1 + e3.

Ráızes de altura 3: α14 ↔ e1 + e2.

Proposição 3.9. Suponha F a variedade bandeira maximal associada a B3 com uma f -

estrutura invariante F . Então F é (1,2)-admisśıvel se e somente se F é localmente transi-

tiva.

Demonstração : Seja F = {εα} uma f -estrutura invariante na variedade bandeira maximal

associada a B3. Sua restrição F l às ráızes longas L é também localmente transitiva, por isto

podemos assumir que ela é representada por um dos 34 digrafos nas figuras 2.5 e 2.6. Assim

para que F seja localmente transitiva resta ver o que acontece nas ráızes curtas e1, e2, e3.

Para isto só apresentamos as quádruplas que aparecem em B3 que não são quádruplas de
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ráızes longas. A menos de mudança de sinais, são as seguintes 18 quádruplas.

Q1 = {−e1, e1 − e2, e2 − e3, e3}, Q2 = {e1 − e2, e2 + e3,−e1,−e3},
Q3 = {e2 − e3, e1 + e3,−e2,−e1}, Q4 = {e2 − e3, e2 + e3,−e2,−e2},
Q5 = {e1 − e2, e1 + e2,−e1,−e1}, Q6 = {e2 + e3, e1 − e3,−e2,−e1},
Q7 = {e1 − e3, e1 + e3,−e1,−e1}, Q8 = {e2 − e3,−(e2 + e3), e3, e3},
Q9 = {e2 − e3,−(e1 + e2), e3, e1}, Q10 = {e1 − e2,−(e1 − e3), e2,−e3},
Q11 = {e1 − e2,−(e1 + e3), e2, e3}, Q12 = {e1 − e2,−(e1 + e2), e2, e2},
Q13 = {e2 + e3,−(e1 + e3),−e2, e1}, Q14 = {e2 + e3,−(e1 + e2),−e3, e1},
Q15 = {e1 − e3,−(e1 + e3), e3, e3}, Q16 = {e1 − e3,−(e1 + e2), e3, e2},
Q17 = {e1 + e3,−(e1 + e2),−e3, e2}, Q18 = {e2 − e3,−(e1 − e3),−e2, e1}.

Listamos a seguir as triplas extráıdas em cada quádrupla. Notamos que as quádruplas

Q4, Q5, Q7, Q8, Q12, Q15 são exclúıdas pela definição 3.6 .

Q1 =













{−e2, e2 − e3, e3}
{−(e1 − e3), e1 − e2, e2 − e3}
{e1 − e3,−e1, e3}
{e2,−e1, e1 − e2}













Q2 =













{e1 + e3,−e1,−e3}
{−e2, e2 + e3,−e3}
{e2, e1 − e2,−e1}
{−(e1 + e3), e1 − e2, e2 + e3}













Q3 =













{e1 + e2,−e2,−e1}
{−e3, e1 + e3,−e1}
{e3, e2 − e3,−e2}
{−(e1 + e2), e2 − e3, e1 + e3}













Q6 =













{e1 + e2,−e2,−e1}
{e3, e1 − e3,−e1}
{−e3, e2 + e3,−e2}
{−(e1 + e2), e2 + e3, e1 − e3}













Q9 =













{−(e1 + e3), e3, e1}
{e2,−(e1 + e2), e1}
{−e2, e2 − e3, e3}
{e1 + e3, e2 − e3,−(e1 + e2)}













Q10 =













{−(e2 − e3), e2,−e3}
{e1,−(e1 − e3),−e3}
{−e1, e1 − e2, e2}
{e2 − e3, e1 − e2,−(e1 − e3)}













Q11 =













{−(e2 + e3), e2, e3}
{e1,−(e1 + e3), e3}
{−e1, e1 − e2, e2}
{e2 + e3, e1 − e2,−(e1 + e3)}













Q13 =













{−(e1 − e2),−e2, e1}
{e3,−(e1 + e3), e1}
{−e3, e2 + e3,−e2}
{e1 − e2, e2 + e3,−(e1 + e3)}












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Q14 =













{−(e1 − e3),−e3, e1}
{e2,−(e1 + e2), e1}
{−e2, e2 + e3,−e3}
{e1 − e3, e2 + e3,−(e1 + e2)}













Q16 =













{−(e2 + e3), e3, e2}
{e1,−(e1 + e2), e2}
{−e1, e1 − e3, e3}
{e2 + e3, e1 − e3,−(e1 + e2)}













Q17 =













{−(e2 − e3),−e3, e2}
{e1,−(e1 + e2), e2}
{−e1, e1 + e3,−e3}
{e2 − e3, e1 + e3,−(e1 + e2)}













Q18 =













{−(e1 − e2),−e2, e1}
{−e3,−(e1 − e3), e1}
{e3, e2 − e3,−e2}
{e1 − e2, e2 − e3,−(e1 − e3)}













Quando F é uma estrutura quase-complexa invariante, os únicos casos a considerar foram

(35) e (36) na figura 2.6. Nestes casos podia-se assumir εe3
= +1, dado que a reflexão r3

com respeito a e3 deixa L3 invariante fixando a raiz mais alta e1 +e2. O caso εe3
= −1 seguia

por simetria. No nosso caso, esta invariança não garante a simetria dos resultados, por isto

temos de estudar todas as opções de εα para α nas ráızes curtas. As f -estruturas localmente

transitivas que podem ser definidas em B3 são descritas a partir dos Lemas B.1 a B.34 no

Apêndice B. Para mostrar que qualquer f -estrutura localmente transitiva é (1,2)-admisśıvel

as (1,2)-triplas em B3 têm que satisfazer 3.1 e 3.2 no Teorema 3.1.

A menos de sinais, as triplas que aparecem em B3 são as seguintes:

{(e2 − e3), (e1 + e3),−(e1 + e2)} {(e2 − e3), (e1 − e2),−(e1 − e3)}
{(e1 − e2), (e2 + e3),−(e1 + e3)} {(e1 − e3), (e2 + e3),−(e1 + e2)}
{(e2 − e3), e3,−e2} {(e1 − e2), e2,−e1}
{(e2 − e3), e3,−e2} {(e2 + e3),−e3,−e2}
{(e1 + e2),−e1,−e2} {(e1 + e3),−e3,−e1}.

Ao fazer os cálculos diretos, verificamos que qualquer f -estrutura que não é localmente

transitiva também não é (1,2)-admisśıvel. As métricas (1,2)-simpléticas admitidas aparecem

no Apendice C.

Observação 3.10. Note que as estruturas quase-complexas associadas aos ideais abelianos

M(J3) e M(J4) que aparecem em [10] são (1,2)-admisśıveis (veja 35(b)v e 34(b)iii respecti-

vamente no Apêndice A) e pela Proposição 3.9 segue uma demonstração direta de que em

B3 a condição livre de cone em [10] é equivalente à condição (1,2)-admisśıvel.
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3.3.2 O caso C3

A discusão no caso das álgebras do tipo C3 segue o mesmo procedimento utilizado no caso

B3. Na realização standard de C3, suas ráızes curtas coincidem com as ráızes longas de B3

enquanto as longas são dadas por ±2ei, i = 1, 2, 3.

Proposição 3.11. Seja F a variedade bandeira maximal associada a C3 com uma f -estrutura

invariante F . Então F é (1,2)-admisśıvel se e somente se F é localmente transitiva.

Demonstração : Como no caso B3, podemos assumir que a restrição às ráızes curtas, F s,

de uma f -estrutura invariante F localmente transitiva corresponde a um dos digrafos nas

Figuras 2.5 e 2.6. Assim, resta encontrar para que valores das ráızes longas a F é localmente

transitiva. Utilizando a mesma metodologia que no caso B3, observamos que as quádruplas

que aparecem em C3 que não são quádruplas de ráızes curtas são:

Q1 = {−2e1, e1 − e2, e1 + e3, e2 − e3}, Q2 = {e2 − e3, e1 − e3,−(e1 − e2), 2e3},
Q3 = {e2 − e3, e1 + e2, e3 − e1,−2e2}, Q4 = {e2 − e3,−(e1 + e3), e1 − e2, 2e3},
Q5 = {e1 − e2, e2 + e3, e1 − e3,−2e1}, Q6 = {e1 − e2, e1 + e3, e2 − e3,−2e1},
Q7 = {e2 + e3, e1 + e3,−(e1 + e2),−2e3}, Q8 = {e2 + e3, e1 + e2,−(e1 + e3),−2e1},
Q9 = {e1 − e3, e1 + e2, e3 − e2,−2e1}, Q10 = {e1 + e3,−(e3 + e2), e1 + e2,−2e1},
Q11 = {−(e1 − e2), e1 + e3, e2 − e3,−2e2}, Q12 = {e1 − e2,−(e2 + e3),−(e1 − e3), +2e2},
Q13 = {e2 − e3, e2 − e3),−2e2, 2e3}, Q14 = {e1 − e2, e1 − e2,−2e1, 2e2},
Q15 = {e2 + e3, e2 + e3,−2e2,−2e3}, Q16 = {e1 − e3, e1 − e3,−2e1, 2e3},
Q17 = {e1 + e3, e1 + e3,−2e1,−2e3}, Q18 = {e1 + e2, e1 + e2,−2e2,−2e1}
Q19 = {−(e2 + e3), e1 − e3,−(e1 − e2), 2e3}, Q20 = {e2 − e3, e1 − e2,−(e1 + e3), 2e3}.

Agora analisamos as triplas extráıdas em cada quádrupla. Notamos que as quádruplas

Q13, Q14, Q15, Q16, Q17, Q18 são exclúıdas pela definição 3.6. A seguir listamos as triplas

extráıdas das quádruplas restantes:
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Q1 =













{−(e1 − e3), e1 + e3,−2e1}
{(e1 + e2), e1 − e2,−2e1}
{−(e1 + e2), e2 − e3, e1 + e3}
{−(e1 − e3), e2 − e3, e1 − e2}













Q2 =













{−(e1 + e3), e1 − e3, 2e3}
{−(e2 + e3), e2 − e3, 2e3}
{e1 + e3, e2 − e3,−(e1 + e2)}
{e1 − e3,−(e1 + e2), e2 + e3}













Q3 =













{e1 + e2,−(e1 − e2),−2e1}
{−(e2 + e3), e1 + e2,−(e1 − e3)}
{e2 + e3, e2 − e3,−2e2}
{e1 − e2), e2 − e3,−(e1 − e3)}













Q4 =













{e1 − e3,−(e1 + e3), 2e3}
{e2 + e3,−(e1 + e3), e1 − e2}
{−(e2 + e3), e2 − e3, 2e3}
{−(e1 − e3), e1 − e2, e2 − e3}













Q5 =













{e1 + e3, e1 − e3,−2e1}
{−(e1 + e2), e2 + e3, e1 − e3}
{e1 + e2, e1 − e2,−2e1}
{−(e1 + e3), e1 − e2, e2 + e3)}













Q6 =













{e1 − e3), e1 + e3,−2e1}
{−(e1 + e2), e2 − e3, e1 + e3}
{e1 + e2, e1 − e2,−2e1}
{e2 − e3, e1 − e2,−(e1 − e3)}













Q7 =













{−(e1 − e3), e1 + e3,−2e3}
{e2 − e3, e1 + e3,−(e1 + e2)}
{−(e2 − e3), e2 + e3,−2e3}
{e1 − e3, e2 + e3,−(e1 + e2)}













Q8 =













{−(e1 − e2), e1 + e2,−2e2}
{−(e2 − e3), e1 + e2,−(e1 + e3)}
{e2 − e3, e2 + e3,−2e2}
{e1 − e2, e2 + e3,−(e1 + e3)}













Q9 =













{e1 − e2, e1 + e2,−2e1}
{−(e1 + e3), e1 + e2,−(e2 − e3)}
{e1 + e3, e1 − e3,−2e1}
{e1 − e3,−(e2 − e3),−(e1 − e2)}













Q10 =













{e1 − e2), e1 + e2,−2e1}
{−(e1 − e3), e1 + e2,−(e2 + e3)}
{e1 + e3, e1 − e3,−2e1}
{−(e1 − e2), e1 + e3,−(e2 + e3)}













Q11 =













{e1 + e2,−(e1 − e2),−2e2}
{−(e2 + e3),−(e1 − e2), e1 + e3}
{e2 + e3, e2 − e3,−2e2}
{e2 − e3, e1 + e3,−(e1 + e2)}













Q12 =













{−(e2 − e3),−(e2 + e3),−(e1 − e3)}
{e1 + e2,−(e2 + e3),−(e1 − e3)}
{−(e1 + e2), e1 − e2, 2e2}
{e1 − e2, e2 − e3,−(e1 − e3)}













Q19 =













{−(e1 + e3), e1 − e3, 2e3}
{−(e2 − e3), e1 − e3,−(e1 − e2)}
{e2 − e3,−(e2 + e3), 2e3}
{−(e2 + e3), e1 + e3,−(e1 − e2)}













Q20 =













{e1 − e3),−(e1 + e3), 2e3}
{e2 + e3, e1 − e2),−(e1 + e3)}
{−(e2 + e3), e2 − e3, 2e3}
{e1 − e2, e2 − e3,−(e1 − e3)}













As f -estruturas localmente transitivas que podem ser definidas em F são descritas a partir

dos lemas D.1 a D.24 no Apêndice D. Para mostrar que qualquer f -estrutura localmente
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transitiva é (1,2)-admisśıvel, as (1,2)-triplas em C3 têm que satisfazer 3.1 e 3.2 no Teorema

3.1. A menos de sinais as triplas que aparecem em C3 são as seguintes:

{(e2 − e3), (e1 + e3),−(e1 + e2)} {(e2 − e3), (e1 − e2),−(e1 − e3)}
{(e1 − e2), (e2 + e3),−(e1 + e3)} {(e1 − e3), (e2 + e3),−(e1 + e2)}
{(e2 − e3), e2 + e3,−2e2} {(e1 − e2),−(e1 + e2), 2e2}
{(e1 − e3), e1 + e3,−2e1} {(e1 + e2), e1 − e2,−2e1}
{(e1 − e3),−(e1 + e3), 2e3} {−(e2 + e3), e2 − e3, 2e3}.

Ao fazer os cálculos diretos pudemos ver que qualquer f -estrutura que não é localmente

transitiva também não é (1,2)-admisśıvel. ¥

Observação 3.12. Note que pela proposição anterior e pelo lema D.24 no Apêndice D, ε2e1

pode assumir o valor de −1 quando εα14
= 1. Assim na Proposição 4.3 de [10] deve aparecer

mais um ideal abeliano M(J4) = {2e1} localmente transitivo e (1,2)-admisśıvel.

Pelas Proposições 3.9, 3.11 e a Observaçao 3.10 o Teorema 8.1 em [10] pode-se reformular

da seguinte forma:

Teorema 3.13. Seja Π um sistema de ráızes associado a Bl ou Cl ou F4 e J uma estrutura

quase-complexa invariante sobre a variedade bandeira maximal correspondente. Então J é

afim (e portanto (1,2)-admisśıvel, veja [40]) se e somente se satisfaz a condição livre de cone

(localmente transitiva).

3.4 O caso G2

Como mencionamos antes, G2 é o único sistema de ráızes de posto dois onde a condição

livre de cone, e por extensão a condição localmente transitivo, é não vazia. Com ânimo de

completar a nossa análise, estendemos às f -estruturas invariantes os resultados obtidos neste

caso para estruturas quase-complexas invariantes em [10].

As ráızes positivas de G2 são {α1, α2, α1+α2, α1+2α2, α1+3α2, 2α1+3α2}. O conjunto de

ráızes curtas {±α2,±(α1 +α2),±(α1 +2α2)} é um sistema de ráızes do tipo A2. Seja F uma

f -estrutura invariante sobre a variedade bandeira associada à álgebra G2 e denote por F s
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sua restrição ao conjunto de ráızes curtas. Em F(3), a variedade bandeira maximal associada

com A2, existem sete classes de isomorfismos de f -estruturas invariantes correspondentes aos

digrafos que aparecem na Figura 2.4. Se F é localmente transitiva, F s corresponde a um

desses sete digrafos. A menos de mudança de sinais, em G2 existem três quádruplas:

Q1 = {α1, α2, α1 + 2α2,−(2α1 + 3α2)}.

Q2 = {α2, α1 + α2, α1 + α2,−(2α1 + 3α2)}.

Q3 = {α1, α1 + 3α2,−(α1 + α2),−(α1 + 2α2)}.

Notamos que a quádrupla Q2 é exclúıda pela definição 3.6. A continuação listamos as

triplas extráıdas das quádruplas restantes.

Q1 =













{α1, α2,−(α1 + α2)}
{−(α1 + 3α2), α2, α1 + 2α2}
{α1, α1 + 3α2,−(2α1 + 3α2)}
{α1 + α2, α1 + 2α2,−(2α1 + 3α2))













Q3 =













{2α1 + 3α2,−(α1 + α2),−(α1 + 2α2)}
{α1 + 3α2,−α2,−(α1 + 2α2)}
{α2, α1,−(α1 + α2)}
{α1, α1 + 3α2,−(2α1 + 3α2))













Quando F s corresponde a uma estrutura quase-complexa invariante, os únicos casos a

considerar são (6) e (7) na figura 2.4. Nestes casos podia-se assumir εα1
= +1, dado que a

reflexão r1 com respeito a α1 satisfaz r1(α2) = α1+α2 e r1(α1+2α2) = α1+2α2 implicando que

r1 deixa F s invariante, e portanto os valores admitidos quando εα1
= −1 ficam determinados

por simetria. No nosso caso, esta invariança não garante a simetria dos resultados, por isto

temos de estudar todas as opções para as ráızes longas.

No Apéndice E listamos, em forma de lemas, as f -estruturas invariantes localmente

transitivas.

Da mesma forma que em B3 e C3 temos a seguinte proposição:

Proposição 3.14. Seja F a variedade bandeira maximal associada a G2, munida de uma

f -estrutura invariante F . Então F é (1,2)-admisśıvel se e somente se F é localmente tran-

sitiva.
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Demonstração : As f -estruturas localmente transitivas que podem ser definidas em F são

descritas a partir dos Lemas E.1 a E.7 no Apêndice E. Para mostrar que qualquer f -estrutura

localmente transitiva é (1,2)-admisśıvel as (1,2)-triplas em G2, tem que satisfazer 3.1 e 3.2

no Teorema 3.1. A menos de sinais, as triplas que aparecem em G2 são as seguintes:

{α1, α2,−(α1 + α2)} {α2, α1 + 2α2,−(α1 + 3α2)}
{α1, α1 + 3α2,−(2α1 + 3α2)} {α1 + α2, α1 + 2α2,−(2α1 + 3α2)}
{α2, α1 + α2,−(α1 + 2α2)}.

Ao fazer os cálculos diretos verificamos que qualquer f -estrutura que não é localmente tran-

sitiva também não é (1,2)-admisśıvel. ¥

3.5 f-Estruturas Completamente Não Transitivas

A demonstração da equivalência das condições localmente transitiva e (1,2)-admisśıvel no

caso das álgebras do tipo An e os cálculos feitos nos casos B3, C3, G2 sugerem a equivalência

destas duas condições no caso geral. Só conseguimos mostrar a suficiência para um tipo

espećıfico de f -estruturas que, em analogia com o caso An, serão chamadas completamente

não transitivas . Primeiro algumas definições e alguns lemas inspirados no caso An.

Definição 3.15. Seja Π um sistema de ráızes e F uma f -estrutura invariante não trivial

sobre F. Dizemos que F é transitiva se todas as triplas de Π são do tipo {0, 1, 2}.

Lema 3.16. Assuma posto(g) ≥ 2 e F a variedade bandeira maximal associada a G. Seja

F uma f -estrutura invariante transitiva definida sobre F, então F corresponde à estrutura

quase-complexa invariante canônica.

Demonstração : Primeiro devemos mostrar que F é de fato estrutura quase-complexa, isto

é, q0 é trivial. Se posto(g) ≥ 2, e α é uma raiz simples, existe pelo menos uma raiz β de altura

maior ou igual que dois, isto é, existe γ ∈ Π com β = α + γ. Considere a tripla {α, γ,−β},
como F é transitiva, εα 6= 0. Se α não é simples existe β, γ ∈ Π com α = β + γ. Na tripla

{β, γ,−α} pela transitividade de F εα também deve ser diferente de zero. Conclúımos assim

que q0 é trivial e portanto F é uma estrutura quase-complexa. Agora o fato de só aparecer

triplas do tipo {0, 1, 2} e q0 ser trivial garante que o conjunto P = {α ∈ Π, εα = +1} é
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uma escolha de ráızes para alguma ordem lexicográfica, dado que P é fechado pela soma e

P ∪ −P = Π. Assim F = {εα = +1 se α ∈ Π+} e pela Proposição 2.4 em [40], F é a

estrutura quase-complexa canônica. ¥

Definição 3.17. Dizemos que uma f -estrutura invariante F é completamente não transitiva

(abreviado CNT) se ela não possui triplas de ráızes do tipo {0, 1, 2}. Um exemplo destas

estruturas, que justifica a sua nomenclatura, é fornecido pelas f -estruturas associadas com

digrafos CNT no caso An.

Lema 3.18. Seja uma quádrupla de ráızes Q = {α, β, γ, δ} com α + β + γ + δ = 0. Suponha

que em Q não existem pares de ráızes iguais ou opostas, então o número de triplas extráıdas

de Q é quatro.

Demonstração : Note que o sistema gerado pela quádrupla de ráızes Q no lema é um

sistema de posto menor ou igual a três. Pelas condições da quádrupla, os únicos casos onde

a condição é não vazia são G2, A1 ⊕ G2, A3, B3, C3. O caso G2 foi analisado na Seção 3.4 e

na página 46 vimos que a quantidade de triplas extráıdas para cada quádrupla é quatro.

A1⊕G2 satisfaz o lema pela análise anterior. No caso A3, as Figuras 2.5-2.7 mostram o lema

e para os casos B3, C3 veja as páginas 41, 43. ¥

Lema 3.19. Uma f -estrutura invariante CNT definida sobre F é localmente transitiva.

Demonstração : Seja Π o sistema de ráızes correspondente a F. Se dim(Π) = 1 a dondição

localmente transitiva é vazia, assim assuma dim(Π) ≥ 2. Pela Definição 3.17 e pelo Lema

3.18 para qualquer quádrupla de ráızes em Π a quantidade de triplas extráıdas são quatro e

do tipo {3, 0, 0}, {1, 2, 0}, {2, 1, 0}, {1, 1, 1} ou {0, 3, 0}. Portanto as únicas possibilidades de

que tal f -estrutura não satisfaça a condição (ii) na definição 3.6 é quando três de tais triplas

sejam do tipo {3, 0, 0} e a outra do tipo não permitido, ou três triplas sejam do tipo {1, 1, 1}
e outra do tipo não permitido (veja condição (ii) na definição 3.6). Isto é imposśıvel, dado

que cada raiz ou sua oposta aparece em uma das quatro triplas, a combinatória das ráızes

não permite os casos citados. ¥

Agora estamos prontos para demonstrar o seguinte:

Lema 3.20. Toda f -estrutura invariante CNT é (1,2)-admisśıvel.
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Demonstração : Como F não contém triplas do tipo {0, 1, 2} as métricas admitidas devem

satisfazer a condição 3.1 no Teorema 3.1. Assim, como no caso An, a métrica Cartan-Killing

em que λα = 1 para toda α ∈ Π, satisfaz esta condição. ¥

Em analogia com o caso An damos também a seguinte definição .

Definição 3.21. Em uma tripla de ráızes {α, β, γ} do tipo {0, 1, 2}, com εα = εβ 6= εγ, γ

será dito basee α, β lados.Uma raiz α ∈ Π é dita uma base (lado) se for base (lado) para

alguma tripla de ráızes de Π.

Lema 3.22. Em uma f -estrutura invariante transitiva F existe uma raiz que é base mas

não é lado para alguma tripla de ráızes em Π.

Demonstração : Sendo F transitiva, existe um conjunto de ráızes positivas Π+ tal que

εα = +1, se α ∈ Π+. Seja µ a raiz de maior altura em Π+. Então µ ∈ Π+ e εµ = +1.

Considere a tripla {α, β, µ}. Como α + β + µ = 0, pela maximalidade de µ temos que α e β

estão em Π−. Logo −1 = εα = εβ 6= εµ, portanto µ é base. Pela arbitrariedade de α, β fica

demonstrado o lema. ¥

Assuma F uma f -estrutura invariante definida sobre F e Π o sistema de ráızes corres-

pondente. A restrição da F a um subsistema de Π será chamada f -subestrutura.

Conjectura 3.23. Seja F uma f -estrutura invariante localmente transitiva que não é CNT.

Então em Π+ existe uma raiz α que é base mas não é lado em alguma tripla de Π.

Vale a pena notar que se a Conjectura 3.23 é verdadeira, temos uma demonstração para

a seguinte conjectura.

Conjectura 3.24. Seja (F,F , ds2
Λ). Se F é localmente transitiva então F é (1,2)-admisśıvel.

Para finalizar o caṕıtulo, aplicando o Teorema 1.25 e o Lema 3.5 temos:

Teorema 3.25. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão par, com estrutura

quase-complexa J, forma de Kähler Ω e φ : (M, g, J) → (F,F) uma aplicação f -holomorfa

(dφ ◦ J = F ◦ dφ) com F CNT, assuma ademais que M é co-simplética, isto é d∗Ω = 0.

então φ é harmônica com respeito à métrica Cartan Killing.
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CAṔITULO 4

Condições de Integrabilidade

Neste caṕıtulo voltamos a considerar a variedade bandeira geral FΘ. Estudamos sob que

condições FΘ é f−Kähler. Estudamos também as condições de integrabilidade das dis-

tribuições determinadas por uma f−estrutura invariante sobre qΘ e analizaremos as f -

estruturas horizontais.

Seja (M,J, g, Ω) uma variedade Hermitiana diferenciável, onde J é uma estrutura quase-

complexa e Ω a forma de Kähler associada à métrica g. Dizemos que M é quase-Kähler se a

forma de Kähler Ω é fechada, isto é se dΩ = 0. Se ademais J é integrável (isto é, o tensor de

Nijenhuis N identicamente nulo) dizemos que M é uma variedade Kähler. No contexto de

variedades diferenciáveis gerais, temos também a eqüivalência entre o paralelismo da J , isto

é ∇J = 0, onde ∇ é a conexão Riemanniana associada a g, e o fato da M ser uma variedade

Kähler (veja [20]). Por isto, o análogo para a f−variedade (M,F , g) da condição Kähler é

que a F seja paralela. Notamos que no caso invariante (FΘ, JΘ, ΛΘ), como foi mostrado em

[40] e [41], quase-Kähler implica Kähler. Daqui temos a seguinte definição:

Definição 4.1. Seja FΘ uma f−estrutura invariante sobre FΘ. Dizemos que FΘ é uma

f−variedade Kähler se FΘ é paralela.

Usando as equações (1.7), (1.30) e (1.31) chegamos ao seguinte resultado.

51
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Proposição 4.2. Para cada Xα, Xβ ∈ qC

Θ temos:

(∇FΘ)(Xα, Xβ) = imα,β

λΘ
α (εΘ

α − εΘ
β ) + λΘ

β (εΘ
β − εΘ

α ) + λΘ
α+β(εΘ

α + εΘ
β − 2εΘ

α+β)

2λΘ
α+β

com α, β ∈ Π \ 〈Θ〉.

Da proposição anterior é fácil ver que se existem triplas do tipo {0, 3, 0}, {1, 2, 0} ou

{2, 1, 0} a f−variedade bandeira não pode ser Kähler. Aqui recuperamos a condição de não

existência de triplas do tipo {0, 3} no caso de estruturas quase-complexas invariantes. Assim

em FΘ temos o seguinte resultado.

Lema 4.3. Uma condição necessária e suficiente para (FΘ,FΘ, ΛΘ) ser uma f−variedade

Kähler é que em qΘ não existam triplas do tipo {0, 3, 0}, {1, 2, 0} ou {2, 1, 0}. Em particular

para (F(n),F , Λ) Kähler, o digrafo associado a F omite as configurações (2),(3) e (6) na

Figura 2.4.

Notamos que a f−variedade (F(3),F , Λ) é Kähler quando a F corresponde aos digrafos

(1), (4), (5) e (7) na Figura 2.4. Em F(4), corresponde aos digrafos (16) na Figura 2.5 e

(29), (32), (33) e (36) na Figura 2.6.

No Caṕıtulo 1 vimos que uma f−estrutura F define, sobre o espaço tangente à variedade,

dois operadores de projeção complementares l, p. No caso de variedade bandeira geral FΘ,

considere os operadores l e p definidos sobre qΘ da mesma forma que em (1.8) e com as

propriedades dadas em (1.9). Estes operadores determinam em qΘ distribuições complemen-

tares L e P. Nosso propósito daqui para frente consiste em estudar, em termos de ráızes,

condições de integrabilidade para F , L e P.

Sabemos que P é integrável se e somente se P é involutiva (veja por exemplo [13] e [20]),

isto é l[pX, pY ] = 0 para todo X,Y campos vetoriais na variedade. Assim no nosso caso,

(FΘ,FΘ, ΛΘ), fixando uma base de Weyl, tome Xα, Xβ, α, β ∈ Π \ 〈Θ〉 elementos básicos e

P e L as duas distribuições determinadas por l, q em qΘ. Temos:

l[pXα, pXβ] = l[((FΘ)2 + 1)(Xα), ((FΘ)2 + 1)(Xβ)]

= l[−(εΘ
α )2Xα + Xα,−(εΘ

β )2Xβ + Xβ]

= ((εΘ
α )2(εΘ

β )2 − (εΘ
α )2 − (εΘ

β )2 − 1)l[Xα, Xβ]

= mα,β((εΘ
α )2(εΘ

β )2 − (εΘ
α )2 − (εΘ

β )2 + 1)(εΘ
α+β)2Xα+β
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Do anterior conclúımos:

Teorema 4.4. Uma condição necessária e suficiente para a distribuição P ser integrável é

que em qΘ não existam triplas do tipo {2, 1, 0}. No caso F(n) esta condição diz que o digrafo

associado a F omite o subdigrafo (2) na Figura 2.4.

Demonstração : Pelas contas acima, P é integrável se e somente se

((εΘ
α )2(εΘ

β )2 − (εΘ
α )2 − (εΘ

β )2 + 1)(εΘ
α+β)2 = 0,

assim P não é integrável nos casos onde ((εΘ
α )2(εΘ

β )2 − (εΘ
α )2 − (εΘ

β )2 + 1) 6= 0 e (εΘ
α+β)2 6= 0,

ou seja, nos casos onde εΘ
α = εΘ

β = 0 e εΘ
α+β = ±1, demonstrando assim o teorema. ¥

Agora, L é integrável se e somente se p[lXα, lXβ] = 0 com α, β ∈ Π \ 〈Θ〉; mas

p[lXα, lXβ] = ((FΘ)2 + 1)[−(FΘ)2Xα,−(FΘ)2Xβ]

= (εΘ
α )2(εΘ

β )2((FΘ)2 + 1)[Xα, Xβ]

= mα,β(εΘ
α )2(εΘ

β )2(1 − (εΘ
α+β)2)Xα+β.

Daqui temos o seguinte teorema:

Teorema 4.5. Uma condição necessária e suficiente para a distribuição L ser integrável é

que em qΘ não existam triplas do tipo {1, 2, 0}, ou {1, 1, 1}. No caso F(n) esta condição é

equivalente a que o digrafo associado a F omita os subdigrafos (3), (4), (5) na Figura 2.4.

Demonstração : Vimos que L é integrável se e somente se (εΘ
α )2(εΘ

β )2(1 − (εΘ
α+β)2) = 0,

assim os únicos casos onde L não é integrável são quando (εΘ
α )2(εΘ

β )2 6= 0 e 1 − (εΘ
α+β)2 6= 0.

Por isto L não é integrável se εΘ
α = ±1 e εΘ

β = ±1 e εΘ
α+β = 0 o que corresponde ao tipo de

triplas e subdigrafos mencionados no teorema. ¥

Teorema 4.6. Uma condição necessária e suficiente para a f−estrutura invariante FΘ de-

finida sobre FΘ, ser parcialmente integrável é que não existam em qΘ triplas do tipo {0, 3, 0},
{1,2,0} e {1, 1, 1}. Em F(n) esta condição equivale à não existência de subdigrafos do tipo

(3), (4), (5) e (6) na Figura 2.4.
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Demonstração : Usando a definição de tensor de Nijenhuis dada na seção 1.4.1 e as

propriedades dos operadores FΘ e l dadas em (1.8) e o teorema 1.13, temos para Xα, Xβ ∈ qC

Θ:

N(lXα, lXβ) = [FΘlXα,FΘlXβ] −FΘ[FΘlXα, lXβ] −FΘ[lXα,FΘlXβ] − l[lXα, lXβ]

= [FΘXα,FΘXβ] −FΘ[FΘXα, lXβ] −FΘ[lXα,FΘXβ] − l[lXα, lXβ]

= −εΘ
α εΘ

β [Xα, Xβ] −FΘ(iεΘ
α (εΘ

β )2[Xα, Xβ]) −FΘ(i(εΘ
α )2εΘ

β [Xα, Xβ])+

−l(i(εΘ
α )2(εΘ

β )2(εΘ
α+β)2[Xα, Xβ])

= εΘ
α εΘ

β (−1 + εΘ
β εΘ

α+β + εΘ
α εΘ

α+β − εΘ
α εΘ

β (εΘ
α+β)2)[Xα, Xβ]

Assim os únicos casos onde FΘ não é parcialmente integrável são quando εΘ
α εΘ

β 6= 0 e (−1 +

εΘ
β εΘ

α+β + εΘ
αεΘ

α+β − εΘ
αεΘ

β (εΘ
α+β)2) 6= 0. Do anterior temos que εΘ

α εΘ
β = ±1 e em ambos casos

εΘ
α+β deve ser zero, produzindo assim as triplas e as configurações dos digrafos mencionadas.

¥

Agora utilizando as equações (1.19) e (1.20) temos o seguinte teorema:

Teorema 4.7. Seja FΘ uma f−estrutura invariante definida sobre FΘ, com L e P in-

tegráveis. Uma condição necessária e suficiente para FΘ ter suas componentes locais in-

dependentes das coordenadas é que não existam em qΘ triplas do tipo {2, 1, 0}, {1, 2, 0} e

{1, 1, 1}. Em F(n) esta condição equivale à não existência de subdigrafos do tipo (2), (3),

(4) e (5) na Figura 2.4.

Demonstração : pelo teorema 1.17, as componentes locais da FΘ são independentes das

coordenadas se N(lX, pY ) = 0 e

N(lXα, pXβ) = [FΘlXα,FΘpXβ] −FΘ[FΘlXα, pXβ] −FΘ[lXα,FΘpXβ] − l[lXα, pXβ]

= −FΘ[FΘXα, pXβ] − l[lXα, pXβ]

= −FΘ[FΘXα, (FΘ)2Xβ] −FΘ[FΘXα, Xβ] − l[lXα, (FΘ)2Xβ] − l[lXα, Xβ]

= −FΘ(−iεΘ
α (εΘ

β )2[Xα, Xβ]) −FΘ(iεΘ
α [Xα, Xβ]) + (FΘ)2((εΘ

α )2(εΘ
β )2[Xα, Xβ])

−l(εΘ
α

[
Xα, Xβ])

= εΘ
αεΘ

α+β(1 − (εΘβ)2 + εΘ
α (εΘ

β )2εΘ
α+β − εΘ

α εΘ
α+β)[Xα, Xβ].

Logo as componentes locais dependem do sistema de coordenadas nos casos onde εΘ
αεΘ

α+β 6= 0

e 1− (εΘβ)2 + εΘ
α (εΘ

β )2εΘ
α+β − εΘ

α εΘ
α+β 6= 0, isto é, quando εΘ

α εΘ
α+β = −1 e εΘ

β = 0, fornecendo

as triplas e os digrafos no teorema. ¥
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Teorema 4.8. Uma f−estrutura invariante FΘ definida sobre FΘ é integrável se e somente

se não existem em qΘ triplas do tipo {0, 3, 0}, {2, 1, 0}, {1, 1, 1} e {1, 2, 0}. Em F(n) esta

condição equivale à não existência de subdigrafos do tipo (2), (3), (4), (5) e (6) na figura

2.4, isto é, o digrafo associado à F , é isomorfo ao digrafo nulo ou ao torneio canônico (ver

por exemplo [27], [33], [9]).

Demonstração : Imediata aplicando na Definição 1.18 os Teoremas 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7. ¥

Estendemos assim o teorema dado por Burstall [7] para estruturas quase-complexas in-

variantes no qual ele mostra que uma estrutura quase-complexa é integrável se e somente se

o torneio associado é isomorfo ao torneio canônico, ou seja, não contém tri-ciclos (triplas do

tipo {0,3,0}). Observamos também que a condição de integrabilidade dada aqui é mais forte

que a condição Kähler. Por exemplo, para F(3) as f−estruturas invariantes associadas aos

digrafos (4) e (5) são Kähler mas não são integráveis. De igual forma, em F(4) as f -estruturas

associadas aos digrafos (29), (32) e (34) são Kähler mas não integráveis. Uma justificativa

para a observação anterior é que o paralelismo da FΘ garante que as distribuições q+
Θ, q−Θ, q0

Θ

são integráveis mas não garante a integrabilidade da FΘ. De fato, se FΘ é paralela,

FΘ[X,Y ] = ∇XFΘY −∇Y FΘX, (4.1)

para quaisquer X,Y, logo para Xα, Xβ na base de Weyl associada a qC

Θ temos FΘ[Xα, Xβ] =

∇Xα
FΘXβ −∇Xβ

FΘXα. Assim se Xα, Xβ estão na mesma distribuição temos FΘ[Xα, Xβ] =

iεΘ
α [Xα, Xβ]. Agora para FΘ ser integrável é preciso que N(X,Y ) = O. Usando as equações

(1.10) e (4.1) temos

1/2N(Xα, Xβ) = (εΘ
α )2∇Xα

Xβ − (εΘ
β )2∇Xα

Xβ − (εΘ
α+β)2[Xα, Xβ].

O lado direito não é nulo em geral. Se FΘ é uma estrutura quase-complexa, é claro que

N = 0.

Para finalizar este caṕıtulo consideramos uma classe de f−estruturas caracterizadas em

[3] e [28] as f−estruturas horizontais.

Este tipo de estruturas foram estudadas por Black em [3].

Definição 4.9. [3] Uma f−estrutura invariante definida sobre F que satisfaz [q+, q−] ⊂ h

será dita uma f -estrutura horizontal.
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Teorema 4.10. Se F é horizontal então F é CNT e portanto (1,2)-admisśıvel.

Demonstração : É fácil ver da Definição 4.9 que em q não podem existir triplas do tipo

{0, 1, 2} logo F é CNT e pelo Lema 3.20 (1,2)-admisśıvel. ¥

Note que não toda f−estrutura CNT é horizontal, veja por exemplo (4), (8) na Figura

2.5 e (22), (23) na Figura 2.6.



CAṔITULO 5

Variedades Bandeira e Curvatura

Neste caṕıtulo, consideramos a variedade bandeira geral FΘ (veja seção 1.2 e especificamente

(1.2)) como um espaço homogêneo redutivo, munida da métrica U -invariante ΛΘ e uma

estrutura quase-complexa invariante F . Nossa referência central é a seção 2 no caṕıtulo X

de [24]. O objetivo principal deste caṕıtulo é explorar a forma para a conexão Rieman-

niana associada com a métrica ΛΘ (veja Caṕıtulo 1, seção 1.6) para calcular algumas classes

de curvaturas, de forma que permita comparar os resultados que aparecem nas variedades

bandeira com caracterizações geométricas já existentes (veja por exemplo [42], [12]).

5.1 Curvatura Seccional de (FΘ, ΛΘ)

Em (1.30) demos a forma da conexão Riemanniana para FΘ = G/PΘ = U/KΘ em termos de

elementos básicos em qC

Θ. Também na Proposição 2.3 no caṕıtulo X em [24] é dado o tensor

de curvatura em b0 correspondente à conexão dada em (1.29) é:

R(X,Y )b0 = [∇qΘ(X),∇qΘ(Y )] −∇qΘ([X,Y ]qΘ
) − ad([X,Y ]tΘ)

para todo X,Y ∈ qΘ. Com qΘ e tΘ como em (1.5). Aqui ∇qΘ representa a conexão Rieman-

niana em qΘ e [ ]qΘ
, [ ]tΘ representa a projeção do colchete sobre os respectivos espaços.

Com isto estamos prontos para calcular algumas curvaturas em FΘ.
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Sabemos de [20] que para cada plano gerado pelos vetores X,Y no espaço tangente à

variedade, a curvatura seccionaldo plano é definida por

K(X,Y ) = ΛΘ(R(X,Y )X,Y ) (5.1)

Tambem na Proposição 2.3 do Caṕıtulo X de [24] temos que

R(X,Y )b0 = [∇qΘ(X),∇qΘ(Y )] −∇([X,Y ]qΘ
) − ad([X,Y ]tΘ)

para todo X,Y ∈ qΘ.
(5.2)

Assim aplicando as equações (5.1) e (5.2) temos:

K(X,Y ) = ΛΘ(∇X∇Y X −∇Y ∇XX −∇[X,Y ]qΘ
X − [[X,Y ]tΘ , X], Y ) (5.3)

Suponha agora que [X,Y ]tΘ = 0. Usando (5.3), (1.29) e a invariança de 〈·, ·〉 (1.26) temos:

K(X,Y ) = ΛΘ(∇X∇Y X,Y ) − ΛΘ(∇Y ∇XX,Y ) − ΛΘ(∇[X,Y ]X,Y )

= ΛΘ(1
2
[X,∇Y X], Y ) + ΛΘ(1

2
(ΛΘ)−1[X, ΛΘ∇Y X], Y )

−ΛΘ(1
2
(ΛΘ)−1[ΛΘX,∇Y X], Y ) − ΛΘ(1

2
[[X,Y ], X], Y )+

−1
2
(ΛΘ)−1[[X,Y ], ΛΘX], Y ) + ΛΘ(1

2
(ΛΘ)−1[ΛΘ[X,Y ], X], Y )

= −{1
2
〈[X,∇Y X], ΛΘY 〉 + 1

2
〈[X, ΛΘ∇Y X], Y 〉 − 1

2
〈[ΛΘX,∇Y X], Y 〉

−1
2
〈[[X,Y ], X], ΛΘY 〉 − 1

2
〈[[X,Y ], ΛΘX], Y 〉 + 1

2
〈[ΛΘ[X,Y ], X], Y 〉}

= −{−1
2
〈∇Y X, [X, ΛΘY ]〉 − 1

2
〈ΛΘ∇Y X, [X,Y ]〉 + 1

2
〈∇Y X, [ΛΘX,Y ]〉

+1
2
〈∇XX, [Y, ΛΘY ]〉 − 1

2
〈∇XX, [Y, Y ]〉 − 1

2
〈∇XX, [ΛΘY, Y ]〉

−1
2
〈[X,Y ], [X, ΛΘY ]〉 − 1

2
〈[X,Y ], [ΛΘX,Y ]〉 + 1

2
〈ΛΘ[X,Y ], [X,Y ]〉}

= 1
2
〈[X,Y ], [X, ΛΘY ]〉 − 1

4
〈(ΛΘ)−1[ΛΘX,Y ], [X, ΛΘY ]〉

+1
4
〈(ΛΘ)−1[X, ΛΘY ], [X, ΛΘY ]〉 − 3

4
〈ΛΘ[X,Y ], [X,Y ]〉

+1
2
〈[ΛΘX,Y ], [X,Y ]〉 + 1

4
〈(ΛΘ)−1[ΛΘX,Y ], [ΛΘX,Y ]〉

−1
4
〈(ΛΘ)−1[X, ΛΘY ], [ΛΘX,Y ]〉

(5.4)

Lema 5.1. Considere a variedade bandeira maximal F, e os vetores básicos Aα, Sα, α ∈ Π.

Então

(i) K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = −ξα,βm2
α,β + ξ−α,βm2

−α,β, onde

ξα,β = λα + λβ +
λ2

α + λ2
β − 2λαλβ

2(λα+β)
− 3λα+β

2
(5.5)
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(ii) K(Aα, S−α) = −4λαα(Hα)

Demonstração :

(i) É imediato usando (5.4) e (1.6) e a propriedade m2
α,−β = m2

−α,β.

(ii) Na variedade bandeira maximal o único caso onde [X,Y ]h 6= 0 é quando X = Aα e

Y = S−α, em tal caso [Aα, S−α] = 2iHα, resultando em

K(Aα, S−α) = Λ(∇Aα
∇S

−α
Aα, S−α) − Λ(∇S

−α
∇Aα

Aα, S−α)

−Λ(∇[Aα,S
−α]Aα, S−α) − Λ(Λ([Aα, S−α]h)Aα, S−α)

= Λ(1
2
[Aα,∇S

−α
Aα]q, S−α) + Λ(1

2
Λ−1[Aα, Λ∇S

−α
Aα]q, S−α)+

−Λ(1
2
Λ−1[ΛAα,∇S

−α
Aα]q, S−α) − Λ(1

2
[S−α,∇Aα

Aα], S−α)+

−Λ(1
2
Λ−1[S−α, Λ∇Aα

Aα]q, S−α) + Λ(1
2
Λ−1[ΛAα,∇Aα

Aα]q, S−α)+

−ds2
Λ([[Aα, S−α]h, Aα], S−α)

= −{λα

2
〈[Aα,∇S

−α
Aα]q, S−α〉 + 1

2
〈[Aα, Λ∇S

−α
Aα]q, S−α〉+

−1
2
〈[ΛAα,∇S

−α
Aα]q, S−α〉 − λα

2
〈[S−α,∇Aα

Aα]q, S−α〉+
−1

2
〈[S−α, Λ∇Aα

Aα]q, S−α〉 + 1
2
〈[ΛAα,∇Aα

Aα]q, S−α〉}+
λα〈[2iHα, Aα], S−α〉

= −{−λα

2
〈∇S

−α
Aα, [Aα, S−α]q〉 − 1

2
〈Λ∇S

−α
Aα, [Aα, S−α]q〉+

+1
2
〈∇S

−α
Aα, [ΛAα, S−α]q〉 + λα

2
〈∇Aα

Aα, [S−α, S−α]q〉+
+1

2
〈Λ∇Aα

Aα, [S−α, S−α]q〉 − 1
2
〈∇Aα

Aα, [ΛAα, S−α]q〉}+
+2λα〈α(Hα)S−α, S−α〉

= −4λαα(Hα).

(5.6)

Portanto K(Aα, S−α) < 0 dado que α(Hα) é um racional positivo.

¥

5.2 Curvatura e Estrutura Quase-Complexa

Seja (F,F , Λ) uma variedade quase-Hermitiana, isto é F corresponde de fato a uma estrutura

quase-complexa. Suponha que α, β ∈ Σ então α − β não é raiz e (5.5) se reduz a:

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = −ξα,βm2
α,β.
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Suponha agora que (F,F , Λ) é Kähler e que {α, β,−(α+β)} é uma {0, 1, 2}−tripla. Existem

quatro casos:

1. Se λα = λβ + λα+β, temos:

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = −2λβ(mα,β)2 < 0.

2. Se λβ = λα + λα+β, temos:

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = −2λα(mα,β)2 < 0.

3. Se λα + λβ = λα+β, temos:

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) =
2λαλβ

λα + λβ

(mα,β)2 > 0.

4. Se λα+β = 2λα, temos:

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = λα(mα,β)2 > 0. (5.7)

Agora quando α−β é também raiz e {α, β,−(α+β)}, {β,−α, α−β} são {0, 1, 2}−triplas,

temos os seguintes casos:

1. Se λα = λβ + λα+β, então λα−β = λα + λβ,

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = −2λβ{(mα,β)2 − λα

λα + λβ

(mα,−β)2}.

2. Se λβ = λα + λα+β então λα−β = λα + λβ,

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = −2λα{(mα,β)2 − λβ

λα + λβ

(mα,−β)2}.

3. Se λα+β = λα + λβ, então:

• Se λα = λβ + λα−β, temos:

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = −2λβ{−
λα

λα + λβ

(mα,β)2 + (mα,−β)2}.
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• Se λβ = λα + λα−β, temos:

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = −2λα{−
λβ

λα + λβ

(mα,β)2 + (mα,−β)2}.

Exemplo 5.2. No caso invariante (F(3),F , Λ) Kähler e

Λ =









0 λα 2λα

λα 0 λα

2λα λα 0









,

ou seja estamos no caso 4 do item (ii) acima. Como α + 2β, 2α + β não são ráızes, temos:

K(Aα, Sβ) = K(Sα, Sβ) = K(Aα, Aβ) = λα(mα,β)2,

K(Aα, Aα+β) = K(Aα, Sα+β) = K(Sα, Aα+β) =

= K(Sα, Aα+β) = K(Sβ, Aα+β) == K(Sβ, Aα+β) = 0

K(Aα, Sα) = K(Aβ, Sβ) = 4λαα(Hα) > 0

Assim a curvatura escalar de (F(3)) é 3λα(mα,β)2 + 8λαα(Hα) > 0.

Também temos a curvatura de Ricci Ric(Aα+β) = Ric(Sα+β) = 0, e Ric(Aα) = Ric(Aβ) =

Ric(Sα) = Ric(Sβ) = 2λα(mα,β)2 + 4λαα(Hα) > 0.

Das F(n) este é o único caso onde Ric > 0.

Nas seções a seguir estudamos alguns tipos de curvatura tais como Curvatura Bi-seccional

Holomorfa , e Curvatura Seccional Kähleriana, com a finalidade de conhecer alguns aspec-

tos da geometria e topologia da variedade (F,F , Λ) através dos posśıveis valores destas

curvaturas, (ver por exemplo [24], [42], [12], [37]).

5.3 Curvatura Bi-seccional Holomorfa

Seja (N, J, g) uma variedade Riemanniana Hermitiana, HBRiemN(X,Y ) denota a curvatura

biseccional holomorfa de N, dada pela seguinte fórmula (veja [24]):

HBRiemN(X,Y ) = g(RN(X, J X)Y, J Y ),
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onde RN é o tensor de curvatura em N. No nosso caso, (F,F , Λ), e lembrando que para os

vetores básicos Aα, Sβ

F(Aα) = εαSα, F(Sα) = −εαAα,

temos:
HBRiem(Aα, Sβ) = Λ(R(Aα,F (Aα)Sβ,F (Sβ))

= −Λ(R(Aα, εαSα)Sβ, εβAβ)

= −εαεβΛ(R(Aα, Sα)Sβ, Aβ)

HBRiem(Aα, Aβ) = Λ(R(Aα,F (Aα))Aβ,F (Aβ))

= Λ(R(Aα, εαSα)Aβ, εβSβ)

= εαεβΛ(R(Aα, Sα)Aβ, Sβ)

= −εαεβΛ(R(Aα, Sα)Sβ, Aβ)

HBRiem(Sα, Sβ) = Λ(R(Sα,F (Sα))Sβ,F (Sβ))

= Λ(R(Sα,−εαAα)Aβ,−εβAβ)

= εαεβΛ(R(Sα, Aα)Sβ, Aβ)

= −εαεβΛ(R(Aα, Sα)Sβ, Aβ)

Por tanto
HBRiem(Aα, Sβ) = HBRiem(Aα, Aβ) = HBRiem(Sα, Sβ) =

= −εαεβ(m2
α,β(2λβ − 2λα + λα+β) − (λα−λβ)2

λα−β
m2

α,−β)

enquanto

HBRiem(Aα, S−α) = Λ(R(Aα,F (Aα))S−α,F (S−α))

= ε2
αΛ(R(Aα, S−α)S−α, Aα)

= −Λ(R(Aα, S−α)Aα, S−α)

= −K(Aα, S−α)

= 4α(Hα)λα > 0.

Agora suponha que (F,F , Λ) é Kähler e tome α, β ∈ Σ, então α − β não é raiz; portanto:

HBRiem(Aα, Sβ) = −εαεβm2
α,β(2λβ − 2λα + λα+β)

logo se {α, β,−(α+β)} é uma {0, 1, 2}−tripla o único caso interessante é quando λα+β = 2λα,

resultando em

HBRiem(Aα, Sβ) = −2m2
α,βλα < 0.
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Do anterior, e pelo resultado obtido por Siu e Yau [42], se (F, Λ,F ) é Kähler ela não

pode ser biholomorficamente equivalente a nenhum espaço projetivo CP (n).

5.4 Curvatura Seccional Kähleriana

Seja P um 2-plano gerado por uma base ortonormal X,Y define-se o ângulo de P , θ ∈ [0, π]

por:

cos(θ) = |g(X,F Y )|

e a curvatura seccional Kähleriana K∗(P ) como:

K∗(P ) =
4K(P )

1 + 3cos2(θ)

No nosso caso, normalizando Aα e Sβ α, β ∈ Π, eles são uma base ortonormal para q. Se

P = ger{Aα, Sβ} ⊂ q temos:

cos(θ) = |Λ(Sα,F (Sβ))| = |Λ(Aα,−εβAβ)| =

= |λα〈Aα, Aβ〉|

Assim cos(θ) somente será diferente de zero quando β = ±α e nesse caso cos(θ) = 1, pela

normalização da base. Sendo assim,

K∗(P ) = K(P ) = −4λαα(Hα) < 0.

Logo quando (F,F , Λ) é Kähler ela não pode ser holomorficamente isométrica a nenhum

espaço projetivo CP (n) (veja [24] pág.369).
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APÊNDICE A

F-Estruturas (1,2)-admisśıveis e métricas

correspondentes em A3

Apresentamos as f−estruturas invariantes definidas na variedade bandeira maximal asso-

ciada a A3 que são (1,2)-admisśıveis e suas respectivas métricas. As classes mencionadas a

seguir correspondem aos digrafos mostrados nas Figuras 2.5-2.7.

As classes (1)-(3), (6)-(7), (15), (25) admitem métricas (1,2)-simpléticas sem nenhuma

condição. Na classe (4) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıvel correspon-

dentes são :

ε =













0 1 0 0

−1 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0













, λ12 = λ23.
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Na classe (5) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são

ε =













0 −1 0 0

1 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0













, λ12 = λ23.

Na classe (8) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 0

−1 0 1 0

0 −1 0 −1

0 0 1 0













, λ23 = λ34.

Na classe (9) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 1 0

−1 0 0 0

−1 0 0 1

0 0 −1 0













, λ12 = λ13.

Na classe (10) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 1 0

−1 0 0 0

−1 0 0 −1

0 0 1 0













, λ12 = λ13 = λ34.

Na classe (11) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 1 1

−1 0 0 0

−1 0 0 0

1 0 0 0













, λ12 = λ13 = λ14.
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Na classe (12) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

−1 −1 −1 0













, λ14 = λ24 = λ34.

Na classe (13) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 1 −1

−1 0 0 0

−1 0 0 0

1 0 0 0













, λ13 = λ12.

Na classe (14) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 −1 −1 1

0 0 0 1

0 0 0 1

−1 −1 −1 0













, λ13 = λ12.

Na classe (16) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 1

−1 0 0 1

0 0 0 0

−1 −1 0 0













, λ14 = λ12 + λ24.

Na classe (17) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 1

−1 0 1 1

0 −1 0 0

−1 −1 0 0













, λ14 = λ12 + λ24, λ23 = λ24.
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Na classe (18) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 1

−1 0 −1 1

0 1 0 0

−1 1 0 0













, λ14 = λ12 + λ24, λ12 = λ23.

Na classe (19) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 −1

−1 0 1 1

0 −1 0 0

1 −1 0 0













, λ23 = λ24.

Na classe (20) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 −1 1

−1 0 0 1

1 0 0 0

−1 −1 0 0













, λ14 = λ12 + λ24.

Na classe (21) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 1

−1 0 0 1

0 0 0 −1

−1 −1 1 0













, λ14 = λ12 + λ24.

Na classe (22) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 1 −1

−1 0 0 1

−1 0 0 0

1 −1 0 0













, λ13 = λ12.
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Na classe (23) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 −1 −1

−1 0 0 1

1 0 0 0

1 −1 0 0













, λ13 = λ14.

Na classe (24) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 1

−1 0 −1 0

0 1 0 1

−1 0 −1 0













, λ12 = λ23 = λ34 = λ14.

Na classe (26) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 1

−1 0 1 0

0 −1 0 1

−1 0 −1 0













, λ12 = λ14 = λ34.

Na classe (27) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 1

−1 0 1 0

0 −1 0 −1

−1 0 1 0













, λ12 = λ14, λ23 = λ34.

Na classe (28) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 −1 −1

−1 0 −1 1

1 1 0 0

1 −1 0 0













, λ13 = λ14, λ23 = λ13 + λ12.
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Na classe (29) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 1 1

−1 0 1 1

−1 −1 0 0

−1 −1 0 0













, λ13 = λ12 + λ23, λ14 = λ12 + λ23.

Na classe (30) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 −1 1

−1 0 −1 1

1 1 0 0

−1 −1 0 0













, λ14 = λ12 + λ24, λ23 = λ12 + λ13.

Na classe (31) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 −1 1

−1 0 0 1

1 0 0 1

−1 −1 −1 0













, λ34 = λ13 + λ14, λ24 = λ34.

Na classe (32) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 0 1

−1 0 −1 1

0 1 0 1

−1 −1 −1 0













, λ14 = λ12 + λ24, λ34 = λ23 + λ24, λ14 = λ34, λ12 = λ23.

Na classe (33) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 1 −1

−1 0 −1 1

−1 1 0 0

1 −1 0 0













, λ12 = λ13 + λ23.
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Na classe (34) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 −1 −1

−1 0 1 1

1 −1 0 0

1 −1 0 0













, Λ = λ13 = λ14, λ23 = λ24.

As classes (35) e (36) e as métricas (1,2)-admisśıveis que elas admitem foram bastante

estudadas em [33] e [9].

Na classe (35) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes

são :

ε =













0 1 1 −1

−1 0 1 1

−1 −1 0 1

1 −1 −1 0













, λ13 = λ12 + λ23, λ24 = λ23 + λ34.

Na classe (36) a f− estrutura e a famı́lia de métricas (1,2)-admisśıveis correspondentes são :

ε =













0 1 1 1

−1 0 1 1

−1 −1 0 1

−1 −1 −1 0













, λ14 = λ13 + λ34 = λ12 + λ24, λ13 = λ12 + λ23, λ24 = λ23 + λ34.
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APÊNDICE B

F-Estruturas Invariantes Localmente

Transitivas em B3

Apresentamos em forma de Lemas as f−estruturas invariantes localmente transitivas defi-

nidas na variedade bandeira maximal associada a B3. Observamos que nas demonstrações

só apresentaremos as quádruplas onde a condição localmente transitiva não é satisfeita, no

resto dos casos basta verificar que todas as quádruplas satisfazem esta condição. Lembramos

que F l corresponde a F restita às ráızes longas de B3 e as quádruplas mencionadas neste

apêndice aparecem na página 41.

Lema B.1. Se F l corresponde a (1) na Figura 2.5, F é localmente transitiva para qualquer

valor de e1, e2, e3.

Lema B.2. Se F l corresponde a (2) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

Demonstração :

73
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(i) Se εe1
= −1 em Q17 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q18

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= −1 em Q18 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q17

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.3. Se F l corresponde a (3) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= −1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.4. Se F l corresponde a (4) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= −1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0, 1.

(v) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 1.

Demonstração :
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(i) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.5. Se F l corresponde a (5) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= −1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 0,−1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 1.

(v) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= −1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.6. Se F l corresponde a (6) e (7) na Figura 2.5, a F não é localmente transitiva

só nos casos onde as três ráızes tomam valores não nulos ao mesmo tempo, isto é:
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(i) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.7. Se F l corresponde a (8) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0.

(ii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

(v) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= −1.

(vi) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0,−1, 1 ou seja neste caso nenhuma f−estrutura invariante

é localmente transitiva .



77

Demonstração :

(i) Se εe1
= 0 em Q18 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= ±1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0, 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= −1 em Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0 em Q2

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a

condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.8. Se F l corresponde a (9) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1, 1, ou seja neste caso nenhuma f−estrutura invariante é

localmente transitiva.

(v) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(ii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.9. Se F l corresponde a (10) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= −1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= −1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= ±1

(v) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja neste caso nenhuma f−estrutura invariante é

localmente transitiva.

(vi) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1,−1, ou seja neste caso nenhuma f−estrutura invariante

é localmente transitiva.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= −1 em Q9 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(v) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em

Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.10. Se F l corresponde a (11) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0, 1

(v) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(vi) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= ±1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 1 em Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0, 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥
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Lema B.11. Se F l corresponde a (12) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1

(v) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1

(vi) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0, 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= ±1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0,−1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0, 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.12. Se F l corresponde a (13) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:
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(i) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= −1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1

(v) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0,−1

Demonstração :

(i) Se εe1
= −1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 1 em Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.13. Se F l corresponde a (14) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= −1

(v) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 1

Demonstração :

(i) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(ii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= −1 em Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 1 em Q9 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.14. Se F l corresponde a (15) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iv) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1
= 0 em Q16 não se cumpre a

condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥
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Lema B.15. Se F l corresponde a (16) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1 ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(viii) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= −1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em

Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1, 0 em

Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

viii Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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¥

Lema B.16. Se F l corresponde a (17) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja aqui nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(viii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(ix) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0,−1 em

Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(viii) Se εe1
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ix) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q2

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.17. Se F l corresponde a (18) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja aqui nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(vii) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em

Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.18. Se F l corresponde a (19) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 1.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(viii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(ix) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.



87

(vi) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(viii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ix) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.19. Se F l corresponde a (20) e (21) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva

só nos seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja aqui nenhuma f−estrutura invariante é local-

mente transitiva.

(viii) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= −1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

[(ii) ] Se εe1
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(v) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, se εe1

= 0,−1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(viii) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.20. Se F l corresponde a (22) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= −1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(v) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= −1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥
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Lema B.21. Se F l corresponde a (23) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= −1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= −1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= −1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(v) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= −1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= −1.

(viii) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0,−1 em

Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(viii) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥
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Lema B.22. Se F l corresponde a (24) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

Demonstração :

(i) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

[(ii) ] Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em

Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.23. Se F l corresponde a (25) na Figura 2.6, a F não é localmente transitiva só

nos casos onde as três ráızes tomam valores não nulos ao mesmo tempo, isto é:

(i) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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[(ii) ] Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6..

(iii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.24. Se F l corresponde a (26) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= −1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(v) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= −1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= ±1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

[(ii) ] Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, se εe1

= 0 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1
= −1 em Q6 não se cumpre a

condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0,−1 em

Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(v) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.25. Se F l corresponde a (27) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0, 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

(v) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(vi) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0,−1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= ±1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

[(ii) ] Se εe1
= ±1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0, 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0 em Q2

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥
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Lema B.26. Se F l corresponde a (28) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= −1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= −1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= −1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= −1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= −1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= −1.

(viii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0, 1.

(ix) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em

Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 .

(iv) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= −1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= −1 em Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(viii) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.



94

(ix) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.27. Se F l corresponde a (29) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(viii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(ix) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1
= 0 em Q9 não se cumpre a

condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 .

(iv) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(v) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(viii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ix) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.28. Se F l corresponde a (30) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(v) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(vi) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

Demonstração :

(i) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q10 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(iii) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em

Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.29. Se F l corresponde a (31) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(viii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(ix) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(ii) Se εe1
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 .

(iv) Se εe1
= ±1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0,−1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 0, 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(viii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ix) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.30. Se F l corresponde a (32) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 0, 1.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 0, 1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(ii) Se εe1
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0 em Q2

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0, 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 0, 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.31. Se F l corresponde a (33) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(ii) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= 0, 1.

(v) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(vi) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 0,±1,ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 0,−1 em Q18 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(iv) Se εe1
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q17 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.32. Se F l corresponde a (34) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= ±1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= ±1.

(v) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= ±1.

(vi) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= ±1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q6

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q3

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.



100

(v) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q2

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em Q2

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.33. Se F l corresponde a (35) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iii) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(v) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 1.

(vi) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(viii) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ii) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 0,−1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q18 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 0,−1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(v) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(viii) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥

Lema B.34. Se F l corresponde a (36) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva só nos

seguintes casos:

(i) εe3
= 0, εe2

= 0, εe1
= 1.

(ii) εe3
= 0, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(iii) εe3
= 0, εe2

= −1, εe1
= 1.

(iv) εe3
= 1, εe2

= 0, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(v) εe3
= 1, εe2

= 1, εe1
= 0,−1.

(vi) εe3
= 1, εe2

= −1, εe1
= 1.

(vii) εe3
= −1, εe2

= 0, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(viii) εe3
= −1, εe2

= 1, εe1
= 0,±1, ou seja nenhuma f−estrutura invariante é localmente

transitiva.

(ix) εe3
= −1, εe2

= −1, εe1
= 1.

Demonstração :

(i) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.
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(ii) Se εe1
= 0 em Q6 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= −1 em Q9

não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iii) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(iv) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 0,−1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(v) Se εe1
= 0,−1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vi) Se εe1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(vii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(viii) Se εe1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se εe1

= 1 em

Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

(ix) Se εe1
= 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6.

¥



APÊNDICE C

Métricas (1,2)-simpléticas em B3

Apresentamos as métrica (1,2)-simpléticas associadas às f−estruturas invariantes (1,2)-

admisśıveis na variedade bandeira maximal associada a B3. Lembramos que os valores de

Λ|F l aparecem no Apéndice A. Logo, aqui colocaremos somente os valores de

F c =









εe1

εe2

εe3









Λ|F c = Λc =









λe1

λe2

λe3









.

1. F l= (1) na figura 2.5 os únicos casos interessantes são quando o autovalor εα é não

nulo em pelo menos duas ráızes α ∈ Π e nesse caso o valor da métrica nessas ráızes

deve ser o mesmo. Nos outros casos a métrica toma valores sem nenhuma restrição ,

além das óbvias, (positividade, simetria).

2. F l= (2) na figura 2.5 os únicos casos interessantes são

(i)F c =









0

1

1









, Λc =









λe1

λ12 + λe3

λe3









(ii)F c =









0

−1

−1









, Λc =









λe1

λe3
− λ12

λe3









3. F l= (3) na figura 2.5 temos:

103
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(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0εe1

= 1, λ23 = λe1
.

iii. εe2
= 0, e εe1

= −1 não existe restrições para a métrica.

iv. εe2
= 1εe1

= 0, λ12 = λe2
.

v. εe2
= 1εe1

= 1, λ12 = λe2
e λ23 = λe1

− λe2
.

vi. εe2
= 1εe1

= −1, λ12 = λe2
= λe1

= λe2
.

vii. εe2
= −1εe1

= 0, λ23 = λe2
.

viii. εe2
= −1εe1

= 1, λ23 = λe1
+ λe2

e λe1
= λe2

.

ix. εe2
= −1εe1

= −1, λ23 = λe1
− λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λe1
= λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
+ λe2

e λe2
= λe1

= λe3
.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ23 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe1
= λe3

= λ23.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe1
= λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
+ λe3

.

v. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
+ λe3

e λe1
= λe3

= λe1
.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

e λe2
= λ23.

4. F l= (4) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.
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ii. εe2
= 0εe1

= 1 não há restrições para a métrica.

iii. εe2
= 0, e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
.

iv. εe2
= 1εe1

= 0, λ12 = λe2
= λ23.

v. εe2
= −1εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

vi. εe2
= −1εe1

= 1, λe1
= λe2

.

vii. εe2
= −1εe1

= 0, λ23 = λe2
.

viii. εe2
= −1εe1

= −1, λ23 = λe1
− λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
= λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
− λe3

e λe1
= λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λe3

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λe2
= λe3

= λe1
.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe1
= λe3

= λ23.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
+ λe2

e λe1
= λe3

= λe2
.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

e λe1
= λe3

.

5. F l= (5) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0εe1

= 1 temos λ23 = λe1
.

iii. εe2
= 0, e εe1

= −1 não há restrições para a métrica.

iv. εe2
= 1εe1

= 0 não há restrições para a métrica.
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v. εe2
= 1εe1

= 1temos λ23 = λe1
− λe2

.

vi. εe2
= 1εe1

= −1, λe1
= λe2

.

vii. εe2
= −1εe1

= 0, λ23 = λe2
.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
e λe1

= λe3
.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe1
= λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

v. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

e λe1
= λe3

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
+ λe2

e λe2
= λe3

= λe1
.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λe1
= λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λe2
= λe3

.

v. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λe1
= λe3

= λe2
.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
− λe3

e λe1
= λe3

.

6. F l= (6) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,±1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 1εe1

= 0 temos λ12 = λe2
= λ34.

iii. εe2
= 1, e εe1

= ±1 temos λ12 = λe2
= λe1

= λ14.

iv. εe2
= −1εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

v. εe2
= −1εe1

= ±1 temos λe1
= λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ34 = λe3
.
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ii. εe2
= 0 e εe1

= ±1 temos λ34 = λe3
= λe1

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

e λ34 = λe2
+ λe3

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe3
− λe2

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= ±1 temos λ12 = λe3
= λe1

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
+ λe3

e λ34 = λe2
− λe3

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

7. F l= (7) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
.

iii. εe2
= 1εe1

= 0,−1 temos λ12 = λe2
= λ34.

iv. εe2
= 1, e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
= λ14, λ23 = λe1

− λe2
.

v. εe2
= −1εe1

= 0 temos λe2
= λ23.

vi. εe2
= −1εe1

= 1 temos λe1
= λe2

e λ23 = λe1
+ λe2

= 2λe1
.

vii. εe2
= −1εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ34 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= ±1 temos λ34 = λe3
= λe1

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

e λ34 = λe2
+ λe3

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe2
− λe3

e λ23 = λe2
.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= ±1 temos λ12 = λe3
= λe1

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
+ λe3

e λ34 = λe2
− λe3

.
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iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

8. F l= (8) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 não há restrições para a métrica.

iv. εe2
= 1εe1

= 0 temos λ23 = λe1
− λe2

.

v. εe2
= 1, e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

.

vi. εe2
= −1εe1

= 0 temos λe2
= λ23.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ34 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe3
= λe1

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
= λe1

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ34 = λe2
− λe3

e λ23 = λe2
− λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ34 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= ±1 temos λ34 = λe3
= λe1

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
+ λe3

e λ34 = λe3
.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
+ λe3

, λ34 = λe3
− λe2

e λe1
= λe3

.

9. F l= (9) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ13 = λe1
.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 não há restrições para a métrica.

iv. εe2
= 1εe1

= 0 temos λ13 = λe2
.
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v. εe2
= 1, e εe1

= 1 temos λe1
= λe2

= λ12.

vi. εe2
= 1, e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

= λ12.

vii. εe2
= −1εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

viii. εe2
= −1, e εe1

= 1 temos λe1
= λe2

= λ12.

ix. εe2
= 1, e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ34 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ13 = λe1
− λe3

e λ34 = λe3
.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
= λe1

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

e λ34 = λe2
+ λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe3
− λe2

e λ23 = λe2
− λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
= λ13.

ii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λe2
= λe1

e λ13 = λe3
− λe1

.

10. F l= (10) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0εe1

= 1 temos λ13 = λe1
.

iii. εe2
= 1εe1

= 0 λ12 = λe2
.

iv. εe2
= 1, e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
= λe1

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

vi. εe2
= −1, e εe1

= 1 temos λ13 = λe1
= λe2

= λ34.

vii. εe2
= −1, e εe1

= −1 temos λ34 = λe2
= λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ13 = λe1
− λe3

.
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iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λe3
= λe1

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

.

v. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ13 = λe1
− λe3

e λe2
= λe1

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe2
− λe3

.

vii. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ34 = λe2
− λe3

, λ13 = λe1
− λe3

e λe1
= λe2

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ34 = λe3
= λ13.

11. F l= (11) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0εe1

= 1 temos λ14 = λe1
= λ13.

iii. εe2
= 1εe1

= 0 λ12 = λe2
= λ14.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

v. εe2
= −1, e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ14 = λe2
− λe1

e λe1
= λe3

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ13 = λe1
− λe3

, λ14 = λe1
− λe2

e λe2
= λe3

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ34 = λe2
− λe3

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ13 = λe3
= λ12.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ13 = λe1
+ λe3

, λ12 = λe2
+ λe3

e λe1
= λe2

.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ13 = λe3
− λe1

, λ12 = λe3
− λe2

e λe1
= λe2

.

12. F l= (12) na figura 2.5 temos:
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(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0εe1

= 1 temos λ14 = λe1
= λ24 = λ34.

iii. εe2
= 1εe1

= 0 λ34 = λe2
= λ14 = λ24.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

v. εe2
= −1, e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ34 = λe3
= λ24 = λ14.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ34 = λe2
+ λe3

, λ14 = λe2
+ λe1

, e λ24 = λe1
+ λe3

e

λe1
= λe3

= λe2
.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
− λe1

e λe1
= λe3

= λe2
.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ14 = λe2
− λe1

, λ34 = λe2
− λe3

e λe1
= λe3

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ14 = λe1
− λe2

, λ34 = λe1
− λe3

e λe2
= λe3

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

= λe3
.

13. F l= (13) na figura 2.5 temos:

(a) Se εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0εe1

= 1 temos λ13 = λe1
.

iii. εe2
= 0εe1

= −1 temos λ14 = λe1
.

iv. εe2
= 1εe1

= 0 λ12 = λe2
.

v. εe2
= 1εe1

= 1 λ12 = λe2
= λe1

= λ13.

vi. εe2
= 1εe1

= −1 λ12 = λe2
e λe1

= λ14 + λe2
.

vii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe2
.
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viii. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λe2
= λ14 + λe1

e λ13 = λe1
.

ix. εe2
= −1, e εe1

= −1 temos λ14 = λe2
+ λe1

e λe1
= λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe1
= λ13 + λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λe1
= λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λe2
= λ12 + λe3

, λ24 = λe3
.

v. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λe1
= λe2

= λ12 + λe3
.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe3
= λe2

.

vii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

= λe3
e λ14 = λe1

+ λe2
= 2λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λe2
= λe1

+ λe3
e λ12 = λe3

+ λe2
= 2λe1

.

14. F l= (14) na figura 2.5 temos:

(a) Se εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0εe1

= 1 temos λ14 = λe1
.

iii. εe2
= 0εe1

= −1 temos λ13 = λe1
.

iv. εe2
= 1εe1

= 0 λ14 = λe2
.

v. εe2
= 1εe1

= 1 λe1
= λe2

e λ14 = λe1
+ λe2

= 2λe1
.

vi. εe2
= 1εe1

= −1 λ13 = λe1
e λe2

= λ14 + λe1
.

vii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
.

viii. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λe1
= λ14 + λe2

e λ12 = λe2
.

ix. εe2
= −1, e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
= λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ13 = λe3
= λ12.
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ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λe1
= λe2

e λe3
= λe2

+ λ12.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

e λ12 = λe2
+ λe3

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ14 = λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λe1
= λe3

+ λ13.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λe2
= λe3

= λ14.

v. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λe2
= λe1

= λe3
e λ14 = λe1

+ λe2
= 2λe1

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λe3

+ λ12.

vii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe2
= λe1

e λe1
= λ13 + λe3

.

15. F l= (15) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0εe1

= 1 temos λ34 = λe1
.

iii. εe2
= 0εe1

= −1 temos λ14 = λe1
.

iv. εe2
= 1εe1

= 0 λ12 = λe2
.

v. εe2
= 1εe1

= 1 λ12 = λe2
e λ24 = λe1

.

vi. εe2
= 1εe1

= −1 λ12 = λe2
e λ14 = λe1

− λe2
.

vii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe2
.

viii. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ14 = λe2
− λe1

e λ24 = λe1
.

ix. εe2
= −1, e εe1

= −1 temos λ14 = λe2
+ λe1

e λe1
= λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ24 = λe1
+ λe3

e λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
e λ24 = λe3

− λe1
.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ24 = λe3
.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
= λ14 = λe2

.
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(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
e λ24 = λe1

− λe3
.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
= λe3

= λ12.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

e λ14 = λe2
.

16. F l= (16) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0,−1 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 1εe1

= 1 temos λ12 = λe2
e λ24 = λe1

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe1
− λe3

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe2
, λ24 = λe3

e λ12 = λe2
− λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
− λe3

e λ24 = λe3
− λe1

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
= λe2

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
e λ24 = λe1

− λe3
.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
= λe1

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

e λ24 = λe1
− λe3

.

17. F l= (17) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= −1 e εe1

= 0,−1 temos λ14 = λe2
.
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(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
, λe2

= λ14 e λ12 = λe2
− λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

, λ14 = λe2
− λe1

e λ12 = λe2
− λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
, λe2

= λe3
e λ23 = λe2

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

, λ14 = λe3
− λe1

e λ24 = λe3
− λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
= λe1

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λe2
= λe3

, λ12 = λe2
+ λe3

= 2λe2
, λ23 = λe1

− λe2
e

λ24 = λe1
− λe3

.

18. F l= (18) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 0 − 1 temos λe1
= λ23 = λ12.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

iv. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
− λe2

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
= λ12 e λ24 = λe3

− λe1
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ24 = λe1
+ λe3

, λe1
= λe3

, e λ12 = λe2
− λe3

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
, λ24 = λe1

− λe3
, λ14 = λe1

.
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iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
= λe1

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ14 = λe1
− λe2

e λ24 = λe1
− λe3

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe1
= λe3

, λ12 = λe3
− λe2

.

item F l= (19) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,±1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
− λe2

e λe2
= λ12 = λ34.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
− λe2

e λ12 = λe2
= λ34.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
+ λe2

e λ14 = λe2
− λe1

.

vii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
− λe2

e λ14 = λe2
+ λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe1
= λ23 = λe3

= λ24 = λ14.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
= λe1

= λ14.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe2
+ λe3

e λ12 = λe2
− λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λ23 = λ14 e λ34 = λe3

− λe2
.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
, λ23 = λe1

e λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
= λe1

= λ14.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ13 = λe2
+ λe3

e λ34 = λe2
− λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ23 = λe2
= λ14.

19. F l= (20) na figura 2.5 temos:
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(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ13 = λe1
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
= λe1

= λ24 e λ14 = λe1
+ λe2

= 2λe1
.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

v. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe2
= λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 temos λ13 = λ24 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

e λ13 = λe1
+ λe3

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ13 = λe3
= λ24 e λe2

= λ14.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ13 = λe3
+ λe1

, λ14 = λe2
− λe1

e

λ24 = λe3
− λe1

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ13 = λe3
= λe2

= λ24.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
, λ14 = λe1

e λ24 = λe1
− λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
e λ13 = λe1

− λe3
.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ24 = λe1
− λe3

e λ14 = λe1
− λe2

.

20. F l= (21) na figura 2.5 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
= λ34, λe1

= λe2
= λ24 e λ14 = λe1

+ λe2
=

2λe1
.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

iv. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe2
= λe1

.

(b) εe3
= 1
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i. εe2
= 0 e εe1

= 0 temos λ34 = λe3
= λ24.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
e λ24 = λe3

− λe1
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
−λe3

, λ34 = λe2
+λe3

, λ14 = λe2
e λe3

= λ24.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ34 = λe2
+ λe3

, λ24 = λe3
= λe3

=

λ14 = λ24.

v. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe3
− λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
, λ24 = λe1

− λe3
, e λ14 = λe1

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
= λe1

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ24 = λe1
− λe3

e λ14 = λe1
− λe2

.

21. F l= (22) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ24 = λ13 = λe1
.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λ14 = λe1
.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λ14 = λe2
.

v. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
= λe1

= λ13 = λ24.

vi. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe2
e λ14 = λe1

− λe2
.

vii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe2
.

viii. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ24 = λ13 = λe1
e λ14 = λe2

− λe1
.

ix. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

e λ14 = λe1
+ λe2

= 2λe1
.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ13 = λe1
− λe3

e λ14 = λe2
− λe1

.
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iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

e λe1
= λ14.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
e λ12 = λe2

− λe3
.

v. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
− λe3

, λe1
= λe2

e λ24 = λe3
+ λe1

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
= λe2

= λ14.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λe1
= λe2

e λ14 = λe1
+ λe2

.

22. F l= (23) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ24 = λe1
= λ14.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
= λ13.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
.

v. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
= λe1

= λ24.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe2
.

vii. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ24 = λe1
e λ14 = λe2

− λe1
.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λe3
= λ13 = λ14.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ24 = λe1
+ λe3

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
= λ13 = λ14 e λ12 = λe2

− λe3
.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
= λe2

= λ13 = λ14.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ24 = λe3
+ λe1

, λ13 = λe3
− λe1

e λe2
= λe3

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe2
= λe3

e λ12 = λe2
+ λe3

= 2λe2
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λe2
= λe3

, λ12 = λe2
+ λe3

= 2λe2
e λ13 = λe1

− λe2
.
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iv. εe2
= −1 e εe1

= o temos λ12 = λe3
− λe2

e λ14 = λe2
.

23. F l= (24) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0,−1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ14 = λe1
.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ14 = λe2
− λe1

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 temos λ34 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= ±1 temos λe1
= λe3

= λ34.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe3
− λe2

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= ±1 temos λ34 = λe3
− λe2

e λe1
= λe3

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= ±1 temos λ12 = λe3
= λe1

.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= ±1 temos λ12 = λe3
− λe2

e λe3
= λe1

.

24. F l= (25) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,±1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
− λe2

e λe2
= λ12 = λ34.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
− λe2

e λ12 = λe2
= λ34.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.
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vi. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
+ λe2

e λ14 = λe2
− λe1

.

vii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
− λe2

e λ14 = λe2
+ λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe1
= λ23 = λe3

= λ24 = λ14.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
= λe1

= λ14.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe2
+ λe3

e λ12 = λe2
− λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λ23 = λ14 e λ34 = λe3

− λe2
.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
, λ23 = λe1

e λe1
= λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
= λe1

= λ14.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ13 = λe2
+ λe3

e λ34 = λe2
− λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ23 = λe2
= λ14.

25. F l= (26) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0, 1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ14 = λ23 = λe1
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
= λ14.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ23 = λe2
.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe1
= λe3

= λ14 = λ23.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
= λe1

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ14 = λe2
− λe1

e λe1
= λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

, λ34 = λe2
− λe3

e λe1
= λe3

.
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(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
= λ34.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
= λe1

= λ23.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
= λ12 = λe1

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
+ λe2

, e λ23 = λe1
− λe2

e λe3
= λe1

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ23 = λe2
+ λe1

e λe3
= λe1

.

26. F l= (27) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0, 1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ14 = λ23 = λe1
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
= λ14.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ23 = λe2
.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe1
= λe3

= λ14 = λ23.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
= λe1

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ14 = λe2
− λe1

e λe1
= λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

, λ34 = λe2
− λe3

e λe1
= λe3

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
= λ34.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
= λe1

= λ23.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
= λ12 = λe1

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
+ λe2

, e λ23 = λe1
− λe2

e λe3
= λe1

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ23 = λe2
+ λe1

e λe3
= λe1

.

27. F l= (28) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0
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i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ24 = λe1
= λ14.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe2
.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ14 = λe2
− λe1

e λ24 = λe1
.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λ13 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ13 = λe3
− λe1

e λ24 = λe1
+ λe3

= .

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ13 = λe3
= λ24, λ12 = λe2

− λe3
e λ23 = λe2

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ13 = λe3
− λe1

, λ12 = λe2
− λe3

, λ23 = λe2
− λe1

e

λ24 = λe1
+ λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ13 = λe3
= λe2

= λ14 = λ24.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λe3
= λe2

, λ13 = λe3
− λe1

e λ24 = λe1
+ λe3

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ24 = λe1
− λe3

e λ12 = λe3
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
+ λe2

, λ23 = λe1
+ λe2

λ13 = λe1
− λe3

λe2
= λe3

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

, λe2
= λ14.

28. F l= (29) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ23 = λe2
.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
= .

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe2
, λ12 = λe2

− λe3
e λ24 = λe3

.
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iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

, λ12 = λe2
− λe3

e λ14 = λe2
− λe1

.

v. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe3
= λe2

e λ24 = λe3
− λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
+ λe2

, λ23 = λe1
− λe2

, λ13 = λe1
+ λe3

e

λe2
= λe3

.

ii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

, λe2
= λ23 e λe3

= λ13.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ23 = λe2
− λe1

e λ13 = λe3
− λe1

.

29. F l= (30) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λ13 = λe3
.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ23 = λe2
= λ24, λ12 = λe2

− λe3
e λ24 = λ13 = λe3

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ23 = λe2
− λe1

, λ13 = λe3
− λe1

,

λ14 = λe1
+ λe2

e λ24 = λe1
+ λe3

= .

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ13 = λe1
+ λe3

, λ23 = λe1
− λe2

, λ12 = λe2
− λe3

e

λ14 = λe2
− λe1

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ13 = λe3
= λe2

= λ24.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
, λ14 = λe1

e λ24 = λe1
− λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
, λ23 = λe1

e λ13 = λe1
− λe3

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ14 = λe1
− λe2

e λ24 = λe1
− λe3

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ23 = λe1
− λe2

e λ13 = λe1
− λe3

.
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30. F l= (31) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
= λe1

= λ13 = λ34 e λ14 = 2λe1
.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

iv. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe2
= λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
= λ24.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ24 = λe1
+ λe3

, λ14 = λe1
+ λe2

e

λe1
= λe2

.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe1
= λe2

e λ24 = λe3
− λe2

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
+ λe2

. λe1
= λe2

, λ14 = λe1
+ λe2

e

λ24 = λe1
− λe3

.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

e λe1
= λe2

.

31. F l= (32) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λ23.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ23 = λe2
− λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

, λ34 = λe3
e λ23 = λe1

.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
−λe1

, λ24 = 2λe1
, λ14 = λe1

+λe2
e λe1

= λe3
.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
− λe2

, λ24 = λe3
− λe1

e λ23 = λe1
− λe2

.
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(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
, λ14 = λe1

e λ24 = λe1
− λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
= λ23 = λe1

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ14 = λe1
− λe2

e λ24 = λe1
− λe3

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

e λe3
= λe1

.

32. F l= (33) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe1
= λ13 = λ24.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
= λ23.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
, λ23 = λe2

− λe1
e λe1

= λ13 = λ24.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ14 = λe2
.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λ14 = λe2
− λe1

e λ13 = λe1
= λ24.

vii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe1
− λe2

e λ14 = λe2
+ λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λe3
.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λ13 = λe1
− λe3

e λ24 = λe1
+ λe3

.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

e λ23 = λe1
= λ14.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe2
− λe3

, λ24 = λe3
e λe2

= λ13.

v. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

, λ13 = λe1
− λe3

, λ12 = λe2
− λe3

e

λ24 = λe1
+ λe3

.

vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ24 = λe3
= λe2

= λ14.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
, λ23 = λe1

= λ14 e λ13 = λe3
− λe1

.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
+ λe2

, λ23 = λe2
= λe3

= λ13.
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33. F l= (34) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= 1 temos λe1
= λ23.

iii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
= λ34.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ14 = λ23 = λe2
.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ24 = λ13 = λe3
.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
− λe3

, λe3
= λ13 = λ24.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe3
= λ13 = λ24 = λ23 = λe2

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 1 temos λe3
= λe2

, λ13 = λe3
− λe1

e λ23 = λe2
+ λe1

.

v. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λe3
= λe2

, λ13 = λe3
+ λe1

e λ23 = λe2
− λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λ12 = λe3
.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λe2
= λe3

e λ12 = λe2
+ λe3

= 2λe3
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
+ λe2

, λ23 = λe1
− λe2

e λe2
= λe3

.

iv. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
+ λe2

, λ13 = λe1
− λe3

e λe2
= λe3

.

v. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
+ λe2

, λ23 = λe2
= λ14.

34. F l= (35) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe2
= λ34 = λ14.

iv. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
− λe2

, λ13 = λe1
= λ24 e λ12 = λe2

= λ34.

v. εe2
= 1 e εe1

= −1 temos λ14 = λe1
− λe2

e λ12 = λe2
= λ34.
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vi. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λ23.

vii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ24 = λe3
+ λe1

, λ13 = λe1
− λe3

, λ12 = λe2
− λe3

,

λ34 = λe2
+ λe3

e λ23 = λe1
− λe2

.

ii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe3
− λe2

, λ23 = λe2
= λ14, e λ24 = λe3

.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
− λe2

, λ14 = λe1
+ λe2

, λ24 = λe3
− λe1

e

λ23 = λe2
− λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ23 = λe1
− λe2

, λ13 = λe1
+ λe3

,

λ34 = λe2
− λe3

e λ24 = λe1
− λe3

.

ii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ13 = λe3
e λ23 = λe2

= λ14.

iii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ14 = λe1
+ λe2

, λ13 = λe3
− λe1

e

λ23 = λe2
− λe1

.

35. F l= (36) na figura 2.6 temos:

(a) εe3
= 0

i. εe2
= 0 e εe1

= 0,−1 não há restrições para a métrica.

ii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ23 = λe1
− λe2

, λ14 = λe1
+ λe2

, λ13 = λe1
= λ24 e

λ12 = λe2
= λ34.

iii. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λe2
= λ23.

iv. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ23 = λe2
− λe1

.

(b) εe3
= 1

i. εe2
= εe1

= 0 temos λe3
= λ24.

ii. εe2
= 0 e εe1

= −1 temos λ24 = λe3
− λe1

.

iii. εe2
= 1 e εe1

= 1 temos λ24 = λe3
+ λe1

, λ13 = λe1
− λe3

, λ12 = λe2
− λe3

,

λ14 = λe1
+ λe2

, λ34 = λe2
+ λe3

e λ23 = λe1
− λe2

.

iv. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ34 = λe3
− λe2

, λ23 = λe2
, e λ24 = λe3

.
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v. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ34 = λe3
− λe2

, λ24 = λe3
− λe1

e λ23 = λe2
− λe1

.

(c) εe3
= −1

i. εe2
= −1 e εe1

= 0 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ13 = λe3
e λ23 = λe2

.

ii. εe2
= −1 e εe1

= −1 temos λ12 = λe3
− λe2

, λ13 = λe3
− λe1

e λ23 = λe2
− λe1

.
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APÊNDICE D

F-Estruturas Invariantes associadas com

C3

Apresentamos em forma de lemas as f−estruturas invariantes localmente transitivas na

variedade bandeira maximal associada a C3. Observamos que nas demonstrações só apre-

sentaremos as quádruplas onde a condição localmente transitiva não é satisfeita, no resto

dos casos basta verificar que todas as quádruplas satisfazem esta condição. Neste caso os

cálculos foram mais simples do que em B3, dado que o valor da f−estrutura invariante F nas

ráızes longas independe uma da outra. Para verificar os valores admitidos por ε2e1
bastava

verificar a condição (ii) na definição 3.6 nas quádruplas Q1, Q5, Q6, Q9, Q10; para ε2e2
, nas

quádruplas Q3, Q8, Q11, Q12; e para ε2e3
, nas quádruplas Q2, Q4, Q7, Q19, Q20. As quádruplas

aqui mencionadas aparecem na página 43. Lembramos que F c corresponde à restrição da F
às ráızes curtas de C3.

Lema D.1. Se F c corresponde a (1)-(7), (12), (15) e (19) na Figura 2.5, F é localmente

transitiva para qualquer valor de 2e1, 2e2, 2e3.

Lema D.2. Se F c corresponde a (8) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva nos casos

onde ε2e2
= −1,e ε2e3

= 0.
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Demonstração : Se ε2e2
= −1 em Q8 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, e se

ε2e3
= 0 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.3. Se F c corresponde a (9) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva nos casos

onde ε2e3
= −1.

Demonstração : Se ε2e3
= −1 em Q4 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.4. Se F c corresponde a (10) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva nos casos

onde ε2e2
= ±1,e ε2e3

= −1.

Demonstração : Se ε2e2
= ±1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, e se

ε2e3
= −1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.5. Se F c corresponde a (11), (13) e (14) na Figura 2.5, F não é localmente

transitiva nos casos onde ε2e3
= ±1.

Demonstração : Se ε2e3
= ±1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.6. Se F c corresponde a (16) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva nos casos

onde ε2e1
= ε2e2

= 1.

Demonstração : Se ε2e1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, e se

ε2e2
= 1 em Q8 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.7. Se F c corresponde a (17) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva nos casos

onde ε2e1
= 1, ε2e2

= 0,−1 e ε2e3
= 1.

Demonstração : Se ε2e1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, se

ε2e2
= 0,−1 em Q8 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se ε2e3

= 1 em Q20 não

se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.8. Se F c corresponde a (18) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva nos casos

onde ε2e1
= 0,−1, ε2e2

= 1 e ε2e3
= 1.

Demonstração : Se ε2e1
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, se

ε2e2
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se ε2e3

= 1 em Q20 não se

cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥
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Lema D.9. Se F c corresponde a (19) na Figura 2.6, F não aceita nenhuma f−estrutura

invariante localmente transitiva.

Demonstração : Se ε2e3
= 0, 1 em Q4 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e3
= −1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.10. Se F c corresponde a (20) na Figura 2.5 e (21) na Figura 2.6, F não é local-

mente transitiva nos casos onde ε2e1
= ε2e2

= 1.

Demonstração : Se ε2e1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e2
= 1 em Q8 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.11. Se F c corresponde a (22) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e3
= ±1.

Demonstração : Se ε2e3
= −1 em Q4 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, e se

ε2e3
= 1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.12. Se F c corresponde a (23) na Figura 2.5, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e1
= −1.

Demonstração : Se ε2e1
= −1 em Q5 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.13. Se F c corresponde a (24) na Figura 2.6, F não aceita nenhuma f−estrutura

invariante localmente transitiva .

Demonstração : Se ε2e3
= ±1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e3
= 0 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.14. Se F c corresponde a (26) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e2
= 1 e ε2e3

= ±1.

Demonstração : Se ε2e2
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e3
= ±1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.15. Se F c corresponde a (27) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e3
= 0.
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Demonstração : Se ε2e3
= 0 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.16. Se F c corresponde a (28) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e1
= −1, ε2e2

= 0,−1 e ε2e3
= 1.

Demonstração : Se ε2e2
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, se

ε2e2
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se ε2e3

= 1 em Q20 não

se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.17. Se F c corresponde a (29) na Figura 2.6, F não aceita nenhuma f−estrutura

invariante localmente transitiva.

Demonstração : Se ε2e3
= 0, 1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e3
= −1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.18. Se F c corresponde a (30) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e2
= ε2e3

= 1.

Demonstração : Se ε2e2
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e3
= 1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.19. Se F c corresponde a (31) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e3
= 0,−1.

Demonstração : Se ε2e3
= 0,−1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.20. Se F c corresponde a (32) na Figura 2.6, F não aceita nenhuma f−estrutura

invariante localmente transitiva.

Demonstração : Se ε2e3
= 0,−1 em Q2 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e3
= 1 em Q4 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.21. Se F c corresponde a (33) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e2
= 1 e ε2e3

= ±1.

Demonstração : Se ε2e2
= 1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6, se

ε2e3
= −1 em Q4 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se ε2e3

= 1 em Q20 não se

cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥
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Lema D.22. Se F c corresponde a (34) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e3
= 1.

Demonstração : Se ε2e3
= 1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.23. Se F c corresponde a (35) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e1
= 1 e ε2e3

= 0,−1.

Demonstração : Se ε2e1
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e3
= 0,−1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥

Lema D.24. Se F c corresponde a (36) na Figura 2.6, F não é localmente transitiva nos

casos onde ε2e2
= 0,−1 e ε2e3

= 0,−1.

Demonstração : Se ε2e2
= 0,−1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6 e se

ε2e3
= 0,−1 em Q20 não se cumpre a condição (ii) na definição 3.6. ¥
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APÊNDICE E

F-Estruturas Invariantes Associadas com

G2

Apresentamos em forma de lemas as f−estruturas invariantes localmente transitivas defini-

das na variedade bandeira maximal associada a G2. Observamos que nas demonstrações só

apresentaremos as quádruplas onde a condição localmente transitiva não é satisfeita, no resto

dos casos basta verificar que todas as quádruplas satisfazem esta condição. Lembramos que

F c corresponde à restrição de F às ráızes curtas de G2 e as quadruplas mencionadas neste

apêndice aparecem na página 46.

Lema E.1. Se F c corresponde a (1) na Figura 2.4, F é localmente transitiva para qualquer

valor de εα1
, εα1+3α2

, ε2α1+3α2
.

Lema E.2. Se F c corresponde a (2) na Figura 2.4, F não é localmente transitiva no caso

em que εα1
= −1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= ±1.

Demonstração : Nas condições do lema, se ε2α1+3α2
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição

(ii) na definição 3.6. ¥

Lema E.3. Se F c corresponde a (3) na Figura 2.4, F não é localmente transitiva nos

seguintes casos:
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(i) εα1
= 1, εα1+3α2

= 0, ε2α1+3α2
= 1.

(ii) εα1
= 1, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= 1.

(iii) εα1
= −1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= 0,−1.

Demonstração :

(i) Se εα1
= 1, εα1+3α2

= 0, ε2α1+3α2
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição

3.6.

(ii) Se εα1
= 1, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição

3.6.

(iii) Se εα1
= −1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

¥

Lema E.4. Se F c corresponde a (4) na Figura 2.4, F não é localmente transitiva nos

seguintes casos:

(i) εα1
= 1, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= −1.

(ii) εα1
= −1, εα1+3α2

= 0, ε2α1+3α2
= −1.

(iii) εα1
= −1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= 0, 1.

(iv) εα1
= −1, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= −1.

Demonstração :

(i) Se εα1
= 1, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= −1 em Q3 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

(ii) Se εα1
= −1, εα1+3α2

= 0, ε2α1+3α2
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.
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(iii) Se εα1
= −1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

(iv) Se εα1
= −1, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= −1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

¥

Lema E.5. Se F c corresponde a (5) na Figura 2.4, F não é localmente transitiva nos

seguintes casos:

(i) εα1
= 1, εα1+3α2

= 0, ε2α1+3α2
= 1.

(ii) εα1
= 1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= 1.

(iii) εα1
= 1, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= 0,−1.

Demonstração :

(i) Se εα1
= 1, εα1+3α2

= 0, ε2α1+3α2
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição

3.6.

(ii) Se εα1
= 1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição

3.6.

(iii) Se εα1
= 1, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

¥

Lema E.6. Se F c corresponde a (6) na Figura 2.4, a F não é localmente transitiva nos

seguintes casos:

(i) εα1
= 0, εα1+3α2

= 0, ε2α1+3α2
= ±1.

(ii) εα1
= 0, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= −1, 0.

(iii) εα1
= 0, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= 0, 1.
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(iv) εα1
= 1, εα1+3α2

= 0, 1, ε2α1+3α2
= 0,−1.

(v) εα1
= −1, εα1+3α2

= 0,−1, ε2α1+3α2
= 0, 1.

Demonstração :

(i) Se εα1
= 0, εα1+3α2

= 0, ε2α1+3α2
= ±1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na definição

3.6.

(ii) Se εα1
= 0, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= −1, 0 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

(iii) Se εα1
= 0, εα1+3α2

= −1, ε2α1+3α2
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

(iv) Se εα1
= 1, εα1+3α2

= 0, 1, ε2α1+3α2
= 0,−1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

(v) Se εα1
= −1, εα1+3α2

= 0,−1, ε2α1+3α2
= 0, 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

Lema E.7. Se F c corresponde a (7) na Figura 2.4, a F não é localmente transitiva nos

seguintes casos:

(i) εα1
= 1, εα1+3α2

= 0,−1, ε2α1+3α2
= 1.

(ii) εα1
= −1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= −1, 0.

Demonstração :

(i) Se εα1
= 1, εα1+3α2

= 0,−1, ε2α1+3α2
= 1 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

(ii) Se εα1
= −1, εα1+3α2

= 1, ε2α1+3α2
= −1, 0 em Q1 não se cumpre a condição (ii) na

definição 3.6.

¥
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