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Abstract

We characterize, in graph theoretic terms, the invariant f-structures F on the classical
maximal flag manifold F(n) which admit (1,2)-symplectic metrics. More generally, we cha-
racterize, in terms of roots, invariant f-structures with the same property on general flag
manifolds. Our work was motivated by the problem of caracterizing f—harmonic maps from
a Riemannian manifold into a flag manifold.

In the special case of almost—complex structures, our analysis extends and unifies two
previous approaches: a paper of A.E. Brouwer 1980 on locally transitive digraphs, involving
unpublished work by P.J. Cameron; and papers by Mo, Paredes, Negreiros, Cohen and San
Martin on cone—free digraphs.

We also calculate some curvatures on (F,F,A) and give integrability conditions for the

two complementary distributions determined by F.
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Resumo

Seja Fg = G/Pg uma variedade bandeira geral, onde G é um grupo de Lie semi-simples
complexo e Pg é um subgrupo parabdlico de G, determinado por ©, um subconjunto de
raizes simples de g, a dlgebra de Lie de G. Quando © = (), temos uma variedade bandeira
maximal, e escrevemos Fg = IF, caso contrario, Fg é uma variedade bandeira parcial. Uma f-
estrutura F© serd chamada (1,2)-admissivel se existe uma métrica A® tal que a f-variedade
(Fo, F©,A®) é (1,2)-simplética.

No caso da variedade bandeira maximal classica, F(n), caracterizamos as f-estruturas
U-invariantes (1,2)-admissiveis estabelecendo uma bije¢ao entre f-estruturas invariantes e
digrafos (grafos orientados nao necessariamente completos), estendemos a digrafos a condigao
localmente transitivo (LT) dada por Brouwer [6] para torneios. Mostramos que no contexto
de torneios, as condigoes LT e livre de cone(LC) ([27]), sdo equivaléntes. Considerando Feg,
geral, estendemos as f-estruturas a condigao LC, dada em termos de raizes em [10], no
contexto de estruturas quase-complexas. Mostramos que, como no caso quase-complexo,
esta condigao estendida é necesséria para a f-estrutura ser (1,2)-admissivel. A suficiéncia é
mostrada no caso maximal associado a uma &algebra de Lie de posto menor ou igual a trés
e para uma classe de f-estruturas em Fg, que chamamos completamente nao transitivas.

Estudamos também a condi¢ao Kéhler em (Fg, F, A®), e a integrabilidade da F®.
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Introducao

Uma variedade bandeira geral é um espago homogéneo redutivo Fg = G/Pg onde G é
um grupo de Lie complexo semi-simples e Pg é o subgrupo parabdlico de G determinado
por ©, um subconjunto de raizes simples de g, a algebra de Lie de G. Equivalentemente
podemos escrever Fg = U/Kg onde U é uma forma real compacta de G e Kg = U N Pg
¢ o centralizador de um toro. Quando © = (), Fg = F corresponde & variedade bandeira
maximal. Caso contrario, Fg corresponde a uma variedade bandeira parcial (veja [43]).

O tema central de nosso trabalho sao as f-estruturas invariantes, definidas sobre uma
variedade bandeira geral. A nogao de f-estrutura foi introduzida por Yano [23], como sendo
um tensor F, de tipo (1,1) que satisfaz a identidade F3 + F = 0. Uma variedade diferencial
munida de uma f-estrutura serd chamada uma f-variedade [36]. Estas estruturas foram
estudadas por Rawnsley em [36], no contexto de espacos Twistor. Também foram estudadas,
entre outros, por Black em [3] e por Mo e Negreiros em [28], visando relacionar este tipo
de estruturas diferencidveis com a existéncia e a descricao de aplicacoes harmonicas entre
uma variedade quase-complexa e uma f—variedade. Especificamente, em Black [3] aparece
o seguinte teorema que é uma extensao de um resultado dado por Rawnsley [36] e que teve
origem em um teorema de Lichnerowicz [25].

Teorema 1.Sejam (M, g,J) wuma variedade Riemanniana com J, uwma estrutura quase-
complera; w,o, as formas de Kdhler de M e N, respectivamente; (N, h, F) uma f-variedade;

ep:(M,g,J) — (N,h,F) uma aplicagao tal que
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XV1
(i) ¢ € f—holomorfa i.e. satisfaz dep-J = F - dp,
(i) M é co-simplética, isto é, d*(w) = 0,

(iii) (VF)IVD =0 (veja definicio 1.24).

Entao ¢ € harmonica. Aqui V denota a derivada covariante em N com respeito a conexao
Riemanniana de h.

Enquanto a condigao (iii), comentamos que quando F é uma estrutura quase-complexa,
esta condicdo equivale a do("? = 0 ((1,2)-simplética, [36]). Generalizando, se (V.F)LD =
0 para uma f-variedade, dizemos que a f-variedade é (1,2)-simplética. Caso exista uma
métrica h tal que (N, h, F) é (1,2)-simplética, chamaremos F de (1,2)-admissivel. Nosso
principal objetivo neste trabalho consiste em caracterizar as f-estruturas (1,2)-admissiveis
na variedade Fg.

O caso especial da variedade bandeira maximal F(n + 1), associada a algebra de Lie
classica A,, = sl(n,C) ¢ tratado no capitulo 2. A metodologia usada consiste em estabelecer
uma bijecao entre as f-estruturas invariantes e digrafos, ou seja, grafos orientados finitos
(ndo necessariamente completos). Com isto estendemos o caso particular das estruturas
quase-complexas invariantes relacionadas a torneios (grafos orientados completos), estudado
entre outros por [7], [27], [33], [9].

Usando digrafos, abordamos no Capitulo 2 resultados obtidos por [27], [33] e [9], que
relacionavam a propriedade (1,2)-admissivel com a propriedade livre de cone, no caso quase-
complexo. Lembramos [27], que um torneio é chamado livre de cone se ele omite dois
4-subtorneios chamados cone, dados por (37), (38) na Figura 2.7. Uma caracterizagao inde-
pendente da condigao livre de cone foi estudada por A. E. Brouwer em [6], isto é, torneios
localmente transitivos. No Capitulo 2 secao 2.2 mostramos a equivaléncia destas duas carac-
terizacoes.

Ainda no Capitulo 2 estendemos a definicao da propriedade localmente transitivo as f-
estruturas sobre F(n). Mostramos que neste caso uma f-estrutura é localmente transitiva se,
e somente se, ela é (1,2)-admissivel.

Os resultados obtidos no Capitulo 1 sao parcialmente generalizados, no Capitulo 3, em

duas diregoes, simultaneamente: do caso A, a qualquer algebra semi-simples complexa, e
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de bandeira maximal a bandeira parcial. Consideraremos, entao, as f-variedades bandeira
gerais (Fo, F©, A°).

Nossa metodologia envolve a combinatérica das raizes como generalizacao da combi-
natorica de digrafos. De maneira andloga ao caso quase-complexo estudado em [10], defini-
mos a condi¢ao localmente transitivo em termos de quadruplas de raizes. Utilizamos o mesmo
argumento que em [10], para mostrar que a condi¢ao localmente transitivo é necessaria para
F ser (1,2)-admissivel. Esta condi¢ao é também suficiente, quando sdo consideradas as va-
riedades bandeira maximais associadas as algebras Bs, (5, G, como mostramos em forma
exaustiva neste capitulo e nos Apéndices C- E. Com isto o Teorema 8.1 em [10], pode ser
re-escrito da seguinte forma:

Teorema 2. Seja II um sistema de raizes associado a By ou C; ou Fy e J uma estrutura
quase-complexa invariante sobre a variedade bandeira maximal correspondente. FEntao J €
afim (e portanto (1,2)-admissivel,veja [40]) se, e somente se, ela € localmente transitiva.

No mesmo capitulo mostramos a equivaléncia entre as propriedades localmente transitivo
e (1,2)-admissivel para todas as dlgebras de posto menor ou igual a trés. Este resultado sugere
a possivel suficiéncia no caso maximal para qualquer algebra semi-simples complexa, dado
que a necessidade ja foi mostrada acima. SO conseguimos mostrar a suficiéncia num caso
particular de f-estruturas que chamamos completamente nao transitivas abreviado CNT.
Para este mesmo tipo de f-estruturas obtemos o seguinte corolario ligado ao Teorema 1.
Corolario 1. Seja (M, g, J) uma variedade Riemanniana co-simpética, com estrutura quase-
complexa J e forma de Kdhler Q. Seja ¢ : (M, g,J) — (F,F) uma aplicagio f-holomorfa,
com F CNT. Entao ¢ € harmonica com respeito a métrica Cartan Killing.

No capitulo 4 discutimos, no caso da f-variedade bandeira geral Fg, a propriedade Kahler
e as condicdes de integrabilidade para a f-estrutura invariante €. No contexto de variedades
diferencidveis quase-Hermitianas gerais, (M, J,(2), a estrutura quase-complexa é paralela
(VJ =0) se, e somente se, a forma de Kéhler da variedade é fechada (d2 = 0), isto é, se, e
somente se, (M, J,Q2) é Kdhler. Por isto, o andlogo para f-variedades, (M, F), da condigao
Kéahler é que a f-estrutura seja paralela, isto é, VF = 0. O paralelismo da F nao garante,
em geral, a sua integrabilidade. No caso [F(n) caracterizamos a integrabilidade da F em
termos de digrafos, isto é, F ¢é integravel se, e somente se, o digrafo associado omite os

subdigrafos (2)-(6) na figura 2.4. Estendemos assim o resultado, dado por Burstall [7], que
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caracteriza estruturas quase-complexas integraveis pela auséncia de 3-ciclos ((6) na Figura
2.4) no torneio associado.

No dltimo capitulo, aproveitamos a forma encontrada no Capitulo 1 para a conexao
Riemanniana de Fg associada & métrica invariante A® para calcular algumas curvaturas,
visando relacioné-las com propriedades topoldgicas e geométricas da Fg. Em particular, os
resultados reafirmam que uma variedade bandeira maximal Kéahler, diferente de F(2), nao
pode ser nem biholomorficamente equivalente, nem holomorficamente isométrica, a nenhum

espago projetivo CP(n).



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo fixamos as notacoes a serem usadas no trabalho e apresentamos alguns resul-

tados que serao basicos no decorrer do trabalho.

1.1 Sistemas de Raizes

Seja g uma algebra de Lie semi-simples sobre C. Seja h C g uma subalgebra de Cartan de
g, isto é, uma subalgebra abeliana maximal tal que para cada H € ) o endomorfismo ad(H)
de g ¢ semi-simples. Seja o um funcional linear sobre o espaco vetorial complexo b e denote

por g, o subespaco linear de g dado por:
g ={X€g:[H X]=a(H)X, para todo H € b} .

Note que para a = 0, g, = h. O funcional linear a é chamado uma raiz (de g com respeito
ah)sea#0eg,#{0}. Em tal caso g, é chamado um subespago raiz. Denotamos por II
o conjunto de raizes nao nulas do par (g,h) e por B a forma Cartan-Killing em g X g, isto
é, B(X,Y) = (X,Y) = tr(adXadY), para X,Y € g. Dado que g é semi-simples, B é nao
degenerada sobre g x g, a restricao de B a h x h é também nao-degenerada e assim para
cada « € II existe um tnico H, € h tal que B (H, H,) = (H, H,) = o(H), para todo H € b.

1



Tome (o, 3) = B (H,, Hg) para toda a, § € h*, segue-se entao que (-, -) é uma forma bilinear

simétrica nao-degenerada sobre bh*.

Teorema 1.1. [4/3] Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa e b uma subdlgebra

de Cartan de g.

1. A dlgebra de Lie g admite uma decomposicao em espacos de raizes g = b @ga.
a€cll

2. Os espacos raiz §o , o € 1l sao de dimensao complexa um.

3. Se e 8 sao duas raizes quaisquer (incluindo0) e  # —a, entdo g, € gg sao ortogonais

com relacao a B.
4. Se a é uma raiz nao nula, I1NZ{a} = {o, —a}.
5. Para cada o € 11 existe um vetor X, € g, de forma tal que para todo o, 3 € Il temos:

(a) [Xo,X o] =H,, [H,X,]=a(H)X, (para todo H € b );
(b) [Xo,Xp]=0sea+F#0ea+pF¢Il;
(c) (Xo, Xp)=1sea+ =0 c¢e (X, Xg) =0 nos outros casos.

(d) [Xa, Xp] = Mo psXats, sea+ €Il commap €R, e

mfoﬁfﬂ = _mayﬁ

(1.1)

m_a)a+6 = ma+57_ﬂ = m_ﬁv_a‘

Os elementos {X,, : a € II} que satisfazem o item 5 no teorema acima serdo chamados

uma base de Weyl ou Cartan- Weyl

Teorema 1.2. [/3] Sejam g uma dlgebra de Lie compleza semi-simples, b uma subdlgebra
de Cartan de g, e Il o sistema de raizes associado. Denote por hr o subespaco de g gerado

sobre R pelos H,,a € 11.

1. A restricao da forma de Cartan-Killing B de g a b € real e estritamente positiva sobre

br X br.



2. b =br +v~1b.

Teorema 1.3. [/3] Seja I C II o conjunto das raizes positivas do par (g,h). Suponha que
[ € o posto de g, entao existe um subconjunto de raizes ¥ = {aq,...,au} com as sequintes

propriedades:

(i) Cada o; € ¥, 1 < i < I, nao pode ser escrita como soma de oulras duas raizes

Positivas.

(i) Cada raiz o € 11 pode ser escrita como combinagao linear, a coeficientes inteiros, de

L ! oL 4
elementos de X, isto € a =) ._, n;a; com n; inteiro parai=1,...,1.

Um subconjunto de raizes ¥ com as propriedades listadas no Teorema 1.3 sera chamado

um sistema simples de raizes.

Definigao 1.4. [39/Uma dlgebra de Lie real é dita compacta se sua forma de Cartan-Killing

¢ negativa definida.

Teorema 1.5. [39]/Toda dlgebra de Lie semi-simples complexa g admite formas reais com-
pactas. Se uy e uy sao formas reais compactas de g , entao existe um automorfismo ¢ de g

tal que ¢(uy) = us e, portanto, as formas reais compactas sao isomorfas entre si.

Definicao 1.6. [17] Seja g uma dlgebra de Lie e a uma subalgebra de g. Dizemos que a é

uma subdlgebra de Borel se ela € uma subdlgebra solivel maximal.

Definigao 1.7. [17] Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra p de g é chamada subdlgebra

parabolica, se p contém alguma subdlgebra de Borel.

1.2 As Variedades Bandeira F

Uma variedade Bandeira é um espago homogéneo redutivo G/C(S) onde G é um grupo de Lie
complexo semi-simples e C'(S) é o centralizador de um toro S (ndo necessariamente maximal
em G.) Quando S ¢é um toro maximal dizemos que a variedade bandeira é maximal geral e

denotamos por [F.Por exemplo, no caso classico, isto é, se G é o grupo especial unitario SU,,



C(S) deve ser conjugado a um subgrupo da forma SU,,, x SU,, X ... x SU,, , com ny, na, ..., Ny
inteiros positivos satisfazendo n; + ny + ... + np, = n. Se m; = ny + ... + n;, 0 quociente
SU,/(SU,, x ...x SU,,) pode ser identificado com o conjunto F(my,...,my) de “bandeiras
parciais” {0} = Ey C B, C ... C Epy 1 C B, = C", onde E; é um subespago de C" de
dimensao i. O caso n, = 1 para todo 1 < r < k serd denotado por F(n) e esta pode-se
identificar com o conjunto das “bandeiras totais” {0} = Fy C £y C ... C B,y C E, = C".
As variedades bandeira possuem uma identificacao, mais geral, em termos de raizes, da
seguinte forma: Sejam g uma algebra de Lie semi-simples complexa e h uma subalgebra de
Cartan de g, denote por II o conjunto das raizes do par (g,h). Fixemos daqui para frente
uma base de Weyl de g como no item 5 do Teorema 1.1. Seja IIT C II uma escolha de
raizes positivas. Denote por ¥ o correspondente sistema simples de raizes. Tome © um
subconjunto de ¥ e (O) o conjunto de raizes gerado por ©. O conjunto I\ (0) serd denotado

1

como (O)1 e as raizes em (O)F serdo chamadas rafzes complementares com respeito a ©.

Seja (©)T = (©) NIIT. Sobre g temos a seguinte decomposigao:

g=bho® Z 9o @ Z g-a® Z gﬁEB Z g*ﬁa (1'2>

ae(O)+ BeIlt\(© BEITT\(©

onde g,, « € II, é o espaco raiz complexo correspondente a «.

Seja agora pe a subalgebra parabdlica de g determinada por ©. Entao,

po=bha Z Go @ Z 0 a® Z o (1.3)

BEIIT\(©

Assim, a equagdo (1.2) pode ser re-escrita como:

g=pe® Y o (1.4)
BEITT\(6)F
A variedade bandeira geral Fg associada ao par {g, 0} corresponde ao espa¢o homogéneo
Fe = G/Pg, onde G é o grupo de Lie complexo cuja dlgebra de Lie é g e Pg é o0 normalizador
de pe em G.
Considere a variedade bandeira geral Fg = G/ Pg. Denote por U a forma real compacta
de G correspondente a u. Seja Kg = Pg NU. Kg, por construcao, é o centralizador de um

toro. Seja a subdlgebra real to = uNpe, denotaremos por t§ a sua complexificada. Podemos



escrever,

=1 Y .0 Y o (15)
ac(O)t ac(®)t

U age transitivamente sobre Fg e assim podemos escrever Fg = U/Kg. Se © = (), Fg = F
corresponde a variedade bandeira maximal. Caso contrario, Fg corresponde a uma variedade

bandeira parcial.

Seja u uma forma real compacta de g. Assumimos u como o subespaco real gerado por
ihr, (veja Teorema 1.2) e A,, Sy, com a € [T\ O, onde A, = X, — X_, e S, =i(Xo+X_0).
A variedade bandeira geral Fg = U/Kg é um espago homogéneo redutivo. De fato, seja

us=uN(gs®g-p), LI\ (O),eqo= >  ug. Portanto,
BeI\(O)

(i) u=te Do, toNdge =10
(ii) Ad(Ke)ge C ge, isto implica [te,qe] C qe-.

Denote por by a origem de Fg, visto como espaco homogéneo de U. Identificamos qg =
Ty, (Fo). Esta identificacao ¢ dada por X € qo — X;, € Ty, (Fo), isto é, por evaluacdo de
X € gqo em by como um campo vetorial sobre Ty, (Fg) (veja [24] pdg. 191).

O espaco tangente a Fg em b, identifica-se naturalmente com o subespaco qo =ust=

> ug, gerado por A,,S,,« € I\ (). Analogamente, o espago tangente complexificado
BEI\(©)
de Fo ¢ identificado com q° = g © b = @pem (0)8a- Pelo item (ii) acima, a agao adjunta de

Kg deixa g invariante e o decompoe em componentes irredutiveis que sao invariantes pela
acao adjunta de Kg (veja [41]).
Como qg é gerado por A,,S,, « €I\ (O), citamos a seguir algumas das propriedades

destes vetores (ver [39] segao 12.2):

[Ams—a] = 2iH,, <iHa>Aﬁ> = <iHav Sﬁ> = <Aav Sﬁ> =0,
[iHeo, Spl = —=B(Ha)Ap,  [Sas Sgl = —MasAars — Ma,—pAap, (1.6)
[iHa, Ag] = B(Ha)Sp, [Aa; Agl = MagAats + M_apAa-g,

<Aa, Aa> = <Sa7 Sa> = —2, [Aa, Sﬁ] = ma”gSaJrﬁ + mav_/gSa_ﬁ.



1.3 Meétricas Invariantes

Uma métrica Riemanniana U-invariante ds3e em Fg é completamente determinada por seus
valores na origem, isto é, por um produto interno (-, ) em qg, invariante sob a agao adjunta
de Ko ([4], [26], [41]). Qualquer produto interno em qg, invariante pela a¢ao adjunta de
Ko, tem a forma (X,Y)jye = —(A® 0 X|Y), com A® : q¢ — qe positivo-definido com
relacao a forma Cartan-Killing e o o produto de Hadamard ou produto termo a termo. O
produto interno (-, -) e admite uma extensao natural a uma forma bilinear simétrica sobre
a complexificada gq§ de qe. Usaremos a mesma notagao (-, -) Ao para esta forma, bem como
para a correspondente aplicacio complexificada A®. A Ke-invariancia de (-, -)e equivale a
afirmar que a base de Weyl é base complexa de autovetores para a acao de A®, ou seja em
45 nés temos

A®X, = \2X,, (1.7)

com A2 = )\° >0, paraa € IT\ (0). Para a élgebra real qe, os elementos da base canonica
Ay, Sa, com a € IT\ (O), sdo autovetores de A®, para o mesmo autovalor \9.

Denotamos por dsi@ amétrica U-invariante associada com A®. No que segue usaremos A®
como sinonimo da prépria dsi@ (simbolizaremos A no caso da variedade bandeira maximal

F).

Lema 1.8. [/1] Considere (Fo,A®) onde A° = (A\9)sem\ (o). Suponha g, € gg na mesma

componente irredutivel da representacdo adjunta de Ko em qe, entdo A9 = /\g).

1.4 f-Estruturas

K. Yano em 1961 [22] introduz a nocdo de f-estrutura para uma variedade Riemanniana

qualquer, da seguinte forma.

Definicao 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional e F um campo tensorial

de tipo (1,1) tal que F* + F = 0. F € chamado uma f-estrutura sobre T M.

Uma variedade Riemanniana com uma f-estrutura F serd dita uma f-variedade (veja
36]).



Seja F : TM — T'M uma f-estrutura. Definimos os operadores lineares I,p : TM — T'M

da seguinte maneira:

l=—-F p=F"+1 (1.8)

Da identidade F3 + F = 0 decorre que:

l+p=1, 1*=1, p*=p, Ilp=pl=0, (1.9)

onde 1 denota a identidade. Em outras palavras os operadores [ e p sao operadores de
projecao complementares sobre T'M. Assim, dada F, uma f-estrutura nao nula, para cada
ponto x € M, existem em T, M distribuicoes complementares L e P correspondentes aos
operadores de projegao [ e p respectivamente. Se o posto de F é igual a r, entao L é de

dimensao r e P tem dimensao n — r, onde n é a dimensao de M.

Afirmagao 1.10. [18] Para a f-estrutura F sejam 1, p como acima. Entdo:
Fl=IF=F, Fp=pF=0, Fl=-I,

isto €, F age sobre L como uma estrutura quase-complexa e sobre P como o operador nulo.

Demonstragao : Seja X € L, entao F%(X) = F2(IX) = —I(X) = —X. Agora, seja X € P
entao F(X) = F(pX) = Fp(X) = (F3*+ F)(X) = 0. |
Se o posto da F é n, entao F satisfaz F? 4+ 1 = 0 e conseqiientemente F é uma estrutura

quase-complexa. Quando o posto da F é (n—1) ela é chamada estrutura quase-contato [21].

1.4.1 Tensor de Nijenhiiis

Seja I'(M) o espago dos campos vetoriais de uma variedade diferencial M e A, B campos
tensoriais de tipo (1,1) em M. A aplicagdo N : T'(M) x T'(M) — T'(M) definida por

Nap(X,Y) = [AX,BY]+ [BX,AY]+ AB[X,Y]+ BA[X,Y]
—A[X,BY] — A[BX,Y] — B[X,AY] — B[AX,Y],



X,Y € I'(M), é um campo tensorial de tipo (1,2) e N(X,Y) = —=N(Y, X). N é chamado o
tensor de Nijenhiiis associado com A e B (veja [32]). Logo para uma f-estrutura F o tensor
de Nijenhiiis N(X,Y) associado a A = B = F é dado por:

1/2N(X,Y) = [FX,FY] - FIFX,Y] - FIX,FY] - [X,Y]. (1.10)

No caso da F ser uma estrutura quase-complexa, se o tensor de Nijenhiiis é identicamente

nulo entao F é integravel ou equivalentemente, a variedade M é complexa.

Lema 1.11. O tensor de Nijenhais, a f-estrutura F e as projecoes associadas p, | satisfazem

as sequintes identidades para quaisquer campos vetoriais X,Y :

(1)
N(pX,pY) =IN(pX,pY) = —I[pX,pY]; (1.11)

(i)
pN(X,Y) = p|FX, FY]; (1.12)

(iii)
pN(IX,lY) =p[FX,FY]; (1.13)

(iv)
pN(FX,FY) =p[lX,lY]; (1.14)

(v)
N(IX,lY) =0 se, e somente se, N(FX,FY) =0. (1.15)

Demonstracao : De fato, usando (1.9) e (1.10)

(i)
N(pX,pY) = [FpX,FpY|— FlFpX,pY]— FlpX, FpY] —l[pX,pY]
= —I[pX, pY]
e portanto
IN(pX,pY) = —PpX,pY]=—Il[pX,pY] = N(pX,pY);



(i)
= plFX, FY);
(iii)
pN(X,IY) = plFIX, FIY] — pFIFIX,1Y] — pFlIX, FIY] - plliX,1Y]
= plFX, FYY;

pN(FX,FY) = p[F2X,F2Y] — pFF2X, FY] — pFIFX, F2Y] — pl[FX, FY]
= pllX,IY];

N(FX,FY) = [F’X,F%Y] - FIFX,FY| - FIFX, F?Y| - l[FX, FY]
= [X,IY]+ FUX, FY] + FIFX,IY] - [[FX,FY],

N(X,1IY) = [FIX,FIY] - FIFIX,IY] - FIIX, FIY] — I[IX, Y]
= [FX,FY] - FIFX,IY] — F[IX, FY] - [[IX,1Y].
Suponha que N(IX,1Y) = 0, temos

FUX, FY] + FIFX, Y] = [FX, FY] - [[IX,1Y],

logo

N(FX,FY) = [FX,FY]+[X,IY] - l[FX,FY] - [IX,1Y]
= 1-DIX, Y]+ (1 —-1)[FX,FY]
— plIX,IY] + plFX, FY] = pN(FX, FY) + pN(IX, 1Y),
= pN(FX,FY)
ouseja (1-p)N(FX,FY) = IN(FX,FY) = 0, portanto N(FX, FY) = 0. A reciproca

se demonstra de maneira analoga.

[ |
Suponha L integrdavel e X’, um campo vetorial arbitrario, tangente a uma variedade

integral de L. Define-se sobre T'M um operador F’ (para mais detalhes veja [18]) da seguinte
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forma: F'X’' = FX'. Assim por (1.9) F' é uma estrutura quase-complexa sobre cada varie-

dade integral de L.

Definicao 1.12. [18] Dizemos que F ¢é parcialmente integrdvel se ambos L e F' sao in-

tegraveis.

Teorema 1.13. [18] Uma condicao necessdria e suficiente para uma f-estrutura F ser

parcialmente integravel é que uma das sequintes condicoes equivalentes
N(IX,lY)=0 ou N(FX,FY)=0
seja satisfeita para quaisquer campos vetoriais X,Y.

Dado que [ + p = 1, o tensor de Nijenhiiis N(X,Y") pode ser re-escrito como:

N(X,Y) = IN(X,IY)+pN(X,IY)+ N(IX,pY)+

(1.16)
+N(pX,lY)+ N(pX,pY).
Usando o Teorema 1.13 e a equacao 1.16 temos o seguinte teorema:

Teorema 1.14. [18] Uma condi¢ao necessaria e suficiente para a distribuicio P ser in-

tegravel e F ser parcialmente integrdvel, é que
N(X,Y)=N(X,pY)+ N(pX,lY) (1.17)
para quaisquer campos vetoriais X, Y.

A derivada de Lie £y F é dada por

(LyF)X = FIX,Y] - [FX,Y]. (1.18)
De (1.31) e (1.18) obtemos:
N(IX,pY) = F(Lp F)IX = F{U(Lpy F)IXY, (1.19)
pelo qual
FN(X,pY) = —l(Ly F)IX). (1.20)

Agora utilizando (1.19) e (1.20) temos o seguinte teorema:
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Teorema 1.15. [18] O campo tensorial [(£,y F)l é identicamente nulo para qualquer campo

vetorial Y se e somente se N(IX,pY') = 0 para quaisquer campos vetoriais X,Y.

Observacgao 1.16. [18] Quando ambas L, P sdo integrdveis ao mesmo tempo, podemos esco-
lher um sistema de coordenadas locais de tal forma que as coordenadas de L sao representadas
colocando n —r coordenadas locais constantes e as de P colocando mais r coordenadas cons-
tantes, onde r € o posto da F. Tal sistema coordenado é chamado sistema de coordenadas

adaptado.

Num sistema de coordenadas adaptado, os operadores de projecao [, p podem ser assu-

. 1, 0 (00
A 0 1,

onde 1, e 1,,_, sao as matrizes identidade de ordem r e n — r respectivamente. Dado que

midos da seguinte forma:

F satisfaz Fl = IF = F e Fp = pF = 0, num sistema de coordenadas adaptado, a F tem

Fr 0
]—":<0 0) (1.21)

Assim, para um campo vetorial pY em P, a derivada de Lie £,y F tem componentes da

x 0
Loy F = ( - ) . (1.22)

Logo, se assumimos que o campo tensorial {(£,yF)l é identicamente nulo para qualquer

componentes da forma

forma:

campo vetorial Y, temos entao £,y F = 0, o que significa que as componentes da F sao
independentes das coordenadas as quais sao constantes ao longo da variedade integral da
distribuicao L num sistema de coordenadas adaptado. Reciprocamente, se as componentes
da F sa@o independentes do sistema de coordenadas, é facil ver que [(£,yF)! é identicamente

nulo para qualquer campo vetorial Y. Pelas observagoes anteriores e o Teorema 1.15 temos:

Teorema 1.17. [18] Suponha que ambas L e P sdo integrdveis e que um sistema de coor-

denadas adaptado tenha sido escolhido. Uma condi¢do necessdria e suficiente para as com-
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ponentes locais da F ser fungoes independentes das coordenadas, as quais sao constantes ao

longo da variedade integral de L, € que N(IX,pY) = 0 para quaisquer campos vetoriais X, Y.

Definigao 1.18. [18] Dizemos que uma f-estrutura, F, € integrdvel se satisfaz as sequintes

trés condicoes:
(i) A f-estrutura F é parcialmente integrdvel.
(i1) A distribuicao P € integravel.

(11i) As componentes da F sao independentes das coordenadas as quais, num sistema de

coordenadas adaptado, sao constantes ao longo das variedades integrais da L.
Assim para finalizar essa secao temos:

Teorema 1.19. [18] Uma condigcdo necessdria e suficiente para a f-estrutura F ser in-
tegravel € que

N(X,Y)=0
para quaisquer par de campos vetoriais X,Y.

Demonstracao : Basta utilizar a forma do tensor de Nijenhiiis dada na subsecao 1.4.1 e

ver que cada um dos termos da direita anulam-se sob as condigoes da definicao 1.18. |

1.4.2 f-Estruturas Invariantes em Fg

Uma f-estrutura definida numa variedade bandeira geral Fg serd denotada por F®. Intro-

duzimos agora a nogao de “ f-estrutura U-invariante” em Fg.

Definicao 1.20. Uma f-estrutura F© é chamada U-invariante se para cada © € Fg o

endomorfismo ]:S :T,Fo — T, Fg satisfaz du, o ]:? = }"BC o duy, para todo u € U.

Proposicao 1.21. Uma f-estrutura invariante F© é completamente determinada por um
endomorfismo F° : qo — qe, satisfazendo (F®)? + F® = 0 e F® comuta com a acdo
adjunta de Ke, isto é, Ad(Kg)F® = FOAd(Ke).
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Demonstracao : Tendo F© as condicdes da proposicao, seja z € Fg. Como a acao adjunta
de U sobre F® é transitiva, existe u € U tal que = uby. Considerando a multiplicacao a

esquerda u : Fg — g, definimos o homomorfismo
FO T, (Fo) — T, (Fo)

da seguinte forma:

FO = duy, 0 F© o (duy,) "

Agora devemos mostrar:
(a) a defini¢ao de F® nio depende da escolha de u € U.
(b) (FOY + F2 = 0.
(c) du, o F2 = F° o du,.
A demonstracao de (a) e (¢) é a mesma de [26] ou [41]. Portanto resta mostrar (b).

(b)

.7'?3 = (dubo o F®o (dubo)_l) o (dubo 0o F9o (dubo)_l) o (dubo 0o F9o (dubo)_l)
- dubo © (fe>3 © (dubo)_l = —ff)

[ |
Denotamos também por F© a sua complexificada. O endomorfismo F© : q§ — q§ ¢é
diagonizavel com valores proprios 7,0, —2 e determina os espacos proprios correspondentes
45,99, dg- Temos entdo q5 = q + q% + qg com % = gg. A U-invariancia de F© garante
que F2(g.) C g para todo a € I1\ (O), com igualdade quando F© ¢ uma estrutura quase-
complexa invariante (veja [41]). Assim F© é determinado de maneira tnica pelos valores
€2 €{0,£1}, a €I\ (O), definidos por FO(X,) = ic® X,. Estes valores satisfazem e_, =
—&q, portanto F© ¢ definida pelos seus valores em II*\ (©)T. No que segue abusamos da
notacdo e identificamos a f-estrutura invariante F© sobre Fg com €© = {9 : a € I\ (©)}.
Pela notagao anterior nas distribui¢oes L e P temos L = {X, € qo,60 = £1} e P =
{X. € q0,64 = 0}.
Em analogia com as estruturas quase-complexas, os vetores proprios associados a 0 serao

ditos de tipo (1, 0,0), os associados a +i de tipo (0, 1,0) e os associados a —i de tipo (0,0, 1).

Lema 1.22. Considere (Fg, F®), onde F© = {9} aem (o). Suponha que g, € gg estio em
e

uma mesma componente irredutivel da representacao adjunta de Ko em qe, entao

_ -0
_Eﬂ'
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Demonstracao : Seja o, f € I\ (©) com g,, gg numa mesma componente irredutivel da
representagao adjunta de Kg em qg, isto é, existe v € (O) tal que o + v = (3. Assim para

todo x no subespaco de b determinado por (©)+ temos,

plz) = (B, 2) = {a+7,2) = (a,7) + (7,7) = a(z),

portanto 9 = 52). [

1.5 Aplicacoes Harmonicas

Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades Riemannianas. Uma aplicagao ¢ : (M, g) — (N, h) é

harmonica se ela é um ponto critico do funcional energia
1
B0) =5 [ ldo(@)l, (1.23)
M

onde do(x) : TyM — TyyM, x € M e a norma de dé(x) é dada por:

n

[do(2)|* = Y _(do(x)(X5), dd(x) (X)) (1.24)

i=1
para Xq,...,X,, uma base ortonormal de 7T, M.

Isto é, ¢ é harmonica se e somente se satisfaz as equacoes de Euler-Lagrange

d

0E(d) = —

= 21 By =0 (1.25)

t=0

para toda variacao (¢), t € (—¢,¢€), de ¢.

1.6 A conexdo Riemanniana em (Fg, A°)

J& vimos na secao 1.2 que Fg é um espago homogéneo redutivo. Pelo Teorema 3.3 no capitulo

X em [24] podemos definir uma aplicagao bilinear simétrica U : qo X qo — o por:

20°(U(X,Y), Z) = A°(X, [Y, Z]ge) + A°([Z, X]4o, V),
para todo X, Y, Z € qe; ou seja,
2(A° 0 U(X,Y), Z) = (A° 0 X, [V, Z]4o) + ([Z, X]go, A® 0 V).
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Utilizando a invariancia de (-, -), isto é,

(X, Y]ge, Z2) = (X, [Y, Z4e) (1.26)
temos,
20A° o U(X,Y), Z) = —([A° 0 X, Y]qe, Z) + ([X,A° 0 Y]y, Z).
Daqui finalmente,
20° o U(X,Y) = [X,A® 0 Y]y, — [A® 0 X, Y] (1.27)
Como a conexrdo Riemanniana V em (Fg, A®) é dada por
2VxY = [X,Y], + 2U(X.Y), (1.28)
temos entao
WxY = [X,V]e + A9 o ([X,A%V], — [A®X,Y]) (1.29)

com X,Y € qo e (A®)7! ainversa de A® com respeito ao produto de Hadamard. E de
notar que os autovalores de (A®)~! correspondem aos inversos multiplicativos dos autovalores
e : OV\—1 _ ((1©0)-1
de A®, ou seja (A®)~1 = ((\9) >a€H\<@>'
A acao concreta da conexao Riemanniana sobre os elementos da base de Weyl é descrita

a seguir.

Proposigao 1.23. Para (Feo,A®) sejam «,B,a + B € 11\ (0), ¢ X,, X5, Xors € do,
elementos na base de Weyl. Entao

ASis A5 =AY

2)0. Katp-

VXaXﬁ =My, (130)

Demonstragao : Da equagao (1.29) via cédlculo direto, usando o item 5 no Teorema 1.1, e

a equagao (1.7) temos:

—1
QVXaXﬁ = [Xa’Xﬂ]q@ +A° o ([Xm A®o Xﬁ]ﬂe - [Ae © XOMXﬁ}%)

= MapXars+ A% 0 (MasAsXars — Ma,sAg Xats)

)\(-) +)\(-)7/\@
+8 B @
= Mapg= Xaotp

©
Aa+5
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[ |
Seja agora (N, h,F) uma f-variedade Riemanniana. Lembramos (veja por exemplo

[20]) que para X,Y € T'N, a derivada covariante de F é dada por:

(VF)(X,Y)=VxFY)-VyF(X)—-F(X,Y)). (1.31)

Definigdo 1.24. (i) Definimos (VF)I(X)Y) como VF(X,Y) se X € TNt e
Y eTN™.

(i) (N,h,F) é dita f — (1,2)-simplética se (VF)BD =0,

Apontamos que quando F é uma estrutura quase complexa, a forma de Kéhler o(X,Y)
= h(X,F(Y)) é anti-simétrica, e Rawnsley e Salamon [36], [21] mostraram que (V.F)*D =0
precisamente quando (N, h, F) é 1,2-simplética, i.e. do'? = 0. Seja agora (M, g,J) uma
variedade Riemanniana com J uma estrutura quase-complexa e forma de Kahler w. O
seguinte teorema devido a Black [3], o qual tem origem no paper [25], é uma das motivagoes do

nosso trabalho.

Teorema 1.25. Seja ¢ : (M, g,F) — (N, h,F) uma aplicagao tal que
1. ¢ € f-holomorfa i.e. satisfaz do-J = F - do,
2. M ¢ co-simplética, isto €, d*(w) =0,
3. (VF)L = 0.

Entao ¢ € harmonica.

Pelo Teorema anterior, o estudo de aplicacoes harmonicas em variedades bandeira in-
duz uma andlise intensiva das propriedades das f-estruturas que admitem métricas (1,2)-

simpléticas, ou seja, as f-estruturas (1,2)-admissiveis.



CAPITULO 2

O Caso A,

Neste capitulo damos uma descrigdo completa das f—estruturas invariantes (1,2)-admissiveis
no caso da variedade bandeira maximal F(n) associada a algebra de Lie sl(n,C), ou seja, o
caso da bandeira maximal associada as algebras de tipo A,,. Neste caso o conjunto formado
por Eji,j # k e Ej; — Egg,j < k é uma base para sl(n,C), h é a subdlgebra das matrizes
diagonais, © = ) assim q ¢ gerada pelas matrizes A, = Ej; — Ex; ¢ Sj, = i(Eji + Ey; ).
Para F(n) e F uma estrutura quase-complexa é possivel estabelecer uma correspondéncia

entre F e um grafo orientado completo (torneio) (veja [27], [33] [9]).

n
Mo e Negreiros provaram em [28] que existem 3(3) f—estruturas U(n)—invariantes sobre
uma variedade bandeira complexa e que elas estao em correspondéncia 1:1 com as matrices
antisimétricas e(F) = {g;;} onde ¢;; toma valores no conjunto {—1,0,1}, o que sugere
uma correspondéncia 1:1 entre f—estruturas invariantes e grafos orientados (digrafos) nao

necessariamente completos.

Ao longo do nosso trabalho a palavra digrafo significara invariavelmente um grafo orien-
tado finito G = (V, E), onde V é o conjunto de vértices e E o conjunto de setas de G. Se
v,w € V entdao uma seta v — w , significara vw € E. O simbolo v < w indicard que

vw ou wv estao em E. Além disso, definimos os conjuntos v—perdedor e v—ganhador da

17
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seguinte forma:
Gy(v) ={weV: vwekFE}, G,(v)={weV: wvekFE},

tais conjuntos considerados como subdigrafos de G. Os anteriores digrafos sao o andlogo ao
conceito de “vizinhanca” de um vértice utilizada na teoria de grafos nao dirigidos. Final-
mente, dizemos que v é um ganhador (resp. perdedor) em G se G,(v) ou Gy(v) é igual
a V\{v}.

Cada digrafo determina um vetor placar (s1,...,8,), 0 > 853 > 89 > ... > s, onde s; é a

, 0
cardinalidade do conjunto de vértices do subdigrafo G,(v;) para algum v; vértice de G.

Definigao 2.1. Sejam G, um digrafo com n vértices {1,...,n} e Go um digrafo com m
vértices {1,...,m}. Um homomorfismo entre G; e Gy € uma aplicacio ¢ : {1,...,n} —

{1,...,m} tal que
st = o(s) o) ou  o(s)=oll)

€ Se
G1 Go
st = ¢(s) ¢ o(t)

Quando ¢ € bijetiva dizemos que G1 e Gy sao isomorfos.

Para n = 2 existem 2 classes de isomorfismos, para n = 3 aparecem 7 classes de isomor-
fismos e para n = 4, 42 classes de isomorfismos (veja Figuras 2.3, 2.4, 2.5-2.7).

Note que, como no caso de torneios, o vetor placar nao determina completamente o
digrafo, isto é, existem digrafos nao isomorfos com placares iguais (veja por exemplo (3) e
(4) na Figura 2.4 e (3),(4),(5) na Figura 2.5).

As f—estrutura invariantes sobre F(n), estdo em correspondéncia 1:1 com digrafos de
n vértices através da matriz de incidéncia do digrafo. De fato, no caso F(n) o sistema de
raizes Il pode ser identificado com o conjunto {(j,k) : 1 < j,k < n, j # k}, onde
pares de raizes opostas {a,—a} correspondem a pares {(j,k),(k,7)}. Lembremos que
uma f—estrutura invariante F é determinada pelos seus valores em IIT. Estes valores sao
ordenados, formando uma matriz € = (€x) nxn . A matriz € pode-se identificar com a matriz
de incidéncia de algum digrafo G = (V, E) com V = {1,---,n} da seguinte maneira: Se
F(E;,) = ic;r B, entao G(F) é tal que para j < k
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Jj—k > gjp =1

j%k < Ejk:—l

jk — gjr =10

estabelecendo assim uma correspondéncia biunivoca entre f—estruturas invariantes sobre
F(n) e digrafos de n vértices. Uma construcao similar é valida para métricas invariantes
A ={\j} em (F(n),F), de maneira que podemos identificar cada \;;, com um peso positivo
definido sobre a seta jk do digrafo E . Note que se €j; =0 o peso \j; nao aporta maior
informacao dado que jk & E.

Exemplo 1.1: Consideremos

Neste caso,
0 a b
q="T(F(3)) @) = —a 0 ¢ |:a,bc,eC
~b —¢ 0

0 a b 0 ia —ib
—a 0 ¢ |— (ta 0 0
b —¢ 0 (=ib 0 0

Como o elemento (1,2) da matriz foi multiplicado por v/—1, o digrafo correspondente tem
uma seta indo de 1 para 2; o mesmo acontece com o elemento (1,3), entao o digrafo tem uma
seta indo de 1 para 3. O elemento (2,3) foi multiplicado por 0, entdo o digrafo ndo tem uma
seta ligando 2 com 3. O digrafo da Figura 2.1 é o digrafo associado a esta f—estrutura. De

acordo com Black [3], as condigbes para (F(n), A, F) ser (1,2)-simplética sdo determinadas
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Figura 2.1: Digrafo do Exemplo 1.1

pelas seguintes regras:

Se k—j . k—1,5%1 entao  Aji = A (2.1)
Se j—k Il —k jsI entao  Ajr = A\gi; (2.2)
Se k — j, j — l, k — | entao )\kl = )\jk + )\jl~ (23)

o que pode ser resumido na Figura 2.2.

A= by + Ak

Figura 2.2: Condigoes da métrica

Nossa intencao é caracterizar as f—estruturas invariantes que admitem métricas (1,2)-
simpléticas . Em outros termos , desejamos caracterizar os digrafos G = (V, E) que admitem

pesos positivos A = (\j;) os quais satisfazem as propriedades (2.1) , (2.2) e (2.3).
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2.1 Os casos F(2),F(3),F(4)

As Figuras 2.3, 2.4, 2.5-2.7 mostram as classes de isomorfismos de f—estruturas invariantes

em F(n) paran = 2, 3,4, respectivamente. Paran = 2, 3 todas as classes sao(1,2)-admissiveis.

(0,0) 0,1)

Figura 2.3: Classes de isomorfismos para n=2

De fato, no caso F(3) existem 7 classes de isomorfismos de f-estruturas invariantes (ver
Figura 2.4). A métrica Cartan-Killing, \;; = 1 é (1,2)-simplética para todas as f-estruturas
na Figura 2.3 e as f-estruturas correspondentes a (1)-(6) na Figura 2.4 a classe (7) que
corresponde as estruturas quase-complexas invariantes integraveis (ou seja Kéhler) e portanto
é (1,2)-admissivel (veja [9]).

Em F(4) existem 42 classes de isomorfismos de f—estruturas invariantes (ver Figuras
2.5, 2.6, e 2.7). Sé6 as 36 que aparecem em 2.5 e 2.6 sdo (1,2)-admissiveis. De fato as sete
classes (1), (2), (3), (6), (7), (15), (25) sao trivialmente (1,2)-admissiveis, dado que nelas nao
aparecem as configuragoes dadas na Figura 2.2. As 29 classes (8)-(14), (16)-(24) e (26)-(36)
junto com as métricas que elas admitem, aparecem no Apéndice A.

As seis classes restantes, (37)-(42), aparecem na Figura 2.7 e foram separadas das anterio-
res precisamente por nao serem (1,2)-admissiveis. De fato, as classes (37) e (38) representam
torneios e portanto foram estudadas em [33] e [9] e ali mostrou-se que elas nao sao (1,2)-
admissiveis. Nas seguintes 4 classes aplicamos as condi¢oes dadas por (2.1), (2.2) e (2.3)
para mostrar a (1,2)-admissibilidade:

Na classe (39) A13 = A2 + Aoz, Aoz = Aoy + A3q € A3 = A3y, do anterior teriamos que

A2 + Aoy = 0 0 que é absurdo dadas as condicoes da métrica A.
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(1) ) 3) @)
‘ (0,0,0) ‘ (0,0,1) (0,1,1) (0,1,1)
) (6) @)

©.0.2) (1,1,1) (0,1,2)

Figura 2.4: Classes de isomorfismos para n=3

Na classe (40) Aoz = A3 + A12, Agqs = Aog + Aoy e A3 = A3y, do anterior terfamos que

A12 + A4 = 0 0 que é absurdo dadas as condi¢oes da métrica A.
Na classe (41) A3 = Mg + Aoz, Aza = A3 = g3, do anterior terfamos que Ao

absurdo.

Na classe (42) Aa3 = A3 + A1, Asg = A3 = Aoz, do anterior terfamos que Ao

absurdo.

2.2 f-Estruturas Localmente Transitivas

As seguintes defini¢coes saocruciais para obter nosso principal resultado neste capitulo.
Definigao 2.2. Um digrafo G' .= (V' E") é chamado:

1. trivial se cardinalidade do conjunto E’ é zero;

"

2. transitivo se a relagio “ —" € transitiva (ou seja, para i,j,k € V', i — j —k

implica i — k);
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(1) ) <3>) <4>/J
(0,0,0,0) (0,0,0,1) 0,0,1,1) (0,0,0,2)
5) (6) @) 8)

N

\

>

-

(0,0,1,1) (0,0,1,1) (0,1,1,1) (0,1,1,1)
(9/\ ) % “2) x
(0,0,1,2) (0,0,1,2) (0,0,0,3) (0,1,1,1)

(13) (14) (16)

AN
ARN

>
)

(0,0,1,2) (0,1,1,1) (0,1,1,1) (0,0,1,2)
(;|\ iK i/k )
(0,0,2,2) (0,1,1,2) (0,1,1,2) 0,1,1,2)

Figura 2.5: Classes de isomorfismos para n=4
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1)
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(22)

(23)

(0’1’1’2)

(031’1’2)

(1’1’1’1)

P
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|
~

(0’0’2’2)

(25)

>
>
e

(26)

27)

(1,1,1,1)

(0,1,1,2)

(0,1,1,2)

—_—
|
: S o0
~

(1,1,1,2)

(29)

™
>
>
)~

(30)

€29

(0’0’2’3)

(0’ 1 ’2’2)

(0’ 1 ’2’2)

(32)

(O’ 1 ’2’2)

(33)

s
)
>

(34)

(35)

(1,1,1,2)

(1,1,1,2)

(1,1,2,2)

~
: (98]
)]
=~

(0,1,2,3)

Figura 2.6: Classes de isomorfismos para n=4
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(37 (38) (39)
(1, 1,1,3) (0,2,2,2) (0,1,1,3)
(40) (41) (42)
(0, 1,2,2) 0.0.1.3) (0, 1,1,2)

Figura 2.7: Classes de isomorfismos para n=4

3. relativamente conexo se para todo 1,75,k € V' i —j implica i<k ou j< k.

Transitividade em digrafos completos tem sido bastante estudada e pode ser caracterizada
pela auséncia de 3-ciclos (isto é, 3-subdigrafo da forma i — j — k — i). A matriz de
incidéncia é semelhante, a menos de permutagdes , & matriz canoénica €, = 1 (j < k) [30].

Porém, nés estamos interessados na seguinte versao local desta propriedade.

Definicao 2.3. Dizemos que o digrafo G = (V, E) € localmente transitivo se Yo € V' cada

um dos conguntos G,(v) e G,(v) € transitivo e relativamente conezo.

Com respeito as f—estruturas invariantes dizemos que F ¢é localmente transitiva se seu

digrafo associado é localmente transitivo.
Observacao 2.4. Da Defini¢ao 2.3 temos:

1. Transitividade local significa que o digrafo G,(v), G,(v) omite determinados 4-subdigrafos,

isto €, aqueles que possuem um subconjunto nao vazio de setas de um 3—ciclo, ( ver
Figura 2.7).
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2. No caso nao—completo, a definicao 2.3 € mais flexivel: esta definicdo permite que
algum destes subdigrafos , dizemos Gy4(v)), pode ser trivial, enquanto que G,(v) pode

ser transitivo e relativamente conezo.
3. Se maz{|G,(v)],|G,(v)|} <2 Vv eV, entdo G € localmente transitivo.

Em F(3) pode-se ver facilmente que as 7 classes de isomorfismos de f—estruturas in-
variantes sao todas localmente transitivas, verificando que os digrafos associados a estas
f—estruturas (ver Figura Figura 2.4) sao localmente transitivos.

Em F(4), das 42 classes de isomorfismos de f—estruturas invariantes, apenas as 36 que
aparecem nas Figuras 2.5 e 2.6 sao localmente transitivas.

De acordo com a Figura 2.7, um 4—digrafo nao localmente transitivo tem um ganhador ou
um perdedor mas nao ambos. As setas do 3—digrafo obtido apagando o ganhador/perdedor
formam um subconjunto ndo vazio das setas de um 3—ciclo (ver Figura 2.7).

Daqui para frente identificaremos as f—estruturas invariantes F com seu digrafo asso-

ciado G.

Lema 2.5. G € localmente transitivo se, e somente se, cada 4-subdigrafo de G ¢€ localmente

transitivo.

Demonstracao : Se G ¢ localmente transitivo entao qualquer subdigrafo of G, incluso os
4-subdigrafos, sao localmente transitivo. Resta mostrar a outra diregao do lema. Para isto
assuma que G nao é localmente transitivo. Entao temos dois casos, que visam a existéncia

de um 4-subdigrafo nao localmente transitivo, completando assim a demonstracao.

Caso 1: Existe v € V' tal que um dos conjuntos G,(v),G,(v) nao é transitivo. Isto quer dizer
que existem j, k,l € V tal que jk,kl € E mas jl ¢ E. Podemos verificar que com
as condicoes anteriores se [j pertence ou nao a F, o 4-subdigrafo de G com vértices
{v,J,k,l} corresponde a um dos trés primeiros digrafos na Figura 2.7 e, portanto, nao

¢ localmente transitivo.

Caso 2: Existe v € V' tal que um dos conjuntos G,(v), G,4(v) nao é relativamente conexo.
Isto é, estes conjuntos contém 7, k,l € V tais que jk € E mas jl, ki, lj,lk ¢ E. Aqui

também o 4-subdigrafo com vértices {v,7j,k,l} obtido com as condigdes anteriores
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corresponde a um dos trés ultimos digrafos na Figura 2.7. Portanto ele nao é localmente

transitivo.

No importante caso de digrafos completos, a f—estrutura invariante associada é uma
estrutura quase-complexa. Exatamente dois dos seis 4—digrafos nao localmente transitivos
na Figura 2.7 sdo completos, aqueles que contém um ganhador/perdedor e um 3-ciclo. Em
[29] estes dois digrafos foram chamados “conados” e em [9],[8] um digrafo completo G que
omitia estes dois digrafos foi chamado “livre de cone”.O Lemma 2.5 estabelece portanto que
G é localmente transitivo se, e somente se, ele é livre de cone. Temos entao como resultado
que os dois conjuntos de digrafos completos estudados separadamente em [29],[34], [9],[8]
(digrafos livres de cone) e [6] (digrafos localmente transitivos) sdo iguais. Brouwer em [6]

calcula a quantidade de torneios localmente transitivos de n vértices a ser:

3 E odd(Z Z“ (2.4)

dn el7

onde p é a fungao de Mdbius e odd(j) é 1 ou zero dependendo se j é impar ou par, respecti-
vamente. Com isso foi respondida a pergunta feita em [33] sobre a quantidade de estruturas

quase complexas invariantes (1,2)-admissiveis em F(n).

2.3 Digrafos Completamente Nao Transitivos

Estudamos aqui a forma das métricas (1,2)-simpléticas sobre uma classe especial de digrafos

localmente transitivos que chamaremos digrafos completamente nao transitivos.

Definigao 2.6. (i) Um triangulo transitivo é um digrafo completo transitivo G, = (V;, Ey)
com |Vy| = 3. Assumindo Vi = {u,v,w} e E = {uv,vw,uw}, nos referiremos a uv,vw

como os lados e a uw como a basedo digrafo G;.

(ii) Um digrafo G' = (V' E') serd dito completamente nao transitivo (simbolizaremos

CNT) se G’ ndo contém triangulos transitivos.
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Um digrafo CNT ¢é localmente transitivo. De fato, os conjuntos G/ (v) e G (v) sdo triviais
no sentido da Defini¢ao 2.2 (equivalentemente, o digrafo é também livre de cone dado que
cada 4-digrafo conado contém um triangulo transitivo, veja a Figura 2.7).

Ao mesmo tempo, um digrafo CNT admite métricas (1,2)-simpléticas, isto é, pesos po-
sitivos {A\e > 0, e € E'} os quais satisfazem as identidades (2.1)-(2.3). De fato, devido a
auséncia de triangulos transitivos o sistema de equagoes (2.1)-(2.3) nao possui identidades
do tipo (2.3); logo a métrica Cartan-Killing X = 1, que satisfaz automaticamente (2.1-2.2),
é (1,2)-simplética (em geral, G" admite métricas (1,2)-simplécticas ndo-constantes junto com
a métrica Cartan-Killing).

Observamos que a métrica Cartan—Killing A = 1 sobre um digrafo G’ é (1,2)-simplética
se e somente se G’ é CNT. Em particular se G’ é completo, a métrica Cartan—Killing é (1,2)—

simplética somente se |V| < 3, como foi observado em [8].

Agora defina a seguinte relacao de equivaléncia entre as setas de E’: e ~ €’ se para algum
v,v',u € V noés temos ¢ = vu e ¢ = v'u, ou e = uwv e ¢ = wv'. Uma métrica sobre G’ é
(1,2)-simplética se e somente se ela é constante sobre cada classe de equivaléncia em E’.
Assim, a dimensao do espago das métricas (1,2)-simpléticas é igual ao nimero de classes de
equivaléncia n em FE'.

Como pode-se calcular n diretamente de G’?7 Nés nao conhecemos a resposta, mas sugeri-
mos que 7 é o nimero de componentes conexas em uma floresta geradora para G’, assumindo

que cada vértice na floresta é um ganhador ou um perdedor.

2.4 O Caso Geral

No estudo das métricas (1,2)-simpléticas sobre um digrafo localmente transitivo G, nossa
metodologia serd a de reduzir G a um digrafo associado G" CNT com o mesmo conjunto de

vértices, baseado no seguinte ”lema de remocao de setas”.

Lema 2.7. Seja G = (V, E) wum digrafo localmente transitivo que nao é CNT. Entdo E
contém pelo menos uma seta e a qual € uma base mas nao € um lado. Conseqiientemente,

o subdigrafo G := (V,E\ {e}) ¢ localmente transitivo.
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Demonstracao : Seja G, = (V,, F,) um subdigrafo de G completo maximal transitivo
e |Vi| > 3. A hipdtese garante a existéncia de pelo menos um desses subdigrafos. Entao
G, possui uma unica base e € E, que nao é um lado. De fato G, é isomorfo ao torneio
canonico. O vetor placar de G, é (0,1,2,....,r — 1) V., ={1,2,...,r}. G, possui uma seta
ligando ganhador e perdedor, por exemplo ey, que é a tnica seta que é base em qualquer
triangulo de G, em que ela aparega. A seta ey, é portanto uma base em G. Afirmamos
que ey, nao pode ser lado em algum triangulo transitivo de G. Assuma ao contrario que
tal triangulo G, = (V;, E) existe. Note que V; ¢ V. dado que e nao é um lado em G,. Logo, o
subdigrafo G* de G suportado sobre V,UV; contém estritamente G,. Transitividade local
de G implica que G* é de novo completo e transitivo. De fato em G;, V; = {1,r,t},t > r.
Para cada v € V, considere o 4-subdigrafo de G* suportado sobre os vértices 1,t,7,v
Como G é localmente transitivo necessariamente deve existir a seta vt, caso contrario este
4-subdigrafo seria um dos seis na Figura 2.7. Logo o placar em cada vértice de V, aumenta
de 1. Portanto o vetor placar de G* é (0,1,...,r) o que implica que G* é completo e
transitivo, contradizendo a maximalidade de G,.

A seguir mostraremos que é ¢é localmente transitivo. Pelo Lema 2.5 é suficiente mostrar
que cada 4-subdigrafo Q de G é localmente transitivo . Se e ndo é um lado em Q nao ha nada
a demonstrar dado que G é subdigrafo de G. Caso contrario, assuma e = uw com u,w
vértices em G. Suponha que G nao é localmente transitivo. De acordo com a Figura 2.7 G
contém um ganhador ou um perdedor, v. Dado que e nao estd em G , v # u,w. Em qualquer
dos dois casos, v ganhador ou perdedor, e é um lado no triangulo transitivo {v,u, w}, o que
¢é impossivel pela primeira parte do lema. |

Pelo Lema 2.5 e por [9], temos que uma f—estrutura quase-complexa invariante sobre
F(n) é localmente transitiva se e somente se ela é (1,2)-admissivel. A extensao do resultado
anterior para qualquer f—estrutura invariante sobre F(n) é nosso principal resultado neste

capitulo.

Teorema 2.8. O digrafo G = (V,E) admite métricas (1,2)-simpléticas se e somente se é

localmente transitivo.

Demonstracao : Para n < 4, observamos na Secao 2.2, que G é sempre localmente tran-

sitivo. Para n = 4, a verificacao é baseada nos digrafos das Figuras 2.5 e 2.6 e as métricas



30

admitidas aparecem no Apéndice A. Assim, assuma n > 4.

Se G admite métricas (1,2)-simpéticas, entao, por restri¢ao, cada 4-subdigrafo de G
é (1,2)—admissivel, e pela observacao acima localmente transitivo. Pelo Lemma 2.5, G é
localmente transitivo.

Reciprocamente, assuma que G ¢é localmente transitivo. Argumentamos por indugao:
Se G é CNT entao a existéncia de métricas (1,2)-simpléticas foi garantida na segao anterior.
Caso contrario, pelo Lemma 2.7 seguimos removendo seqiiencialmente bases ey, k = 1,...,7
de G = (V, E), obtendo uma seqiiéncia de digrafos G, = (V, E},) localmente transitivos. O
processo acaba quando nio existem mais tridngulos transitivos, ou seja, quando Gy, = (V, Ek)
é CNT, para algum k. Pela hipétese de indugao, cada Gr, admite métricas (1,2)-simpéticas.
Estendemos, em forma inversa a remocao de bases, a métrica sobre §)_,, definindo A., =
Aé + Az, onde €, ¢ sio os lados correspondentes & base e;. Esta é a tinica extensio para a qual
A é (1,2)-simplética sobre o tridngulo em questdo, portanto a unica extensao a qual deve
ser (1,2)-simplética para todo G. Queremos mostrar que de fato esta é (1,2)-simplética .

Passo 1. A extensao é bem definida. Isto é, assuma que e = uw é simultaneamente base
para dois triangulos transitivos, dizemos, {uv,vw,uw} e {uz, zw,uw} com {u,v,w,z} C

V. Precisamos mostrar que a priori
Az + Ao = Auw + Ao (2.5)

Ha dois casos a considerar. Se v <> z, podemos assumir por determinacao v — z. Neste
caso, por (2.3) nés temos a priori Ay, = Az — Auw € Ay = Ay — Asw, implicando (2.5). Caso
contrario, por (2.1-2.2) nds temos a priori Ay, = A\ys Apw = Asw, de novo implicando (2.5).

Passo 2. Mostramos aqui que a métrica estendida é de fato (1,2)-simpética. Cada
conflito com (2.1-2.3) poderia envolver a seta removida e, ja que G por hipdtese satisfaz
estas restrigoes. Pelo Lemma (2.7), e ndo é um lado em G, portanto qualquer conflito com
(2.3) ¢ do tipo ja discutido no Passo 1.

Um conflito com (2.1) implica que A, # X, onde, dizemos, e = uw e €' = tw. Isto pode
ocorrer somente se t < u. Agora é facil ver independentemente da relacao entre v e t que
ge é nao podem ser ambos localmente transitivos, dado que um dois dois contém um dos
digrafos nao localmente transitivos que aparecem na Figura 2.7. Isto é uma contradicao das

nossas hipoteses.
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Um conflito com (2.2) produz uma contradi¢do semelhante, e assim a demonstragio é
completa. [ |

Assuma que o digrafo localmente transitivo é reduzido, via remocao de bases, a um digrafo
CNT, G'. O Teorema 2.8 mostra que cada métrica (1,2)-simplética sobre G’ estende-se de
forma tnica a uma métrica (1,2)-simplética sobre G. Assim, a dimensdo do cone convexo
de métricas (1,2)-simpléticas é igual em ambos digrafos (na segdo anterior esta foi denotada
por ). Nao é claro como calcular n diretamente do digrafo original G. Uma aproximacao
é representar (2.1)-(2.3) como um sistema linear homogéneo e calcular a dimensao do seu
nucleo.

Terminamos este capitulo com algumas observacoes.

(i) O digrafo CNT G’ obtido de G pela remogao de bases nao depende da ordem das bases

removidas.

(ii) Um digrafo CNT G’ é a conseqiiéncia de uma supresao nao vazia de bases de um digrafo
localmente transitivo se e somente se a uniao de todos os subdigrafos de G’ do tipo

{uv, vw, zw} e {wz, wv,vu} ndo contém cada subdigrafo do tipo {uv, vw};

(iii) Viu-se que um digrafo CNT ¢ o resultado de uma remocao de bases de um digrafo
transitivo se, e somente se, ele é a uniao de caminhos dirigidos abertos cujos vértices

terminais sao exclusivamente ganhadores ou perdedores.

J& vimos que em [6] o autor aplica um argumento de contagem (2.4) com a finalidade
de enumerar os digrafos localmente transitivos completos com n vértices. A primeira vista
parece que esse método nao é adequado para a enumeracao de todos os digrafos localmente
transitivos de n vértices. Um caminho possivel para atacar o problema poderia ser enumerar
primeiro os CNT e entao imaginarmos quantos digrafos localmente transitivos podem ser

transformados a partir de supressao de bases em um digrafo CN'T dado.
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CAPITULO 3

O caso invariante (Fg, F©, A°)

No caso de variedade bandeira maximal para uma algebra de Lie semi-simples complexa
geral, nao podemos fazer uso da combinatoéria de digrafos mas sim de uma abordagem com-
binatdrica mais geral, baseada em sistemas de raizes. Em [10] Cohen, Negreiros e San Martin
deram uma interpretagao, em termos de sistemas de raizes, da condicao livre de cone. Neste
capitulo pretendemos estender as f-estruturas invariantes os resultados obtido em [10] para
estruturas quase-complexas invariantes.

No capitulo anterior enunciamos o seguinte lema em termos de 3-digrafos, associados a
uma tripla de raizes de su(n). Este teorema pode ser entendido como um caso particular do
Lema 4.2 na pag. 30 em [3]. Nés aqui o enunciamos e damos sua demonstragao no caso de
uma variedade bandeira geral Fg, isto é, uma bandeira associada a qualquer algebra de Lie
semi-simples complexa g e © um subconjunto das raizes simples em um sistema de raizes

associado a g veja secao 1.2.

Lema 3.1. A f-variedade (Fo,A®, F®) € (1,2)—simplética se, e somente se, para todo
a,B,a+ B eI\ (0) com X, € qf e X5 € qg temos:

Se  Xaip €48 entio N\ = )\?; (3.1)

se  Xairp €05 entio A =A§ 4+ A\, s. (3.2)

33
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Demonstracao : Com X,, X3 como no teorema e usando a Defini¢do (1.24) e a equacao
(1.30) temos

. A0 5§ -AE . A0, 52928
(VF) (Xaa Xﬁ) = —lMag +ﬁ)\§>+z XoHrﬁ — Mg, +g)\2+ﬁ = Xa+ﬂ+
. A9—A§ -, A9
~F(mapXars) = iMas=—"55 = Xarp.
Por isso, se Xo15 € g3 nds temos
)\(3 —\°
. (e
0= (Vf)(Xoé,Xﬁ) = Zma’ﬁ)\TXa_;'_ﬁ,
a+pB
logo A§ = A9. Em forma semelhante, se X, 5 € q¢ nds temos
A9 — 29— )\®
» -
0= (VF)(Xa, Xp) = ima s~ 5" Xass,
a+
S A0 \O | \©
e assim A\ = A\; + A7, 5 [

3.1 A Forma de Kahler

Seja (Fo, A®, F©) uma f-variedade bandeira geral e
Q°(X,Y)=A°(X, FO(Y)) = (Ao X, Fl oY),
sua forma de Kéhler.
Estendemos esta 2-forma U —invariante a uma 2-forma sobre a complexificada q5 de ge, a

qual denotamos também por 2°. Q° é antisimétrica, dado que, sua acao sobre os elementos

na base de Weyl ¢é descrita por
0°(Xa, X5) = —iAJe5( Xa, X5 ).
Lembramos que (X,, Xg) = 0 a menos que a + [ = 0, e neste caso temos

0°(X,, Xp) = —iAe] = iAJel =
= —(—iAJed( X5, Xa ) = —Q°(X5, X,).

Resumindo: Q® é nao trivial somente nos casos a = — com €9 # 0, produzindo o valor
Q%(X,, X_o) =ir0e9. (3.3)

De maneira andloga que em [10] computamos d2°.
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Proposigao 3.2. Seja «,f,v € II.  Entio dQ°(X,, Xg, X,,) € zero a menos que
a+B+v=0¢e {X, X35 X,} & q). Neste caso temos,

3d0°(X,, X, X,) = —imap( €9AS +e§AF +e9)9).

Demonstragao : Se X,Y, 7 € qe entdo dQ2° na origem é dada por (ver [24])

3d°( X,Y,Z) = (VxQO)Y,Z) — (VyQ9)(X,Z2) + (Vz09)(X,Y) =
= Vx0Q°(Y,2) — Q@(VXY Z)y - Q9%(Y,VxZ) -
— VyQP(Y, 2) + Q9(VyX,Z) + Q°(X,VyZ) +
+ VZ09(X,Y) - Q9(VzX)Y) — Q°(X,VyY) =
= —0%[X,Y],Z2) + Q°(X,[Y,Z]) - Q°(Y,VxZ) -
— Q9(VzX,Y).

Agora usando o item 5 no Teorema 1.1 e (1.29) temos

3dQe (Xa7 Xﬁ7 Xw) - _ma,ﬂQQ(Xa-i-ﬂa Xv) + mﬁ,'yQG (Xou XB-I—W)_

+A9 - A

2)‘S+'y

)\@

a+
2)\§)+’Y Q® (X67 Xa+'7) - m')’ (€9 .

10° (Xatry, X3).

—May

Aplicando (3.3) no lado direito, vemos que dQ°( X, X3, X, ) anula-se a menos que o+ 3+
v=0e {X, X3, X,} Z qe0. Neste caso,

3d0°( Xa, X3, Xy) = i(—maped A — mped A+

+ 29 - \%

2O —i—)\@ 2 O
LeGAG).

aty 2 L0N0 aty

m
© v, ©

+Mq

A identidade o + 3 + v = 0 implica que mqy 5 = Mg, = Mo (ver [16]). Além disso, como

Ma,3 = —Mg,q temos finalmente
3d0°( Xa, X3, X)) = —imap( £JAS +eGAG +9A9).

Damos a seguir uma definicao que nos permitira distinguir as triplas de raizes de acordo

com os valores que F assume nas respectivas distribuigoes.
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Definicao 3.3. Seja F© = { €9} aemo) uma f-estrutura invariante. Uma tripla de raizes
a, B,y € I1\ (O) € dita uma (p,q,r)-tripla (p+ q+1r = 3) se
(i) o+ B+ =0;

S}

«

S}

7} contém p zeros, ¢ uns e r menos um.

(it) o conjunto {ef,e§, ¢

(iii) Denotaremos por {p,q,r} = (p,q,7) U (p,7,q).

Nesta notacao as {0,3,0}-triplas e {0,1,2}-triplas correspondem respectivamente as
{0, 3}-triplas e {1, 2}-triplas, no caso quase-complexo (veja, [40], [41]). Além das anteriores
aparecem as {3,0,0}-triplas que correspondem ao caso €9 = ag) = 5(3 =0, as {2, 1,0}-triplas
quando €9 = 5? =0e 5? =+1ou —1, as {1,2,0}-triplas e as {1, 1, 1}-triplas.

A definigao anterior e o Lema 3.1 implicam na seguinte proposigao.

Proposigao 3.4. O par invariante (F© = {9}, A® = {)\9}) € (1,2)-simplético se e somente
se

©\0 | 0,0 | 6,6 _
Eata TE5A; TEJAT =0
para todas as {0,1,2}-triplas e {1, 1, 1}-triplas em qe.

Observacao 3.5. Em virtude da Proposi¢ao 3.4 chamaremos daqui para frente as triplas

{0,1,2} e {1,1,1} de {1,2}-triplas.

3.2 Transitividade Local Geral

Considere F©, uma f-estrutura invariante sobre uma variedade bandeira geral Fg. Uma
pergunta pertinente ¢ quando F© admite métricas (1,2)-simpléticas invariantes, ou seja,
quando F© é (1,2)-admissivel. No capitulo anterior vimos que no caso F = F(n), isto
ocorre exatamente quando F é localmente transitiva. Quando Fg ¢é geral mas F© é uma
estrutura quase-complexa invariante, isto ocorre se, e somente se, F© é afim, como é discutido
em [40] e [41]. Em [10], se introduz uma definigao generalizada da propriedade livre de cone
e mostra-se que uma condigao necessaria para que uma estrutura quase-complexa F seja

(1,2)-admissivel é que F seja livre de cone nesta nova definigdo. Também mostra-se que no
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caso geral F livre de cone generalizada é equivalente a F afim. Assim estas trés propriedades
sao equivalentes no contexto das estruturas quase-complexa invariantes.

Queremos agora generalizar as propriedades livre de cone e transitividade local as varieda-
des bandeira gerais munidas com f-estruturas invariantes, preservando o termo ”localmente

transitivo”para a nova definicao desta propriedade:

Definicao 3.6. Seja F© = {6S}aen\(@> uma f-estrutura invariante. Seja a quddrupla Q) :=
{a, 8,7,6} CTI\(O), com a+B+~v+d=0 um conjunto sem pares de raizes opostas ou

1GUAIS.

(1) Dizemos que uma tripla de raizes {(u + v),wi,ws} € extraida de @ por u e v se

{U, v, w17w2} - {O[, 5, v, (5}

(ii) Dizemos que F € localmente transitiva se o conjunto formado pelas {0,3,0}-triplas,

{1,2,0}-triplas e {2,1,0}-triplas extraidas de Q, tem cardinalidade diferente de 1.

Se F© é uma estrutura quase-complexa O = (}, isto ¢, a variedade bandeira é maximal,
nossa definigdo coincide com a definigao livre de cone dada em [10]. Assim como em [10] a
condicao de que a quadrupla nao contenha pares de raizes opostas ou iguais é redundante e

¢ incluida sé para enfatiza-la. De fato, se

(i) B = —a. Entao 6 = —~, e as triplas extraidas de @ sao, {a+~, —a, —v}, {a—v, —a, v},
{—a+7,a,—v}, {—a —v,a,7}. Suponha por exemplo, que {a + 7, —a, —v} é uma
(0,0, 3)—tripla, ou {1,2,0}—tripla ou {2,1,0}—tripla entdo {—a — =, «, v} seria uma
(0, 3,0)—tripla ou {2, 1,0} —tripla ou {1, 2,0} —tripla respectivamente. E facil ver que

neste caso, este tipo de triplas aparece em pares.

(ii) Se v = 3, como 2a e § + v = —2a nao podem ser raizes, as possiveis triplas extraidas
de @ sao {a,a+6,7}, {a, 0, a+~} {a, a+6,v} e {e, 0, a+~} mais uma vez a condigao

localmente transitivo é satisfeita.

A seguinte proposicao reforga o fato de que a defini¢ao geral de localmente transitivo é

baseada no que acontece no caso A,.
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Proposicao 3.7. Na variedade bandeira mazximal associada a A,—; = sl(n,C), uma f-
estrutura invariante € localmente transitiva no sentido da definicao 3.6 se, e somente se,

cada 4-subdigrafo do digrafo associado nao é um dos seis digrafos na Figura 2.7.

Demonstragao : Sejam F uma f-estrutura invariante e G(F) seu digrafo correspondente,
suponha que F é localmente transitiva no sentido da Definigao 3.6.

Seja {1, J, k, [} um 4-subdigrafo de G(F) e considere o correspondente conjunto das raizes
p = {auj, o, g, b C I com oy + aj + ag + a; = 0. Se F|, é uma estrutura quase-
complexa invariante, em [10] mostrou-se que {4, j, k, [} ndo é um cone, entao {i, j, k, [} nao
é um dos seis digrafos na Figura 2.7. Caso contrério, de ¢ = {o;, ok, i, cui } extraimos
quatro triplas {ak, o, cui by {ogi, i, cuj b { o, g, ok} e {auj, ayi, ag . Cada uma destas
triplas corresponde a um 3-subdigrafo, isto é, {ov, ag, ay; } é associado a {1, k, [}. Dado que o
nimero de triplas do tipo {1,2,0} e {2,1,0} extraidas de g deve ser diferente de 1, {3, j, k,(}
é diferente dos tultimos quatro digrafos em 2.7.

Para demonstrar o reciproco, da mesma forma que em [10] um conjunto de quatro raizes
Q ={a,0,7,d} com a+ B+7v+7d = 0 que ndo contém pares de raizes opostas ou iguais, tem
a forma {a;;, ok, ag, o} para 1 <. j,k,1 < n e como o subdigrafo associado ¢ diferente
dos seis 4-digrafos na Figura 2.7 entao a cardinalidade do conjunto de triplas extraidas de p
do tipo {0, 3,0},{1,2,0},{2,1,0} é diferente de 1. Repetindo o argumento acima, nés temos
a condicao de localmente transitivo generalizada. [ |

Agora estendemos o Teorema 3.3 em [10] para variedades bandeira gerais e para f-

estruturas.

Teorema 3.8. Uma condi¢io necessdria para (Fo, F©,A®) ser (1,2)-simplética ¢é que F®

seja localmente transitiva no sentido da Definicdo 3.6.

Demonstragao : Lembramos que d* = 0 computando d*Q°(X,, X3, X,, X5) temos que as
unicas quadruplas {«a, 3,7, 0} C II\(O) de interesse, sao aquelas satizfazendo a+/5+~v+d = 0
com {a,3,7,0} € q%. Assim como no caso das estruturas quase-complexas, nés temos os

seguintes 6 termos:
L +imegmy s(eq, g ey s TSNS + 9,

2. —img msa(egAS + +e5, A5, +5A5),
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3. +imysmas(eS NG + +eGAG + 25,5701 5),
4. —imgsmeaq(eGAS + +eSA0 + €5, 505.5),

5. —iMasymps(E5AG + €5 MG, +E5AS),

6. —i—ima,gmﬁﬁ(&??)\g + 89)\? + 9. 509 5).

Agoraseja Q = {a, 8,7,0} € q% uma quadrupla de raizes tal que a+3+v+3d = 0. Dos seis
termos acima, aqueles que correspondem as {1, 2}-triplas, isto é, os termos correspondentes as
{0,1,2}-triplas e {1, 1, 1}-triplas extraidas de Q, sio zero se (Fo, F©, A®) é (1,2)-simplética .
Assim para d?Q® ser zero nao existe uma métrica A® tal que ao extrair exatamente uma
tripla dos tipos {1,2,0} ou {2,1,0} ou {0,3,0} os termos correspondentes na numeracao
acima sejam zero. Se R é o conjunto das raizes que aparecem nas triplas extraidas de @) e
F|r é uma estrutura quase-complexa invariante este caso corresponde ao estudado em [10]
e aqui é impossivel extrair exatamente uma {0, 3,0} —tripla. Note que é possivel aparecer
duas delas ou as trés juntas, (ver por exemplo (19) na Figura 2.5 e (23) na Figura 2.6). W

Daqui para frente e até o final deste capitulo, os resultados obtidos referem-se s6 a f-

variedades bandeira maximais (F, F, A).

3.3 Algebras de Lie de Posto Trés

Em [10] mostra-se que, exceto quando o sistema de raizes corresponde a Ga, a condic¢ao
livre de cone é uma condicao de subsistemas de II de posto trés. O propdsito desta secao
é estender as f-estruturas invariantes os resultados obtidos em [10] para estruturas quase-
complexas invariantes em sistemas de raizes de posto trés (principalmente os irredutiveis
Az, B3, C3). Note primeiro que os sistemas de raizes redutiveis de posto trés sao A; & Ay @
Ay, A1 ® As e A] @ Bs. Nestes casos as f-estruturas invariantes admitem métricas (1,2)-
simpléticas. De fato, os casos A; e Ay correspondem a F(2) e F(3) respectivamente e ja
foram analisados no capitulo anterior. Para o caso B (isomorfo a C3) o sistema de raizes
positivas é IIT(By) = {a, 3, + 3,2+ $}. A menos de sinais existe s6 uma quadrupla em
By, {a,a, 3, —(2a + )}, e as duas tnicas possiveis triplas extraidas dela sdo iguais, por-

tanto qualquer f-estrutura invariante F definida sobre a variedade bandeira maximal cor-
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respondente é localmente transitiva. Para ver o reciproco, isto é, que F é (1,2)-admissivel,
basta definir a métrica na tnica tripla que aparege, (o, « + 3, —2a — 3). Portanto para os
casos mencionados anteriormente temos a equivaléncia entre localmente transitivo e (1,2)-
admissibilidade.

No que concerne ao caso Az = sl(4, C) ja vimos no Capitulo 2 que a f-estrutura invariante
F corresponde a um digrafo G(F). Pela Proposigao 3.7, F é localmente transitiva se e somente
se G nao ¢ um dos seis digrafos na Figura 2.7, ou seja G corresponde a um dos digrafos nas

Figuras 2.5 e 2.6. A seguir consideramos o caso Bs.

3.3.1 O Caso Bj

A realizacao standard do sistema positivo de raizes de Bs é LUS onde L = {e; te; : 1 <i <
j<3}eS={e:1<i<j<3}saoos conjuntos de raizes longas e curtas respectivamente.
O conjunto L é isomorfo ao sistema de raizes positivas de As, Ly = {a;; 1 1 <i < j < 3} via

a seguinte bijecao:

Raizes simples: o <> €9 — €3; (o3 <> €1 — €3] (g4 <> €9 + €3.
Raizes de altura 2: aj3 < e; — e3; agy < €1 + e3.

Raizes de altura 3: a4 <> e; + es.

Proposicao 3.9. Suponha F a variedade bandeira mazximal associada a B3z com uma f-
estrutura invariante F. Entao F é (1,2)-admissivel se e somente se F é localmente transi-

tiva.

Demonstracao : Seja F = {¢,} uma f-estrutura invariante na variedade bandeira maximal
associada a Bs. Sua restricio F' as raizes longas L é também localmente transitiva, por isto
podemos assumir que ela é representada por um dos 34 digrafos nas figuras 2.5 e 2.6. Assim
para que JF seja localmente transitiva resta ver o que acontece nas raizes curtas ej, e, €3.

Para isto s6 apresentamos as quadruplas que aparecem em B3 que nao sao quadruplas de
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raizes longas. A menos de mudanca de sinais, sao as seguintes 18 quadruplas.

Ql = {—61761 -
Qs = {ea —e3,e1 +e3, —
Qs = {e1 — ea,e1 + €2, —eq,

Q7 = {e1 —e3,e1 + €3, —eq,

Qo = {e2 —e3,
Qu = {e1 — ey,
Qi3 = {e2 +e3,—
Q15 = {61 — €3,
Qir = {e1 +e3,—

€2,€2 —

(
—(
(

es, est,

ey, —€1},
—e1},
—e1},

—(e1 + €2), €3, €1},

—(

e1 +e3), €2, €3},

€1 + 63>7 —€2, 61}
e+ e3),es,e3},
)

€1 + €2), —€3, 62}

Q2 = {e1 — ea, €2 + €3, —€1,
Q4 = {ea — e3,62 + €3, —€a,

Q¢ = {e2 + e3,61 —

Qs = {e2 —e3,
Q1o = {61
Q12 = {61
Qs = {ea +e3,—
Q16 = {e1 —e3, —
Qis = {e2 —e3,—

Listamos a seguir as triplas extraidas em cada quadrupla.

Q4, Qs, Q7, Qg, Q12, Q15 sao excluidas pela definicao 3.6 .

Q1=

Qs =

Qo =

Qll =

{—62,6’2

{627

{637 €2 —

{627

{_627 €2

{e1 + ez, —eq,
{—e3,e1 +e3,—e1}
63,—62}
{—(e1+e2),e3 —
{—(e1 +e3),€e3,€1}
—(e1+e3),e1}
- 63763}

{e1 +e3,e0 —

- 63,63}
{—(e1—e3),e1 -
{61 — €3, —€1, 63}
—€1,€1 — 62}

_31}

(&

€2, €9 — 63}

es, €1+ e}

3, —(e1 +e2)}

{—(e2 +e3), €2, 3}

{617

{_617 €1 —

{ea +e3,e1 —

—(61 + 63), 63}
62762}

€9, —(61 + 63)}

{61 + €3, —
Q2 =
{62761 — €2
Q . {63761 — €3,
6 =
€1
Q= |
{_61761 -
€3
Ou—| 1

{_627 €2 + €3, _63}

{—(61 + 63), €1 — €9,€9 + 63}
{e1 + €2, —ea,

{_637 €2 + €3, _62}
{—(e1 +e2),e9+e3,61 —e3}
{_(62 - 63)7627

—(e1 —e3), —es}

{62 — €3,€1 — €y,
{—(e1 —e2), —ea,e1}
—(e1+e3),e1}
{—e3,eq+ €3, —€3}

{e1 — ea,e2 + €3,

—es},
—ea},
61}

_(62 + 63); €3, 63}7

e; — e3), e, —e3},
62762}

—(

—( ),

(e1 4+ e2), —es, e1},
( )

( )

e1 + e

e1 + es), €362},

€1 — €3 7_62761}

Notamos que as quadruplas

€1, —63}
) —61}

—61}
—61}

—63}

62762}

—(e1—e3)}

—(e1+e3)}
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{—(e1 —e3), —es,e1}

{—(ea+e3),e3,e2}

Ot — {e2, —(e1 + e2), e1} O = {e1, —(e1 + €2), €2}
{_62762+€3a_€3} {_61761 _63763}
{e1 —es,e0+ €3, —(e1 +€2)} {ea + e3,e1 —e3,—(e1 +ea)}
{—(e2 —e3), —e3, €2} {—(e1 —ea), —ez,e1}

Orr — {e1, —(e1 + e2), €2} O = {—es,—(e1 —e3), e1}
{—e1,e1 +e3,—es} {es, €2 — €3, —€a}

{62 — €3,€1 + €3, —(61 —|— 62)} {61 — €9,€9 — €3, —(61 — 63)}
Quando F ¢é uma estrutura quase-complexa invariante, os Unicos casos a considerar foram
(35) e (36) na figura 2.6. Nestes casos podia-se assumir ., = +1, dado que a reflexdo r3
com respeito a ez deixa L3 invariante fixando a raiz mais alta e; +e5. O caso €., = —1 seguia
por simetria. No nosso caso, esta invarianca nao garante a simetria dos resultados, por isto
temos de estudar todas as opgoes de €, para « nas raizes curtas. As f-estruturas localmente
transitivas que podem ser definidas em B3 sao descritas a partir dos Lemas B.1 a B.34 no
Apéndice B. Para mostrar que qualquer f-estrutura localmente transitiva é (1,2)-admissivel

as (1,2)-triplas em Bj tém que satisfazer 3.1 e 3.2 no Teorema 3.1.

A menos de sinais, as triplas que aparecem em B3 sdo as seguintes:

@
[\
|
[y
w
— ;-\
[N
—
—+
@
w
S~—
|
~—~
™
—
—+
@
N
~—

}
}

Ao fazer os célculos diretos, verificamos que qualquer f-estrutura que nao é localmente
transitiva também nao é (1,2)-admissivel. As métricas (1,2)-simpléticas admitidas aparecem

no Apendice C.

Observacao 3.10. Note que as estruturas quase-complexas associadas aos ideais abelianos
M(J3) e M(Jy) que aparecem em [10] sdo (1,2)-admissiveis (veja 35(b)v e 34(b)iii respecti-
vamente no Apéndice A) e pela Proposi¢ao 3.9 seque uma demonstracao direta de que em

Bs a condicao livre de cone em [10] é equivalente a condicao (1,2)-admissivel.
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3.3.2 O caso (4

A discusao no caso das algebras do tipo C5 segue o mesmo procedimento utilizado no caso
Bj. Na realizacao standard de ('3, suas raizes curtas coincidem com as raizes longas de Bj

enquanto as longas sao dadas por £2¢;,7 = 1,2, 3.

Proposicao 3.11. Seja F a variedade bandeira mazximal associada a C's com uma f-estrutura

invariante F. Entao F € (1,2)-admissivel se e somente se F € localmente transitiva.

Demonstracao : Como no caso Bz, podemos assumir que a restricao as raizes curtas, F*,
de uma f-estrutura invariante F localmente transitiva corresponde a um dos digrafos nas
Figuras 2.5 e 2.6. Assim, resta encontrar para que valores das raizes longas a F é localmente
transitiva. Utilizando a mesma metodologia que no caso B3, observamos que as quadruplas

que aparecem em C5 que nao sao quadruplas de raizes curtas sao:

Q1= {—261761 — €2,€1 + €3, — 63}7 Q2 = {62 — €3,€1 — €3, —(61 - 62), 263},

Q3 = {ea —e3,e1 + ez, 63 — €1, —2es}, Q4 = {e2 —e3, —(e1 +e3),e1 — €2, 2e3},

Qs = {e1 —ea, 69+ e3,e1 — €3, —2e1 }, Qs = {e1 — e, 61 + e3,69 — €3, —2e1 },

Q7 ={ea +e3,e1 + €3, —(e1 + e3), —2e3}, Qs = {ea + e3,e1 + €2, —(e1 + e3), —2e1 },

Qo = {e1 — e3,€1 + €3, €3 — €3, —2e1 }, Q10 = {e1 +e3, —(e3 +ea),e1 + €2, —2e1 },
Qu = {—(e1 —e2),e1 + 3,0 —e3,—2e3}, Q12 = {e1 — ez, —(e2 +e3), —(e1 — e3), +2e2},
Q3 = {62 — €3,€62 — 63), —2e3, 263}, Qu = {61 — e3,€1 — €2, —2ey, 262},

Q15 = {ea + e3, €2 + €3, —2ey, —2e3}, Q16 = {e1 — e3,e1 — e3, —2ey, 2e3},

Q17 = {e1 + e3, e1 + e3, —2e1, —2e3}, Q1s = {e1 + ez, e1 + €9, —2e9, —2¢1 }

Qo ={—(e2+e3),e1 —e3,—(e1 —€2),2e3}, Qa0 = {e2 — €3,€1 — €2, —(€e1 + €3), 2e3}.

Agora analisamos as triplas extraidas em cada quadrupla. Notamos que as quadruplas
Q13, Q14, Q15, Q16, Q17, Q13 sao excluidas pela definicao 3.6. A seguir listamos as triplas

extraidas das quadruplas restantes:
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Q1

OF

Qs

Q7

Qo

Qu =

Q1o

{—(e1 —e3),e1 + e3,—2¢1}

{(e1 +e2),e1 — €2, —2¢e1}

{—(e1+e2),e0 —e3,e1 +e3}

{—(61 - 63)7 €2 — €3,€1 — 62}
(

{e1 4+ €2, —(e1 —e3), —2e1}

{—(e2+e3),e1 +ea,—(e1 —e3)}

{ea + e3,60 — €3, —2e5}

{e1 —e3), 69 —e3,—(e1 —e3)}
{e1 + e3,e1 — €3, —2e1}
{—(e1 +e2), €0+ €3,61 —e3}
{e1 + e, 61 — €3, —2e1}
{—(e1+e3),e1 —ea,e5+e3)}
{—(e1 —e3),e1 + €3, —2e3}
{e2 —e3,e1 +e3,—(e1 +e2)}
{—(e2 —e3), 2 + €3, —2e3}
{e1 —es,ea+e3,—(e1 +e2)}

{e1 —ea,e1 + €2, —2¢1}

{_(61 + 63), €1 + e, —<€2 — 63)}

{e1 + e3,e1 —e3,—2¢1}

{e1 —e3,—(ex —e3), —(e1 —e2)}

{61 + eg, —(61 - 62)> —262}

{—(e2+e3),—(e1 — €2), 61 + €3}

{ea + e3,69 — €3, —2€2}
{e2 —e3,e1 +e3,—(e1 +e2)}
{—(e1+e3),e1 —e3,2e3}

)
{—(e2 —e3),e1 —e3, —(e1 —e2)}
(

{62 — €3, — (€2 + 63), 263}

{—(e2+e€3),e1 +e3,—(e1 —e2)}

{—(e1 +e3),e1 —e3,2e3}
{—(ea+e3),e2 — e3,2€3}

{e1 +es,ea —e3,—(e1+e2)}
{e1 —e3,—(e1 +e2), €0+ €3}
{e1 —e3,—(e1 + €3),2e3}

{ea +e3,—(e1 +e3),e1 — e}
{—(e2+e3),e2 — e3,2€3}
{—(61 - 63)7 €1 — €2,€62 — 63}
{e1 —e3),e1 + €3, —2e1}
{—(e1 +e2), e —e3,e1 +e3}

{e1 4+ e2,e1 — €2, —2¢1}

Q1=

{ea —e3,e1 — ez, —(e1 —e3)}
{—(e1 —ea), €1 + €2, —2¢5}
{—(e2 —e3),e1 + €2, —(e1 +€3)}
{ea — e3,e9 + €3, —2e5}

{e1 —eg, 69+ €3, —(e1 +e3)}

{e1 —e2), €1 + €2, —2¢1}

{—(e1 —e3),e1 + €2, —(e2+e3)}

{e1 + e3,e1 —e3, —2e1}

{—(e1 —e2),e1 + €3, —(e2+e3)}
{—(e2 —e3), —(e2+e3), —(e1 —€3)}
{e1 4+ €2, —(ea +e3), —(e1 —e3)}
{—(e1+e2),e1 — e2,2e5}

{e1 —ea,e0 —e3,—(e1 —e3)}
{e1 —e3),—(e1 +e3),2e3}
{ea + e3,e1 —e2),—(e1 +e3)}
{—(ez + €3), €9 — €3,2e3}

{61 — €2,€2 — €3, —(61 - 63)}

Q10 =

Q12 =

Q20 =

As f-estruturas localmente transitivas que podem ser definidas em I sao descritas a partir

dos lemas D.1 a D.24 no Apéndice D. Para mostrar que qualquer f-estrutura localmente



45

transitiva é (1,2)-admissivel, as (1,2)-triplas em C5 tém que satisfazer 3.1 e 3.2 no Teorema

3.1. A menos de sinais as triplas que aparecem em C3 sao as seguintes:

ez —e3), (1 — ez), —(e1 —e3)}

( )

(e1 —e3), (e2+e3), —(e1 +e2)}
( )

(

{(e2 —e3), (1 +€3), —(e1 +€2)} {
{(e1 —€2),(e2+€3), —(e1 +€3)} {
{(e2 — e3), €2 + €3, —2e5} { ,—(e1 + ea), 26}
{( ) {(e1 +e2),e1 — €2, —2e1}

{( ) {-

(62 -+ 63), €y — €3, 263}.

€1 — €2
er —es),e1 +es, —2e}

e1 —es), —(e1 +e3),2es}

Ao fazer os calculos diretos pudemos ver que qualquer f-estrutura que nao é localmente

transitiva também nao é (1,2)-admissivel. [

Observagao 3.12. Note que pela proposicao anterior e pelo lema D.24 no Apéndice D, €o.,
pode assumir o valor de —1 quando e,,, = 1. Assim na Proposi¢ao 4.3 de [10] deve aparecer

mais um ideal abeliano M (Jy) = {2e1} localmente transitivo e (1,2)-admissivel.

Pelas Proposigoes 3.9, 3.11 e a Observacao 3.10 o Teorema 8.1 em [10] pode-se reformular

da seguinte forma:

Teorema 3.13. Seja Il um sistema de raizes associado a By ou C; ou Fy e J uma estrutura
quase-complexa invariante sobre a variedade bandeira maximal correspondente. FEntao J é
afim (e portanto (1,2)-admissivel, veja [40]) se e somente se satisfaz a condi¢ao livre de cone

(localmente transitiva).

3.4 O caso Gy

Como mencionamos antes, GG é o Unico sistema de raizes de posto dois onde a condigao
livre de cone, e por extensao a condigao localmente transitivo, é nao vazia. Com animo de
completar a nossa analise, estendemos as f-estruturas invariantes os resultados obtidos neste
caso para estruturas quase-complexas invariantes em [10].

As raizes positivas de Go sao {1, @, a1+ g, a1+ 200, g + 30, 200 +3an }. O conjunto de
raizes curtas {£ag, (a1 + ag), £(ay +2a)} é um sistema de raizes do tipo As. Seja F uma

f-estrutura invariante sobre a variedade bandeira associada a dlgebra G5 e denote por F*
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sua restrigao ao conjunto de raizes curtas. Em [F(3), a variedade bandeira maximal associada
com A,, existem sete classes de isomorfismos de f-estruturas invariantes correspondentes aos
digrafos que aparecem na Figura 2.4. Se F ¢é localmente transitiva, F* corresponde a um

desses sete digrafos. A menos de mudanca de sinais, em G4 existem trés quadruplas:
Q1= {a1,az, a1 + 203, —(2a1 + 3a3) }.
Q2 = {ag, a1 + ag, a1 + ag, —(2a; + 3az)}.

Qs = {&1,041 + 3, — (g + a2), — (a1 + 2a2)}-

Notamos que a quadrupla Q2 é excluida pela defini¢cao 3.6. A continuagao listamos as

triplas extraidas das quadruplas restantes.

{oq, a0, — (o + a2)}

{—(a1 + 3az), as,a; + 2as}

{a1, a1 + 3as, — (201 + 3a2) }

{a1 + ag, a1 + 2a, —(2a1 + 3az))
{201 + 3, — (a1 + az), — (1 + 2a2) }
{aq + 30z, —az, —(a1 +202)}

{ag, a1, —(a1 + a2)}

{0617 (5] + 30[2, —(2061 -+ 30(2))

Q1=

Qs =

Quando F* corresponde a uma estrutura quase-complexa invariante, os Unicos casos a
considerar sao (6) e (7) na figura 2.4. Nestes casos podia-se assumir €,, = +1, dado que a
reflexdo r; com respeito a v satisfaz 1 (ag) = g +as e ri(a;+2as) = a3 +2a; implicando que
r1 deixa F* invariante, e portanto os valores admitidos quando €,, = —1 ficam determinados
por simetria. No nosso caso, esta invarianca nao garante a simetria dos resultados, por isto
temos de estudar todas as opcoes para as raizes longas.

No Apéndice E listamos, em forma de lemas, as f-estruturas invariantes localmente
transitivas.

Da mesma forma que em B3 e C5 temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.14. Seja F a variedade bandeira mazimal associada a G4, munida de uma
f-estrutura invariante F. Entio F é (1,2)-admissivel se e somente se F € localmente tran-

sitiva.
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Demonstracao : As f-estruturas localmente transitivas que podem ser definidas em F sao
descritas a partir dos Lemas E.1 a E.7 no Apéndice E. Para mostrar que qualquer f-estrutura
localmente transitiva é (1,2)-admissivel as (1,2)-triplas em G5, tem que satisfazer 3.1 e 3.2

no Teorema 3.1. A menos de sinais, as triplas que aparecem em G5 sao as seguintes:

{al,ag,—(al +C¥2)} {&27061 +20[2,—<C¥1 +30&2)}
{Oél, oy + 3@2, —(20[1 + 3052)} {Ozl + g, (X1 -+ 20[2, —(20&1 + 30&2)}
{ag, a1 + ag, —(ay + 2as)}.

Ao fazer os calculos diretos verificamos que qualquer f-estrutura que nao é localmente tran-

sitiva também nao é (1,2)-admissivel. |

3.5 f-Estruturas Completamente Nao Transitivas

A demonstracao da equivaléncia das condigoes localmente transitiva e (1,2)-admissivel no
caso das dlgebras do tipo A,, e os célculos feitos nos casos Bs, C3, G5 sugerem a equivaléncia
destas duas condigoes no caso geral. Sé conseguimos mostrar a suficiéncia para um tipo
especifico de f-estruturas que, em analogia com o caso A,,, serao chamadas completamente

nao transitivas . Primeiro algumas defini¢oes e alguns lemas inspirados no caso A,,.

Definicao 3.15. Seja Il um sistema de raizes e F uma f-estrutura invariante nao trivial

sobre F. Dizemos que F € transitiva se todas as triplas de Il sao do tipo {0, 1,2}.

Lema 3.16. Assuma posto(g) > 2 e F a variedade bandeira maximal associada a G. Seja
F uma f-estrutura invariante transitiva definida sobre F, entao F corresponde a estrutura

quase-complexa invariante canonica.

Demonstracao : Primeiro devemos mostrar que F ¢é de fato estrutura quase-complexa, isto
é, q° é trivial. Se posto(g) > 2, e @ é uma raiz simples, existe pelo menos uma raiz 3 de altura
maior ou igual que dois, isto é, existe v € II com # = « + ~. Considere a tripla {«,~, —f},
como F é transitiva, ¢, # 0. Se a nao é simples existe 3,7 € Il com a = § + v. Na tripla
{B,~, —a} pela transitividade de F ¢, também deve ser diferente de zero. Concluimos assim
que q° é trivial e portanto F ¢ uma estrutura quase-complexa. Agora o fato de sé aparecer

triplas do tipo {0, 1,2} e q° ser trivial garante que o conjunto P = {a € I, &, = +1} ¢
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uma escolha de raizes para alguma ordem lexicografica, dado que P é fechado pela soma e
PU—P =11 Assim F = {e, =41 se « € II"} e pela Proposi¢do 2.4 em [40], F é a

estrutura quase-complexa canonica. [ |

Definicao 3.17. Dizemos que uma f-estrutura invariante F € completamente nao transitiva
(abreviado CNT) se ela nao possui triplas de raizes do tipo {0,1,2}. Um exemplo destas
estruturas, que justifica a sua nomenclatura, € fornecido pelas f-estruturas associadas com
digrafos CNT no caso A,.

Lema 3.18. Seja uma quddrupla de raizes QQ = {«, 3,7,0} com a+ F+~v+6 = 0. Suponha
que em () nao existem pares de raizes iguais ou opostas, entao o numero de triplas extraidas

de () € quatro.

Demonstracao : Note que o sistema gerado pela quadrupla de raizes () no lema é um
sistema de posto menor ou igual a trés. Pelas condigoes da quadrupla, os tinicos casos onde
a condicao é nao vazia sao Go, A1 ® G, Az, B3, (5. O caso (G5 foi analisado na Secao 3.4 e
na pagina 46 vimos que a quantidade de triplas extraidas para cada quadrupla é quatro.
A1 ® G satisfaz o lema pela andlise anterior. No caso As, as Figuras 2.5-2.7 mostram o lema

e para os casos Bs, (5 veja as paginas 41, 43. |
Lema 3.19. Uma f-estrutura invariante CNT definida sobre F € localmente transitiva.

Demonstragao : Seja Il o sistema de raizes correspondente a F. Se dim(I1) = 1 a dondigao
localmente transitiva é vazia, assim assuma dim(II) > 2. Pela Defini¢ao 3.17 e pelo Lema
3.18 para qualquer quadrupla de raizes em II a quantidade de triplas extraidas sao quatro e
do tipo {3,0,0}, {1,2,0},{2,1,0}, {1,1,1} ou {0, 3,0}. Portanto as unicas possibilidades de
que tal f-estrutura nao satisfaga a condicao (ii) na definigdo 3.6 é quando trés de tais triplas
sejam do tipo {3,0,0} e a outra do tipo ndo permitido, ou trés triplas sejam do tipo {1,1, 1}
e outra do tipo nao permitido (veja condigao (7i) na definigdo 3.6). Isto é impossivel, dado
que cada raiz ou sua oposta aparece em uma das quatro triplas, a combinatéria das raizes
nao permite os casos citados. [ |

Agora estamos prontos para demonstrar o seguinte:

Lema 3.20. Toda f-estrutura invariante CNT € (1,2)-admissivel.
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Demonstragao : Como F nao contém triplas do tipo {0, 1,2} as métricas admitidas devem
satisfazer a condi¢ao 3.1 no Teorema 3.1. Assim, como no caso A,, a métrica Cartan-Killing
em que \, = 1 para toda « € II, satisfaz esta condicao. |

Em analogia com o caso A,, damos também a seguinte definicao .

Definigao 3.21. Em uma tripla de raizes {a, 3,7~} do tipo {0,1,2}, com €4 = €5 # €4, 7
serd dito basee «, 3 lados. Uma raiz o € 11 € dita uma base (lado) se for base (lado) para

alguma tripla de raizes de II.

Lema 3.22. Em uma f-estrutura invariante transitiva F existe uma raiz que € base mas

nao € lado para alguma tripla de raizes em II.

Demonstragao : Sendo F transitiva, existe um conjunto de rafzes positivas IIT tal que
go = +1, se a € II*. Seja p a raiz de maior altura em IIT. Entdao p € IIT e ¢, = +1.
Considere a tripla {a, 8, u}. Como a+ 3+ p = 0, pela maximalidade de p temos que « e 3
estao em II7. Logo —1 = ¢, = €3 # ¢, portanto p ¢é base. Pela arbitrariedade de «, 3 fica
demonstrado o lema. |

Assuma F uma f-estrutura invariante definida sobre F e II o sistema de raizes corres-

pondente. A restricao da F a um subsistema de II serda chamada f-subestrutura.

Conjectura 3.23. Seja F uma f-estrutura invariante localmente transitiva que nao ¢ CNT.

Entao em 11" existe uma raiz o que € base mas ndo € lado em alguma tripla de II.

Vale a pena notar que se a Conjectura 3.23 é verdadeira, temos uma demonstracao para

a seguinte conjectura.
Conjectura 3.24. Seja (F, F,ds?%). Se F ¢é localmente transitiva entao F é (1,2)-admissivel.
Para finalizar o capitulo, aplicando o Teorema 1.25 e o Lema 3.5 temos:

Teorema 3.25. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao par, com estrutura
quase-complezxa J, forma de Kdhler Q e ¢ : (M, g,J) — (F,F) uma aplicagio f-holomorfa
(dpoJ = Fodp) com F CNT, assuma ademais que M é co-simplética, isto é d*Q) = 0.

entao ¢ € harmonica com respeito a métrica Cartan Killing.
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CAPITULO 4

Condicoes de Integrabilidade

Neste capitulo voltamos a considerar a variedade bandeira geral Fg. Estudamos sob que
condicoes Fg é f—Kahler. Estudamos também as condigoes de integrabilidade das dis-
tribuicoes determinadas por uma f—estrutura invariante sobre qg e analizaremos as f-
estruturas horizontais.

Seja (M, J, g,2) uma variedade Hermitiana diferencidvel, onde J é uma estrutura quase-
complexa e ) a forma de Kéahler associada a métrica g. Dizemos que M é quase-Kdhler se a
forma de Kéhler Q é fechada, isto é se dQ2 = 0. Se ademais J é integréavel (isto é, o tensor de
Nijenhuis N identicamente nulo) dizemos que M é uma variedade Kdhler. No contexto de
variedades diferenciaveis gerais, temos também a eqiiivaléncia entre o paralelismo da J, isto
¢ VJ =0, onde V ¢ a conexao Riemanniana associada a ¢, e o fato da M ser uma variedade
Kahler (veja [20]). Por isto, o andlogo para a f—variedade (M,F,g) da condicao Kéahler é
que a F seja paralela. Notamos que no caso invariante (Fg, J®, A®), como foi mostrado em

[40] e [41], quase-Kéahler implica Kahler. Daqui temos a seguinte definigao:

Definicao 4.1. Seja F© uma f—estrutura invariante sobre Fg. Dizemos que Fg € uma

f—wvariedade Kdihler se F© ¢ paralela.

Usando as equagoes (1.7), (1.30) e (1.31) chegamos ao seguinte resultado.

o1
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Proposicao 4.2. Para cada X,, X5 € q5 temos:

A(ed —€9) + A5 (e§ —€9) + A9 5(e§ + €5 — 222, 5)
209
a+p

(er)(Xa, Xﬁ) = Z'ma”g

com a, 3 €1Il\ (O).

Da proposicao anterior é facil ver que se existem triplas do tipo {0,3,0},{1,2,0} ou
{2,1,0} a f—variedade bandeira nao pode ser Kéhler. Aqui recuperamos a condigao de nao
existéncia de triplas do tipo {0, 3} no caso de estruturas quase-complexas invariantes. Assim

em Fg temos o seguinte resultado.

Lema 4.3. Uma condicio necessdria e suficiente para (Fo, F©, A®) ser uma f—wvariedade
Kihler € que em qe ndo existam triplas do tipo {0,3,0},{1,2,0} ou {2,1,0}. Em particular
para (F(n), F,\) Kdhler, o digrafo associado a F omite as configuragées (2),(3) e (6) na
Figura 2.4.

Notamos que a f—variedade (F(3),F,A) é Kahler quando a F corresponde aos digrafos
(1), (4), (5) e (7) na Figura 2.4. Em F(4), corresponde aos digrafos (16) na Figura 2.5 e
(29), (32), (33) e (36) na Figura 2.6.

No Capitulo 1 vimos que uma f—estrutura F define, sobre o espaco tangente a variedade,
dois operadores de projecao complementares [, p. No caso de variedade bandeira geral Fg,
considere os operadores [ e p definidos sobre qg da mesma forma que em (1.8) e com as
propriedades dadas em (1.9). Estes operadores determinam em qg distribuigoes complemen-
tares L e P. Nosso proposito daqui para frente consiste em estudar, em termos de raizes,
condigoes de integrabilidade para F, L e P.

Sabemos que P ¢ integravel se e somente se P ¢é involutiva (veja por exemplo [13] e [20]),
isto é I[pX,pY]| = 0 para todo X,Y campos vetoriais na variedade. Assim no nosso caso,
(Fo, F©, A®), fixando uma base de Weyl, tome X,, X3, a, 3 € IT\ (©) elementos bésicos e

P e L as duas distribuicoes determinadas por [, ¢ em gqg. Temos:

pXa,pXp] = U(F®)* + 1)(Xa), (F)* + 1)(Xp)]
1[—(e9)2 X, + Xa, —(58)2X5 + X5
(()(€8)? — (£2)? — (£8)* — D[ Xa, Xy

«

= map((e9)*(5)* — (£8)* = (§)* + 1)(eQ:5)* Xass
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Do anterior concluimos:

Teorema 4.4. Uma condicdo necessdria e suficiente para a distribuicao P ser integravel é
que em qe ndo existam triplas do tipo {2,1,0}. No caso F(n) esta condi¢ao diz que o digrafo

associado a F omite o subdigrafo (2) na Figura 2.4.

Demonstracgao : Pelas contas acima, P ¢é integravel se e somente se

(e)?(€5)” = (e2)” = (e5)* + 1)(ed45)* = 0,

assim P nao é integravel nos casos onde ((¢7)*(e5)* — (¢5)> — (€5)* +1) # 0 e (¢7,5)* # 0,
ou seja, nos casos onde £ = 8(3 =0ec? s = £1, demonstrando assim o teorema. |

Agora, L é integravel se e somente se p[lX,,{Xg] =0 com o, 5 € I\ (O); mas

pliXa,1Xp] = ((FO) + D[~ (F°)*Xa, =(F°)*Xg]
(£8)*(5)*((F°)* + 1)[Xa, Xg]
= map(ed)*(5)* (L — (604 5)°) Xass-

Daqui temos o seguinte teorema:

Teorema 4.5. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para a distribuicao L ser integrdvel é
que em qg nao existam triplas do tipo {1,2,0}, ou {1,1,1}. No caso F(n) esta condi¢io é
equivalente a que o digrafo associado a F omita os subdigrafos (3), (4), (5) na Figura 2.4.

Demonstragao : Vimos que L ¢é integravel se e somente se (¢5)*(e5)*(1 — (¢9,4)%) = 0,
assim os tinicos casos onde L ndo ¢ integravel sao quando (¢9)%(e§)? # 0 e 1 — (g5, 5)* # 0.
Por isto L nao é integravel se €9 = 41 e 65 =+lec? s = 0 0 que corresponde ao tipo de

triplas e subdigrafos mencionados no teorema. [

Teorema 4.6. Uma condi¢do necessdria e suficiente para a f—estrutura invariante F© de-
finida sobre Fg, ser parcialmente integrdvel é que nao existam em qe triplas do tipo {0,3,0},
{1,2,0} e {1,1,1}. Em F(n) esta condi¢io equivale a ndo existéncia de subdigrafos do tipo
(3), (4), (5) e (6) na Figura 2.4.
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Demonstracao : Usando a definicao de tensor de Nijenhuis dada na secao 1.4.1 e as

propriedades dos operadores F© e [ dadas em (1.8) e o teorema 1.13, temos para X, X5 € q5:

N(1X,,lX5) = [FOIX,, FPIXg| — FOIFOIX,, X5 — FOIX,, FOIXs] — l[IXa, 1 Xg]
[FOX,, FO Xy — FOIFOX,,1X5] — FOlIX,, FOX5] — l[I X0, Xp]
= —eqe5[Xa, Xp] — FO(ie2 (e5)*[Xa, Xo]) — FO(i(ed)?eF [Xa, Xp]) +
—l(i(ed)? (6?) (68+)°[Xa, X))
= eJef(—14¢e5ed 5 +edes s —e5eg (€5945)°) [ Xa, Xg]
Assim os tinicos casos onde F© nao ¢ parcialmente integravel sao quando 525? #0e (-
55 corp T esenis —e0eg (€8, 5)%) # 0. Do anterior temos que egef = £1 e em ambos casos
€ +ﬁ deve ser zero, produzindo assim as triplas e as configuragoes dos digrafos mencionadas.

Agora utilizando as equagoes (1.19) e (1.20) temos o seguinte teorema:

Teorema 4.7. Seja F© uma f—estrutura invariante definida sobre Fg, com L e P in-
tegrdveis. Uma condicdo necessdria e suficiente para F© ter suas componentes locais in-
dependentes das coordenadas € que ndao existam em qe triplas do tipo {2,1,0}, {1,2,0} e
{1,1,1}. Em F(n) esta condicdo equivale a ndo existéncia de subdigrafos do tipo (2), (3),
(4) e (5) na Figura 2.4.

Demonstracao : pelo teorema 1.17, as componentes locais da F© sao independentes das
coordenadas se N(IX,pY)=0e

N(1X,,pXp) = [FPIX,, FOpXs] — FO[FOIX,,pXs] — FOIX,, FOpXs] — l[I X, pXg]
—FOlFO X, pXg| — l[I X, pXg]
—FO[FOX,, (F®)2Xg] — FOIF®X,, Xs] — l[IXa, (FO)2Xg] — 1[I X4, X4]
= —FO(—ied(e§)?[Xa, X5l) — FO(ieQ[Xa, Xp]) + (FO)?((e9)?(e5)?[Xa» X))
—~1(8' Xa, Xg))

= 5S€S+ﬁ( - (565>2 + 58(59)2 S-i-ﬁ - €a5a+ﬁ)[XaaXﬂ]

Logo as componentes locais dependem do sistema de coordenadas nos casos onde €9 Jr 5 #0

1—(e90) +e5(e5)%es s — eneqss # 0, isto é, quando efel, s = —1 e £ = 0, fornecendo

o~ o+

as triplas e os digrafos no teorema. |
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Teorema 4.8. Uma f—estrutura invariante F© definida sobre Fg € integrdvel se e somente
se ndo existem em qe triplas do tipo {0,3,0}, {2,1,0}, {1,1,1} e {1,2,0}. Em F(n) esta
condi¢ao equivale a nao existéncia de subdigrafos do tipo (2), (3), (4), (5) e (6) na figura

2.4, isto €, o digrafo associado a F, € isomorfo ao digrafo nulo ou ao torneio canénico (ver

por exemplo [27], [33], [9]).

Demonstracao : Imediata aplicando na Definicao 1.18 os Teoremas 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7. A

Estendemos assim o teorema dado por Burstall [7] para estruturas quase-complexas in-
variantes no qual ele mostra que uma estrutura quase-complexa é integravel se e somente se
o torneio associado é isomorfo ao torneio canonico, ou seja, nao contém tri-ciclos (triplas do
tipo {0,3,0}). Observamos também que a condigao de integrabilidade dada aqui é mais forte
que a condigao Kéhler. Por exemplo, para F(3) as f—estruturas invariantes associadas aos
digrafos (4) e (5) sao Kéhler mas nao sao integraveis. De igual forma, em F(4) as f-estruturas
associadas aos digrafos (29), (32) e (34) sao Kéhler mas nao integréveis. Uma justificativa
para a observagao anterior é que o paralelismo da F© garante que as distribuicoes qg, qg,

sdo integraveis mas nao garante a integrabilidade da F®. De fato, se F© ¢ paralela,
FOIX,Y] = VxF®Y — VyFOX, (4.1)

para quaisquer X, Y, logo para X,, X5 na base de Weyl associada a q5 temos F°[X,,, X5] =
VXQFGXQ — VXB}"@XW Assim se X, X3 estao na mesma distribuigao temos Fo (X, Xp] =
ie9[X,, X5]. Agora para F® ser integravel é preciso que N(X,Y) = O. Usando as equagoes
(1.10) e (4.1) temos

1/2N (Xa, X5) = (£9)°V o, X5 — (€9)°Vx, X5 — (62, 5)*[ X, X5].

O lado direito nao é nulo em geral. Se F© é uma estrutura quase-complexa, é claro que
N =0.

Para finalizar este capitulo consideramos uma classe de f—estruturas caracterizadas em
[3] e [28] as f—estruturas horizontais.

Este tipo de estruturas foram estudadas por Black em [3].

Definicao 4.9. [3/ Uma f—estrutura invariante definida sobre F que satisfaz [q7,q7] C b

serd dita uma f-estrutura horizontal.
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Teorema 4.10. Se F ¢ horizontal entio F é CNT e portanto (1,2)-admissivel.

Demonstracao : E fécil ver da Definicao 4.9 que em ¢ nao podem existir triplas do tipo
{0,1,2} logo F é CNT e pelo Lema 3.20 (1,2)-admissivel. |

Note que nao toda f—estrutura CNT é horizontal, veja por exemplo (4), (8) na Figura
2.5 e (22), (23) na Figura 2.6.



CAPITULO 5

Variedades Bandeira e Curvatura

Neste capitulo, consideramos a variedade bandeira geral Fg (veja segao 1.2 e especificamente
(1.2)) como um espago homogéneo redutivo, munida da métrica U-invariante A® e uma
estrutura quase-complexa invariante F. Nossa referéncia central é a se¢ao 2 no capitulo X
de [24]. O objetivo principal deste capitulo é explorar a forma para a conexdo Rieman-
niana associada com a métrica A® (veja Capitulo 1, se¢do 1.6) para calcular algumas classes
de curvaturas, de forma que permita comparar os resultados que aparecem nas variedades

bandeira com caracterizagoes geométricas ja existentes (veja por exemplo [42], [12]).

5.1 Curvatura Seccional de (Fg, A®)

Em (1.30) demos a forma da conexao Riemanniana para Fg = G/Pg = U/Kg em termos de
elementos bésicos em q5. Também na Proposi¢do 2.3 no capitulo X em [24] é dado o tensor

de curvatura em by correspondente a conexao dada em (1.29) é:
R(X, Y )p, = [V*(X), V¥ (V)] = VIO(X, Y]ge ) — ad([X, Y])

para todo X,Y € gqo. Com gg e tg como em (1.5). Aqui V% representa a conexao Rieman-
niana em qo € | Jgo.| Jto representa a projegao do colchete sobre os respectivos espacos.

Com isto estamos prontos para calcular algumas curvaturas em Fg.

57
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Sabemos de [20] que para cada plano gerado pelos vetores X,Y no espago tangente a

variedade, a curvatura seccionaldo plano é definida por

K(X,Y)=A°(R(X,Y)X,Y) (5.1)

Tambem na Proposigao 2.3 do Capitulo X de [24] temos que

R(X,Y )y, = [VI(X), VI (V)] = V([X, Y]ge) — ad([X, Y]e)

(5.2)
para todo X, Y € qe.
Assim aplicando as equagoes (5.1) e (5.2) temos:
K(X,Y)=A%(VxVyX = VyVxX — Vixyp,, X — [X, Y], X],Y) (5.3)

Suponha agora que [X, Y], = 0. Usando (5.3), (1.29) e a invarianga de (-, -) (1.26) temos:

K(X,Y)

= AO(VxVyX,Y) = A9 (VyVxX,Y) - A (VixyX,Y)

A (L[X, VyX],Y) + A®(3(A®)[X,A®Vy X],Y)
—A°(3(A®)THAOX, Vv X],Y) = A°(G[IX, Y], X],Y)+

—1(A®)[X, Y], A®X],Y) + A®((A®)THAC[X, Y], X]Y)

([X. VyX],A®Y) + L{[X, A%V X], V) — J([A®X, Vy X],Y)

[, Y], XT, A%Y) = 5([[X, Y], A®X], ) + 5([A°[X, Y], XT, V)

5
—{3
5
—{—2(Vy X, [X,A®Y]) — $(A°Vy X, [X,Y]) + L(Vy X, [A®X,Y])  (5.4)
X,

+3(VxX, [V APY]) = 5V X, [V, Y]) — 3(Vx X, [A®Y,Y])

<[ ] [Xa AeY]) - %<[X7 Y]v [A®X7 Y]) + %<A®[X7 Y]7 [X7 Y]>}
Y], [X,A°Y]) — $((A®)HAPX, Y], [X, A°Y])

{

N =

+3((A®) X, A®Y], [X, APY]) — H(AP[X, Y], [X, Y])
+3([AOX, YT [X,Y]) + 1{(A®) 71 A®X, Y], [A®X, Y])
—L{(A®)71[X, A®Y], [APX,Y))

Lema 5.1. Considere a variedade bandeira maximal F, e os vetores basicos Ay, Sa, « € I1.

Entao

(’l) K(Aa, Sg) = K(Sa, Sﬁ) = K(Aa, Ag) = —£a,5m3ﬂ + ffa’gm%aﬁ, onde

M40 =20 Bhass
2(Aats) 2

faﬂ = )\a—l—)\g—f—
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(i) K(Aa, S—o) = —4Xoa(H,)
Demonstracao :
(i) E imediato usando (5.4) e (1.6) e a propriedade ma_z=m>, ;.

(ii) Na variedade bandeira maximal o tnico caso onde [X,Y], # 0 é quando X = A, e

Y =5_,, em tal caso [A,, S_,] = 2iH,, resultando em

K(Aa,S-0) = A(Va. Vs .An S )= AMVs Vi Aa, S_0)
“A(Vias ot Aas S—a) = AA([Aa, Sals) Aas S-)

= A(%[Aa, Vs . Adlg S—a) + A(%Afl[Aa, AVs  Aulg S—a)+
—A(%A‘I[AAQ, Vs oAalg: S—a) — A(%[S_a, Va, Aul, S—a)+
—A(%A‘l[S,a, AV 4, Anlg, S—a) + A(%A‘l[AAa, Vi, Adlg, S—a)+
—ds3 ([[Aa, S_alps Aal, S-a)

- _{%QQAOH VSfaAoz}m S—a> + %([Aaa AvSfaAoz]m S—a>+
—%([AAQ, VSfaAa]m S—Oé> - %([S—m VAaAa]CD S—oz>+
—5([S-a, AVa Adlg S-a) + 3([AAa, Va, Aala, S-a)
Ao([20Hy,y A, S—a)

= _{_/\70<VSfaAom [Aou S—a]q> - %<AVSfaAon [Aou S—a]q>+
+3(Vs_ o Aa, [Ma, S_alq) + 28 (Va, Aa, [S—a, S—alq)+
+3(AVA, Aa, [S-a; S-alq) = 5(Va, Aa, [Ma, S_alg) }+
+2Xo(a(Hy) S0, S—a)

= —4\a(H,).

Portanto K(A,,S_.) < 0 dado que a(H,) é um racional positivo.

5.2 Curvatura e Estrutura Quase-Complexa

Seja (F, F, A) uma variedade quase-Hermitiana, isto é F corresponde de fato a uma estrutura

quase-complexa. Suponha que «, § € ¥ entdo o — (3 nao é raiz e (5.5) se reduz a:

K(Aa, Sﬁ) = K(Sa, Sg) = K(Aa, Ag) = —§aﬂmiﬂ.
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Suponha agora que (F, F, A) é Kéhler e que {«, 3, —(a+ )} é uma {0, 1, 2} —tripla. Existem

quatro casos:

1. Se Ay = A\g + Aqyp, temos:
K(Aq, Sp) = K(Sa, S5) = K(Aq, Ag) = —2X5(ma)* < 0.

2. Se A\g = Ay + Ao1, temos:

K(Aa,Sg) = K(Sa, Ss) = K(Aa, Ag) = —2Xa(ma)? < 0.

3. Se Aoy + Ag = o1, temos:
22X\
K (Aa, Sg) = K (S, 85) = K (Aa, Ag) = 35 Aﬂﬂ

(ma75)2 > 0.

4. Se Aot = 2A,, temos:

K(Aa,S5) = K(Sa, Ss) = K(Aa, Ag) = Aa(mas)® > 0. (5.7)

Agora quando a— 3 é também raiz e {«, 3, —(a+0)}, {5, —a, a— 3} sa0 {0, 1, 2} —triplas,
temos os seguintes casos:

1. Se A\, = )\g -+ )\aJr@, entao )\a,g = Ao + )\5,
Ao

K(Aow Sﬂ) - K(Saa Sﬁ) - K(Aow Aﬁ) - _2)\,8{(77%,6)2 - 7(7”&,—6)2}'
Ao+ A

2. Se )\5 = )\a + )‘oc-i—ﬁ entao )\a_g = )\a + )\5,

K(Aa,S5) = K(Say S5) = K(Aa, Ag) = —2Xa{(map)? — —2—(m
’ Ao + Ag

3. Se Aatp = Aa + Ag, entao:

e Se A\, = \g + \o_p, temos:
Ao

2 2
)\a+)\ﬁ (mayﬁ) + (ma7,ﬁ> }

K(Au, Sg) = K(Sa,Sp) = K(Aa, Ag) = —2X{—
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e Se \g = Ay + A\o—p, temos:

Ag
Mo+ Ag

K(Aa, Sp) = K(Sa, Sp) = K(Aa, Ag) = —2Xa{— (Ma5)? + (Ma,—)°}.

Exemplo 5.2. No caso invariante (F(3),F,A) Kdhler e

0 Aa 24
A= X 0 A, )
200 Ao O

ou seja estamos no caso 4 do item (ii) acima. Como a + 2(3,2a + 3 ndo sao raizes, temos:

K(AOH Sﬁ) - K(SCH Sﬁ) - K(AOH Aﬁ) - )‘a(mmﬁ)z?

a+ﬁ) = K(Aom Soz-i—ﬁ) = K(Sou Aa+,@) -

= K(Som Aa-i—ﬁ) = K(SﬁvAoa-‘rﬁ) - K(55>Aoz+ﬁ) =0
K(Aa, Sa) = K(Ag, Sﬁ) = 4)\aOé<Ha) >0

=
N
:

S

Assim a curvatura escalar de (F(3)) € 3\ (mag)* + 8\a(Hy) > 0.
Também temos a curvatura de Ricci Ric(Ay+p) = Ric(Satp) = 0, e Ric(Ay) = Ric(Ag) =
Ric(Sa) = Ric(Ss) = 2o (map)? + 4Xa(H,) > 0.

Das F(n) este é o unico caso onde Ric > 0.

Nas secoes a seguir estudamos alguns tipos de curvatura tais como Curvatura Bi-seccional
Holomorfa , e Curvatura Seccional Kdhleriana, com a finalidade de conhecer alguns aspec-
tos da geometria e topologia da variedade (F,F |A) através dos possiveis valores destas

curvaturas, (ver por exemplo [24], [42], [12], [37]).

5.3 Curvatura Bi-seccional Holomorfa

Seja (N, J, g) uma variedade Riemanniana Hermitiana, H BRiem” (X,Y’) denota a curvatura

biseccional holomorfa de N, dada pela seguinte férmula (veja [24]):

HBRiem™ (X,Y) = g(RN(X,J X)Y,JY),
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onde RY ¢ o tensor de curvatura em N. No nosso caso, (F, F,A), e lembrando que para os

vetores basicos A,, S
f(Aa) = Z‘:ozSom JT(Soc) = _EOcAom

temos:

HBRiem(Aa, Ss) A(R(Aa, F (Aa)Ss, F (Ss))
—A(R(Aa,€054)53,€345)
—asMN(R(Aqw, Sa)Ss, Ag)
HBRiem(Aas, Ag) = AR(Aa,F (An))Ap, F (Ap))
= A(R(An,€054)A3,6353)
= €ap\(R(An, Sa)Ags, Sp)
—2a8MN(R(Aa, Sa)Ss, Ag)
HBRiem(Sa, Sg) = AR(Sa,F (S4))Ss, F (Ss))
= A(R(Sa; —cadla)Ap, —£5A5)
= €A (R(Sa, Au)Ss, Ap)
= —c,63A(R(An, Sa)Ss, Ap)
Por tanto
HBRiem(Aa, Sg) = HBRiem(A,, Ag) = HBRiem(Sq, S3) =
= —gagp(mg 5(2A8 — 2Xa + Aass) — %miﬁg)
enquanto
HBRiem(Ay, S—o) = A(R(Aa, F (A4))S—0, F (S-a))
= 2A(R(As, S5 0)S o, Ad)
—A(R(Ada, S—a)Au, S—a)
—K(Aa, S-0a)
= da(Hy)a > 0.

Agora suponha que (F,F ,A) é Kéhler e tome «a, 3 € 3, entdo o — 3 néo é raiz; portanto:
HBRiem(Ay, Sg) = —eaggm? 5(2X5 — 2Xa + Aasp)

logo se {a, B, —(a+3) } ¢ uma {0, 1,2} —tripla o tinico caso interessante é quando Ay 5 = 2A,,

resultando em
HBRiem(Ay, Sg) = —2m?2 sAa < 0.
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Do anterior, e pelo resultado obtido por Siu e Yau [42], se (F, A, F ) é Kéhler ela nao

pode ser biholomorficamente equivalente a nenhum espago projetivo CP(n).

5.4 Curvatura Seccional Kahleriana

Seja P um 2-plano gerado por uma base ortonormal X, Y define-se o angulo de P, 6 € [0, 7]
por:
cos(0) = |g(X, F Y)

e a curvatura seccional Kéhleriana K*(P) como:

vpy . AE(P)
K*(P) = 1 + 3cos?(0)

No nosso caso, normalizando A, e Sz a, 3 € II, eles sao uma base ortonormal para q. Se

P = ger{A,, S} C q temos:

cos(0) = [A(Sa, F (Sp))| = [A(Aa, —e5As)| =
= [Aa(Aa, Ag)|

Assim cos() somente serd diferente de zero quando 5 = -« e nesse caso cos(f) = 1, pela

normalizagao da base. Sendo assim,
K*(P) = K(P)=-4\,a(H,) <0.

Logo quando (F,F,A) é Kéhler ela nao pode ser holomorficamente isométrica a nenhum

espago projetivo CP(n) (veja [24] pag.369).
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APENDICE A

F-Estruturas (1,2)-admissiveis e métricas

correspondentes em Aj

Apresentamos as f—estruturas invariantes definidas na variedade bandeira maximal asso-
ciada a Az que sao (1,2)-admissiveis e suas respectivas métricas. As classes mencionadas a
seguir correspondem aos digrafos mostrados nas Figuras 2.5-2.7.

As classes (1)-(3), (6)-(7), (15), (25) admitem métricas (1,2)-simpléticas sem nenhuma
condi¢do. Na classe (4) a f— estrutura e¢ a familia de métricas (1,2)-admissivel correspon-

dentes sao :

O =k O
|
—_

o O o O
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Na classe (5) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao

) )\12 = )\23-

o O = O
o o o O

0
1
0 -1
0

Sao :
0 1 0 0
-1 0 1 0
€= . Aoz = Asy.
-1 0 —
0O 1 0

Sao :

Sao :

) >\12 = )\13 = )\34-

0

|

—
o O O =
_ o O =

Na classe (11) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 11
-1 0 0 0
€= ;A2 = A3 = g
-1 0 0 O
1 00
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Na classe (12) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 0 0 1
0 0 0 1
€= , A1a = Agg = Agq.
0 0 0 1
-1 -1 -1 0

Na classe (13) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0O 1 1 -1
-1 0 0 O
€= ;A3 = Aqa.
-1 0 0 O
1 0 0 O

Na classe (14) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0o -1 -1 1
0 0 0 1
€= . A3 = Age.
0 0 0 1
-1 -1 -1 0

Na classe (16) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :

;A = A2+ Aoa.

O O =

0
0
0 0 O
-1 -1 0
Na classe (17) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :

o A= A2+ A, Aoz = Ao

@)

|

—_
o O = O
o O = =
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Na classe (18) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 0 1
-1 0 -1 1
€= s A = A2 F Ao, A2 = Ags.
0 1 0 O
-1 1 0 0

Na classe (19) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 0 -1
-1 0 1
£ = . Aoz = Agg.
0 -1 0
1 -1 0

Na classe (20) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 -1 1
-1 0 0 1
€= ;A = A2+ Aog.
1 0 0 O
-1 -1 0 0

Na classe (21) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 0 1
-1 0 0 1
€= ;A = g+ Agg.
0O 0 0 -1
-1 -1 1 0

Na classe (22) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes
a0 :
—1

) )\13 = )\12-

|
—_
(e
o o o
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Na classe (23) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :

-1 0 0 1

€= ;A3 = Mg
1 0 0 0
1 -1 0 0

Sao :
0O 1 0 1
-1 0 -1 0
€= ;A2 = Aoz = Azq = A
0 1 0 1
-1 0 -1 0

Sao :
0 1 0 1
-1 0 1 0
€= ;A2 = Ay = Asg
0O -1 0 1
-1 0 -1 0

Na classe (27) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 0 1
-1 0 1 0
€= . A2 = Aig, Aoz = Asg.
0O -1 0 —
-1 0 1 0

Na classe (28) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes
S0 :
0o 1 -1 -1

1
€= ;A3 = A, Aoz = Az + Aqa.
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Na classe (29) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 1 1
-1 0 1 1
€= ;A3 = Aig+ Aas, A = Ao+ Aas.
-1 -1 0 0
-1 -1 0 0

Na classe (30) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :

;A1 = A2 Ao, Aoz = Mg+ Ags.

—_
o O = =

-1 -1 0

Na classe (31) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 -1 1
-1 0 0 1
€= , Az4 = A3+ Ay, Aoy = Asg.
1 0 0 1
-1 -1 -1 0

Na classe (32) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :
0 1 0 1
-1 0 -—-11
€= s A= A2 F Aag, Azg = Aoz Aag, A = Az, Ao = s,
0 1 0 1
-1 -1 -1 0

Na classe (33) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :

1
€= ;A2 = Az + Ags.
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Na classe (34) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

sao :
o 1 -1 -1
-1 0 1 1
€= c A== Mgy Aas = Ao
1 -1 0 O
1 -1 0 O
As classes (35) e (36) e as métricas (1,2)-admissiveis que elas admitem foram bastante

estudadas em [33] e [9].
Na classe (35) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes

Sao :

-1 0 1 1

€= ;A3 = A2+ Mgz, Aog = Aog + Asa.
-1 -1 0 1
1 -1 —1 0

Na classe (36) a f— estrutura e a familia de métricas (1,2)-admissiveis correspondentes sao :

o 1 1 1
-1 0 1 1

o 1 -1 0 1]’ Mg = A3+ Azs = Az + Ao, Az = Ao+ Aoz, Ao = Ao + Agu
-1 -1 -1 0
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APENDICE B

F-Estruturas Invariantes Localmente

Transitivas em DBs

Apresentamos em forma de Lemas as f—estruturas invariantes localmente transitivas defi-
nidas na variedade bandeira maximal associada a Bjz. Observamos que nas demonstragoes
sO apresentaremos as quadruplas onde a condicao localmente transitiva nao é satisfeita, no
resto dos casos basta verificar que todas as quadruplas satisfazem esta condi¢cao. Lembramos
que F' corresponde a F restita as raizes longas de Bs e as quadruplas mencionadas neste

apendice aparecem na pagina 41.

Lema B.1. Se F! corresponde a (1) na Figura 2.5, F € localmente transitiva para qualquer

valor de eq, es, es.

Lema B.2. Se F' corresponde a (2) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 1,60, = 1,6, = £1.
(i) €ey = —1,6c, = —1,6,, = £1L.
Demonstracgao :

73
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(i) Se g, = —1 em Q17 ndo se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6 e se €., = 1 em Q13

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(ii) See., = —1 em Q15 nado se cumpre a condigao (i) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Q17

nao se cumpre a condigao (71) na definigao 3.6.

Lema B.3. Se F! corresponde a (3) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 1,6, = 1,60, = £1.
(1) €ey = —1,6¢, = —1,6¢, = —1.
Demonstracao :

(i) Se €., = 1 em 1 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na defini¢ao 3.6 e se ., = —1 em Q3

nao se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(ii) Se g, = —1 em @ nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

Lema B.4. Se F! corresponde a (4) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 1,6, = £1.
(11) €y = 1,60, = 1,6,, =0, —1.
(111) ey = 1,60, = —1,6., = —1.
(1v) ey = —1,6¢, = 1,6, =0, 1.

(V) €ey = —1,6¢, = —1,6., = 1.

Demonstracgao :
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(i) Se €., = £1 em @ nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(ii) Se e, =0,—1 em () nado se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.
(iii) Se g,, = —1 em )3 ndo se cumpre a condicao (i) na definigdo 3.6.
(iv) Se ., = 0,1 em @1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(v) Se g, =1 em @3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
|

Lema B.5. Se F! corresponde a (5) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = —1,8,, = *1.
(17) €y = 1,60, = 1,6, = —1.
(111) ey = 1,60, = —1,6., =0, —1.
(V) €y = —1,80, = 1,60, = 1.

(V) €ey = —1,6¢, = —1,6,, =0, 1.

Demonstracao :

(i) Se €., = £1 em 1 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(ii) Se e,, = —1 em @3 nao se cumpre a condigao (77) na defini¢ao 3.6.
(iii) Se g,, =0,—1 em @; nao se cumpre a condigao (7i) na defini¢ao 3.6.
(iv) Se ., = 1 em ()3 ndo se cumpre a condi¢do (ii) na definigao 3.6.

(v) Se e,, = 0,1 em () nao se cumpre a condi¢ao (77) na defini¢ao 3.6.

[

Lema B.6. Se F' corresponde a (6) e (7) na Figura 2.5, a F ndo € localmente transitiva

50 nos casos onde as trés raizes tomam valores nao nulos ao mesmo tempo, isto é:
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(i) €y = 1,60, = 1,6, = £1.
(ii) oy = 1,60, = —1, 0, = %1.
(111) €y = —1,6¢c, = 1,6, = £1.
(1v) ey = —1,6¢, = —1,6., = £1.
Demonstracao :

(i) Se €., = 1 em 1 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na defini¢ao 3.6 e se ., = —1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(ii) Se €., = —1 em @3 ndo se cumpre a condi¢ao (77) na defini¢ao 3.6 e se ., = 1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na definigao 3.6.

(ili) Se €., =1 em ()3 ndo se cumpre a condigao (i) na definicao 3.6 e se g, = —1 em Qg

nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.

(iv) Se g, = —1 em @ ndo se cumpre a condi¢do (i) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Q3

nao se cumpre a condigao (71) na definigao 3.6.
[

Lema B.7. Se F! corresponde a (8) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €es = 0,60, = 1,8, = 0.
(11) ey = 0,60, = —1,6,, = 1.
(111) ey = 1,60, = 1,6., = 1.
(1v) €ey = 1,6¢, = —1,8., =0, 1.
(V) €ey = —1,6¢, = 1,6, = —1.

(Vi) €ey = —1,60, = —1,6., = 0,—1,1 ou seja neste caso nenhuma f—estrutura invariante

¢ localmente transitiva .
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Demonstracao :
(i) Se ., = 0 em @13 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.
(ii) Se e,, = £1 em @2 nao se cumpre a condigao (77) na defini¢ao 3.6.

(iii) Se €., =1 em )y ndo se cumpre a condigao (i) na definicao 3.6 e se g, = —1 em Q3

nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.
(iv) Se g., = 0,1 em @2 nao se cumpre a condigao (ii) na defini¢ao 3.6.
(v) Se g,, = —1 em Qg ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

(vi) Se ., = —1 em ()1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €., = 0 em @
nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigdo 3.6 e se ., = 1 em (Y3 ndo se cumpre a

condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
|

Lema B.8. Se F! corresponde a (9) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 1,60, = 0,6, = 1.
(17) €y = 1,60, = —1,6,, = £1.
(111) €y = —1,6¢, = 0,6, = £1.

() €ey = —1,6c, = 1,6, = 0,—1,1, ou seja neste caso nenhuma f—estrutura invariante é

localmente transitiva.
(V) €ey = —1,6e, = —1,6,, =0, 1.
Demonstracgao :

(i) Se €., = 1 em Q3 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na definicao 3.6 e se ., = —1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
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(ii) Se €., = —1 em @3 ndo se cumpre a condi¢do (77) na defini¢ao 3.6 e se g, = 1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
(iii) Se €., = £1 em @ nado se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

(iv) Se g, = 0,—1 em @; nado se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢do 3.6 e se g,, = 1 em

()2 nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
(v) Se g,, = 0,1 em () nao se cumpre a condi¢ao (77) na defini¢ao 3.6.
[ |

Lema B.9. Se F! corresponde a (10) na Figura 2.5, F nao € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 1,6, = 1.
(17) €y = 1,60, = 1,6, = —1.
(110) ey = 1,6c, = —1,6., = —1.
(1v) ey = —1,60, = 0,6, = %1

(V) €ey = —1,60, = 1,6, = 0,%1, ou seja neste caso nenhuma f—estrutura invariante é

localmente transitiva.

(Vi) €ey = —1,6¢, = —1,2., = 0,1, —1, ou seja neste caso nenhuma f—estrutura invariante

¢ localmente transitiva.
Demonstracao :
(i) Se €., =1 em Qg nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
(ii) Se e, = —1 em Qg nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
(iii) Se g,, = —1 em )3 ndo se cumpre a condicao (i) na definigdo 3.6.

(iv) Se e,, = 1 em @ nao se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.



79

(v) Se g, = 0,—1 em @; nao se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢do 3.6 e se g,, = 1 em

@2 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(vi) Se g, = 0,1 em @; ndo se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢ao 3.6 e se g,, = —1 em

Q¢ ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
|

Lema B.10. Se F' corresponde a (11) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 1,6, = £1.

(77) €y = 0,60, = —1,6,, = 1.
(111) €ey = 1,60, = 0,2, = 1.

(1v) ey = 1,66, = 1,6, = 0,1

(V) €ey = —1,6¢, = 1,6, =0,—1.

(Vi) ey = —1,6¢, = —1,6., =0, 1.
Demonstracao :

(i) Se g, = £1 em @3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
(ii) Se g, =1 em Qg nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(i) Se ., = 1 em Qg ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(iv) Se g., = 0,1 em Q3 ndo se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
(v) Se g, = £1 em ()1 nado se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(vi) Se e, = 0,1 em @)y nao se cumpre a condicao () na definigao 3.6.
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Lema B.11. Se F' corresponde a (12) na Figura 2.5, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 1,6, = £1.
(11) €ey = 0,60, = —1,6¢, = 1.
(171) €y = 1,6, = 0,6, = £1.
(1v) €y = 1,60, = 1,60, =0,—1
(V) €ey = 1,6¢, = —1,8., = 0,1
(Vi) ey = —1,60, = 0,6, = 1.
(Vii) €ey = —1,6¢, = 1,80, =0, 1.

Demonstragao :

(i) Se €., =1 em @3 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na definicao 3.6 e se ., = —1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
(ii) Se ., = 1 em @3 nao se cumpre a condigao (i1) na definigao 3.6.
(iii) Se ., = £1 em ()3 ndo se cumpre a condicao (i) na definigdo 3.6.
(iv) Se g., = 0,—1 em @2 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
(v) Se e, =0,1 em @2 nao se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.
(vi) Se g., = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.

(vii) Se €., = 1 em @3 nao se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢do 3.6 e se ., = 0 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
[

Lema B.12. Se F' corresponde a (13) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
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(i) €ey = 1,60, = 1,6, = —1.
(11) ey = 1,60, = —1,2,, = 1.
(iii) oy = —1,e0, = 0,,, = £1.
(10) €y = —1,60, = 1,6, =0, —1
(V) €ey = —1,6c, = —1,6,, =0,—1
Demonstracao :
(i) Se g,, = —1 em @3 nao se cumpre a condigao (7i) na defini¢ao 3.6.
(ii) Se g, =1 em Qg nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
(iii) Se g,, = £1 em )1 ndo se cumpre a condicao (i) na definigdo 3.6.
(iv) Se ., = 0,—1 em ()1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(v) Se e,, =0,—1 em Q3 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na defini¢ao 3.6.
|

Lema B.13. Se F' corresponde a (14) na Figura 2.5, F ndo ¢ localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 1,60, = 0,8, = *1.
(11) €y = 1,60, = 1,6,, = 0, —1.
(117) €y = 1,60, = —1,6,, =0, 1.
(1) €ey = —1,6¢, = 1,6, = —1
(V) €ey = —1,6c, = —1,6,, =1

Demonstragao :

i) Se e,, = =1 em (7 nao se cumpre a condicao (7i) na definicao 3.6.
1
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(ii) Se g, = 0,—1 em @1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(iii) Se g,, = 0,1 em @ nado se cumpre a condigao (7i) na defini¢ao 3.6.
(iv) Se g., = —1 em (g nado se cumpre a condi¢do (i) na definigao 3.6.
(v) Se ., =1 em Qg ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.
[

Lema B.14. Se F' corresponde a (15) na Figura 2.5, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(Z) €ez3 = 17562 = 1,561 = +1.
(”) €ez = 17562 = _1,661 = =+1.

(111) ey = —1,6¢, = 1,6., = 0,%1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante é localmente

transitiva.
(i) €y = —1,6c, = —1,6., = 1.
Demonstracgao :

(i) Se g, = 1 em Q1 ndo se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6 e se g., = —1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(ii) Se €., = —1 em @3 ndo se cumpre a condi¢do (77) na definicdo 3.6 e se g, = 1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(iii) Se g, = 1 em ()3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢do 3.6, se €., = —1 em Qg
nao se cumpre a condi¢do (i) na definigdo 3.6 e se ., = 0 em (15 ndo se cumpre a

condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(iv) Se g, = —1 em ()1 nao se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €., = 1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na definigao 3.6.
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Lema B.15. Se F' corresponde a (16) na Figura 2.5, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.
(77) €y = 0,60, = 1,6, =0, —1.
(171) €y = 0,6c, = —1,6,, = 1.
(10) ey = 1,60, = 0,6, = 1.
(V) €ey = 1,66, = 1,60, = 1.

(Vi) €y = 1,60, = —1,6, = £1.

(Vii) €ey = —1,80, = 1,6, = 0,£1 ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente
transitiva.

(Viii) ey = —1,60, = —1,6,, = —1.

Demonstragao :

(i) Se g, =1 em @3 nao se cumpre a condigao (77) na definigao 3.6.

(ii) Se g, = 0,—1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(ili) Se €, = 1 em @3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
(iv) Se ., = 1 em ()3 ndo se cumpre a condi¢do (i) na definigao 3.6.

(v) Se g, = 1 em ()1 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.

(vi) Se g,, = —1 em Q2 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na definigdo 3.6 e se €., = —1 em

(@3 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(vii) Se €., = 1 em @2 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na defini¢do 3.6 e se ., = —1,0 em

()3 nao se cumpre a condi¢ao (ii) na defini¢ao 3.6.

viii Se €., = —1 em ()1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
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Lema B.16. Se F! corresponde a (17) na Figura 2.5, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.

(11) ey = 0,60, = 1,60, = 0, £1, ou seja aqui nenhuma f—estrutura invariante é localmente

transitiva.

(i) €cy = 0,60, = —1,e., = 1.

(1v) ey = 1,6¢, = 0,80, = 1.

(V) €ey = 1,6e, = 1,60, = 1.

(Vi) €ey = 1,6¢, = —1,6, = 1.

(Vii) €cy = —1,6¢, = 0,6¢, = 1.
(Viii) ey = —1,80, = 1,60, =0, —1.

(iz) ey = —1,60, = —1,6., = £1.
Demonstracao :

(i) Se €., =1 em Q3 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(ii) Se €., = 1 em Q2 ndo se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢do 3.6 e se g,, = 0,—1 em

@3 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(iii) Se g., = 1 em ()3 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.
(iv) Se e., = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(v) Se ., = 1 em (1 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.
(vi) Se g,, = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

vii) Se ., =1 em ()5 nao se cumpre a condicao (7i) na definicao 3.6.
1
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(viii) Se €., =0, —1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

(ix) Se ., = —1 em @)1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €., = 1 em @

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
[ |

Lema B.17. Se F' corresponde a (18) na Figura 2.5, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.

(11) ey = 0,60, = 1,60, = 0, £1, ou seja aqui nenhuma f—estrutura invariante é localmente

transitiva.

(111) €y = 0,6c, = —1,6,, = 1.

(1v) €ey = 1,6¢, = 0,6, = 1.

(V) €ey = 1,6¢, = 1,60, =0, —1.

(Vi) €ey = 1,6, = —1,6., = £1.

(Vii) €ey = —1,60, = 1,6, =0, £1.
Demonstragao :

(i) Se €., =1 em Q3 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(ii) Se €., = +1 em @1 nado se cumpre a condi¢do (77) na defini¢ao 3.6 e se g, = 0 em Q3

nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
(iii) Se ., = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.
(iv) Se g., = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(v) Se ge, =0,—1 em @; nao se cumpre a condigao (7i) na defini¢ao 3.6.

(vi) Se ., = —1 em @2 nao se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €., = 1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
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(vii) Se g,, = 0,1 em (); nao se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €,, = —1 em

@3 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

Lema B.18. Se F' corresponde a (19) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.
(17) €y = 0,60, = 1,6, = 1.
(111) €ey = 0,60, = —1,2,, = 1.
(1v) €ey = 1,6¢, = 0,6, = 1.
(V) €y = 1,6c, = 1,6, = £1.
(Vi) €ey = 1,60, = —1,6., = 1.

(vii) €ey = —1,6c, = 0,6, = 0, %1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.
(Viii) ey = —1,6¢, = 1,6, =0, —1.
(iz) ey = —1,60, = —1,6., = 1.
Demonstracao :

(i) Se g, =1 em 1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.
(ii) Se g, =1 em Q3 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(iii) Se ., = 1 em (1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(iv) Se ., = 1 em ()1 ndo se cumpre a condi¢do (i) na definigao 3.6.

(v) Se ., =1 em Q2 ndo se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6 e se g,, = —1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
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(vi) Se ., = 1 em @1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

(vii) Se €., = 0,—1 em (); nado se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €,, = 1 em

()2 nado se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(viii) Se €., =0, —1 em )1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(ix) Se €., = 1 em Q2 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na defini¢ao 3.6.
[

Lema B.19. Se F' corresponde a (20) e (21) na Figura 2.5, F ndo é localmente transitiva

$6 nos sequintes casos:
(i) €es = 0,60, = 0,8, = 1.
(i1) €ey = 0,60, = 1,6, =0, —1.
(117) €y = 0,6c, = —1,6,, = 1.
(1v) €ey = 1,6¢, = 0,6, = 1.
(V) €ey = 1,6e, = 1,60, = 1.
(Vi) ey = 1,6¢, = —1,6., = £1.

(Vii) ey = —1,6c, = 1,6, = 0,21, ou seja aqui nenhuma f—estrutura invariante € local-

mente transitiva.
(Viti) ey = —1,6¢, = —1,6., = —1.
Demonstracao :
(i) Se g., =1 em @3 nao se cumpre a condi¢ao (7i) na definigao 3.6.
[(ii) | Se €¢, = 0,—1 em @3 nao se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢do 3.6.
(i) Se ., = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

(iv) Se ., = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.



(v) Se ., = 1 em )1 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.

(vi) Se ., = —1 em ()2 ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se ¢, = 1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢ao 3.6.

(vii) Se e, =1 em Q2 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6, se g, = 0, —1 em @3

nao se cumpre a condigao (77) na definigao 3.6.
(viii) Se €., = —1 em ()1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
|

Lema B.20. Se F' corresponde a (22) na Figura 2.5, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(1) €ey = 1,60, = 1,6, = —1.
(11) ey = 1,60, = —1,6,, = %1.
(171) €y = —1,6¢c, = 0,6, = £1.

() €ey = —1,6., = 1,6, = 0,21, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.

(V) €ey = —1,6e, = —1,6,, =0, 1.

Demonstracao :
(i) Se €., = —1 em @3 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(ii) Se ., = —1 em () ndo se cumpre a condigao (7i) na definigdo 3.6 ¢ se €., = 1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢ao 3.6.
(ili) Se €., = £1 em () nado se cumpre a condi¢ao (ii) na defini¢ao 3.6.

(iv) Se g, = 0,—1 em @; nado se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢do 3.6 e se g,, = 1 em

(@2 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(v) Se e,, = 0,1 em () nao se cumpre a condi¢ao (7i) na defini¢ao 3.6.
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Lema B.21. Se F' corresponde a (23) na Figura 2.5, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 1,6, = —1.
(11) €ey = 0,60, = —1,6,, = —1.
(111) €ey = 1,60, = 0,6, = —1.
(1v) €ey = 1,60, = 1,6, = £1.

(V) €ey = 1,6¢, = —1,6., = —1.
(Vi) €y = 1,6¢, = —1,6, = £1.
(Vii) €ey = —1,6¢, = 0,6, = —1.

(Viii) ey = —1,60, = —1,6., = 1.
Demonstracao :

(i) Se €., =1 em Q3 nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
(ii) Se g, = 0,—1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(ili) Se €, = 1 em @3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
(iv) Se g,, = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.
(v) Se g, = 1 em (1 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.

(vi) Se g, = —1 em @2 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(vii) Se ., = 1 em @2 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na defini¢do 3.6 e se ., = 0,—1 em

()3 nao se cumpre a condi¢ao (ii) na defini¢ao 3.6.

(viii) Se g, = —1 em ()7 nao se cumpre a condi¢do (7i) na definicao 3.6.
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Lema B.22. Se F' corresponde a (24) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 0,60, = 1,6, = £1.

(17) €ey = 1,6, = 1,6., = 0,21, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.

(117) €y = —1,60, = 1,6¢, = 0,£1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante é localmente

transitiva.
Demonstracao :
(i) Se g, = £1 em @ ndo se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.

[(ii) ] Se €, = 0,1 em () nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6 e se ., = —1 em

()¢ nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(iii) Se g, = 0,1 em @1 nao se cumpre a condigao (i) na definicao 3.6 e se ., = —1 em

()2 nado se cumpre a condi¢ao (ii) na defini¢ao 3.6.
[

Lema B.23. Se F! corresponde a (25) na Figura 2.6, a F ndo é localmente transitiva sé

nos casos onde as trés raizes tomam valores nao nulos ao mesmo tempo, isto é:
(i) €y = 1,60, = 1,6, = £1.
(11) €y = 1,60, = —1,6,, = 1.
(171) €y = —1,6c, = 1,6, = £1.
(1) €y = —1,6c, = —1,6., = 1.
Demonstracgao :

(i) Se €., =1 em @1 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na definicao 3.6 e se ., = —1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.



91

[(ii) | Se €., = —1 em )3 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigdo 3.6 e se €., = 1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6..

(iii) Se €., = 1 em ()3 nao se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €., = —1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(iv) Se ., = —1 em ()1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €., = 1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
|

Lema B.24. Se F' corresponde a (26) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 0,60, = 1,6, = £1.

(ii) €ey = 1,6, = 1,6., = 0,21, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.

(111) ey = 1,60, = —1,8,, = —1.

(1v) ey = —1,60, = 1,6, = 0,£1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante é localmente
transitiva.

(V) €ey = —1,6¢, = —1,6., = —1.
Demonstracao :
(i) Se g, = £1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.

[(ii) | Se ¢, = 1 em @ ndo se cumpre a condigao (i) na definicao 3.6, se g., = 0 em @3
nao se cumpre a condi¢ao (77) na definigdo 3.6 e se €., = —1 em (s nao se cumpre a

condigao (ii) na definigdo 3.6.
(ili) Se €, = —1 em @ nado se cumpre a condi¢do (ii) na defini¢ao 3.6.

(iv) Se g, = 1 em )3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se ., = 0, —1 em

@3 nao se cumpre a condi¢ao (77) na defini¢ao 3.6.
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(v) Se g, = —1 em 1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

Lema B.25. Se F' corresponde a (27) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(1) €ey = 0,60, = 1,6, = £1.
(11) ey = 0,60, = —1,6,, = *1.
(111) €y = 1,6, = 1,6, =0, 1.
(1v) €ey = 1,6¢, = —1,6., =0, 1.
(V) €y = —1,60, = 1,6, =0,—1.
(Vi) ey = —1,60, = —1,6, =0, —1.
Demonstracgao :
(i) Se g, = £1 em (Y3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
[(ii) ] Se €., = £1 em (3 nado se cumpre a condi¢ao (ii) na defini¢do 3.6.

(ili) Se ., = 1 em @y nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢do 3.6 e se ., = 0 em Q3

nao se cumpre a condigao (71) na definigao 3.6.
(iv) Se €., = 0,1 em @2 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
(v) Se g, =0,—1 em @3 nao se cumpre a condigao (7i) na defini¢ao 3.6.

(vi) Se ., = —1 em ()1 nao se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €., = 0 em @y

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
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Lema B.26. Se F' corresponde a (28) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €es = 0,60, = 0,8, = —1.

(11) ey = 0,6, = 1,6, = 0,%1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.

(117) €y = 0,60, = —1,6,, = —1.

(1v) €ey = 1,6¢, = 0,6, = —1.

(V) €ey =1,6c, = 1,6, = —1.

(Vi) ey = 1,6¢, = —1,6, = —1.

(Vii) €ey = —1,6¢, = 0,6, = —1.
(viii) ey = —1,6¢, = 1,6, =0, 1.

(ix) ey = —1,6¢, = —1,6., = £1.
Demonstracao :

(i) Se €., =1 em ()1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(ii) Se ., = 0,1 em () ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €,, = —1 em

()¢ ndo se cumpre a condi¢ao (ii) na defini¢ao 3.6.

(iii) Se €, = —1 em (), nado se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6 .
(iv) Se ., = —1 em )y ndo se cumpre a condi¢do (%) na definigao 3.6.

(v) Se g, = —1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(vi) Se ., = —1 em @1 nao se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.
(vii) Se €., = —1 em Qg ndo se cumpre a condi¢ao (i7) na defini¢ao 3.6.

(viii) Se €., = 0,1 em )1 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.



94

(ix) Se g., = 1 em Q3 nao se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €., = —1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

Lema B.27. Se F' corresponde a (29) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €es = 0,60, = 0,8, = 1.

(11) ey = 0,6, = 1,6, = 0,£1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.
(171) €y = 0,6c, = —1,6,, = 1.
(1v) €ey = 1,6¢, = 0,6, = 1.

(V) €ey = 1,66, = 1,6, = 1.

(Vi) €ey = 1,6¢, = —1,6., = 1.
(Vii) €ey = —1,6c, = 0,6, = 0, %1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente
transitiva.

(Viii) ey = —1,80, = 1,60, =0, —1.
(it) €ey = —1,60, = —1,60, = 1.
Demonstracao :
(i) Se g, =1 em 1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.

(ii) Se g, = 1 em Q2 ndo se cumpre a condi¢ao (i7) na definigdo 3.6, se €., = —1 em @3
nao se cumpre a condigdo (i) na defini¢do 3.6 e se ., = 0 em Q9 ndo se cumpre a

condigao (ii) na definigao 3.6.
(iii) Se g,, = 1 em (1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6 .

(iv) Se ., = 1 em @1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
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(v) Se e, = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(vi) Se g., = 1 em ()1 ndo se cumpre a condi¢do (i) na definigao 3.6.

(vii) Se €., = 0,—1 em (); nado se cumpre a condi¢do (i) na definigdo 3.6 e se ¢,, = 1 em

()2 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(viii) Se e., =0,—1 em (; nao se cumpre a condi¢ao (7i) na definigao 3.6.
(ix) Se e., = 1 em @2 ndo se cumpre a condigdo (i) na definigao 3.6.
[

Lema B.28. Se F' corresponde a (30) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 0,60, = 0,6, = *1.

(11) ey = 0,60, = 1,6, = 0,£1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.
(117) €y = 0,6c, = —1,6,, = £1.
(1v) ey = 1,60, = 0,6, = £1.

(’U) Eeg = 17562 - _1,561 = +1.

(Vi) ey = —1,60, = 1,8, = 0,£1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante é localmente
transitiva.
Demonstracao :
(i) Se €., = —1 em (1 nado se cumpre a condi¢ao (7i) na defini¢ao 3.6 e se ., = 1 em Q3

nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.

(ii) Se €., = 0,—1 em () nao se cumpre a condigdo (7)) na definigdo 3.6 e se €,, = 1 em

@10 nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
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(iii) Se g, = —1 em @ nado se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(iv) Se g, = —1 em @ ndo se cumpre a condi¢do (i) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Q3

nao se cumpre a condigdo (71) na definigao 3.6.

(v) Se g, = —1 em @; nao se cumpre a condigao (ii) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Q3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(vi) Se €., = 0,1 em @1 ndo se cumpre a condigao (7i) na defini¢do 3.6 e se ., = —1 em

(3 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.
[ |

Lema B.29. Se F' corresponde a (31) na Figura 2.6, F ndo ¢ localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 0,8, = 1.

(77) €y = 0,60, = 1,6,, =0, —1.
(111) €y = 0,6c, = —1,6,, = 1.
(1v) €ey = 1,60, = 0,6, = £1.

(V) €ey = 1,6¢, = 1,6, =0,—1.
(Vi) €ey = 1,6¢, = —1,8., =0, 1.
(Vii) €ey = —1,60, = 0,6, = £1.

(Viii) €y = —1,6¢, = 1,6, =0, —1.

(ix) ey = —1,6¢, = —1,6., =0, 1.

Demonstragao :

(i) Se €., =1 em Q3 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
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(ii) Se g, = 0,—1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.
(i) Se ., = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6 .
(iv) Se g., = £1 em ()3 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.
(v) Se g, =0,—1 em @2 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6.
(vi) Se g,, = 0,1 em () nao se cumpre a condi¢do (77) na defini¢ao 3.6.
(vii) Se €., = £1 em @); ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
(viii) Se €., = 0,—1 em )1 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.
(ix) Se ., = 0,1 em @; nao se cumpre a condigao (ii) na defini¢ao 3.6.
|

Lema B.30. Se F' corresponde a (32) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ey = 0,60, = 0,6, = 1.

(11) ey = 0,6, = 1,6, = 0,£1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.
(171) €y = 0,6c, = —1,6,, = 1.
(1v) €ey = 1,60, = 0,6, =0, 1.
(V) €ey = 1,6e, = 1,60, =0, —1.
(Vi) ey = 1,6¢, = —1,8., =0, 1.

(vii) ey = —1,6c, = 1,6, = 0, %1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.
Demonstracgao :

(i) Se €., =1 em Q3 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.



(ii) Se €., = +1 em @1 nado se cumpre a condi¢do (77) na defini¢ao 3.6 e se ., = 0 em Qs

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(i) Se ., = 1 em @3 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

(iv) Se ., = 0,1 em Q2 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(v) Se g, =0,—1 em @1 nao se cumpre a condigao (7i) na defini¢ao 3.6.

(vi) Se g., = 0,1 em Q3 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.

(vii) Se €., = 0,1 em (); nao se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se ¢,, = —1 em

()2 nado se cumpre a condi¢ao (ii) na defini¢ao 3.6.

Lema B.31. Se F' corresponde a (33) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 1,6,, =0, —1.

(11) €y = 1,60, = 1,6., =0, —1.

(iii) €cs
(iv) e,
(v) &y
(vi) Ee,

1,€¢, = —1,6,, = £1.
—1,e¢, = 0,6, =0, 1.
—1,e., = 1,6, = *1.

—1l,e., = —1,e., = 0,%1,0u seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.

Demonstracao :

(i) Se g, =0, —1 em Q13 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.

(ii) Se g, = 0,—1 em @1 ndo se cumpre a condigao (ii) na definigao 3.6.

(iii) Se g, = —1 em @2 nado se cumpre a condicao (i) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
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(iv) Se ., = 0,1 em 1 nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(v) Se g, =1 em (2 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6 e se g.,, = —1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢ao 3.6.

(vi) Se €., = 0,—1 em @; nado se cumpre a condi¢ao (7) na defini¢do 3.6 ¢ se £,, = 1 em

()17 nao se cumpre a condi¢ao (7i) na definigao 3.6.
[

Lema B.32. Se F! corresponde a (34) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva sé nos

sequintes casos:

(i) €ey = 0,60, = 1,8, = *1.
(11) ey = 0,60, = —1,6,, = %1.
(11i) €ey = 1,60, = 0,6,, = £1.
() €y = 1,6, = 1,6, = £1.

(V) €ey = —1,6¢, = 0,6, = £1.
(Vi) €y = —1,6c, = —1,6., = 1.

Demonstracgao :

(i) Se g,, = 1 em @2 nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigdo 3.6 e se e, = —1 em Qg

nao se cumpre a condic¢do (7i) na defini¢ao 3.6.

(ii) Se ., =1 em Q2 nao se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6 ¢ se e, = —1 em Qg

nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.

(iii) Se g,, = 1 em @2 nao se cumpre a condigao (iz) na defini¢do 3.6 e se g,, = —1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na definigao 3.6.

(iv) Se €., = 1 em 1 nao se cumpre a condi¢ao (7i) na definigdo 3.6 e se ., = —1 em @3

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
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(v) Se g, = —1 em @; nao se cumpre a condigao (ii) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Qs

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(vi) Se g, = —1 em @ ndo se cumpre a condi¢do (i) na defini¢do 3.6 e se g, = 1 em Qs

nao se cumpre a condigao (71) na definigao 3.6.

Lema B.33. Se F' corresponde a (35) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €ez3 = 07562 = 07561 =1
(”) Eeg — 07562 = _1a561 =1

(111) €ey = 1,€e, = 0,2., = 0,21, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.
(1) ey = 1,60, = 1,6., =0, —1.
(V) €cy = 1,60, = —1,6,, = 1.

(Vi) ey = —1,60, = 0,2., = 0,£1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante é localmente

transitiva.
(Vii) €cy = —1,6¢, = 1,6, = 0,—1.
(Viii) €y = —1,6¢, = —1,6¢, = 1.
Demonstracao :
(i) Se g, =1 em (2 nao se cumpre a condi¢ao (7i) na definigao 3.6.
(ii) Se g, =1 em ()1 nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(iii) Se g, = 0,—1 em @2 nao se cumpre a condigdo (i) na definicdo 3.6 e se ., = 1 em

()15 nao se cumpre a condic¢do (i) na defini¢ao 3.6.

(iv) Se g,, = 0,—1 em Q5 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
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(v) Se e, = 1 em 1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6.

(vi) Se g, = 0,—1 em Q; ndo se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢do 3.6 e se e,, = 1 em

()2 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6.
(vii) Se ., =0,—1 em () ndo se cumpre a condi¢ao (ii) na definigao 3.6.
(viii) Se €., = 1 em Q)3 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
[ |

Lema B.34. Se F' corresponde a (36) na Figura 2.6, F ndo é localmente transitiva sé nos

sequintes casos:
(i) €es = 0,60, = 0,8, = 1.
(11) ey = 0,6, = 1,6, =0, —1.
(111) €y = 0,6c, = —1,6,, = 1.

(1v) ey = 1,60, = 0,6, = 0,£1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente

transitiva.
(V) €ey = 1,6¢, = 1,6, =0, —1.

(Vi) ey = 1,6¢, = —1,6., = 1.

(Vii) €ey = —1,6c, = 0,6, = 0, %1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente
transitiva.
(viii) ey = —1,6c, = 1,6, = 0,%1, ou seja nenhuma f—estrutura invariante € localmente
transitiva.
(ix) ey = —1,60, = —1,6., = 1.
Demonstracao :

(i) Se €., =1 em ()1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.



Se €., = 0 em Qg ndo se cumpre a condi¢do (i) na defini¢do 3.6 e se ., = —1 em Qg

nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.
Se g, = 1 em ()1 nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

Se €., = 1 em @; ndo se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢do 3.6 e se ., = 0,—1 em

()2 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.
Se €., = 0,—1 em ()2 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na definigao 3.6.
Se g., = 1 em ()1 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6.

Se €., = 0,—1 em () ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €,, = 1 em

()2 nado se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6.

Se g,, = 0,—1 em () ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se €,, = 1 em

()3 nao se cumpre a condi¢ao (ii) na defini¢ao 3.6.

Se g, = 1 em Q3 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6.



APENDICE C

Métricas (1,2)-simpléticas em Bj

Apresentamos as métrica (1,2)-simpléticas associadas as f—estruturas invariantes (1,2)-
admissiveis na variedade bandeira maximal associada a Bsz. Lembramos que os valores de

Al aparecem no Apéndice A. Logo, aqui colocaremos somente os valores de

Eeq >\el
fc - 862 A Fec — AC - A€2
663 )\63

1. F!= (1) na figura 2.5 os tinicos casos interessantes sio quando o autovalor g, é nio
nulo em pelo menos duas raizes a € Il e nesse caso o valor da métrica nessas raizes
deve ser o mesmo. Nos outros casos a métrica toma valores sem nenhuma restrigao ,

além das ébvias, (positividade, simetria).

2. F'= (2) na figura 2.5 os tnicos casos interessantes sao

0 Aey 0 Ae,
@F =1 1 [, A= Mo+, | @F=| -1 [, A= X, — Ao
1 Aes —1 Ay

3. F'= (3) na figura 2.5 temos:
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(a) € =0
1. €, = €, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.
ii. €eqg = 0861 = 1, )\23 = )\51.
iii. €., =0, e &, = —1 nao existe restri¢oes para a métrica.
V. €., = leg, =0, A2 = A,
V. Eey = ]_861 = 1, )\12 = /\62 e )\23 = )\61 — )\62.
vi. Eeqg = 1861 = —1, >\12 = )\62 = )\e1 = )\62.
Vil. €ey, = —1ee; =0, Aag = Ae,.
viii. €eqg = —1661 = 1, )\23 = )‘61 + )\52 e )‘61 = /\62.
ix. Eeqg = —].Efel = —1, /\23 = )\61 - )\62.
(b> €eg =1
1. €., = €¢, = 0 nao hdé restricoes para a métrica.
. €., =0 ece., =1temos \a3 = A, = ey
iii. €., =0 ee,, = —1temos A\, = ;.
iv. €, =1 e e, =0 temos Ajg = Ae, — Ay
V. €y = —l e e, =1 temos Aag = Ay, + Ae, € Ay, = Ay = Aoy
<C> Ces = -1
1. €, = €, = 0 temos Aoz = Ae,.
. e, =0 e e, =1 temos Mg = A, = ey = Aos.
iii. €., =0 e e, = —1temos A2 = A, = A,
iv. €., =l ee,, =0 temos A2 = Ay, + Aes-
V. €y =l eee, = —1temos A\ig = A, + Ay € Ay = Ay = Aey.

Vi. €, = —1 e ge; =0 temos A\ = Aoy — Aey, € Ao, = Aog.
4. F'= (4) na figura 2.5 temos:

(a) € =0

1. €, = €, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.



ii.
111.

v.

vi.
Vii.

Viil.

(b) e

il.
iii.
iv.

V.

vi.

(c) Ee

il.
iii.
iv.

V.

vi.
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€e, = 0ge, = 1 nao hé restrigoes para a métrica.
Eey =0, € 6., = —1 temos o3 = A, .

Eeg = 1861 = O, )\12 = )\62 = )\23.

. €ey, = —le., = 0 nao hé restricoes para a métrica.

Eey = —lee, =1, Ae; = Aoy
€eqg = —1631 = 0, )\23 = )\e2~

862 = —1661 = —1, )\23 = >\€1 — )\62.

. €ey = €¢; = 0 nao ha restricoes para a métrica.

Eey =0 e e, =1 temos A\, = Ae,.

Eey =0 € e, = —1 temos Agg = A, = Ay

Eey =l e e, =1 temos Mg = Aey, — Aey € Ay = ey
Eey = —l e g, =0 temos A, = A,.

Eey = —l e e, =1 temos Ao, = Ay = A,

. Eey = €y = 0 temos A\jg = A,.

Eey =0 e e, =1 temos Ajg = Ae; = Ay

Eey =0 €., = —1 temos A\ = Ae; = Aoy = Aas.

Eey =l e e, = —1temos Aag = A, + Ae, € Ay, = Ay = Ay
Eey = —1l € €e; =0 temos Mg = ey — Ay

Eey = —1l € &g, = —1 temos Mg = Aoy — Aey € Ay, = Ay

5. F'= (5) na figura 2.5 temos:

(a) ey

ii.
1il.

1v.

. €ey = €¢; = 0 nao ha restricoes para a métrica.

Ee, = 0, = 1 temos Mgz = A, .
€e, = 0, € €., = —1 nao ha restricoes para a métrica.

€e, = le., = 0 nao hé restrigcoes para a métrica.
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V. €, = leo, = ltemos Aoz = A, — Ao,

Vi €, = leg, = =1, Ae;, = Aey.
Vii. €eqg = —1661 = 0, )\23 = )\52.
(b) €e, =1

1. ¢, =€, = 0 temos A2 = A,.
. €., =0 ee., =1 temos Mg = Aey € Aoy = ey
iii. €., =0ee., =—1temos A\jg = A, = A,

iv. g, =1l eec., =0 temos A\jg = Aey — Ao,

V. €y =l eee, =1temos Mg = Aoy — Aey, € Ay = Aes.

Vi. €., = —lecg,, =1temos Mg = Aoy + Aey € Ay = Ay = ey

i. €., = €¢, = 0 nao hé restricoes para a métrica.
. €., =0 e e, =1 temos \ag3 = Ae; = Aes.
ili. €., =0 e e, = —1 temos A\, = A,.
iv. g, =1l ee,, =0 temos A, = A,.
V. €y =l e g, = —1temos A, = Aoy = ey

Vi. ¢, = —lee,, = —1temos Mg = A, — Ay € Aoy = Aqy.
6. F'= (6) na figura 2.5 temos:
(a) € =0
i. €., =0 e e, =0,£1 nao ha restricoes para a métrica.

. €., = leg;, = 0 temos A2 = Ae, = 4.

iii. €., =1, e g, = £1 temos A\j2 = Ae, = Ae; = A4

iv. €., = —le,, = 0 nao hé restricoes para a métrica.
V. ey = —lee, = £1 temos A\, = A,
(b> ey =1

1. €y, = ¢, = 0 temos Azq = Ae,.
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. e, =0 €€, =*£1 temos Agqy = Aey = A,
ili. €., =1l ee,, =0 temos Ao = Aey, — Ay € A3g = Ay + Aes
— e,

iv. g, = =1l e e, =0 temos A3y = A,

1. ¢, =€, = 0 temos A2 = A,.
. €., =0 €€, ==*£1 temos A\jg = Aoy = A,
ili. €., =1l ee,, =0 temos Ao = Aey, + Aey € Aga = Ay — ey

iv. g, = =l e e, =0 temos Ajg = Ay — Aey-
7. F'= (7) na figura 2.5 temos:

(a) €, =0
i. €., =0 e €., =0,—1 nao ha restrigoes para a métrica.
ii. €., =0 ec,, =1 temos \g3 = A,.
iii. €., = lee, =0, —1 temos A2 = Ae, = Ass.
V. €., =1, e ., =1 temos Mg = Ae, = A1, Aoz = Ay, — Aoy
V. €¢, = —1ee, = 0 temos A, = Aos.
Vi. €e, = —lee, = 1 temos Ae; = Ae, € Aag = Ae; + Ay, = 2.

Vil. €¢, = —lee;, = —1 temos Aoz = Ae, — A, -

1. €, = €¢, = 0 temos Azq = M.
iil. €., =0 ece,, ==£1 temos Agqy = Aoy = A,
iil. €., =1 eee, =0 temos Aja = A, — Aey € A3g = Aoy + ey

V. €, = =1l e ge;, =0 temos Agqy = A, — Ay € Aoz = Ay

1. €, = €¢, = 0 temos Ajg = A,.
ii. €., =0 €&, = =£1 temos A2 = Ay = A,

iii. €., =1 ecee, =0 temos Mg = A, + Ay € Azg = Aoy, — ey
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v.

Eey = —1l € ge; =0 temos A\jg = ey — A,

8. F'= (8) na figura 2.5 temos:

(a) ey

i.
ii.
iii.
iv.
V.

vi.

(b) e

1.
ii.
1il.

v.

() e

11.

111

1v.

=0
€e; = 0 e ., =0,—1 nao ha restricoes para a métrica.

Eey =0 e e, =1 temos Aoz = A, .

€e, = 0 € ., = —1 nao ha restricoes para a métrica.
Eey = lee, = 0 temos Aoz = Ay — Ae,.

Eey = 1, €8¢, = —1 temos A, = A,.

Eey = —1Ee;, = 0 temos Ao, = Aos.

=1

Eey = €y = 0 temos Azq = A.,.

Eey =0 €., =1 temos Ay, = A, .

Eey =0 € e, = —1temos Agqy = Ay = A,

Eey = L e e, =0 temos Mg = Ae, — ey

Eeg = —Ll e e, = =1 temos Azg = A\ey, — Aey € Aag = Ay — Aoy
=-1

. Eey = ey = 0 temos Agq = Acy.

Eey =0 €., =1 temos Agqy = Aoy = Ay

e3
. Eey =lecg =0temos A\ig = Ae, + Ay € A3y = Ay

Eey =Ll e g, =1 temos Ao = A, + Aeys Azt = Ay — Ay € A,

9. F'= (9) na figura 2.5 temos:

(a) ey

1.
ii.
iil.

1v.

=0

€e, =0 e e, =0,—1 nao ha restricoes para a métrica.
Ee, =0 e g, =1 temos A3 = A,

€e, = 0 e g., = —1 nao ha restricoes para a métrica.

Eey = 1€, = 0 temos A3 = A,

= Aoy



vi.
Vil.

viil.

ii.
iii.

1v.

ii.

€ey

=1,ece, =1temos A\, = e, = Ao.

=1,ec, = —1temos A\, = e, = A2

= —le., = 0 nao ha restricoes para a métrica.
=—1,ecg,, =1temos \e; = A, = Aqa.

=1,ee, = —1temos A\, = A,.

= &¢, = 0 temos Agq = Ae,.

=0ece, =1temos A3 = A, — Aey € A3q = Ay
=0ec, = —1temos A3y = Ay = A,

=1leec, =0temos Aja = Ae;, — Aey € Agg = Ae, + ey
= —lee, =0temos Mgy = ey — Ae, € Aoz = Ao, — Ay
1

=g, = 0 temos A2 = Aoy = Ais.

= —lec,, = —1temos \j2 = Aey — Aeyy Aey = Ay € A1z = ey

10. F'= (10) na figura 2.5 temos:

(a) €e; =0

ii.
iii.

1v.

. Eey

€ey
Eeqy

Eeq

=0 e e, =0,—1 nao ha restricoes para a métrica.
= 0g., = 1 temos A3 = A,

= 1861 =0 /\12 = )\62.

=1,ee, = —1temos \ig = A, = A;.

= —1 e €., = 0 nao ha restricoes para a métrica.
=—1,ec,, =1temos \i3 = A, = A, = Aas.

= —1,e e, = —1temos A\gg = A, = A¢;.

= g., = 0 nao ha restrigoes para a métrica.

=0eec, =1temos \i3 = A\, — Ay

— Ao,
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iii.

1v.

V.

Vi.

vii.

(©) 2o = -

i.

€ey
€eqy
Eey
€ey
Eeqy

Eey

0eece =—1temos A\ey = A, .

1ee,, =0temos Ajg = Ay, — Aey.

leee, =1temos Mg = Ay, — Aeyy A1z = Aoy — Aeg € Aey = Ay
—lee,, =0 temos A3y = A, — Ay

—lec,, =1temos Agg = Aey — Aeg, A3 = Ay — Ay € Ay, = Ao,y

€, = 0 temos Ay = Aoy = Ais.

11. F'= (11) na figura 2.5 temos:

(a) €e; =0

i. €., =0 e e, =0,—1 nao hd restricoes para a métrica.

1.
11i.
1v.

V.

(b) ee

i.
il.
iii.
iv.
V.

vi.

(¢) e

1.
ii.

111

€y = 0, = 1 temos Ay = A, = Ai3.

€eq

1861 =0 /\12 = >\e2 = /\14.
—1 e €., = 0 nao ha restri¢oes para a métrica.

—1,ee,, = —1temos A\, = A,.

€, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.

0eece =—1temos A, = A,

leeg =—1temos A2 = A, — Aey, Ata = Ay, — Aey € Ay, = Aes.
—lee,, =0 temos A\, = A,.

—lee,, =1temos M3 = Ae; — Aey, A1a = A, — Aey € Ay, = ey

—leec,, = —1temos A3y = A\, — Ay

ey = 0 temos )\13 = >\e3 = /\12.

leee, =1temos \ig = Ay + Aeys A2 = Aey + Ay € Aoy = Aoy

= —lece, = —1temos \i3 = Ae; — Aeyy A2 = Aey — Aey, € Ay, = Ao,y

12. F'= (12) na figura 2.5 temos:



(a) €cs

ii.
1il.

1v.

(b) e,

11.

111.

() e

i.
il.
iii.
iv.
V.

vi.

=0 e e, =0,—1 nao ha restricoes para a métrica.

= Oge;, = 1 temos Ay = A, = Aoy = Az4.

=le.,, =0 X34 = A, = Mg = Aos.

= —1 e ., = 0 nao ha restricoes para a métrica.

= —1,e e, = —1temos A\, = A,.

=€¢, = 0 temos Agqy = Aey = Aog = A4

=lee, =1temos gy = Aey + Aegs Aa = Aoy + Aoy, € Aag = Ay, + Ay €
= Aes = ey

=—lec,, =—1temos Agg = Ae; — Aey € Mgy = Aey = Aoy

1

= g., = 0 nao ha restrigdes para a métrica.

=0ee, = —1temos A, = A,.

=lec,, =—1temos Ay = A, — Aeyy Azg = Aey — Aey € Ay

= —lee., =0 temos A, = A,.

= —lee,, =1temos Ay = Ae; — Aeyy Azs = Aey — Aey € Aoy, = ey
= —leec, = —1temos A\, = A, = Ae,.

13. F'= (13) na figura 2.5 temos:

(a) Seee, =0

i. €., =0 e g., = 0 nao hé restri¢oes para a métrica.
ii. €., = 0ge, = 1 temos A3 = A, .

iil. €0, = 0ge; = —1 temos Ay = A,

iv. €eqg = ]_861 =0 /\12 = )\62.

V. €e, = lee, =1 Mo = Ay, = A} = Ai3.

vi. €eqg = ]_861 =—-1 )\12 = /\62 e )‘61 = )\14 + /\62.

Vil. €., = —1 e g, =0 temos Ay = A,.

= Aes.
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viil.

iX.

(b) e

11.
iil.

1v.

ii.

Eey = —l e, =1 temos A\, = Mg+ Ay, € A3 = A,

Eey = —1, €6, = —1temos Ay = Ae, + Ae; € Ay = Aoy

=1

Eey = €¢, = 0 na0 ha restrigoes para a métrica.

Eey =0 e, =1 temos A\, = Mg + Ay

Eey =0 e e, = —1 temos A\, = A,

Eey = 1l e, =0 temos A\, = A2 + Aoy, Aoa = Ay

Eey =1l e, =1 temos A\, = A, = A2+ Ay

Eey = —1 € €e; =0 temos Ay = Ay = Ae,.

Eey = —l e, = —1temos Aoy = A, = Aoy € A1 = A, + A, =2,
=-—1
. Eey = €y = 0 temos A\jg = A,

Eeg =l e e, =1 temos A, = A, + Ay € Ao = Ay + Ay, = 2,

14. F'= (14) na figura 2.5 temos:

(a) Seee, =0

1.

ii.
iii.
iv.
V.
vi.
vii.
viii.

1X.

(b) ee,

Ee, =0 € ¢,

= 0 nao ha restricoes para a métrica.

Eey = Uge, = 1 temos Ay = A, .

Eey = 0ge, = —1 temos A3 = A, .

Eey = lee, =0 Ay = A,

Eey = 16, =1 Aoy = Aoy € Mg = A, + A, = 2.

Eey = lee, = =1 i3 = Ay € Ao, = Aig + Ay

Eey = —1 ege; =0 temos Mg = A,.

Eey = —l € e, =1 temos A\e; = Mg+ Ae, € Mg = A,
Eey = —1, €6, = —1 temos A\jg = Ao, = A,

=1

Eey = €y = 0 temos A3 = A\ey = Ao



ii.

111.

() e

1.
ii.
1ii.
iv.
V.
Vi.

vii.

=1leec, =1temos A\, = A, € Aey = Ae, + A12.
=—lecg,, =—1temos A\e; = Ac, € Aj2 = Ay, + Aes.

= g., = 0 nao ha restrigdes para a métrica.

=0ee, =1temos \ig = A, = A,

=0ee,, = —1temos \¢;, = Ay, + Ai3.

=1leec, =0temos A\, = A\ey = A\1s.

=lec,, =1temos A\, = Ae; = Aoy € A1 = A, + A,
= —lee., =0temos A, = Ay, + Aio.

=—leeg,, = —1temos A\, = A¢; € Ay = A3 + Aey

15. F'= (15) na figura 2.5 temos:

(a) ey

1.

il.
iii.
iv.
V.
vi.
vii.
viii.

1X.

(b) e,

11.
iil.

1v.

=0

=0 e g,, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.

= Oge;, = 1 temos A3y = A, .

= 0g., = —1 temos Ay = A,.

=leg, =0 A2 = Ao,

=le.,, =1 Aa=Ae, € Aoy = A,

=leg, = =1 Mo = A, € Ay = Ay — Ay

= —lee, =0 temos A\ig = A,.

=—leeg,, =1temos A\jg = A, — Ay € Aoy = A

=—1l,eec.,, =—1temos \jy = Ae, + A, € Ay = Aoy

= &¢, = 0 temos Aoy = Ae,.

=0ece, =1temos Aoy = A, + Aey € Ay = ey
=lec,, =—1temos A\ig = A, € Aoy = Aoy — Ay
=1lee,, =0temos M2 = A, — Aey, Aag = Aey.

= —1lec,, =0temos Aoy = Ay = Mg = Aoy

2, .
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() e

1.
ii.
1il.

1v.

=1

Eeq
Eeqy
Eeq

Eeq

=g, = 0 temos Az = A,.

=0eeg

0eeg

—leec,, =0temos A\jg = Ay —

1 temos )\12 = )\83 (§] )\24 = )\e1 — )\63.
- )\63 - )\12.
)\62 (§ /\14 = )\62.

= —1 temos Ay = A,

16. F'= (16) na figura 2.5 temos:

(a) €; =0
1.

11.

(b) ecq

1.
il.
iii.
iv.

V.

(¢) e

i.
il.
iii.
iv.

V.

€ey

e,

=0,—1 e e, =0,—1 nao ha restri¢oes para a métrica.
= le,, = 1 temos A\jg = A, € Aoy = A,

=g, = 0 temos Mgy = A,.

=0ec, = —1temos Aoy = A, — Aes.

=1leec,, =0temos Ay = Ay, Aag = Aoy € A2 = A,
=lec,, =—1temos Mg = A, — Ay € Aoy = Ay — Ay
= —lec, =0 temos Aoy = A\e; = Ae,.

1

=g, = 0 temos Az = A,.

=0ec, =1temos A2 = Ay € Aoy = Ay — Aesy.
=0ec,, =—1temos A\ = A\e; = A,

= —1lec,, =0 temos A\ja = Ay — Ae,-

= —lee, =1temos Mg = Aey — Ae, € Aoy = A, — ey

17. F'= (17) na figura 2.5 temos:

(a) €e; =0

i. €., =0 e e, =0,—1 nao hd restricoes para a métrica.

ii. €., = —leeg,, =0,—1temos A\jy = A, .



(b) e

ii.
iii.

1v.

vi.

(C) Ee

11.

iil.

18. F'= (18) na

(a) ey

1.
ii.
iii.

1v.

(b) e

i.
ii.
iii.

1v.

() e

. Eey

Ee, =0 € &g,
Eey = 1l € E¢,

Eey, =l € €¢,

Ee, =0 € &g,

Eey = 1 € g, = 1 temos Ao, = Ay, A2 = Ay + Aoy = 2Ae,, Aoz = A,
“ ..

)\24 = /\el

Ee, = 0 € &g,

Ee, =0 € ¢,

= &¢, = 0 temos Aoy = Ae,.

= —1 temos )\24 = >\e3 - )‘61'

= 0 temos )\24 = )\63, )\62 = )\14 [§ )\12 = )\62 — )\63.

= _1 temOS A24 — )\63 - A€1’ )\14 - A(32

= —1 temos Ajp = A

=\,

e3

figura 2.5 temos:

= 0 nao ha restricoes para a métrica.

=0—1 temos e, = Aoz = A1o.

€ey = —1 € €., = 0 nao ha restricoes para a métrica.
Eey = —1l €€e;, = —1 temos Aoz = Ae; — Ay
=1

Eey = €, = 0 temos Aoy = Ae,.

Ee, =0 € &g,

Eep = 1l € E¢;

e,
=1 temos >\24 = )‘61 -+ /\63, /\e1 = )\83, (§ )\12 = >\62

= —1 temos )\23 = )\61 = )\12 e )\24 = )\63 -

Eey = —1 € €., = 0 nao ha restricoes para a métrica.

=g, = 0 temos A2 = A¢

3.

c€ey =0 e, =1 temos Ajg = Ay, Aag = Aey — Aeg, Ala = Ay

— /\e1 (] )\12 = /\82

Eey = —1 € €e; = 0 temos Aoy = Aey, Aoy = Aey € Aag = Ao,

Eeg = —l e, = =1 temos Aoz = Ay — Aeyy A1a = Aoy — Aey € Aoy = Ay
=-1
. Eey = Ee; = 0 temos A\ig = A,

— ey
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1.
v.
V.

vi.

Eeq
Eeo
Eeq

€eq

=0ec, = —1temos \ig = Ay, = A,

= —1lee, =0temos A\ja = Ay, — Ae,.

= —lec,, =1temos Mg = Ay — Ay Aia = Ae; — Ay € Aoy = A, —
= —lecg,, = —1temos A\; = Aey, A2 = Aey — Aoy

item F'= (19) na figura 2.5 temos:

(a) €e; =0
i.

ii.

iii.

iv.

V.

Vi.

Vil.

Eey
Eey
Eey
Eey
Eey
Eey

Eeqy

(b) €eg =1

1.
11.

1il.

Eeq

Eeqy

—1

=0 e g, = 0,=£1 nao ha restri¢oes para a métrica.

=1 e g., = 0 nao ha restrigoes para a métrica.
=1lec,, =1temos Aoz = Ae; — Aey, € Aoy, = A2 = a4
=lec,, =—1temos A\ig = Ae; — A, € A2 = Ae, = A3y
= —1 e g, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.
=—lec,, =1temos \ag = A, + A, € Ay = A, — A
= —lec,, =—1temos Aoz = Ae; — Ae, € Aig = Aey, + Aey-
=0 e g,, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.
=0ee, =1temos \;; = Aoz = ey, = Ay = A\is.
=0ee, = —1temos Aoy = A\ey = A¢; = A4

=1lee,, =0temos A3y = A, + Aey € A2 = A, — Acs-
=—lee,, =0temos A\e, = Aoz = A1g € Agg = Aey — Aey-
=g, = 0 temos Az = A,.

=0ec, =1temos Mg = Ay, Aoz = Aey € Aey = Aes
=0ec, = —1temos A\ja = Ay, = A, = Aig.

=1leec, =0temos \izg = e, + Aey € Agq = Ae, — Aey.
= —1lec,, =0temos Mg = Ay — Aeyy A2z = Aey, = Mg

19. F'= (20) na figura 2.5 temos:
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1. €., = €¢, = 0 nao hd restricoes para a métrica.
ii. €., =0ee,, =—1temos \i3 = A,.

iii. €eqg = le ey = 1 temos )\12 = )\82 = )‘61 = )\24 e )\14 = )\61 + /\62 = 2)\61.

iv. €., = —1 e €., = 0 nao ha restricoes para a métrica.
V. €, = —1leg,, = —1temos A\, = A,.
(b> ez = 1

1. €, =0 ee., =0 temos A3 = Aoy = Ae,.
. €., =0 ee,, = —1temos Aoy = Aey — Ae; € i3 = Ay + Ay
iil. €., =1 ecee, =0 temos Mg = Ay, — Aeyy A3 = Aey = Ag € Aoy, = Mg
iv. €, =1l ece, = —1temos Ajg = Aey — Aeyy Mg = Aey + Aoy Aa = Aoy — Ay €
A2s = Aeg — Aey-
V. €y = —1l ege; =0 temos A3 = Aoy = Ao, = Ao
(€) €y =—1
1. e, =0 e e, =0 temos \ig = A,.

ii. €., =0 ee, =1temos Ajg = Aey, Mg = Aep € Aoy = Aoy — Ao

iil. €., =0 e ee, = —1 temos A\jg = Aey € A3 = Ay — ey
iv. €, = =l e e, =0 temos Ajg = Ay — Ae,-
V. €y = —l ege, =1 temos Mg = Aoy — Aeyy Aas = Aoy — Ay € Aig = A, — Aoy

20. F'= (21) na figura 2.5 temos:

(a) €, =0
1. €., = €¢, = 0, —1 nao ha restrigoes para a métrica.

. €, =1 ec,, =1temos \ig = Ao, = A3, Ay = Aoy, =Ag €Ay = A, + A, =

2, -
iii. €., = —1 e €., = 0 nao ha restrigoes para a métrica.
iv. €, = =l e g, = —1 temos A, = A, .

(b) €e; =1
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11.
111.

1v.

V.

vi.

(¢) e

i.
il.
iii.
iv.

V.

. €y, =0e€eg

Ee, =0 € &g
Eey = Ll €€,

Eey = 1 € ¢,

= 0 temos )\34 = )\63 = )\24.

e)\24:)\

—1 temos Agq = Ay e3 — Aey-

= 0 temos )\12 = Aeg — )\63, /\34 = )\82 +/\63, /\14 = )\62 (§ /\63 = )\24.

= —1 temos )\12 = )\62 — /\63, >\34 = )\62 + )\63, )\24 = )\63 = /\63 =

Alg = Aag.
Eey =l ee., =—1temos Aoy = ey — A¢y-
Eey = —1 € €e; =0 temos Agqy = Aoy — Aey -
—1
Eey =0 €., =0 temos A2 = A,.
Eey =0 € e, =1 temos Mg = ey, Aag = Ay — Aey, € Ay = Agy.
Eey =0 e e, =—1temos Mg = Ay = A,
Eey = —1 € €e; =0 temos Mg = Aey — A,
Eey = —l ege, =1 temos Mg = Aey — Aey, Aot = Ae; — Ay € Aig = Ay — Aoy

21. F'= (22) na figura 2.6 temos:

(a) €e5 =0
i. €., =0 e e., = 0 nao ha restricoes para a métrica.
. €., =0 ece,, =1temos Agy = i3 = A,
iil. €0, =0 €. = —1 temos Mg = Mg = A,
iv. €e, =1l eeg,, =0 temos Ajg = Ay = A,
V. €, =l eg,, =1 temos Mg = Ae, = Ay = A1z = Aos.
Vi. €, =l ee,, = —1temos A\ia = A, € Ay = Ae; — Aoy
Vil. €., = —1 e g.; =0 temos Ay = A,.
viii. Eeg = —le Ee1 = 1 temos /\24 = )\13 = )\61 (§] )\14 = )\62 — )\61.
iX. g, = —lee, =—1temos \;; = Ae, € Mg = A, + A, = 2A,,.
(b) €es =1
1. €, = €¢; = 0 temos Aoy = A,
. e, =0 €€, =1 temos Az = A, — Aey € Mg = Aoy, — Ay



iii. e,

V. &g,

. Eey

=0ee¢

=1leeg,

—leece,

—1

—lee

—1 temos Aoy = Aey —

0 temos )\24 = )\63 e >\12 == )\62 -

1 ee, =1temos Ajg = Ay, — Aeys Ay

=0 temos Mgy = A, =

€, = 0 temos Ao = A,.

22. F'= (23) na figura 2.6 temos:

(a) €e; =0
1. &g,

ii.

iii.

iv.

V.

vi.

ii.
1il.

v.

)\62 - )\14.

= &., = 0 nao ha restrigoes para a métrica.

=0ee¢
=0eeg

=1leegg

1 temos Aoy = A,

= —1 temos Ay = A,

0 temos A2 = A,.

—lee,, =0temos A4 = A,.

—lece, =1temos Aoy = Ao, € Ajg = A,

- )\14.
- )\13.

leegg, =1temos Mg = A, = A, = Aas.

Eei = 0 temos )\24 = )\63 = /\13 = )\14.

=0ee, =1temos Aoy = A, + Ay

1. €, =€, = 0 temos Ajg = A,.

1. &,

iii. e,

=0ee¢

=lee,

1 temos A, =

A

le Eeq = 0 temos )\24 = )\63 = )\13 = /\14 e /\12 = )\62

—leec, =1temos Aoy = Aey + Aeyy A1z = Aoy —

Aey € Aey = Mg

€3

= )\62 (§ /\24 = )\63 + )‘61‘

—1 temos )\12 = )\33 — )\62, )\e1 = ABQ e )\14 = /\e1 -+ )\32.

— A,

~ ey

—lee, =0temos Aoy = Aey = Ao, = M3 = Aig.

Aey € Aey = Ay

)\63 (§ )\12 = )\62 + )\63 = 2)\62.
—1 temos e, = Aeg, A2 = Ay + Aoy = 2A¢, € A3 = A, —

119
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V. €y = =1 € €¢;, =0 temos Mg = Ay — Ae, € Ay = Ay
23. F'= (24) na figura 2.6 temos:

(a> ey =0
i. €., =0,—1 e e, =0 nao hd restrigoes para a métrica.
ii. €., =0 ece, =1temos \iy = A,.
iii. €., =0 ecee, =—1temos Ay = A,

iv. €., =l ee,, =0 temos A2 = A,.

V. €y = —1l ecge, =1 temos Ay = A, — Aey-
Vi. €, = —1 ege; = —1 temos Aoz = Aey, — Ay
(b) €es =1

1. e, =0 e e, =0 temos A3y = A,.
. €., =0 e e, ==*£1 temos A\e;, = Ay = A34.
iii. €., = —1 e e, =0 temos Agg = Aey — Aey-
— Aey € Ae; = Ay

iv. €., = —1 € €., = £1 temos A3y = A,

1. €¢, =€, = 0 temos A2 = A,.
ii. €., =0 e e, ==£1 temos A\ja = Ay = A,
— ey

iii. €., = —1 eg,, =0 temos A2 = A,

iv. €., = =l e e, = E1 temos A2 = Aoy — Aey € Ay = Ay
24. F'= (25) na figura 2.6 temos:

(a) €e, =0
i. €., =0 e e, =0,%1 nao hé restrigoes para a métrica.
ii. €., =1 e €., =0 nao hé restri¢oes para a métrica.
. €, =l eege, =1 temos Aoz = A, — Aoy € Ao, = A2 = A3y
V. €, =l ecg,, = —1temos Ay = Ae; — Ae, € A2 = A, = Agg.

V. €., = —1 e &, = 0 nao ha restricoes para a métrica.



vi.

vii.

(b) e

i.
il.
iii.
iv.

V.

() e

i.
il.
iii.
iv.

V.

=—leeg,, =1temos Aog = Ae; + A, € A1y = Aoy, — Agye
= —lece,, =—1temos Aoz = Ae; — Ae, € Aig = Aey, + Aey-
=0 e g,, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.
=0ecg, =1temos A\, = Aoz = ey, = g = A4
=0ec, = —1temos Aoy = Ay, = A, = A1g.

=1leec, =0temos A3y = Ae, + Aey € A2 = Ae, — Aey.
=—lee,, =0temos A\e, = Aoz = A1g € Agg = Aey — ey
1

=g, = 0 temos Az = A,.

=0ec, =1temos Mg = Ay, Aoz = Aey € Aey = Aes.
=0e¢c, =—1temos A\ja = Ay, = A, = A1g.

=1leec, =0temos \izg = e, + Aey € Ags = Ae, — Aey.
= —1lece, =0temos Mg = Aey — Aeyy A2z = Aey, = Mg

25. F'= (26) na figura 2.6 temos:

(a) €es

1.
ii.
1il.

v.

(b) e

i.
il.
iii.
iv.

V.

=0 e e, = 0,1 nao ha restrigoes para a métrica.
=0ec, =1temos Ay = Aag = A,.

=1lee, =0 temos A2 = Ao, = A4

= —1leeg, =0 temos \gg = A,.

=0 e g,, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.
=0ece, =1temos A\, = Ay = A1g = Aos.
=0ec,, =—1temos A\gy = A\e; = Ae,.

=lec,, =—1temos Ay = A, — A, € A, = Aey.

=—lee,, = —1temos Aoz = Ae;, — Aey, A3a = Ay, — Ay € Ay

= A,

121
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(€) €ey = —1
1. €¢y =€, = 0 temos A2 = Ay = Asg.
ii. €., =0 ee,, =1temos \jg = Ay = Ay = o3,
iil. €., =0 ee,, = —1temos A\gqy = Aey = A12 = A,
iv. €, =l ece, =1temos Aig = Aey + Aey, € Aag = Ay — Ay € Ay = Ay

V. €, = —leg., =1temos Ao = Aoy — Aey, Aoz = Ay, + Ay € Ay = Ay
26. F'= (27) na figura 2.6 temos:

(a) €e; =0
i. €., =0 e e, =0,1 nao hé restri¢oes para a métrica.
. €., =0 ee., =1temos Ay = Aoz = A, .
iii. €., =1 ee,, =0 temos A\ja = A, = A14.

iv. €., = —1 e €., =0 temos Mgz = A,.

i. €., =0 e ., = 0 nao ha restricoes para a métrica.

ii. €., =0e€e,, =1temos A\; = A\ey = A1g = Ao3.

iii. €., =0 ee,, = —1 temos A3y = Ay = A,

iv. €, =leec,, = —1temos A\jg = Aey, — Aey € Ay = Aey

V. ey, = —l e, = —1temos Aoz = Ae, — Aey, Aga = Aoy — Ay € Aoy = Ay
(C) €ey = —1

1. €, = €, = 0 temos g = Aoy, = Ay
iil. €., =0 ece, =1temos A\ = Ay = A, = Aog.
iii. €., =0ee,, = —1temos A\gqy = ey = A2 = A,
V. €e, =l ec,, =1 temos Mg = Aey + Ay, € Aag = Ay — Ay € Aey = Agy.

V. Eey = —le Eeg = 1 temos /\12 - )‘63 - )‘eza )\23 - /\ez + >\el € )\63 — )\el.
27. F'= (28) na figura 2.6 temos:

(a) €e; =0



11.
1il.

1v.

(b) e

11.
1il.

1v.

vi.

(¢) e

11.

iii.

v.

. €e; = €, = 0 nao ha restri¢oes para a métrica.

Eey =0 e e, =1 temos Aoy = Ay = A4

Eey = —1l e g, =0 temos Ay = A,.

Eeyg = —Ll ece, =1 temos Ay = A, — Ay € Aoy = A,

=1

Eey = €y = 0 temos Aoy = A\i3 = Ae,.

Eey =0e€ec., =1temos A\i3 = Ay — Ae; € Aag = A, + Ay, =

Eey = L e e, =0 temos Az = Aoy = Aag, A2 = Aey, — Aey € Aag = A,
Eey = L €€, =1 temos Az = Aey — Aeys A1z = Aoy — gy A2z = Ay
Aog = Ay + Aey-

Eeg = —1 € €e; =0 temos A3 = Aoy = Ae, = A1g = Aoy

Eey = —l ecge, =1 temos Aey = Aey, A1z = Aey — Aey € Aoy = Aoy + Ay
=—1

Eey = Eey = 0 temos Ajg = A,.

Eey =0 € g, =1 temos Aoy = Aoy, — Aey € Ao = A

Eeg = L ege, = —1 temos Mg = Ay + Aoy, A2z = Aoy + Aoy, A1z = Ay —
Aey = Aey-

Eey = —1 € €e; = 0 temos Mg = Aoy — Aeyy Ay = A4

28. F!'= (29) na figura 2.6 temos:

=0

Eey = €, = 0, —1 nao ha restricoes para a métrica.
Ee, = —1l e g, =0 temos Aoz = A,.

Eey = —1l € €e;, = —1 temos Aoz = e, — Ay

=1

Eey = Eey = 0 temos Aoy = Ae,.

Eey =0 € e, = —1 temos Aoy = A, =.

=1leec, =0temos Mg = Aeyy A2 = Aoy — Ay € Aoy = Aey.

123
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v.
V.
<C> Eez3 =

i.

11.

111.

Eep =1 € €ep = =1 temos Aoy = Aoy — Aeys A2 = Aey — Ay € At = Ay, — Agy
Eey = —l € 2e; = —1 temos Ay = Ae, € Aoy = Ay — A, -

—1
Eey = Ll e g, =1 temos Mg = Ay + Aey, Aag = Aoy — Aey, Aig = A, + Ay €
Aey = Aey-
Eey = —l € €e; =0 temos Aig = Aey — Ay, Ay = Aoz € Aey = Ai3.
Eey = —Ll e e, = =1 temos Mg = Ay — Aeyy A2z = Aoy — Aey € A13 = Ay — Agy-

29. F'= (30) na figura 2.6 temos:

(a) €cs

i.

11.

(b) e

1.
ii.

1il.

1v.

(¢) e

1i.
1il.

1v.

vi.

=0

Eey = €, = 0 n@0 ha restrigoes para a métrica.

€e, = —1 e g, = 0 nao ha restrigoes para a métrica.

=1

Eey = Eey = 0 temos Aoy = A\i3 = Ae,.

Eey = L € e, =0 temos Aoz = Aoy, = Aagy, A2 = Aey — Aey € Aoy = A3 = A,
Eey = L €6y = 1 temos Mg = Agy — Aegy A2z = Aoy — Aeyy A1z = ey — Aeys
A=Ay + ey € Ao = Ay + Ay =

Eey =l e e, = —1 temos A3 = Ay + Aey, A2z = Aoy — Aeys A2 = Ay, — Ay €
Mg = Aey — Aey-

Eey = —1l e ge; =0 temos A3 = Aoy = Aoy, = Aos.

=-1

Eey = Ee; = 0 temos A2 = A,.

Eey =0 €., =1 temos Ao = Ay, Mg = Ay € Aag = Ay — ey

Eey =0 €., = —1temos Mg = Ay, Aag = Aoy € A1z = Ay, — Ay

Eey = —1l ege, =0 temos A\jg = Ay — A,

Eey = —l ege, =1 temos Mg = Aey — Aeyy Aa = Ae; — Aey € Aoy = Ay — Aoy
Eey = —lee,, = —1temos Ajg = Ay — Aey, Aoz = Ay — Ae, € A1z = Ay, — Aoy
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30. F'= (31) na figura 2.6 temos:

(a) Eeq

1.
ii.
iii.

iv.

(b) e

i

ii.

ii.

1il.

=0
Eey = €, = 0, —1 nao ha restricoes para a métrica.

Eey =l ece, =1 temos Mg = Ae, = A, = A1z = A3 € Ay = 2.

Eey = —1 € €., = 0 nao ha restricoes para a métrica.
Eey = —1l €€y = —1 temos A, = A, .
=1

€eg = Ee; — 0 temos )\12 = Aeg = /\24.
Eeg = L €€, = 1 temos Mg = Aey — Aegs Aaa = Ay + Aegy Aia = Ay + A, €
Aoy = Ay

I €ey = =l e g, =—1temos A\e, = Ae, € Aaa = Aey — Aey

. €ey = ey = 0 temos A\jg = A,.

Eeg = 1l € e, = 1 temos Ajg = ey + Aeys Aoy = Ay Ald = Aey + A, €
)\24 - /\e1 - )\63.

Eey = —l € ey = —1 temos Ajg = Aey — Aoy € Ay = Aoy

31. F'= (32) na figura 2.6 temos:

(a) €es

i.
ii.

1il.

11.

1il.

=0

Eey = €, = 0 n@0 ha restrigoes para a métrica.

Eey =0 €., = —1 temos Agg = A, .
Eey = —1 € €¢; = 0 temos Ao, = Aos.
. Eey = —lecg,, =1 temos \g3 = A, — A
=1
. €ey =0 e, = —1temos Aag = Ay — Aey, Aga = Ay € Aoz = Ay

Eey = lecge, = 1temos Ajg = Ao, —Aeyy Aag = 2, Aig = A, +Ae, € Ay = Ay

Eeg = —l € e, = =1 temos A3y = Ay — Aeyy A2a = Aey — Aey € Aoz = Ay — Ay
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(€) € =
i.

ii.

iii.

iv.

V.

vi.

€ey
€eq
€ey
€eqy
€ey

€eq

—1

=g, = 0 temos g = A,.

=0ec, =1temos A2 = Aeg, Aa = Ay € Aoy = A, — Aoy
=0ee, = —1temos A\jg = A\ey = Aoz = A,.

= —1lec, =0temos A\ja = Ay, — Ae,.

=—leec, =1temos Mg = Aey — Aeyy, A1 = Aey — Aey, € Aoy = A,
=—lece, = —1temos Aja = Aey — Aey, € Aoy = Ay

32. F'= (33) na figura 2.6 temos:

(a) €e; =0
i.

ii.

iii.

iv.

V.

vi.

vii.

Eeq
Eeqy
Eeq

€eq

(b> Eey = 1

i.
il.
iii.
iv.

V.

(¢) €es =

i

€ey

€eq

)\24

. Eey

Eeqy

. Eey

—1

= g., = 0 nao ha restrigoes para a métrica.

=0ec, =1temos A\, = A\i3 = Aas.

=0e¢c, =—1temos \iy = A, = Ao3.

=1lec,, =1temos A2 = Ay, Aoz = Aoy, — Aey € Ay = A1z = A
= —1ec,, =0 temos \jy = A,.

=—lec,, =1temos A\ig = A, — A, € A3 = Ay, = Ao
=—lec, =—1temos Aoz = Ae; — Ay € A1y = Aey, + ey

= &¢, = 0 temos Aoy = Ae,.

=0eece =1temos A3 = Ay — Ay € Aoy = Ay + Acy

=0ec, =—1temos Aoy = Aey — Ae; € Aoz = Ay = A4

=1lee,, =1temos A2 = A, — Aey, Aos = Aey € Aey, = A13.
=1lec, = —1temos Aoz = Ae, — Aeyy A3 = Ay — Aeyy A2 = A,
= Ae; ey

= —1lec,, =0temos Aoy = Ay = A, = A1g.

=0ec, =—1temos A\jg = Aey, Aag = Ao, = Ag € A3 = Ay — Ay
=1leec, =0temos A2 = Aey + Aoy, A2z = Aey = Aoy = Ai3.

—\

—A

€3

3.

€
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33. F'= (34) na figura 2.6 temos:

(a) €e; =0
1. €, = €., = 0 nao ha restrigoes para a métrica.
ii. €., =0 e e, =1 temos A\, = Aos.
iii. €., =0ece,, =—1temos Ay = A,.
iv. €e, =1 e g, =0 temos A\jg = A, = Aag.

V. €¢, = —1 € g., = 0 temos Ala = Aoz = /\62‘

1. €y, = ¢, = 0 temos Aoy = A3 = A,
. €, =1 eee, =0 temos Ao = Aey — Aey, Aoy = Az = Ao
iii. €., = =1 e e, =0 temos Ay = A3 = Aoy = Aoz = A,
V. €e, = =1l e g, =1 temos Aey = Aeyy A1z = Aey — Ay € Aoz = Ao, + Ay
V. ey, = —l e g, = =1 temos Aey = Aey, A1z = Aey + Aey € Aoz = Ay — A,
(€) €ey = —1
1. €¢y, = €¢, = 0 temos A2 = A,.
. €., =1 ece, =0 temos A, = Aoy € A2 = A, + Aey = 2.
i, €., =1 ece, =1 temos Mg = Ay + Aeyy Aag = Aoy — Ay € Ay = Aey
V. €y =1l e e, = —1 temos Mg = Ay + Aey, A3 = Ae; — Ay € Ay = Aeye

V. €, = —1l e g, =0 temos Mg = Ay + Aeys A2z = Aey, = Aig.
34. F'= (35) na figura 2.6 temos:

(a> ey =0
i. €., =0 e e., = 0 nao ha restricoes para a métrica.
ii. €., =0 ee,, = —1temos A\ig = A,.
11i. €eqg = le Eeq = 0 temos )\12 = )\82 = )\34 = /\14.
V. €e, =l e e, =1 temos Aoz = Aoy — Aey, A3 = Ay = Aag € Ao = A, = g

V. €e, =l ege, = —1temos Ay = Ae; — Ae, € A2 = Aoy, = A3y
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vi.

Vil.

(b) e

ii.

1il.

() e

ii.

1il.

Eey = —1 €€, =0 temos Ao, = Aos.
Eey = —1l € €e;, = —1 temos Aoz = A, — A,
=1

Eeg = L €6 = 1 temos Aoy = Aoy + Aoy Az = Ay — Aey, A2 = A,
A3a = Aey + Aoy € Aoz = Ay — Aoy

Eey = —1l € €e; =0 temos Agq = Aoy — Aeyy A2z = Aoy = A1g, € Aoy = Aoy
Eey = —lee,, = —1temos Agg = Ay — Aey, A1a = Aey + Aey, Aog = Ay
A2z = Aey — Aey-

=1

A3q = /\e2 - /\ege Aoy = )\el - )\63'

Eey = —Ll € €e; =0 temos Mg = Aoy — Aeyy A1z = Ay € Aag = A, = A4
Eeg = —l e e, = =1 temos Mg = Ay — Ay Aa = Aey + Ay, A1z = Ay
A23 = Aey — Ay

35. F'= (36) na figura 2.6 temos:

(a) €cy

1.

11.

111

1v.

(b) ecq

11.

iii.

1v.

=0

€e, =0 e g., = 0,—1 nao ha restricoes para a métrica.

- )\637

— A, €

c e, = lege =1 temos Mg = Aey — Acyy Aoz = Aey — Ay Atz = Aey + Aeys

—Ae, €

Eey = 1 €€e, =1 temos Aag = Ao, — Aeyy A1a = Ay + Aoy, A1z = Ay = Aoy €
A2 = Aey = Asza.

Eey = —1 € €¢; = 0 temos Ao, = Aos.

Eey = —1l € ge; = —1 temos Aoz = e, — Ay

=1

Eey = Ee; = 0 temos A, = Mg

Eey =0 e, =—1temos Aoy = Aoy — A¢;-

Eeg = L €6y = 1 temos Aoy = Aoy + Aoy Az = Ay — Aey, A2 = A,
A1 = Ae; F Aeyy Azt = Aey + Aey € Aag = A, — Aoy

Eeg = —Ll € €e; =0 temos Agqy = Aoy — Aeyy Aoz = Aoy, € Aoy = Ay

- )\637



V. gy =

(C) Cez = —

1. Ee,

. €, =

—lee,, = —1temos Ags = Ay — Aey, Aoa = Ay

— )\61 (§ )\23 = )\62

—leec,, =0temos Ajg = Aey — Aeyy A1z = Aey € Aag = Ao,

—lec,, = —1temos A\ig = Aey — Ay, A1z = Aey

— )‘61 (& )\23 = )\62
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APENDICE D

F-Estruturas Invariantes associadas com
C3

Apresentamos em forma de lemas as f—estruturas invariantes localmente transitivas na
variedade bandeira maximal associada a C3. Observamos que nas demonstragoes sé apre-
sentaremos as quadruplas onde a condi¢ao localmente transitiva nao é satisfeita, no resto
dos casos basta verificar que todas as quadruplas satisfazem esta condicao. Neste caso os
calculos foram mais simples do que em Bs, dado que o valor da f—estrutura invariante F nas
raizes longas independe uma da outra. Para verificar os valores admitidos por 9., bastava
verificar a condi¢ao (7i) na definigdo 3.6 nas quadruplas @1, @5, Qg, Q9, Q10; para ea,, nas
quadruplas @3, Qs, Q11, Q12; € para €q¢,, nas quadruplas Qq, Q4, Q7, Q19, Q20. As quadruplas
aqui mencionadas aparecem na pagina 43. Lembramos que F°¢ corresponde a restricao da F

as raizes curtas de Cj.

Lema D.1. Se F¢ corresponde a (1)-(7), (12), (15) e (19) na Figura 2.5, F € localmente

transitiva para qualquer valor de 2eq, 2es, 2e3.

Lema D.2. Se F¢ corresponde a (8) na Figura 2.5, F nao € localmente transitiva nos casos

onde €9, = —1,€ €90, = 0.
2 ’ 3
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Demonstracao : Se €y, = —1 em (g nao se cumpre a condigao (ii) na defini¢do 3.6, e se

€96, = 0 em Q99 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6. [ |

Lema D.3. Se F¢ corresponde a (9) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva nos casos

onde €9, = —1.
Demonstracao : Se 9., = —1 em 4 ndo se cumpre a condigao (i) na definicdo 3.6. W

Lema D.4. Se F¢ corresponde a (10) na Figura 2.5, F nao € localmente transitiva nos casos

onde €9., = £1,e 9., = —1.

Demonstragao : Se €y, = +1 em (3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢do 3.6, e se

€96, = —1 em 3 ndo se cumpre a condigao (7i) na defini¢ao 3.6. [ |

Lema D.5. Se F¢ corresponde a (11), (13) e (14) na Figura 2.5, F ndo € localmente

transitiva nos casos onde €o., = £1.
Demonstragao : Se €., = £1 em ()99 nao se cumpre a condi¢do (7i) na definicao 3.6. W

Lema D.6. Se F¢ corresponde a (16) na Figura 2.5, F nao € localmente transitiva nos casos

onde €g¢; = €2¢, = 1.

Demonstracao : Se g3, = 1 em @); nao se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6, e se

€9¢, = 1 em g nao se cumpre a condigao (4i) na definigao 3.6. |

Lema D.7. Se F¢ corresponde a (17) na Figura 2.5, F nao € localmente transitiva nos casos

onde €ze; =1, €9, = 0, —1 € £9¢; = 1.

Demonstragao : Se €5, = 1 em @); ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na definicdo 3.6, se
€9¢, = 0, —1 em Qg ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6 e se £9., = 1 em Q9 Nd0

se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6. [ |

Lema D.8. Se F¢ corresponde a (18) na Figura 2.5, F ndo € localmente transitiva nos casos

onde €9¢, =0, =1, €3¢, =1 € €9, = 1.

Demonstragao : Se g9., = 0, —1 em )1 nao se cumpre a condi¢do (7i) na defini¢ao 3.6, se
€9¢, = 1 em (Y3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢do 3.6 e se €9, = 1 em (g ndo se

cumpre a condi¢ao (i) na definigdo 3.6. [ |
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Lema D.9. Se F¢ corresponde a (19) na Figura 2.6, F nao aceita nenhuma f—estrutura

variante localmente transitiva.

Demonstracao : Se €., = 0,1 em @4 nao se cumpre a condi¢do (7i) na definigdo 3.6 e se

€9¢, = —1 em (9 ndo se cumpre a condi¢do (i) na definigao 3.6. |

Lema D.10. Se F¢ corresponde a (20) na Figura 2.5 e (21) na Figura 2.6, F nao € local-

mente transitiva nos casos onde €., = €3¢, = 1.

Demonstragao : Se g5, = 1 em () nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢do 3.6 e se

€9¢, = 1 em Qg nao se cumpre a condigao (i) na defini¢ao 3.6. [

Lema D.11. Se F¢ corresponde a (22) na Figura 2.5, F nao € localmente transitiva nos

casos onde €5., = £1.

Demonstragao : Se 5., = —1 em ()4 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigao 3.6, e se

€9¢, = 1 em (Y99 ndo se cumpre a condi¢do (7) na defini¢ao 3.6. |

Lema D.12. Se F¢ corresponde a (23) na Figura 2.5, F nao € localmente transitiva nos

casos onde 9., = —1.
Demonstragao : Se €5, = —1 em )5 ndo se cumpre a condigao (i) na definicao 3.6. W

Lema D.13. Se F¢ corresponde a (24) na Figura 2.6, F nao aceita nenhuma f—estrutura

invariante localmente transitiva .

Demonstracao : Se 9., = +1 em ()2 ndo se cumpre a condigdo (i) na definicdo 3.6 e se

€96, = 0 em Q99 nao se cumpre a condi¢do (i) na defini¢ao 3.6. [ |

Lema D.14. Se F¢ corresponde a (26) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva nos

casos onde €g¢, = 1 € €90, = 1.

Demonstragao : Se €5, = 1 em (3 ndo se cumpre a condi¢do (77) na definicao 3.6 e se

€96, = 11 em 2 ndo se cumpre a condigao (7i) na defini¢ao 3.6. [ |

Lema D.15. Se F¢ corresponde a (27) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva nos

casos onde €., = 0.
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Demonstracao : Se 9., = 0 em (99 nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6. [ |

Lema D.16. Se F¢ corresponde a (28) na Figura 2.6, F nao € localmente transitiva nos

casos onde €90, = —1, €9¢, =0, —1 € €90, = 1.

Demonstragao : Se €y, = —1 em (1 nao se cumpre a condigao (i) na definigdo 3.6, se
€9¢, = 0, —1 em (Y3 nao se cumpre a condic¢do (77) na defini¢ao 3.6 e se 9., = 1 em Qo0 nado

se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6. [ |

Lema D.17. Se F¢ corresponde a (29) na Figura 2.6, F ndo aceita nenhuma f— estrutura

invariante localmente transitiva.

Demonstragao : Se 5., = 0,1 em () nao se cumpre a condi¢ao (7i) na definigao 3.6 e se

€9¢; = —1 em 9 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na definigao 3.6. [

Lema D.18. Se F° corresponde a (30) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva nos

casos onde €ge, = €9¢y = 1.

Demonstracao : Se €5, = 1 em (3 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢do 3.6 e se

€96, = 1 em Q9o nao se cumpre a condi¢ao (i) na defini¢ao 3.6. [ |

Lema D.19. Se F¢ corresponde a (31) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva nos

casos onde €9., = 0, —1.
Demonstracao : Se €y, = 0, —1 em ()9 ndo se cumpre a condigao (7i) na defini¢do 3.6. W

Lema D.20. Se F¢ corresponde a (32) na Figura 2.6, F nao aceita nenhuma f—estrutura

nvariante localmente transitiva.

Demonstragao : Se €9, = 0, —1 em ()3 ndo se cumpre a condigao (7i) na defini¢do 3.6 e se

€96, = 1 em (4 nao se cumpre a condigao (4i) na definigao 3.6. [ |

Lema D.21. Se F¢ corresponde a (33) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva nos

casos onde €ge, = 1 € €90, = £1.

Demonstragao : Se €5, = 1 em )3 ndo se cumpre a condi¢ao (7i) na definicdo 3.6, se
€96, = —1 em 4 nao se cumpre a condi¢do (i) na definigdo 3.6 e se g9, = 1 em Q99 nao se

cumpre a condi¢ao (ii) na definigdo 3.6. [ |
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Lema D.22. Se F° corresponde a (34) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva nos

casos onde €, = 1.
Demonstragao : Se 9., = 1 em (99 nao se cumpre a condi¢ao (i7) na defini¢ao 3.6. [ |

Lema D.23. Se F¢ corresponde a (35) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva nos

casos onde €90, =1 € €905 = 0, —1.

Demonstragao : Se €5, = 1 em ) ndo se cumpre a condi¢do (77) na definicao 3.6 e se

€96, = 0, —1 em Q99 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6. [ |

Lema D.24. Se F¢ corresponde a (36) na Figura 2.6, F ndo € localmente transitiva nos

casos onde €., = 0,—1 e 9., = 0, —1.

Demonstragao : Se 5., = 0, —1 em ()3 nao se cumpre a condigao (i) na defini¢do 3.6 e se

€96, = 0, —1 em Q99 ndo se cumpre a condigao (i) na definigao 3.6. [ |



136



APENDICE E

F-Estruturas Invariantes Associadas com
Go

Apresentamos em forma de lemas as f—estruturas invariantes localmente transitivas defini-
das na variedade bandeira maximal associada a GG5. Observamos que nas demonstragoes s
apresentaremos as quadruplas onde a condi¢ao localmente transitiva nao é satisfeita, no resto
dos casos basta verificar que todas as quadruplas satisfazem esta condi¢ao. Lembramos que
F°¢ corresponde a restricao de F as raizes curtas de Gy e as quadruplas mencionadas neste

apendice aparecem na pagina 46.

Lema E.1. Se F¢ corresponde a (1) na Figura 2.4, F € localmente transitiva para qualquer

valor de €4,y Eay+3as s €201 +3as-

Lema E.2. Se F¢ corresponde a (2) na Figura 2.4, F nao € localmente transitiva no caso

em que €4y = —1,€0,430, = 1, €201 430, = £1.

Demonstracao : Nas condigoes do lema, se €34, 134, = £1 em ()1 nao se cumpre a condigao
(7i) na defini¢ao 3.6. [

Lema E.3. Se F¢ corresponde a (3) na Figura 2.4, F nao € localmente transitiva nos

sequintes casos:
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(2) Eay = 17€a1+3a2 = Oa52a1+3a2 =1

(M’) 8Oél = 1’ EO&1+3O¢2 = _17620414-3052 =1
(ZZZ) 5(11 = _17 60414—30&2 - 17 820{1-{-30{2 = 07 —1.
Demonstracao :

(1) Se €4y =1, 60,4300 = 0,820,430, = 1 em (1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo

3.6.

(i) Se€a, = 1,€014302 = — 1,20 +30, = 1 em ()1 ndo se cumpre a condigao (i) na definigdo
3.6.

(i) Se €, = —1,€014300 = 1,€2a1430, = 0, —1 em @1 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na

definigao 3.6.
[

Lema E.4. Se F¢ corresponde a (4) na Figura 2.4, F nao é localmente transitiva nos

sequintes casos:

(i) €a; = 1a‘€041+3042 = _1>52a1+3a2 =—1.
(ZZ) 5041 = _175a1+3o¢2 = 0752041-‘,-3012 = —1.
(ZZZ) 5(11 = _1750414—3042 = 17€2a1+3a2 = O, 1.
(iv) €ay = _1=€a1+3a2 = _17€2a1+3a2 = -1
Demonstracao :
(i) Se €0, = 1,601,430 = — 1,620,430, = —1 em @3 nao se cumpre a condi¢do (7i) na

definicao 3.6.

(i) Se €0, = —1,8014302 = 0,624,430, = —1 em @1 ndo se cumpre a condigdo (i) na
definicao 3.6.
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(iii) Se €0y = —1,€014300 = 1,€2a1430, = 0,1 em )1 ndo se cumpre a condigdo (i) na
definicao 3.6.

(iv) Se €a; = —1,€01430s = —1,€2a,430, = —1 em (1 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na
definicao 3.6.

Lema E.5. Se F¢ corresponde a (5) na Figura 2.4, F nao é localmente transitiva nos

sequintes casos:

(Z) Ea; = 1, €a143a0 = 0, €201 +302 = -

(”) Ea1 = 1,€01430; = 1, €201 430, = 1.
(ZZZ) Eay = 1a5a1+3a2 = _1752041-1—3042 = O, —1.
Demonstracao :

(1) Se €4y = 1,€0143a0 = 0,290,430, = 1 em () ndo se cumpre a condi¢ao (i) na definigdo
3.6.

(i) Se €ay; = 1,€0,430s = 1,€2a;430, = 1 em @ nao se cumpre a condi¢ao (i) na definicao
3.6.

(iii) Se €0, = 1,8014300 = — 1,820,430, = 0,—1 em @1 ndo se cumpre a condigao (7i) na
definicao 3.6.

Lema E.6. Se F¢ corresponde a (6) na Figura 2.4, a F nao € localmente transitiva nos

sequintes casos:
(Z) <’5041 - Oa 5041—‘,-3042 - Oa 52a1+3a2 - j:l
(”) €ay = 07 Car1+3ay = 1a €201 +3az = _17 0.

(171) €0y = 0,€014300 = —1, 20, +30, = 0, 1.
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(1) €0y = 1, 014300 = 0,1, 90,430, = 0, —1.
(’U) 8041 - _17 EOc1-|—30c2 - 07 _1782(114-3042 - Oa 1
Demonstracao :

(i) Secn, = 0,€0;130s = 0,820, 130, = £1 em (1 ndo se cumpre a condigao (7i) na definigdo
3.6.

(ii) Se €a; = 0,€0,4302 = 1,€2a1430» = —1,0 em 1 nao se cumpre a condi¢ao (i) na
definicao 3.6.

(ili) Se €0y = 0,€014+305 = —1,€2a1430, = 0,1 em (1 nado se cumpre a condigdo (i7) na
definicao 3.6.

(iv) Se €0, = 1,8014302 = 0,1,824, 434, = 0,—1 em ) nado se cumpre a condi¢do (ii) na
definicao 3.6.

(V) Se ea; = —1,€0,4300 = 0, —1,824, 430, = 0,1 em @1 ndo se cumpre a condi¢ao (i) na
definicao 3.6.

Lema E.7. Se F¢ corresponde a (7) na Figura 2.4, a F nao € localmente transitiva nos

sequintes casos:

(Z) €ag = 1760{14'30(2 = 07 _1782a1+3a2 =1

(11) €0y = —1,€014300 = 1,20y 4305 = —1, 0.
Demonstracao :
(i) Se €0, = 1,€014300 = 0,—1,624,430, = 1 em @7 ndo se cumpre a condigao (i) na

definicao 3.6.

(i) Se €0y = —1,€a14302 = 1,€20,430, = —1,0 em ()1 ndo se cumpre a condigdo (7i) na
definicao 3.6.
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