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Resumo

Neste trabalho estudaremos uma desigualdade variacional associada as
equagoes que descrevem o escoamento de um fluido viscoso e incompressivel
entre um rolamento ¢ uma dada superficie e cuja incégnita é a pressao.

A formulagao do problema envolve a consideragdo de dois fendmenos: a ca-
vitagdo e a deformagao eldstica. Na regido em que nao ha cavitagao, a pressao
satisfaz a equacdo de Reynolds e esta equagdo torna-se nao linear devido a
deformagao da supeficie do rolamento. A este modelo esta associada uma de-
sigualdade variacional, descrita em Oden e Wu [10], que pode ser analisada
utilizando a teoria de operadores pseudomotonicos.

Demonstraremos a existéncia de solugao da desigualdade variacional, a cha-
mada solug¢do fraca, para o caso do mancal csférico ¢, para o caso do mancal
cilindrico, demonstraremos apenas algumas propriedades do operador nao li-
near presente na desigualdade em estudo. Obteremos, também, uma relagao
entre a solugdo fraca ¢ o problema original (vilida para ambos os casos).



Introducao

Um problema de grande interesse industrial é o de escoamento de um fluido
lubrificante entre um rolamento e uma dada superficie. Neste caso, para se
obter as equagoes que controlam o fenémeno, é usual se fazer uma série de
hipdteses simplificadoras que levam & chamada equagdao de Reynolds, a qual
relaciona a espessura do filme lubrificante & pressao hidrodinamica (veja, por
exemplo, Batchelor [3]). Entre tais hipéteses simplificadoras estdo as de que
o fluido é viscoso e incompressivel e a de que as superficies em contato com
o fluido sao superficies rigidas.

Entretanto, quando um lubrificante é forgado a fluir em um mancal com
rolamento cldstico (isto é quando a situagdo ffsica é tal que ndo podemos
desconsiderar a elasticidade do material do rolamento), pode ocorrer uma
deformagado deste rolamento, o que, por sua vez, afeta o campo de fluxo do
lubrificante. Neste caso, ¢ comum relacionar a espessura do filme de fluido
a pressdo do fluido usando a teoria de contato Hertziana (que associa o des-
locamento & pressao do fluido através de um certo operador integral). Este
problema se insere na teoria de lubrificagao elastohidrodinamica e serd abre-
viado no decorrer texto por LEH.

Um outro fendmeno a ser considerado no escoamento do fluido é a ocorréncia
de cavitagao. Pelo fato da equagdo de Reynolds ser valida somente em regioes
em que nao ha cavitagao, teremos que modelar o problema como um problema
de fronteira livre, formulado pelo que chamaremos de modelo de cavitagao
de Reynolds. A este modelo estd associada uma desigualdade variacional,
descrita em Oden ¢ Wu [10}], que pode ser analisada utilizando a teoria de
operadores pscudomonotonicos.

O objetivo deste trabalho é fazer um detalhamento matematico do problema
descrito por Oden ¢ Wu em [10]. Serdo explicitadas todas as demonstragdes
envolvidas na obtengao de solugao da desigualdade variacional, a chamada
solugao fraca, para o caso do mancal esférico e, para o caso do mancal



cilindrico, demonstraremos apenas algumas propriedades do operador nao li-
near presente na desigualdade variacional. Obteremos, também, uma relagao
entre a solugdo fraca ¢ o problema original (vdlida para ambos os casos).

No Capitulo 1, apresentamos resultados bdsicos para a resolucao da desi-
gualdade variacional; no Capitulo 2, provamos a existéncia de solugao da
desigualdade variacional de forma abstrata; no Capitulo 3, introduzimos o
modelo de cavitagao de Reynolds e no Capitulo 4, aplicamos os resultados
do Capitulo 2 para provar a existéncia de solugdo do problema LEH na sua
forma variacional e estabelecemos sua relagdo com a solugdo do problema
original.



Capitulo 1

Preliminares

Sejam um espaco de Banach reflexivo e separdvel U e seu dual topoldgico U*.
Consideremos § # K C U um conjunto fechado, convexo e limitado e um
operador A : K — U*. Estaremos interessados na existéncia de uma solugao
da seguinte desigualdade variacional:

Encontrar u € K tal que
(Au,v —u) >0, Vv € K. (1)

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados e teoremas usados na ob-
tengao deste resultado, além de definigoes que serao utilizadas nos capitulos
posteriores.

Estaremos seguindo nesta apresentagdo as referéncias [1], [5], [6], (8], [11] e
(13].

[ ~ . ~ .
Denotaremos por u, — u a convergéncia fraca da sequéncia u, para u; por
un, —> u a convergéncia na norma e por (-,-), a dualidade entre U* e U.

1 Métodos de Compacidade

Para obtencdo de resultados de existéncia de solugdes de certos problemas
matematicos, ¢ frequente o uso dos chamados métodos de compacidade. No
caso do Problema (1), empregaremos esta técnica através dos seguintes pas-
SOS:

1. Restricdo do Problema continuo (1) a uma série de problemas aproxi-
mados, correspondentes as restrigdes do Problema (1) a uma sequéncia



de espagos K,,,m € N, de dimensao finita, cuja uniao seja densa em
K.

2. Obtengdo de uma sequéncia (u;,) de solugdes correspondentes a cada
uma das restricoes anteriores.

3. Limitagdo uniforme da sequéncia de solugdes (u,,)-

4. Obtengio de uma subsequéncia (u,,,), tal que uyp, — u € U (o
argumentode compacidade é usado aqui).

5. Demonstragio de que u é de fato solugdo do Problema (1).

A seguir, comentaremos alguns resultados que serdo necessarios para a execugao
dos passos anteriores.

Um ponto crucial para resolvermos o Problema (1) serd garantirmos a existéncia
de solugao quando estivermos em dimenséo finita, fato que permitira a execugao
do passo 2. Para tanto, usaremos o scguinte teorema de ponto fixo:

Lema 1 (Teorema de Ponto Fixo de Brouwer) Sejam ¢ # K C R"
um conjunto compacto e convezo e F : K — K wma fung¢do continua. Enido,
F possui um ponto fizo.

O préximo resultado nos permitird efetivamente executar o passo 2, pois ele
garantird a resolugdo de cada problema aproximado.

Proposigao 2 Sejam 0 # K C R™ um conjunto convezo e compacto e A :

K — (R™)* wm operador continuo. FEntdo, eriste ao menos uma solugdo
u € K de

(Au,v—u) >0, Yv € K. (2)
Prova: Sejam (-,-) o produto interno canénico em R" e 7 : (R*)* = R" o
operador (dado pelo Teorema de Riez) definido por
(Au,v) = (rAu,v), Au € (R")*, v € R,
Assim, provar o teorema é equivalente a mostrar que existe u € K tal que

(u,v — u) > (u — mAu,v — u), Yv € K.



Como o operador Pry (I — 7A) : K — K, composi¢ao do operador projecao
em K com o operador (I — wA), I identidade, é continuo, pelo Teorema de
Ponto Fixo de Brouwer, ele admite um ponto fixo u € K, ou seja,

u=Pri(l — mA)u.
Pela caracterizagdo da proje¢do num convexo, Vv € K,
(Pri(I — wA)u,v — Pric(I — wA)u) > (I — mA)u,v — Pri(I — wA)u),
ou seja,

(u,v —u) > (u—mAu,v —u), Yv € K.

Para execugao do passos 4 ¢ 5, a hipdtese de ser “U um espago de Banach
reflezivo” serd fundamental, pois poderemos utilizar o seguinte resultado:

Proposicao 3 Seja U um espago de Banach reflexivo. Temos

1. Toda sequéncia limitada de U tem uma subsequéncia fracamenle con-
vergente.

2. As convergéncias fraca-* e fraca coincidem em U*.

2 Espacos de Sobolev

O contexto em que se insere o problema que estaremos interessados em resol-
ver naturalmente envolve os chamados espagos de Sobolev. Assim recordemos
alguns resultados sobre tais espagos funcionais.

Sejam Q um aberto do R", 1< p<ocemeN. Seue LPQ)={f; f:
Q — R, ||fIlf, = [H|fIPdQ < oc}, sabemos que u possui derivadas de
todas as ordens no sentido de distribuigoes. No entanto, nem sempre D%u ¢
uma distribui¢do definida por uma fungdo de L?(Q2) (v. [8]). As fungdes que
possuem tal representagdo sio reunidas nos denominados espagos de Sobolev.
Representamos por W™?(Q1), 1 < m,p < oc, o espago de Banach formado
pelas fungdes u € LP(2) tais que para @ € N", |a| < m, D%u pertenga a



L7(2) munido da seguinte norma:

ity = D 1D ulff, (3)

|aj<m

Quando p = 2 denotaremos W™P(Q) por H™(2). Ao fecho das fungdes
teste na norma definida em (3), denotaremos Wy"” ¢, analogamente, quando
p=2, H".

Muitas propriedades dos espagos de Sobolev, e em particular as proprieda-
des de imersao de tais espagos, dependem da regularidade de €2, conjunto
aberto no qual eles estao definidos. Em geral, essa regularidade é expressa
em termos de condigdes gecométricas que podem ou nao ser satisfeitas por
1. Precisaremos, portanto, de algumas defini¢gdes que serdo utilizadas para
caracterizar tais condigocs.

Definigdo 4 (cone finito) Dados um ponto x € R", uma bola aberta B1
centrada em x e wina bola aberta By que ndo conlenha z, o conjunto C; =

Bin{z+ My—=x); y€ Bz, >0} € um cone finito emm R™ com vértice
em .

Definigdo 5 (propriedade do cone) Dizemos que Q tem a propriedade
do cone se existe um cone finito C, tal que cada ponto x € 0 € vértice de
umn cone finito C; contido em Q e congruente a C.(Note que C; ndo precisa
ser obtido de C apenas por translagdo e sim por qualquer movimento rigido.)

Como os elementos de W™P(§2) correspondem a classes de fungdes que dife-
rem num conjunto de medida nula, convém esclarecer qual o significado de
termos imersoes de W™P(Q2) em espagos de Banach X. Quando X = W71(Q)
a imersdo W™P(§1) — X serd equivalente a W™P(Q) C X, enquanto quando
X = CL(QY) = {f € C7(Q), D*f limitadaem Q paratodo |a| < j}, a
imersdo W™ — X implicard o fato de cada classe de fungdes de W™P()
conter um elemento de X.

Sempre que W™P(§2) estd imerso em X, existe uma constante K indepen-
dente de u € W™P tal que

lullx < Kllullmpa, Yue W™ (Q).

Quando €2 possui a propriedade do cone, tal constante depende de 2 apenas
em fungao dos parametros do cone C.



Os resultados apresentados a seguir(v. [1], p. 97 ¢ p. 144) permitem relacio-
nar os varios espagos de Sobolev entre si ¢ com outros espagos funcionais.

Proposigao 6 Seja 2 um conjunto aberto em R™. Sejam j e m inteiros
nao-negativos e p satisfazendo 1 < p < oc. Temos

1. se mp < n, entao

WHTR(Q) 5 WI(Q), p<q< D

2. se mp =n, entdo

Witme(Q) —» WH(Q), p < g < oc;

3. se mp > n, entdo . .
WItme(Q) — CL(Q).

Temos também as imersées compactas. Elas serdo importantes para garantir
a limitacao do operador A. Esta propricdade, juntamente com o fato de A
ser pseudomondétono, implicard a continuidade do operador A em dimensao
finita. Com isto, poderemos através da Proposi¢ao 2, executar o passo 2.

Definicdo 7 Sejam E e F espagos veloriais normados (reais ou complezos).
Diz-se que uma aplicagdo linear L : E — F' é compacta, se para cada subcon-
junto limitado B C E, L(B) € relativamente compacto em F', ou seja, L(B)
€ compacto.

Uma condigao equivalente € que para cada sequéncia limitade (z,) C E,
ezista uma subsequéncia (x,,) tal que (L(z,,)) convirja em F.

Proposicdao 8 Sejam Qy C Q subconjuntos abertos do R™ tais que {y é
limatado e S possui a popriedade do cone; sejam também j e m inteiros tais
que j >0 e m > 1 Enlado,

1. se n =mp, a imersdo abaizo ¢ compacla

WIitmP(Q) = WH(Qq), 1< g < o

2. se mp > n, a imersao abaizo é compacta

Witmp(Q) = CL(Q)-



Observagao: Com o resultado do item 2 da proposi¢ao anterior podemos
obter a imersao compacta de W™P({1) em L9(€) para 1 < q < oc. Para
tanto basta lembrarmos que C%(£) estd imerso continuamente em L9(§2g)
para 1 < g < oc ¢ que a composigao desta imersao com a decorrente do item
citado resulta também compacta.

3 Propriedades Adicionais de Conjuntos
Convexos e Topologia Fraca

Se tivermos cumprido os passos 1-4, para satisfazermos o passo 5 da Segdo 1, é
necessario (e nao suficiente) garantirmos que u € K. Para tanto, utilizaremos
o seguinte fato

Proposi¢ao 9 Sejam U um espago vetorial normado e K C U um conjunto
convezo e fechado. Entdo, K € fracamente fechado.

De fato, este resultado ¢ uma conscquéncia de (lembre que um conjunto
convexo contém todas as combinagdes convexas de seus elementos)

Proposigao 10 (Mazur) Sejam U um espago velorial normado e (x,) C U
uma sequéncia fracamente convergente para u em U. Entdo, existe uma com-
binagdo conveza Yym = Y | AnTn, I nei 0n = 1,0, > 0 tal que a sequéncia
(ym) C U converge na norma para u em U.

4 Desigualdades em H'(Q)

Para estabelecermos uma relagdo entre a solugdo do Problema (1) e a do
problema de lubrificagdo, precisaremos da nogdo de desigualdade (tanto >
quanto >) no sentido de H'(2).

Estaremos seguindo nesta segdo a referéncia [5](v. Capitulo II, p. 35 e p. 43).

Definigdo 11 Seja m > 1, wm nidmero inleiro. Denotamos por H™*(2) a
classe das fungioes de C™ () cujas derivadas de ordem m — 1 satisfazem
uma condigdo de Lipschitz em Q. Em particular, quando tais fungées tem
suporte compacto em 2, denotamos tal classe por Hy ().



Definigao 12 Sejam u € H'(Q) e E C Q. Dizemos que a fung¢io u é ndo-
negativa em E no sentido de H!(Q), u > 0 em E em H'(Q), se eziste
uma sequéncia (u,) C HY®(Q) tal que

uy(z) >0, Vz € E; u, — uem H'(Q).

Se —u > 0 em E em HY(Q), dizemos que u é ndo-positiva em E em
H(), e denotamos por u< 0 em E em HY(Q). Seu >0 em E em H'(Q)
eu<0emFE em H(), dizemos queu =0 em E em H'(). Analogamente,
dizemos que u < v em E em HY(Q), sev—u >0 em E em H'(Q), com
u,v € HY{(Q).

Podemos comparar a nogao de desigualdade em H!(§2) com a de desigualdade
q.t.p. em (Q através da seguinte proposigao:

Proposigdo 13 Sejam Q C R™ um conjunto aberto e limitado, E C Q e
u € HY().

1. Seu>0em E em II'(Q), entdou >0 em E q.Lp..
2. Seu>0emQ qlp., entdgou>0 em§ em H'(Q).

3. Seue HJ(Q) eu>0emQ qi.p., entdo existe uma sequéncia (u,) C
Hy™(Q) tal que up >0 em Q e up —> u em HYH(Q).

4. Se E € um aberto em ) eu > 0 em E qtl.p., entdou > 0 em K no
sentido de H'(Q) para todo compacto K C E.

Pelo fato de estarmos interessados num problema de fronteira livre, precisa-
remos da nogao de desigualdade estrita no sentido de H 1(Q) para definirmos
o conjunto “nao coincidente”.

Definicdo 14 Seja u € H'(Q2). Dizemos que u(z) > 0 em x € Q no
sentido de H'(Q) se eriste uma vizinhanga B,(z) e ¢ € Hy™®(B,(z)), ¢ >
0 e ¢(z) >0, tal que u— ¢ > 0 em B,(x) no sentido de H'(R2).



Capitulo 2

Formulacao abstrata e
Existéncia de solucao

Neste capitulo apresentaremos um resultado de existéncia de solugao para o
seguinte problema:

Encontrar u € K tal que
(Au,v—u) 20, Yve K (1)
com A: K — U* e hipdteses adequadas sobre A, U e K.

Para resolver o Problema variacional (1), utilizaremos o método de compa-
cidade conforme apresentado no capitulo anterior. Num primeiro momento,
estaremos restritos a conjuntos K, fechados, convexos e limitados. Posterior-
mente resolveremos o caso K nao-limitado utilizando a existéncia de solugao
da desigualdade variacional em subconjuntos convexos e limitados de K e
hipéteses adicionais sobre o operador A.

Uma das hipdteses sobre A sera a seguinte:

Definicdo 1 Sejam U um espago de Banach, U* seu dual topoldgico e O #
K c U um conjunto convezo e fechado. Dizemos que um operador A : K —
U* ¢ pseudomondtono se para toda sequéncia (u,) C K que converge na
topologia fraca para u € K e é tal que lim sup{Auy,, u, — u) < 0, tivermos,

liminf{Aup,, up — v) > (Au,u—v), Yv e U



Teorema 2 Sejam

U um espago de Banach real, reflexivo e separdvel,

K C U, um conjunto ndo vazio, convezo, limitado e fechado e

A : K — U* um operador limitado e pseudomondtono. FEntdo, eziste ao
menos uma solugdo da desigualdade variacional

(Au,u—u) >0, Vve K (2)

A demonstragao seguird os seguintes passos:

1. Obteremos um subconjunto B = {v;,vs,... } de K denso e¢ enumerdvel.

2. Consideraremos conjuntos de dimensao finita K,,, = U,,N K, onde Uy, é
o espaco gerado por {vy, Vg, ... ,Un}, isto é, Uy, = span{vi,vg, ... ,Um}
e resolveremos:

(AU, v —up) >0, Vv € K, (3)

3. Limitaremos a scquéncia (uy,) uniformemente a fim de extrair uma
subsequéncia fracamente convergente

4. Usaremos o fato de A ser pseudomonétono para obter, a partir do
passo 2, a desigualdade (2).

A Proposigao 2 do capitulo anterior garante a existéncia de solugao para o
Problema (3) se A for um operador continuo em K,,. Tal propriedade serd
decorréncia do lema abaixo.

Definigao 3 Sejam X um espago de Banach e 0 # K C X um conjunto
convezo e fechado. Dizemos que um operador A : K — X* é demicontinuo
se, e somente se, para toda sequéncia (up,) C K que convirja para u, tenhamos

Au, — Au.

Lema 4 Sejam X um espago de Banach, M C X um subespago de dimensdo
finita, @ # K C X um conjunto convezo e fechado e Kpy = KN M. Se
A: K — X* é demicontinuo, entdo o operador A Ky C M — M*, onde A
€ a restri¢gdo do operador A a Ku, € continuo.

Prova: Indiquemos por j : M — X a imersdo natural de M em X e seu
adjunto j* : X* — M*. Seja j* 0o Aoj=A: Ky = M*.

Se a sequéncia (z,) C Ky é tal que z,, converge na norma para T € Ky,
entao para todo v € M, temos

lim{Az,, v) = im{Ajz,, ju) = (Ajz, jv) = (Az,v).

11



Como M é de dimensao finita, A é continuo em K. [ |

Mostraremos agora, que todo operador pseudomondtono e limitado é demi-
continuo.

Lema 5 Sejam U um espago de Banach real e reflexivo, K C U, um con-
junto ndo vazio, convezo e fechado e A : K — U* um operador limitado e
pseudomondtono. Entdo, A é demicontinuo.

Prova: Seja (u,) uma sequéncia de K tal que u, — u. Pelo fato de A ser
limitado e da sequéncia (uy,) ser convergente, a sequéncia (Au,) é limitada.
Além disso, como U ¢ reflexivo, podemos extrair uma subsequéncia conver-
gente, (Auy) =5 be U*.

Como

0 < [(Aup, up — u)| < || Aug ||| un — ul,
a convergéncia de u, para u e a limitagao de (A,/) implicam que

lim(Aup, up —u) =0
Logo, como A ¢é pseudomondétono,
liminf(Auy, upy — w) > (Au,u —w), Yw € U.
Por outro lado, do fato de u, — u ¢ de Au, — b, segue que
lim inf{Aups, up — w) = (b,u — w)

Logo, (Au,u — w) < (b,u — w), Yw € U, ou seja, b = Au.

Com o argumento acima, de toda subsequéncia de (Au,) podemos extrair
uma, subsequéncia fracamente convergente para Au. Portanto,

Au, = Au

Ou seja, A é demicontinuo.

12 e
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Demonstragao do Teorema 2:
Estaremos seguindo as referéncias [9] e [7].

Passo 1. Iniciamos observando que como U é separdvel, existe W = {wy, wo, ... }
enumeravel, W C U tal que W = U.

Agora, obteremos um conjunto B = {v,v,,...} de K, denso e enumeravel,
escolhendo elementos de K em funcgdo dos elementos do conjunto W. Para
cada w; € W, consideremos Bj; = B(w;, 3) = {w € W, |lw — wif| < 3}.

Colecionemos no conjunto I os pares ordenados (i, j) tais que a intersecgao
das bolas B;; com o conjunto K seja ndo-vazia, isto ¢ I = {(4,5) € N x
N, B;; N K # @ para algum j}

Temos, por construc¢ao, que o conjunto I é nio-vazio e enumerdvel. De fato,
como W = U, para qualquer v € K, existe uma sequéncia

(2n), 20 = wy, tal que z, — v.

Ou scja, em particular, Ing tal que para n > no,

1

zn — V|| < =.

lzn — ol < 5

Desse modo, v € B(zn, 3) = B(w;,,3) e, portanto, (is,2) € I,Vn > n,. Por

outro lado, I é enumerdvel, pois é subconjunto de um conjunto enumerével,
I CNxN. ‘

O conjunto B serd construido da seguinte forma: para cada bola B;; cuja
interseccao com o conjunto K é nao-vazia, escolheremos um elemento per-
tencente a esta interseccdo. Isto é, para cada (7, j) € I, seja w;; escolhido tal
que w;; € K N B;; . Mostraremos que B = {w;;, (i,7) € I} é o conjunto que
procuramos, pois B é um subconjunto denso de K, isto é, B = K.

De fato, seja v € K. Como W = U, existe uma sequéncia (z,), 2, = w;, tal
que z, — .

De tal sequéncia podemos extrair uma subsequéncia (z,,) que satisfaga:
llzn, — vl < € ng < nygq1. Logo By, x N K # 0 ¢, portanto, o elemento

tny
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Wi, k € B satisfaz

lwin, & = 0ll < llwin, 6 = 20l + [lzn = vl < 7
Portanto, a sequéncia (vx), com v, = w;, & ¢ tal que

(ve)) C B e v = v,

ou seja, K C B

Por outro lado, por construgdo, B C K. Temos, portanto, BcCc K =K.
Logo, B =K.

Passo 2. Seja N suficientemente grande para que 3(i,5) € [ e i+j < N+1.

Para cada m € N,m > N, seja o subespago U, = span{w;; € B, i +j <
m+1le(i,j) € I}

Consideremos a famfilia de conjuntos

Kpn=UnNKm>N ()
UmZNI(m =K

esta iltima propriedade é valida pois, como B C Up>ny K C K, temos
K =B CUpn>~nKn CK =K.

Por construgdo, cada conjunto K,, é um subconjunto nao-vazio, convexo,
limitado e fechado de U. Para resolvermos a Desigualdade variacional (3),
resta mostrarmos que A : K,, — U}, é continuo, o que é decorréncia dos
Lemas 4 e 5.

Logo, pela Proposigio 2 do Capitulo 1, existe uma solugdo u,, € K,, da
desigualdade variacional :

(AUum, v — um) 2 0, v € K,y (5)

Passo 3. Como K ¢ limitado, a sequéncia (u,,), gerada na resolugdo de (5),
é limitada.

Pelo fato de U ser Banach reflexivo, podemos extrair de (u,,) uma sub-
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sequéncia (um,) tal que
Upn,, — u € U.

Como K C U é convexo e fechado, K ¢ fracamente fechado. Portanto, u € K

’ ~ . w
Passo 4. J4 temos a convergéncia fraca u,,, — u. Para usarmos o fato dc
A ser pseudomondtono, mostremos, inicialmente, que

limsup(Aum, , um, —u) =0 (6)

Como Upm>nKm = K, dado € > 0 arbitririo, podemos escolher u, € Up>n Ky
tal que

lu —uell <, (7)

Pelo fato de K,, C Kyu+1, para k suficientemente grande, temos, por (5),

(AUmy, Ue = U, ) > 0.
Além disso, por (7) ¢ pelo fato de A ser limitado, temos

[{Aupn, , ue — u)| < Ce. (C > 0 constante)

Desse modo,
| im sup{Atm, , Um, — u)| = | lim sup[{ Atm,, Um, — ue) + (Aum,, ue — u)]| < 0+ Ck,
0 que implica

lim sup(Atm,, Um, — u) = 0.
Agora, pelo fato de A ser pseudomondtono, para todo v € U obtemos

(Au,u — v) < liminl(Atm,, Um, — V)
Portanto por (5), para v € Up>n K,
(Au,u — v) < liminf(Atm,, Uy, —v) <0

Como Umsn K = K, temos

(Au,v—u) >0, Vv e K
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O lema abaixo permitird que estabclecamos a existéncia de solugao para o
Problema (1) quando o conjunto K nao for limitado.

Lema 6 Sejam

U um espacgo de Banach real, reflecivo e separdvel,

K c U, nao vazio, convezo e fechado e

A: K-> U*.

Entdo, uma condig¢do necessdria e suficiente para que exista uma solugdo da
desigualdade variacional

ue K: (Au,u—u) >0, Ywe K (8)

€ que exista um niumero real r > 0 tal que, sendo K, = K N B.(0), B,.(0) =
{veU: ||vlu <r}, ao menos uma solugao da desigualdade

ur € K0 (Aup,v—1u,) >0, Yo €K, (9)
pertenga ao interior da bola B,(0), ou seja, lenhamos a desigualdade estrila

lurlly <1 (10)

Prova:(v. [9], p. 1190) Para provar que a condigio é necessdria, basta to-
marmos 7 > ||ul|.

Mostremos agora que ela é também suficiente. Seja u, uma solugao da desi-
gualdade (9) que satisfaga (10) e ¥ € K arbitrario. Pelo fato de u, pertencer
ao interior de B,(0) existe 6 € (0,1) tal que

w=u,+0(0—u,) € K, CK.
Logo, fazendo em (9) v = w, temos
(Au,, 0(9 — u,)) > 0.

Dividindo por 6,
(Auy, 9 — ury > 0.

Portanto, u, é solugdo de (8), isto é, u, é solugdo da desigualdade variacional
sobre todo o convexo K.
|
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Em outras palavras, havera solugdo no caso K ndo limitado se, e somente se,
existir uma solugdo de (9) que seja ponto interior da bola de raio r centrada
na origem.

Um exame cuidadoso do lema anterior e uma comparagao com o Teorema 2
revela que sempre existem solugdes de (9) se A satisfizer as hipiteses deste
tiltimo, pois K, é convexo, limitado, fechado e ndo-vazio (para r suficien-
temente grande). Portanto, para garantir a existéncia de solugdo do Pro-
blema (1), basta exigirmos de A uma condigio adicional que garanta que a
condigdo (10) seja satisfeita. Uma nogao fraca de coercividade cumprird este
papel como veremos no teorema abaixo.

Definigao 7 Sejam U um espago de Banach, U* seu dual topoldgico, K C U
um conjunto fechado, convezro e ndo-vazio e um operador A : K — U*.
Dizemos que o operador A € coercivo em K se existir vy € K tal que

lim A0~ %)

= +4oc, v € K.
Ioll—soo  {v]]

Proposigdo 8 Sejam K um subconjunto fechado, convezo e ndo-vazio de
um espago de Banach reflezivo e separdvel U, A : K — U* um operador
pseudomondtono, limilado e coercivo em K. FEnldo, eriste ao menos um
elemento u € K tal que

(Au,v—u) >0, Vv € K. (11)

Prova: ( v. [9], p. 1191) Pelo Teorema 2, sob as hipéteses acima, para 7
suficientemente grande existem solugoes u, da desigualdade variacional (12)
para os conjuntos convexos limitados e nao-vazios K, conforme definidos no
Lema 6. Portanto para provarmos a proposi¢do, basta exibirmos 7 tal que
luell < 7.

Seja 19 > ||vo|| tal que K, # 0, Vr > ry. Pelo Teorema 2, para cada r > 1y,
existe u, € K, solugdo de

(Aup,v —up) 20, Vv € K, (12)

Em particular, tal desigualdade vale para v = vy e isto implica os elementos
da sequéncia (u,), para r > 7 serem limitados. Caso contrario, pelo fato
do operador A ser cocrcivo, teriamos

lim {Auy, ur — t)

= ~+oc,
ool
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o que contradiria (12) (com v = vp).

Seja ¢ um limitante de (||u,||), r > r¢. Se tomarmos 7 > max{rg, c}, teremos
|lusg|] < 7 e, portanto, pclo Lema 6, existe uma solugdo da desigualdade
variacional (11) em todo o convexo K.

|

Uma condigao sobre A que ¢ mais fraca do que a anterior (coercividade) é
a que chamaremos de condigdo F. Ela tammbém garante que (10) é satisfeita
para algum r > 0.

Definicdo 9 (Condigao F) Sejam U wm espago de Banach, U* seu dual
topoldgico e K C U um conjunto convezo, fechado e nao-vazio. Diremos que
um operador A : K — U* satlisfaz a condigdo F se eristem vg € K e
r >0, ||lvl|| < r, tais que para todo v € K com ||v|| = r tenhamos

(Av,v — 1) > 0. (13)

A afirmagdo anterior & Definigao 9 pode, entdo, ser demonstrada como se
segue: suponhamos que o operador A satisfaca a condigio F e que exista
uma solugao u, de (9). Se a norma de u, fosse igual a r, terfamos, por (13),

(Au,, up — v9) > 0.

Mas, isto contradiria o fato de u, ser solugdo de (9). Logo, como u, € B,(0),
sua norma é tal que ||u,|| < r e, portanto, (10) é satisfcita.
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Capitulo 3

Colocacao do Problema

Neste capitulo descreveremos matematicamente o problema a ser tratado.
Estaremos utilizando as referéncias [4] e [12]

Conforme pode ser visto nas Figuras 1 e 2, estaremos considerando um man-
cal composto de um rolamento cilindrico ou esférico girando a uma certa
velocidade angular (com a coordenada cartesiana y orientada na diregao do
eixo de rotagdo) e uma superficie rigida S. O rolamento é separado de S por
um filme lubrificante, o qual é assumido ser um fluido viscoso, isotrépico e
incompressivel e que, devido a velocidade de rotagao do rolamento, entra no
mancal com velocidade U (suposta independente do tempo e conhecida) na
diregao da varidvel z, paralela a superficie rigida S. A geometria inicial da
abertura entre o rolamento ¢ a superficie S ¢ dada por uma fungio suposta
conhecida h > hy > 0 (hg, uma constante). A geometria final desta aber-
tura, quando o rolamento estd funcionando em regime estacionério, é dada
por uma fungao H, que deve ser encontrada ¢ que depende da deformagao da
superficie do rolamento, a qual é dada por uma fungdo hy (temos H = h+hy).

A formulagao do problema envolve a consideragiao de dois fendmenos: a ca-
vitacdo e a deformagcao elastica. Na regiao em que nao hd cavitagao, a pressao
satisfaz a equacdo de Reynolds e esta equagdo torna-se nao linear devido a
deformagdo da superficie do rolamento. A esta formulagdo chamaremos de
modelo de cavitagido de Reynolds.

1 Modelo de cavitagao de Reynolds

Dada uma regiao 2 em R", n =1 ou n = 2, devemos achar uma regiao
1, C Q e uma fungao p > 0, correspondendo & pressao hidrodinamica e
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R
h U = ,;———"ﬁa’ < =
l:> ¢ hy l:> (/ A 4 \\‘ > X
-+ ¥ > x o .
S 2 Ity S
< >
Q y
Figura 1: Geometria do Mancal Cilindrico Figura 2: Geometria do Mancal Esférico
(n=1) (n=2)
definida em Q tais que, sendo £, = § — €24, tenhamos
V- (H3(p)Vp) = Gu,aUali(p), em §),
p=0qtpemQ,, Q=0Q,U,
{ Plan =0 (1)
oUH (p)
> Q
O 3 = 0, em
| H(p) = h+ lu(p)
com
m(p)(@) = [ Nz, p(€)de quando n =1, 2
h(p)(@,y) = [o N(z,y,& n)p(¢, n)dédn quando n =2,
[S]
[0 — ¢ quando n = 1.

N(z,§) = C1]1| ] 1

N.’E,,,1 :02
(z,y,6m) @ -2+ (y—n)?)

quando n = 2.
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Na férmula acima, 2o ¢ uin ponto fixo dado ¢ tal que zg ¢ Q.. Observamos
que o contato é dito ao longo de uma linha no caso do mancal cilindrico,
0 que corresponde a n = 1, ¢ é chamado d¢ contato pontual no caso do
mancal esférico, o que corresponde a n = 2.

Denotando por A o operador nao-linear

aUh
Ap = = - (1(p)Vp) + 6u2L D) )
e por f a lungao dada
oUh
= —Gp— 4

podemos reescrever o problema de lubrificagao elastohidrodinamica cldssico
da seguinte forma:

Encontre um campo de pressoes p tal que
((Ap= [, em
p=0 q.t.p. em ),
(5)
plan =0
L Ap—f>0 em Q)

Neste trabalho, buscaremos uma solugao generalizada deste problema e, para
isto, na préxima segao obteremos uma formulagdo variacional associada a
ele. O Capitulo 4 serd dedicado ao estudo de existéncia de solugdo para a
formulagao variacional. L4, também discutiremos brevemente a questdao da
unicidade de solugdes e o relacionamento entre uma solugdo generalizada e o
problema original (5).

2 Formulacao Variacional

Para uma formulagdo variacional adequada para o Problema (5), considere-
mos o espago de Sobolev

V = Hy(9) = {v, %, -g—g € L*(Q)) | v =0 em 69 no sentido de trago }

(6)
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e seu dual topoldgico V*
V' = (HYQ) = B9, (7)

Denotemos por (-,-) a dualidade em V* x V. Além disso, seja K um sub-
conjunto fechado e convexo de V dado por

K={veV]|v>0qt.pemQ} (8)

Desse modo, o opcrador A definido em (3) pode ser considerado como um
operador de V em V*.

AV —V*
dUhy(p)

pr— Ap ==V - (H*(p)Vp) + 6p—p-

Trabalhando formalmente, obteremos, agora, uma formulagio variacional as-
sociada a (5). Seja p € K solugdo de (5), temos

(Ap—f,q—p) = / (Ap— f)(q - p)dQ
- / (Ap— )(g - p)dQ + / (Ap - [)(g — p)aS
Q4

Qn

pelo fato de p ser solucdo de (5),Ap— f > 0eqe€ K,

~ [ (p=adn 20,

Ou seja, podemos associar ao Problema (5) a seguinte desigualdade variacio-
nal:

Encontrar p € K tal que

(Ap—f,q—p) 20, Vge K (9)
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Capitulo 4

Solucao Fraca do Problema de
Lubrificacao
Elastohidrodinamica

Vimos no capitulo anterior que podemos associar ao problema de cavitagao
de Reynolds a seguinte desigualdade variacional:

Encontrar u € K tal que
(Au~ fiv—u) >0, Vv e K, (1)

comK={veV|v>0 gt.pem Q},

V = H} ()
Au = —V - (H3(u)Vu) + sﬂ?fi%“—) (2)
¢ U
1
J = =6u oz

A fim de utilizarmos os resultados obtidos no Capitulo 2 para obter um
solugdo do Problema (1), introduziremos o operador

Au=Au— f

e reescreveremos a desigualdade variacional acima como
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Encontrar u € K tal que
(Au,v —u) >0, Yve K. (3)

Pelo que foi apresentado no Capitulo 2, para obtermos uma solugao do Pro-
blema (3), basta provarmos, de acordo com a Proposi¢io 8, que o operador
A é pseudomondtono, limitado e coercivo.

Observaremos, inicialmente, que se tivermos f € V*, dual topolégico de V,
e se o0 operador A definido em (2) for pscudomondtono, limitado e coercivo,
o operador A possuird as mesmas propriedades.

Verifiquemos estas afirmagdes: suponhamos que A scja pseudomonétono e
consideremos uma sequéncia (u,) C K que convirja na topologia fraca para
u € K e tal que limsup{Au,, u, —u) < 0. Temos, para v € V,

lim inf(Aup, un — v) = liminf(Au, — f, up — v)
> iminf{Aug,, up, — v) + liminl —(f, u, — v)
= liminl{Auy,, un — v) — limsup{/f, u, — v)
= liminf(Aup, u, — v) — (f,u — v)

Como limsup(Auy,, u, — u) < 0, temos lim sup{Aup, u, — u) < 0. Logo,
usando o fato de A ser pscudomonétono,

lim inf{Aup, u, — v) > (Au,u—v) — (f,u — v) = (Au, u — v).
Portanto, A é pscudomonétono.

Além disso, se A for limitado e f € V*, temos

(Au,v)| [ Au,v)
T

Ou seja, A é limitado.

+ I/ < Aufl + 111

Finalmente, se f € V* ¢ A [or coercivo, A serd coercivo pois

lim (Av, v — vp) o {(Av, v—19) {fiv— vo)} — oo,
oo ||v]] lloll—o0 ]l ]|




1 Solucao fraca do problema de cavitacao de
Reynolds
Pelo que foi apresentado, para obter uma solugdo do Problema (3) serd su-

ficiente demonstrarmos que operador A definido abaixo € pseudomondtono,
limitado e coercivo.

Ap = -V (H*(p)Vp) + Gua—q%ﬂ, (4)
sendo H(p) = h + hi(p) com
h(p)(z) = [ N(z, &)p(€)dé quando n = 1, 6
hi(p)(x,y) = fq N(@,y,&n)p(€,n)dédn  quando n = 2,
e
N(z,€) =C,In %0 — £ quando n =1,
lz — ¢
1 (6)

N(f’?»?/,fﬂl) - C2

quando n = 2.

Ve =62+ (y~m)?)

Os lemas apresentados abaixo garantirdo que, para o caso de contato
pontual (mancal esférico, n = 2), tais propriedades se verificam.

Para o caso de contato ao longo de uma linha (mancal cilindrico,
n = 1), nem sempre foi possivel detalhar todas as demonstragdes apresenta-
das em [10] relativas as propriedades do operador A. Comentaremos oportu-
namente as dificuldades que foram encontradas neste caso. Para este tltimo
caso, obteremos apenas os resultados de que o operador A é limitado e he-
micontinuo e que o operador A satisfaz, em casos particulares, a condigio F
(v. Definigao 9 do Capitulo 2).

9
Lema 1 Para hy definido na equagio (5), 0 < a < 1, q = El Zg > 2,
eziste uma constante My > 0 tal que
[h1(P)lre < Micllplirs, VP €K (7)

25



Prova: Para obter tal constante, utilizarcmos o fato de N(z,y,-,*) per-
tencer a L**(Q), VY(z,y) € ©, quando n = 2 e N(x,-) pertencer a
L*%(Q)), Vz € Q, quando n = 1 e de sua norma nestes espagos ser limi-
tada independentemente de (z,y) e de z, conforme estivermos em Q C R?
ou 2 CR.

No caso de contato ao longo de uma linha, N(z, £) na definigdo de hy ¢ dado

por
Tg— &

T —¢
A scguir, obteremos um limitante para [, |[N(z,-)|>~*d¢ independente de
z € § = [a,b]. Com isso, teremos mostrado também que N(z,-) € L7(Q)
paratodox €}, =2 -«

N(z,&) =CiIn

2—o

dg

2—a
)"
para uma constante C, = Cyo(a) > 0,

2—a
/Q|N(:r;,£)|2“°d§ < |G eC, Uﬂ (1 In |z — &|>~d¢ +/Q ) dﬁ} .

Estimemos agora as duas Gltimas integrais acima. Scja & — x¢ = 7, temos
b b=z
[ twlao—lpmede = [ mip-can
a a-Tg

To—a b—xo
= [ wapedan+ [T ngean,
0 0

fazendo T = max{zy — a,b — zo}, vem

1

In|zg — €& +1n
I 0 .l |$ __€|

N , 2—Gd —_ C 2—a
[t epas = e [
<ieF [ (Inleo- el +
. JQ

1
In ———

|z — €l

In ——

|z — £

b T
/ [n o ~ £][>%dé < 2 / | Inn?~%dn = Lu(z0, @, ).
a 0
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Consideremos, agora, a outra integral. Scja n = £ — z,

b -1 2-a b—2x 2—a
n—— d¢ = / In — dn
~/a |’E - £| Ja—-zx ln‘
r—a 1 2—« b—x 2—-a
= / In - dn + / In — dn
0 n 0
b-a 2-a
< 2/ In— dn.
0 n

. 1 .
Como lim,,_,g n% In— =0, existe ¢ > 0 tal que para todo 0 < 7 < ¢,
n

1
In -

Y]

2—a € 9 b—a
< 2/ 1+ _"dn+2/
J0 €

/ IN(z,)P~2dQ < |C1[2Cu(L1 + La) = L2~ (x0, 2, Q) < oc.
Q0

Nl

<N

Portanto,

[
a lx_fl

Desse modo,

2—a

dn = Ly, Q).

In -
n

In

Consideremos agora, o caso de contato pontual (n = 2). Temos
1
Cy = =.
Vi -8+ -n)

Verifiquemos que N(z,y,&,1) € L*%(Q), VY(z,y) € . Consideremos a
seguinte mudanca de varidvel ' -

N(z,y,&n) =

rcosf =x —¢
rsenf =y —n

e seja R(x,y) = supy qcan ll(z,¥) — (€,m)l2, com || - [|2, a norma euclidiana
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em R2. Valem entio:

R({E, y) - mgmxﬁ”(a:, y) - (fa 77)”2,

(¢&m)e
a&m)| _
a(r,0)
Portanto,
/IN(z,y,E,n)lz““dfdn
Q
2r 4 [REn) c2-a Ty _a 2 Re(z, y)df intQ
0 fO 2 J2a r= 0 (a:,y) se (z,y) € intfd,
< gone

Jy R*(z,y)d6  se (z,y) € o8 (8)

2—a

z, —a T
foﬂdefoR( y)cz 72-a dr = o

Como estas tltimas intergrais sdo finitas, obtemos o resultado desejado.

Agora, pela Proposi¢ao 8 do Capitulo 1, p € L9(f2), ¢ conforme definido no
enunciado, quer estejamos em §2 C R (pelocasomp>nem=1,p=2,n=
,j=0ouem QC R? (pelocaso mp=nem=1,p=2,n=2,j =0).
Logo, pela desigualdade de Hdlder, temos

(11 (p)(2)| < |IN(z, E)ll12-a@)lIDll 10 sen =1,
|Pi(P) (2, 9)] <IN (2,9, & M r2-e@llplle se n =2,
4 (9)
_ 1 _ 2 - 59
1= 1 l1-a )
\ B 2 —w

Resta ainda, no caso pontual, obtermos um limitante de || N(z,y, &, n)||r2-=
independente de (z,y). Para tanto, usaremos a continuidade de R(z,y) em
Q. Para verificd-la, consideremos uma sequéncia (Tn,yn) C Q convergindo
para (z,y) e (&,7) € . Temos

”(-’Emyn) - (f’ 77)” < ”(mmyn) - ('Uay)” + ”(,L"y) - (5,77)“

28



Portanto,

R(mm yn) = (?]?exﬁ ”(xm yn) - (&77)” < “(-’Um yn) - (-777 y)” + R(x,y).
i

Analogamente,

I|($,y) - (Eﬂ))“ < ”(mn)yn) - (’E,y)” + Il($nayn) - (E,TI)”,

ou seja,

R(.’L‘, y) - “(l‘m yn) - (113, y)” S R(Ina yn)‘

Logo, temos
R(m,y) - ”(Imyn) - (‘777 y)“ < R("Emyn) S “(xmyn) - ("E’y)” + R(ZL’, y)

¢, portanto, R(z,y) é continua em Q pois

lim R(Zn,yn) = R(z,y)

n-+o00

«

211 =\
Cs max{R*(z,y), (z,y) € Q}) para o caso

Se denotarmos M, =

pontual e M = L3, para contato ao longo de uma linha, teremos

Wi (P)llree = m_gxlhx(P)l < Mi||pl| 1.

[ |
Lema 2 O operador A definido na equagio (4) € um operador de V(=
H(82)) em V* limitado.
Prova: Temos, pelo Teorema de Green,
3 dq
(Ap, Qvxv. = H*(p)Vp-Vq-— G;LUhl(p)£ df.
Q

Denotemos

My = max |U|, My = max|h]| (10)

' o) Q
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Entdo, em virtude de (7) e (10) temos

mﬁax |H(p)| = mﬁax|h + hi(p)| £ My + Mg||plirs-

Temos também,

9q
(Ap,a)1 < (M + Micllplla)® [ 9 9aldf+ by Miclplle [ |52
Q
< (M + Miclplss Ul ol + Mo MiclplssCalall

|

Portanto, obtemos

[A4pllv- < (M + MiIpllra)*llpll s + 8uMy My Callpllra-

Conforme a Proposicdo 8 do Capitulo 1, H}(Q) estd imerso em L9(2) quer
estejamos em 2 C R ou em  C R?. :

Entao , 3Cy > 0 tal que
Nullre < Collulli, Yu € HY(Q) (11)
Portanto,
| Apl

Ou seja, A leva conjuntos limitados de K em conjuntos limitados de V*.
Logo, A é limitado.

ve < (My + CoMllp|lin ) llpll i + 6uCaCoMy Mic||p|la,-

Lema 3 O operador A definido em (4) é coercivo (com vy =0 € K ) no caso
de contato pontual (mancal esférico, n = 2).

Prova: Para o caso de contato pontual, temos h;(v) > 0, Vv € K, portanto,
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H(v) > ho, Yv € K. Desse modo, temos

{(Av, v) =/ [[[3(’0)|VU|2 —G;LUhl(v)?i’] dQ
Q 3:1:

= / l:th(v)IVvl2 + hi(v) <H2(v)|Vu|2 - 6uU—§%>] d§
Q
> R3C ||| + / hy(v)| V| [h3] V] — 6pMy] dS. (12)
o
Acima, utilizamos a desigualdade de Poincaré

a@>o,mmﬂsﬁ/uwmm,wEfﬁmx (13)
9]

que implica
— 1
o3, < 1+C/Vv2dﬂ, C'= ——.
ol < ( ) Q| | e

Scjam

GuM,
O = {(m,y) € |V < IIZ U} cf
Lo
e Oy = 02— Q. O integrando na equagio (12) é positivo em ), e negativo
em §2,,. Entdo, usando

(Av,v) > C'R3|[o||%: — 6pMy /9 i (0) V] dn
WM

> C'h3|vl)% - 6uMU6l—Ih§—q/ hy (v)dQy,

0

m

6uM, 2
zdwmm—(@j)mmmMMﬂwm

GuMy\
2 Rl ~ (F5) Cobtemeas(lve

Portanto,

— oc quando ||v]} = oc.

Observagao: A grande dificuldade para repetir o argumento da demons-
tragdo anterior para o caso de contato ao longo de uma linha vem do fato de
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nao termos, neste caso, um limitante inferior em € para h,(v) independente
de v € K como ocorre no caso de contato pontual (hy(v) >0, Vv € K).

Isto pode ser verificado se considerarmos intervalos J C I C § = (a,b) com
J estritamente contido em [ ¢ este contido em (g, b) ¢ a sequéncia de fungoes
(vn) C K com as seguintes propriedades: o suporte de cada v, estd contido
no intervalo I e cada funcao v, é constante e igual a n quando restrita ao
intervalo J.

Seja L = (¢,d) C (a,zp). Paratodox € L ¢ £ € I, temos

o =€l leo—¢

In 1
IT—EI Iz — zo| + |zg — €|

< ~-p

onde 3 > 0 e, portanto,

hy(vp)(z) = 01/111 il — ¢ un(&)dE

—g "
_ |730 — £
~ci [mle=d g 0
9 el
< Cl / I'E — £| )df
—C1 fnmeas(J).

Como f é positivo, concluimos que ndo existe limitante inferior para h; em
{2 independente de v € K.

Se tivermos a garantia de existéncia de solugdo para o Problema (3) para
casos em que K ¢ limitado, a existéncia de solugdo para conjuntos K ndo
limitados também estard garantida se o operador A satisfizer a condigao F.
Veremos no lema abaixo que em alguns casos A satisfaz tal condigao.

6[lvMuM](C() as(ﬂ)% < 6(1 - 6)3 ,

C'hd My + ehg
com My = maxg|h| e as oulras constantes deﬁmdas como anteriormente,
entdo o operador A satisfaz a condicio F (com vy = 0 € K) no caso de
contato ao longo de uma linha (mancal cilindrico, n =1).

Lema 4 Se ezistir ¢ € (0,1) tal que

Prova: Tomemos r = Para todo v € K tal que ||v||y = 7 temos,

Gho
MI(CO.
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por (7) e (11),
|hi(v)] £ Micllvllrs £ MicColv[lim = eho,
o que implica
H(v) = h+ hi(v) > ho — chg = (1 — €)ho, (14)
|H (v)| < My, + ¢hg. (15)
Para tal ¢, da condigao expressa no enunciado, obtemos

6/10 GMMU(M); + 6/7,())
M](C() C'(l - 6)3'}18

8=
VY
—
D
j

ol =7 =

Com um argumento andlogo ao apresentado no Lema 2, obtemos

(Av,v) = / [1{3(1:)|Vv|2 - G/I.UII(U)Q—U—] ds.
0

ox

Por (14), (16) e pela desigualdade de Poincaré,

(Av,v) > (1 = )*h3C"||v||% — / 61 My(My, + €hy)|Vu|dQ
Q
> (1= €)*K3C" 0|1 = 6uMy(My, + eho)||v|| 1 meas(2)?

6uMy (M), + eho)meas(£)3
_ 3,
= (1 —_ 6) Ilgclll’unnl (”’U”]ﬂ fad C/(l — C)ah,g > 0,

e A satisfaz a condi¢io F com vy =0 € K.
|

Observagao: note que a condigao expressa no Lema 4 ¢ em particular ver-
dadeira para fluidos com viscosidade p suficientemente baixa.

Lema 5 No caso de contato pontual, para todo u,v € V lais que ||u||m, |jv]lim <
n, 1> 0 uma conslante arbilrdria, existe uma constante C > 0, que depende
de n, tal que

(Au — Av,u —v) > C'hijlu — v||3 — Cllu— vl|rel|u = v||a (17)
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(2 — )
Ty

com q = >2,0<a<l.

Prova: Para contato pontual, temos
(Au - Av,u —v) = / [H(w)VuV(u — v) ~ H*(v)VuV(u - v)]
Q

+ [6“%_6%;2)—] (u—v)dQ2

- / [H3(u)VuV(u —v) — H*(v) VoV (u — v)
Q
d(u — v)

T

—6pUh(u — v) ] dQ

- / () V(0 = )V = v) + (H(w) - H*(0)) VoV (u - v)
Q

— 6uUh (u — u)a(“a'" “)] dq,

pela desigualdade de Poincaré,

(Au— Av,u—v) > C'h3jlu - v||}, + /(H(u) — H(v))[H*(u) + H(u)H (v)

O(u — v)
Q
oz d

+ H*(v)] VoV (u — v) = 6pUhy (u — v)

por (7), (10) e [ GuUhl(u—v)a(ua; U)dQ < 6uMyMg||lu—vl|7a [, a(ua; U)dQ,

> Chllu = olfy + [ (T0) = H) () + HWH

+ H*(v)]| VoV (u — v)dS

du—v
—-Gﬂj\/luM}(“u—’U“[,q/ ( )
Q

ox

dfl.

Ou seja,
(Au — Av,u —v) > C'/L?]Hu — |3 — Myelju — U||/,q2[(1\4h + M;:(||u||/,q)2
+(Mp + MK||UHM)2] ol g llw — v
— 6pMyMi||u — v|| 1. Callu — vl| s (18)
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A ultima desigualde foi obtida utilizando Hélder, (7),
H(u) — H(v) = h+ hi(u) = h = hi(v) = hi(u — v),

H?(u) + H%(v)
2

o fato de —H (u)H(v) < implicar

(H2(u) + H(u)H(v) + H(v)) > —g(zﬁ(u) + H2(0)

/ (H (u) — H(0))(H () + H@)H(v) + HX(0)) VoV (u — v)dQ
Q
= / hi(u — v)(H*(u) + H(u)H (v) + H?*(v))VoV(u — v)d§
Q
> =2Myc||u — v|| 1. /(Hz(u) + H*(v))VuV(u — v)dQ
Q

Como ||u||y1, ||u]|m < 7, obtemos
(Au— Av,u —v) > C'hgllu = vl|5 — C(n, My, Mic, My, Q)lJu — ]l |lu = 0|14

O resultado do Lema 5 serd utilizado na demonstracdo de que o ope-
rador A é pseudomonédtono no caso de contato pontual. L& utilizaremos o
fato do termo negativo presente no lado direito de (17) convergir para zero
quando u tende para v em L9.

No caso de contato ao longo de uma linha (n = 1) pelo fato de
nao termos a garantia de que H(u) seja limitado inferiormente por uma
constante positiva, nao obteremos o mesmo resultado. Por um argumento
analogo ao utilizado no Lema 3, obterfamos apenas o seguinte resultado para

fullarss olle <

(Au — Av,u —v) > C'o®|lu — vllr‘;,l(nl”) — (My + MgCon)®|ju — vll?,u(nﬂ_)
- C(’?, MUa MK) Mha Q)“u - UHH‘ ”u’ - v”m

com Qp+ ={z€Q; Hu) 2o, a>0} ¢ Qu- ={z € Q; H(u) < 0}.
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5 . 3 2
Como ndo podemos controlar o termo —(Ma + My Con)’||u — v} (q, ) em
fungdo de ||u — v]|;¢, ndo poderemos repetir o argumento que serd utilizado
na demonstragao do Lema 8 para este caso.

Definigao 6 Sejam X um espago de Banach, X*, seu dual topoldgico e um
operador A: X — X*. Dizemos que A é hemicontinuo se e somente se, a
fungdo real

t— (A(u + tv), w)

é continua em [0, 1] para todo u,v,w € X.

Lema 7 A € hemicontinuo, ou seja, para ¥V u,v,w € V, t > 0,
lim (A(u + tv), w) = (Au, w) (19)
t—0t+

Prova: Sabemos que

(A(u + tv),w) = /

[Hs(u + tv)V(u+tv) - Vw — 6pUhi(u + tv)%:l dSQ.
Q

Observemos inicialmente que para ¢ € [0, 1] temos

|H3(u + t0) V(u + tv) - V| <
[My, + MicCollfull + lollm)P(IVu - V| + | Vo - Vo) = g1

Jw
6p Ul (u + tv)% < 6puMyMpCo(llul|my + ||v]| )| Vw| = ga.

sendo as constantes conforme definidas anteriormente.

Como u,v,w € H}{Q) e Q tem medida finita, g = (g, + ¢2) € L*(£2). Além
disso, para quase todo z € Q (se n = 1) ou para quase todo (z,y) € Q (se
n = 2),

ow
. 3 . — ; —_—
tl_x)rglL [H (u + tw)V(u + tv) - Vw — 6pUhy (u + tv) ax]

= H*(u)Vu- Vw — GuUhl(u)aw

oz
Portanto, tomando o limite (v. [2], p. 45), temos

lim (A(u + tv), w) = /n [Ha(u)Vu -Vw - G;LUhl(u)-a—w] dQ = (Au, w).

t— 0+ ox
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Lema 8 O operador A é pseudomondtono no caso de contato pontual (man-
cal esférico, n = 2).

Prova: De acordo com a definigdo de operador pseudomondtono, precisamos
provar que para toda sequéncia (u,) C K que converge na topologia fraca
para u € K e tal que

lim sup{Aun, up — u) <0,

temos
Hminf(Aup, up — v) > (Au,u—v), Vv € V.

Observemos, inicialmente, que se u, — u em V = H} (), (u,) é limitada
em V. Seja 7 tal que ||usllir <7 e ||Jullir < n. Por (17), para contato
pontual, temos

(Atp, un — u) > (Au, up — u) = Cllun — ul|re]|tn — ul|m (20)

De acordo com a Proposicao 8 do Capitulo 1, sabemos que H! estd contido
de forma densa e compacta em L9. Portanto, u, —> v em L9.

De fato, como (uy,) ¢ limitada e H! estd contido de forma densa e compacta
em L9, existe uma subsequéncia (u,,) C (un) e v € L7 tais que

Up, — v em LY.

Como u, — u implica u,, — u em H' e pelo fato de H' estar contido de
forma densa e compacta em L7 fazer com que (L9)* C (H')*, temos u = v,
ou seja, o unico ponto de aderéncia da sequéncia (u,) em L7 é u. Portanto,

u, — u em L7,
Logo, a partir de (20), obtemos

0 > limsup(Auy, un — u) > liminf(Aup, un — u)
> liminf[{Au, up — u) — C|lug — ul|rallun — ullx] =0

ou seja,
lim{Au,, u, —u) =0 (21)
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Para Yw € V, temos

(Au, — Aw,u, — w) = /an(Un)V(Un — W)V (up — w) + [H(un) — H*(w)]| VWV (un — w)

O(up, — w)
Oz

> / (H (un) — H(w)) [H?(un) + H(un) H(w) + HX(w)] V¥ (un — w)
Q

Iu, — w)
ox

- / (ha(un — u) + ha(u = w)) [H(un) + H (un) H(w) + HX(w)] ViV (1 — w)
Y]

—6uUh1(up — w) dQ2

- 6pUhy (u, — w) dQ

— 6l hy (up — w) + ha (v — w)] (6(“"8; “’)> ds

= [/ hi(un — u) [H*(un) + H(un) H(w) + H*(w)] VuV (un — w)
o)

—64U My (g — u) (f?-(—“—"a%l—)-)-) (IQ]

+ / o — ) [H () + H () H(w) + B (w)] V0¥ (1, — u)dS2

4 / (o — ) [H* () + H(un) H(w) + H*(w)] V¥ (u — w)d2
- /QG,uUhl(u - w) (a(ua; w)) dQ + /n —6uUhy (u — w) <8(u,ém— u)> dfd

=™

+ /n hy(u— w) [(H(u) + hi(un — w))* + (H(u) + hy(un — u))H(w) + H*(w)] VwV (ur — u)d$
+ /n hi(u — w) [(H(u) + hi(un — u))* + (H(u) + hi(un — ) H(w) + H*(w)] VwV(u — w)dQ

— / 6ulhy(u — w) (M) dQ + I
0 oz

=TI 4+ 1™+ / ha(u— w) [H2(w) + H(w)H(w) + H*(w)] VwV(u, — u)dQ
Q

+

— 6pUhy(u — w) <a(u8; “’)) dQ}

/ﬂhl(u — w) [Hz(u) + H(u)H(w) + Hz(w)] VwV(u — w)
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+ / hi(u — w) [2H (u)hi(un — u) + A (un — u) + hi(un — w)H(w)] VwV(u, — u)d
a

+ / hi(u — w) [2H (u)hi(un — u) + B3 (un — u) + hy(un — u) H(w)] VoV (u — w)dS)
= I +QI§") + 1V 4 1M

+ /nhl(u — w) [2H(u)hy (un — u) + A2 (un — u) + hi(un — u) H(w)] VoV (u, — w)dQ
=1+ IV + 1Y + 1M 4 1.

com

oz

w= [ [’h(u — w)(H(w) + H()H(w) + H*(w)) Va9 (u — w) — U (u — w) 2= 2)

™ = / ha(up — u) [(Hz(un) + H(un)H(w) + H*(w)) VoV (u — w) — euv?ﬁ’l:i”—)} dQ

A ,
] a0
I = / hy(u — w)(H*(u) + H(u)H(w) + H*(w))VwV (u, — u)d

n

M = / ha(u — w)ha (un — w) [2H (0) + hy(un — u) + H(w)] Vo - V{(tp — w)dQ

O0(un — u)

Q
oz d

I = / —6pUhy(u — w)
Q
Como por (7), maxg |1 (un — u)| < Mi||lup — ul|re € como u, — u em LY,

temos I™ — 0 ¢ I!" — 0 devido a limitagdo dos demais termos envolvidos
em suas definigdes.

Temos também, devido ao fato de u, — u em HY,
I = (=V(),tp — u) — 0

AUhi(u — w))
am s Y'n

M = (6p —u) = 0.
Logo, de modo andlogo ao utilizado na obtengdo de (18),

liminf(Au, — Aw, up, — w) > lim info,") > —C(n, My, Mp, My, Q)||u — w||rs]ju — w|| .
| (22)
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A partir de (21) ¢ (22), temos

liminf(Au,, u — w) = iminf(Aug,, up, — w)
> (Aw,u = w) = Cllu — wl|rallu — wllw.
(23)

Para v € V, seja w = u + 6(v — u), com 6 escolhido entre 0 e 1 e tal que
llwl] < n (tal escolha é sempre possivel, pois ||u|| é estritamente menor do
que 7). Desse modo, substituindo w em (23),

lim inf{ Auy, 8(u —v)) > (A(u+0(v—u)), 0(u—1v)) — CO?*||u—vl|1a]ju —v]|m.

Dividindo os dois lados por 8 e fazendo 8§ — 0, obteremos, usando também
(19), o resultado desejado:

liminf(Aup,u — v) > (Au,u —v), Yv € V.

2 Relacionamento com o Problema Original

Precisamos, agora, determinar em que sentido uma solugdo do Problema
variacional (3) é também solugdo do Problema original definido em (5) no
Capitulo 3. A discussao apresentada a seguir é vilida tanto para o contato ao
longo de uma linha (mancal cilindrico, n = 1) como para o contato pontual
(mancal esférico, n = 2).

Proposigio 9 Suponha que ezista uma solugiop € K = {v € V = H}(Q) |
v >0 g¢tpem S} para o Problema (3). Entdo, p é uma solugdo do
Problema (5), Capitulo 3 no sentido de distribui¢ées; ou seja, p > 0 em §)
no sentido de H'(Q2), Ap — f = 0 no sentido de distribui¢ées em Q;, p=10
formalmente em Qy e p > 0 em §2; no sentido de H'(Q) (2 = Q; U Q).

Prova: Denotemos por £ = {z € Q; p(z) > 0 no sentido de H'(Q2)} e Qp =
Q — Q; e consideremos zg € ;.

Como p(zp) > 0 no sentido de H (), IB,(2) ¢ ¢ € Hy™(By(z)) tal
que ¢ > 0, w(x) > 0ep—¢ > 0 em B,(2) no sentido de H*(Q).
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Pelo fato de ¢(z) > 0 ¢ ¢ € Hy™(B,(z)), existe 0 < § < p tal que
m = inf,ep, () w(2) > 0. Portanto, para toda { € C§°(Bs(20)), podemos
encontrar um € > 0 tal que

p+eC > 0 em Byg(z) no sentido de H'(Q). (24)
Para tanto, basta escolhermos € > 0 satisfazendo

m

L1
Y

com M >0e M > |inf,epy(.0) C(2)]

De fato, como p — ¢ > 0 em B,(2) no sentido de H'(2), existe uma
sequéncia (un) C H"®(Q), up, > 0em By(20) € up — p — ¢ em H(Q).

Tomando v, = u, + ¢ + €(, temos
vy € H'(Q) ¢ v, — p+eC em HY(Q)

Para provar que p+e¢ > 0 em Bs(zg) no sentido de I7'(£2), resta mostrar que
vp, > 0 em Bj(zp). Para tanto, como u, > 0 em B,(zg), basta garantirmos
que ¢ +e¢ > 0 em Bs(z). Seja z € Bs(z), sc () > 0, nao hd o que
demonstrar; se {(z) < 0, temos

1m
z >m — > — —— >
e(z)+el(z)>m—eM>m 2MM_O

Desse modo, pela Proposigdo 13 do Capitulo 1, ¢ = p+e( € K uma vez que
temos ¢ > 0 q.t.p. em Bs(z) e ¢ =p > 0 q.t.p. em Q— Bs(2g). Substituindo
q na desigualdade variacional e dividindo por ¢, obtemos:

(Ap~ f,¢) 2 0, V( € C3°(Bs(20))
como tal desigualdade vale para —(, temos
(Ap - £,¢) = 0, em Cg°(Bs(20)).

Seja B,, z € §1; uma parti¢ao da unidade subordinada a cobertura aberta de
Q, formada pelas bolas Bs(z), z € ;. Consideremos v € C§°(£;) e sejam
a, = ﬂz7a z € ;.

Por construgdo, a, € C°(Bs(w(z))), para algum w € ;. Logo,

(Ap'—faaz) :0’ VZGQI
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Como o suporte de v é um compacto contido em §2;, temos

v = E o, = E 0, zr € £ e r um ndmero natural.
z2€

Portanto,
(Ap— f,7) =(Ap—£,> o)=Y (Ap—f,0,) =0,
1 1

ou seja,
(Ap— f,7) =0, Yy € C3°(§h).

e temos, formalmente,
p=0 em

3 Unicidade

Nesta secao discutiremos brevemente em que condigdes poderiamos ter uni-
cidade de solugdo do Problema variacional (3).

No caso de contato pontual, ficou estabelecida a existéncia de solugao para
o Problema (3). Pelo Lema 6, sabemos que, dada uma solugdo u; € K do
Problema (3), qualquer outra solugdo dele tem norma em V limitada por
llui|lwr + € para € > 0 arbitrdrio. Se tomarmos n = |lu;||y + € € aplicarmos
(11) em (17), obtemos para todos u, v € K que satisfagam ||u||m, ||v|li < 7,

(Au — Av,u—v) > (C'h§ — CCy)|lu — v||3:. (25)

A constante C é fungdo de 7. Se tivermos uma estimativa a priori da norma
de alguma solugdo do Problema (3) e ela for tal que, para algum 7 como
definido no parigrafo anterior, tenhamos @ = C'h} — CCy > 0, poderemos
garantir a unicidade de solugdo para o Problema (3).

De fato, suponhamos o > 0. Sejam uj,us € K solugdes do Problema (3),
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temos
(Aup,v —uy) >0, Yo €K,

(/iuz, v—ug) >0, Yv € K.

Tomemos v = up(v = uy) na primeira desigualdade acima (respectivamente
na segunda) e somemos. Temos

(/iul - /‘I'U,g, Uy — ’U,z) = (AU1 — A’UQ, Uy — ’UQ) <0

Portanto, por (25) e @ > 0, u; = u,.

Apesar de termos obtido para o caso de contato ao longo de uma linha a
desigualdade

(Au—Av, u=v) 2> C"e’|lu=vll}p q, ) —~C(m My, Mr, Mi, Q)l[u—vllm [lu—v]| e,

nao foi possivel desenvolvé-la de modo analogo ao caso de contato pontual
para obtermos uma desigualdade como em (25). Por isso, nao discutiremos
unicidade no caso do mancal cilindrico.

Observagao: Em muitos casos, a espessura minima do filme na auséncia de

deformagao eldstica, hg, é grande o suficiente para garantir & > 0. Quando
a < 0, nada podemos afirmar a respeito da unicidade.
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