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RESUMO: Este trabalho tem dois objetivos principais. O primeiro
consiste em esclarecer as diferentes definigoes e representacgoes de
spinores gue aparecem na literatura, a saber: Spinokies covariantes
{c—spinor} definidos como elementos de espagos vetoriais complexos,
munidos de um "produto escalar" que sao invariantes sob a acgao de
certos grupos de Lie; spdinones algebrnicos, (a-spinor) definidos
como elementos de ideails minimais apropriados de algebras de Clifford
apropriadas e spdlnoies operatoriails (o-spinor) definidos como ni-
mereos de Clifford em uma algebra de Clifford apropriada :mb,q que

determina um conjunto de tensores por intermédio de aplica§5és bi-

lineares.

Explorando a estruiura dos espagos de representagéo das alge-
bras de Clifford reais conseguimos definir "produtos escalares" nes
tes espacos invariantes sob a agao de subgrupos da algebra. Usando
o fato que para pt+q < 4 Spin+(p,q) = {z € IR+ q; zz = 1} conse-

r
guimos representar os c-spinores usades em Fisica Tebrica por in=-
termédio dos a-spinores. O segundo objetivo & passar a estrutura de
a-spinores e c-spinores a fibrados sobre variedades Lorentzianas de
dimensao 4. Tal & feito analisando¥se inicialmente o gue significa
que tais variedades possuam uma estrutura spinorial. Nossas técni-
cas sdao originais e se originam na exploragao da construgao dos fi

brados de Clifford reais sobre variedades Lorentzianas. Esclarece-

também diversos pontos gue saop essenciais para a aplicagao do con-

ceito de estrutura-spin em Fisica TelOrica.
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ABSTRACT: This thesis have two main purposes. The first is to clear
up the different definitions and representations of spinors apoearing
in the literature. These are: covarianil spinors (c—spinors) defined
as elements of complex vector spaces equiped with a "scalar product”
which are invariant under the action of certain Liec groups; algebraic
spinons (a—-spinors) defined as elements of a minimum lateral ideal
in an appropriate. Clifford algebra IRp,q and operatorial apdinons
(o-spinors) defined as Clifford numbers in an appropriate Clifford
algebra, determining a set of tensors by bilinear mappings.

Exploring the structure of the representation's spaces of the
real Clifford algebras we define "scalar products" in these spaces
which are invariant under the action of certain subgroups of the
algebra. Using the fact that for p+q:§4,Spnf]pﬂp={z€5]R;'q,25=:l}
we find a way to represent the c-spinors used in Theoretical Physics
by means of a-spinors.

The second main purpose ©f this thesis is to adapt the struc-
ture of a-spinors and c-spinors to fibre bundles over Lorentzian
manifolds of dimension 4. Thisg is done by analysing what means such
manifolds to possess a spinorial structure. Our technics are original
and have its roots in the exploration of the construction of the
Clifford bundles over Lorentzian manifolds. = We clear also se-

veral points-which are essential for the applications of the con-

cept of spinor structure in Theoretical Physics.
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INTRODUGAO

Na tentativa de representar o mundo a nossa volta, os
fisicos tebricos se utilizam cada vez mais de conceitos e teorias
matemdticas. Em particular, na descrigao das particulas elemen-—
tares, dita fermions (como o eletron, por exemplo) foi necessario
introduzir ja na mecanica quantica nao relativistica o conceito
"de spinor covariante de Pauli. Estes objetos sao vetores de un
espago bi-dimensicnal complexo €(2) munido de uma "metrica spinorial’,

isto &, §:€(2) x €(2) — ¢, sp(¢;w) =y
. - * = (= =
i Zg 1y e¢ , 1=1,2. ¢ {2 z.)

z o complexo conjugado de 2.

Tal métrica € invariante pela agdo do grupe SU(2), isto &,

se u € sU{2} entao Bp(uw,u¢} = Bp{wfw).

No desenvolvimento da mecanica quantica relativistica, por
Diréq, aparecem outros tipés de spinoreg :covariantes (ver Cap.IT).
Em particular, do estudo da equagao de Dirac fica evidente gue os
chamados spinores covariantes de Dirac estao de alguma forma rela
cionados com a particular algebra de Cliffora 3{4,1: C(4). Em
Visté disto M.Riez sugeriu uma nova definigéo de spinor,dito spinor
algébrico. Mais recentemente D.Hestenes sugeriu uma outra defini

cao de spinor dita spinor operatorial.

Bm resumo, existem na literatura muitas L_definigaes e
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representagoes distintas de spinores, mas nao existe uma fGnica re

ferancia que explique como elas estao relacionadas.

Neste trabalho examinamos trés definigoes distintas de
spinores, (i) a definicao covariante (E.Cartan), onde uma espé -

cie particular de spinor covariante (c-spinor) & um cenjunto de

variéveis complexas definidas por suas transformagoes sob um gru-
po spin particular; (ii) a definicaoc ideal (M.Riez), onde uma

espécie particular de spinor algébrico (a-spinor) & definida como

um elemento de um ideal lateral minimal em uma algebra de Clifford

apropriada IRp ; (iii) a definicao operatorial (D.Hestenes) on-
¥

de uma espécie particular de spinor operatorial (o-spinor) & defi

nido como um nitmero especial de Clifford de uma apropriada alge -

bra de Clifford.

Introduzindo o conceito de "produto escalar™ no espago ve-
toriale%E'SPinores algébricos, provamos gue para p + q < 4 exis-
te uma equivaléncia (do ponto de vista de teoria de representacao
de grupos) entre 0s c-spinores e O0s a-spinores nos casos importan
tes usados em Fisica Tedrica, isto €, ﬁara os spinores de Pauli ,

Dirac e agqueles de duas componentes, pontuados e sem pontuagao.

Para tanto foi necessario introduzir diversos conceitos re
ferentes a estrutura das dlgebras de Clifford (Capitulo I). Este
capitulo originalmente concebido como p;é—requisito, passou a
fazer parte integrante do trabalho uma. vez que esclarecemos uma
divida encontrada na literatura_a respeito da relacgac entre os

subgrupos da algebra de Clifford e os grupos ortogonais (I.8).
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No Capitulo II estudamos a teoria dos spinores. Definimos
"produto escalar" de spinores de uma maneira bem mais natural do
que aparece na literatura, usando a estrutura real,conplexa ou
guaternionica dos espagos de representacoes das algebras de Clif-

ford reais, desenvolvida no Capitulo I.

Entre os resultados importantes encontrados apresentamocs
pela primeira vez na literatura a representacao dos spinores co -
variantes de duas componentes com pontuagac e sem pontuagac Como

elementos de ideais apropriados da algebra de Clifford R dita

1,37
algebra do espaco témpo ou algebra de Minkowski. Provamos também
gue o grupo Spin+(l,3) carrega naturalmente a representagao
D(l/z’O} & D(O’l/z] do grupo SL(2,C) gque & o grupo de recobrimen-

to universal do grupo de Lorentz homogéneo'e resirito.

Existe na literatura um razodvel numero de artigos explo -
rando as condigoes de se passar estas estruturas spinoriais pon-

tuais para variedades lorentzianas de dimensao 4.

No capitulo III investigamos tal guestao usando fibrado de

Clifford.

Uma estrutura spinorial numa variedade Riemanniana Mn,

orientada é a existéncia de um Spin(n) - fibrado principal (IIIZ.5.2)
que "cubra o fibrado principal Pég)( , Do sentido de encontrar um
IL)

sistema de troca de coordenadas spinoriais gue se relacione com a

troca de ccordenadas de TM,

Para passarmos esta estrutura para variedades Lorentzianas

em primeiro lugar, construimos o fibrado de Clifford C(E) de um
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fibrado pseudo-Riemanniano T : E — M e verificamos como eles

estao relacionados com os fibrados PO (E) .
(prgl

Tais fibrados s3c fibrados de. a@lgebras que contém subfibra —

dog de grupos Pin(E) e Spin(E)..

A construgéo de taig fibrados feita em (III.26) nos permitiu
mostrar que toda variedade I, Lorentziana, de dimensac 4 e de
signatura (3,1) possui um idempotente globhalmente definido de ma-

neira continua em todos os pontos de L (III.58}).

Fizemos uma analise da definicao de estrutura spinorial para
variedades Lorentzianas encontrada na literatura em [25,26,271 e
dos resultados Jja conhecidos. Tais artigos, em geral nao exploram
.as'élgebras de Clifford reais, sempre complexificam, e com isto,
perde-se a nogao da restrigao gue a métrica de Lorentz de signatu

ra (1,3) [ou {(3,1})] impoe a veriedade.

Usando‘fibrado de Clifford real do fibrado TL para varieda
dades Lorentzianas de signatura (3,1), propomosg uma nova visao de
espagos de spinores e acreditamos que isto esclarega diversos pon
tos que sd3o essenciais para a aplicagao do conceito de estrutura

spin em Fisica Tedrica.



CAPITULO I

ALGEBRAS DE CLIFFQORD

I.1. INTRODUGAO
Neste capitulo procuraremos desenvolver a teoria das alge-

bras de Clifford necessaria para o desenvolvimento do texto. Como

1}, [2] e {[3] f1]

referéncia basica recomendamos . Atiyah em e Che-~

(2]

desenvolvem algebras de Clifford para formas gquadra-
[3]

vailey em
ticas negativas definidas, enguantc Lawson em generaliza para
formas guadraticas nao degeneradas de signatura qualguer.

Apesar desta teoria ser bastante conhecida e ter wuma vasta

bibliografia, acreditamos gue a nossa apresentacac facilitaré a

compreensao dos leitores interessados na teoria spinorial.

T.2. ALGEBRAS DE CLIFFORD

A cada espaco vetorial V n-~dimensional sobre um corpo K, mu-
nido de um produto internc (forma bilinear simétrica nao degenera
da) estd associada uma Unica algebra de Clifford, da seguinte ma-

neira:

2.1. Sejam V um espag¢o vetorial n-dimensicnal sobre um corpo K,

B:V X V-——— K uma forma bilinear simétrica ndoc degenerada e
Q:V——— K ; 0(x) = B{x,%}) , ¥x € V sua forma quadratica asso-
¢iada.

Considere TfV) a algebra tensorial de V ,



r _
TV=V® ... 8V, r-vezes, r > 1 o espago dos elementos homo-
geneos de grau r de T{(V), (V) = K ] Tl(V) =V e
o
i
TV) = L TV .
i=0

Sabemos que T{V)} & uma algebra associativa com unidade on-

de o produto é definido por: Dados dois elementos genéricos Qe

=z + tea, = +ow, + ...+
T™(V), z e W, Z z, zy + %y e W= Wk Wy W
zi e (v , W, € (V)  temos

20O W = z ] W, + (zd ® Wy + 24 ® wo) + (zo ® Wo + zy ® Wy +

Q@ w

+ 2 k m

2 3] wo) f sse + 2

onde cada produto z; @ wj e ™ (v) & gado pela multiplicacao dos
ténsores Z, e T (V) e wj S TJ(VJ. A unidade & o escalar

1 € (V) = K.

Considere IQ o ideal bilateral de T(V) gerado pelos ele-

mentos x ® x - Q(x)+1 para x € V = Tl(V).

A algebra quociente T(V)/; = C(V,Q) é chamada a &lgebra de

Q :
Clifford de V e Q, que & uma dlgebra associativa com unidade.

0 produto em C{V,0) & chamado produto de Clifford que indi-

caremos por justaposicdo zw = z 8 w {(mod IQ).

Observe gue V estid naturalmente mergulhado em T(V), basta

identificar o vetor v € V com o elemente O +v +0+... € T(V).




Se considerarmos a inclusao i e a projecac j

v 2erw A rwm/, = cw,Q)

Q

onde IQ =7j o0 i, temos V mergulhado em C(V,Q). Para isto basta

mostrar que iQ & injetora, ou seja, se ¢ € V n IQ' entao ¢ = 0.

Se ¢ €V N IQ entao v & uma soma finita de elementos do tipo
t ® (x ® x - Q(x)+-1) ® t' onde +t,t' € T(V) e x € V. Podemos
supor ainda gque t e t' -séo elemehtos homogéneos de grau r e r'’
respectivamente, isto &, t € TI(V) e t! € Tr'(V). _ Como
g € V = Tl{v} concluimos que t @ x 8 x ® t' =0. Isto implica que
t ® Q(x)-1 & £t' =0 pois ¢ €& IQ . Agsim, identificaremos V com
iQ(V) em C(V,Q} (V E,iQ(V))'

A dlgebra de Clifford construida desta maneira tem a seguin-

te propriedade universal-

2.2, Se A & uma algebra associativa com unidade sobre um corpo K,
~ . ~ . 2

entao toda aplicagao linear ¢ 1 V —— A tal que ({¢({x)) =

= O0(x).1°, ¥x € V pode ser estendida de maneira tnica a um homo-

morfismo ¢ : C(V,0) —— A



PROVA, Esta propriedade decorre da universalidade do produto ten-

sorial T(V). Sabemos que toda aplicaciao linear ¢ :V ——— A po

de ser estendida a um unico homomecrfismo ¢' :T(V) —— A tal
que ¢'(x) = ¢(x) , ¥x € V. Basta tomar o¢{x, © ... 8 x. ) =
7, i,
= ¢(x,. ) ...0(x: } e ¢'{(l) = 1. Observe que I, C Ker ¢' pois
3y iy 0

It

¢,"(x ® x ~ Q(x).1) $'(x & X) - Q(x).0" (1)

d{x) -d{x) -~ Q(x).1

N

Q(x)-1 =~ Q{x).1 =90,
logo ¢' induz um homomorfismo

—~

$ : C(v,Q) =T(V)/;, ———A.
0

Suponha agora gque € & uma dlgebra associativa com unidade scbre
cum corpo K e 1 :V —r C um mergulho com a propriedade de que
toda a aplicagao linear f :V ——— A (A uma algebra associativa
com unidade sobre um corpc K}, tal que (f(x))2 = Q(x).1 , ¥x €V,
estenda a um Unico homomorfismo f :C —— A. Entao o isomorfis-
mo entre vV ccv,0) e i(v) < C induz um isomorfismo éntre
c(v,Q) e C.

iy

it -1 8

2.3. Seja CO{V,Q) (respectivamente ClﬁhQH a imagem de

. i=0
© o 2i+1 '

(respectivamente ¢ T 1+ {(V)) em C(V,Q) através de Jj. Tal de-

i=0

composicdc define C(V,Q) como uma Z%,~algebra graduada, isto €,



i) ¢V, = I ¢ (v,Q
i=0,1
. i 3 ~ k
ii) Se Xy € C(V,Q}) , yj e C-7(V,0) entao xiyj € CT(V,0D)
k = (i+]j) mod 2. .

Os elementos de CO(V}Q) sdo chamados pares e formam uma sub
algebra de CI(V,Q) gue denotaremos por C+(V,Q). Os elementos de

Cl(V,Q} sao chamados impares que denctaremos por C_(V,Q).

Tenmos trés aplicacdes definidas em C(V,Q) gque sdo bastante

naturais e que serao de grande -utilidade no decorrer do texto.

2,4. INVOLUGAQ PRINCIPAL. Um automorfismo g em C{V,Q) construido

g :V ——— C(V,Q) , alx) = —iQ{x) ; ¥x € V., Desde

que (a(x)J2 = Q(x).1 podemos por 2.2 definir ¢o: C(V,Q) —— C{(V,0).

a partir de 1

Temos gue oaf{X} = X se X € C+{V,Q) e alx) = -x se x € C (V,Q.

Observe que a graduagao em C(V,Q) pode ser definida em ter-

: mos'de o

clv,0 = {x € cv,); alx = (-1 x , i=0,1).

2.5. TRANSPOSICAC. Um antiautomorfismo definido em C(V,Q) defini

do a partir da transposicao definida em T(V). Se X=X, ® ...8 X,
: _ 1 T
em Tr(V), entdo a aplicagao X ———r xt dada por (gi 8 ... @:%_)t
: ' 1 xr
=x, ©® ... @ x, define um antiautomorfismo em T (V) que preserva

i
1y A



I (x ® x - Q(x).l)t =x® x - Q(x}).1 . Assim podemos definir o

0

antiautomorfismo ( )t :C(V,Q0) —— C(V,Q) que denctaremos por * .

2.6, CONJUGACAQ. Um antiautomorfismo em C(V,Q3) obtido através
da composig¢ao do automorfismo ¢ com a transposigac, o qual identi

ficaremos como X —— x onde x = g(x*).

Para estudarmos algumas propriedades formais da algebra de
Clifford & conveniente descreve-la em termos de seus geradores.
Para tal seja V um espago vetorial n-dimensional sobre um corpo

K e B:V*xV-—— K uma forma bilinear simétrica nao-degenera

da definida em V e, Q(x) = B(x,x) para x € V sua forma guadra

tica.

2.7. PROPOSICAO. Se {e;}; i=1,...,n & uma base de i,(V) =V, en

tdo 1 com os produtes e, ...e, ; 1l < i, < ... < 1, < n  formam
. iy i, - 71 k =

um conjunto de geradores para o espaco linear C(V,Q).

PROVA. Considere J :T(V) —— C(V,Q) a projegao definida em 2.1.

: : Tk ii"‘ik
Fle) = ¢ {mod IQ)._Seja ¢ € T (V) entao v=¢ e, ®...0e .
1
Em C{V,Q} temos a identificagao x ® x = Q(x).1 , ¥x &€ V , logo

simetrizando temos x ® y + y ® x = 2B(x,y}.1l , ¥x,y € V. De fa-
to: O(x+y) - Q(x) ~ 0Oy} =x @y +y 8 x e Bix+y ,x+y) -

- B(x,x) - B(y,y) = 2B{(x,y). Entao:




e, B e, = ~a, ® e, + 2B(e, ,e. ).l
I L ERRER

e e, ®e, = Q(ei_).l logo, gqualquer sequéncia e, 8 ... B e,

i i. :
3 J 3 1 Tk
pode ser ordenada de modo a que nenhum termo repetide apareca

jle, ®...8 e, ) =e, ®...8 e, (mod 1) =e, ...e, .
11 iy 11 lk o 11 lk

2.8. COROLARIO. Se {ei}, i=]1,...,n & uma base Q-ortogonal de V

entao C(V,Q) & gerada por 1 e ey sujeitos ds relacgoes

0]
@
i

_Q(ei)-l

2.9.-A.élgebra c(v,Q), O 0 e AV a algebra exterior de V.

Seja V um espacgo vetorial n-dimensional, a algebra exte-
rior de V, AV & definida como a élgebra quociente Af = T(V)/I
onde I é o ideal bilateral de T(V} gerado pelos elementos da
formé X ®-x , ¥Yx € V. A algebra AV tem uma % graduagao indugi-

da de T(V),

w=z v , 2w =0 se k>n,
I ;

AV & uma 5lgebra de dimensdo finita dim Ak(v) = E) e dim AV =




A operagao produto em AV & denotada por A e & chamada pro-

duto exterior. Observe que, se Q , a forma quadratica definida em V
& nula, entao C(V,Q) = AV, Q = 0.

Note que AV ndo & comutativa, mas & comutativa como Z,-
graduada, no sentido que: se v € ﬂP[V} e we& ﬂq(v) entdo vaw =
= - Ty 4y,

Temos um isomorfismo candnico de C(V,Q) e AV come espacos

vetoriais. Basta associar uma base qualquer de ﬂv,ﬁhgi Al.he, ),

1 x
1 < il < wes < ik <n em AV aoc conjunto de geradores
{l,e, ... e, } em C(V,Q), assim dim C(V,0) =2" e {l,e. ,....e. },
i i i i
1 k 1 k
1< il < vea < ik <n & uma base de C({V,Q).

I.3. CLASSIFICACAO DAS ALGEBRAS DE CLIFFORD REAIS

Se V é& um espago vetorial real n-dimensional munido de um
produto interno (forma bilinear simétrica ndo degenerada) ,
B :V X V — TR, existe uma base {el,ez,...,en} de V tal que

B(ei,ei) = Q(ei) =+1 e B(ei,ej) = 0 para i#d.

Como consequéncia imediata de 2.8 e 2.9 podemos definir

3.1, IR, = c(rP*9,0) (ptq =n) a Algebra de Clifford sobre o

corpo dos reais gerada por 1 e pelos’ eis ; sujeitos as rela-

coes



ei = l ’ izl,lil,p
2 _ .
e; = -1 , i=pt+l,...,n
ey 3 = -eses i#y .
n P
Observe que se Vv & IRP+q ;, V= & a.ei entac Q(v) = I a? -
i=1 * i=1 *t
n
- X a? .
i=p+1
Veremos a sequir que as algebras de Clifford IR tgm uma

L3

descrigao explicita como dlgebras de matrizes sobre IR, T ou IH,

reais,complexos ou quatérnios respectivamente.

3.2. PROPOSIGAO. i) R, o= R © IR
ii) IRO,l ~ [
iii) Iﬁl,l = TR (2)
iv) IR2,O = JR {2)
v) IRO,Q = TH

(IR{(2) , matrizes 2 x 2 7reais) .
PROVA. i) vV =1IR , Q :IR —— IR , Q{x) = x2 ; X € IR.

Se ey é& uma base de IR, {l,el} com ei =1 & uma base de

IRl 0 Definimos © isomorfismo
¥ .
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1,0
41 0
1 —_—
o 1
1 0
fa) ———
1 0 -1
i) V=T, 0 : R — IR , Q(x) = -x> , x € IR.
Se e, & uma base de IR, {l,el} com ei = -1 & uma base
de IRO l.'Definimos o lizomorfismo
IRO'l—-———ﬂ—»' T
1 —_ 1
e, ——1
2
‘s 2 2 2 2
iii) v=m®R" , g : R" —— IR , Q(x) = I xi,xz(xl,xz)EIR.
i=1

- 2 -
_Se {Ql,ez} € uma base de IR™ temos que {l,el,ez,elez} & uma

e, = ~e.e.. Definimos

2 —_— 3 —
base de IR onde e; = l,i=1,2 e e 5 2€1

2,0

o isomorfismo

1
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IR2!0 i TR (2)
1 0
1 ——
0 1
1 0]
o) ———
1 0 -1
0 1
€2 ’
1 0
0 1]
e. e, ——
152 -1 o)
2 2 2 v
iv) V=IR" , Q:IR" —— IR , Q(x) = - X L x=-(xl,x2)EIR .
- i=1
Se {e_,,e.} & uma base de 1R 2 {1,e,,e.,e.e_.} onde e2 ==1
1’72 g rS1fT2'T1T2 i !
i=1,2 e €8, < -ezel e uma base de IR0,2. Definimos ¢ isomor-

fismo

IR0'2 ey TH
1 — ]
el '——"""*.l
e, —— 1]
a.e — k=i .
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2 ' 2 .
v) V=IR" , Q :IR" —— IR, Q(x) =x§-—x§ ; X =(xl,x2) € IR2_

| . 2
Se {el,ez} € uma base de IR™ , {l’el'e2’§1e2} com e% =1,

5 ) _
o5 = -1 e eje;, = -—ej,e; & uma base de IRl,l' pefinimos 0 iso-
mor £ismo
I[Rl'l———-—-—rm(2)
1 0o
1 —
|0 1
s
e T .
71 LD -1
0 1]
e2 —h |
-1 0]
fo T
e —
3 1 0
Estes iscmorfismos e os teoremas a seguir classificam todas
as algebras de Clifford reais IR .

P.d

3.3. TEOREMA. Seja K{n) a &lgebra das matrizes n x n socbre K,

K =1IR, T ou IH, entdo
IR (n) ®IR IR{m) =~ IR{m.n) , ¥m,ne zt

R(n) ®, K = K(n) ; K = IR, T ou H e ¥n € 27
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n,Q @ IR0,2 = IRO,n+2
ii) IRO,n 2 IR2,0 = IRn+2,O
iii) IRP;q & IRl,l o IRp+l,q+l

PROVA. i) Seja {el}ez,...,en+2} base de IRn+2 com o produto inter

no usual Q(ei) =1, i$1,2,...,n+2. Considere ei,...,eé 0s gera
dores basicos de IR g com Q'(e!) =1 para i=l,...,n e e,
n, i 1
'eg 0s geradores de IRO , com Q"(ei) = -1 , i=1,2. Defina
r
¢ : ™% ., m & IR or
) n,o 0,2 P

ei ® eieg para 1 < 1 <n

18 e{_n para i=n+1,n+2 .

Temos due:
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2 = 1 11 " I n n
(¢(ei)) (ei & elez)(ei & elez)
— (elJz @ enenenen
i 1727172
2 2 2

- - t n "

= (ei) ] (e]) (ez)

= ! ry .

0 (ei) 181
= —Q(eiJ.l @ 1 para 1 < i <n .
Estendendo por linearidade temos (¢(x))2_= O(x}.1 & 1 ,
L +
¥x € TR" 2 . Logo pela propriedade universal (2.2), ¢ se estende
~ _ n+2 =
a ¢ : IRO,n+2 h“__+'IRn,0 @ IR0,2 onde IRO,n+2 = C(IR Q)
Q0 = ~0. Comoc é leva um conjunto de geradores de IRO nep @ um
. ¥
conjunto de geradores de IRn,O ® IR0,2 e dim IRO,n 42 =
= dim{IR @ IR ) temos que 5 e um isomorfismo.
n,o 0,2

ii) De modo analogo.

iil) Escolha {el,...,e l"el""'eq+l} uma base Q-ortonormal

Pt
para 'IRr+S+2 , onde Q{eiJ =1 para 1i=l,...,ptl e Q(EjJ =-1,
j=1,...,g+1l. Sejam ei,...,eé fgi,...,gé e ER,EI os geradores
de, IR e IR regspectivamente. Defina ¢ IRp+q+2
p,q i,1

R & TR or
Prd 1,1 P _



e; © e"ei para 1 < i <p
¢le,) =
1 ¢el para i = ptl
Ej ® eigi para 1 < 3j <gq
e.) =
o JJ
18 E; para j = g+l
Estendendo por linearidade temos (q)(x))2
¥y € IRP+q+2 Logo pela wuniversalidade ¢ se
$ 2 Rppy,qe1 7 Bp,q @ By,1

estende

a
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o(x).1 9 1,

3.5. COROLARIO (Periodicidade). Para n > 0,existem isomorfismos

IR

IR

n+8,0 * “n,0 8,0
Ro nes “ Ro,n @ By,
iRp,q & IRO,S p,q+8 onde
6.0 % ®o g = IR (16) .

Basta usar os igomorfismos de 3.4 repetidas vezes,



3.6. CLASSIFICACAO DAS ALGEBRAS DE CLIFFORD IR .

P.d

B R (16} T(16) H {16) TH (16) @H {186) = (32) C(64) IR (128) m(128)e 1R (128) IR {256}
7 (8 H {8) T (8) @ H (8) H (16} (32} IR (64) R {64} @IR (64} R{128) - €£(128)
6 I (4} H(4) o1 (4) H (8) 0:(16) R (32) R(32)8R {32} R (64) T{64) H (64)
5 { M (2)®H (2) H (4) T(8) R (16} FR (16) @ 1R (16) R{32) . T (32} H{32) ]H (32) & (32)
4 M {2) T{4) R (8) R{8) IR (B) R (16) € (18) H (18} I (16) &1 (16) W (32)
3 _EI:{Z) Ik (4} R{4) R (4) R (8) T (8) M (8) ‘ H(8) eH (8 H (16} € (22}
2 IR (2) R{2) & R(2) R (4) T (4_) : H (4) H(4) &1H (4) H (8) T (16) ® (32)
1 IR ® JR R{2) T (2} {2) H(2) & H(2) H (4} . T8 IR (16} R{ls) & Ir (16}
¢ R € H H e H H (2} T (4) IR (8) R(8) & (B} IR (16)
o] hi 2 3 4 3 6 7 8

9T
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I.4. CLASSIFICACAO DAS ALGEBRAS DE CLIFFORD COMPLEXAS

Se V & um egpaco vetorial complexo n-dimensional munido de
uma forma bilinear simétrica nao degenerada, B : V XV —— & ,
existe uma base {el,ez,...,en} de V tal gque B(ei,ei) :6(ei) =1,

Yi=i,...,n e B(ei,ej) = 0, i#j .

4.1. DEFINIGEO. €_ = c(cP*™,9), (ptg=n) & a Algebra de Clifford

sobre o corpo complexo gerada por 1 e pelos eis sujeitos ds re-

lagoes
ei =1 , ¥i=l,...,n
elej = --ejei ,  1#3
n n
Se v = % zie:.L Ep+q entac Qf{v) = zi .
i=1 i=1
Se considerarmos IR = C(IRp+q,Q)  (p+tg=n} a algebra de

P/g
Clifford real, a complexificagao de IRp q & a algebra de Clif-
!

ford {(complexa) correspondente & forma gquadratica Q, a complexi-

ficada de Q.

' . p+qg =, _
4.2. TR . ¢ =c@Fe,g =1 .
' p,q PR ( Q) a

Observe que se B :V X V ———— TR €& uma forma bilinear simé

nio degenerada entdo B estende a uma forma bilinear B, :V, XVC

-

e € onde Vo =V &gt & a complexificagao de V e B_ e
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a complexificagaoc de B

B (v, ® Zyr vV, 8 z,)= B(Vlf‘.’z) @ z.2 r YV v, €V

2 12 2

'S
e zl,zz C.

Temos € = C
o}

¢, = IR @ ~ (IR ® IR} © T

f2

C el

4.3. TECREMA. i) Ez ~ (2}

ii) € =L ©
n n

2 ¢(2) .

T

PROVA. Tais isomorfismos decorrem imediatamente de 4.1, 4.2, iii)

de 3.2 e ii) de 3.4.-

i) C(2) r IR2,0 Gmﬂ: = IR (2) ®IRIE = (2)
ii) T o :mn+2,0 @IRu: o~ mo,n @IRIRz'O ®IRE =~
o H&Lngmp?gm(nglg T} zmnammw).

4,4, CLASSIFICACAO DAS ALGEBRAS T

g =&
o
El =L & C -
E2 = [(2)
T, = CT{2) & ©(2)
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C, = C(4)
C, = C{4) o E(4)‘ .
L. = C(8)
C, = C(8) & T(8)
Cg = T(16).

Temos assim que

4.5. se n=2r , T & isomorfa a T(2%)

Se n=2r+l, €, & isomorfa a c(2¥) o ¢zH.

1.5. ESTRUTURA DAS ALGEBRAS DE CLIFFORD E SUAS REPRESENTAGCES

5.1. Centro de C{(V,Q) & 2 ={a €C(V,Q) ;ap =va , Y¢ € C(V,Q)}

Vimos que se V € um espago vetorial n-dimensional sobre K,
K =1IR,T e {el,...,en} € uma base Q -ortonormal de v o,
Q :V —— K uma forma guadratica nao degenerada em V, o siste-
' R < i < ... < i< e,
ma ; e {eil, ,elk} 1< i, i-<n tal que ele:|

=0, i#3 , 1 <i,j <n e e.e; = Q(ei)-l forma uma base

(4)

+ =N
ej i

de C(V,Q). Como consequéncia temos:

5.2, e. ...e. = (-1)% ., ...e. , 0 <k <n onde g & o© numero
ual 1k J1 Ik - -

de inversdes na permutacaoc {jl,...,jk) de (il,...,ik).

Vamos denotar por A = {il,...,ik}, 1 5_11 < se. < ik <n ,
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0 <k < n e por @) T @y -..e, . Se k=0 temos o esgscalar 1.
=" 2 i i
_ 1 k
Se e & um elemento da base de C(V,Q) entao e, # 1. Assim,
.eAQj = (-—l)qejeA onde gq =k , se j#ii ; ¥1 ou q = k-1 , se
jo= ii para algum 1. Assim, e, pode ser escolhido anti-comuta-

tivo com e, exceto quando k é& Impar e k =n.

5.3, PROPOSIGAO., Seja V um espago vetorial sobre K, (K = IR ou )

de dimensao n. Temos
i) se n & par % =K

ii) se n & impar Z =K ©® Kw onde w = €178, <00 € .

PROVA. Como ¢s escalares comutam com todos os elementos da Aalge-

bra temcs K C Z.

Se n & par, vamcs mostrar que Z C K.

Seja o € 2, a = EaAeA Poop € K. Suponha gue exista um coe
ficiente nac nulo Op com B nao vazio. Sabemos que existe ej
que anticomuta com ep 1 logo

-1 -1
= = = i
d ejaej z aA ejeAej z aAeA '

onde, em particular, o sinal menos ocorre quando A = B. Isto nos
d3i duas expressdes para o O gue & uma contradigao pela independén

cia linear dos eis. Logo 2 =K,

Se n & impar, w = e, --- €, comuta com todo e (5.1) e
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portanto w € 4. Como W & K entaoc 72 =K & K.w .

5.4. PROPOSICAO. Seja V um espago vetorial real n-dimensional on

de n = p+qg, entao se

IR © IR se k+g é par
+q = 2k+ =
pt+gq 2k+1 , Z(IR;%q)
T se kt+qg €& Impar
PROVA(S). Por 5.3, Z(IRp q) = K ® Xw. Observe que
!
2 (e e e e ) (e e e } =
W= 1ttt €p Cpy1 ttt 8y 107 ®p Cpey vcc © =
_ ,_.yn=1 , .. n-=2 2 2 2 2
= {=1) (-1) ..1 (=1} ] +e eP ep+l N
ni{n-1}
2 2 2 2
= (-1) ey --- e, @ptl v+ © .
- 2 | . 2 .
omo e; = 1l para 1 <1 <p e e, = -1 para p+l < 1 < p+q te
n{n-1) ‘
k(2k+1;
mos we = (-1) 2 (-n%1 = (RN a L Cpkra g0
go, w2 =1 se k+q € par e
w2 = ~] se k+q €& Iimpar.

5.5. REPRESENTACAO. Seja V um espaco vetorial sobre um corpc kX e
Q uma forma quadratica em V. Seja K 2 k, um corpo contendc k .
Uma K-representacac da élgebra.de Clifford C(V,Q} &€ um k-homomor=-

fismo de algebras
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o :C(V,Q) —— Hom (W,W) ,

W um espago vetorial sobre K, chamado espago de representagao

ae  p, ple) . w = v.w ¢ ¢ € C(V,Q) wEW tal que

ple.) =ple) opd) , v¢,¥ € C(V,Q) .

-

5.6. Uma K—representagéo p & C{V,Q) ———u4-H0mk(W,W) & dita xedu-
tivel se o espago W pode ser escrito como uma soma ‘direta nio
trivial, W = Wl i3 W2 tal gue p(w}.(Wj) C Wj L 3=1,2 , Yo € C(V:Q).

Neste caso, escrevemos p = pl @ Py 3 pj = plw . 3=1,2. Caso
J
contrario, p & {inredutivel,

5.7. Duas representacgoes pj :C(V,Q)'vm——+ HomK(Wj,wj) , J=1,2,
sdo ditas equivalentes se existe um isomorfismo K —linear
F :Wl — W2 tal gque

Foop, (e oF ' =0,(¢) , ¥ €cC(V,0.

Podemos observar das tabelas de classificagéo (3.6) e (4.4)
‘das flgebras de Clifford reais e complexas, respectivamente, que
todas as algebras IRp g ©Ou T sao da forma K(m) ou K{m) &K (m)

onde K = TR,T ou IH para algum m. Sendo assim,a teoria de re-

presentacao de tais dlgebras & bastante simples.
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5.8. TEOREMA. Seja K = IR, T ou IH, e considere o anel K(m) das
m Xm matrizes,como uma algebra sobre IR. Entao a representagdo
p de K(m) no espaco vetorial K" &, a menos de equivaléncia, a

inica representacao real de K(m)
: m _m :
p : K(m) ——r HomK(K K tal que

p(A).v =A.v , ACK@m , vekr",

A algebra K(m) & K(m) tem exatamente duas classes de repre-

sentag¢ao irredutiveis

py(A1,A) = p(B)) e p,(Ay,A)) = p(A) , A € K(m)

i=1,2 atuando em KT .

Em qualguer algebra A, existem subespagos invariantes scb a
agao de produtos.de elementos arbitrarios da adlgebra. Tais subes-
pagés sao os ideais de A. Estaremos particularmente interessados
em encontrar os ideais minimais das algebras de Clifford, IRp,q e

para tal reveremos alguns conceitos e resultados relacionados na

teoria de algebras semi-simples. Como referéncia, veja I[6].

5.9, IDEAL. Um conjunto I de uma dlgebra A diz-se um ideal & es-
querda de A se a,b € I entdo a*b €1 e ax €I para acl
e X € A. No caso do ideal a direita tem-se xa € L para a €L

e x€A. I e L sio ditos ideais faterais a direita e d esquerda
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respectivamente. Um ideal diz-se minimal se ele nac contém nenhum
outro. ideal que nao seja ele mesmo e © zero. Um ideal de A diz-se
bilateral se ele & simulitaneamente um ideal a direita e & esquer-

da de A.

5.10,. Um elemento e#0 de uma algebra A € idempotente se e2 =e,

5.11, TEQREMA. A &lgebra K(m) & uma algebra simples (i.e. os ani

cos ideais bilaterais de K(m) s@o os triviais).

Assim, como temos gue toda algebra de Clifford BRP q ou En
r
sio isomorfas as algebras K(m) ou a K(m) & K(m), temos que
IRp q e € sao Algebras simples ou soma direta de dlgebras sim-
!
ples (que sao semi-simples). Mais precisamente, as &algebras de
Clifford siao semi-simples. De (3.6) e (4.4) temos
5.12, Se ptg = n & par entdo IRp q é simples.
r
Se p+tq =n & impar com p-q Z 1 mod 4, IRp g & simples.
I
Se ptg = n a ;T_mpar' com p~9 = 1 mcd 4, ]'_RP q & soma dire-
. !

ta de &lgebra simples.

5.13. Todo ideal lateral de uma algebra  semi-simples & do tipo
I =A.e ou I = ¢e.A onde e & um idempotente de A (sempre exis-

te um idempotente numa algebra semi-simples).

Considere agora I um ideal 3 esquerda de A. I & invariante
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por multiplicacao d esquerda por elementos de A. Assim, se consi
derarmos a aplicagao linear Lg : A—— A dada por L_(x) =gx,

_ ) g
g,x € A, podemos considerar L : I —— I (L zL). Se A
9|1 AR g

€ uma algebra scbre K; £K(I) €& a algebra das transformagdes 1i-~

neares em I sobre K.

Se impusermos a I a condicao gue seja minimal e considerar

{1

mos F = {T ¢ £K(I); TLg LgT , Yg € A}, F & uma subdlgebra de

£K(I) e pelo Lema de Schur, F é uma algebra com divisao,

Neste caso podemos dar a I uma estrutura de espago vetorial

a direita sobre F.

IXP —— 1 , para Y €I e T € F definindo ¢.T = T(y) e

com isto cbtemos © sequinte resultado

-5.14, Se A & uma adlgebra simples, A € isomorfa a £F(I) através

da aplicagao ¢ dada por ¢(g) = Lg . g € A,

Desde que £F(I) € isomorfa a F(m) onde m = dim, T temos

5.15. A ¢ £F(I) = F{mj , m= dimF I.

Usando estes resultadps temos gue, se I & um ideal minimal

de IRp q ' ptq €& par ou p-gq Z 1 mod 4 temos que
! .

5.16. IR - £.(I) = F(m) onde m = dim,(I). Observe que neste

F
caso F = IR,T ou IH pois F & uma dlgebra com divisao sobre IR

{Frobenius (1878)), F = e F(m)e .
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5.17. CONSTRUCAO DE UM IDEAL MINIMAL A ESQUERDA DE IRP . 71 .

r

Suponha inicialmente dque IRp seja uma algebra sgimples,is
!

toé ptg=n & par ou ptgq =n & Impar com p-g Z 1 {(mod 4).

e}

Se IRP q € uma algebra simples entao existe um idempotente
r
e. Além disso, se I & um ideal 3 esquerda de IRp . entao
!

I=1IR e =X .

P9 P9

vVimos que IR_ = £ (I = F{m m = dim_ I .

4 p,q ! p,q m F Tp,q
Se dimg I = 1 entdo ‘IR & uma algebra com divisdo ,
P.q P.gd

no caso IRO,l =~ T e IRO,Z = TH .

Suponha n > 1. Sejam os 2" elementos 1 e e, =e_ ...e '

) A o o
1 k
l<a, < ... <qa <n gque constituem uma base de IR . Existe
— 1 k — P:q
um idempotente e de IRD q e assim podemos decompor a identidade
Ll }
1] de IR em )l =e + {l-e). O elemento e = i (L +e. ) de
P:G 2 Al
IR & idempotente, se e somente se e2 = 1 . Assim, se existe
P.q By
tal en temos que
IR 1 = IR e @ IR (1-e) e temos que
P.d P:g P.q9 -
dim__ IR - .e = 2n/ logo dim_ IR e sera 2n/ 2y
R p,q° 2 ! F ~p,g 2! 22 4

2/ 3 Sse F=1IR,T ou I respectivamente. Veja tabela (3.6).

Se dimF IRP qe =m entao I = IR € um ideal minimal &
!

[=]
pfq P:q

esquerda de IRp g isto €, e & um idempotente primitivo, e
r ) .
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porténto, e nao pode ser decomposto na soma de dois idempoi:entes, mu-

tuamente ortogonais.

Se dim, IR e >m , significa que e nao é

I = IR
F P.g Prq P.d
um ideal minimal, ou seja e nao & primitivo e entdoc e pode ser

fatorado na soma de dois idempotentes ortogonais.

Decomponha e = ee' +e{l -e'). Entdo e serid uma soma de

idempotentes ortogonais se (e')2 =e',

N § : ' 1 1 2 -
Escolha e' = 2(l +eA2). Assim, ee 2(1 +eAl).2(l +eAJ =

idempotente se e somente se e2 = e2 e
A Ay By

Se existe tal elemento, decompomos Ip q = TR numa soma ,
¥

e
P4
I = IR e'e & IR l-~e')e e dim TR ete = 2" .
P,g P:g p,a’ ) IR 'p,g /22
Se dimg IRP qe'e = n. este &€ um ideal minimal procurado. O
7 -

processo € finito pois dim_T =m e tenos se existe e
Fp.q Ay

ele

2 _ _ R
tal que (eA.) =1 e 8y 8y T8y e
i i) 1 1
1 -
). 5{l+e, ) ... (1l+e, ) é
1 Ay 2 Ay

um idempotente primitivo de IRP q’ se e somente se 2n/ g =R se F=1R ,
! 2
Zn/ =m se F=0C ou 2"y =m se F = IH
2k+l 2k+2 -

mentos da base de IR,
_ ) _ P:q

ol

1<1i,j <k, oelemento e = 3(i+e,

A existéncia de tal idempotente primitivo pode ser comprovada

para os casos de dimensac baixa e depois usar o isomorfismo (3.5)

IR ® IR * IR .
P,g 0,8 p,q+8
Na verdade, mostra—-se gue os elementos €p 1o i€y da base
71 k
. 2 -
cancnica de IRp'q tal qu.e (eA.) =1 e €x G =eA'eA. r 1<i,3 <k

i 17 J i
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geram um grupc de ordem” k = ¢ _rq—p onde r, sdo os niimeros de

Radon-Hurwitz, definidos pela formula de recorréncia riig STy + 4
i 0 1 2 3 4 5 6 7
T 0 1 2 2 3 3 3 3
5.18. Tabela - Niumeros de Radon-Hurwitz.
5.19, Se IRp q & tal que pt+tg = n & Impar com p-gq = 1 (mod 4),
I
'I_'Rp q & soma direta de algebra simples, neste caso,
' _ .
= ) L ~ = i .
IRp,q £F(I) ® F(I) F{m}) & F(m) , m dlmF T

0 processo anterior se aplica também a este caso, e o idempotente

" serd e + e .

I1.6. AS SUBALGEBRAS PARES IR;

r

Pode-se observar através da tabela de classificagao das alge

bras IR ue em geral IR iR entretanto, veremcs gque
p,g ° I p,g’ Ra,p’ ’ d

IR; q = IR; o Temos entdao que o sinal da signatura da forma qua
r r

dratica é irrelevante quando se trata das subalgebras pares.

= +
1. ICE0. IR = IR .
6.1. PROPOSICAQ .q —
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PROVA. Escolha uma base Q—-ortogonal de

el,...,ep,ep+l,...,ep+q
P pig =n tal que 0(e) =1 se 1<1i<p e Ole) = -1

para pt+l < i < pt+q.

Seja :ERP"H?[_l = [ei ; 1#ptg] o subespago de mPtd gerado

por {ei}, i=1l,...,p+g~1. Congidere a.aplicagao f:]Rpﬁrl—vﬂ—+]R; q
. _ . X = ptg-1
dada por f(ei) e, ep+q , i#¥ptqg . Para x IR temos
9 p 2 p+tg-1
X = zZ Xx.e, e portanto x = I Xy~ z x. . Por lineari
ifprg * 1t : i=1 i=p+1
2 ’ = . i =
dade_ (f(x})" = L Xieiep+q'xjejep+q = I xixjeiej pois eiep+q
= —g e, para i¥p+g e e2 = =1, Logo (f(x})2 =x2 =Q(x)-1.
ptq 1 ptq

Pela propriedade de universalidade (2.2) f se estende a um homo-

morfismo de algebras -

Ir onde

f IR : ——
Prq_l P.g

I = c(mP*I o).

p,q-1

& um isomorfismo basta checar numa base

Hhi

Para mostrar que

linear de IR

Piq—‘l

' - +
6.2, PROPOSICAO. IR = TR

P.,9 qrp"l
PROVA. Escolha uma base Q-ortonormal el,...,ep,ep+l,...,ep+q de
wPTY a1 qgue Q(ei) =1 se 1<1i<p e Q(eiJ = -1 se pt+tl <

< i < ptq.
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Seia .IRp+qgl = [ei r 1#1] o subespaco de TRPTA gerado por

{ei}r i=2,...,ptq. Considere a aplicagdo f :ERp+q_l — - w7

p.q
dada por f(ei) = elei r 1#l e estenda por linearidade. Para

- p+q p pHq
« € mPY ; temos x = I X;€; € portanto x2 = x? - I x?

i=2 i=2 i=p+1

2

= €, . == 2 e.e. i . = - .

(£(x)) I xixjelelejel L xixjelej p01s e ey e;e; Pa
1l,] 1] :
. 2

ra i#l e e = 1. Logo, (f(x))2 = —Q{(x) .1. Pela propriedade de

universalidade (2.2) f se estende a um homomorfismo

F o * . ptg-1
ki 'IRq,p—l —— IRp,q onde IRq,p—l = C(IR r =0

+
6.3. COROLARIO. IR = IR
PG q.,p

* mT .

PROVA. IR = IR = IR ' o
p,g-1 (6.1) - P.g (6.2) q,p-1 (6.1) q,p

I.7. GRUPO DE CLIFFQORD

7.1.. GRUPO ORTOGONAL. Seja V um espagb vetorial n-dimensional so-
bre um corpo K. B :V XV — > K uma forma bilinear simétrica nio
degenerada e Q sua forma gquadratica associada, Q(v) = B{v ,v),

v'e V.

Uma aplicacdo linear f :V —— V & dita ortogonal em rela
cio a 0 se Q(f(v)) =0(v), ¥v € V. Note que f € um automorfis

mo de V pois B & nao degenerada. As aplicacoes ortogonais
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formam um grupo chamado grupo ortogonal de @, que denotaremos
por O(V,Q)
0(V,Q) = {f :V —— V; Q(£(v}) = Q(v) , Vv € V],

Se f € 0O{V,Q) entao det £ = = 1.

So(v,Q) = {f € O(V,Q0) ; det £ = 1}.

7.2. 0 GRUPO C*(V,Q)

Sejam V- e Q como acima.e C(V,Q) a &lgebra de Clifford as
sociada a V e Q.

O conjunto dos elementos x € Ci{v,Q) tais gue existe

-1 -1 x—l

x eC(v,Q) tal gque XX = x =1 € um grupoc (nao abeliano)

sob o produto de Clifford que denoctaremos por C*(V,Q).

Quando V & um espago n-dimensional sobre IR ou &, C*(V,Q)
& um grupo de Lie de dimensao 2", a operagao definida por [k,yl=
= Xy - yx; satisfaz a identidade de Jacobi. Isto mostra que C{(V,Q)
[2]

também possui uma estrutura de algebra de Lie. Pode-se mostrar .

gue ela & a dlgebra de Lie do grupo C*(V,Q}.

O grupo de Lie C*(V,Q) atua naturalmente como automorfismo

de dlgebras, pela representacao adjunta

Ad :C*(V,0) —— Aut(C(Vi0)), Ad (x) = g xg



32

g€ C*(V,Q) e x €& C(V,0).

No que segue serd Util considerarmos a representacac twisted

adjunta

Ad :C*(V,Q) —— Aut(C(V,Q)), z'idgcx) = alg) xg *

oﬁde o &€ o automorfismo de C{V,Q) definido em {2.4).
Observe que Ad = Ad para X € C+(V;Q).

Tendo em vista gque o espago vetorial V pode ser considera-
do um subespago linear de C(V,Q), V = iQ(V) por (2.1} e portanto
sofre uma agéo de C*(V,Q). Vamos estudar o subgrupo de C*{V,Q)

que deixa V invariante.

~7.3. PROPOSICAQ. Se v € V tal que Q{(v) # 0 entao z‘idv(V) = V.

De fateo, para todo w € V tem—se

- 2B (v,w) '
= -t Ly,
Adv(w) w a0V
PROVA. v & inversivel entao. v_l = V/Q(v) e como 2B(v,w) =vw+wv

para w € V temos

...l__. ..-l__ _ _
al{v}) w v ={~-v W)V = —(2B(v,w) -wv) V/Q(v)

i

Edv(w)

_ _2B{v,w)_
Q{v) ’
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OBSERVACOES. i) Se B & uma forma bilinear simétrica positiva defi
nida em V entao ﬁdv € exatamente a reflexdo em torno do hiper

plano ortogonal a wv.

ii) Se v € V tal que Q(v) # 0, ﬁdv preserva a for

ma guadratica Q.

7.4, O GRUPO DE CLIFFORD T (V,Q) E O SUBGRUPO DE C*(V,Q) DEFINI-

DO POR
T(v,Q) = {g & C*(v,0); Ka_(V) = v}.

Observe que T(V,Q) contém todos. os elementos v € V tais
que Q{v) # 0. F(V,Q) & o subgrupc de C*{V,Q) gerado por tais

elementos.

-

Fica claro da definigdo acima que Ad restrita a I(v,Q) &

um homomorfismo de I'{V,Q) no grupo de automorfismos de V

£a :T(V,0) — Aut(v) ;Ed_(v) =alg)vg T , g € T(V,0),

v € V, Ad & uma representacgac linear de I'(V,Q).

7.5. PROPOSICAO. Seja V um espago vetorial n-dimensional sobre
um corpo K, K = IR ou &€ e Q wuma forma quadrdtica em V nac dege
nerada. O niicleo de Ad :T(V,Q) ——— Aut({V) € o grupo multiplica

tivo K* dos elementos inversiveis midltiplos de 1 € C(V,Q).
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- PROVA B]. Suponha g € Ker Ad , isto &, g € C*(v,Q) tal que

idg(v) = v, Entao a{g)v =vg , V¥v & V. Seja g =9, %t 9y v
+ — —

9o € € (Vya) , g, &€ C (V,q} , alg) = g -9, e entao (g -g,)v =

= v(gO + gl),.assim

9oV T Ve,
(7.6)
g,v = =vg; Vv € V .

Seja {Vl,...,vn} uma base de V com Q(vi) # 0 , vi, 9 © 93
pbdem ser escritos como polindmios em vl,...,vn. Podemos escre-
ver g, = aj + vlbl on@g a, e bl sao polinomios envolvendo
Voreer V- Aplicando o em g0 concluimos que a, € C+(V,Q) e
bl € C_(V,Q). Fazendo v = v, em (7.6) wvemos que bl = 0. De fa-
to: ‘como Vlgo = govl temos

v,a_ -+ V2b = a v, + v,b,v., = v.a —vzb pois a € C+(V Q)
l o 171 o1 17171 l o 171 o} !

e by, €C (V,0).
- - 2 = : pom et E. : = —_—
Logo vlbl = q(vl)bl = 0 e entao, bl 0 e g, nao envol

ve v.,. Aplicando o mesmo argumento com os outros vetores da base

i3

mostra-se que Yo nao envolve nenhum deles, e portanto Jo é mi1-

tiplo de 1. 9o ~ t.1 , t € K.

Pode—se usar o mesmo argumento para g, = a4 + vlbo, a, €

€ C (V,0) e b, € C+(V,Q), a, e bo nao envolvendo v,- Da equa

1

cao V191 =91V concluimos que bo = 0, Assim, 91 nao envolve v

1
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Por indugaoc 91 nao envolve VoreessVy . CoONO giezcr(Vgﬁ temos g, =0.

Logo g = 9o € K e como g & inversivel, g € K*,

7.7. A APLICACAO NORMA. N : C(V,Q} —— C{(V,Q) definida  por

N{x) = X x = a(x*) x , X € C(V,Q), N(x) derominada "norma" de x.
Se vev, Nv) =afv*} v = (-v) (v) = ~v2 = —Q{v).l. Assim

N(v) coincide com o quadrado.do comprimento de Vv, v € V com re-

lagao a Q = —Q.

As aplicagoes x —— a(X) € x —— x* preservam T(V,Q)
¢ induzem respectivamente um automorfismc e um anti-automorfismo

em T(V,Q).

A aplicagcac N tem propriedades interessantes quando restri
ta a T({V,Q), assim podemos estudar o efeito da agéo de T{V,0Q) em

V com relagio a estrutura métrica de V definida por Q.

7.8. PROPOSICAQ. N :T(V,Q) ——— K* & um homomorfismo e N{a(x))=

= N(x) , x € T'(V,0Q).

(3]

PROVA ' . vamos mostrar inicialmente gue N(I'(V,Q)) € Ker Ad, is-

to &, ﬁdﬁ(x)(V) =v , X € T(V,Q).

1

Se x € T'(V,Q) temos oa(x} v X - €V e como o anti-automor-

fismo transposto & a identidade em V temos:

o(x)y v x_l = {g{x) Vv x_l)* = (x_l)*v a(x)* .

UNICAMP
Bias e

- T L. . R

B
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Usando tal identidade e o0 fato de a{x*)= o(X)*, vamos calcular

AdN(x)(v) = Ada(x*)J((V) = a(a(x*) x)) v (a(X*}:<J)_l =

= x*(alx) v x° 1) a(xt)" =

x*. (x5 v oax®) ax¥)"L = v .

Logo, por (7.5). N(x) = a(x*) x = x x € K*.

Vamos mostrar agora de N € homomorfismo guando restrita a

r'{v,Q)
N{xy) = al(xy)*) (xy).= aly*) al{x*) xy =
= a{y*) N(x) y = N{x) N{y).
E éinda,.N(atx}) = a(a(x)*) a{x) = x* a(x) =‘a(N(x))==N(X).

7.9. PROPOSIGAO. Ad(T(V,Q)) < O(V,D).

PROVA. Para v € V com Q(v) # 0 temos por (7.4) e (7.8)

N(Ad, (v)) = N(a(x) v 1) = Na(x) MW NED = NGIN@NG) L =
= ﬁ(v). Como N(v) = =Q{v) , ¥v € V, isto completa a prova,Q=-0Q.

Temos entiao gue a representagao Ad & um homomorfismo

Ad : I'(V,Q) —— O(V,0).
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Como T(V,Q} & gerado pelos vetores v € V tais gue 0 (v)#0,

ele pode ser escrito como

rv,Q) = {vy,...,v, €CV,Q) ; v 'V é uma sequéncia

l;o--

finita de. elementos de V tais que Q(vi) # 0, Wwil.

I.8. SUBGRUPOS DO GRUPO DE CLIFFORD

Este & um dos paragrafos mais importantes a ser  cbservado,

pois em geral nao € feito com o devido cuidade em outros textos.

e

8.1. Definigao: Pin(V,Q) = {g € T(V,Q) ; N(g) = * 1}
Vamos verificar como o grupo Pin{V,Q) estd relacionado com o

D+Jg

grupo ortogonal O(V,-Q), quando V = R* Dengtaremos Pin({V,Q)

por Pin(p,q)

8.2. TEOREMA: Ad : Pin (p,q) -—> 0Ola,p)
Pin(p,q)

e sobrejetora com niicleo Zo

’ . +
PROVA: Seja V = m? = rP™ ¢ {ei} uma base Q-ortonormal de V,
P n n '
rox% - %2 , X = T xie, € IRN

com Q(x) =
' i

1 Y pil=q * i
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A algebra de Clifford IRp g é gerada por

r

1, e pelos vetores e, tais que ef = 1 i=1,... p
2 .
e = -1 i =-q,f.. n
eiej ==ejei i# 0
Podemos pensar em ®r" = RY ¢ RrY, onde GHIRP temos uma forma

quadratica positiva e em IRY temos uma forma gquadratica negativa.

Considere Q , seja ei uma base de mP
=P
entaoc Q(ei) =1 e N(eiJ = -] para i1 =1,... p.
Considere gfﬂﬁpe seja e e mP*Y ¢ R
. P.d
~e, se k=i
. _ -1 _ -1 _ i
Adek (ei) = a(ek) R P TR
: ey se k#l
iq & uma reflexao em torno do hiperplano ortogonal a ). - Apli

®k
cando este argumento a todos os vetores da base de RP temos que

a esfera

S ={x € mP / N(x) = -1} estd em Pin(p,q). Para x € §
de . P o gP* g yna aplicaéﬁo ortogonal que  preserva
uma forma guadritica negativa definida com p sinais negativos.

Portanto todas estas reflexoes estao em A4 (Pin{p,g)) que sao os
geradores de 0{o,p).Analogamente, ge Q(ei) = -1, i = p+l,.;., n

temos N(ei) =1 e s=1{x€ mRY; N(x) = 1} estd em Pin(p,q) e

> RP™ & uma aplicagao ortogonal que

para X € 5 _KdX:IRp+q

preserva uma forma quadratica positiva definida com g sinais
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positivos, que sao os geradores de O(g,o0).
Logo Ad (Pin{(p,q)) = O{g,p).

O niicleo desta aplicagao consiste da intersecgao

Ker 2d N {|N(x)| = 1} e portanto consiste dos miltiplos A.1 tais
que |N(A.1)| = 1. Como A € IR* temos N(X,1) = ?\2' = 1 e portanto
A=+ 1.

8.3. DEFINICAO: Spin (p,q)'é o subgrupo de Pin(p,q) que & levado

sobre S0(q,p) através de Ad.

Os grupos Pin{p,q) e Spin{p,g) sao os grupos de recobrimen-

to de O{g,p) e SO(p,q).

Dado v € Pin{p,q} temos v = VireeVo 1 Vy €V

tal que Q(vi) = %1,

A4 =g 0...0 p onde
VeV, v, | v
- 2B (w,v;) )
o W) =w- — vi_)é uma reflexao em torno do hiperplanc
Vi Q(v,)
ortogonal a v,. Como 80{q,p) & gerado por pares = de reflexoes
temos qué
Spin(p.q) = {vl.J.vr € Pin(p,q) ; r & par} , isto mostra que:

8.4. Spin(p,q) = Pin(p,q) N IR;

r

Por (8.2} e (8.3) temos:
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A

8.5. 0 s %, F;iPin(p.q)-*—g-+ o{q,p) —— 1
ﬁd )
8.6. 0 - %, » Spin(p,q) ~——— S0{(q,p} ——— 1

sequéncias exatas para tode (p,g). Além disso, se (p,gq}# (1,1)

este recobrimento duplo de SO(q,p) & nao trivial. No caso especial

A -
> Spin(n) S 50(n) —— L, Ad

0 > &

representa 0 recobrimento universal de S0O(n) para n > 3.

OBSERVACEO. Spin(n) = Spin(n,0) = Spin(0,n).

PROVA[I]'[3]. Para mostrar que este & um recobrimento duplc nhao
trivial, basta mostrar que l e -1, gue e Ker Ad[Spin(p,q) pode
- ser conectado por um caminho em Spin(p,q). Escolha vetores orto
gonais €., e r" (p+g=n) tais que Q(el) = Q{ez) = +1. Entao
y({t) = £ (cos 2¢ + e;e, sen 2t} = (el gos t + e, sen t) (—efns-t+
fi-ezsent) y 0 <t <w/2 ; ¥(0) =1 e ¥(u/2) = ~1.
Como vy = el cos t + e, sen t e vV, =@, COs t 4+ e, sen t
sao tais gue AL m, N(vl) N(vz) tl e v.l v, BRp,q'

temos 7 (t) um caminho em Spin(p,qg).

No caso especial de Spin(n) temos, SO(n) & conexo paran > 2.

Temos ainda que 7;(SO(n)) =%, paran > 3 e como Ker Ad =%, e

Ad & um recobrimento temos _wl(Spin(n}) =0, n > 3, logo Spin(n,0)
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é simplesmente conexo para n > 3.

18] o(p,q) = ofp) x 0(g) x mPYE |

8.7.
0(p,q) tem 4 compcnentes conexas.
SO(p,g) tem 2 componentes conexas.
. | + + |
8.8. Spin(p,qg) = {g € T(p,g} N BRp g =T {p,g) ; N{(g) = 1},
R r

Spin(p,q} tem 2 componentes conexas. Seja

8.9. Spin+(p,q) = {g € Spin(p,q) ; N(g} = 1} a componente co-
nexa de Spin{p,q) que contém a identidade. Spin+(p,q)é subgrupo

de Spin{p,q).

Neste caso

A
0 —— B, — spint(p,q) —>— 80T (q,p) —— 1

Ad representa o recobrimento universal de S0 (q,p).
Chserve através deste esquema o processo de redugao, desde

IR até se obter Spin+(p,q).
P:q

8.10. i) - IRp q(élgebra de Clifford}

ii) IR* (grupo dos elementos inversiveis de IR )
Prd P9

iii) T {(p,q) (subgrupo de ng q gque deixa ®RPY  invariante
r



através de ﬁdg r 9 € T{p,q) ; F+(p,q) = T{p,q) N ER;

r

iv) N : T(p,q) —— K* , N{g) a(g*).g {homomorfismo)

v) Pin(p,q) = Ker|N| = {g € I'(p,q) ; N(g) =+ 1}

- {g € F+(p,q) : N(g) £ 1}
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vi) Spin(p.,q) =_Ker]N]F+(p'q)| =
vii} Spin+(p q) = Ker N|_+ = {g € r+(p g); N(g) = 1}1.
r T (p,q) r r
8.11 TEOREMA. Spin{(p.,q) = Spin{(g,p).
o
Decorre do fato de IR - IR (6.3) e portanto
P:g g,p
-+
F*(prq) - T (qu)‘
[9] . _ + _
8.12 TEOREMA Spin{p,q) = {g € IRp q N{g} = + 1} para

!

PROVA: (Ref.l21 | pag. 256). spin(p,q) C IR; o Por definigio.

r

Devemos entaoc mostrar gue ¥g € IR; q tal gue N{g) =+ 1,

1

se x € mPYY | ﬁdg(x) e mP*Y, Adg(x) = d(g)'x-g“l = g xg

+

p,q Devemos mostrar que vy = ¢ xg-l c xRp+q' vx
¥F

pois g € IR

€ RP*, pesde que g € R’ , temos v € R . Considere {e,

P9 P:/4g

,i=1,...'4

uma base ortogonal de IRP q

S

}
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y = I a.,e, + -z B,.,e.e.e
s 11 i,9,k=1 ijk7iv 37k
_ w]l *
y = al{y*}) = al(g xg
-1 . + -1
= =g X = - oi € IR e =
g‘ g Y pols g D,q g
Como e, = —e, . (eiejek) = e.lejek entao

8.13. COROLARIO. Spin+(p,q) = {x € IR;

ijk

: N(g)
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h ...l* ...l*
) ) = a((g 7)) xg*) = a{g 7} a(x).al(g¥) =

=0, ¥vi,]j,k.

= 1} para p+g<4.



CAPITULO II

SPINORES

IT.1. INTRODUGAO

Este capitulo tem dois objetivos importantes. Um deles & re-
lacionar as diferentes definigGes e representacoes de "spinores"
que aparecem na literatura, o outro, é explorar a estrutura destes
"espagos spinoriais”", de modo a conseguirmos no capitulo III, con
di¢oes para definirmos um "fibrado spinorial" sobre uma variedade

espago—temnpo.

Apresentamos aqui trés tipos de definigbes de spinores; spi-
nor co-variante (E. Cartan), spinor algébrico (M. Riez) e o spi-
nor operatorial (D. Hestenes). Trabalhamos basicamente com os spi-

nores algébricos, gue sdao elementos de ideais minimais, das alge-

bras IR . Introduzimos o conceito de "métrica spinorial™ no es-
F
pago dos ideals, com objetivo e técnicas diferentes das apresen
7 .
tadas por Lounesto[ ] e provamos que para p+q <4, existe, do

ponto de vista de teoria de grupos, uma equivaléncia entre estes

trés tipos de spinores.

Ainda neste caplitulo, tratamos com detalhes os casos fisicos
mais importantes, a saber; spinores de Pauli, Dirac e os spinores
pontuados e nao pontuados e conseguimos obter resultados interes-

santes e originais com relagac as suas representacgoes.
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II.2. TIPOS DE SPINORES E FORMULACOES FISICAS

[10] [11]

2.1. SPINOR COVARIANTE, (E. Ca}:tan R, Brauer e H. Weyl
Um C-spinor € um conjunto de varidveis complexas definido por suas
transformagoes sob um particular grupo spin.

141,

2.2. SPINOR ALGEBRICO, (M. Riez . Um a-spinecr & definide como
um elemento de um ideal lateral minimal numa algebra de Clifford
apropriada.

02,13,14,15]  up oespinon &

2.3. SPINOR OPERATDRIAL, (D. Hestenes
um niimero de Clifford especial numa algebra de Clifford apropria-
da.

Os fisicos usam as seguintes espécies de C~spinores:

2.4. C-SPINORES DE PAULI, sao vetores de um espago vetorial 2-di-

A ) 2 N - " ) M .
mensional complexo @€ , munido de uma métrica spinorial

By # B x &8 —— € ; B (Y,0) = Ve + LU,

-

com = wl ; = "1 y,.,7. €T d N ignifi
om Y = v, S 0, ir?y on Q 1 Significa o)

cémplexo conjugado de wl. Observe que. se definirmos ¢ = (El,ﬁz)

{a transposta conjugada de ) temos -Bp(w,wJ =y,

Tal "métrica spinorial" & invariante sob a agdo do grupo
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. 2 —t - -
su(2) ={a€ewe” ;AA =T, det A = 1}, isto &, se u € SU(2) en
tio Bp(uw,uwl = Bp(w,w) r YY,¢ € Ezz Como € bem conhecido, os

c-spinores de Pauli carregam a representa¢ao fundamental irreduti

vel D+/?% de su(z) 16.171

2.5. C~-SPINORES NAO PONTUADOS E PONTUADOS de duas componentes (in
[181]

) que sao respectivamente os ve

tores de dois espagos vetoriais complexos’ e’ e iz. Em ambos os

troduzidos por Van der Waerden

casos sao definidas "métricas spinoriais" B, B tais que

B : mz x {[:2 — C ¥ BW.«#’) - TPJ_‘PZ wz‘pl
- ‘2 '2 ) a . - . . - *
B : € x££ —C , B(w;'p) = 1P1\02 - ¢2(‘al

- comt Y,e,¥,e como em {(2.4}. Observe que se definirmos wt(@t) co

mo a transposta de lp(lEJ) podemos ascrever

B{y,¢) = ¢ C¢

e
=
S

} = ¢ Ce ande

2 (2

, 119,20]

0 1
C = [ ] & a matriz de B(B) na base candnica de T
-1 0

Tais "métricas spinoriaig" sdo invariantes sob a agao do gru

po SL{2,T) = {A € €(2) ; det A = 1}, isto &,
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se u € SL(2,T) entdo Blub,ur) = B(y,0) , Vi,e € T o
. -1 - -] .« = 0w « . =3 ) .
B{{u*) Y, {u*) ¢} = B{Y,e)} , V¥y,p € C° . As matrizes u e

(_u"‘)_l sdo as representagoes {nao equivalentes), p{1/2:0) D(O;be)

do grupo SL(2,C).

2.6. C-SPINORES DE DIRAC sao vetores de um espago vetorial com-

plexo 4-dimensional E4 munido de uma "métrica spinorial"[lg'zo]

4 4 _ .t

- onde um c-spinor de Dirac wD(wn) & definido como ¢ = { E) €T =

. * - . *
= E2 & (mz) , onde & € E2 e n = B(n, ) € (mz)* o dual de T

- . 4 _ , - -
Na base canonica de & , obtida atraves da base canonica de [

C 0
» * - .
=] (mz) , 4 matriz B € a matriz de BD s B = [ } onde cC
0 C |

& a matriz de (2.5}.

. E conhecido que os c-spinores de Dirac carregam a representa

(1/2,0) (0,1/2)

¢ao D @ D de SL(2,T). Alguns autores, ¢cOmo na re-

ferénciailg], chamam tais objetos ¢ € m4 de bi-spinores,

ITI.3. SPINORES ALGEBRICOS DE IRP q E A METRICA SPINCRIAL

L4

No capitule anterior, vimos que para IRp q simples,
r

@ .
IR ~ £ (1 ) =2 P(m}) onde m = dim_ I .
p.d F( p.g F "p,q
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0 isomorfismo ¢ : IR —— L (1 & dado por
oF P.,q Fp,q P

o(g).y =gy , g€ IR e yET .

P.,q P:q

Observe gue ¢ & uma representacao fiel de IRp e -desde que
Ip q & um espago vetorial sobre F, se considerarmos uma base de
Ip.q , a um elemento idempotente minimal e de IRp q estara cor-
! ’ r

respondendo um idempotente minimal de F(m), a saber, uma ma-
triz e;, com 1 na posigao ii (para algum i) e zero nas ou-

tras. Assim, estamos identificando os ideais minimais a esquerda

IR com matrizes-coluna de F(m).
I
0 grupo Spin(p,g} € mY C IR i Assim, para g € Spin (p,q)
P.Q P.q
temos ng g c Ip q e entao podemos considerar os elementos do
F r .

grupo Spin{p,g) como um conjunto de operadores atuando em I
. ) '

3.1. SPINORES ALGEBRICOS. Dada uma algebra de Clifford IRp q,chg

r

mamos de a-spinores aos ‘elementos de um ideal minimal & esquerda

. + —
IR e ou IR e' onde e e e' sao idempotentes primitivos
P:g P:g

~de IR com e' idempotente minimal de IR+ .
P:q p'q
3.2. -REPRESENTACOES SPINORIAIS. Os ideais IP q podem ser vistos
- I
como espagos de representagac do grupo Spin(p,qg) e chamamcs
¢ = ¢|

Spin (p,q) de representag§0 sPinor%al do grupc Spin(p,q).

3.3. PRODUTO ESCALAR DOS SPINORES - METRICA SPINORIAL

Vimos em (I.5.14 u odemcs definir em I = IR e e
s { ) que p s de r p,q 5,8’
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um idempotente primitivo de IRp g ' uma acao a direita de
- r

r

F = elIR e sobre I X Foe—-m I e
P.q p,q ao par (p,a) €I xF

I
. Peg ’ P.d P.q
associa o € %pq onde F=1R, T ou M, dependendo de p-g = 0,1,2

I

4,5,6 (mod 8) respectiva —

11

{mod 8}, p-qg = 3,7 (mod 8) ou p-g

mente. (Veja I.3.6). Deste modo X tem uma estrutura natural
r

de espago- vetorial & direita sobre F, cujos elementos sdc os "es

calares” do espacgo vetorial I .
- P.d

Isto nos sugere a possibilidade de definir um "produto esca-

lar" natural em Ip q ou seja uma aplicag¢ao bilinear nao degene-
I
rada T : I x I ——— F. Para tal fim, observe que se £ e
P.d p.g
g sao F-endomorfismos em IR , podemos definir uma aplicacao

P.q

bilinear T em IR? q usando f e g. Simplesmente tome T (y,¢)=
¥ A

= f{P).gle) v € IR . Considerando que I = IR e tem
Y).g PR 0,4 q D,q D,q

uma estrutura de espago vetorial sobre F podemos tomar a restri

gao'de I a Ip g e fazer a seguinte pergunta:

3.4. Para Y,¢s € I quando temos T(y,v) € F ?

 Como vimos em (I.2.4, I.2.5 e I.2.6) temos trés isomorfismos
naturais definidos em IR , involugao principal, transposicao

e conjugacgao. Combinando estes trés isomorfismos com a aplicagao

identidade podemos definir as seguintes aplicagOes bilineares

r.:1I x T — IR ' i=1,2,3
o1 P.d P.qg jorae|

Ty{,e) = a(@) v 5 To(p,e) = h*y ; r3(¢,¢) = a(P*)-¢ = Po.
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Como observamos anteriormente, a involugao & um automorfismo,
enquanto que a reversao e a conjugacgao sac anti-automorfismos. Um
antomorfismo (antiautbmorfismo), transforma um elemento de um
ideal minimal a esquerda em um elemento de um ideal minimal 3 es-

querda (minimal & direita).

Para ver a validade desta afirmacao, basta observar que a ima
gem de um idempotente primitivo sob um isomorfismo & um idempoten

te primitivo e que ‘se €I = IR e , entao = xe com
P d VEIp g p,q v

x € IR e portanto:
p,gq °F

r

3.5, a(P) = a(xe) = a(x)ale) =a(y) € Ié,q = IRp,qa(e)
p* = (xe)* = egx* ==b_¢* = I;,q = e*IRp'q
E=(§é)=€§=>56fp’q=€mp'q.
Usando os isomorfismos IRP;q = £F(Ip,q) ] F(m),1n=dﬂ%ilpﬂf

(IRp q simples), identificamos os elementos do ideal minimal I

’ r

com matrizes coluna de F(m). Entac se VY € Ip q tem uma repre-
r

sentagdo como uma matriz coluna de F(m) entac $* e ¢ tem re

presentagoes como matriz linha de F(m) e assim obtemos que Y*¢

e y¢ sdo elementos de F.

ITdentificamos os escalares da estrutura vetorial @ de Ip q
. r

com multiplos de
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1 0 ... 0 7
oo, 0 0 0 - - :
3.6. e = 1= , isto &, como mwatrizes em
| 0 0 0

F(m) miltiplos da matriz na equagao (3.6)}.

Através de um isomorfismo de IRp q (mutiplicagao por um ele
f

mento inversivel conveniente u € IRP q) podemos transportar U¥ ¢
r

ou ¥ ¢ para a posigao (1,1} na operacao matricial destas opera-

goes.
Concluimos entao gue os "produtos escalares naturais™ em
I sao da forma
P:g
. o+ I -x I _— F i=1,2
b1 Tp,q ¥ Tp.q T
= up*y e Le) = u'p Ul € 1 e u,u' € m*
By (¥,9) Py By (¥, Yo, Y, p,q- , B,q

3.7. Bi é nao degenerada , i=1,2.

- De fato: Bl(w,w) =0 = ufty = 0 =>yY* = 0 ou ¢ =0 (u &
inversivel) e F‘ & uma &lgebra de divis3do => Yy = 0 ou¢ =0 (a

transposigao & isomorfismo).

Analogamente: B,(¥,¢) = 0 = ¢ = 0 ou ¢ =0 .

Lounesto[?] obtém os produtos Bl e 82 usando outra argu-

mentagdo, e imediatamente procede & classificagao dos grupos dos
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auntomorfismos destes produtos i.e., os homomorfismos de F-modulos

4 direita, I — T , § — 8, , § € IR deixam tais
P:.q P.g . FP:4g

produtos invariantes, isto &, para os guais Bi(Sw,Sw) = Bi(w,w),

y € I .e i=1,2. Temos entdo gque G, = {8 € IR ; 8% =1

Ve € 15 7% ' 9 1= o P,q J

e G, = {5 € IRp g SS = 1} respectivamente sio tais grupos.
¥

Em seu artigo nao aparece gqualguer relacionamento dos grupos

Spin{p,q) com os grupos G, e G, e como consequéncia nao se tem

uma idéia clara de como relacionar com as algebras {para

IR
P.q
apropriados p e q) os diferentes tipos de spinores descritos em

(2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 de II).

Para tal, considere os seguintes subgrupos de Gl e 62 a sa-

ber:

={sem;q;s*s=1} e G;#{sem;q;§s=l}

et

respectivamente, e portanto por (I.9.10) temos
+ .+
Gl = G2 = Spin (p,q) para ptg < 4.

Este € o motivo de chamarmos 8, e 8, de "métricas spinoriais”.

Além do mais, as operagOes + e * sao anti-involug¢Oes na alge
bra e portanto sao determinadas por sua restrigao a gualguer sub-

[°]

conjunto gue gera a algebra , € assim independe da representa —

cao da subdlgebra par.
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'II.4. REPRESENTACAQ DOS c-SPINORES de Pauli, dos c-spinores  bi~
dimensionais pontuados e nao pontuados e dos c—spinores. de

Dirac por spinores algébricos.

Em primeiro lugar, vamos analisar como estaoc relacionadas as

seguintes algebras

Ry , = Algebra dos Quatérnios
r
R, o~ Algebra de Pauli
’ .
Ry 3 = Algebra de Minkowski-
1 .
R, 4 = Algebra de Majorana
I
IR = Algebra de Dirac.
4,1

Temos de (I.36) que:

K

0,2 = H

n

IR c(2)

3,0
~ TH (2)

&

i,3

1

- IR IR (4)

3,1

n

IR Cc4}.

4,1

Tenos ainda de (6.1, 6.2 e 6.3 de I) gue

+ .
Rz o0 Rg,o
+ +
Rz o= B’y 3% Ry
rY .«
4,1 ¥ Ry,3
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Assim,

4.2. a~SPINORES DE PAULI E O GRUPO SU({2).

A algebra de Pauli IR, g ¥ €(2) & gerada por 1l:e a; i=
r

. = " . - - . + . . = \ ) \ , =
1,2,3 sujeita as condicgones 0103 UjOl 261:l ; 613 +1 ou
Gij = (0 , dependendo de i=j ou i#j, respectivamente,
0 elemento €39 = %(l + 03) & um idempotente primitivo de
. . a4 .3 .
IRB,O pois temoes dlmIR(IRB,O e30) = dim IR3,0/2 = 27/2 = 2 e
assim, dlmm 323’0 e30 = 2 e assim I:‘,”'0 = IR3’0e30 e um ideal

minimal & esquerda de IR3,0. Temos que {e30,01e30,02630,0102e30}
€ uma base real de '13’0. T = e3OIR3!0e30 cuja base &
{930'0102630} e assim g = {e30,01e30} & uma base spinorial para
I3,0 % Tp 7 3, 0%30°

@
Usando ¢ isomorfismo Ry 4 ° £E(Ip) (ITTI.3), #{u)y.¢ = u P ,

u § IR:,”_O r P E Ip e 1dept1ficando
' 1 0 i 07
e =1 = ' e 0,0, =4 = ; ¢lo.) =2 o, , te-
30 0 o0 172730 0 0 i i

mos as seguintes representagoes para 0O

0 1 0 -i 1 o
g, = ; O, = i oo, = | que sdo as
1 1 0 2 i 0 3 0o -1 |



55

chamadas matrizes de Pauli.

Se x € IR3 0 temos as seguintes- representagoes para x, of{x),
, :

x* e x , a saber

1 %2 4 3 - 1 %3
X_ = ; CI(-X) = : wk = e
Zy %y TZy % 29 24
_ 24 22
¥ = -
“Z3 %

Mostraremos a seguir que:

4.3, Os elementos de Ip = iRS 0€30 {a-spinor de Pauli) sdo repre

sentagoes dos c-spinores de Pauli (I1.2.1) na algebra IR

3,0
Considere Bl : Ip X Ip — dada por Bl(w,¢) = y* ¢
para y = e ¢ = temos Bl(¢,¢) = Y.v +
X . 0 0 1'1
LYy )

+ J,¢, que & um produto hermitiano, cuja matriz na base a &

R 0. ) ,.
[e], = [0 1] =1, .
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Assim, se x € IRE 0 N(x) = xx = det x.I2 e portanto
!

N(x) = 1 «=> det x = l._

Logo, SuU(2) = {S € IR; o ¢ B(Sy,Sy) = R{Y,p)} ={5 € IR; 0o

88 = 1} e pdr (£.2.9) temos

SU(2) = Spin®(3,0) = Spin(3) e fica provado 4.3.

4.4. 0S5 a-SPINORES NAO PONTUADOS E PONTUADOS DE DUAS COMPONENTES

E O GRUPO SL(2,CL).

A algebra IRy 5 & gerada por 1l e pelos e, ¢ & € IR4 ,
¥
i=0,1,2,3 tal que eg =1 e ei = -1, Considere o isomorfismo
£, ' -
IRB,O = IR1,3 , onde f & a extensdao linear de f(oi) =e,;e '

i#0 , i=1,2,3 (I.6.1l) e oy € 1R3 como em (4.3). Desde gue

_ 1 - : o _
€39 < 3 {1 + 03) € um idempotente primitivo de IRB,O . f(e30) =
L (1L + e,e ) & um idempotente primitivo de ®rY .. além disso,
2 30 _ 1,3
como IR = H (2}, e = f(e30) € também um idempotente primitivo

r

. . _ .4 . . -
de IRl,B pois, dlrrIIRIRL3 e = 2 /2 e portanto dlmIHIRl,S e =2

(Veja I.5.17). Temos assim gue:

4.5. I, = IR, ;€ & um espago bi-dimensional quaternidnico d di-
' -
reita: |
= 4+ .
T ¢1e ¢2eoe + ¢3ele + ¢4e2e + ¢5eoele + ¢6e0e2e +

t $oei8,8 + gge ejee , $. € IR, i=k,...,8 .



57

4

elR e = b,ele,eze,e e.el= [1,1,3,k], seque

Temos TH 1,3 185

—
!

= e(¢le + ¢3ele todyene + ¢7ele2e) +

+ eoele(¢5e - ¢2ele + ¢8e2e - ¢6eleze) . Portanto:

4.6. T =ey, +eeeb, ; P €M , i=1,2.

D i
+ o+
Tomando agora I_ = IR e temos gue
D 1,3
+ : ~
I, = e(¢1e + ¢7eleze) + eoele(¢5e + ¢6e1e2e) ; entao:

+— k] e
4.7. I, = ewl + eoelel_b2 ; _wi €T =~ b,eleze] C IH .

4,8, o = {e,eoele} é uma base guaternifnica para I, e uma base

. : +
complexa para ID C ID .

Considerando agora o isomorfismo

1,3 —_— QH(ID]- tal gque, a cada u € IRl,S

associa o(u) : Iy = ID cocm o(w) . =uw , Yy € I_-., temos a
_ _ . _

seguinte representagao de e; € R C IRy 5, i=0,1,2,3 , e,
¥

1t

ole;) em relagdo a bagse de a:
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0 i i 0 3 0
4,9, e = ;e = i e, = F
° -i 0 1 0 -i 2 0 5
0 i
e = -
3 i 0
2y %y
Portanto se u € Hll 3 temos u = ’
f 7z pA
3 4
_ 4 "%
u=u* = ' Zi e C ’ i=l,2,3,4 .
B S |
. + + - \ .
Observe que ¢| P IRy 4 — £ (ID) € um isomorfismo.
R . ’ ¢
1,

Por (3.8), definimcs a métrica spinorial

4.10. B : IE by I; ——— L definida por g(¢,v) = eoelﬁﬂp e temos

Bl{y,s} =y ¥, - wzpl cuja matriz de B na base o &:

0 1 N
= 3 (=]
[B]a 1 e entao, se u IR1,3

4:11, B(u.y,u.v) =B{Y,¢) <=>uu = I, e det u =1 <pu € SL(2,T)

<=>u € Spin+(l,3).

. 4 ' B
Deste modo, os elementos de ID = IRI 3¢ (0s a-spinones naco
I

pontuadqé) podem ser vistos como uma representacao dos c-spinones
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naec pontuados de duas componentes, um espago de representacdo de

DR+

1,3

. Este & o espago da representacao D(l/z'O) de 8L{2,T).

4,12, 0S8 &-SPINORES PONTUADOS podem ser vistos da seqguinte manei-

ra:

Se e & um idempotente primitivo de IRI 3
r
=6

- - N 1 + -
também €. Assim, podemos considerar o espago D - eﬂil 3 que €
) ¥

um ideal minimal & direita de IRI 3 © portanto um espago de re-
¥

presentagaoc de IRI 4+ Podemos obter I ¥ ‘através de IE usando
F

o

D
a operagao conjugagao. Assim, se o = {e,eoele} temos
a -+
= {e,eeleo} uma base de eIRl'3 onde
_ 0 O _ ¢ 0
e = H eg.e = .
0 1 170 -1 0
1 A . G — — e
Se & eIRl'3 entao P = wle + ¢2eeleo ; wi T (observe
que. EIR; 3 tem uma estrutura de espago vetorial & esquerda so-—
¥
bre T), assim,

M

o 0 Oi} —
v -V =, yE R, je.
_wz wl _ '

Definimos a "métrica spinorial®
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_ 00 o o c 0 .

B(Y,e) = B(Y,v) wwele pveje, = Yo9q - ¢l¢2 e entao , se
+
€
weE Ry 30
° o 0 0 = .
B{pu,eu) = B(Y,¢) = uu = I2 <=>u € Spin (1,3} .

- =+ _ =t )

Deste modo, os elementos de I, = eRy 4 (04 a-spinches pon
F

tuados) podem ser vistos como uma representacao dos c-4pinones pon

-~ +
fuados de duas componentes, um espago de representacgao de IR

1,3
Este & 0 espaco de representagao p(0,1/2) de BSL(2,T).
Existe um isomorfismo vy : IR+ ——— L (f+) dado por
1,3 c'"D
Tiw.p =y p € T ¢ m?
u).p = y.ua , e u .
Y lf) lp ¥ lp D 1’3
+ — — o

Se u € Spin (1,3) temos uu = u*u =1 e portanto vy(u).y =

s jwnt=gmt .

4.3. REPRESENTAGAC DOS c~SPINORES DE DIRAC E A ALGEBRA }Rl 3
, :

Como vimos em (4.5), I, = R, ;e é um espago bi-dimensional
quaternidnico. Podemos considerd-lo com um espago complexo de di

mensac 4 e através desta consideragao obtemos uma representacao

- mY  cm ~ T(4).

cémplexa dé IR 1.4 4.1
! r

1,3

Reagrupando os elementos de I temos:

Dl
ID = e(¢le + ¢7eleze) + eoe(¢2e + ¢8ele2e) + ele(¢3e-—¢4ele2e) +
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+ eoele(¢5e - ¢6eleze) , entao

4,14, ID = e¢l + eoewz + ele¢3 + eoeletp4 ; wi €EL = [e,eleze] .

- + _ -
Observe gue ID = ewl + eoeleqj4 . Uma base complexa para ID e

ag = {eoe,ele,e,eoele} .

- Considere agora a injegdo

1,3 — £E(ID) r Y(u) o= WLy,

uEIR1'3 e l‘be_ID.

Obtemos a seguinte representacio para e; » i=0,1,2,3 na ba

se  an identificando Y(ei) =¥
0 12 0 g
v = ;Y. = ], i=1,2,3 onde
o i
I2 0 .—Oi 0

g, sao as matrizes de Pauli.

Nesta base, temcs a seguinte representagéo para u € IRl 3

]
[ 2 %2 - 6
!
Zg 24 | 24 Zg
u .z y{u) = S s s s m s
— = R e
Zg Z | Z, Z .
-z - | =
- "%g Zg 22 Zy
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- +
Considerando a restricao de Y a IRl 3 temos uma representa-
’ !

~ + :
b o
gaoc complexa para IR1,3 na base D

i 175
019293 ,
i<3 3 vlege e,eq) | .
91959,
Assim, se u € IRl 3 temos
r
f" t h
2y %2 | 0
zZ, 2, :
u=vy{u) = - s e i 7y € T
iz -z
0 | _4 _3
- I
z, 2,
Se A= & tal que det A =1, isto &,
Zq z{1
. _1 E4 —E3 :
A € 8L(2,C) , entac (A¥*) = _ _ (A*, a transposta con
' TZy 0%

jugada de A) e temos entaoc uma representagaoc complexa guadri-di

+ -
mensional de IRl 3 que carrega uma representacao complexa do gru
. ¥

5(1/2,0) (0,1/2) 4

po Spin+(l,3) ~8L(2,T) gque & a representagao ® D
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8L(2,T).

Chamamos aos elementos P € T de a-spinores do espago-tem~

D

po. Da discussao acima fica claroc que os a-spinores do espago-tem

po representam em Hil 3 ©Os c-spinores de Dirac introduzidos em
r

(1r.2.6).

4.7. REPRESENTACAO DOS c~SPINORES DE DIRAC NA ALGEBRA IR, 1
!

Temos, por I1.3.6 Que R,y q T(4), que & a algebra de Dirac
!
usada pelos fisicos. Para identificarmos como esta algebra estd

associada com a adlgebra do espago-tempo IRl 3 basta procedermos
r

como segue: Seja Ea , o =290,1,2,3,4 uma base ortonormal de
. 2 . 2
IR4,1‘ Defina eIJ = ENE4 y w=290,1,2,3,... temos e =1 , ey =—1
k =1,2,3 e considere g o isomorfismo que € a extensao linear
o — = - +
de g(eu) = EpE4 , U 6,1,2,3 , g .IR1,3 — IRd,l' Desde que

por 4.4 e 4.5, f(e30) € um elemento idempotente primitivo de

- . +
IR1’3 ‘temos gue g(f{e30)) & idempotente primitivo de IR4'1. As

sim; TD = IRZ lg(f(e30)) @ um espago vetorial 4-dimensional com
I

plexo cujos elementos sac chamados os a-spinores de Dirac, gue

por sua vez sao representantes em IR4 1 dos c-spinores de Dirac.
) r

4,8. CONCLUSOES

As algebras

= IR ~ T(2)

R3¢ 1,2
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= JH (2)

=
K
5

1,3 4,0 0,4

=
3

4,1 2,3 0,5

contém todas as informagdes a respeito dos conceitos fisicos rela

cionados com spinores.

For 4.1 temos:

C(2) = My o = IRy 5 C Ry 5

Os a-spinores de Pauli, que sdo o0s elementos de um ideal mi-
nimal de IR 4 0 sao os "geradores" dos demais a-spinores, c-spi-
’

nores € o-spinores.

De fato: Se e & um idempotente primitivo de R, | temos
r

por: 4.3 que

+ . .
Desde que Ip e um espago de representacao de Ry © Spin(3,0)
. !
& o _grupo que deixa invariante a "métrica spinorial" B : I; X I;

: - +
—_—— 8, B(Y,e) = Uy, Y,e eIp . Assim, I; e o grupo Spin(3,0)

+ , . .
que atua em Ip definem os spinores covariantes (2.1}

Os a-spinores nao pontuados sdo os elementos do ideal iy =
F

+ fle) = mz , através do isomorfismo f de 4.4, IR3 0 = IR+l 3*
r r

ml,B
- - +

Em vista disto, Ip e um espage de representagao de IRl 3 e
N F

Spin+{l,3) ¥ SL(2,T) é o grupo gue deixa a métrica spinorial

B : Iy x Iy ——C , B(w,w)%edglﬁb » VY,e € I, Bssim I e o
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grupo Spin+(l,3) definem os spinores covariantes de (2.1).

De maneira analoga, define-se os spinores pontuados de duas
componentes, bastando para tal considerarmos como a-spinores oS

elementos do ideal minimal a direita 'fg==(IRI 3f(e))* .
r

E finalmente, desde que f(e) & um idempotente minimal de

+
~ ~ C o
IR1’3 FI(2) e como IR1’3 IR4,1 IR4,1 E4, obtemos uma re
presentacao de IRl 3 dentro de (€(4), c¢ujo espago de representa
r
cao &
I =1IR f@)::m4
b 1,3
O grupc Spin+(l,3} atua em E4 da seguinte maneira, dado

v € spint(1,3), v, €T, 1=1,2,3,4.

4]
5 ¥ ¥ ¥
v i 2 _ 1 _ 3
- [v]. o [(v 1]
| -1 V3 P Yy
(v*)
¥y
g __+
Desde que IRl 3 = IR4 1 Ppor 4.7
I, = R} ,9(f(e)) = I
Ip = Ry, 190l = 1,

- - + - -
que € um espago de representacao de IR4 1 cujos elementos sao o©Os
, :

a-spinocres de Dirac.



66

Nas referencias [12,13,14,15] Hestenes da uma nova definigao

dos spinores de Dirac que nds chamamos de spinor operatorial (o-

spinor) .

SPINOR OPERATORIAL DE DIRAC. Um o-spinor de Dirac Y & um elemento

1+3 1+3

de Hfi 5+ V¥ = 1, tal gue se Y e m , entdo V¥ =yyMy* em .
¥ ) .

Esta definigcado de spinor operatorial nada mais & do que di-

zer que um o-spinor de Dirac ¥ € um elemento do grupo Spin+(l,3).

Hi

De fato: Por (I.9.10). Spin+(l,3) e IRI 3 Ew = 1} e
I

o+

como ¥ € IR1,3

temos Y = p*

Além do mais, o grupo Spin+(l,3) € um recobrimento duplo de

SO+(1,3} através da aplicagao

£, spint(1,3) — so0¥(1,3)

P — & (p).v = a(w).v.whl

e}
v € 8pin’(1,3), ve mit3 .
- : .+ — -1
Desde que ¢ € Spin (1,3} temos o) = ¢ e Y¥ =y =49
. e portanto wy“ Pr e IR1+3 para YU € IR1+3.

De maneira analoga podemos chamar aos elementos do grupo

Spin(B,G) de o-spinor de Pauli. A definigaoc de o-spinor foi gene-~

ralizada para dlgebras de Clifford arbitrarias por Dimakis 411 .
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CAPITULO TIIT

ESTRUTURA SPINORIAL EM VARIEDADES IORENTZIANAS DF DIMENSAC 4

III.1. INTRODUCAO

0O cohjetivo principal deste Capitulo & estudar em que condicCas
uma variedade Lorentziana de dimensao 4 admite uma estrutura spi-
norial (I1T1.5.1 e 5.2.). Este problema & de relevdncia para a Fi-
sica pois as variedades Lorentzianas de dimensdo 4 s3dc oonsideradas
como modelos dos espaco-tempo da teoria da Relatividade Geral , e
campos spinoriais aparecem naturalwmente na descricao dos fermions,

que sao particulas de spin% (como o eletron, por ezemplo).

Uma estrutura spinorial consisﬁe na existéncia de um gegundo
fibrado principal gue seja o recobrimento do fibrado principal dosz
frames positivamente orientades de L, no sentido de que se possa
encontrar um sistema de troca de bases spinoriais que seja o reco-
brimento da correspondente troca de frames do fibrado tangente.

0 método de resolver esta questao esta baseade nos conceitos
de extensao de estrutura, em particular, estrutura spinorial (ITII.5.1)
e (III.5.2). Com a definigao de fibrado de Clifford de fibrados
pseudo-Riemanniancs dada em (III.2.5), e com asg estruturas de seus
espacos de representagao, Propomos uma nova visao do
que significa uma variedade Lorentziana ter uma estruturea spinorial.

Com esta técnica, ainda nao explorada anteriormente, consegui
mos demonstrar gue toda variedade Lorentziana de signatura (3.1)

admite um elemento idempotente global no fibrado de Clifford, !
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quais as restricoes que uma estrutura spinorial em L acarreta Sl

Py ().

50 (3),1)

Deixamos como proposta,a réinterpretacdo do teorema de Ger0ch126]’

sob o ponto de vista da teoria dos fibrados de Clifford.

1I1T.2. VARIEDADES PSEUDO-RIEMANNIANNAS

2.1. Uma variedade pseudo-Rigmanniana & uma variedade M conexa com uma
fungio continua (ou C%) , G: ™ —— IR tal que a restricio de G

a T M & uma forma quadratica nac-degenerada.

g = G]TXM ;o glv,v) = <v,v)X ;v E-Txm , X € M.

As componentes de G com relagdo a uma base {ea} de T _M s3o:
X

Iop = g(eu,eg) = g(egred) = <ea,e8),

isto &, as componentes sao simplesmente o produto escalar dos ve-
tores da base. Em termos das componentes, a métrica & nao -degene-

rada se a matriz (gaB) das componentes de g é nao singular.

A signatura de G num pontoc x € M & © numero de autovalores
positivos da matriz (guB) em % menos o nimero de autovalores ne-
gativos. Se G & nao degenerada e continua , a signatura & cons-

tante em M.

£ possivel escolher uma base {ea} tal gue para cada ponto x € M.

{gas) =diag(-"l'+l’--.;+l;“l;'—l;.-.;_l)’ D'l‘q = 1

X — — —

P q
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onde p-g & a signatura de G e n & a dimensao de M. Denotare—

mos uma métrica de signatura p-gq por (p,q).

2.2. FIBRADO DE BASES

De maneira andloga ao caso Riemanniano podemos construir o fi-
brado de bases B({M} para M® variedade pseudo-Riemanniana. Um frame
u em um ponto x €M & uma base ordenada de TxM' B{M) & o con-
junto de todos os "frames" u em todos os pontos de M. w & a
aplicagao de B(M) sobre M que leva um frame linear u no ponte

x em x € M. O grupo linear GL(n,IR), atua em B(M) a direita

como segue;

Se a = (ag) € GL({n,IR) e u = (Xl,...,Xn) um frame em x
— - ) . . - j
entac u.a €& um frame (Yl’f"’Yn) em x definido por Yi gaixj.

Uma estrutura péeudo—Riemanniana em M® di uma redugao  do
grupo GL({n,IR) de B(M).. Mais especificamente: quando existe uma
métrica G de signatura {p,q) com ptg = n em M podemos defi-
nir um subfibrado de B{M), o fibrado dos frames ortonormais F (M}
que consiste das bases ortonormais (com relagao a G) em todos os
ponfgs de M. F{M) & um fibrado principal com grupo estrutural
0{p,q} subgrupo de GL(n,IR). O{(p,q) consiste das matrizes nao

singulares (ai) € GL(n,IR) tais que:

j ko t
2.3. a3 942y Jig {a ga = qg)
onde - Iix & a matriz diag(+l,...,+1,-1,...,-1). Denotaremos F (M)
!

p d
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por P M .

Olp,q)

2.4, METRICA PSEUDO-RIEMANNIANA NUM FIBRADO VETORIAL

Seja w7 : B > M um fibrado ve£orial n-dimensional sobre M.
Uma métrica pseudo-riemanniana em E & uma associacac de uma forma
bilinear simétrica nao degenerada de signatura (p,g) com p+qg = n
definida continuamente em cada fibra Ex = Tl‘—l(X) r Xx € M. De manei

ra analoga podemos definir (E)

PO P,

2.5, FIBRADO DE CLIFFORD DE UM FIBRADO PSEUDO-RIEMANNIANOC

Seja m: E > M um fibrado vetorial pseudo-Riemanniano. Desde
gue cada fibra Ex = ﬂ“l(x) , X €M € um espago vetorial isomorfo
a IRn com uma forma quadratica Qx- E-G[E de signatura (p,q), po
-demos formar o fibradeo de Clifférd C(E) ge E. Este sera um fibra-
do de algebras cuija fibra em cada ponto x €M & a algebra de Clifford

c.‘(EXJr _Qx) , onde -Q_ ¢ a forma quadratica de signatura (g,p). Con

tidos em C(E), temos os fibrades Pin(E) e Spin(E)

Observe que C(Ex,—Qx) S IRq;P

2.6. PROPOSICAO: O fibrado C(E) é um fibrado associado ac fibra-

do principal %(p,q)(E} , isto &, C(E} = PO{p,qJ(E) xo(p,q)mq,p

DEMONSTRAGAO: O grupo Of(p,q) atua em IR = E,, (ptq = n) 3 es-

querda de maneira canonica. Est_a agéo se estende a uma ag?io de O{p,q)
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en IRq como automorfismos de algebras.
f

Do pPHa

Considerando o Ex = IR = munido da forma quadratica

— 2 _ = -
— = . . . = E .
Qx Qx , estamos identificando w Qx r vV E.X e eHUK)CG%gQX)

= IRq p° Assim a agao de Of(p,q) em E, pode ser dada por um ele-
r

% - ~ -
mento gGEIRq D através da aplicagao Adg: V= a{g)l.v.qg 1 { um
f

elemento do grupo I'(q,p)). Esta aplicacao se estende a toda algebra

pois
n .
o C
IR TxM p—rd TxM IRq,D
~ . -1 -~ 2_ .2 _ _
YV he— Adg(v) =¢k(g) .v.g ; (Adg (V))" =v" = —QX— Q
im t aplicacao d IR ——— IR . Considere {e,
Assim temos uma aplicac e <.p o i el}
i=1,...,n uma base Q-ortonormal de TxM o IRn; Q(ei) =1, 1i-=
=1l,...,p e Q(el) = -1 , i'::q,...,n,
Desde que Pin{g,p) C IR e Ad : Pin(q,p) — Olp,q) & scbre
P _ Pinig,p}

dada A= (Qi) € 0(p,q), existe *g € Pin(q,p) tal que

..l_ j
a(g).ﬁj g .= Zl(aj)ey

3 1
Diagrama
® pamp*q
/,/’ d ! _
) ,‘}99" % A4 g € Pin(p,q)
&gﬁﬁgyf |
e &5 |
i - Ady Y
. . C 1R
’ R q,p
emR* :
9" % pig
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2.7. OBSERVACAO: A {nica agao de Of(p,q) em E_ que se estende a uma
. Y,
acao em IR g pela Ad e pela identidade.

r

Irr.3. VARIEDADES LORENTZIANAS

3.1. Uma variedade, pseudo-Riemanniana conexa, paracompacta e nao
compacta com métrica G de sigﬁatura (L,9) ou (p,l) (g = p = n-1)
& chamada vardiedade Lorentziana. Neste caso a métrica G € chamada
mEtﬁiaa de Lorentz. As variedades Lorentzianas serao denotadas por

l,n-1 n-1,1

L =L e L = L

Com uma métrica de Lorentz em L,{L) os vetores naoc nulos em
X € L(L) podem ser divididos em tres classes: um vetor X € Txf
(TxL) & dito tipo tempo, tipo luz ou tipo espago se g(x,X) &

positivo(negativo}, zero(zero) ou negativo (positivo} respectivamente

3.2. Uma direcdo em x € L(TL) & um sub-espaco de dimens3o 1 em
T L{(T L).
X X

Vamos mostrar agora que podemos dividir o conjunto T C Txf
de todos os vetores tipo tempo em dois subconjuntos disjuntos T

e T que identificaremos por convengao em futurc e passado (Cbvia-

mente uma divisac analoga existe para o caso TxL)

3.3. PROPOSIGCAC: A relagao utv , {u,v € Txf) definida por utv se
e somente se g(u,v) > 0 € uma relagao de equivaléncia para veto-
res tipo-tempo e esta‘relagao divide 1 em duas classes de eguiva-

- » [y L] +
lencia disjuntas 1 e T
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PROVA: Primeiramente consideremos e, gle ,eo) =1, comoc a di-

O

regao do futuro e adicionemos a ele q vetores tipo espago e.

i

g(ei,ei) ==-1,41=1,...,q9, de maneira a construirmos uma base or-

tonormal {ep} p=20,...,4. S¢ u,v €T temos u = (uo,ul,...uq}

e v = (vo,vl,...,vq) nesta base com (uo)2 > ?(ui)z, (vp)2> Ehﬁdz

e gfu,v) = uovo - ? uivi. Entao observamos qu; se uo,vo tem o
_ i

. o _O .
mesmo sinal, g(u,v) >0 e se u ,v tem sinais opostos glu,v) < 0.

De fato,pela desigualdade de Schwarz em Rq, temos

( whdHTEehdHT s st = WO O] > 2yt
l .

Portanto t+ & obviamente uma relagac de equivalencia que divi-

. - +
de 1T em duas classes de equivalencia, Tt tal gque se u € T+ ’

g(u,eo) >0 e T tal que se u € 1 , g(u,eo) < 0. 7 & dita a

componente do futuro de T e T a componente do passado.

3.4. PROPOSICAC. Numa variedade paracompacta L., a existéncia de
um campo continuo de diregdes & equivalente a existéneia de uma

métrica de Lorentz G em L.

_PROVA[27]. Suponha que L admite um campo continuo de direcoes. Des

de que L & paracompacta, L admite uma métrica G positiva defini
da  (estrutura Riemanniana, ref. [27, pag.126 |. Seja v € TXE um
vetor unitdrio {determinado a menos de sinal) do campo de direcoes

em x € L. Defina a métrica de Lorentz G a partir de G da seguinte

forma:
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~

29 (v,u). g (v,w)

It

g(u,w) —- gl(u,w)

§(er)

em cada ponto x € .. (Observe que g{v,v) = g{-v,-v) e portanto
nac importa qual é o vetor escolhido, se v ou =~v). Temos assim,
glv,v) = g{v,v) e se u,w. sio ortogonais a v com relagao a g,
sao também ortogonais a v com relacaoc a é e g(u,w) = -g(u,w)
e portanto G é uma métrica de Lorentz, g = G|T .+ Como g ndo &

X
Gnica, g também nao é&.

Reciprocamente, se G € uma métrica de Lorentz dada, considere
a egquacgao
xB = )\E_}GBXB onde g = G|

T M’

g
ap %

¢ & uma nétrica positiva definida (L & paracompacta) e X s3o as
componentes de um vetor de Txf com relagao'a uma base {eB}. Te-
mos entao um autovalor positivo e g =n-1 autovalores negativos.

Para cada ponto x € L o autovalor v (determinado a menos do
sinai) correspondente ao autovalor positivo & um vetor tipo-tempo.
Este autovetor tipo-tempo determina um campo continuo de diregSes

em L.

OBSERVAGAO 1. De fato, toda variedade nao compacta admite um cam-
po1continuo de diregoes enquanto que, uma variedade compacta admi-
te, se e somente se sua caracteristica de Euler for zero. Uma va-—
riedade para representar um modelo razoavel do universo deve ser nzo

compacta, por isso trabalharemos com variedades Lorentzianas nac compactas.
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OBSERVAGCAC 2. Uma proposicao andloga vale para as variedades L que

tem signatura (p,1)

l;l’l"l ) T - «
paracompacta. L e uma varie-

plo=1) el ivial.

3.5. COROLARIO. Suponha L = L

dade Lorentziana <= TL = Gl +

Em vista do corolirio acima temos que o grupo estrutural GL{n,IR)

de TL se reduz a 0(1,n-1), assim

_ | i,
TL = Py1,n-1) “o(1,n-1)® -

TII.4. VARIEDADES LORENTZIANAS DE DIMENSAO 4

Seja L variedade Lorentziana de dimensdo 4. O grupo estru-
tural de TL & o grupo. 0(1,3}, chamado grupo de Lorentz. Por (2.5)

temos que se & = (Rg) € 0(1,3), i,i = 0,1,2,3 entao

i

4.1, 292 =g onde g = (g,.) = 1

e portanto temos:

4.2, det L = 1 e
o, 2 1,2 2, 2 3,2 _
4.3. (10) —-(RO) - (10)_ - &) =1.
2

Desta forma, (Eg) > 1 e temos ent2o que o grupo de Lorentz 0(1,3)
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4.4. det £ =1 20 > 1 :
_ o
det 1 = -1 o > 1
o]
det 2 = 1 2o > 1

det 4 =-1 e & < 1.

4.5. As transformagaes de Lorentz & para as guais 28 > 1 formam
um grupo chamado grupo de lorentz onfocrono. Tdis transformagoes

deixam qualguer vetor u € 1(3.3) em sua classe de equivaléncia res.

pectiva.

4.6. As transformacgoes de Lorentz & para as quais det £ = 1 e

o

Lo > 1 formam um grupo chamado grupo de Loxrentz pripric denotado

por .SO+(1,3). Tais transformagaes preservam a orientaggo dos ve-

tores tipo espago, aléem de deixarem qualguer u € T em sua classe

(SO+(1,3) é constituido por toda a componente co

de equivaléncia

nexa do grupo Lorentz 0(1,3) qgue contém a identidade).

OBSERVACAO: No caso de L cuja signatura & (3,1) o grupo estrutural

-

de T™ €& 0(3,1), etc.

[24]

4.7. ORIENTACAO . Seja L (1,3) uma variedade Lorentziana de di-

mensac 4, Hausdorff e conexa, com G uma métrica de Lorentz. Dizg

mos que (L,G) & oxientada (no espago e no tempc), se existe uma

forma diferenciivel w de grau 4 n3o nula, em todos os pontos de L
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(que & a condicao para gue uma variedade 4-dimensional Riemanniana
seja orientavel (A.4.2)) e um campo de direcdes tipo tempo Xo(isto

é, a cada ponto x € L , estd associado o par (XO,-XO} e X, = TXE
tal que g(X_,x)) >0 (g = G|, 5) de maneira continua em todos os
_ CT,

ontogs de L.

Dois pares (w,Xo) e (w',Xé) como acima sao egquivalentes se
w' = fu, onde £ & uma fungao positiva e g(Xo'Xé) > 0. Uma ori-
entagdo de (L,G) & a escolha de uma classe de equivaléncia {uw RN
que € chamada uma orientagao. Um par ((f,G),{w,XO}) & uma varieda-

de ILorentziana de dimensaoc 4 orientada.

Escolhendo agora uma orientagao {w,Xo} para (f,G) e reccerdan-
do que um vetor tangente tipo tempo Y é orientade para o futuro,
isto & Y E 17 e g(XO,Y) > 0 diremos que uma quadrupla (Ygr ¥y,
YZ'YB) de vetores tangentes estd positivamente orientada se Y6€ET+
e w(YO,Yl,Yz,YB) > 0. Chamaremos tal gquddrupla de tetrada. |

0 conjuntc de todas as tetradas (Yo‘Yl'Yz'YB) tem uma estru-

tura natural de fibrado principal sobre 1 com grupo estrutural

SO+(1,3). Denotaremos tal fibrado por SO+(1,3)

-

-
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ITT .5, ESTRUTURA SPINORIAL

Neste paragrafo propomos, usande a teoria degenvolvida sobre
dlgebras de Clifford reais e seus espagos de representacoes, uma

92'23]Via fibradeo de

andlise da definigao de estrutura spinorial
Clifford. Um critério para se detectar se uma variedade Lorentzia
na L de signatura (1,;3) orientada e nac compacta admite uma estru

D6]. "L nas condig¢des acima, ad

trura spinorial & dado pox Geroch
mite uma estrutura spincrial se e somente se, existem quatro cam-
pos de vetores tangentes em L que constituem uma "tetrada" em ca-
da ponto do espago tangente". Geroch demonstrou este teorema usan
do técnicas de topologia algébrica. Mais especificamente Bl], gue
€ a Unica classe de obstrugac para encontrar uma secgao global do
fibrado spinorial est3 em H4(L,Z) e portanto se I & orientada
H4(L,Z) = 0. |

Congegulmos demoﬂstrar que toda variedade Lorentiziana de di
mensao 4 e signatura (3,1)-possui um idempotente primitivo global
mente definido no fibrado de Clifford e com isto propomos uma no-
va visao de espagos spinoriais usando os resultados obtidos no Ca
pitulo II.
5.1. EXTENSAO DE ESTRUTURA 2] : Seja B um fibrado principal so-
bre uma variedade M com grupo estrutural um grupo de Lie G. Se
ja p :H —— G um homcmorfismo de um grupo de Lie H sobre G.
Por uma exfensaoc de estfrutura entendemos um fibrado B sobre M

com grupo estrutural H e uma aplicagac S :B —— B tal gque o
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seguinte diagrama comute

B XH————————3B X G

x
y Rl

onde R significa multiplicagao & direita. Isto significa que pa

=

ra s € B, ambos s e S(g) estdo sobre 0 mesmo ponto de M, e
S restrita a uma fibra € equivalente a p.

5.2. DEFINICAQ BZ]‘ No caso de B (acima) ser o fibrado princi —
pal de uma variedade Riemanniana ofientada com grupo estrutural
G = 50(n) e H = Spin(n) seu recobrimento universal {(n > 2) chama
se B de uma estrutura spinoriel de M. (Esta é a définigéo de

23]y

Milnor

[24]

5.3. Para variedades Riemannianas orientadas , uma condigac ne
cessaria e suficiente para admitir uma estrutura spinorial & que
W,(M) =0 (WZ(M) & a segunda classe de Stiefel Whitney de M). Es

ta estrutura & Unica se e somente se H'(M,Zz) = 0.

5.4. Vamog passar agora ao caso das variedades Lorentzianas de
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dimensao quatro.

No caso de M ser uma variedade ILorentziana de dimensac gua-
tro orientada (no espago e no tempo), o grupo estrutural do fibra
do tangente de L (que & SO+(1,3) ou SO+{3.11, dependendo da
gignatura de I, ser (1,3} ou (3,1}) cujo recobrimento & o grupo

SL(2,T) = Spin  (1,3) = Spin' (3,1).

5.5. DEFINICA0o. Seja L, uma variedade Lorentziana de dimensao 4,
orientada de signatura (3,1). Uma estrutura spinorial em TL & um
Spin+(l,3)—fibrado principal juntce com um recobrimento duplo

S : P N (L) —— P (L) tal que S(p.u) = s(p).xau
Spin’ (1,3) S0 (3,1)

¥Yp € P 4 {L) e ¥Yu € Spin+(l,3). Observe que S restrita
Spin” (1, 3).

a fibra & Ad. 0 diagrama d& fibracac &

Ad

spint (1,3) 50" (3,1)

2 _
\\\\\\ P + (1) ——— p + (L)
Spin (1,3} SO (3.1)

N\,

5.6. PROPOSICAD. Se I & uma variedade Lorentziana com métrica
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de signatura (3,1) entao existe em C(L) um idempotente minimal

globalmente definido de maneira continua em todos os pontos x € L.

PROVA. Se L tem signatura (3,1), entao existe um campo de dire-
~ ] . , . c
coes Xo (determinado a menos de sinal); Xo TXL ' gX(XO,XO) < 0

onde G, = G| definido de maneira continua para cada x € L.

I
TXM

Considere o fibrado de Clifford C{(I) de TIL onde cada fi-
bra sobre x & a algebra de Clifford CHTgpgﬁx)cxmb §x==—gx. Seja

X

e = S , temos entdo eg = 6(80 ) = 1. Com este

Ok —(—g(XO,XO))l/z X X

ra =

elemento podemos construlr e, = {1 + e ) que & um idempotente

X

primitive de IR em todos os pontos x € L (I.5.17).

1,3

5.7 . OBSERVACAO. A construgac gue fizemos em (2.5) do fibrado de
Clifford de L pode ser feita de maneira analoga estendendo-se a
agao de SO(p,q) de =P a2 m q através da aplicacdo Adjun-

r

ta: Adg . RPYY —— P, Adg(-v) xg‘v.g_l, g & IR; g’ v € ®PH,

Deste modo, & proposi¢ao anterior também & validade para va-

riedades Lorentzianas de dimensao 4 e signatura (1,3). Observe
gue neste caso, C(TxL'Qx) = 311’3 onde Q = g,
[29]

Graff afirma em , que as variedades Lorentzianas de signa
tura {(3,1) nao admitem um idempotente global. Tal afirmacao ele

fez por desconhecer a constrgac do fibrado de Clifford que fizemos

o
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em {(2.5).

CONCLUSOES

Seja L uma variedade Lorentziana de dimensac 4 e signatura

(3,1) ou (1,3) ndoc compacta.

I. & orientada {(no espaco e no tempo), se e gomente ge, seu
+ 1 . .
grupce estrutural se reduz a S0 (1,3). Neste caso se @ e o fi-

brado de rétas determinado pelo campo e {definido de maneira
b4

continua em todos os pontos x € L e agora determinade univoca -

mente pela orientagdc no tempo) e n & seu complemento ortogonal

| . _ 1
(um fibrado tri-dimensional tipo-espag¢o) temos TL = 6 & n onde

n € orientado, {31] cujo grupo estrutural &€ SO(3).

. ' 1 .
0 campo e, determina um elemento e, T3 (1 + e, ) gue é
X ' %

um idempotente primitivo do fibrado de Clifford C(L). Tal idempo
tente da uma "secgac de ideais minimais" do fibrado C(L), a sa-

ber I = IR , para cada x € L de maneira continua.

e
1,37 x .
No capitulo IT conseguimos representar os c-spinores pontua-

dos e nao pontuados de duas componentes como elementos de ideais

+ ot
1,3

Tais ideais sao espagos vetoriais complexos bidimensionais

minimais I+ = IR
IR +
1,3 1,3
+

i direita (espacos de representacac da algebra real IRl 3), e o
r

+ - . - . .
onde e e um idempotente primitivo de

e de IR

+ — -
grupc Spin (1,3} atua por multiplicacao a esqguerda.
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Com esta nova visao de espacgo de spinores acreditamos gue se

ja possivel reinterpretar o teorema de Geroch[26], a saber:

"Seja L uma variedade Loreﬁtziana de signatura (1,3), ndo
compacta e orientada (no espago e tempo), I admite uma estrutura
spinorial, se, e somente se, existem quatro campos de vetores tan
gentes em L gue constituem uma "tetrada".em cada ponto do espa-
¢o tangente de L, definido de manéira continua", bem como, ter

uma vigao mais algébrica dos resultados recentes de Penrose e Rin

3 : .
dler{ 01, passando a considerar o fibrado spinorial come um fibra
do vetorial associado a P + (L} a saber
' Spin (1,3}
+ +
S (E) =P (L) x I .

spint(1,3) spin’(1,3)
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