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CAPITULO I

INTRODUCAO

A tecfia de derivagéo foi férmalizada por Newton e Leibniz

e logo comegou a preocupagﬁo sobre que tipos de fung&o admitiria tal
cancelto. Nesta epoca pensava se que as funcdes contlnuas sempre admi

- tiam devlvadas e que as fungoes der1vavels apresentavam derivadas de

ordem superlor A partlr do inicio do presente século tem-se pergunta

do se exzste alguma categoria de fungao que apresenta derivada sempre
ou ao menos em conjuntos bem detarmlnados. 0 problema fol tomado por
Ampere que em 1806 tentou, sem O sucesso"esperado estabelecer diferen

Clablllddde para fungoes avbltrarlas.

Durante ¢ seculo XIX a Andllse desenvolveu-se Conalderavel—
mente, mas parece gue 0§ matematicos fugiam do problema da qiferencig
bilidade das fungoes. 0 mais importante resultado depois de ﬁuito tem
po, foi devido a Waierstrass[“] ; ele pos fim as tentativas de es
tabelecer diferenciabilidade de funcles arbitrdrias, construindo por
velta de 1861, uma fungde continua sem derivada em nenhum ponto.
Bolzanc tambem obteve uma tal fungdo em 1830, mas impossibilitado que -

estava de publicar, nac fol de pronto conhecido sesu intento. Em;[lq

temos o exemplo de B.L. van der Waerden, baseado no fato simples de

que uma sequencia infinita de inteiros sG & convergente se seus ter-

mos se repetem a partir de um certo Indice n.

» -~ - »
Bem, a partir dai, fungoes continuas sem derivada passaram



a ser rotina, Que'néd era muito agradivel aos analistas como podemos
'uéentir'numa carta que Ch. Hermite escreve & T.L., Stieljes:
| e me.détobne avec_éffr&i'ét horréurvde éette'plaia lameg
table dés_fonctiohs qui n'ont:pas des derivdes." | |
| ‘Mais tarde Lébésgue melhora bem a'situégéb,_Quando_demaﬁstfa
que "toda fungao mondtona possui derivada qhase sempre”. |
Modificando um pouco a definigdo de deriﬁada, tornando~a um
pduco*maiS'frada,-pqdémos meihorar os resultadds chsaguid§é,'cémo |
por exeﬁpld, permitir qﬁe fungoes com "poﬁtos de bicb"-admitim deriva
das em tais pontos, ou aiﬁda, derivar- funcdes que sao dﬁscontinuéS'em
um ou mais pontos. |
Por volﬁé de 1915, Khintchine [5] » discuti vadrios tipos
- de generalizacio da”defivada, como: derivada simétrica, derivada média
de Borel, derivada assintética} derivada segunda'dé Schwarz, derivada
ganeralizada;'sitando teoremas qﬁe as relacionam entre si e com a de-
rivada'usual. No mesmo estilo de trabalho, temos os artigos de ’
Bovél[l] I, e mais recentemente, Maisano[a] s S, Valéntiléj , cltam
tais generalizacoes, sendo que em[ﬁ] , Maisano estu@a uma generali-
zagdo da derivada simétrica, a derivada pseudo simétrica j3 menciona-~
da por De La Vallee Poussin em Integrales de Lebesgue, Fonctions

dlengemble. Classes de Baire -~ Paris, Gauthier-Villars 1950,

0 objetiveo deste trabalho & apresentar algumas generaliza-
goes do concelto de derivada e relagles entre o8 mesmos. No caso da
derivada simeétrica, pseudo simetrica e média de Borel, foi feito um
apanhado geral das propriedades, relacionando-as com a darivéda Comum

. -+ - x - - Il
e teoremas fundamentals do calculo. Ja no caso da derivada assintoti-

-iii~=



ca sac apreéentadﬁs'§§rioé teoremas que a relacionam com a derivada
‘média.é a usual, de modo que: )

‘No seguﬁdo_ﬁa@itulo intrﬁduziremosJa.définigéd\de derivada
siméfriéa, psehdo sim§fri¢a,-progubaﬁdo dar suas_principaié preprie?
dades e mdstraqdé'qﬁe o_técrema_dé Rolle nao vale néceSSafiamén%e‘pg.
ra ambaé'e que.se'uma fuhggé mensurdve ladmite uma déé duas defiva&és,
ent3o ela admite derivada no sentido comum quase SQmpre..A seggiv“dg
finimos a derivada media de Borei, citandq rapidamente & defivada Sg'
gunda de SchWarz, disecutindo um exemplo mostpando-qué pbdemeé ter du
as fungoes com derivada média sem que'é produto das mesmas o %enha;_
Finalmeﬁte aﬁresentamos a derivada assintotica, dando uma série &e_rg
sultados que relacionam esta derivada com a derivada média e a usual,.

" demonstrando também que o teorema de Rolle vale para esta derivada.

Procuramos ainda, finalizando a dissertagdo, apresentar ou
tros resultados sobre o assunto, bem como outros artigos a respeito

do mesmo.

A fim de facilitar a leitura, vamos agora dér algumaé das
definigoes e resultados utilizados neste trabalho:

NOMEROS DERIVADOS:

Quando uma fungao f(x) nao tem derivada e x=x; e nem as
derivadas laterais, existem sempre os correspondentes limites de os=-
cilacao:

f+(Xg): 1im+sup Flxp+h)~F{xy)
h+0 h

f,(x¢)= 1lim inf Fixg+h)=£(xy)
h+0 h

-7 4=




£ (xu)— llm sup  £x)~f(xy +h)
h+8 : h

£ (xu)- lim 1nf f{xp)~ f(xg+h)
h+8 h

onds f (xc) danota derivada superlor a dlrelta, f (xo) derivada 1nfer1

or a dlrelta, f (xc) derlvada superlor a asquerda e f {xo) derlvada ln

ferior a- esquerda.

Chamamos estes limites de "os quatros numeros défivadbs“,

CONJUNTG PERFEITO:

Diremos que um conjunto €& perfeito se ele & fechado e
denso em si mesmo.

DENSIDADE :

Seja I=(a,b). Considepe para. x que pertence a I, o valor:

1im  Nx~e,x+e)N I} , © que chamaremos "densidade de x
£~>0 g ' :

em I™., 0 limite anterior pode ser reescrito assim:

Iim m{INn (x-e,x+e))
e m{ (X=€ , X+ }}

onde m denota a medida de Lebesgue. Chamaremos “"densidade exterior”
quando trocarmos m por m¥* que denotard medida exterior.

Como ilustracde, censideremos no plano o conjunto:

neste ¢ase temnos:

dens(B,x)= lim m(Br\Ae(x)
£+ m(Ag(x})

onde Ag(x? denota a bola aberta

centro X e vaio ¢, e temos assim:

'-Voul



dens{B,x;)=1 dens{B,x,)=0
dens(B,X2)=0 dens{B,xs5)=1

dens(B,x3)=1 dens{B,xs)=0
2

PONTO DE DENSIDADE:

Diremos que x é um ponto de densidade de A se
dens{A,x)}=1

PONTO DE BICO:
Diremos que.xaﬁé um ponto de bico de f se existirem fi-
nitas as derivadas latera’s de f em Xy, 18to &, se

lim% F{xg+h)~F{xy)
h{ h

< 4o

lim+ FlxoY-F{xo+n}
h+0 h

L

Serac importantes no desenvolvimento deste trabalho aleung

teoremas classicos cujos resultados enunciaremos a seguir: -

TECREMA DE GRACE YOUNG:

Se £(x} e uma fungdo mensuravel em E e se f gatisfaz em E

as seguintes desigualdades:

f+(x}§ 0 e f“{x}j 0, entao f{x) tem uma

derivada finita quase sempre em E, ( velja floj).'

TEOREMA DE EGOROFF:
Se £_(x) & uma sequéncia de fungdes mensurdveis gue con-

vergem para f de valores reais, quase sempre em E de medida finita,

—F -



entao dado n» 0, gxiste'Aiiﬁ, com mA< n tal que fn(x) converge

para f uniformemente em E-A.

-yii-




CAPTTULO II

ALGUMAS GENERALIZACOES DA NOCAO DE DERIVADA.

Neste éap{tﬁlo introduziremos o éonceifq_dé deriVad$
siméirica, pseudo simétrica e a'derivada‘média da-Borel,_citan;:
do rapidamente a aeriygda segunda de Schwartz.?récurabeﬁbs fazer
um apénhado'igeral'das principais propriedades .do calculb;rela_
cionando estes conceitos com o de derivada comum.Aliés sempre_que'
dissermos derivada comum de f£{x) em &, por exemplog_estamoé falan
do dé derivada usuai,

lim flath)-f(a) , que notafemos; fiial,
h+3 . h

As fungfes consideradas serido de variavel real, da reta na reta.

A derivada simetrica de §{x} no ponto a serd definida
como

lim fla+h)-f(a~h) desde que este limite exista.
+
h( 2h

Notaremos tal derivada por fg(a).

8¢ considerarmos lim+ fla+h)-f{a~h) e 1im+ fla~-h}-fla+h},
b0 Z2h -0 72h

que seriam derivada simétrica a direita e 3 esquevda respecti-

vamente, notamos que tals limites séo ilguais, donde podemos con-
clulr que a existéncia da derivada simdtrica & direita ou A es-
querda implica na existéncia da derivada simétrica no ponto con-

siderado.



Seja f{x)=ix|
Sabemos que f'(0) ndo existe , embora f seja continua na origem. .

‘Calculemos fé(a):,-;-

b e

hept TTTTTRRT T h0t 7

1im, £(0+h)-£(0=h) = lim_h-h = 0 portanto £!(0)=0.

R | S
Observemos que 0 & um ponto de bico (veija na pagina vi) onde nao
existe éerivada.comum;.notemas ainda que existem finitos,aambora'_.
diferenfes, a derivada comum & direita e 3 esqierda de f em zero.
Seja agora f{x)= X 0< x <l

2 ®»=1
—-x42 1< x __<2

0 ponto x=1 & de descontinuidade, portantec nao existe.f*(lj. Pop—

hrot 5h het 7R | |

outro lado fé(l): lim,  FLL+h)~-£(1~h) = lim, ~{1l+h)+2-(1-h)=0, ou

seja, existe derivada simétrica no ponto x=l, embora a fungdo seja

descontinua neste ponto.

Consideremos agora Fx) = 1 x< @

0 x>0
A fungdo & descontinua na origem, portanto nao existe derivada co.
mum neste ponto. Percebemos também que a natureza da descontinul-
dade e diferente da do exemplé?anterimr e neste casc nao existe dﬁ
rivada simétrica em zero pois

lim+ F{h)~f{~h} = 0+1 = te |
h+( Zh Zn

Se f & derivavel em a no sentide comum, entdac existe derivada a

direita e & esquerda no mesmo ponto e sac ilguais, ou seija,

.



£1Ca)=lim, flath)-f(a)_ f£'(a)=lim, f£(a)-fla-h)_ f£'(a)
I h~0 h . - : h-+0 h .

. -, . * .
Consideremos a semisoma de f](a) e f!(a), dal temos:

1 lim, flath)-f(a)+f(a)-fla-h) _ lim fla+h)-fla-h)_ £1(a)
2 h-0 " h R T ha0 Zh h

portanto £'{a)= ﬁ.-{f:(a)+fi(a7] ou seja,
. 1 2 : .

Se § E dendivavel no sentido comum em &, entdo § &dm&ig
Cdendivada simétiicn em a e ambas coinedldem, |
Neste caso as regras elementares de.devivagéo e'resﬁltados éonheci
dos para derivada comum subsistem para derivada simétrica. Mais gg‘
ralmente, se f & depivdvel no sentido comum em um intervalo ou con-
junto, f também & derivivel no sentido simétrico no mesmo conjunto -
“ou intervale considerado.

Como j§ vimos, existem funcoes que mesmo descantinuas . em
certos pontos, admitem derivada simétrica nos pontes em questio. Na
verdade a existéncia da derivada simétrica de f em a ndo implica ne
cessariamente que £ seja continua em a. Por outro lado, no caso de

fungBes continuas vale o seguinte :

Para a existincia em a da derivada simdtricae de uma fungdo
continua, ¢ necessarndo e suficiente gue exdstam as derivadas
ne sentido comum a esquerda e z direita de a da fungdo §,

ainda mais, o valon de 5;{a)=€ a semisoma de §'la) e §'(a),

Com efeito,

. £} 3 - [3 ~ * u +
e axiste a derivada simetrica de f em a, entao existe o limite



1im. f£(ash)-fla~h)_ iim+_ffa+h)-f(a~h)~f(a)+f(a)_

et TR T T he o - " 7h
1 lim, f(ath)~f(a) _ lim, fla-h)-f(a)

h . ' Ihf‘”‘_{} “h
Se provarmos que estes dols Ultimos limites sdo finitos, teremos &
resultado desejado. Qra, se wn destes limites Ffor infinito, a semie'

J0ma s

Cwot T T w0t TR

' i'[ lim, fla*h)~f(a) , lim f(a)“f(a~h}] nao tem sentido,
5 L% I St

© que nega a existgncia de fé(a), portanto tais ii¢ites_s§o finitps,l
como queriamos. | |

Sabemos. que a continuidade éa £ nao & Suficiente para garant
tir a existéncia da,depivéda comum ¢ os famosos pontos de bico $80
exemplos disto. Pelo que vimos, no caso da dérivada simétrica,-tais
pontos admitem derivada;_‘

As regras de derivagao valem pafa derivada simétrica; mes
mo no casce em que nao existe a derivada comum, ou seia,

(f+g)é(x)= f;(x}+gé£x)

(fg)é(x): fé(x)g(x}+gé(x3f(x)
() : fé(x)g(x)“f(x)gé(x)
5 g(x)

As demonstracdes sao andlogas ao caso da derivada comum.

Observagio: Se considerarmeos uma fungio par, isto €, f(-x)=f(x},

e calcularmos a derivada simetrica na origem, temos:

fé(D)_ lim+ f(h)=f{~h)_ 0
T 0 2h "




ou seja, a derivada simetrica de uma fungao par vale sempre zero
" e —
na origem, sendo ela eontinua ou nao.
Vejamos qual o comportamento de uma fungao. f se ela &
continua e admite derivada positiva em todo ponto de um intervalo

considerado. Seja f tal funcdo, x;,xz dols pontos gquaisquer de um

intervalo considerado, digamos x;< Xz, suponhamos F(x;Y=F{x,)

' tqmémcs' isqua pertence Ei(xx,kz) tal que Flxz)=F{x1)Y#f{x3)
(cbsérvaféue.xg existe, pois casd.ccntrério, £ seria constante e
f;(%}:b para.qua1Qu§f'x ﬁaﬂintervalo‘)
‘entdo temos f(x1)> flx3) ou .f(xa)> flixa)
am ambcé Qg casos,.médiante um calculo éimpl@é, chegamos & uma con
tradigdo com o fato da derivada simétrica ser positiva. Suponhamos
entdo que f(x1)> f(x:); consideremos a reta
'y:_lz_[fcm-nf(;czyl- N ¢
cdma'f & continua . existe entre X; € X2 um ponto ¢ tal qde;a cur-
va y=f{x) passa abaixo da reta (1) no intervalo (c,xz2) e emz(ﬁl,c)
acima da mesma reta, sendo que em ¢ as duas linhas qoineideﬁ} tome-

WS

1im+ fle+h)~-Ff(e-h)
h0 7k

este limite € negativeo, donde a derivada simétrica de £ em ¢ € ne-
gativa, oque contraria a hipdtese, esntde f{x1)< f{xz), donde podemos

conclulr:

Uma fungdo continua & necessdriamente cnescente em um Lnter

vale onde sua denivada simetnica & pesitiva, Um racicceinio

analogo nes da um resultado parecido para § deocrescente.

ms_'



Analisemos agora.ﬁma fungdo cuja derivada simétrica & nula em
todb panto da'iﬁtervalo {a, b5 o

fSejam ¢ e d dois pontos de (a b), dlgamos _f(ﬁ}#f(d);cqloqﬁemoS'
'para fixar 1d91a9, ¢< de fley< £(d)

seja a fungao ¢(x)=f(x)*€(x«c) onde G< £ < f(d) f(c)  ._ (1)J
. o , - R

congsidere pld)= f(d) e(d-¢) _
) > £(d) - [f(d) f{e)].Ld-c) por (1)
_ L o A 2

~e
p(d)> £(c)=p(e) portanto p(dI>ple) ‘(-2}‘_ "
entdo § € crescente. ' o
Por'outro.laae
w(%):f(xiwaﬁxuc)
w'fx) f‘(x) 1im g(x+hwa)mé€kvh—c3_

- 2h
‘(x} f‘(x) 1im ex+ch-ce-gx+ehtec
h~0 Zh
*(x) f'(x)mllm 2gh
h+0 2h
wé{x)xf;{x)~e COmo fg(x):ﬁ para gualquer

x que pertence a {(a,b), temos:
pi{x)=~c para qualquer x que pertence a (a,b),
o geja
%;(x}c 0 para todo x gque partence a {a,b) e pelo
yesultado anterior ¥(x) & decrescente o que contraria (27
Entao podemos enunciar: |
Se § & uma funcde coniinua cufa denivada simitnica &
nula em todo ponte de um dntenvalo {a,b), entao § &

cons tante no mesmo Lintervalo. Duas funcdes continuas

-



cufjas deadvadas simetrhicas {supostas finitas} coinei-
dam em Zodo ponto de wm intervafo, nao diferem sendo

por uma constante.

Para o caso da derivada comum vale o conhecido teorema
do. matematlco frances ‘Michel Rolle(1652~1718).

Seja ﬁ_gont&naq em[a,b) e difenzneidvet em {a,b]. Se
_'5(x1 5{xal a&iﬁo.ax@éia péﬂo'ménOé'um ponte & de (a,b) tal que

Consideremds agora,
flx)= X se 0< . x< 1
e

-2xP42x se 1< xg 1
2

temos £(0)=f{1)=0, f & continua em 'a,ﬁ}é existe derivada simétri

ca para qualquer x que pertence (O,l}w(&} e £10(x) ¢ positiva entre
_ L 7} } '

0 e 1, ¢ negativa entre 1 e 1. '

Z
Vejamos © que acontece com f; (1) e £3(13
. 2 2 .
£1(1)= le+[f(£%h) f(l) 1= 1im[-2(;+h>2+2(;+h)wcmz<g}2+2<;))}ze
"7 neo Z R 2 2 7 7 '

dai £'(1)=0
7

F1{L)s= 1im+[f(&?“f(gmh)'£ =1
2 h+{ 2 2 h
entao £1(1)=1 embora ndo exista £*'(1l) , estamos nas condigoes
2 27 2
do teorema de Rolle para devivada simetrica, e no entanto nao

existe a que pertence [D,l] tal que f;(a}:ﬂ,-pais

fé(x):l> 0 para x que pertence [0,L)

e



.fé(x}: -4x+2 para x que pertence (1,1]
. A - )
_ o £ {1)=1
: | 57 7 |
Tal exemplo mostra que o teorema de Rolle nio vale necessariamente
para derivada simétrica, Podemos concluir tambem que a derivadaﬂsé

metrica exlstenta em todo ponto do lntervalo conslderadc, nao prc~

cisa ﬁecessarlam&nte passar por todo ponto 1ntermedlarjo entrh do;s
de seus valores, como acantece_no caso da derivada comumwparjoutro-
lado, como sonsequencia 6iéto-fica clare que'¢'féorema da_médiaﬂ seﬁ
‘do uma generalizacio do teorema de Rolle,pode nio valer necessaria-
mente no caso da derivada simétrica.

Vamcs,agopé nos ocupar de fuﬁgaes que tém derivada simé-
“trica quése sempre nwn intervalo ouw conjunto considerado. Sob a éog
digéa de es@uece? osthnjuntos de medida nula a nocao de derivada
éimétrica.néa generaliza a negao de derivada comum, ou selja, a a-
xisténcia de uma derivada simétrica quise sempre num intervalo ou
conjunto, nao acarreta a exigténcia da derivada comum quase senpre
no intervale ou conjunto considerado.

Conforme Khintchine, (ver [‘5:3 ] ) 5 por .es?te motivo :tarng_

se in{itil empreender um estudo especial sobre este tipo de derivada.

Para ver isto nes ocupemos do seguinte teorema:
cS8eja flx} uma 5uﬁvac mensurdvel. Entio eda admite derivada
undca ¢ finita §7{x) guase sempue, onde

Lim Bup ﬁ yrh) - 4ix-h} < o (1}
h-0 Th

De fato,
Seja E o conjunto de valores x onde (1} é valida e onde ndo exis

te £f'{x), ou sela,




E= { x3; 1lim sup f{x+h)-f(x~h) < +» e nao existe f'(x) }
h+0 Z2h

Suponhamos por absurdo que m {(E)>0.

Fara todo n que pertence a N seﬁa :

E ={ x gue pertence E; para 0<h<l temos f(x}h)wf(£~h3<?hn}
n _
ou seja,

Fal

"Ey3{ x que pertence a Ej; f(x+h)-f(x-h) 1:; O<h<l }

2R

al

2 5 0<h<dl }
-2

Ea={ x gque pertence a B; f{xth)=f(x=~h)
Zh

"Es={ x que pertence a E; f{x+h)-f(x-h) <3 ; Beh<l }
. 2h 3

B ={ x que pertence a E; f£(xsh)~flx-h) <n; G§h§$ }
' - Zh , n

dal temos que lim E_=E e entdo m (E)= % p (E )
R e - I s

n=l

COMmO me(£3>ﬂa deve existir Re . 4 que mg(En 1>0 {(3)

seja B(x)=flxl~nex

consideremos para ® que pertence a Eng” 04hel -
g

(2y

B{x+hi=0{x~)z Fluth)=neixth)=Flx~h)sngxnyhsf{xrhi-F{x~-hli«2nsh

lembrando que para 0 <<l temos f{x+h)-f{x-h)< Zhn,
Ng

6{ x+h¥~8{x-h) <0 ' {4)

seja y um ponto de densidade exterior do conjunto Eng

segue que



afirﬁamos.que'
o' (y)y<0 e 8. (y)<0 . (5)

- ocom efeito:

- sendo y ponto de déhsidade exterior:de Eng., exlstse k:’% tal que_.
_ e : _ -
para todo y' onde y< y'<yik< y+l temos '
. - s . : ng . : .
mg [ Ep N (05¥ ;]; 3 (y'-y) (6)

vamos mostrar que para y‘ﬂda relagac (8) teﬁoé.f
olyy< oty NG
ﬁara—ver isto, supmnhamoé.qﬁe ‘
| alyd> 6(y’5 ' : (8)
éejé A={ x que partence a (y,y'); 8{x3}> 8(?)}
. | . _
Bm{3x_qﬁa-pertencé a (y,y"); 8(x) < B(y)} fg)
temos por {8) que para todo x que pertendé a B
8{x)> B(y)> 6(y?*) | (103

seja agora A s{'ytx ; x pertence a A}
5

@

B ={ xty'; y' pertence B }
2

pela mensuvrabilidade de f{x) & portanto de 8(x), temos que A e B

e it 1 - a »
540 mensuravels. A medida de um deles deve ser maior ou igual gue

yiey isto e,
2

m{A)> y'-y ou m{B}> yi-y & por conseguinte,
2 Z

m(Fy> yl-y ou (B> yl-y
iy i



por (8) K‘Qu B admite pdntcs em comum. com E_ .
'Supﬁnhamas para fixar idéiaw que ANE a:_xg; “
O pcnta xa+(X¢~y) pertence aéhe por (8) temas
B [xu+(xa~y}]> e(y) 8 [xn (xamy)]
8 [xa+(xB~y)}> 6[39 (xa-y)l
H-[xa+{xo~y)]« 8 ﬁﬂ”(XQ"yai 0 o que contradlz (R)
portantc (§) & falso e vale (7), isto &, '
8yl < alyh) = |

Por oﬁtPO'lado,

pet(x)= TIm ., 8(y)-8ly")
(y~y1)=0 y-y?

como 8{y)< 8{y¥entdo temos:
pe*(yy<o.

Do mesmo modo temos que

D8 {y)« lim ._' ﬁ(y) B(j ¥ < 0
Ty 1y=0" y-y! |

Estas relacoes sao validas para cada ponte de densidade exterior
de.Engfg:. Por um tecrema de Grace Young (veja teo. 0.1), tenos
gque para cada y que pertence a Enf,ﬁ e DB Cy) <O e D8%(y)< 0,
temos que existe quase sempre 8'{y) & por conseguinte £'{y),

ou seja, para cada y que.bertence a Enaaﬁ existe F'(y) guase sem=

. + ¢ m- 1 *
pre, o gque contravia a definigac de E. Portanto Q;L}mﬂ oOmD qUEeTLAROS.

w1



' DERIVADA PSEUDO SIMETRICA

Vamos geﬁerallzaf a- nogao de derlvéda simétrica, lntra
du21$do (o] canceltc de derivada pueudo 1metrlca, assim:
| Se]a F(x) e k(xﬁ duds fungoes deflnldas em {a h) e k(x)
pogsitiva em todc ponto do dado lntervalo. Dlremos que f(x) tpm.
den&uada péauda simitriica em X &a£ai¢uamen$a a k{x) se_'

llm+ £ (x+k{x)h f(x“hﬂ - existe:’
h+0 (k(x)+l)h _

'f_Notaremqs tal derivada por f’(x)

ﬁSe.em £ % fizermﬁs_k(k)zl'( fungao constante igual a
| ﬁm)'ehtéo.fi(x)xfé(x); isto &, a derivada pseudo simétrica c0inéi_
de com a derivaﬁa simétrica, definida antériormente, valends to~
de comentarle que fizemos antes. Por cutro lado, se f(x) e derlva-
vel o sentldo comum, entdo ela ddmlt& derivada pseudo simétrica
relativamente a fungac k(x) e as duas coincidem em cada ponto con

siderado. Veljamos:

FLOxd= Uim, £lxaek(h ~£(x-h]
n~>0 (k{x)+1)n

como existe Fl{x) apliquemos a regra de L'Hospital, obtendo:

f’(x)“ 11m+ Fr{x+k{xdh) . .klx) +F1{(x~h) =
h{) k{x)+l

Fr{akCl+F I (x) = F100 00 +1) = £1{x), que como
Kixi+1 () +1

sabemos existe, entao podemos escrever:

Se § ¢ denivavel no sentide comum em {a,b), entdo ela

admite derivada pseude simeinica xelativamente a uma

....:}‘2...



dada 4duncic kix} pesitiva, e ambas coincidem em Lode

ponte do internvalo econsidenado.

Quando fﬁ(x) coincide com f'(x) as regras de derivagao
‘vale  as demonﬂtragées seguem no mesmo estilo daquelas feitas
para derivada comum.
Conéideramos agora f(x) éontiﬁua en (a,b) e admitamos
a existéncia da derivada pseudo simétriéa relativamente a k(x),
posi%iva.e limitada superiarmeﬁte em {a,b) e tal que f;(x)Jé DO~
'sitiva ?ara todo x dé'(g;b). ?erifiquemos que f{x) & crescente:
| Seja xlggz.dois pontog do intervalo {(a,bh), digamos
x1<xze suponhamos que f(xi)> flxz) : ' (1)
Se tivermos f(x )=f(x )}, como a fungio £{x) n3o & constante em
(xg,xz)_,_é péséfvel'determinar um_pontQIX3 interno a (xl,kz)
tal que | ‘_ | |
o £xg)AECx) 2 EGaa)
donde devemos ter |

Flui)> flxy) ou Flxg)> fixz}

portanto se vale (1) & possivel determinar dois pontos x* e x'’
do intervalo (a,b), digamos x! <x'', para os quals temos:

flxty< £(x?) (23
seja 5= 1 [f(x’}+f(xi’}]
2 '

a funcdo Fl(x)=f(x)-s & continua em (a,b) dotada de derivada
pseudo simétrica relativamente a funcao k(x), positiva, sendo

F’(x)xfﬁix) @ entao
k

F{x')>0> Flx'')

-] Jem



Existem pontos x interno ao intervalo (x',x'?!) para os guais F{x)
assume valores positivos. Seja ¢ o extremo superior de tais pontos,
2 & interno a (x',x'') e ainda mais, F(e)=0., Além disso a funcio
F(x) assume em todo ponto do intervalo (e,x''} valores ndo paéiw
tivos, enquanto gue, nos pontos que precedem ¢, tendoic comd'po§ 
to de acumulagéo, ela assume valores positivbs. Pop 5utpo 1ad°§_-
,para'infinitos valores poéiﬁivos'de'hg tendo zero como pontb.dé'
acumilacao temos | |
Fle+k{elh)=Fle-h) <0
\eJdaf | _‘ | .
Flle)=£/(e)5 0 |
donde temos uma contradigio da hipdtese, pdrténta;
Se §1x} € uma fungdo continua no Lnteavalo [(a,b)
admitinde ew todo ponio denivada -vseudo AimZtrica
refativamente a émngao Rlix), | kix) poaitiva ¢ £i-
nitada aapaaig&manxe em {a,bl} sendo esta positiva
em Zodo intervalo, entﬁa §ix} & chescente em [a,b},

Vale um resultado anafoge para 0 caso de sex §1(x)

negativa, sende dal a funcas decrescenie.

vamos demonstpar agora gue se F(x) e uma funcao contg
nua em {a,b) admitindo derivada pseudo simétrica relativamente

a funcgdo k{(x}, nula =m todo ponto do intervalo .e constante em

{a.,b> s

Para isto suponhamos que existem dois ponteos x',x'? do intervalo
{a,b) para os quais f(x')#£f(x"'); seja para fixar ideias, x'<x'!
g FUx')«<F(x¥},

] b



consideremos a fungao
Flx)=f(x)=-A{x-x1)

ondex e tal que < A< f(x")-F(x!) (1)
LI peevy

F(x) é contfnua em (a,b) admitindo derivada pseudo simétrica re=
lativamente a funéao k{x) em todo ponto do intervalo (a,b).
Fagaﬁds, | - | | |
RGO ATk = |

FUx 1) ~£(x7)-A (x“"x')ﬂffx’)+K{x’-x’)=-

fcx'*>wf<x*)~kix?*~xf> . donde

F(x’W F(XU> Flx¥¥)- f(x'%—f(x’W f(x) [x”-xﬂ
_ LRyt .

e entao :;;Fix")w?(x?)> 0  ou seja,
Plx'y> F(x').
Calculemos F s(x)

FrGo= £10x) - lim, AGekGOh-xD)-A(x-h=x') =

0 (k{x)+i)h
£1{x)~ lim [ Ax+kk(x)h Ax ) ~A0x) #dh+Ax! ] . 1 &
K na0 " CICILIRE
£10:)= lim A(kCa)+Lh
S k0 {(klx)+1l)h
portantao
E*(x}f i(x) -} - como Falx)=0 , temos:
Eé(x) =X | : _ {3

por (3) Fllx) e negativa e dai pelo resultado anterior temos

s

que I(x) & decrescente, 0 que contraria (2), donde temos ogue

3 ; -
gquerianes. Podemos escrever entao:



Se §{x) 2 uma funcdce continua em {a,b), admitindo

desivada pseude simetnica nelativamente a fungdo
kix}, nufa em fodo ponito do Lnie&vaﬂb, entao ela

g constante em {a,b). Adlnda mais, se¢ duas gmgaa :
continuas admitem em {a,b} derivada péaudq_éim@i&iéa'
relativamente a kix), {guais em todo iniervalo, en«, "
tac elas ﬁ&d difenem aén&b POA uma caﬁéiania._

Seja f(x) uma funggo'mensﬁfével'em (a,b),\k(xy contie

nua 4 positiva e tal que k'{x) é limitada superiormente em {a,b)

_-e”k‘fx)zp; Sob estas.condigaes vale o teorema seguinte, wer [_8 ]

Se 5{2} admite denivada pseudo simiinica selativamente

e fungao ki{x) gquase sempre em (a,b), entdo a dexivada

simttnica de 4ix) existe quase sei pre em la,b) ¢ con-

_éagugniamekta_gixl admite dakiuada COMUM guase $empie

em {a,b). Neate caso as tnls derivadas coinedidem.
Para a demonstragao obnsideremms priméiramente C ©aso em que
k(x) € tal que

1= kix)< 4o

Seja agora

Et={ x que pertence 3 (a,b) ; Iim, Flxth)=<flx-h)e+s }
- : . n=+0 ih

se provarmos que m{E')=0 entao £14x) existe guase sempre em
{a,b). Suponhamos porém, que m(E')>D) e definamos

Flx+ k(xdh-F{x~h)} 4= }
{(kixi+Ll)h

Et'={ x que pertence a E' ; 1lim
b0

EN

ou seja, E'' € o conjunto dos x que pertence a E' tal que existe

-l



fi{x). £ claro que EYCE' e como ambos sao mensuréveis_e m{E'-E"}=0
temos que m{E")=m(E") e dal m{E™> 0.
Para cada inteiro n, consideremos o conjunto:

EY ={ x que pertence 5EY 5 Fletk(x)h)~f{x~h) <hn onde 0< h<.i b
k{x)+1 o n

ou seija,

v={ x que pertence a B" ; f{x+k(x)h)~f{x~h)< h onde 0<h<l }
- : ' kK(x2+1

={ x que perteﬁcé a g ;-f(x%k(x)h)Ff(xﬂh)<_ h? onde 0<h< 1}
S IEIEN Z

E's{ x qua pertence a E" ; flx+k(xdh)-Ff(x~h) < hn onde 0< h< 11
no o : K{x)+1 n

entac 1im5;xﬁ“ e m{(E")= I m{E;)-
n

portanto existe N inteilro tal que m(E§)> 0. Chamemos agora BN ao

conjunto:

Ey® % que pertence a Eg 3 densidade de x=1  isto ¢, os pontos
de Ey sao os pontos de densidade de Eﬁ-

. - < 1y ' B Y 3o = i ' e . -
Novamente hﬁc EN, m(EN EN) 0 dai m(EN) m(LN) pols anbos s40 mgnsu
ravels. Saja Fix)=f({x)-Nx

para x que pertence & E., temos:

Flark({xdh)~T{x~hl)=
Pk (N =F {x-N) ~NC sk (xR 4N x=h) =
Flaxtk{xin)-F{x~-n)~H{x)+N{k{xdDh)+N{x)=N{h)=

“17



Flx+k{xIh)~f{x~h}-Hh{k{x)+1)} <

(k(x)+1IhN=-Nh(k{x)+1)=0 para 0< h< 1
N
portanto
Fla+k{xIn)=-F{x-h}< 0 para 0< h < 1 ' ' | (2).
N .

Escolhamos um ponto arb%trérie X que pertencé a Ey ,-éntéo pOd&f_
gmos:encohtrar I'» 0 tal que.para todo x! sétisfazendo.
X< xt'< X +T , temos - o R .
F(x")~F(< 0 |
F(x!) < F(X) ou seja, F & decrescents em f§, X+T )

Seja agora M o extremo superior da fungio

Mk () +k {500 _isto &,
‘N
Nk(x}+kr{x)-§f4 para qualquer x que pertence a {a,b).

N
Entao podemos encontrar, em correspondéncia ao ponto x, I'> 0,

r< 1 tal que
N

m [ENGGxD] > 2ml (x50 | ()
2M+2 ' ;

para todo %' onde

X< %< x+T ﬁ'§+$ (i)
[

Fixemos x' satisfazendo (%) e consideremos em (x,x') dois conjun

tos disjuntos A € B, sende que umideles pode ser vazio, asgim:
Az { % que pertence a (x;x*) 3 F(x)» F{x') 1} (5 |

Bx { x que pertence a {(X,x') ; F{x) < P(x') } °

Sabemos que f & mensuravel e entido F & mensuravel e dal temos a

mensurabilidade de A e B e ainda podemos conecluir que um dos dois

w) Go



tem medida maior que xV-x isto e,

2
mA> x'=X¥ - cou . omB)» x'=X- . (8)

Ea 3
'Cﬁnsideremoésagara': |

G(t)= t&k(t};(fﬂgj que édmite dér}vada em I(Q{,ﬁﬁ _doﬁdé

G (t)= 1+k({)+k‘(f);(t—§) | | | | |
como k(t)> 0, kl(t>i'0‘e-(t~§)> 0 , temos que.G‘{%3
e iimitada supériofmenie e inferiormente por um numero positi?o,
‘ dbndé alt) & cfescénte am (E,x’).e entﬁé.inQeYSIQel.ﬁasté ihtervg'
lo. Consideremos. | |

() = Rk (%) (=T =% |

G(x'")= x‘+k§x‘)@k‘(x)(x'~§}
como kK{x")> 0 elix’;§)> 0 entéo Glxt)y> x‘@.Seja_t?ﬁ(x) a iﬁﬁeg
sa de G{f) qu&_é.deﬁiyével em (x,x') sendo esta limitada supe-
rior e infériormente nor um numero positivo e seja (xi,%x2) um
infervalo qualquef contide em (X,x') e seja ainda,

ty=d{xg) |
t259(xz)
Guando x percorre o intervalo {(xy,xz) t=¢(x) descreve o infaﬁ
valo {x,,x,) numa correspondéncia biunivoca que conserva a ordem.
Alem disso para wm determinado'n que pertence a {ty1,t2) temos,
aplicands o teorema da média para G:
Ka=x1%7 G{t)~6{ty)= {t2~11)G(n)

OO B {n)z L+k{n)+k"(n)(n-%)
segue que

spmxy 2 {tp=ty) [1+kca3+k*<n><n~§)]

=10



Lembremos que 0< nex< 1 dai
' N

kind+k*{n){n-x)< k(n)+k’(n}=-}
N v

Nkind+k'(n) < M entao
N N
Xz ,xy )< (a5t (Le) ou ainda

('tz'f‘tl )2‘. Ha=xy
- T OTITH

Desta Gltima relagdc resulta que dado E € (x,x') mensurdvel,
Temos
E ={ t=¢{x) ;x pertence a E } & mensuravel e além disso

m{E)> m{E)
1+

Analogamente se verifica que a fungao

H{t)= t+ t-% é derivivel no intervalo (x,x!), cves

RTEY
- cente, limitada superior e Inferiormente por uma constante po-

aitiva e

HY(t)s Lak{)+ (o=t} ( 1)
(k(L))*

A sua inversa t=i§(x) & portanto derivavel em (X,x') e crescen-
te . Dado pois, (x1,x2)C (¥,x') e colocando
ty=P(xy)
%gwwixz)
temos para w bem escolhido
D xg=x g H{E)=H{t )z (Lt dH'{N)"

Por outro lado,

Hi(n)= Lak{n)+(x'-nik*¥(n) e dai
_(k(n))z

-20-



Np=x;= (t=14) H'{(n) =

tz~t,[ l+k(n)+(x'»n)k'(n)13
{kinli®

tg"t;[ T4kin)+{x =)k (n) ]_
{knii*

como Q< x'-n<l k(x)> 1 temos
. N .

(xgmx,) € (ta-ty) [ LaN(R(p+k'(n) 1 ;}‘
- . kKini)*

N
(xg=x%1) < {ty=ty) {1+M) pOis
N k(x)+k'(x) <M . para qualquer x que pertence & {a,b).
N : : _ o .

E mais uma vez considerando EC({X,x'} mensuravel, temos que

Eo=q tx¢(ﬁ) sX Pertence a £ } & ﬁensurﬁvel, além disso
n(E) > m(E) | S AM
T+ -

Seja agora
K ={ t=¢(x) ; x pertence & A }

B ={ +=¢(x) ; x pertence a B }

como m{A)> x'-% ou m{B)>» x'-x por (8), e
2 2 )
m(AY> mlA) ou miBY> m(B) por (7) temos :
1+M 3+M
m(A&)> x'-x . B
2 (MDD ou miB)> x'mx (8)
: - AGIES.

Dencnstraremos que © conjunto B nac tem ponto de intersecdo com
Ey e dai, da welacac que tiramog em (2)

m(Ef (% 130> 2Med {x'-%x) para qualquer x' tal gue:
77

x< x1< x+P< X+l

N

e



temos:

m(ﬁ)‘c }(""—}E s |

PUM+1L)

DE fato, se t, pertence a (Eﬁ?ﬁ)-, lembrando que

B 4{ t=p(x) 3 x pertence 3 B } e ¥& inversa de H,
Temes que
(ty+ tp-x') pertence a B, e como em B a fungao F

¢ nao decrescente, segue que:

F(te+ to=x' )< F(x') (9)
' kftDS o .

como  k{ty)> 1 resulta que:
O< x'~tg< 1
}citﬂg N
por outro lado, ts pertence a E, e levando em conta (2) temos:

N

Flte#k{te) x'=tg) ~Flty—- xl=ty)< 0

AETY kK{toy )
donde
F{x¥)< Flte)+ to=-x! (10)
kit ' .

Observe que (9) e (10) s3o contvaditdrias, portanto

EN{3§ =p e m{BY< x?~x

M+

dal devemos ter

m(A¥> x'-x% uma vez que uma das duas rela-

Z(M+ 1) : '

goes deve acontecer, por (8).
Levando em conta (3) temos que

EyOE # |
Dado ty que.pertence a ENF!X s to, pertence i Ey e to per—



tence a A,

E ={ t=¢(x) 3 x pertence & A } e assim
(t,+k(ty) (t¢~X)) pertence 3 A e como T & decresgen
te em A, '

F(totk(te)) (to-X)> F(x') (11)

Por outre lade, como te pertence a E, e

< tamx< 1 " e levando em conta (2),'temosz
F(tg+k§ta)(tg~§))nP(tow(tan§))< 0 . ou seja,
Fltg+k(te) (To=%)) < F(X) ENEY)

'dé (11) e (12) tem-se que
F(x")=F(X)< 0 ou F(x')< F(X)
‘Procedendo de maneira andloga, demonstra-se que para todo x'
tal que | |
| T x'< X ' 'résulﬁa:;
_F(?)w?(x‘)< 6 ou seja,
F(x*)< F{x") |
Portanto escolhendo ¥ gue pertence a EN, podemos  determinay um
numero I'> 0 tal que para todo par {(x',x'!') satisfazendo,
-2 x'< X
% o< xt?< Xl
segue que
T(X)-F(x")< 0
P(x!'")-F(%)< 0 ou seja,
F{x'') < F(x)< F{x") dai
F(x'1) < F{x')

Em particenlar, para h tal que 0< h<f temos que

-3



F(x+h)~F{(Xx~h}< 0

Recordemos que F(x)=f{x)-Nx, donde podemos tirar:
F(X#+h)=F(F~h) = £(X+h) =N (F+h) - £(X-h) +n(%-h) < 0

cu seja, |

F(7+h) - F(F-K) < 2Nh para X que pertence a Ey.
‘Disto temos:_-. -

'llm% f{X+h)- flx~h) < o (13}
h*Q 2h . ) : :

_Pér?dutfo lade, se X pertence a Ey temos que % pertence a E'

e entdo |
Tim, £(Eth)-£(E-h) =+ o )
h=+0 Zh

_ ﬁe {13} e (14} temos a éontradiggo dé (1). Portanto o teorema
fica demonstrado para 1< k(xi< =

?afé O caso em que -O<_k(x)§ 1, com todas as outras hipoteses,
:podemos repetif a demenstraQEO'fei{a, &gfinindé am (&a,b)

Nik({x) +X"(x)
yN

onde 1 = minimo de k(x) em {(a,b) e considerando N o extremo -

superior da fungao acima.

Assim fica demonstrado que m(E')=0 e dai f admite £20x)

quase sempre em (a,b). Neste caso, pelo teorema da pag.8, temos
que existe £1(x) quase sempre em {a,b), como queriamos. Ainda

mais, as tres derivadas coincidem, neste ecaso.

P



A DERIVADA MEDIA DE BOREL

Para ilustrar alguns fendmenos fisicos, Borel intro
duz uma-generélizagéo da derivada que tem um grande inferésset
matematico, véjé[l] .
Diremos que a fungdo f£(x) tem uma denivada midia em
x, se existe o_iimite:
- | ’
lim 1 | flx+t)-f(x) dt

hs0 B | t

Notaremos tal derivada por: fé(x}.

Podemos falar em derivada meédia a esquefdé e a direita, se o 1i |
mite acima existe paré h tendendo a zero pela direita, assumin
do valores positivos ou negativos,:de'um modo analogo ao que
fazemos no caso de derivada comum.

Podemos ainda pensar  em derivada méd%a-simétvica,
a fungao f{x) admite derivada média simétrica no ﬁonto X sé
existe o limite:

h

lim 1 Flx+t)~fx-t) dt
h+0 h t
+ 0\
Notaremos tal derivada por: fés(x).

Este metode de derivagdo tem analngia com o método de somar

sérieg divergentes por médias aritméticas. Veia .



A derivada média possui a propriedade necessaria a toda genera-
lizagao:

Se 4 admite derivada comum em x, entao § admite deni-
vada midia no mesmo ponto e elas coincidenm.
Com efeito, se considerarmos:

-~ h R

lim 1 Flxg+E)~F{xp) at

h+3 h ‘ R
uma_aplicagid da regra de L'Hospital, nos da:

Iim 1 Flxp+h)=Flxe )= £l{xg) que existe,
h=+0 h

: "~
portanto fé(xa) =f'{xp) come querlames.
Uma demonstracgdo analoga nos da o mesmo rvesultado para derivada
média simétrica,

Seja agora h{x)= f(x)+ g(x} tal que exista fR{x) e gi(x)

h
hé(x)x lim 1 hi{x+t)~h{x) dt =
h=+0 h T
a
h
lim 1 [£lxrt)-£00] + [alx+t)~g(x)]  at
h=»0 hn +

Q

como fg(x) e gé(x) existem, temos que

nflxd= £10x0 £ gplx)

Entdo a derivada media da soma ( ou subtragac ) de duas ou mais

fungdes e a soma ( ou subtragao ) das mesmas. Contudo podemos
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ter a existéncia de fé(xa) e gé(xg) gem que exista ffg)é(xa)

Veiamos:

nSeja,n umt inteiro, n¥ 1 e (L, 1 ) tal que n divide este
S n n~1 ' e

intervalo num niumero par de partes diferentes, digamos, Ai

de tal modo que:

! x"3/“_' dx = k  onde k< i (1)

Ay R

Seja flxy= xlfg de sinal contrario nos intervalos vizinhos
da subdivis&o. Na origem a funcio oscilaria em térno éclzero,
entio faéamos £(0)=0 e £{x) fica definida em [0,1] .

Para h gue pertence a (1, 1 ) temos:

n n-i
1<h < _1_  donde l<n | (2)
n n-1 H
+h
e 1 £(r)~-£00) dt'l =
h t
j{} |
’1; "h 1:-1;!(- dt ]
h § t =
4
{
. rh _
1 -3/
h t ¥ 4y | < 1l o.n por (1) e (2)
JB ’ N pong . s
Portanto;
h
1 £(E)-£00) dt | =1
n t n

- T



Lembremos que

N _
Iim 1 fF{E)-£(0) dtr = fé(o)
h+0 h N

0 .

no primeiro membro da igualdade anterior, ou seja, existe deri

vada média de f(x)= x/ % en x=0.Agora consideremos

(£(x)) %= (x2/%)2= x1/z,

Calculemos a derivada media da funcgidoc (£f(x))?

‘h .
lim 1 (FCEY) =(f(0))  dt =
h+3 h t
0
_ » h.
Lim 1 | 3;%-5’2 dt =
h>0 h T
‘0
lim 1 rh't"“xa’.z dt =
h+0 h o
o h
lim 1 2t}/B .
h+0 h 2l
0
lim 1 2 /h = lim 2
h+0 h h+0 Vh

Se tomarmos o limite quando h+0, verificamos que

(fz)é(O) nao existe, o gue demonstra o que gueriamos.
A fungao f(x) & descontinua, mas uma . .ligeira modificagdo a trans
forma numa funcdo continua, conservando as caracteristicas que nos

interessan.
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Seja f uma fungao continua cuja derivada media se anula
em todo ponto de um intervalo. Quande isto acontece, existe uma

sequéncia_de Pontos Xi,X23X3s..eX 5+.. tal que:

e e S 1lim x.=
X3+ X4 ;3%

.00
onda
1im £ -f(x) .0

oo y -
1 . Xl. X

Com efeito, se tal ndo acontece o quociente f{x+h)-f(x) seria tal
. : . . . ) h
que, para h> 0, suficientemente pequeno, teriamos:.

gf(x+h)4f(x) > 1 . n>0, fixo e daf a derivé
h .

da média.de f em x nao poderia"sé anular. Por outro lado, se para’
cadé pontofx'consideradc existe uma série de nimeros como dissemos
acima, por um resultado demonstrado em [3]‘, pagina 1?5~u8} temoé-
que f & constante no intervalo considerado, donde podemos escrever:
| Se 4 ¢ uma funcdo continua que admite desaivada midia
nwba em tode ponto de um inteavalo, entde § € constan
te em todo {ntervalo censidenade.
podemos | “concluir também que:
o Duas fungoed econtinuas gque posisuam derivadas medias
Lguals em io@o ponte de um inteavalo, ndo diferem sendo

por uma condtante.

0 teorema de Rolle e ¢ teorema da meédia valem para
derivada média, pois se x € um ponto onde a funcio assune um ma-
ximo (ou minimo) sua derivada media sera nula neste ponto, e en-

tao a demonstragao segue como no caso da derivada comum.
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Vamoz nos dedicar um pouco & derivada média simétrica
“através da teoria da derivada segunda de Schwartz.
_ Consideremos F(x) uma fungao absolutamente continua (isto

&, F'{x) existe gquase sempre) em um dado intervalo; tomemos a de-

rivada do gquociente:

F(x+h)~F(x~h)}~2F(x) em relacao a h, ou seja
_ T _

'gw'[ POuh)-FOe)=2B] =
R T h

.

F'(x4h)=F'(x=h) = F(x+h)+F(x=h)=2F(x)
h | h* |

onde F'(x+h) e F'(x-h) existem no mfnimc'quase sempre. Tomemos
_ a integral de ambog ©s mambfcs da igualdade, entre p e q, 04pLq

entao temos:

q

~ dh h

d [F(x+h>+?(x~h)-2ytil] dn =
Jp

h h*

q
F'(x+h)~F'(x~h) dh —J FOx+h)+F(x-n)=2F(x) dn
Ip P

ou ainda,

Flx+q)+F{x-q)-2F{x) — F{x+p)+F(x=p)}-2F(x) =
4 b

h h

q q '
F'(x+h)-F*{x~h) dh - { Flx+h) +F(x-R)-2F(x) dh
P P
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Tomemos agora o limite quando p+ 0 da igualdade, e entao temos:

F{x+g}+F{x=q)=2F{x) .
q
q q - . -
F'(x+h)-F'{x~h)} dh -~ Flx+h}+F{x~h)~2F{x) dh
% : =2 =
0 0 '
| onde
a B
significa : Iim -

g

Multipliquemos os dois membros por 1 e fagamos g tender i zero,
_ 4 ' ' -
entdo teremos:

tim  Flx+q)+P{x~g)~2F{x}
q> 0 S q°

hi.

q*0 q h - g*0 q

lim-‘ﬁ. ]q’Ff(x+h)—F'(x~h)dh - lim 1 J ECxth) #FLeh) 22F(x) dh
0

0 primeiro quociente do primeirc membro da igualdade € a derivada

éegunda de Schwartz que suporemos existente e denotaremos por

S{x}. Por outro lado

q
S lim 1 { F{x+h)}+F{x-h)}~2F(x)} dh _

g+l q h
Tim  Flxeq)+F{x=q)~2F(x) (aplicagao do teorema da
q>0 q”

média papa integrais).
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0 quociente acima e $(x), portanto a igualdade ge reduz a:

q _ .
S{x)= lim 1 F'{x+h)~F'(x~-h) dh =~ S{x}  ou ainda,
q n ' ‘
B

i

q
1im 1 FY*{x+h)=~F'"{(x~h}. S{x)
q+0 q - Zh

)

0 primeirc membro da igualdade ¢ exatamente a derivada media

gimétrica de F' , ou seja, F''(x) . Entac podemos concluir que:
: - Bg

Uma fungdo somavel Zem uma derivada simetrica em todo
ponio onde sua Lntegral indefinida Zem uma dan&uada

segunda de Schwaaiz, e 08 dods valores co&nc&dem.

Nos ocuparemos agora de apresén“ar uma funcao continua-
que possua deri&ada media em todo ponto de um conjunto de medida
positiva e desprovida de derivada.comum gquase sSempre nesse con-
junto. Para obter tal fungao, seja Pe (0,1} um conjunto perfeitoy
n%o.denso, (F & (0,1)) de medida diferente de zero, sejam
5%362,63,6g,...,....,6n,..s‘. os interwalos vizinhos de P e deno
temos também pelas mesmas letras os comprimentos destes intaﬁqé

los. Seja a serie convergente:
ﬁx+y’.§-2+{3‘3+ uosa-oa““‘i‘!_é_; Toesran (1)

£ possivel congtruir wma fungdo continua f(x) se anulando em
todb ponto de P e tal que os quatro numeros derivados sejam ln-
finitos quase sempre em P, de tal modo que f(x) nao admita der1~
vada comum em P, com excagac no maximo de um conjunto de medxda

nula.
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Verifiquemos que f{x) admite quase sempre em P, uma derivada me-

dia. Seja u, o intervalo de comprimento
: un=5n42¢35 cujo centro de cada um coincida com

¢ centro do intervalo.
A série Uptuz +Uatese et b, sendo convergente em virtude da
convergencia de (1), nos diz que o conjunto limite dos intervalos

u (n=1;2,3,..;) é de medida nula. Seja x um ponto de P que nao
n _ : S

' pertence’s este conjunto, temos:

h - .
F(o) |do 2 27 £(a) | da
Q=2 (5 Rub 4

. o

n
onde a soma do segunde membro se estende a todos os interva-
los A que pertencem , seja total ou parcialmente ac intervalo-
{x,x+h). Ora, para Ehl suficientemente pequenc, x fica fora dos

intervalos U, correspondentes a estes 5n s, entao g faz parte de

$n 5 &

i a-xl? /gﬁf
por outro lado, f(x) sendo continua em a, para |hi suficientemente

pequenoc, Ttemos:

[f{e)]< 1 para jo-x|< |n] | entao

donde
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s+
J fla) ! da < It /Eh
x .

X
onde a soma do segundce membro se estende dos mesmos valores

ditos anteriormente. Seja F(x) a fungaoc igual a zero em P e

a 1 em & . A integral desta fung3o tomada entre os extre

Ve
n . N N . .
mos de & € igual a YT e a convergéncia da serie (1) nos mos-
tra Qué P{x) & somavel em {0,1). .
Consideremos ¢(x) sua integral indefinida$ quando

{x+h) pertence a P, temos:

LoCxa)~¢ | = 2 /E

entac tambem temos :

. | s _ -
£{x) da| < [¢{x+ht)=d(x}]
_ ERp : o N
e

onde h'=h no caso onde {x+h) pertence a P, casc contrario, x+h'
significa a extremidade mais afastada de x, do intervalo contiguo

ac qual (x+h) pertence. Por conseguinte,

FH

vaeb'e h

xth
l 1 J o)  da | < ip(x+h?)-é(x)
5
X

Y (xeh ") =8(x)
h “ht

Suponhamos que a fungdo F(x) seja em x a devivada de sua inte~

gral definida(isto acontece quase sempre em P). Entao temos:

-y



lim =1

ht
h»0 h

1im - d{x+h')=d(x) = F{x)=0
h+0 nt

e por conseguinte

. x+h N X . L - .
lim 1 ?(a) de =0 -~ o que demonstra a afirmagao.
"h+0 'h X R -

P
Enfim o método conhecido de éoﬁ@ensagéo de singularidades nos
dara uma fungao‘qontfnuaicuja derivada média se anula quase sem-
pre em (0,1) e.qué é'desprovida de derivada comum quase sempre

no mesmo intervalo. Veja [u] para condensagac de singularidades.
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cAPiTULO III

Relagoes entre derivada assintotica e as definidas ante-

riormente.

A nogdo de derivada assintéﬁicé nos dé;_dmmo VEPEmQS:';
uma generalizagdo da nogdo de derivada cﬁio campo de aplicag&c
& mais vasto que o das genefalizagaes.conhecidas{

Existem teorias na Analise onde esta nogao rende gran~-
dés_trahalhos,"%al & , por exemplo, a teeriaide series trigpno;
métricas de Riemann. Dentro da:teoria de integragac que Arnaud
Denﬁoy desenvolve, e inevitavel a introdugac de derivada assinto-

tica.

Uma fungao mensuravel f(x) serd aita assintiticamente

denivavel no ponto Xy gquando existir um conjunto mensuravel E

e

1im  F()=F(xe) é ben determinado.
KXy {(X~XaJ

notaremos por f;(xo).
Exemplificando, tomemos a fungac de Dirichlet:

flx)= ) 0 se x€4Q
1 se X&R~Q

tomemos E=IR~Q , para qualguer Mg

iim (xp-€,xp+£) N (IR ~Q)= 1
€0 e

T



portanto qualquer xg & um ponto de densidade de IR-Q e

lim F(0)~flxg) = 0
X+ g (xw=xy)

donde todo ponto da fungao dada tem derivada assintotica igual

A Zero.

Vamos nos dedicar & comparagaoc da derivada media de
+ -+ . » . , . . - -,
Borel, vista no capitulo anterior e a derivada assintotica de-

finida anteriormente.
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Consideremos entdo f(x) uma fungdo mensurdvel que admite derivada
assintotica nula em todo ponto de um conjunto I de medida positivaj
veremos que nestas condigoes existe um conjunto perfeito P, de me-
dida tdo proxima da de E quanto se queira, P¢E, tal quepara qualquer
¥y que pertence a P |

1im  F(x)=Fflxp)= O |
MKy X=Xg

Com efeito:
Seja x_uﬁ ponto de E e"(x~5,x+6} um intervalo tendo x
cdmo éentré e sejd € © meﬁor dos nﬁmeroé tal'qué para qual@ue?~h> G
lh| <8 a relagdo _ |

PECa)~£(x) ] < a]d;xl
-é'satisfeita pelos pontos que formam um ccnjuﬁto cuia densidade
media nao é.inferiof‘a 3 5 £ depende de x e de § & como a derivada
agssintotica de_f(x)'se gﬁﬁla em x,& tende a zero com §, ficando x
fixo, Pelo téorema de Ygoroff, podemos afirmar a existéncia de um
conjunte P perfeito, PCE, de medida tao proxima quanto se queira
da de E, tal que g» 0 com & uniformemente em relacdo acs diferentes
pontos de P. Este conjunto P satisfaz as condigoes enunciadas na
propoesgicao, vejamos:
Seja xp um ponto gualguer de P e T>0 qualguer. Seja €< T para §<k,
gualquer que seja o ponto x de P, tal que

{x-xp] < k
afirmamos que

f(x)“f(}(a) < I‘
H=Ho

que demonstra o gue queremos. Verifiquemos tal afirmacio.
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Seja Ei o conjunto dos pontos y do intervalo (x¢,x) para os quais:

LE(y)=f(x)| < Tly~x]

Seja E; o conjunto de pontos z do mesmo intervale, para os quais,

[f(z)*f(Xn)i<?[2*xaL
Da definigac de € e de k, a densidade de cada conjunto E; e Ezen
{xp,Xx) & ac menos igual & 3 ; estes dois conjuntos_tém pontos .em

4 _
comum, Seja ye um destes pontos, Temos:

0= £(xe) [ < [EGO=Eyed | + [£lyod-flxed ] <
I (lx=ys] + [yo=xo] ) = I'fx-x0]
o que conclui a demonstracdo, dai podemos escrevepr:

‘Se 5(&} ¢ uma ﬁuﬁg&o man;u&&ueé, que admite derivada
aéaintaiiaa nula em todo ponto ﬁé um econjunte E, de
med{da pbait&va, éni&g ai&aia wm confuntc pa&ﬁgixa.P,'
de medida fao pngxéma da de E, quanio 4¢ quedixra, taf
que, para quafguer xo de P, Lemos: |

Lim  flx}=fl{xg} = 0
XrXy X=Xg

Suponhamoz agora que a derivada assintotica de uma fun-
c3o continua f(x) se anula em todo ponto de um conjunto mensuravel
E de medida ndo nula e que a derivada média fé(x) exista guaée S e
pre. Em virtude do que demonstramos anteriormente existe um conjun
to perfeito PECE de medida tdo proxima da de E quanto se queira

e tal que X, € um ponto qualquer de P e
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im F(x)~flxe) = 0 para qualquer x de P.
X+ %g X-%Xg

Por hipotese a derivada média de f(x) existe quase sempre em P
e de acordo com o teorema de Egoroff existe um conjunto perfeito

P, Pc P de medida tdoc proxima da de P quanto se quéira e tal gques

i) £1(x) e limitada em P e .
oon S
ii) 1 fx+t)-flx) dt -+ -fé(X)-
h t

g .

uniformemente - em P, quando h» 0.
Sedja Ifé(x)lﬂﬁ, M> 6 em P, existe entfo um H> 0 tal que para
Inj< H , temos:
h .
J Flxat)~f(x) dt < 2M

t

il

4
% qualquer ponto de P.
Seja A um ponto de P e T(h) a parte de P "encaixada" em {(A,A+h)

- N
Designaremos por §3,82,82,....58 5... o8 intervalos contlguos

n
de U(h) com respeito ao intervalo (A,A+h), teremos entdo:

A+h ‘
J flal~flA) duo
A

- A

oA i

{ fla)-f(A) da + % } £(a)~F(A) du (1)
Fla)-£(A) 3
% (h) o 5.

sob a condigao que a integral J existe sendo definida como
{h)

i) -



1im
e+0
[are ,Aem) , 1(n])
e que a série do segundo membro converge absolutamente. A existég_
cia da integrél em questdo e uma consequencia do fato de que
£(g)~f(A) » 0 com ja ~Al, ae%(h).
o~ A . . .

‘Com efeito, uma simples aplicacgi3o do primeiro teorema da media

nos da: ' o | ' - \ .
1 f(@)=£(A) da =+ 0 para h> 0 | 2)
h- oA ' :
§(h

Sejam an’bn ag extremidades dos intervalos 5n e seja, para fi-
xar Ldeias,

[A-a, | < [a-D, |

Tomos ,

j H)-£(A) da
&

A
“1n
Fla)y-fla_ ) do ¥ fla }-f(A) da
S L Y n
o A o= A
5n _ Gn

Mas, por um lado,

-

} [ £la )-£(A)  da

A
i 4
n
F£a_d-£(A)] da | <
. I A :.:g'..A
5

n

oy ]



f(aq)-f(A) « 5 < &

n n
Ya -A
n

para {h] gsuficientemente pequeno, pois o primeire fater tende

a zero com h. Por outre ladoj

fla)-fla ) da =
a-A '
4 (S -
PN
fla)-fla ) -a-a aoe
._wmn_a marc s .
a»an _ awg .

i &
on

B !

Come * g-a & monbtona em 8 _,apliquemos o teorema da media p/ integrais
o~ A B :

& entao temos:

b

n _

l fla)-fla ) a-a dot l =

- T a—a A

a-a o

H -a '.bn- o ) o .

n_“n £Ca)-£Ca ) da_l =
G=a_ -

'E

n n flad=Fla )y do <
Wﬂm .
b =A a~a
n ] N

n ' £
n l [ flay=f(a ) dat i + ! { flo)~fla ) du <
taea TTTa=g
a Iy} Ti
al’}

onde Ja -A| < lan+s~A1 < leg-pal < [bnﬁﬁ! , € arbitrariamente pequeno.



Suponhamos que A € tal que: para |h| suficientemente pequeno, temos:

HMGH

Ewer

<1 ()

entao

{ - e

l } fla)-fla ). da | < 8§
a=A : :
§
n
e por consequéncia:

| { £(a)f(A) da | < 26
. a-A '

§

n \
donde decorre a convergencia absoluta da seérie do segundo membro

de (1); temos também:

i : : o
: ;‘:" | oflad-f(A)  da < 2 I 8.
izl 18

oA i=1 %
i
entao:
im 1 X flad-£(A) do = 0
W0 h  i=1 oA
8

i

Em virtude de (1) & (2}, temos que:

A+h :
lim 1 fla)~f(A) da =0
h+0 B a~A

A
donde temos que a derivada média de f{x) & nula em todo ponto de

P onde vale a propriedade (%), ou seja, quase sempre em E, pois



m €E)-m(P) & arbitrariamente pequena. Podemos concluir entao, que

Se a derivada assintoticn da funcao continua §{x] se
anula em todo ponto de um confunte E, de medida nao nu
fa e a de&{uada media de §(x) existe quase sempre no
mesmo conjunto, entdo f5(x] e fgual 4 zero quase sem-

pre em £,

Vamos agora mostrar a existéncia de uma fungi@o continua,
admitindo derivada assintdtica em um conjunto de medida positiva
e desprovida de derivada media quase sempre no mesmo conjunto.

Primeiramente, sonstruiremos o conjunto procurado:

Seja n, O menor inteiro positivo tal que:

T4 1+ 1 4 Louub 1m 20

2 3.__ _nk‘
Fagamos agora uma particdo do intervalo (0,1) em 2n) partes iguais
e designaremos os pontos da subdivisao por: :

Q,CE 302’aoaoagca‘nzl 31

( respectivamente da esquerda para a direital.

e i

Snl

designara também o comprimento do intervalo da mesma notagao. En

Seja Gi o intervalo de centro c; e de comprimento 1l , onde 4.

tao teremos: Qni—l

2L, <

1
is1 0

Os intervalos Gi (i=1,2,3,,..,,2n1~l) serao ditces "os intervalos

do primeiro grupo®. Em seguida facamos uma nova particao em cada

intervalo que separa dois &, vizinhos, dividinde cada um deles

wlplf -



em_znl partes iguais e designaremos os pontos da subdivisao por

2n 2 > LA I B TN R R
1 2nl+1 |2n1+g:

(pespectivamente da esquerda para a direita). Assim em torno de

cada um destes pontos serd construido um intervale de comprimento

1

32nln2

téndo por cenitro o ponto dado e chamaremos tals intervalos de

*intervalos do segundo grupo" e lhes notaremos respectivamente por

s .8

?n ?n +1762311+23ano:0¢;f

i 1
A soma dos comprimentos dos intervalos do segundo grupo € menor

que

1 2n.2n. = 1
e 1712 =
32nln2 _8

continuande este processo indefinidamente,para o comprimento dos

intervalos do k-ésimo Zrupo encontraremes:

1

22k+ln n.

3— z’iﬂink

de sorte que a soma de seus comwprimentos sera menor gue

T
k4
| pRH L
A soma total dos comprimentos dos intervalos de todos os grupos

- . @, .
sers por conseguinte, menor { ou no minimo)

kP

i 1=
rf

i + £ +
i1 g 1

il B e



Este conjunte perfeito nos servira para defi

rada. Designaremos por P e teremos

m(P)> 1
2

~ Consideremos a série
_ . o

§

¥ 3

.ééta'série divergg para'todo ponto x do Qoﬁj
quaﬂ&o comegamnos a k-&gima OPePagéd do proce
mﬁnte B k esfa enéaixadd no intervalc que se
do (k-1)-8simo grupo. Para fixap idéias, vam
extremidade diréit&do intervalo que esta gai
" k~ésima operagdo, vamos dividipr o intervalo
parteg de tal modo que a0 Wenos n, partes fi

estes sao os inteérvalos do k-ésimo grupo que

4

8§
m+l? T2’

L=l ’X”Ci!

§

m‘}‘sglcuis

§

m-p

{respectivamente da dirveita para esguerda)

As diferengas (c_,=%) , (Cm+iﬁcm+i~l

it

B5A0 Wenores que

de outra parte, temosi

entio:

m+ i,

2" n nz.

L

\lﬂ-n

2k+1n

—UH -

n

2lﬂsnk

hir a fungao procu-

(1)

unto P; com efeito,
sso deserito anterior
pafa dois intervalos
DS SUpROY que‘esta é a
s afastada de x. Na
que contém x em any
quem a direita de x

chamaremos :

{p> nk)

i21,2,3,...,P

(i=1,2,...,p)




L m+ i >
1=l lx~cm+il
k K -
1 [ 2% n, . 0un 4?2 Palpe oy 20,00y
12 K _ + :
22k+1n n n 2 . 3
1727k
k
2 N Ti, el .
N e A k] 2
P
. [1+&+é+...,+$] > 'mlmﬂ' [1+1+£+;..+£ ]>'l“
SKFL 73 P SR 73

Tk
pois p 2> g s da definicao de -
Ora, m & tao:grande quanto se queira, e k também, entio a série

(1) diverge no ponto %, como queriamos.

 Agora provaremos que existe um.. serie de numeros posi-

tivosg

tal gque % 0 para k+ 0 e que a série

&3
AL
izl Tkwci|

diverge guase sempre em P.

Com efeito; sedja em geral, Py © wenox inteiro positive tal que:

MCP)-m{E, }< 1 onde E, ¢ o conjunto de pontos pafa 05

5K
quais temos:
i:pl+p2+.*.+§k
Z ) 'sim > 2}(‘{"1
i:pl+p2+.,.%pk“l+1 |xmci|

-



Vamos colocar:

Fl=?2=Y3=?q=......= = 1

T T R = i
pl+l p1+2 : pi+p2 >
: =T =7 F i waaaes® L
pl+p2+l P1+P2+2 p1+p2f3 : ;z
I‘ Ry e ™ =1

=7 T o
?pl+p2+...+pkmlfl_ pl+p2+.,,+pkml+2 CPytPote Dy 1D

Para um.ponto x que pertence a I e a £, teremos entao:
pl+p2+aaa+Pk F-{s-

173 > L
2. MR

imp1+p2+.,.+p +1

k~1

e a série (2) & divergente para todo ponto P fazendo parte de
uma infinidade de conjuntos Ek (k=1,2,3,..,.2. 0Ora as medidas
destes conjuntos sdo escolhidas de modo que esta condicao seja

satisfeita quase sempre em P, ¢ gque demomstra a afirmagao.

: . . b + » -
Yamog agora definir a fungao continua £{X} pelas condigoes
sepuintes:

ol §



1} f{x) = 0 emP
2)  f(x} =T para x=c_
3) f(x) & linear nalguma das duas metades do intéfvalb'éﬁ.

Seja x um ponto.interior de P para o qual a série'(2) diverge.
Esta série é a soma de dﬁés sépies,,se.relacioﬁando réspectivé
ﬁeﬁte aos_intervalos situgdms a direité e a esguerda de x, onde
umaac menos, € divergente. Para fixap 1aéias, supdnhamos.qﬁé a
divergente seja_a@uela que & felativa ao intervalo contiguo si
tuado & direita de x. Vamos mostrar que f(x) ndo admite em.x; uma
derivada midia & direita. De um modo mais preciso, nds provare
mos que a integral |

h :
£lxta) o da nao tem sentido quando h> 0.

o :

b

Yejamos:

Sed a_< g extremidade e & teremoy
Sejam a_ e b, (a, bn) a £ des de §_, ]

h
x4} do =
o
Yy )
bn“x
e f{x+a) du (3)
n w
a -x
n

. X"
onde a soma do segundo menbro se estende aos intervalos contiguos

i Qe



{(ou partes de tais intervalos) compreendidos no intervalo {(x,x+h).

0s dois membros podendo se tornar infinito.

Ora,
bn“x :
flx+a) da >
o
a =x
n
bn“x- . _
1 ¢ flx+a) da - o=
D =X o \ -
a_—x
n
?nan - T8 Fnsﬁ e 'aﬁ

- :.R' ke . - .
Zfbn~x) 2fcn~x)' z(bn~x) 2<CR”X)

entio se a serie do segundo memwbro de (3) fosse convergente,

a seérie
R— I‘ﬁ -+ B - I ] - .
b nn_ tambem o seria, e em virtude da desigual-~
2{b_~3x)
n.
dade:
& -,
< 1 a seprie
TClo ~x
n
I 4 . - e
b nn seria convergente, o que e contra-
280 =3
n

vio a hipdtese; entdo o segundo membro de (3) & infinito, assim

F{x) & desprovida de derivada média em xX. Ora quase todo ponto

de P satisfaz as hipoteses feitas sobre x, de outra parte, como
_fix} se anula em todo ponto de P, sua derivada assintotica & nu

la em todo ponte de P, onde vale a propriedade (%), ou seja,




quase sempre em P, f(x) tem derivada assintética nula. Assim po

demos dizern:

Existe uma fungcac continua asdintoiicamente deniva-
vel em Zodo ponio de um confunto mensuravel cuja me
dida nao e nufa ¢ desprovida de derivadae média no

measmo confunto.

Como j§“disgemns'no'infcio deste capitulo, dentro da
_teéria'de integrggao que Arnaud Denjoy desenvolve é ine?it&vel a
intradugéa de dgri&a&a-assiﬁtétiﬁa. Com efeito, consideremos
umé fungao cont{ﬂué F{x) igual a zero em todo ponto de um conjun
to perfeito, nao denso P de medida nao nula, pessuinde uma de-

rivada comum em todo ponteo pertencente a um intervalp centiguo

~

de P e cajoé quatro nﬁmeroé derivados sao infinitos quase sems
 pre am P,( tal fuhgéo QOmé ja foi'éiﬁa.anﬁeé & possivel de ser
constriida). Seda f{x) a funcgac lgual a zero em P e a F'{x) fé
ra de P. Dirvemos que F(x) e igual 3 integral indefinida de f(x)
tomada no sentido de Denjoy. A fungao F(x) sera considerada oo
mo a fungao primitiva mais simples e natural de f(x), Ora, es-
ta nac & uma fungio primitiva no sentido exato que conhecenos,
pols ela nao tem derivada comum ﬁumconjunt& de medida positiva,
Por outrs lade, a dedivada assintotieca de F(x) & evidentemente

igual & f{x) quase sempre., Temos esntac varias razdes para esco

lher por integral indefinida da fungdo mensuravel F(x)} (funcao
que como toda fungdo mensurdavel, tem uma infinidade de fungbes
primitivas no sentido comum), uma funglo que € assintoticamente

derivavel e por conseguinte, nac fax parte das primitivas exatas

b ]



da funcgao a integrar.

Preccupemo-nos agora, em relacionar a derivada assintd
tica com a derivada comum; assim suponhames gue a fungao mensuré
vel F(x) admita derivada assintotica, digamos f(x) em todo ponto

de um dado intervalo. Verifiquemos em que condigdes podemos afir

mar a existencia da derivada comum, i.€., quando £(x) & a deriva_

da comum de F(x).

Consideremos primeifamente F(x) uma fungdo nio decreSg
cente no_intervaio.(a,b). Supohhémos que a derivada assgintotica
de Fix) em um certo ponto x deste intervalo € um valor k, (k> 0).
Deﬁanstfaremos, sob tais condigdes que F(x) admite em x uma deri

vada comum igual a K.

Com efeito, se F(x) n3o tem der’vada, digamos i direita

igual 4 k, em x, entidc existe g< K e tal que:

2
§>» 0, existe h tal que
80< h¢d Px+h)=Flxl~k |» 2¢ {1}
7 h

Suponde estas condigoes satisfeitas, admitamos em primeiro lugar

que

F{u+h)=F(x)< k
)¢}

entio dizemos que para um ponto qualquer do intervalo,

[x+(1-k=g)h, x+h] teremos :
£

wly o



Pled-FOd 4 | <&
£-X

Com efeito, sejam A & B os pontos representando em um sistema
retangular- as coordenadas (x,F(x)) e (x+h,F(x+h}}. O coeficien-
te angular da reta AP é por hipétese menor que k-2¢ , tragaremnos
‘as retas AC e AD de coeficientes angulares respectivamente iguais
.a k e k»e,.enfim peie ponto B fragapemas uma paralela ao eixo

‘dos 'x, e seja E O ponto onde esta reta encontra a reta AD.

0 comprimento do segmento BE & ao menos igual a 1 €
_ ' . : . ' k-¢

F(x) sendo por hipOtese ndo decrescente, sua imagem entre as ab=

cissas dos pontos E e B esta situada abaixo de AD, ogue demonstra

nossa afirmacac. Demonstra-se da mesma manelra que, quando

F{x+h}~F(x) s X
- _

tenos:

para todo ponto £ do intervalo [x+h, x+(l+ Q%E )h]

Vimos entdo que existe, em todo caso, um intervale tao pequenco
guante §1, tendo o ponto x por extrenidade esquerda & contendo
em Seu interior um outre intervalo §,.,onde um ponto arbitrario

¢ satisfaz a condigao;

F(g?:i(x) -k -

=5 3



ainda mais, o produto dos comprimentos dos intervalos §, ed§; ultra
passa um numers positivo que & independente do comprimento ded;. Is
mostra que F(x) ndo admite derivada assintdtica igual a k no ponto

X , © que contraria a hipdtese, donde concluimos que:

Se 4 2 uma 5ung&6 nao dec&eécanze admitindo dexdvada
_Qéaiﬁiﬁxéca positiva em um pento,enido ela ¢ deadvaveld
ne sendido gamum'no-mgéma porto ¢ 05 doda éaﬁo&eé codin-
eidem. A aé&&ﬁgg&o subdiste ba&a suncao enescenie ¢ a

denivada assintoiica negativa,

Suponhamos agora que a fungéo‘mengurével f{x) seja em todo
ponto de um intervalo a defivada_aséintética de wuma outra fungdo men
suﬁévél F(x). Nos diremos que f(x) ¢ "majorada” pela funcio H(x) quan
do w(i)>f(x) em todo de um intervalo congiderado. Suponhamos que F{x)
é, ﬁq intervalo coﬁsidéradc, majorada por uma fungio Ppx) que, em to-
do ponto deste intervale & a derivada comum de uma fungdo continua

${x); a fungdo Plx)~f(x) serd em todo ponta do intervalo considerada
a derivada assintotica da fungdo ¢(x)~F(x). Aplicando o resultado an

terior, temos que Y{x)~-flx) e a derivada comum de ¢{(x)~F(x) em todo

ponto do intervale considerado, entdo teremos:

PH{x)=f(x}

a — ks it -
para todos valores consideradeos de x. A conclugaco reciprocda tambemn e
verdadeipra, pois toda derivada exata de f({x) e majorada pela derivada

axata F(x)+1l. NOs somos entio levados a concluir algo mais completo:

Pana gque uma funcdo §lx), que & em tode ponto de um certo

w Bl



intenvalo a dendvada assintotica de uma funcdo, seja
em Lodo ponto do infeavalo consdiderade a derdivada
comum da mesma funcdo, ¢ necesdsario e suficiente que
§{x) sefa majorada por uma denivade exata, ou 5éfa,
PO uma funcac que E,\am todo ponto do inteavalo con

sidenado, a derivada comum de uma outra funcdo.

Suponhamos agora que_f(x)'admita derivada assintdtica
1 (x) quase sempre eﬁ1'@€b], Designaremos por E, é conjunto dos
-k do intervalo.[a,b]tal que para todo interwvalo contido em {a,b]
tendo uma extremidade no ponto x e comprimentc menor oun igual a

., a densidade média neste intervalo de pontos %, que satisfazem.

Purgs fpe

desigualdade:

d () -f(x}| < m |t-i

exceda © numer . Temos agora para todo C L
ad numero % T ag B m, Em m+l , & se ne=

gligenciarmos os conjuntos de medida nula, teremos:

£t

[a.b] % E

1 m

1

Exigte entao, para cada £> 0 um econjunto Em que difere de Faﬁﬂ
POT um conjunto de medida menor ou igual 8 € . O conjunto ® &
= P “{2— mg ’
mensuravel, e entao podemos escolher JCE  , coincidinde com o
- §

intervalo [ﬁ,b} em um conjunto de medida menor ou igual & €.

Seja agora x <y déis pontos do conjunto tal que

I x=y j< 1
m

¢

wh B



Estes dois pontos pertencem por conseguinte, ao conjunte Em
(]

podemos afirmer, levando em conta a definigao de Em , 3 exig=-
_ p
tencia de um ponto t ne intervale (x,y) satisfazendo as duas.

desigualdades:

if(t)—f(x)[g.m(th) o o e
]f(ﬁ)*f(f) i-m(y;t). - | donde teméé:
FE(y)-f0) | m |yéx[ a péis XY € ﬁ o .(l) |
ly-x < _3;
Mg

_ﬁ@sign@mcs AgoTa por T(x) a fungio ccntfnua em [a,b] igual &
F{ix} nog pontos de.ﬁ g line=ar nos intervalcs(contfguos de ¥ .

Em viprtude de (1), a fungio F(x) assim definida & de.variagﬁo
iimitada é;abscluﬁamente continua ( ela Sétisfaz a condigao de
Lipsehitz ) e difere de f{x) por um conjunto de medida < g .

De outrp modo, suponhamos que uma tal fungdo I(x) de variagdo 1i

L3

mitada existe. Seja xg um ponto tal quet

1) F'lxsy  existe
2} IRCIPEIIETS
33 ¥y & um ponto que satisfaz a condigdo (¥) no conjunto

[ s f{}c}‘«t:mf?(x}}

E R e 4. r ;
Tamhém temos que TH9 (x,) existe e que
£ ()= £ (x9) .
Ou seda, vimos que a medida do conjunto dos xp e tao

bR -



proxima da medida de [a,b] quanto se queira. Entdo f(x) e assintd

.ticaménte derivévél, quase sempre enm [a,ﬁ] y ou seja,
. i i _ ) .
Para que uma fungda mensurdvel seja assintoticamente
de&@vﬁvef quase sempre, em um cesto énéé&uaio,’&_hzq&?
sarnio e 5u5iééenta que ela coincida com ume 5ung§q'coglf
tinua de vaxéa;&q £imééada,(abéoﬂaiamen£e_coniznua} em

um conjunto de medida aabitrariamente peguena.

Nos occuparemos agera da demonstracac do teorema de Rolle

para deprivada assintotica:

Sefa §ix) uma 4funcdo mempunaved wno Lnfenvelo {ﬁ,?} assin
toticamente dealvavel em todo ponto do intervalo conside
rado, 2 sefa §{0)=§{11=0. Entao exdlste enirne 0 ¢ 1 um pon

to o, onde o dendvada assintofica de fix} 2 nula.

Tndicaremos um processo de construgao que conduzira, sem
ambiguidade, ao ponto procurado. Vejamos:

.

Podemnos supor que em Loji} a fungao Fix) seja ndo 1imitadég
e se ela o for, que assuma seus valores exiremos apenas nas sxiremi-
dades do intervalo. Suporemos que as raizes da equagde f{x)=a, qual-
quer que seja a, formam um conjunto de medida nula, ao menos no inter

valo [0,1]‘ Designarencs por M{x;,x:2 o limite superior dos valores

de f{x) no intervalo {x;axz]e consideraremos M{x1,xz)=#% no caso em

P



que a fungde fi{x) nao for limitada neste intervalo. Sejam:

CE(E<A)={ x5 f(x) < A )
E(F=AY={ x;f{x)=A }
E(fblﬁ}:{ x;F(x)> A}

onde A & fixado. Chamemos m(xl;x;,ﬁ) a densidade média do conjunto-

| E{(f> A) no intervalo [x;,xEj* Para x; e A.fixos, a'quantidade

m{Xy,x,4) define uma-fun@%o continua, salvo talvez para xzx;.'Seja
u{xy,x2,A) o limite superior da funcac m{x;,x?A) para x variando em
\[xz,xz].Para qualquer que seja X3,xz e A, temos: |

0< mixX;,x2,A)< 1

0B {x,x2,A) <1
Damﬁnaﬁra?eﬁcs apgora alpguns lemas gue auxiliaram na demonsStracao do
teorema em questao,

LEMA I - Para x, ¢ x2 Fixos, ul{x;,x2,A) & uma funcio con

" A _
tinua de A, salvo talvez, para o caso em A=F{xi).

Com afeito: Seja &> 0 qualquer e A¥f{x;). A fungdo f{x) admite por
hipgﬁese, derivada assintdtica em x3, entio existe 8§20 & £ ¢ Phyxil
tal que:

Para todo x1< x'< £, a densidade média de E(]f-Al< 8§} & in

o

* S . o wl "
ferior a e no intervalo [x;,xq . Por outro lado, como & e fixa, pode
mos tomar I'»0, tal que a medida do conjunto
E{If=AI < TY) < jx1~ Ei°g .
(EC]f-A] M < b ] no intervalo [xagxﬂ .

Seja AA um acréscimo qualguer de A, tal que

laal < § e |AAl=<T



Seja n um ponto qualquer de [x;,xz]; suporemos primeiramente gue

X1< 1< £. A densidade media de B(|f~Alk [8A]) no intervale (xy,n)

& igual ou inferior 3 densidade média de E{|f-A}< ), ou seia, a den
sidade média de E(]féAL< AAlY < € . Por outro lado, a densidade média

‘de EB(]f-A] < |AA]) ndo pode ser menor que
| |m(x;,n,A+AA)~m(x?,n,A)] | (1)
Enfﬁé |
}m(x;,g,A+&A)~m(x;3h,A)|< €

No caso. em que £<n<xp a quantidade (1) nao pode exceder. a densi-
dade média de E(]f-A|< [AA]) no intervalo [x},ﬂ] e esta & ao menos

igual a densidade média de E(|f-A]« T) no mesmo intepvalo, ou seja,
m(xy N, A+AA)=m{xy ,1,A) | < densidade media de

E([f~Al<T) en  [xi,n]
De outra parte, a densidade média de E(|f-Al<T)<« ¢, pois a medida
degte conjunto enm [x;,n} & menor que |x1-Else e o comprimento deste
intervalo é maior que |[x3-§].

Dal temos que:

m{x, ,nA+AAY~m{x, ,n,A) | < €

donde concluimos que
|u(x1,xg,A+&A)"u(xg,xz,A}I< €

para |AA] suficlentemente pequeno, o que demenstra o lema.
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LEMA IT-~ TFixemos a,X;,Xz2, entao temos que

ul{xy,%2,A)* 0 quando A» M(x;,x,)

salvo no caso em que F{x;)=M(xy,x2)

Vejamos @
Seja £»0 e A; arbitrarie tal que flxy)« A;< M(Xz,%z)

A fungém f{x) tem derivada assintdotica em xi1, entio existe £ entre
x1 & xz tal gue m{x;.x,Ai}< € ' Xy <x< .
Po cutro lado, £ sendp fixo, pwdemgs considerar Ap < M{xi1,x2) tal que
a medida da eonﬂunto BE{Ef> Az) em [x;,xz)e gela menor que Ix1~€1«s.

Seja x um ponto do intervalo [x;,x{le seja A um numerc tal que:

A< A< MIxy X))
Az < A< M(x),%2)
Se X3 < x< E tenons |
MOx1 5 X5A) < MUXq ,X2A1) < €
e se £< x< Xz segue que
m(Xy,%,A) Xm{x),%,A22 < € pois Az < M{xy ,x2)
pols  Ag< Mixy,x2).

Entdo qualquer que seja X € [xlgx%, tEmos :

m{xy X, A< ¢

donde

Ul{xy , %, A< ¢ dasde que o valor A seja sufi-

a wh % .
clientemente proximo de M{xy1,%2), € o lema esta assinm demonstrado.

w3 {Jom



Consideremos agora £l (x) a derivada assintStica de £(x)
no ponto x. Se fEI():z0 temos o caso trivial, entac suporemos
M{O,1)> 03 caso contrarioc mudaremos f{x) por ~f(x).

Suporemos Bl exy> 0. Seja a um ponto tal que fgzia)#ﬂ,
existe bfa tal que f(b)=f(a). Suporemos que um dos‘yaiares f&j(Gj
ou 9 (1) seja diferente de zero, digamos, £19(0)> 0, caso contra
- rio mudaremeos © intervalo [051] peio'intervalo [a;b]e a funggo f{x}
pela fungdo f(x)~f(a). Em virtude desta Ultima hipltese, temos que:

1(0,1,0)=1

Por éutra lado, femos qué:
: u(ﬂ,l,Ai4 0 guando A» M{0,1) pélo lema IT1,
onda pl{0,1,;A) & continua pava valores positivos de Aj{lema I},
.Seja agara Ay O MEnor numero positive tal que

pl0,1,A0=1 (2)
- 5 |

come £{0¥=0, para x suliclentenente peguenc temos gua:

m{0,x,A;)< ]
LY

Também temos que £{1)=0, donde para h suficientemente pegueno,segue:

m{i~h,l,A) < 1
iy
famo consequéncia da definicie de w e por (2) temos tambem:
. i
E as duas desigualdades nos dao:
m{0,1,A;) < L (3

4

e i . -, -+
A fungao continua de x, m{0,x;A,) atinge seu maximo {que e 1),
4

..,6.1....



no interior de [G,l}. Seda x; 0 maior valor tal que:
m(0,x1,A1)s3
Vamos estudar a fungao f{x) na vgzinhanga de x:.
A desigualdade f(x3)< Ay € impossivel. Cbm,eféita, pro-
cedendo do mesmo modo como chegamos a {3), temos qﬁe:
m{0,x; ,A1)< 1 | o que contraria a defini-
'gﬁé de x;. Por oufro lado, se ti?grmeé a dasigualéade fxy1)> Ay, po

demos tomar a diveita de x; um ponto x tal que: ‘

m{xy XA > 1

. : _ i .
Coomo : m{,x1,8;3) =] temos entas que:
_ T _
R{0,x,A10> L . que contraria (2), dai
i :

temos necessariamente que  fix;)=Ay. _
. . : xr[i} e {17 -t .
Estudemos agora o valor de £ (xy). Se £9{(x1J)=0, 0o teo-
rema estaria demonstrado. A hipdtese £1(x)> 0 nio acontece e ve-
MO iﬂtelda:mmﬁmo modo come vimos a impossibilidade de f{x,)> Aq,

Entao nos resta estudar o caso em gue fﬁ](x1)< Ay, e agora nointer

valo [O,xﬂ temos as seguintes condices:
19 F{03=0 Flxy )=Ay

9 4 (oy> o i (xd <o

39 m{Qsxsfy) < 1 para x< XK.

Podemos entao escolher ale [Osxll, determinados pelas seguintes con
dlonesg:
13 m{x;%1.810> 3

4

2} qualquer que seja £*0, existe &>0 tal que

..6?....



ay~e < E< ay @ m{xy,E,A83) < 3
Iy
temos entao
f(a1)j Ay e m{al,x13ﬁ1)=g (4)
- 4

Vamos mostrar que:
xi=ai < 1lxy
Suponhamos que xi-a:i> 1lx1, entao a relagac da medida do conjunto
i
E(F> Ay)={ x;f()> Aglno intervalo {a;?xq 2 o come

primento deste sera:

mla;,x;58;) < medida [E(f} Aiﬂ em relacdo a [G,xﬂ n

fay-x1]
Ixy Ix
4 < H v &
1&3“X1[ k ¥ T
? a

ou seja m(al,x;;Al}j £' o que contracia (43, Tudo isto ne intervale
[az,xﬂ . De 19 e 29 temos que:
plx;.a; ,A)=1
Polos lemas T e IT, ulxi.a:.A) & uma funcad continua de A quando
A> A, e u{xi.a;,AY> 0 guando A+ Mix;.,a1),
Existe entdo um nimero bem determinade Az> Ay, tal que:

ulxy,a, A1

. i
nixy,ay,AY <1 para A» A,
4
Entac temos que:
m{xy sX,Az) < 1 para x sullcientemente perio
i

de xy.




Por outro lado,

a relagao fla) < Ay < Az nos dﬁ'que:

m{xi,a1542)< 1

i

ou seja, existem pontos x entre x; e a, satisfazendo & condicio:

m{ xy 9X932):_1_.‘

N

Seia x, © ponto mais perto de a;, tal que

Raciocinando da

m{xy ,%2,A2) 51

i

modo andlogo ac caso anterior, temos que:

£(x2)2h2 2 (13> 0.,

-

Se x; estiver situado entre a; e x3 , por 1) segue que:

Podemos entao enunciar os resultados estabelecidos no

m{x,x: ,A)>

3 e Xz € X< Xy
L;‘ .

[x;,xa]da seguinte maneira:

1)
2%

3Y)

47)

Continuando egte processo indefinidaments, temos que:
&

ke int aj s K ¢ oBa
(anl’xn) faz parte do intervalo (xnmg, nwl)

propriedades:
l(n“l)

2{n--l)

flx)=Ay Flxadufia> Ay

£y < 0 ¢,y 0

m{xy,X,A3)> 3 m{x&;xjﬁaji 1 para
Y i

Pxi=x2]{ <1 [x1~0]
2

= & =/ A
PEA ;(xn}»An> AL

A1) o
Xn“l}> 0 i ixn3< 0

ou reciprocamente se n e par ou Lmpar)

1 -

intervalo

Hp A X My

Teoda

b

isfar an

intarvalo

seguintes



3(n~1)

QCHMZ) 1 I X .

ixnmxn"ljj o Xn-1" nmgl

Entao os intervalos'(xnwl3xn), n=z1,7,3,..., onde %30, tém um unico

ponto em comum que designaremos por ¢.

Yamos demonstrarp que'fh}(c)mﬁ, o Que demonstra o teorema
3{n~1)

4

de Rolle. A propriedade nos da a seguinte propriedade que de-

signaremos por:(5}):
Qualguer que seja e€>0 suficientemente pegueno e NE€ W tdo
prande quanto necessario, existe um nimero positive n» N e um inter-

valo lch] de comprimento inferior & e, tal que a densidade média do

conjunto

ol Ank.fﬁ 5n+1 } _séja maior gue-ﬁ em lcﬁx].
Para n.tendenﬁoa.infinitoj Aﬁ tende para um limite positiveo, digamos
#, entac f{c)=n, com efeito, mostraremnos que fl{c)#a conduz a uma cop
tradicdo, Admitamos tal hipdtese: A funcdo f{x) ¢ assintoticamente
devivavel am ¢, a densidade do conjunt

BP0 ~F(ed > &) no intervalo que tem por extremi-
dade e, & menor que 1 para quaquer >0, guando o intervalo & sufi-

4 .
ientemente pequenc. Escolhendo £ de modo que a esteja fora do inter

:

1

zlo .

w

[f(c)“a,f(c)+ej obtemos uma contradigao de (5),
- . 4
Entao £flo)y=e., Analisemcs agocva o valor de fgj(c).

a) Be fajic}> 0, para um intervale suficlentemente pequenc [c,d},

by b



temos:

m(e,d,a)> 1 o que & impossivel em vista de (5),
2

b} Se fﬁlic)< 0 temos outra contradicao, procedendo de modo analo-

. ) i : i
EC ac caso anterior. Portanto fgz(c):ﬂ como querlamos .

mﬁ{%w



CAPTTULO TV

Comentarios finais,

Khintchine ocupa-se de varios outros res uliados sobre
derivada assintotieca, gue infelizmente deixamos de estudar. Pfg
tendemos porem, dedicar-nos pouTaploumﬁnr@ a0 estudo de tais re
sultados, como por exemplo, Mse f e uma funcdo continua admitin

do derivada média quase Semﬁre'em E, cgnjunto de madida positi~
va, entao f admite derivada assintotica quase sempre em EY, ou
ainda, "se a fuﬂgia_continua fix) admi%e uma derivada média em
todo ponto de um conjunto mensﬁrﬂvel, ela admite também uma de-
rivada assintotica quase gempre no mesme conjunto, e os valores
coincidem.quase gsempre no conjuntae em quggtﬁo”. Ouitro resultado
.que chamou .a atengéc, foi que "uma c@ndigﬁg neceszaria e sufici
ente para a 4&if PEHC»&ULl}d‘ﬂﬁ'ﬂﬁﬁiﬁtﬁtiC3 de uma funcao mensu-
ravel quaﬂé semp?é, em um intervalo, consiste em qus este inter
valo posga ser dividideo em uma infinidade anumerdvel de conjun-
tos mensuravels, cuje primeivo seja de medida nula e que £(x) se
ja absolutamaente continua em cada um deles™.
A seguir Xhintchine dedica-se a discussao sobre uma ge

ralizacao de ﬂerivada.gue se basela na gensralizacio da nocdo

de convergencia em medida.

alguey €20, a medida

Sejam f,F duas fungoes. Sa para g

do conjunto

{ = 3[ Plx+h)~F{x) Fladls ¢} tends a zero com h,
h

{37



diremos que f(x) € uma derivada genevalizada de F{x).

0 vesultado mais interessante sobre tal nogao que
Khintchine demonstra, diz que "se a funcao f(x) admite uma derivada
assintotica guase sempre em um certo intervalo, ela.admite.também
neste intervalo uma derivada generalizada e os valores colincidem,

a menos de um conjunto de medida arbitrariameﬂte peguena®; além dig
‘so, ele constyrdi uma uma funclo mensurdvel e uma continua sem deriva

da genepalizada.

Em dimensido superior, gostaria de citar o tbabalhq de
Emma Guariglia : "Sulla diffarénziabilité asintotica, cujo resul-
tado principal fornece péra 0 caso de una fuﬁg&@ numérica, mernsuri-
vel de 2 vardveis, uma condigio necessiria e suficiente papaa dife-
renciabilidade assint5tica da masma. h
Cabe ainda colacar que, recentemente vArios autopres, Como
em particular:
P. de Licia : "Sulla differenziabilitd delle Tunzionit,
fainda em fase de redagao)- Boll., UMI.
P. de Lucia : "Sulla differenziabilita quasi ovunque di
una funzione misurablle
Ric. di Mat., XIX(1870), 79-92,

B. Bongiorno : "Sulla differvenziabilita quasl ovunque

delle funzioni di pid variabili”
Rend, Ciro. Mat., di Palermo, s. II, 70

(1571), 3u4-42.

.

B. RBongierno @ PSulla diffevenziabilita delle funziond



R~misurabili™
Atti Ace. Beil, Let. e Arti 4i Palermo.
s. TV, 37 (1973), 363-374.
U, 0liveri : “"Sulla differenziabilita asihfqtica per le
funzioni di piu variabili’
REnd. Circ, Mat. di Palermo, s. II, 20
(1971), 213-215. |
F.I. Shmidov : "The sfpuetﬁre of a ﬁesurahle function of
two varibles"
Sib. Math. Jéuwn., vdl, 14, n.g {1373y,

5833~598.

o
ty

m ocupam de carvacterizar a diferenciabilidade quase sempre
diferenciabilidade assintotica quase sempre.

....Gg-«
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