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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO 

A teoria de derivação foi fOrmalizada por Newton e Leibniz 

e logo começou a preocupação sobre que tipos de função admitiria tal 

conceito. Nesta época pensava-se que as funções contínuas sempre admi 

tiam derivadas e que as funções deriváveis apre?entavam derivadas de 

ordem superior~ A partir do início do presente século tem-se pergunt~ 

do se existe alguma categoria de fUnção ·que apresenta derivada sempre 

ou ao menos em conjuntos bem determinados. O problema foi tomado por 

Amp8re que em 1806 tentou, sem o sucesso esperado estabelecer diferen 

ciabilidade para funções arbitrárias. 

Durante o século XIX a Análise desenvolveu-se considerável-

mente, mas parece que os matemáticos fugiam do problema da diferencia 

bilidade das funções. O mais importante resultado depois de muito te~ 

po, foi devido a Weierstrass[ 4 ] ; ele pôs fim às ·tentativas de es 

tabelecer diferenciabilidade de funções arbitrárias, construindo por 

volta de 1861, urna. função contfnua sem derivada em nenhum ponto. 

Bolzano também obteve uma tal função em 1830, mas impossibilitado que 

estava de publicar, não foi de pronto conhecido seu in·tento. Em [1~ 

temos o exemplo de B.L. van der Waerden, baseado no fato simples de 

que uma sequência infinita de inteiros só é convergente se seus ter­

mos se repetem a partir de um certo Índice n. 

Bem, a partir daÍ, funções contÍnuas sem derivada passaram 
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a ser rotina, que nao era muito agradável aos analistas como podemos 

sentir numa carta que Ch. Hermite escreve à T.L. Stieljes_: 

"Je me détorne: avec effroi et horreur de cette plaie lamen 

table dcis fonctions qui, n'ont pas des derivées." 

Mais tarde Lebesgue melhora bem a situação, quando demonstra 

que 11 toda função monótona possui derivada quase sempre". 

Modificando um. pouco a definição de derivada, tornando-a· um 

pouco· malS frac'a, podémos melhoràr os resultados _conseguidos, como 

por exemplO, permitir que f'unçõ_es com "pontos de bico 11 admitim deriva 

das em tais pontos, ou ainda, derivar-funções que são descontfnuas·em 

um ou mais pontos. 

Por volta de 1915, Khintchine [ 5 ] , discuti vários tipos 

de generalização de derivada, como: derivada simétrica, derivada média 

de Borel, derivada assintótica, derivada segunda de Schwarz, derivada 

generalizada, citando teoremas que as relacionam entre si e com a de­

rivada usual. No mesmo estilo de trabalho, temos os artigos de 
' 

, e mais recentemente, Maisano(s] , S. ValentilsJ , citam 

tais generalizações, sendo que em[ m] , Maisano estuda uma generali-

zação da derivada simétrica, a derivada pseudo simétrica já menciona-

da por De La Vallée Poussin em Intégrales de Lebesgue, Fonctions 

d 1 ensemble~ Classes de Baire- Pari~, Gauthier-Villars 1950. 

-O objetivo des.te trabalho e apresentar algumas generaliza-

çoes do conceito de derivada e relações entre os mesmos. No caso da 

derivada simétrica, pseudo símétrica e média de Borel, foi feito um 

apanhado geral das propriedades, relacionando-as com a derivada comum 

e teoremas fundamentais do cálculo. Já no caso da derivada assintôti-
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- - . ca sao apresentados var1os teoremas que a relacionam com a derivada 

média e a usual, de modo que: 

No segundo caPítulo introduziremos a definição de derivada 

simétrica, pseudo simétrica, procurando dar suas principais próprie-

d_ades e mostrando que o teorema de Rolle não vale necessariarrlente' p~ 

ra ambas e que se uma função mensuráveladmite uma das duas der"iv?-dàs, 

então ela admite derivada no sentido comum quase sempre. A seguir ·de 

finim'os a deriv.ada média de Borel, citando rapidamente a derivada se 

gunda de SéhWarz, discutindo um exemplo mostrando que podemos t'er du 

as funções com derivada média sem que o produto das mesmas o tenha. 

Finalmente apresentamos a derivada assintÓtica, dando uma. série de re 

sultados que relacionam esta derivada com a de.rivada média e a usual, 

demonstrando também que o teorema de Rolle va~e para esta derivada. 

Procuramos ainda, finalizando a dissertação, apresentar o~ 

tros resultados sobre o assunto, bem como outros artigos a respeito 

do mesmo. 

A fim de facilitar a leitura, vamos agora dar algumas das 

definições e resul·tados utilizados neste trabalho: 

NÚMEROS DERIVADOS: 

Quando uma função f(x) não tem derivada e x=x 0 e nem as 

derivadas laterais, existem sempre os correspondentes limites de os-

cilação: 

+ f (X o)= f(x 0 +h)-f(xol 
h 

f(x 0 +h)-f(x 0 ) 

h 
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f-(x 0 )= lim.sup 
h->0 

f_ ( xn) = lirn.t-inf 
h->0 

nx, )-f<x,+h) 
h 

f(x 0 )-f(x0 +h) 
h 

+ . • .. -
onde f Cx 0 ) deilota der1vada superior a direita, f+(x 0 ) derivada infer_! 

or à direita, f-(x 0 ) derivada superior à esquerda e f_(x 0 ) derivada in 

ferior à-esquerdao 

-Chamamos estes limites de "os quatros numeras derivados·n. 

CONJUNTO PERFEITO: 

- -Diremos que um conjunto e perfeito se ele e fechado e 

denso em si mesmo. 

DENSIDADE: 

-Seja I=(a,b). Considere para x que pertence a I, o valor: 

lim l<x-e ,x+e:)tl If , o que chamaremos 11 densidade de x 
e+O 2e 

em I 11 • O limite anterior pode se·r rees c.rito as sim: 

lim m(If1 (x-e:,x+e)) 
e-+0 m( (x-e ,x+e)) 

onde m denota a medida de Lebesgue. Chamaremos "densidade exterior" 

quando trocarmos m por m* que denotará medida exterior. 

'" 

Como ilustração, consi..deremos no plano o conjunto: 

• x, 

, Xs 

x, 

xz 

-v-

neste caso ·temos: 

dens(B,x)= lim 
c~o 

onde Ae(x) denota a bola aberta 

centro x e raio 8, e temos assim: 



dens(B,xl )=1 

dens(B,x,)=O 

dens(B,xl)=-1 
2 

PONTO DE DENSIDADE: 

dens(B,x .. )=O 

dens(B,xsl=l 

dens(B,xs)=O 

Diremos que x ê um pon·to de densidade de A se 

dens(A,x) =l 

PONTO DE BICO: 

Diremos que xo ·é um ponto de bico de f se existirem fi-

nitas as derivadas latera~s de f em x 0 , isto ê, se 

f<xo+h)-f(x 0 ) 

- h < += 

f(xo )-f(xo+h) 
·-·-

h 
< += 

Serão importantes no desenvolvimento deste ·trabalho alguns 

teoremas clássicos cujos resultados enunciaremos a seguir: 

TEOREMA DE GRACE YOUNG: 

Se f(x) é uma função mensurável em E e se f satisfaz em E 

as seguintes desigualdades: 

f+(x) <O e f-(x) <O, então f(x) tem uma 

derivada finita quase sempre em E. ( veja [10]). 

TEOREMA DE EGOROFF: 

Se f ( x) é uma sequência de funções mensuráveis que con­
n 

vergem para f de valo~es reais) quase sempre em E de medida finita, 
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então dado n> O, existe ACE, com mA< 11 tal que fn(x) converge 

para f uniformemente em E-A. 
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CAPfTULO II 

ALGUI'AS GENERALIZAÇÕES DA NOÇÃO DE DERIVADA. 

Neste capÍtulo introduziremos o conceito de de ri vacta·­

simêtrica, pseudo simétrica e a derivada média de Borel} citan-

do ràpidamente a derivada segunda de Schwartz.Procuraremos faze'r• 

um apa-nhado geral das principais propriedades do cálculo,rela-

cionando estes conceitos com o de derivada comum.A1iâs sempre que 

dissermos derivada comum de f(x) em a, por exemplo~ estamos falEm 

do da derivada usual, 

lirn 
h+O 

f(a+h)-f(a) 
h 

, que notaremos: f'(a). 

As funções consideradas serao de variável real, da reta na reta. 

A de11.J .. va.da. 6-tmé.t~t.<.c.a de 6 ( x} no pon:to a será definida 

como: 

lim f(a+h)-f(a-h) desde que este limit'e exista. 
h+O+ 2h 

Notaremos tal derivada por f~(a). 

Se considerarmos f(a+h)-f(e-h) 
~ 

e lim 
h+O+ 

que seriam derivada simétrica à direita e à esquerda respecti­

vamente, noturnos que tais limites são iguais, donde podemos con­

cluir que a existência da derivada simétrica à direita ou à es-

querda implica na existência da derivada simétrica no ponto con-

siderado. 
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Seja f(xl•lxl 

Sabemos que fl(O) nao existe l embora f seja continua na origem. 

Calculemos f~(O): 

f(O+h)-f(O-h) = 
2h 

h-h = o 
2h 

portanto f'(O)•O. s 

Observemos que O é um ponto de bico (veja na 'página vi) ond0- não 

existe derivada comum; notemos ainda que existem finitos, embora 

diferentes, a derivada comum à direi ta e à esquerda de f em zero. 

Seja agora f(x)= X 

2 

-x+2 

O< X <1 

x=l 
l< X <2 

O ponto x=l é de descontinuidade, portanto não existe f' (1). Por""" 

Outro lado f 1 (l)= lim f(l+h)-f(l-h) = lim+ -(l+h)+2-(l-hl=O, 
5 h+O+ ~ h+O 2h 

ou 

seja, existe derivada simétrica no ponto x=l, embora a função seja 

-descont1nua neste ponto. 

Consideremos agora f(x)= x< O 

x> O 

A função é descontínua na origem, portanto nao existe derivada co 

-mum neste ponto. Percebemoc tambem que a natureza da descontinui-

dade é diferente da do exemplo~anterior e neste caso não existe de 

rivada simétrica em zero pois 

lim+ 
h+O 

f(h)-f(-h) = 
2h 

0+1 
-zn 

::: += 

Se f é derivâvel em a no sentido comum, então existe derivada à 

direita e ã esquerda no mesmo ponto e são iguais, ou seja, 
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f~(a)=lim+ f(a+h)-f(a)= 
. h+O h . 

=..f (,_,a~)_-~f (,_,a,_-_,_,h_,_)_ = 
h 

f' (a) 

Consideremos a sernisoma de f~(a) e f:(a), daÍ temos: 

l lim+ f(a+h)-f(a)+f(a)-f(a-h) = 
2 h+O h 

1
2 

[f.'(a)+f_'(a)j portanto f 1 (a)=-s 

lim 
h->0+ 

f(a+hl-f(a-h) 
2h 

ou seja, 

f~ (a) 

Se. 6 ~ de.JLivã.ve.l no he.n.tido comum e.m a., então 6 a.dmite. 

de.JLiv~da. 4imêt1Lica em a e ambah coincidem. 

Neste caso as regras elementares de derivação e resultados conheci 

dos para derivada comum subsistem para de~ivada Simétrica. Mais g~· 

ralmente, se f é derivável no sentido comum em um intervalo ou con­

junto, f também é derivável no sentido simétrico no mesmo conjunto 

ou intervalo considerado. 

- - -Como ja vimos, existem funçoes que mesmo descont~nuas em 

certos pontos, admi·tem derivada simétrica nos pontos em questão. Na 

verdade a existência da derivada simétrica de f em a não implica ne 

cessâriarnente que f seja contínua em a. Por outro lado, no caso de 

-funções contlnuas vale o seguinte 

Pa.!La a ex-Lõtênc.la. e.m a da de.Jtiva.da .&i .. mé.:tJtica de. uma 6u.n.~ão 

conúnu.a., ê. ne.c.e..õ.õâJt.Lo e. óu.6-<-c.lente. que ex.[.õ:tam a.6 dehJ..va.da.<. 

no .óe.ntldo comum ã e~quenda. e ã dine.i:ta de. a da 6unção 6~ 

ainda ma.L~, o va.toJt de ó~{aj ê. a 4tm.C~oma de ü~(a) e 6~!a) 

Com efeito, 

Se existe a derivada simétrica de f em a, então existe o limite 
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f(a+h)-f(a-h) ll·m 
- + 2h h+O 

f(a+h)-f(a) 
h 

f(a+h)-f(a-h)-f(a)+f(a)_ 
2h -

f(a-h)-f(a) 
h 

Se provarmos que estes dois Últimos limites sao finitos, teremos q 

resultado desejado. Ora, se um destes limites for, infinito, a sem~'"" 

soma; 

1 [ lim+ f(a+h)-f(a) + lim+ f(a)-f(a-h)1 
2 h+O h h+O h 

-nao tem sentido, 

o que nega a existência de f'(a), portanto tais limites sao finitos~ 
s 

' como que.r1.amos. 

- -Sabemos que a continuidade de f nao e suficiente para gara~~ 

tir a existência da .derivada comum e os famosos pontos de bico sao 

exemplos disto. Pelo que vimos, no caso da derivada simétrica 1 tais 

pontos admitem derivada. 

As regras de deriVação valem para derivada simétrica, mes 

mo no case em que não existe a derivada comum, ou seja, 

(f+g)'(x)= f'(x)tgl(x) 
s s s 

(fg)'(x)= f'(x)rr(x)+g'(x)f(x) s s 0 ~s 

f '(x)c f~(x)g(x)-f(x)g~(x) 
s ::;: 

g g(x) 

As demonstrações sao análogas ao caso da derivada comum. 

Observação: -Se considerarrnos uma função par, isto e, f( -x) ::::f( x), 

e calcularmos a derivada simétrica na origem, temos: 

f(h)-f(-h)_ o 
2h -

-4-



ou seJa, a derivada simétrica de uma função par vale sempre zero 

' -na or1gem, sendo ela cont1nua ou nao. 

Vejamos qual o comportamento de uma função f se ela é 

contínua e admite derivada positiva em todo ponto de um intervalo 

considerado. Seja f tal função, x 1 ,x2 dois pontos quaisquer de um 

intervalo considerado, digamos x 1< x 2 , suponhamos f(x 1 )~f(x 2 ) 

tomemos X3que per-tence à Cxt,xz) tal que f(xz)=f(xi)~f(xl) 

(observe que XJ existe, pOis caso contrário, f seria constante e 

f'(x)=O para qualquer x do intervalo,) s 

então temos f(x!l> f(x,) ou f(xal> f(xz) 

em ambos os casos, mediante um cálculo simples, chegamos a uma con 

tradição com o fato da derivada simétrica ser posi·tiva. Suponhamos 

entãó que f(x 1 )> f(xz); consideremos a reta 

(1) 

como f é contínua .,, existe entre Xt e X2 um pon·to c tal que a cur-

va y=f(x) passd abaixo da reta (1) no intervalo (c,x2) e em ,<x1 ,c) 

acima da mesma reta, sendo que em c as duas linhas coincidem; tome-

mos 
lim f(c+h)-f(c-h) + ~·"- ' h+O 2h 

este limite é negativo, donde a derivada simétrica de f em c é ne­

gativa, oque contraria a hipótese, então f(xd< f(xz), donde podemos 

concluir: 

Uma 6u.nç.ãa c..ant::1nu..a. ê. nec.e.~.õâ}(.i..ame.n.te.. C.IU' .. .õc..e.n-te. em wn in-te.ll 

vat.a ande. -õu.a deJt.ivada -6-imê.ttU..c.a. é poõi_.t/...va.. Um Jt.ae,.i.oc.1nJ.o 

a.n.â.l.ogo na.b dá um Jz..e...&u...tta..do paJte..ci..do ptVta. á de.c..Jte..õee..n.te... 
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Analisemos agora uma função cuJa derivada simétrica é nula em 

todo ponto do intervalo Ca,b). 

·sejam c e d dois pontos de (a,b), digamos f(c)jl!f(d),_coloquemos 

para fixar idéias, c.< de f(c.)< f(á)_ 

seja a função $(x):f(x)-s(x-e) onde O< c< f(d)-f(e) 
• d-e 

(l) 

considere 

então -1jJ e 

Por outro 

l);(d)=f(d)-dd-e) 

1/J(d)>. f(d)- [ f(dl-f(clJ.Ld-c) por (1) 
d-e 

>jJ(d)> f(e)=>jJ(e) 

crescente. 

.lado 

ljJ(xl=f(xl-dx-c) 

ljJ 1 (x)=f 1 (x)-lim 
s s h+O 

!IJ 1 (x)-=f'(x)-lim 
s 5 h-+0 

ljJ 1 (x)=f'(x)-lim 
s s h+O 

·'· 1 (x)=f 1 (x)-c 'l's s -

portanto >jJ(d)>l);(c) ( 2) 

c(x+h-cl-•lx-h-e) 
2h 

EX+Eh -E C-Ex+Eh +C C. 
h 

como ft (x) :::O para qualquer 
s 

x que pertence à {a,b), temos: 

ou seja 

'/!' ( x) =-.o s 
-para qualquer x que pertence a (a,b), 

$ 1 (x)< O para todo x que pertence ~ (a,b) e pelo 
s 

I)::>CGultado ani:ei~.ior lj;Cx) é decrescente o que contraria'\!. (2·L 

Então podemos enunciar: 

Se. fi ê uma fiunç.ã.o c..on.{[n.u.a c..uja de_tr_.{vada t;l.mê...t:dc.a ê 

íttLia e.m :todo pon-to de. um J..n.te.hvalo ( a,b}, e.n.tão 6 ê. 

conll .tan.te no me.bma in.te.Jtvala. VLLab 6unç.Õe.õ eon.tZnua-6 
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c.ujM de.tlvada.-6 .~.imê.tJÚc.a-6 (óupo.õta.& óüt-.Cta~) c.o1nc.l­

dam em todo ponto de. um ln.te.ttva.l.o, não d..táe.lte.m -óe.não 

p o 1t um a c. o rt.Q .ta.rt t:e. • 

Para o caso da derivada comum vale o conhecido teorema 

,do matemático francês Michel Rolle(l652""1719). 

Seja 6 c.on,tZnua e..m [a,b] é. dióvu~.nc..<.âve.t em (a.,bl, Se 

ól<d=ólx,) entõ.o exüte pe.to meno• um ponto ó de {a,b) tal que 

6~ {.!)iO. 

ConsideremOs agora, 

f(x)= X se 0.-o< X< -·- L 
2 

-2x2 +2x se l< x< 1 
'r 

··temos f(Q);;;f(l)=O, f é contínua em E1,b] e existe derivada simétri 

capara qualquer x que pertence (O ,1>-{}) e f~(x) é positiva entre 

O e 1, e negativa ent:t?e 1 e 1. 
2 2 

Vejamos o que acontece com f~ ( 1) 
2 

f' ( l) =lim [f( Hh)-f( ll] l= 
+ 7 h+O+ . 7 ~ K' 

da{ f 1 (1)=0 
2 

f~(_;I)= lirn+[f(_;I)-fq-hlJl 
2 ~·O 2 2 h 

e f'(l) 
- 2 

então embora nao exista ft(l) , estamos nas condições 2 . 
do teorema de Rolle para derivada simétrica, e no entanto não 

existe a que pertence [0,1} tal que f~(a.):::O, pois 

f' {x) =1> O 
s 

para x que pertence 

-7-
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f 1 {x)= -4x+2 
s 

f'(l)=l 
s 2 2 

para x que pertence (1,1] 
2 

--Tal e_xemplo mostra que o teorema de Rolle nao vale necessariamente 

para derivada· simétrica. Podemos concluir também que a derivada si 

métrice3. existente em todo ponto do intervalo considerado, não pre-

cisa necessariamente passar por todo ponto inter•mediario en·tr,:!- dois 

de seus valores, como acontece no caso da derivada comum. Por outro 

lado, como consequencia disto fica claro que o teorema da média, se~ 

do uma generalização do teorema de Rolle ,pode não valer necessaria-

mente no caso da derivada simétrica. 

Vamos agora nos ocupar de funções que têm derivada sirné'"" 

·trica quase sempre num intervalo ou conjunto considerado. Sob a co!! 

diçãa de esquecer os 'Conjuntos de medida nula a noção de derivada 

~irriétrica não generaliza a noção de derivada comum, ou seja, a e-

xistênoia de uma derivada simêtrica quase sempre num in-tervalo ou 

conjunt:J, não acarreta a existência da derivada comum quase sempre 

no intervalo ou conjunto considerado. 

Conforme Khln_.tchine, (ver [ S ] ) , por este motivo ·torna 

se inútil empreender um estudo especial sobre este tipo de derivada. 

Para ver isto nos ocupemos do seguinte teorema: 

St.ja ó{x.) uma fiuvu,'.ão me.n.&u)r.ãve.l. En.tão e..ta. adm.Lte. de.JL/.vo.da. 

Únic.a e õln.t.:ta 6' {x.J qlw.-&e .óemp,tr.e, onde 

De_ fato, 

l!...i.m 
h+O 

(l) 

Seja E o conjun·to de valores x onde ( l) é válida e anele nao e xis 

te f'(x), ou seja, 
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E= { X; lim 
h+O 

sup f(x+h)-f(x-h) 
2h 

< +w e nao existe ft (x) } 

Suponhamos por absurdo que m (E)>O. 
e 

Para todo n que pertence a ~ seja 

E ={ x que pertence E; para O<h<l temos f(x+h)-f(x-h)<2hn} 
n n 

ou seja, 

'E,~{ xque pertence a E; f(x+h)-f(x-h) <L; O<h<l) 
2h 

E,= { x que pertence a E; f(x+h)-f(x-h) <2 o <h <l ) 
2h 2 

E,={ x que pertence a E; f(x+h)-f(x-h) <3 ' 
t) <h <l } 

2h 3 

. 
E={ x que pertence a E; 

n 
f(x+h)-f(x-h) <n; O<h<l ) 

daÍ temos que lim E ;E 
n 

- 2h -

e então 

-n 

m (E ) e n,-

como m (E)>O, deve existir no e tal quem (E )>O (3) 
e no 

seja 8(x)=f(x)-n 0 x 

consideremos para x que pertence a E , O<h<.l 
no no 

( 2 ) 

B(x+h)-B(x-h)= f(x+hl-notx+h)-f(x-h)~n,x-n 0 h=f(x+h)-f(x-hl-2n 1 h 

lembrando que para O <h <1 
no 

B( x+h)-O(x-h) <O 

temos f(x+h)··f(x-h) < 2hn 0 segue que 

( 14) 

seja y um ponto de densidade exterior do conjunto En
0 
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afirmamos que 

e•(y)<O e 

com efeito: 

e <:~ J <O + . ( 5) 

sendo y ponto de densidade exterior de Eno, exis·te k < ·1 tal que 
~ 

para todo y' onde y< y' < y+k< y+l - -no 

me [ En
0
() (y,y'l] > 3 fy'-y) 

4 

-t;emos 

vamos mostrar que para y' da relação (6) temos 

O(y)< 0(y 1 ) 

para- ver isto) suponhamos que 

0(y)::_ O(y') 

seja A={ x que pertence a (y,y 1 ); 9(x)> 8(y)} 

e 

(6) 

( 7) 

( 8) 

B~{ X que pertence a (y,y'); 8(x) < e(yl) (9) 

temos po:c ( 8) que para todo x que pertence a B 

seja agora 

e 

G(x)> 8(yl::_ G(y') 

A = { :L!:E ; x pertence a A} 
2 . 

13 ; { ~..::.L t ; y t pertence B } 
2 

(lO) 

no 

pela mensurabilidacte de f(x) e portan·to de 8(x), temos que A e B 

- - ' . sdo mensu:c<J.velS. A medida de um deles deve: ser ma1-or ou ieual que 

m(A) :0:. ~.::Y 
2 

mOi ) > l':_'_::z 
4 

':L:::.Y. 
2 

ou 

ou 

isto é, 

m(B)> Y-'.::Y. 
2 

e por cons~'õp;uinte, 



' 

por (6) A ou B admite pontos em comum com E • 
no 

Suponhamos para fixar idéias que A (\E = x 0 • 
no 

O ponto Xo+Cxo-y) pertence à A e por (8) temos; 

e [xo+(xo-y.)];_ 

e [xo+(x,-yl].>. 

e [xo+<x,-yl]-

e(y)=B ( x,-(x,-yl] 

e [x,-(x,-yl] 

e fo-Cxo-y)k. O o que ·contradiz (l.t-). 

portanto (a) ê falso e vale ( 7) , is·to é' 

9(y) < S(y') 

Por outro lado, 

D6+(xl= llm -+ 
(y-y' )+O 

e<yl-o(y'l 
y-y' 

como e(y) < 6(y~ )então temas: 

oe•(yl<O, 

Do mesmo modo temos que 

~~<O 
y-y' 

Estas relaçÕes são válidas para cada pon·to de densidade exterior 

de E C E . Por um teorema de Grace You...'l.gi (veja teo~ O .1), temos 
no 

que para cada y que pertence - + a E C E e DO {y) <O e D8 (y) < O, 
no + 

temos que existe quase sempre e' (y) e por conseguin·te f 1 (y), 

ou seja) para cada y que ·pertence à E -c E exist-e f' (y) quase sem­
n 

pre, o que contra1~ia a definição de E. Portanto m(E)::O 
e 

-11-
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DERIVADA PSEUDO SIMÉTRICA 

Vamos generalizar a noçao de derivada simétrica, intro 

duzindo o conceito de derivada pseudo simétrica, assim; 

Seja f(x) e k(x~J duas funções ,definidas em (a,b) e k(x) 

positiva em todo ponto do dado intervalo. Diremos que f(x) tP.rn 

detú.vada p&eu.do .õlmêtJilca. e.m x, tte.tat.i.vamen.te a. k( x.} se 

f (x+k(x)h-f(x-hlJ 
--rk( x)+l)h 

existe~ 

Notaremos tal der i v a da po!' fk ( x) . 

. Se em. fk ( x) fizermos k( x) =l ( função constante igual a 

Um) então. fk(x)=f~(x), isto é, a derivada pseudo simétrica· coinci 

de com a derivada simétrica, definida anteriormente, valendo to­

do comen târio que fizemos antes. Por outro lado, se f( x) é der i v~ 

vel no sen·t.ido comum, então ela admite derivada pseudo simétrica 

relativamente a função k(x) e as duas coincidem em cada ponto con 

siderado. Vejamos: 

f(x+k(x)h -f(x-h)] 
(k(XJ+l)h 

como existe r•(x) apliquemos a regra de L 1 HospitalJ obtendo: 

f~(x)= lim+ f'(x+k(x)h).k(x) +f.;_Cx-h) = 
h+O k(x)+l 

f 1 (x)(k(x)+l) 
---1<TX!+l 

sabemos existe~ então podemos escrever: 

= f 1 (x), que como 

Se. ü ~ de.Uváve..t no .6e.n.ti.do comum e.m {a,b} 1 e.n.t.io e.ta. 

a.dm-<-te. de!Uvada p.õe.u.do t.Lmé..tJt,Lc.a Jte..tativa.me.n.te. a. uma. 
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dada úunção ~{x} po~~tiva, ~ amba~ eoincid~rn em toda 

vale 

Quando fk(x) coincide com f'(x) as regras de derivação 

as demonstrações seguem no mesmo estilo daquelas feitas 

para derivada comum~ 

Consideremos agora f(x) contínua em (a,b~ e admitamos 

a existência da deriv~da pseudo simétrica relativamente a k(x), 

positiva e limitada superiormente em (aJb) e tal que f'Cx)""é po­
~ 

sitiva para todo x cte (a,b). Verifiquemos qu? f(x) é crescente: 

Seja x 1 ,x2 dois pontos do intervalo (a,b), digamos 

x 1 <x2e suponhamos que f(x 1 ),;: f(xz) (l) 

Se tivermos f(x )=f(x ), como a função f(x) não e constante em 

(x 1 ,x 2 ) , é possível determinar um ponto xs interno a (x 1 ,x2.) 

tal que 

f(x 1 )ff(x 1 1=f(x1 ) 

dond8 de vemos ·ter 

f(x 1 )> f(x,l ou f(x,)> f{x•) 

portanto se vale (1) é possÍvel determinar dois pontos x' e x'' 

do intervalo (a,b), digamos x' <x' 1
, para os quais temos: 

f(x')< f(xtt) 

seja s= 1 [f(x 1 )+f(x"l] 
2 

( 2) 

a função f( x)::: f( x) -s é cont[nua em (a,b) dotada de derivada 

pseudo simétrica relativamente a função k(x), positiva, sendo 

F'(x)~f 1 (x) e então 
k k 

F(x 1 )>0> F(x") 
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Existem pontos x interno ao intervalo (x' ,x' ') para os quais F(x) 

assume valores positivos. Seja c o extremo superior de tais pontos, 

c. é interno a (x' ,x 11
) e ainda mais, F(c.)=O. Além disso a funçãq 

f(x) assume em todo ponto do intervalo Cc.,.x' ').valores não posi­

tivos, enquanto que, nos pontos que precedem c., tendo e como pO!! 

to de acumulação, ela assume valores posi_ti vos. Por outro lado, 

. para infinitos valores positivos 'de h, tendo zero -como ponto de 

acumulação temos 

F( o+k( a)hl-F( c-h) <O 

Fk(cl=fk(cl_:: O 

donde temos uma contradi.ção da hipótese, portanto: 

Se. á { :d é uma óu.nç.ã.a con.tZnua.. no ln.te.Jtval.o {a, b) 

admLt..i.J-tda e.m todo pon:to de.Jtivada 'rJ.óe.udo .6imê.tJtic.a 

Jte.la.:CLvamen:te.- à 6unç.ã.o fd xl, 

mi:tada A upe.Jt.l,oJtme.nt:e. em (a, b l} ~ e.ndo e.h:ta poll{tiva 

e.m ;todo ,[nteltva.io 1 então 6 ( x) é cne.& c.e.n:te em { a 1 b J • 

V ate. um Jtº-4 ul..tado an â.to g o palta o c. a.& o de. .& e. !L 6 ~ ( x} 

negativa, -óendo deU. o. óunç.âo dec.Jt..u,cente. 

Vamos demonstrar agora que se f(x) ~ uma função contf 

nua em (a,b) admitindo ctêrivada pseudo simétrica relativamente 

a função k ( x) , nula em todo ponto do intervalo é constante em 

(a ,b) , 

Para isto suponhamos que existem dois pontos x' ,x 1
' do in·t:ervalo 

(a,b) para os quais f(x 1 );!f(xt 1 ); seja para fixar idéias, x 1 <x 1 ' 

e f(x')<f(x"). 
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consideremos a função 

F(x)=f(x)-À(x-x 1 ) 

ondeÀ é tal que O< À< f(x 11 )-f(x') 
---xrt-x' 

(l) 

f(x) é contínua em (a,b) admitindo derivada pseudo simétrica re-

lativamente a função k(x) em todo ponto do intervalo (a,b). 

façamos, 

F(x' 1 )-·F(x') = 

f(x' 1 )-f(x')-À (xl 1-x 1)-f(x')+À(x 1-x 1)::: 

f(x 1 ')-f(x 1 )-À(x 1 1-x') donde 

f(x'')-F(x')> f(x' 1 )-f(x 1 )- f(x'')·~f(x') .[x''-x'] 
x -x 

F(x' 1 )> F(x'l. 

Calculemos f k ( x) 

F'(x)= fl(x) - lim 
k k h+ O+ 

ou seja, 

f 1 (x)­
k lim+ [ 

h+O 
Àx+Àk(x)h-Ã(x 1 )-Ã(x)+Ãh+Àx'] 

por'tanto 

À(k(x)+l)h 
Tk(x)"+Uh 

= 

1 = 
"(Jdx)+llh 

Fk(x)=fk(x)-À 

F'Cxl=-À 

como f} ( x) =O , temos: 
K 

k 

por 

que 

( 3) 

(3) F1
1 (x) é negativa e daÍ pelo resultado anterior temos 

" 
F(x) é decrescente, o que con-traria (2), donde temos oque 

querÍ•:lmos. Podemos escrever então: 



Se 6!xl e uma 6unção ~ontlnua em (a,b), admitindo 

de4<vada p&eudo Jimêtk~ea ~etativamente ã 6vnção 

k { x) , nula em :toda po11..to do .Ln.te.Jtvalo, .ut.tão P~.ta. 

ê eonotante em (o.,b). Ainda mo.ü, H duM 6unçÕei> 

con.dnu.cw a.dm.i,.te.m em {a., b) de.Uva.da p>be.u.dç .õLmêtlt-Lea 

Jte.lativame.n..te. a k {-xl 1 i.gucú!J e.m todo J.n..t(Utvato., e.n'"" . 

. tão e.ta.õ não d1óe.Jte.m .óe.nao polt uma c.onótan.te.. 

Seja H::d uma função ·mensurável em (a,b), _k(x)' conti­

nua , positiva e tal que k'(x) é limitada superiormente em (a,b) 

e· k 1 ( x) >O. Sob estas condições vale o teorema seguinte, ver [ 8 ] 

Se 61 x} adrn-i.:te ·de.Jt,[vada p~.:>eudo .6-Lmê.t~tlc.a. Jte.ta..tiva.me.nte. 

a tunç.ão ldx.J qu.a.&e. J.e.mpJte. e.m (a,bl, e.n.tão a de.JL..i..vada 

.6-tmé.t!L.Lc.a. de. ólx.J e.xló.te. qua.õe. .6e.1 piLe. em (a.,h} e. con­

óeque.n-te.me.n.te. 6lxl_ a.dm.Lte. de.JtLva.da comum qua.,se .be..mp!t..e. 

em {a.,b), Ne.ll;te. c.a..:,o M :thêó de!L-i.vadctó c..o4nc1de.m. 

Para a demonstração consideremos primeiramente o caso em que 

-k( x) e tal que 

l<k(x)<+c:o 

Seja agora 

E 1 ={ x que pertence ã (a,b) ; lim+ 
h+O 

f(x+h)-'Hx-h)*+oo ) 
2h 

se provarmos que m( E')= O então f t ( x) existe qua.se sempre em 
s 

(a,b). Suponhamos porém) que m(E')>O e definamos 

E 1 '~{ x que pertence ã E' ; lim f(x+ k(x)h-f(x-h)) 
h+O+ -- (k(xl"+l)h --

ou seja, E' • é o conjunto dos x qne pertence à E' tal que exis1:e 
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fk{x). É claro que E11CE 1 e como ambos sao mensuráveis e m(E 1 -E"):::O 

temos que m(E')=m(E") e daÍ m(E")> o. 

Para cada inteiro n, consideremos o conjunto: 

E 11 
:::{ x que pertence à E!' ; 

n 
f"(x+k(x)h)-f(x-h) < hn onde O< h< l } 

k(x)+l n 

ou seja, 

-. ,Ei1 = { x que pertence a E" 

-E~::: { x que pertence a E 11 
, 

f(x+k(x)h)-f(x-h) < 
k(x)+l 

f(x+k(x)h)-f(x-h)< 
---k(x)+l 

h onde O < h < l } 

h2 onde O<h<l} 
2 

x que pertence â E 11 
; f(x+k(x)h)-f(x-h) < hn onde O< h< l } 
--~<<x-5+1 -n 

então limE 11 ;:;E 11 e m(E 11
):;;; E m(E 11

) 

n n n 

pori:anto exis<te N inteiro tal que rn(EiP> O. Chamemos agora EN ao 

conjunto: 

EN:.:: x que pertence à EiJ ; densidade de x=l -isto e, os pontos 

de EN sâ.o os pontos de densidade de E{J. 

Novamente EtJC EN, m(EN-:t~p=o daÍ mCEN);;m(Et,P pois ambos sao rnr;:;nsu­

r~veis. Seja f(x)=f(x)-Nx 

P"l!"<l x que pcõr-tence à EN~ temos: 

f(x+k(x)h)-F(x-h)= 

f(x+k(x)h)-f(x-h)-N(x+k(x)h)+N(x-h)= 

f(x+k(x)h)-f(x-h)-N(x)+N(k(x)h)+N(x)-N(h)= 
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f(x+k(x)h)-f(x-hl-Nh(k(x)+l)< 

(k(x)+l)hN-Nh(k(x)tl)=O 

portanto 

F(x+k(xlhi-F(x-h)< O para 

para o< h< 1 
N 

O·< h< l­
N 

Escolhamos um ponto arbitrário x que pertence à EN , então pode­

_mos encontrar r> O ·tal que· para todo x' satisfazendo 

X< x 1 <X +r. , temos 

Flx'l-f(xl <o 

F(x') < F(x) ou seja, F é decrescente em CX,. X+r ) 

Seja agora M o extremo superior da função 

Nk(x)+k' (x) __ N __ _ isto é, 

Nk(x)+k'(x) 
N 

para qualquer x que pertence -a (a,b). 

Então podemos encontrar; em correspondência ao ponto x) f> O, 

r.< 1 tal que 
N 

para todo x' onde 

x < x' < X+ r < X+ 1 
N 

2M+l lx'-xl 
2M+2 

( 3) 

( 4) 

Fixemos x 1 sa·tisfaz2ndo (4) e consideremos em CX,x') dois conju!.!_ 

·tos disjuntos A e B, sendo que um •.deles pode ser vazio, assim: 

A;:;. { x que pertence ã CX~xt) , f(x) > f(x') } 

B;;: { x que pertence à CX)x') , F(x) < F(x') } 
( 5) 

Sabemos que f é mensur,Í.vel e então F é mensurável e daÍ temos a 

mensurabilidade de A e B e ainda podemos concluir que um dos dois 
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tem medida maior que x'-X 
-r-

isto e, 

m(A)> x'-X ou m(B)> X '-X (6) 
-r- -r-

Consideremos .·agora 

G(tl= t+k(tl·<t-xl que admite derivada em (x•,X) donde 

G1 (t)• l+k(t)+k 1 (t).(t-R) 

como k(t)> O, k'(t)2 O e (t-X)> O , temos que G'(t) 

é lirni tada superiormente e inferiormente po:z:o um número positivo, 

donde G(t) é crescente em CX,x') e então inversÍvel neste interva 

lo. Consideremos 

GCXl •. x+k<XHx·-:x, •i 

G(x 1 ):::: x'+k(x 1 ) +k'(x)(x'-X> 

como k(x 1 )> O e (x 1 -X)> O então G(x 1 )> x 1 •. Seja t:::~(x) a lnver 

sa de G(t) que é derivável em (x,x') sendo esta limitada supe-

ríor e inferiormen·te por um nÚmero posltivo e seja (Xl ,xz) um 

intervalo qualquer contido em <X,x') e seja ainda~ 

tt•~(xtl 

tz=~(xz) 

Quando x percorre o intervalo (x 1 ,x2) t-:::!Ji(x) descreve o inter 

- . . "" valo (x1 ,x2 ) numa corPespondencla blunlvoca que conserva a ordem. 

Além disso para um determinado· n que pertence à ( t 1 , tz) temoG, 

aplicando o teorema da média para G: 

como 

segue que 

xz-xt• G(t,)-G(t,)• (tz-ttlG'(n) 

G'Cnl= l+kCnl+k'Cnlln-il 
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Lembremos que O< n -x·< 1 
IT 

k(n l+k' <n Hn-xl < 

Nk(nl+k'(nl < M 
N -

-da~ 

k(n l +k' <n l = 
N 

então 

<x2 ,xt>,.5. (tt,tl) (l+M) 

(tz-:-tl)2: Xz-Xl 

ou ainda 

l+M 

Desta Última relação resulta que dado E C. (X',x') mensurável, 

temos 

E = { t=<J>(x) ;x pertence à E } 

m(E)> m(E) 
- l+M-

Analogamente se verifica ~ue a função 

é mensurável e além disso 

H(tl= t+ t-x 
K\t) 

é derivâvel no intervalo (X,x~), c~es 

cente, limi·tada superior e inferiormente pon uma constante po-

sitiva e 

H'(t)= l+k(t)+(x 1-t)k'(t) 
CkTtll'. 

A sua inversa t=l/J(x) é portanto derivâvel em CX,x 1) e crescen-

te. Dado pois, (xl,xz)C(X,x') e colocando 

t 1=1[;(x,) 

t 2 =1[i(x,) 

temos para ~ bem escolhido 

Por outro lado, 

H'(nl= l+k(_n)+(>: 1-nlk'(nl 

(k(nll 2 

-20-
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<t,-t,l B'<nl = 

l+k(n)+(x 1-nlk'(nlJ= 
(k(n))' 

·t,-t, [ l+k(nl+(x'-nlk'<n2.} 
(knll' 

' 
k(x) > 1 temos 

(x 2-x 1 ) < (t 2-t 1 ) (l+M) pois 

-N k(x)+k 1 (x) < M 
N 

para qualquer x que pertence a (a,b). 

E mais uma vez considerando E C CX,x') mensurável, temos que 

Seja 

como 

m(A)> 

m(A)> 

~ ={ t=$(x) ;x pertence~ E } 

n.(E)> m(E) 
- I+M 

agora 

A = { t=~(x) 

ií ={ t=~(x) 

m(A)> X '-X 
-2-

m(A) 
I+M 

x'-X 
2 (H+ ll 

X pertence 

x pertence 

ou m( B) > 

ou rn(Bl.?. 

ou m(BJ > 

-a A } 

-a 8 } 

X '-X ------
2 

rn(B) 
l+M 

X t_j( 

ITlhll 

é mensurável, além disso 

( 7) 

por ( 6) ' e 

por ( 7) ternos: 

(8) 

Demonstraremos que o conjunto Ef não tem ponto de interseção com 

EN e daÍ, da i'L"'e lação que tiramos em ( 2) 

m(EN(\ (x,x 1 ))> 2M+l (x'-X) para qualquer x' i;~;l que: 
2M+2 
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temos: 

m(ã)< x'-X • 
HM+l) 

DE fato, se t 0 pertence à (E~B) , lembrando que 

- ' ,, .. ... 
B ={ t=lfl(x) ; x pertence a B} e "'j'e inversa de H, 

ternos que 

<ta+ to-x') 
kho) 

-pertence· a B, e como em B a função F 

-e nao decrescente, segue que: 

Fito+ to-x' )< F(x') 
k( to J 

como k(t 0 ).:::, 1 resulta que: 

O< x'-t~ < 1 
k(t 0 ff 

(9) 

por outro lado, t 0 pertence à EN e levando .em conta ( 2) temos: 

donde 

F(to+k{to) x'-to) 
k(tol 

-F(to- xl-to)< O 
k( to) 

f(x')< F(t0 )+ to-x' 
k(to) 

(lO) 

Observe que (9) e (lO) são contraditÓrias, portanto 

e mCB)< x•-X 
2 ( M+ 1) 

daÍ devemos ter 

ml7il> x'-x uma vez que uma das duas rela-
2 (M+ll 

çoes deve acontecer, por ( 8). 

Levando em conta (3) ternos que 

Ei1 A ;I~ 

Dado t 0 que pertence ã ENn A , 'to, -pertence a EN e to per-
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tence à A, 

A = { t=q>(x) ; x pertence à A } e assim 

(t 0 +k(to) (tiJ-X)) pertenc~ à A e como F é àecresaen 

te em A, 

F(to+k(toll (t,-x)> F(x') ( 11) 

Por outro lado, como to pertence à EN e 

O< to-i< 1 
IT 

e levando em conta (2), temos: 

F(t 0 +k(t,)(t,-xll-F<to-<to-x))< o 

r<to+k<tol<t,-xll< F<xl 

de (11) e (12) tem-se que 

F( X.)- F<Xl < o ou F( X I) < F<Xl 

ou seja, 

( 12) 

Procedendo de maneira análoga, demonstra-se que para todo x 1 

tal que 

X-r< x' < X resul'bà~ ~ 

FCXl-F(x')< O ou seja, 

F(x )< F(x') 

Portanto escolhendo x que pertence à EN, podemos determinar um 

número f> O tal que para ·todo par (x' ,x' 1 ) satisfazendo, 

X-r< x 1 <X 

segue que 

f(Í()-F(x 1 )<0 

F(xll)-F(X)< O ou seja, 

f( x t ') < r(X) < r< x') dai 

F(xtl)< F(x') 

Em particular, para h tal que O< h <f temos que 
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F<i<+hl-FCX-hl < O 

Recordemos que F(x)=f(x)-Nx, donde podemos tirar: 

r<X+hl-F<X-hl=f(x+hl-N<X+hl-fCX-hl+nCX-hl <o 

ou seja, 

f<x+hl-f<x-nl< 2Nh 
- . 

para x que pertence a EN_ 

'Disto temos: 

f<x+hl- f<x-hl < oo (13) 
2h 

Pór. outro lado, se X pertence à EN temos que x pertence à E' 

e então 

' 

r<x+hl-f<x-h> =+ oo 

2h 
(14) 

De (13) e (14) temos a contradição de (1) ~ Portanto o teorema 

fica demonstrado para l< k(x)< m 

Para o caso em que O< k(x)< 1) com todas as outras hipÓteses, 

podemos repetir a demonstração feita, definindo em (a,b) 

Nk(x) +J<'(x) 
V N 

onde l.l :: mÍnimo de k(x) em (a,b) e considerando N o extremo 

superior da função ac~ma. 

Assim fica demonstrado que m(E')=O e daÍ f admite f~(x) 

quase sempre em (a,b). Neste caso, pelo teorema da pág.8, temos 

que existe f'(x) quase sempre em (a,b), como queríamos. Ainda 

mais, as três derivadas coincidem, neste caso. 
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A DERIVADA MfDIA DE BOREL 

Para ilustrar alguns fenômenos fÍsicos, Borel int~ 

duz uma generalização da derivada que tem um grande interesse·­

matemático, veja ( 1] 

Diremos que a função f(x) tem uma de4ivada média· em 

x, se e.xiste o limite: 

h 

lim 1 L f(x+t)-f(x) dt 
h ...O h t 

Notaremos tal derivada por: fJ3(x). 

Podemos falar em derivada média ã esquerda e à direita, se o li 

• mite acima existe para h tendendo a zero pela direita, assumi~ 

do valores positivos ou negativos, de um modo análogo ao que 

fazemos no caso de derivada comum. 

Podemos ainda pensar em derivada média simétrica, 

a função f(x) admite derivada média simétrica no ponto x se 

existe o limite: 

lim 
h~ O 

1 
h 

h 

L f(x+t)-f(x-t) 
t 

Notaremos tal derivada por: fà
5
(x). 

dt 

Este método de derivação tem analogia com o método de somar 

séries divergentes por médias aritméticas. Veja 
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A derivada média possui a propriedade necessária à toda genera­

lização: 

Se 6 adm~te de4ivada comum em x0 então 6 adm~te de4i­

vada mê.d.ia.. no me.bmo ponto e. e...ta.& c.oi,rtc.ldem. 

Com efeito, se considerarmos: 

h 
lim 1 

I 
f(x,+t)-f(xo) dt 

h+O h t 

o 
uma aplicação da regra de L 1Hospital, nos dá: 

lim 1 f(xoth)-f(xol= f'(xo) 
h-+0 h 

que existe, 

portanto fBCxo) =f'(xo) como queríamos. 

Uma demonstração análoga nos dâ o mesmo resultado para derivada 

Seja agora h(x)= f(x)+ g(x) tal que exista f~(x) e g~(x) 

h 

hf,(x)= lim 1 L h(x+t)-h(x) d"t = 
h+O h ---r---

h 

lim 1 I 
[fCx+tl-f(xl] + [gCx+t)-g(xl] -

h-+0 h t 

dt 

o 
como f~ ( x) e gB ( x) existem, temos que 

Então a derivada média da soma ( ou subtração ) àe duas ou mais 

funções é a soma ( ou subtração ) das mesmas. Contudo podemos 
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ter a existência de fJ3(xo) e gJ3<xo) sem que exista ('fg)_B(xo) 

Vejamos: 

Seja, n um inteiro, n>. 1 e (1:._, 1 ) tal que n divide este 
n n-1 

intervalo num número par de partes diferentes, digamos, A4 ,_, 

de tal modo que: 

dx = k onde k< l 
n 

( l) 

de sinal contrário nos intervalos vizinhos 

da subdivisão. "Na origem a função oscilaria em torno do zero, 

então façamos f(O):::O e f(x) fica definida em [o,l] • 

-Para h que pertence a ( l , l ) temos: 
n n-1 

l< h < l donde 1< n {2) 
jj 

e 1 r f(t)-f(O) dt I = 
h t 

o 
1 r t'/' dt 
h t = 

o 

1 ( t- 314 dt t < h 1 .n por (1) e (2) 
i? 

Portanto, 

I
h 

1 f{t)-f{O) 
h t 

o 
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Lembremos que 

lim 1 Jho fCt)~fCül ctt = fBCo) 
h+O Fi 

no primeiro membro da igualdade anterior, ou seja, existe deri 

vada média de f(x); x 11 ~:-em x;O.Agora consideremos 

(f(x)) 2 = (x 11 ') 2 = x 112 • 

Calculemos a derivada média da função (f(x)) 1 

lim 1 L c f( t)) -(f(O)) 

h+O Fi t 

lim 1 r "' dt t. '· = 
h+O Fi t 

lim 1 r t -,,. 
h+O h 

o r lim 1 2t!'h o 
h+O h 

dt = 

= 

lim 1 2 Ih = 
h+O h 

lim 2 
h+O 7h 

dt = 

Se tomarmos o limite quando h+O, verificamos que. 

(f 2 )S(O) não exis·te, o que demonstra o que querÍamos. 

A função f(x) é descontínua, mas uma -ligeira modificação a trans 

forma numa função contínua, conservando as características que nos 

interessam. 
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Seja f uma função contÍnua cuJa derivada média se anula 

em todo ponto de um intervalo. Quando isto acontece, existe uma 

sequência de pontos x1,x2,x!,···Xn'"•• tal que: 

onde 

lim 
i-- x.-x 

1 

e lim x. =x 
1 i .... 

Com efeito, se tal não acontece- o quociente f(x+h)-f(x) ·seria tal 
h 

que, para h> O, suficientemente pequeno, teríamos: 

I f(x+h~-f(x) I > n n>O, fixo e daÍ a deriva 

da média de f em x nao poderia se anular. Por outro lado, se para 

cada ponto' x considerado existe urna série de números como dissemos 

aci~a, por um resultado demonstrado em (3] ·'página 175-48, temos 

que f é con'stante no intervalo considerado, donde podemos escrever: 

Se 6 é uma: 6unç.ão c.on.tZnua. que adriu.".:te de!U.va.da m;_di..a. 

nula em ~ado ponto de um inte4vaio, então 6 é con&tan 

te em todo inte~valo con4ide4ado. 

podemos; , concluir também que: 

Vua& 6un~Õe4 contlnua4 que po4~uam de~vada4 médiah 

.igual.-& e.m t.o~o ponto de. um J..n.:teltvato, não cU..-6eJtem .6enão 

po4 uma conJ.taMte. 

O teorema de Rolle e o teorema da média valem para 

derivada média, pois se x é um ponto onde a função assume um má-

ximo (ou mfnimo) sua derivada média será nula neste ponto, e en-

tão a demonstração segue como no caso da derivada comum. 
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Vamos nos dedicar um pouco ã derivada média simétrica 

através da teoria da derivada segunda de Schwartz. 

Consideremos F(x) uma função absolutamente contÍnua (isto 

é', ft(x) existe quase sempre) em um dado intervalo; tomemos a de-

rivada do quociente: 

f(x+h)-f(x-h)-2F(x) em relação à h, ou seja 

h 

d 
dh 

[ f(x+h)-F~x-h)-2F(x)1 

F 1 (x+h)-F'(x-h) 
h 

- F(x+h)+f(x-h)-2f(x} 
- h 

onde F'(x+h) e F'(x-h) existem no mÍnimo quase sempre. Tomemos 

a integral de ambos os membros da igualdade, entt"e p e q, O< p <. q 

então temos: 

q 

t 
( 

.'!_ [F(x+h)+F<x-h)-2f(x} J 
dh h 

dh = 

ou ainda, 

F 1 (x+h}-F 1 (x-h) dh 
h 

F(x+q)+F(x-q)-2f(x) 
q 

q 
J F'(x+h}~F·'(x-h} dh 

p 

F(x+hl+F(x-h)-2F(x} 
h 

- F(x+p)+F(x-p)-2F(x} = 
p 

dh 

-r F(x+h)+F(x-h)-2F(x) 
h 

p 
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Tomemos agora o limite quando p+ O da igualdade, e então temos: 

f(x+ql+F(x-ql-2f(xl = 
q 

J: 
onde 

F'(x+hl-F'(x-hl 
h 

significa 

dh 

lim 
p+O 

Multipliquemos os dois membros por 

entãó teremos: 

lim 
q+ o 

f(x+q)+F(x-ql-2F(x) = 
' q2 

lim 1 
q+O q r

q . 

0 

f'(x+hl~F'(x-h) dh 

Flx+hl+F(x-hl-2F(x) 
h 

dh 

-1 e façamos q tender a zero, 
q 

lim 1 
q+Q q 

I F(x+h)+F~x-h)-2F(x) dh 

O primeiro quociente do primeiro membro da igualdade é a derivada 

segunda de Schwart~ que suporemos existente e denotaremos por 

S(x). Por outro lado 

lim 
q->0 

l 
q 

F(x+h)+F(x-h)-2F(x) 
h 

dh = 

lím 
q->0 

F(x+ql+F(x-ql-2F(x) 
q' 

(aplicação do teorema da 

média paua integrais). 
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--O quociente ac1.ma e S·(x), portanto a igualdade se reduz a: 

S{x)= lim 1 
q 

J
qo 

lim l 
q .. o q 

I: F 1 {x+hl~F'{x-hl 

F' {x+h)-F' {x-h) 
2h 

dh - S{x) ou ainda, 

= S{x) 

O primeiro membro da igualdade é exatamente a derivada ffiédia 

simétrica de F' , ou seja, F 1 t ( x) ~ Então podemos concluir que: 
Bs 

Uma 6anção ~omâvet tem uma de4ivada 4lmêt~c.a em todo 

ponta onde ~ua integnal inde6Lnida tem uma denivada 

-óe.gunda de Sc.hwa.tr..:tz, e oh do-i.& val..oJte..-6 coinc..idem. 

Nos ocuparemos agora de apresen ··ar uma função contínua 

que possua derivada média em todo ponto de um conjunto de medida 

positiva e desprovida de derivada comum quase sempre nesse con-

junto. Para obter tal função, seja Pe (0)1) um conjunto perfeito-i 

não denso, CP t (0,1)) de medida diferente de zero; sejam 

õ].,ó 2 ,ó 3 ,ó~t,····--··,ô , ..... os intervalos vizinhos de P e deno· • n 

temos também pelas mesmas letras os comprimentos destes intel'Va 

- . los* Seja a ser~e convergente: 

lõ 1 + lõ 2 + {O 3 + ••••.•• +/ ón + • • • • • { 1) 

É possível construir uma função contínua f(x) se anulando em 

todo ponto de P e tal que os quatro nÚmeros derivados sejam in­

finitos quase sempre em P, de tal modo que f(x) não admita deri­

vada comum em P, com exceção no máximo de um conjunto de medida 

nula. 
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-Verifiquemos que f(x) admite quase sempre em P, uma derivada me-

dia. Seja un 'o intervalo de comprimento 

u =ó +210 cujo centro de cada um coincida com n n ·~n 

o centro do intervalo. 

- . A ser~e Ut+Uz+ul+ ••••• +u + •••• sendo convergente . n em vi rtudP. da 

convergência de (1), nos diz que o conjunto limite dos intervalos 

u (n=l,2,3, .•• ) é de medida nUla. Seja x um ponto de P que não 
n 

pertence \a. este conjunto, temos: 

f( a) 
a-x 

I det < 

onde a soma do segundo membro se estende a todos os interva-

los n 
que pertencem seja total ou parcialmente ao intervalo 

(x,x+h). Ora, para !hl suficientemente pe9ueno, x fica fora dos 

intervalos un correspondentes à estes ón , então a faz parte de 

ôn , e 

por outro lado, f(x) sendo contínua em a, para !hl suficientemente. 

pequeno, temos: 

\f(a)\ < 1 para \a-x\< \h\ 

donde 

f( a) 

Ct-X 
I det < 

li 
n ;-76': ó 
n n 
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X 

onde a soma do segundo membro se estende aos mesmos valores 

ditos anteriormente. Seja F(x) a função igual a zero em P e 

a 1 em ôn. A integral desta função tomada entre os extre 
78n 

mas de ôn é igual a 16n e a convergência da série ( 1) nos mos­

tra que F(x) é somâvel em (0,1). 

Consideremos $(x) sua integral indefinida~ quando 

(x+h) pertence à P, temos: 

ent-ão também temos : 

JT~:~) I dai 
X 

< 

onde h t =h no caso onde ( x+h) per·tence à P, caso contrário, x+h' 

significa a extremidade mais afastada de x, do intervalo cont.Íguo 

ao qual (x+h) pertence. Por conseguinte, 

l 
h 

h' 
h 

J
x+h 

f( ::2_ 
a-x 

X 

Suponhamos que a função f(x) seja em x a derivada de sua inte­

gral definida(isto acontece quase sempre em P). Então temos: 
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lim h t :.::1 
h+O h 

lim $(x+h 1 )-~(x) = F(x)=O 
h+O h 

e por conseguinte 

J
x+~( a) ·da =O 

a-x 
X . 

o que demonstra a afirmação. 

Enfim o método conhecido de condensação de singularidades nos 

Qará uma função contínua cuja derivada média se anula quase sem­

pre em (0,1) e que é desprovida de derivada comum quase sempre 

no _mesmo intervalo. Veja [4-] para condensação de singularidades. 
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CAPÍTULO III 

Relações entre derivada assintótica e as definidas ante-

riormente. 

A noçao de derivada assintótica nos dá, como veremos 

urna generalização da noção de derivada cujo campo de aplicação 

é mais vasto que o das generalizações conhecidas. 

Existem teorias na Análise onde esta noção rende gran­

des trabalhos, tal é , por exemplo, a teoria de séries trigono­

métricas de Riemann. -Dentro da teoria de integração que Arnaud 

Denjoy desenvolve, ê inevi tãvel a introdução de derivada assintó-

tica. 

Uma função mensurável f(x) será aita a-!l~i..n;tâ.t-Lea.me.n.te. 

de._;tivãve..t no ponto x 0 
quando existir um conjunto mensurâvel E 

e 

lim f(x)-f(xo) -e bem determinado. 
x~xo ( x-xa) 

notaremos por f~(xa)• 

Exemplificando, tornemos a função de Dirichlet: 

f(x)= 'l o se x EQ 

l se X E lR -Q 

tomemos E:::IR -Q ' 
para qualqueT' x, 

lim (xo-E,xo+E) ('\(IR-Q)= l 
s-+0 - 2E 
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-portanto qualquer xo e um ponto de densidade de IR-Q e 

lim f(x)-f(x,) = O 
X4Xa · (x-xo) 

donde todo ponto da função dada tem derivada assintÓtica igual 

-a zero. 

Vamos nos dedicar à comparaçao da derivada média de 

Borel, vista no capftulo anterior e a derivada assintótica de-

finida anteriormente. 
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Consideremos então f(x) uma função mensurável que admite derivada 

assintÓtica nula em todo ponto de um conjunto E de medida positiva; 

veremos que nestas condições existe um conjunto perfeito P, de me­

dida tão prÓxima da de E quanto se queira, PcE, tal quepara qualquer 

x0 que pertence à P 

lim f(x)-f(x 0 )= O 
x-+~ x-xo 

Com efeito: 

Seja x um ponto de E e ( x·vô ,x+O) um intervalo tendo x 

corno centro e seja € o menor dos números tal que para qualquer ·h> O 

I h! <ô a relação 

I f(a)-f(xJ!_:: s!a-x! 

é satisfeita pelos pontos que formam um conjunto cuJa densidade 

média não é infer•io~ "a 3 ' E _, depende de x e de ó e como a derivada 
4 

assintÓtica de f(x) se anula em x,s: tende à zero com ô 1 ficando x 

fixo. Pelo teorema de Egoroff, podemos afirmar a existência de um 

conjunto P perfeito, P-c E, de medida tão prÓxima quan-to se queira 

da de E, tal que s+ O com ô uniformemente em r'elação aos diferentes 

pon·tos de P. Este conjunto P satisfaz as condições enunciadas na 

proposição, vejamos: 

Seja x 0 um ponto qualquer de P e f>O qualquer. Sejas< r para ô<k, 

qualquer que seja o ponto x de P, tal que 

I x-xo I < k 

afirmamos que 

l
.fixl-fC.?'.oJ. I< r 

x-xo 

que demonstra o que queremos. Verifiquemos tal afirmação. 
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Seja E1 o conjunto dos pontos y do intervalo (xo,x) para os quais: 

I f(y)-f(x) I< rly-xl 

Seja E2 o conjunto de pontos z do mesmo intervalo, para os quais, 

lf(z)-f(xoll <I'Iz-xol 

Da definição de ~ e de k, a densidade de cada conjunto Et e Ezem 

(x 0 ,x) é ao menos igual à l ; esteS dois conjUJ.ttos têm pontos :-em 
4 

comum. Seja y 0 um destes pontos, temos: 

lf(x)-f(xoll_s lf(x)-f(yoll + lf<y,)-f(xoll < 

r <lx-yol + IYo-xol ) = rlx-xol 

o que conclui a demonstração, daÍ podemos escrever: 

Se 6{ x) ê uma 6uJtç.ão men~u.~t.âve..t, que adm.i.te. de.JtJ..vada 

M-!:>Á..ntÔ.tLc.a. nula e.m :todo ponto de. um C.Ol1jun.to E~ de 

me. di.. da poJ.JJ..:tJ..va, então e.x..-i.J.J.te. um c..onjun..to pe.11.6e.Lto P, 

de me.d.i..da .tão pltÕx..i.ma da de Et qtta.nt:o .&e. quei,){..a., :taf .. 

que., pana quaique.Jt xo de P, temo~: 

Lim l!_xi- 61 Xo_l, ' O 
x-+xo x- X. o 

Suponhamos agora que a derivada assintÓtica de uma f1m-

çao contÍnua f(x) se anula em todo ponto de um conjunto mensurável 

E de medida não nula e que a derivada média fB(x) exista quase sem­

pre. Em virtude do. que demonstramos anteriormente existe um conjll!l 

to perfeito Pc E de medida tão prÓxima da de E quanto se que1.ra 

e tal que x 0 ê um ponto qualquer de P e 
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lim f(x)-f(xo) = O para qualquer x de P. 
X-l>X 0 x-xa 

Por hipÓtese a derivada média de f(x) existe quase sempre em P 

e de acÔrdo com o teorema de Egoroff existe um conjunto perfeito 

P, PC P de medida tão próxima da de P quanto se queira e tal que: 

i) fJ3(x) - limitada em P e e 

h 

1 

f o 

f(x+t)-f(x) dt + f f; ( x) 
h t 

i i) 

uniformemente em P, quando h+ O. 

Seja ! fB(x)! <M, M> O em· P, exis·te então um H>. O tal que para 

lid < H , temos : 

l 
h 

h L f(x+t~-f(x) dt I 
x qualquer ponto de P. 

< 2M 

Seja A um ponto de P e "i! (h) a parte de P "encaixada11 em (A,A+h) 

Designaremos por ô 1 tOz ,ô 3, •••• ,ô , . • . os intervalos contÍguos 
n 

de ~!(h) com respeito ao intervalo (A,A+h), teremos então: 

A+ h 

J 
f(a)-f(A) 

a-A 
A 

J 
f(a)-f(A) 

a-A 
~(h) 

da 

da + 

= 

E 
i=l 

sob a condição que a integral 
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f(a)-f(A) 
--;J.-A 

da ( 1) 

existe sendo definida como 



lim J 
c+O 

[<A+ c ,A+ h), TI<hl) 

e que a série do segundo mewbro converge absolutamente. A existê~ 

ciu. da integral em questão é uma consequência do fato .de que 

f(a)-f(A) +O com la-AI, a€~(h). --a=x--
·com efeito, uma simples aplicação do primeiro teorema da média 

nos dá: 

l 
h I 

f( al-f(A) 
a-A 

~(h) 

da o para h-+ O ( 2) 

Sejá:m an ,bn as extremidades dos intervalos ón e seja, para fi-

xar :LJéias, 

Temos, 

i-'!as ~ 

r 

L 
f<a)-f(A) 
--r;:::A-

n 

J f(a)-f(anl 
erA 

o 
n 

por um ládo, 

r 
f(anl~f(A) 

a-A 
Jo 

n 

!f<a l-f<All n 

< IA-b I n 

da = 

da + f ;f'\~n)-f(A) da 
a-A 

6 
n 

da I = 

li"~~ I 
611 

< 
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• ó < ó 
n n 

para !h! suficientemente pequeno, pois o primeiro fator tende 

-a zero com h. Por outro lado; 

J 

f(a)-f(anl 
o.- A 

o 

I 
nf(o.)-f(a ) 

n­et-a 
ó n 

n 

det = 

a-a --n 
et-A 

da 

como · a-a 
a- An 

e monótona em on,apliquemos o teorema da média p/ integrais 

e então ternos: 

a +o n 

b -a l n n 
b -A 

n 

b -a n n 
j)::j\ 

n 

I}MÔ2 
n 

I an -11[ 

a-a 
-n a-A 

da 

f ( a.,) ::-'-f'-'(""'a ) ..,-; n-a-a 
n 

da I = 

< -

da I + I < 

' 
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Suponhamos que A é tal que: para lhl suficientemente pequeno, temos: 

então 

I r 
jo 

n 

e por consequência: 

t 
n 

f(a)-f(A) 

( *l 

da I < 

< 2õ 
n 

donde decorre a convergêi1cia absoluta da série do segundo membro 

de (1); temos também: 

então: 

J 

f(a)-f(A) 
a-A 

oi 

lim 1 r. 
h+O h i:::l L. 

l 

da < 

f( a)- f( Al 
a-A 

2 r o. 
i=-1 1. 

da = O 

Em virtude de (1) e (2), 'temos que: 

lim 1 
h+O h J

A+~(a.J..::.f(A) da 
a-A 

A . 

= o 

donde temos que a derivada média de f(x) é nula em todo ponto de 

P onde vale a propriedade (~':), ou seja, quase sempre em E, pois 
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m (E)-m(P) é arbitrariamente pequena. Podemos concluir então, que 

Se a deMvada aõú.tztô:U.ea ela 6un~ãa ean:tZnu.a ílxl H 

a.ttu..e.a em .todo pon.t.a de. um eanjunto E, de medida. não nu 

!a e a deMvada mêd~a de 61xl ex~ó:te quaoe óemp~e na 

me..õmo c.onjun.::to, e.n.tão 6B { x) ê ,.f_gua.l. ã zeJto qua.be. .õe.m­

pM em E. 

Vamos agora_ mostrar a existência de urna função contfnua, 

admitindo derivada assintó-tica em um conjunto de medida positiva 

e desprovida de derivada média quase sempre no mesmo conjunto. 

Primeiramen'te, .::::ons truiremos o conjunto procurado: 

Seja nk o menor inteiro positivo tal que: 

1+ 1+ 1 + •••• + 
2 3 

Façamos agora uma partição do intervalo (O ,1) em 2n1 partes iguais 

e des~gnaremos os pontos da subdivisão por: 

( respectivamente da esquerda pat'a a direita). 

Seja O. o intervalo de centro c. e de comprimento 
~ ' l 

Bn
1 

, onde 8. 
~ 

designará também o comprimento do intervalo da mesma notação. En 

tão teremos: 2n.-l 
' '.Zô. <1 

i=l l tr 

Os intervalos ôi (i;:.l,2,3, .... ,2n 1_
1

) serao ditos ttos intervalos 

do primeiro grlilpo". Em seguida façamos uma nova partição em cada 

intervalo que separa dois ói vizinhos, dividindo cada urn deles 



em 2n
1 

partes iguais e designaremos os pontos da subdivisão por 

c 2 , c
2 

c 
"1 n +1' 2n +2'"········ 

l l 

(respectivamente da esquerda para a direita). Assim em torno de 

cada um destes pontos será construido um intervalo de comprimento 

l 
32n1n 2 

tendo por centro o ponto dado e chamaremos tais intervalos de 

"intervalos do segundo grupo" e lhes no-taremos respectivamente por 

A soma dos comprimentos dos intervalos do segUndo grupo e menor 

que 

= l 
ã 

continuando este processo indefinidamente ,para o comprimento dos 

intervalos do k-ésimo grupo encontraremcs: 

-de sorte que a soma de seus comprimentos sera menor que 

l 

2k+l 
A soma total dos comprimentos dos in·tervalos de todos os grupos 

será por conseguinte, menor ( ou no mÍnimo) 

1 + l 
Tf 8 

+ l 
1'5 

+ •••• = 1 
2 
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Este conjunto perfeito nos servirá para 

rada. Designaremos por P e teremos 

m(P)> 1 
2 

Consideremos a série· 

l: 
i=l 

ô. 
' 

esta série diverge para todo ponto x do 

I 
defihir a função procu· 

(l) 

I 
conjfnto P; com efeito, 

~ ) 
quando começamos a k-esima operação do proceSso descri to anterior 

' -1 
mente , x esta encaixadO no intervalo que separa dois intervalos 

i 
do (k-1)-ésimo grupo. Para fixar idéias, vamPs supor que esta é a 

i 
extremidade direitado intervalo que está mai~ afastada de x. Na 

I 
k-ésima operação, vamos dividir o intervalo hue contém x em 2nk 

! 
par·tes de tal modo que ao menos nk partes fi~uem à direita de x 

i 
estes são os intervalos do k-ésimo grupo que! chamaremos: 

I 
õ TI1+1 , o 2 ' o 3 ) •••• ' ô m+ m+ m+p 

(respectivamente da direita para esquerda) 

As diferenças (c + 1-x) , (c +.-c +" 1 l m m 1 m J.-
i:::l,2,3, .•• ,p 

sao menores que 

2 n 1n 2 ..•. nk 

de outra parte~ temos; 

ó • ;:; mn 1 (i=l,2, ... ,p) 

então: 
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p 
E 

i=l 

l 

li . mn 

2k+I 
[ l+l+l+ .... +l] 

2 3 p 
l 

2k+l 

pois p :;., nk , da definição de nk. 

+ ••• + 

Ora, m é tão~ grande quanto se quelra, e k também, então a série 

(1) diverge no ponto x, como querÍamos~ 

Agora provaremos que existe um,_ série de nÚmeros posi-

ti vos 

r
1

,r2 ,r 3 , ..••• ,rk, ..... 

E 
i=l 

diverge quase sempre em P. 

Com efeito; seja em geral, pk o menor in·teiro positivo tal que: 

-onde Ek e o conjunto de pontos para os 

quals temos: 
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Vamos colocar 

- -Para um.ponto x que pertence a P e a Ek t;eremos então: 

- . e a serle 

ri'\ > 1 

I x-cil 

(2) é divergen·te para i:odo ponto P fazendo parte de 

l 
2k-l 

uma infinidade de conjuntos Ek (k:::l ,2 ,3, ..•. ). Ora 0-s medidas 

destes conjuntos são escolhidas de modo que esta condição seja 

satisfeita quase sempre em P, o que demons-tra a afirmação. 

Vamos agora definir a função contÍnua f(x) pelas condições 

seguintes: 



l) f( x) = O em P 

2) f(x) :r para x=c 
n n 

3) f(x) é linear nalguma das duas metades do int'ervalo ó • 
n 

Seja x um ponto interior de P para o qual a série (2) diverge. 

Esta série é a soma dO duas séries,_ se relacionando re.spectiva 

mente aos intervalos situados à direita e à esquerda qe x, onde 

umaao menos, é divergente. Para fixar idéias, supOnhamos que a 

divergente seja aquela que é relativa ao intervalo contÍguo si 

tuado à direita de x. Vamos mostrar que f(x) não admite em x, urna 

derivada média à direi ta. De um modo mais preciso, nós provar~ 

mos que a integral 

Vejamos: 

da 

r• 
n 

b -x 

I 
~(~+a) 

a -x 
n 

= 

da 

da nao tem sentido quando h> O. 

( 3) 

onde a soma do segundo membro se estende aos intervalos contÍguos 
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(ou partes de tais intervalos) compreendidos no intervalo (x,x+h), 

Os dois membros podendo se tornar infinito. 

Ora, 

l 
b:X 

n 

da > 

b -x 

J 

n f(x+a) 

a -x 

da 

n 

ent;;io se a série do segundo membro de ( 3) fosse converge_nte, 

- . a ser::Le 

também 'o serla, e em virtude da desigual-

dade: 

a série 

ser1-a convergente, o que é contrá-

rio a hipÓtese; então o segundo membro de (3) é! infinito, assim 

f(x) é desprovida de derivada média em x. Ora quase todo ponto 

de P satisfaz as hipóteses feitas sobre x, de outra parte, como 

f(x) se anula em todo ponto de P~ sua derivada assintÓ-tica é nu 

la em todo ponto de P, onde vale a propriedade ( :':) , ou seja, 

-so-
ni 



quase sempre em P, f(x) tem de~ivada assintótica nula. Assim p~ 

demos dizer: 

Ex.L~te uma 6u.ru;ão c.on.tln~a a-bh.út:tÕtic.amen.te. de.JUvâ.­

ve..t em todo ponto de um conjunto me.n.óuJtáve-t c.u.ja me 

dJ..da rtão é nu..ta e. de-6PitovJ..da. de de.Jtivada m~dla. no 

me..õ mo c.on jun:to. 

Como já di~semos no inÍcio deste capÍtulo, dentro da 

teoria de integração que Arnaud Denjoy desenvolve é inevitável a 

introdução de derivada assintótica. Com efeito, considcJ;'emos 

uma função contínua F(x) igual a zéro em todo ponto de um conju!l 

to perfeito, não denso P de medida Tião nula, possuindo uma de­

rivada comum em todo ponto pertencente a um intervalo contÍguo 

de P e cujos quatro nÚmeros derivados são infinitos quase sem~ 

pre em P, ( tal função como já foi dito antes é possível de ser 

constrúída.). Seja f(x) a função igual a zero em P e a F 1 (x) fo 

ra de P. Diremos que F(x) é igual à integral indefinida de f(x) 

tomada no sentido de Denjoy. A função f(x) será considerada co 

mo a função pr·irnitiva mais simples e natural de f(x), Ora, es­

ta não é uma função primitiva n? sentido exato que conhecemos, 

pois ela não tem derivada comum numconjunto de medida positiva. 

Por outro 1ado, a dei'<i vada assintÓtica de f(x) é evidentemente 

igual à f(x) quase sempre. Temos então várias razões para esc.z. 

lhe r po:r' integral indefinida da função mensurável f( x) (função 

que como toda funÇão mensurável, tem uma infinidade de funções 

primitivas no sentido comum) , uma função que é assintôticamente 

derivâvel e por conseguinte, não faz parte das prirnitivas exatas 
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da função a integrar. 

Preocupemo-nos agora, em relacionar a derivada assintó 

tica com a derivada comum; assim suponhamos que a função mensurá 

vel F(x) admita derivada assintÓtica, digamos f(x) em todo ponto 

de um dado intervalo. Verifiquemos em que condiçõeS pode~os afi~ 

mar a existência da derivada comum, i.é., quando_ f(x) é a deriva 

da comum de F( x). 

Consideremos primeiramente F(x) uma função nao decres-

cente no intervalo (a,b). Suponhamos que a derivada assintótica 

de F(x) em um certo ponto x deste intervalo é um valor k, (k> 0). 

Demonstraremos, sob tais condições que F(x) admite em x uma deri 

Vada comum igual à k. 

Com efeito, se F(x) não tem der·vada, digamos à direita 

igual à k, em x, ent<1:o existe s< k e tal que: 
2 

ó> O, existe h tal que 

O< h ( li 
2 

F(x+h)-F(x)-k I> 2E 
-h 

(l) 

Supondo estas condições satisfeitas, admitamos em primeiro lugar 

que 

F(x+h)-F(x)< k 
h 

então dizemos que para um ponto 

[x+(l-k-olh, x+h] 
E 
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teremos : 



I F(d-F(x) -k I 
e-x 

Com efeito, sejam A e B os pontos representando em um sistema 

retangular as coordcn.adas- (x,F(x)) e (x+h,F(x+h)). O coeficien­

te angular da reta AB é por hipÓtese menor que k-2e: , traçaremos 

as retas AC e AD de coeficientes angulares respectivamente iguais 

a k e k-e, enfim pelo ponto B traçaremos uma paralela ao eixo 

dos x, e seja E O ponto onde esta reta encontra a reta AD~ 

-O comprimento do segmento BE e ao menos igual a h _o_ 
k-e 

f(x) sendo por hipÓtese não decresccnte 1 sua imagem entre as ab­

cissas dos pontos E e B está situada abaixo de AD, oque demonstra 

nossa afirmação. Demonstra-se da mesma maneira que, quando 

temos: 

F(x+h)-F(x) 
h 

> k 

FU')-F(xl < k+e 1;-x 

para todo ponto 1;. do intervalo [ x+h, x+(l+ _!L. lh} k+e 

Vimos então que existe, em todo caso, um intervalo tão pequeno 

quanto ô 1 , tendo o ponto x por extremidade esquerda e contendo 

em seu interior um outro intervalo 6 2 ,onde um ponto arbitrário 

.;: satisfaz à condição: 

- k 
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ainda mais, o produto dos comprimentos dos intervalos ó 2 etS 1 ultr~ 

passa um nUmero positivo que é .independente do comprimento deõ 1 • I§. 

mostra que F(x) não admite derivada assintótica igual à k no ponto 

x , o que contraria a hípÔtese, donde concluÍmos que: 

Se 6 ê uma 6unção não de.c..!Le.ó c.e.nte admJ..tinda de.Jtiva.da 

a.-bl>i..a .. tõ.ti..ca po.ô.Lt.-iva. e.rn um ponto,e_n.tão e.la ê. dvd.vâvei 

no l>ent..{do .c.omu.m no mehmo ponto e oó doi.!!. vaioll..e.-6 c.o.t.n­

rA.de.m. A a6J..Jtmaç.ão .&u.bl>.i.6te. pa.Jta. 6unç.ã.a c.Ju? .. hc..e.n.te e a 

de..11.i..vada a.õh_.f.ntÕ.tlc.a.. ne.gaLi.va. 

SuponhamoG agora que a função mensurável f(x) seja em todo 

ponto de um intervalo a derivada assintótica de uma outra .função men 

surável F(x). NÓs diremos que f(x) é 11majoradan pela função tf;(x) qua!l 

do ljJ(x)>f(x) em ·todo de um intervalo considerado~ Suponhamos que f(x) 

e, no intervalo considerado, majorada poY. uma função ~(x) que~ em to­

do ponto deste intervalo é a derivada comum de uma função cont{nua 

~(x); a função ljl(x)-f(x) será em todo ponto do intervalo considerada 

a derivada assintótica da função :p(x)-f(x). Aplicando o resultado an 

terior, temos que 1p(x)-f(x) é a de:r'ivada comum de $(x)-F(x) em todo 

ponto do intervalo considerado, então teremos: 

F 1 (x)=f(x) 

para todos valores considerados de x. A conclusão recÍproca tam_bém é 

verdadeira, pois ·toda derivada exata de f(x) é majorada. pela der.ivacla 

exata f(x)+l. NÓs somos en·tão levados a concluir algo mais completo: 

Pa.Jta que. uma átwr,ã.o 6 ( x.) ~ que é em ;todo ponto de. um c.vr...to 
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.inte.Jtva.lo a. de.Jtivada a.6hi.n.tõt.ic.a de. uma üunç.ãa, M!.ja 

em todo ponto da .(ntenvata c.on4idelta.da a deJtivada 

c.omum da me~ ma. óu.nç.â:a, ê ne.c.e.~-báJt.Lo e. .6u.á-i.c.ie.n.te. que 

6 ( x) -óe.fo. mafoJtada poli. uma de.Jt.i..vada. e.xa:ta., ou, 6e.ja., 

polt uma &unção que. ê, em :todo ponto do .in:te.ltvaio c.on 

-bide.Jtado, a de.Jtivada comum de. uma ou.tJta fiunç.ão. 

Suponhamos agora que f(x) admita derivada assintótica 

f[iJ (x) quase sempre em [a,b]. Designaremos por E o conjunto dos 
m 

·X do intervalo [a,bJtal que para todo intervalo contido em [a,b] 
. ' tendo uma extremidade no ponto x e comprimento menor ou 1.gual a 

l ) a densidade média neste intervalo de pontos t, que satisfazem 
m -a desigualdade: 

_. 
exceda o numero 

1 f(tl-f<xl I < 

3 • 
4 

Temos agora para ·todo m, E C E 
1 m m+ , 

gligenciarmos os conjuntos de medida nula 1 teremos: 

[a ,b] z 
i=l 

e se ne-

Existe então, para cada e> O um conjunto Em que 

por um conjunto de medida menor ou igual à e: • O 
2 

difere de [a,bJ 

conjunto E "' 
ffil,} e 

mensur<ivel, e en·tão podemos (c~scolhE'~r 11 C E coincidindo com 0 mo ' 
intervalo [a,b] em um conjunto de medida menor' ou igual à c 

Seja agora x <y dOis pontos do conjunto tal que 

x-y l.:o_ l 
mo 
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Estes dois pontos pertencem por conseguinte, ao conjunto E 
mo , 

podemos afirmar, levando em conta a definição de E , a exJ..s­m, 
tência de um ponto t no intervalo (x,y) satisfazendo as duas 

desigu~'lldades: 

lf(t)-f(x) I:'. rn(t-x) e 

lf(t)-f(y) I:'. m(y-t) donde temos: 

lf(y)-f(x) I:'. rr, lrxl 
' 

pois x,y E. 'Tf e ( 1) 

!y-x I:'. 1 
mo 

Desir;nsmos agora por fCx) a função contÍnua em [a,b] igual à 

.f(x) nos pontos de 1T e linear nos intervalos contÍguos de 'U • 

Em vir>tq_de· de (1), a função f(x) a:::; sim definida é de variação 

1imi·tad<.'l. e absolutamente contínua ( ela s.:rtisfaz a condição de 

Lipschi·tz ) e difere de f(x) por um conjunto de medida < E . 

De ontroo I!lodo, suponhamos que uma tal função f(x) de variação li 

mitu.da cxis·te. Seja x 0 um ponto tal que: 

l) existe 

2) f(xol•f(xal 

3) :<o é um ponto qüe satisfaz a condição ( *) no conjunto 

{ x; f(xl=f(x)) 

Ta;p}x:m temos quo f[1J (X (I) existe e que 

f['] (x 0 )=f 1 (x,). 

Ou se-í<:t, vimos que a medida do conjunto dos xo é tão 
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próxima· da medida de [a,bJ quanto se queira. Então f(x) é assintó 

ticamente deriváv~l, quase sempre em [a,b) , ou seja, 

Pa.Jta. que uma. éunç.ãa me.n6uJtâve.! be.ja ct4,6.úü:oL[c.ame.nte. 

de.JLJ.vâ.vel qua.&e. <JempJte~ em um c.e.Jt,to .i.n.te;wa.i!.o, ê ne.c.~~­

!}â.l!.io e. J:,u6ic..[e.n:te. que. e.fa eo..tneida c.om uma óunç.ão C.O!J:. 

,t{nua. de. va)[.-La.çõ.o f.i._rnLtada, (ab-<:.o.tuA:amente. c.ontZnua) em 

um c.oaju.nto de. medida. aJtbitltaJt.{ame.n.te. pe.que.tta.. 

Nos ocuparemos agora da demonstração do teorema de Rolle 

. - . para derivada ass1ntotlca: 

Se.ja 6 i x) uma &unção me.H-6u~tãve..t no -Lnte.11.vo.to [o, 1] a.õl!in 

.to-t--i.c.ame.nte. dtut.{_vâ.ve.t e.m .todo ponto do .in.te.Jtvalo c.on.&J.de. 

Jtado. e he.ja SIOI=61 l)sO, Entio e.xi4te. ent4e O e 1 um po~ 

to c.~ onde a de.h.ivada. a-6-<Sin.tõ:U.('.a de. 6 ( xl ê. nu--ta.. 

Indicaremos um IH'ocesso de construção que conduzirá, sem 

ambizuidade, ao ponto procurado. V~"ojamos: 

Podemos supo:c que em [0)1] a função f(x) seJa nao limitada, 

e se ela o for, que cJ.GSuma .seus va1or'ü.S extremos apenas n.:u; extr'emi-· 

dades do intervalo. Supopemos que <:ts raÍzes da equação f(x).;:.·a) qual-

quer que seja a, formam um conjunto de medida nula, ao menos no inte.r 

valo [o ,1]. D<~signaremos por M(x 1 Jx 2 ) o limite superior dos valores 

de f( x) no intervalo rXi ,Xz] e COHf:d.derareJrtOS 1'1( Xl ,xz) =+ro TIO CaSO em 

-57-



que a função f(x) nao for limitada neste intervalo. Sejam: 

E{ f< A)=( x;f(x) <A J 

E(f=Al=( x;f(x)=A) 

E(f> A)=( x;f(x)> A ) 

onde A é fixado. Chamemos m(x 1 ,x 2.,A) a densidnde mêdia do conjunto 

E( f> A) no intervalo [ x1 ,x2 J • Para x1 e A fixos~ a quantidade 

m(x1.,x,A) define uma função contínua, salvo talvez para x=x1. Seja 

1J(Xl ,x2 ,A) o limite superior da função m(xl ,x,A) para x variando em 

[x 1 ,x2] .Para qualquer que seja x 1 ,x2 e A, temos.: 

0 < m( X1 ,X2 ,A)_:: 1 

0_,:5 l1 Cx1 ,xz ,A) < 1 

Demonstraremos agora alguns lemas que auxiliaram na demonstração do 

·teorema em questão, 

LEMA I - -.;.~ uma função co~ 

tÍnua de A, salvo talvez~ para o caso em A:::f(xl). 

Com efeito: Seja E> O qualquer e A'/.f(x 1 ). A função f(x) admite por~ 

hipÓtese, derivada assintótica em x 1, então existe ó>O e ~ € [x1 ,x2] 
tal que: 

Para todo x1< x 1 < ;, a densidade média de E( )f-AI< 0) -e 

ferior à E: no intervalo [x 1 ,~~rJ. Por outro lado, como f:~ ê fixa~ pod::_ 

mos tomar f>O, tal que a medida do conjunto 

no intervc..lo (x1 ,xz] • 

Seja b.A um - . acres c uno qualquer de A, tal que 

e [M[<I' 
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Seja n um ponto qualquer de [x 1 ,x 2) ; suporemos primeiramente que 

Xt< n< E;. A densidade média de E( lf-AI < IMil no intervalo (xunl 

é igual ou inferior ã densidade média de E( ]f-A!< ó), ou seja, a den 

s idade média de E ( I f-A! < ll.A I) < E . Por outro lado, a densidade média 

de E( I f-AI< I<~AIJ não pode ser menor que 

lm<x, ,n,A+<IA)-m(xt ,n ,A) I ( 1) 

Então 

!m<x1 ,n ,A+óA)-m(xl ,n ,A) I'< E 

No caso em que ç; < n < xz a quantidade ( 1) nao pode exceder a densi­

dade média de E( l f-A I< [liA 1) no intervalo [ x 1 ,n) e esta é ao menos 

igual à densidade média de E( jf-Aj <f) no mesmo intervalo, ou seja, 

m(xl ,n,A+óA)-m(x 1 ,n ,A) !.2 densidade média de 

E( I f-AI< rl em [x, ,n] 

De outra parte, a densidade média de E ( I f -A I < r) < e, pois a medida 

deste conjunto em [x 1 )n] é menor que lx1-f;l"'c e o comprimento deste: 

intervalo é maior que !x1-SI· 
Daí temos que: 

mCx1 ,n ,A+L\A)-m(xl ,n ,A) 1 < s 

donde concluimos que 

para ltJA! suficientemente pequeno, o que demonstra o lema. 
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LEMA II- Fixemos a,x 1 ,xz, então temos que 

~(xl,Xz 1 A)~ O quando A+ M(xl,x 2) 

Vejamos: 

Seja c>O e A1 arbitl"'ârio tal que 

A função f(x) tem derivada assintót"ica em x1) então existe~ entre 

Xt e x:z. tal que m(xl ,x,At) < E: 

Po outro lado, t; sendo fixo, podemos considerar A2, < M(xl ,xz) tal que 

a medida do conjunto E( f> Az) em [x1 ,x 2). sej,;1 menor q1.te !x1-z:!~c. 

Seja x um ponto do intervalo [ x 1 , x 2J e seja A um mJmero tal que: 

Se X1 < x< ~temos 

A 1 <A< H{xt ,xz.) 

A:z. <A< M(xl ,x2) 

m(xl ,x,A)_:: m(xl ,x,Al) <e 

e se l;< x< xz, segue que 

m(xt ,x,A)_:: m(xl ]x,t\z) <e pois Az < H(x 1 )x 2 ) 

Então qualquer que seja X€. [x1,xz} temos: 

m(X.t ,x,A) <e 

clonde 

desde que o valor A seja sufi-

cientemente prÔximo de M(x1 ,xz), e o lema esta assim demonstrado. 
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Consideremos agora tÜJ(x) a derivada assintótica de f(x) 

no ponto x. Se f(t](x)::O temos o caso trivial, então suporemos 

M(O,l)> O; caso contrário mudaremos f(x) por -f(x)~ 

Suporemos ffiJ(x)> O. Seja a um ponto tal que é 1 J(a);i0, 

existe b.ta ·tal que f(b)=f(a). Suporemos que um dos valores f(:l.](O) 

ou f[1J ( 1) seja diferente de zero, digamos, f[1.] (O)> O , caso contrá 

rio mudaremos o intervalo (o,l) pelo intervalo [a,b] e a função f(x) 

peld função f(x)-f(a). Em virtude desta Última hipÓtese; temos que: 

v<O,l,O)=l 

Po:r.~ outX'O lado, temos que: 

p(O,l,A)+ O quando A+ M(O,l) pelo lema II, 

ond<;) lJ(O,l,A) é contínua par'a valores positivos de A;(lema I). 

Seja agora 1\ 1 o menor nÚmero positivo tal que 

~(O,l,A 1 l=l 
4 

( 2 ) 

como f(O)=Ot para x suficientemente pequeno ·temos que: 

m(O,x,Ar) <.! 
4 

Também temos que f(l)=O~ donde para h suficientemente pequ.eno,segue: 

m(l-h,l,At) < l 
4 

Con~o consequência da definiçãO de }..! e pox' ( 2) temos também: 

rn(O,l-h,Ad< 1 
4 

E a:; duas desigualdades nos dão: 

m(O,l,A 1 ) < l 
4 

( 3) 

A função contÍnua de x, m( O, x ,A 1 ) atinge seu mêiximo ,(que é };) , 
4 
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no in·terior de [o,l]. Seja x 1 o maior valor tal que: 

m(O,xt ,A!)::::_! 
4 

Vamos estud.:l.r a função f(x) na vizinhança de x 1 • 

A desigualdade f( x 1 ) < A1 é impossível. Com .efeito, pro-

-cedendo do mesmo modo como chegamos a ( 3), temos que: 

o que con·traria· a defini·· 

-çao ele x1· Por outro lado, se tivermos a desigualdade f(x 1 )> A1, p~ 

demos ·tomar à direita de x 1 um ponto x tal que: 

como 

mCx1 ,x,Ai)> 1 
4 

m(O,xl,Al):::l 
4 

m(O,x~Al)> l ,, 
temos necesGariamente que f(xl )=Al. 

temos então que: 

que contraria (2), daÍ 

Estudemos agora o valor de f[jJ ( Xt). Se rf1J ( Xt) ;:;()' o teo-

rem-~1.. ostaria demonstrado. A hipÓtese rL11 (x 1 )> O não acontece e ve .. 

mos :Ls·to do rnc~~;mo modo como vi.mos a impossibilidade de f(x 1 )> A1. 

r l Ent2\o nos restd estur.:ldl" o caso em que f) (x 1) < A1, e agord .. no inte!": 

valo [ Q , X,] temos as segui.n·tes condiçê"s: 

19 f(O)=O f(x 1 l=A, 

29 f[IJ (0)> o fli] ( x,) < o 

37 m(O,x)Ax>_:: 1 
4 

para. x< X l • 

Fodé.~nos ent::lo escolher mE. [o ~x 1 J , determinados pelas seguintes con 

' -dJ.ÇOSG: 

1) 

2) qualquer que seja E>O, existe ~>O tal que 
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temos então 

Vamos mostrar que: 

e 

e 

< 3 
4 

m(al ,x1 ,Al)=l 
~ 

Suponhamos que então a relação da meú.ida do conjunto 

. 
E( f> AI)={ x;f(x)> Ar}no inte.rvalo (a1 ~X1j e o com-

-primento deste sera: 

m(al ,x1 ,A1 )_2 ~f!::=.<t~~E,_(f~_At_)] e~~<?l5sAs:._l_J_q_lc~IL 

la,-x.f 

1 = 2 

= 

ou seja m(a 1 ,x 1 ,A 1 )_::: 1 o que contra:ciu (4). Tudo isto no intervalo 
2 

[a 1 ,x 1J . De 19 e '29 ·temos que: 

lJ(Xl,al,At)::l 

.. -~ . "' c uma fu!lçao contLnua de A quando 

A> A 1 e ~!(Xl,a 1 ,A)+ O quando k-... M(:xl}al), 

Existe então um número bem determinado Az> A1) ·tal que: 

Então temos que: 

lJ(XI ,al ,Az)~_! ,, 
p(xl ,a1 ,A)< 1 

4 

m(xl ,x,Az) < 1 
4 
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Por outro lado, a relação f( a 1 ) _::: A 1 < A2 nos dá que: 

m(xt,at,Az)< l 
4 

ou seja, existem pontos x entre x 1 e a 1 satisfazendo à condição: 

rnCx1 ,x,Az)::l 
4 

Seja xz o ponto mais perto de a 1 , tal que 

m(xl ,xz ,Aa)=.l ,, 
Raciocinando de modo análogo ao caso anterior, temos que: 

Se x 2 estiver situado entre a 1 e Xt , por 1) segue que: 

onde xz__::: x < Xt. 

Podemos então enunciar os resultados estabelecidos no intex'valo 

( x 1 ,xz] da seguÍlTte maneira: 

1') 

2' ) 

3' ) 

4 ' ) 

f(x 1 l~A, 

f[<J (x,) <O 

< 1 
2 

f(xz)::/\;:.> A1 

f[1l(x,)> IJ 

m(xl ,x)Az)_~ 1 
4 

para Xt<x<xz 

Continuando este processo indefinidamente, temos que: Todo intervalo 

( x 
1

, x ) faz parte do intervalo ( x 2 , x 1 ) e Gtl tisfü;;:'; ,3_;_; seguintes 
n- n n- n-

proprieclades: 

1
<n-1) f(x )oA _ 

n-1 n-J. 

i'l (x 
1

)> O n-

f(x )o::A > i\ , 
n n n~ .•. 

ou reciprocamente se n é par ou Ímpar) 



rn(x 
1

,x,A ):> 1 
n- n- 4 

para x 1 <x<x n- n 

4 (n-l) 

Então os intervalos (xn-l'xn)' n:::l,2,3, ... , onde xo=O, ·têm um Únic9 

ponto em comum que designaremos por c. 

Vamos demonstrar que f[1.J(c):::ü, o que demonstra o teorema 

de Rolle. A propriedade 3(n-l) nos ctá a seguinte propriedade que ele-

signaremos por:(S): 

Qualquer que seja s>O suficientement:e pequeno e N€. IN tão 

z.t'ande quan·to necessário> existe um n1Jmero positivo n> N e um inter-

valo [c,x] de comprimento "inferior à e, tal que a densidade média do 

conjunto 

E{A<f<A) 
n n+l seja maior ,__1ue -~em [c~xJ. 

2 

Para n tendendo ã. infinito~ An tende para um limite posii:ivo, digamos 

a, e.núio f(c)=ci, com efeito, mostraremos que f(c)f.a conduz a uma con 

tradição~ Admitamos tal h.i.pÓtese; A função f( x) ê ass intotic:amente 

çleL~ivâvcl em c, a ó1nsidade do conjunto 

E( !f(x)-f(c) I> t:) no intervalo que tem_ por extJ."-emi-

dadc c, e menor que ];_para quaquer c>O, quando o intervalo é sufi-
4 

ciente;;,sntc pequeno. Escolhendo c de modo que ct esteja fora do inter 

v a. lo 

[ f(c)-E,f(c)+t:J obtemos uma corrtradiç,':io de (5). 

En-tão f(c)=a. Analisemos ago~C'a o valor_ de ;:tJ(c). 

a) Se f[1J (c)> O, pu.ra um intervalo suficientemente pequeno ( c,d], 
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temos: 

m(c,d,a)> 1 o que ê impossível em vista de (5), 

2 
b) Se tftJ (c)< O temos outra contradição, procedendo de modo análo-

go ao caso anterio:r·. Portanto f[J.J (c) =O como queríamos., 
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CAPÍTULO IV 

- . Comentarlos finais. 

Khintchine ocupa-se de v~1rios outros resultados sobre 

derivada assintótica, que infelizrnentc deixamos de estudar. P:r'~ 

tendemos porém, dedicar-nos postE:riormen·te '.w estudo ele tais re 

sul-tados, cor:1o por exemplo, 11 Se f é uma funç2\o contínua admi tin 

do derivada média quase sernprr:) em E, con:junto de medida posi·U.-

-fi' ct'l .-. va, entao - acm.lte erJ_vacd asslntotlca quase sempre em E 11
, ou 

alnda, !tse a função contínua f(x) <Jdmite uma dei'ivada rrH~dia ern 

todo ponto de um conjunto mensuriÍvel, ela admite também um<'l de-

riVada~assintótica quase Gempre no mesmo conjunto, e os valores 

coincidem quase scrnpr0. no c:on:junto em ques·t;}_an. Outro resul·taclo 

en·tc para a diú3r'enc Labil icJrvJe act:;i ntóti.ca de uma funç,Jo mensu-

rável quase sempre :1 em um .inü~rvalo, consiste em que este .inter 

valo possa ser dividido em urna 
. . . ~ 

1.nfJ~n1dade en~uneravel de conjun-

tos mensur,~veis, cujo primeiro se~ja de medida nula c que f(x) se 

ja absolutamc0nte contÍnua em cada u:n dc.les". 

uma g_::: 

neraliza.(;ão ele derivada que se bt\seid. IH 

de convergência em medida. 

Sejam f,F du<:ts funçõe~;. Se; pa:r.a qu;·clquDY' t:>íJ 1 a medida 

do conjunto 

{ X [ 
F(x+h)-F(x) 
~--~·-c~----·--~ -

11 

-[)7-

f(:x) l> c } 
l 

tende d zero com h, 



diremos que f(x) é uma derivada generalizQda de F(x). 

O r>esultado mais interessante sobre tal noção que 

Khintchine demonstra, diz que "se a função f(x) admite uma derivàda 

assintó·tica quase sempre em urn cex,·to intervalo) ela adr:nite também 

neste in·tervalo urna derivada eeneraJ.izada e os valores coincidem> 

a menos de um conjunto de medida arbitr•Clriamen te pequena H; além di.§. 

· so, ele constr'Ói uma uma função mensurdvel e uma contínua sem deriva 

da generalizada. 

Ern dimen[3ão superior, eostaria de citar o trabalho de 

Emma Guariglia 11 Sulla diffcrenziabilit~ asintotica 11
, cujo resul-

tado principal fornece para o caso de uma funç2l_o numérica, mensurá-

vcl de 2 varávcis, urna condi,;;:ão necessiÍria e suficiente paraa dife-

renciabilida.de assintr)tica ela me::;ma .. 

em paPticular: 

P. de Li:icia 11 Su1la differcnziabili·tã dellc funzionin, 

(ainda em fa;~e de redação)~· l3o1L UHI. 

P. de LÚcia H<'',ll' d·l·f-r:;""f'"""1Zl·abl.lii··:; qua''; a~ ... ~<-< ~"-" ,_, ~ - ·'-' ~ ,_, __ ovunque di 

una funzionr:'. m.isuralJi J e 11 

Ric. di Mat., XIX(l970), 79-92. 

B. Dongio:eno '
1Stllla diffarenzictbilit~ quasi ovunque 

de1le funzioni di pi.U variabi1i 11 

Rend, C ire, >la_t:. di [)a lermo, s. II 1 20 

B. 8onr.;icrno ''Sulla di~fcrenziabili.tâ d2lle funzioni 
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U. Oliveri 

F.I. Shmidov 

R-misura.bili" 

Atti Acc. Sei. Let. e Arti di Pa1ermo. 

s. IV, 31 (1973), 363-374. 

nsulla d:if.ferenziabili tã asintotica per le 

funzioni di piil variabili 11 

REncl. C ire. Mat. di Palerrno, s . II, ~?O 

(1971)' 213-218. 

11The structure of a mesurable function of 

two varibles 11 

Sib. Hath. ~rourn., vol. FI, n.4- (1973), 

583-598. 

SJ ocupam de caPacterizar u d:i..fr.n'c;nciabilidade quase sempre c a 

di renciabilidade assint6tica qudse sempre. 
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