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ResU111o 

Nesta dissertação estudamos uma forma de generalizar, algebricamente, alguns 
conceitos de geometria deferencial clássica (como por exemplo os conceitos de va
riedade e de fibrados vetoriais sobre variedades). Além disso, construúnos para 
estas estruturas algébricas as ferramentas usuais do cálculo integro-diferencial. 
Estes conceitos são a base da geometria não-comutativa, que nos permite estu
dar alguns espaços excluídos do tratamento geométrico usual, como por exemplo 
o espaço com apenas dois pontos. Em particular usamos a geometria do espaço 
de dois pontos juntamente com a geometria usual do espaço-tempo para estudar 
uma versão geométrica do conhecido modelo padrão de partículas elementares 
(em particular o modelo de Weinberg-Salam). Um dos grandes ganhos obtidos 
com essa formulação geométrica é que o boson de Higgs aparece de uma forma 
natural dentro do modelo como parte de uma conexão nesse espaço mais geraL 



Abstract 

In this illssertation we studied how to generalize in an algebraic way some of the 
concepts of classical differential geometry (like the concepts of manifolds and 
vector bundles). Moreover, we developed the integral and differential calculus 
over these algebraic structures. These concepts are tbe basis of the noncom
mutative geometry, which enabled us to study from a geometrical point of view 
some spaces (like the two point space) that are excluded from usual treatments. 
In particular we used the geometry of the two point space with the usual space
time geometry in order to formulate a geometrical version of the standard model 
of elementary particles (in particular the Weinberg-Salam model). One of the 
great advantages of this geometric formulation is that the Higgs boson appears 
in a natural way as part of a conection in this more general space. 
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Capítulo 1 

Introdução 

AI'Eri.METPHTOE OT!!.EIE EIE!Trl. 

A geometria nasceu no Egito Antigo como uma ferramenta para se fazer 
a divisão das terras as margens do rio Nilo após as cheias. Esta foi uma das 
primeiras vezes em que a matemática foi usada como uma ferramenta para de
screver o mundo físico. Após estes primeiros desenvolmimentos com os Egípcios 
a geometria teve um grande crescimento na Grécia Antiga, onde pela primeira 
vez as suas motivações não eram pragmáticas, elas possuiam um forte carater 
estético' (Platão e Tales). 

Com o fim da era grega a geometria possou por um longo período de es
tagnação até o surgimento de Fermat e Descartes que desenvolveram os conceitos 
de geometria analítica. Estes desenvolvimentos abriram caminho para que New
ton e seus contemporânos dessem irúcio a um período de grandes avanços. Os 
desenvolvimentos deste período foram feitos com uma grande motivação física, 
mais do que isso, podemos dizer que eles deram início as ciências naturais mo
dernas. Uma das grandes contribiuções de Newton foi o desenvolvimento das 
ferramentas necessárias para tratar a geometria de forma analítica, como por 
exemplo o cálculo integro-diferencial. 

Estas novas ferramentas permitiram um estudo aprofundado de curvas e 
superfícies no R3

. E em 1827, com Gauss, o estudo de superfícies passou a se 
dar de forma intrínseca através do teorema egregium, mostrando que a curvatura 
total de uma superfície só depende da métrica intrínseca da mesma. 

Fortemente motivado por estas idéias trabalho, em 1854, num célebre tra
balho, Riemann lançou os fundamentos dos conceitos atualmente conhecidos 
como variedades. Estes conceitos vieram a ter um forte impacto sobre a física e 
a nossa visão de mundo, a partir deles foi possível concebermos um modelo de 
universo sem referências a estruturas externas (um dos grandes triunfos deste 
ponto de vista foi a formulação da relatividade geral). 

1 Em alguns casos (Escola Pitagórica) as motivações chegavam a possuir um carater místico. 
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A próxima grande revolução na história da geometria se deu com o Erlanger 
Programm de Felix Klein, propondo que o papel da geometria é estudar os grupos 
de similaridades dos objetos geométricos ao invés de estudar os objetos em si. 
Esta nova abordagem possibilitou, como quase todos os avanços matemáticos, a 
abertura de novos horiwntes em física, como, por exemplo, o desenvolvimento 
das teorias de gauge usadas principalmente em física de partículas elementares 
(modelo de Weinberg-Salam e modelo padrão). 

Todo o desenvolvimento da geometria do século XX foi fortemente influ
enciado pelo paradigma descrito nos trabalhos de Riemann e Klein, ditando o 
principal objetivo da geometria como sendo o estudo de variedades e de seus 
grupos de transformações. Os estudos de geometria deste século foram marca
dos por um grande desenvolvimento de ferramentas analíticas e algébricas para 
lidar com os problemas decorrentes deste paradigma. 

Os conceitos algébricos empregados no estudo das variedades e de suas sime
trias se mostraram mais do que meras ferramentas. Estes conceitos deram 
origem a uma forma totalmente nova de descrever entidades geométricas em ter
mos de estruturas algébricas. Estas descrições possibilitaram generalizar muitos 
conceitos geométricos para uma classe maior de objetos, como por exemplo 
espaços discretos. Tais generalizações foram feitas principalmente por Connes 
dentro do que se chamou geometria não-comutativa. 

Mais uma vez, desenvolvimentos aparentemente de matemática abstrata 
mostraram ter aplicações em física. As ferramentas de geometria não-comutativa 
nos fornecem uma forma de tratar o boson de Higgs de um modo geométrico, 
com elas podemos escrevê-lo como sendo um dos campos de gauge dentro de 
uma equação de Y ang-Mills, de forma que o boson de Higgs deixa de ser um 
simples artifício ad hoc e passa a ter um significado geométrico. 

Nesta dissertação iremos lidar com alguns dos conceitos geométricos men
cionados acima, e com a suas aplicações em modelos físicos. Faremos agora um 
breve resumo do conteúdo da mesma. 

Na primeira seção do capítulo 2 daremos urna breve descrição das ferramen
tas matemáticas empregadas no modelo de Weinberg-Salam e no modelo padrão 
de partículas elementares. Nesta seção descreveremos o que é uma variedade, e 
discutiremos como generalizar o conceito de campos vetorias para tais objetos 
através do conseito de seções sobre um fibrado vetorial. Em seguida lidaremos 
com o problema de derivar seções, vendo que a solução do mesmo nos leva natu
ralmente à idéia de conexão. A conexão nos permitirá definir a curvatura, a qual 
estudaremos com um pouco mais de detalhes, pois a mesma está intimamente 
relacionada com conceitos físicos. 

Mostraremos que estes conceitos, juntamente com o conceito de grupos de 
Lie, nos fornecem uma ferramenta poderosa para estudarmos a simetria das 
soluções de equações diferenciais (ordinárias e parciais). Nas seções subsequentes 
usaremos estas ferramentas para construir as chamadas teorias de Y ang-Mills, 
que modelam sistemas físicos com simetrias internas. Em particular1 usaremos 
esta formulação para descrever o modelo de Weinberg-Salam e o modelo de 
padrão de partículas elementares. 

No capítulo 3 mostraremos como descrever variedades e fibrados vetoriais 
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em termos de álgebras comutativas e de módulos projetivos finitamente ger
ados sobre as mesmas. Fornecemos demonstrações elegantes para estes fatos, 
merecendo destaque o teorema de Serre-Swan, que estabelece a correspondência 
entre fi brados vetoriais e módulos projetivos finitamente gerados. 

Motivados por estas descrições constuimos as ferramentas do cálculo integro
diferencial usual para álgebras quaisquer, usando para isso construções pura
mente abstratas. Dentro destas construções veremos como o operador de Dirac 
generaliza o conceito de diferencial, e como os conceitos de K-ciclo e de traço 
de Dixm.ier, também conhecido como super-traço, generalizam o conceito de 
integral. 

Outro conceito muito importante tratado neste capítulo é o de resíduo de 
Wodzick que, juntamente com o teorema traço de Connes, nos permite recuperar 
a geometria Riemanniana clássica a partir das construções algébricas. 

Todos estes resultados são usados no capítulo 4 para construirmos, explici
tamente, um cenário geométrico para o modelo de Weinberg-Salam e para o 
modelo padrão de partículas elementares, realizando um dos principais ob je
tivos desta dissertação. 

Há ainda 2 apêndices, onde apresentamos alguns conceitos utilizados no 
capítulo 3, onde estudamos a geometria Riemanníana de um ponto de vista 
não-comutativo, que necessita de um certo embasamento de álgebras de Clifford 
e de módulos projetivos finitamente gerados. 
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Capítulo 2 

Teoria de Gauge e o 
Modelo Padrão 

Neste capítulo iremos apresentar as teorias de gauge do ponto de vista usual 
para depois generalizá-las com as ferramentas de geometria não-comutativa. 
Primeiramente faremos uma descrição das teoria de gauge de uma forma um 
pouco mais matemática, seguindo as linhas apresentados em [1]. Após a for
mulação matemática mostraremos como as teorias de gauge aparecem dentro 
do modelo padrão, em física de partículas. Nesta segunda parte, de um modo 
geral, usaremos mais as terminologias empregadas na física, como está feito em 
[5]. 

2.1 Formulação Matemática 

A formulação matemática das teorias de gauge está baseada nos conceitos de 
fibrados e conexões sobre variedades. 

Definição 1 Sendo M uma variedade, um jihrado sobre ela nada mais é do que 
uma outra variedade E juntamente com uma aplicação diferenciável sobrejetiva 

1r: E-> M. (2.1) 

Em geral a variedade E é chamada de espaço total, M de espaço base e r. de 
projeção. Muitas vezes usamos a palavra fibrado para nos referirmos ao conjunto 
(1r,E,M). 

Dado um fi brado sobre a variedade M, faz sentido falarmos sobre as imagens 
inversas dos pontos de M pela projeção. Tais conjuntos, denotados por 

Ex= {p E E: 1r(p) = x }, (2.2) 
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são chamados de fibra sobre o ponto x. Dessa forma o espaço total E pode ser 
visto como a união das fibras 1 sobre os pontos de M, E= U:cEMEx. 

Um conceito naturalmente associado ao de fi brado é o conceito de seções do 
fibrado. 

Definição 2 Uma seção s sobre um fibrado 1r : E ---> M é uma função 

s: M--* E, (2.3) 

tal que 
tr(s(x)) = x 't!x EM. (2.4) 

Vemos com isso que uma seção é uma função que para cada ponto x E M associa 
um elemento da fibra, E., deste mesmo ponto. O espaço das seções sobre um 
fibrado E será denotado por r( E). O espaço das seções de um fibrado desem
penhará um papel importante em geometria não-comutativa, como veremos no 
próximo capítulo. 

O conceito de seção é importantíssimo para lidarmos com grandezas físicas, 
pois são as seções que representam o conceito de campo vetorial presente na 
maioria absoluta dos modelos físicos. 

Um dos exemplos mais simples de fi brado ocorre quando todas as fibras são 
iguais, neste caso temos 

Ex= {x} X F, (2.5) 

para algum conjunto F. Para este tipo de fibrado o espaço total nada mais 
é do que o produto cartesiano M x F. Fibrados dessa forma são chamados 
de fibrados triviais. Um outro conjunto de fibrados, um pouco mais genéricos 
do que os firados triviais, mas que ainda possuem uma estrutura relativamente 
simples, é o de fibrados localmente triviais. 

Definição 3 Um fibrado r. : E ---> M é dito localmente trivial com fibra padrão 
F, se para cada ponto x E M existir uma vizinhança U de x e um difeomorfismo 

(2.6) 

tal que a fibra sobre o ponto x, Ex, é levada em { x} X F. A aplicação <f; é 
chamada de trivialização local do fibrado. 

Os fibrados vetoriais, essenciais em física teórica, nada mais são do que um 
caso particular de fibrados localmente triviais: 

Definição 4 Um fibrado vetorial de dimensão n é um fibrado localmente trivial, 
cuja fibra padrão é um espaço vetorial V de dimensão n. 

1 Notemos que não estamos supondo que as fibras sobre diferentes pontos possuam alguma 
relação entre si. Entretando, como veremos mais adiante, nos casos de interesse as fibras 
possuem propriedades em comum. 
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Mas todo espaço vetorial de dimensão finita é isomorfo a JRn, basta escol
hermos uma base. Deste modo podemos considerar a trivialização local como 
sendo dada por 

(2.7) 

Em cada uma das fibras de um fibrado vetorial podemos realizar as operações 
usuais de espaços vetoriais (soma e multiplicação por escalares). Dessa forma 
podemos munir o espaço das seções de um fibrado vetorial com estas mesmas 
operações (basta considerá-las pontualmente em cada fibra). Além diaso a multi
plicação por escalares pode variar continuamente com o ponto, ou seja, podemos 
considerar uma função contínua da variedade M para o corpo em questão como 
sendo uma espécie de escalar. Com isso r(E) se torna um módulo sobre as 
funções diferenciáveis da variedade, c=(M). 

Para darmos um exemplo de fibrado vetorial lembremos que o espaço tan
gente a um ponto x EM, T.(M), é um espaço vetorial de dimensão n, sendo n 
constante para todos os pontos de M. Podemos considerar T.(M) como sendo 
a fibra sobre o ponto x, de modo que o espaço total é 

(2.8) 

Este é o chamado fibrado tangente da variedade M. É interessante lembrarmos, 
da geometria diferencial usual, que se oonsiderarmos urna base local de vetores 
para este fibrado, em geral os elementos da base variam diferencialmente com 
o ponto, de modo que não podemos identificar diretamente as fibras entre si. 
Temos que pensar que elas são o mesmo espaço vetorial mas que ele está sendo 
colado de formas diferentes em pontos diferentes. De um modo geral nós pode
mos obter fibrados vetoriais localmente triviais (sem serem triviais) a partir de 
um espaço vetorial arbitrário V especificando uma regra de colagem que varie 
conforme o ponto do espaço base. As seções do fibrado tangente são usualmente 
chamadas de campos vetoriais sobre M, e neste caso particular iremos deno
tar o espaço dos campos vetoriais (seções) por Vect(M) ao invés de usarmos a 
notação dada acima. 

Em muitos modelos físicos as variedades são usadas como uma descrição do 
espaço físico em questão, ou ainda do espaço de configurações ou espaço de fases 
de um certo sistema físico. É muito freqüente encontrarmos formulações envol,. 
vendo variedades nos modelos de espaço-tempo, nos quais o próprio espaço
tempo é visto como uma variedade. E independentemente de como estamos 
tratando o espaço físico, muitas das grandezas que aparecem têm um carater 
vetorial, de forma que precisamos considerar uma maneira de lidarmos com ve
tores que variem de acordo com o ponto em questão. É neste momento que entra 
os conceitos acima discutidos. Nós consideramos um fibrado vetorial apropriado 
sobre M e tratamos os campos físicos como seções deste fibrado. 

Um caso muito importante de fibrado vetorial ocorre quando o construímos 
a partir de um espaço vetorial V especificando as regras de colagem do mesmo 
em termos de um grupo G. Este tipo de construção recebe o nome de fibrado 
vetorial associado ao grupo G. A forma precisa de falarmos de fibrados vetoriais 
associados a um grupo G é falando no fíbrado principal com relação a G. 
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Definição ó Dados uma variedade M e G um grupo de Lié', um fihrado prin
cipal sobre M com grupo G consiste de uma variedade P juntamente com uma 
ação de G em P satisfazendo as seguintes condições: 

• G age livremente" em P pela direita: (u, a) E P x G--+ ua = R 0 u E P; 

• M é o espaço quociente de P pela relação de equivalência induzida pela 
ação de G, M = P/ G, e a projeção canônica 1r : P --+ M é diferenciável'; 

• P é localmente triuialr ou seja, todo ponto x E M possui uma uizinhança 
U tal que existe um difeomorfismo 1/J : 1r-1(U) --+ U x G. Além disso 
pedimos que o difeomorfismo 1/J satisfaça a condição 1/J(p) = (1r(p), <p(p)) 
onde 'P : 1r-1(U) --+ G satisfaz <p(pa) = (<p(p))a para todo p E 1r-1(U) e 
aEG. 

Os fibrados principais como acima serão denotados por P(M, G) para dar ênfase 
no espaço-base e no grupo. 

Para entendermos um pouco melhor a estrutura de um fibrado principal, 
vamos olhar um pouco mais para as fibras do mesmo: como M = P/G as fibras 
sobre um ponto x E M nada mais são do que uma classe de equivalência em 
P pela ação de G, e como a ação é livre, tais classes são isomorfas ao próprio 
grupo G enquanto variedades. Logo podemos entender um fibrado principal 
como sendo um fibrado localmente trivial, cujas fibras são isomorfas ao próprio 
grupo como variedades. Aqui, quando falamos que as fibras são isomorfas ao 
grupo enquanto conjunto, queremos deixar claro que as mesmas, de modo geral, 
não são tratadas como grupos, mas simplesmente como conjuntos. 

Vejamos agora como esta definição de fibrado principal nos leva às regras 
de colagem, denominadas funções de transição. Para isso consideremos uma 
cobertura aberta de M, Ua, tal que 7r-1 (Ua) está munido com um difeomorfis
mos para Ua X G, u .._. (1r(u), 'Pa(u)), com 'Pa(ua) = 'Pa(u)a. Isto nada mais 
é do que uma trivialização local do fibrado, como visto na definição 5. Se nós 
tivermos u E 7r- 1 (Ua n Uf3) vale 

(2.9) 

Isto nos mostra que 'l'f3(u)['!'a(u)]-1 não depende do elemento de u E P mas 
sim do ponto no espaço base 1r(u) EM. 

Definição 6 As funções 1/J{3a(7r(u)) = 'Pf3['1'a(u)]-l são chamadas de funções 
de transição de U f3 para U a. 

2 0 fato de estarmos considerando um grupo de Lie é essencial, pois os grupos de Lie 
possuem uma estrutura diferenciável- eles além de serem grupos também são variedades, de 
modo que podemos falar em d.iferenciabilidade de funções do grupo para outra variedade e 
vice-versa. 

3 Dizetnos que a ação de um grupo sobre uma variedade é livre se ela não possui pontos 
fixos. 

4 Como M é obtida como um quociente de P, 1r é obviamente sobrejetiva de modo que P 
é de fato um fibrado sobre M. 
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Podemos verificar facilmente que as funções de transição satisfazem 

(2.10) 

conhecida como condição de co-ciclo. 
Com esta definição podemos escrever 

(2.11) 

Quando dizemos que as funções de transição são como uma regra de colagem, 
estamos nos referindo ao seguinte teorema 

Teorema 1 Sendo M uma variedade, {Ua} uma cobertura aberta de M e G 
um grupo de Lie, e dados mapos .Pi3a : U" n U13 -+ G, para todas as intersecções 
U" nU 13 não-vazias, que satisfazem a relação 2.11, podemos construir um fibrado 
principal P(M, G) cujas funções de transição são exatamente 7/J{3a· 

Para a demonstração ver [6]. O 

Consideremos um fibrado principal P( M, G) e uma variedade" F sobre a 
qual G age pela esquerda (a, Ç) E G x F -+ aÇ. A partir destes dados queremos 
construir um fibrado associado a P com fibra padrão F. Para isso consideremos 
o produto cartesiano P x F. Neste produto um elemento a E G age levando 
( u, Ç) E P x F em ( ua, a -l Ç). Agora podemos considerar o quociente de P x F 
por esta ação E = P X a F. O mapa P x F -+ M que leva (u,Ç) em 1r(u) 
induz um mapa de E= P X a F paraM, denotado por 7rE. Podemos mostrar 
que é possivel munirmos E de uma estrutura diferenciável tal que 7rE seja um 
difeomorfismo e que E com esta estrutura é um fibrado sobre M com fibra 
padrão6 F. No caso de F ser um espaço vetorial dizemos que E é o fibrado 
vetorial associado a P(M, G). Por outro lado (u, Ç) ~ (u, aÇ) também define 
uma ação no produto cartesiano P x F, e esta ação induz uma ação não trivial 
no espaço quociente E, que preserva as fibras, isto é, ela leva um elemento de 
uma fibra em outro elemento da mesma fibra. Este tipo de ação é bastante 
importante pois com ela podemos falar em tranformações das fibras de E que 
pertencem ao grupo de simetria. 

Estes conceitos são fundamentais para lidarmos com teorias de gauge. Gros
seiramente, as teorias de gauge consistem em explorar as simetrias de um dado 
sistema físico. Nós sabemos, porém, que simetrias são descritas por grupos, e 
nos casos mais interessantes estes grupos são grupos de Lie. Desse modo as 
ferramentas descritas acima se tornam extremamente adaptadas para lidar com 
este tipo de situação. A variedade base descreve o espaço físico, o grupo G é 
tomado como sendo o grupo de simetria do sistema, e as equações são escritas em 
termos de seções de um fibrado vetorial associado ao fibrado principal P(M, G). 
Mas para esrevermos equações que descrevem situações físicas precisamos saber 
como derivar seções de um fibrado. 

5Nos casos mais importantes F é um espaço vetoriaL 
6Uma demonstração precisa desta a.firmaçã.o pode ser encontrada em [6]. 
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Antes de falarmos sobre isso é interessante fazennos uma pequena discussão 
sobre transformações em fibrados vetoriais. 

Dado um espaço vetorial V as tranformações lineares de V para ele mesmo 
são chamadas de endomorfismos, e o conjunto dos endomorfismos sobre V é 
denotado por End(V),e possui uma estrutura natural de espaço vetorial. Além 
disso End(V) pode ser transformado em uma álgebra, sendo o produto entre 
dois elementos dado pela composição entre ambos como operadores lineares. 

Se {e;} é uma base de V, com { e3} sendo a base dual, podemos identificar 
elementos de End(V) com elementos de V® V* a partir da relação 

(v® a)u = a(u)v, v E V, a E V*. (2.12) 

Na verdade não é muito difícil mostrarmos que esta identificação é um isomor
fismo e podemos ver da definição acima que ela não depende da escolha da base. 
Então 

End(V) 9! v® v• (2.13) 

de maneira canôníca. A grande vantagem de encararmos os endomorfismos de 
um espaço V como sendo elementos de V ® V* é que esta última caracterização 
se generaliza de forma natural para fibradas vetoriais. 

Sendo E um fibrado vetorial sobre M podemos construir o fibrado dual, E*, 
simplesmente considerando o fibrado sobre M cujas fibras são os duais das fibras 
de E, em outrM palavrM 

(2.14) 

Com isso podemos considerar o fibrado E ® E*, denominado fibrado dos endo
morfismos de E, e denotado por End(E). As seções deste fibrado determinam 
tranformações de E. De fato, a fibra de End(E) sobre o ponto x, End(E)., 
nada mais é do que o conjunto de endomorfismos do espaço vetorial dado pela 
fibra de E no mesmo ponto, Ex· Dessa forma se T é uma seção de End(E) e s 
é uma seção de E, T age em s pontualmente dando origem a uma nova seção 
Ts, isto é, 

Ts(x) = T(x)s(x). (2.15) 

Com um pouco de trabalho podemos mostrar que todo mapa C 00 (M) linear no 
espaço das seções de E, T: r( E) _, r(E), é um elemento de End(E). 

O conceito de fibrado dos endomorfismos é extremamente útil, pois com ele 
podemos definir o que é urna tranformação de gauge. 

Se E for um fibrado vetorial associado a um fibrado pincipal sobre M, sabe
mos que existe uma representação p : G -> V, sendo V a fibra típica de E. 
Sendo Msim é natural nos perguntarmos se uma transformação linear em uma 
fibra T : Ex -> Ex é da forma T = p(g) para algum elemento g de G. Caso isto 
ocorra dizemos que a transformação T pertence a G. E, como já vimos, uma 
seçãoTde End(E) avaliada em umpontox EM, T(x), nada mais édoqueuma 
tranformação linear da fibra de E sobre x, E., logo podemas nos perguntar se 
T(x) pertence a G. Caso isto ocorra para todos os pontos de M dizemas que T é 
uma tranformação de gauge. Isto equivale a dizermas que uma tranformação de 
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gauge é uma tranformação que mora no grupo de simetrias do problema e que 
eventualmente possa depender diferenciavelmente do ponto em que é tomada. 

Voltemos ao problema de derivar seções. Ele é resolvido pela introdução das 
conexões. Uma conexão V' em M associa a cada campo vetorial v em M uma 
função V' v que leva r(E) em r(E) e satisfaz as seguintes propriedades: 

Y'v(as) = a'Vvs 

Y'v(s+t) = 'Vvs+ Y'vt 

'V.(fs) = v(f)s + f'Vvs 

V' v+wS = V' vS +V' wS 

V' fvS =/V' vS 

(2.16) 

para todo v, w E Vect(M), s, t E r( E), f E C 00 (M) e todos os escalares a. 
Uma outro forma de pensarmos nas conexões é como sendo mapas 

V': r(E) _,r( E) 011 1(M) (2.17) 

onde 111(M) denota o espaço das l-formas sobre M, ou seja, o fibrado co
tangente. Para esta forma de expressarmos a conexão, as condições acima se 
tornam 

'V( as)= a'Vs 

'V(s + t) = 'Vs + 'Vt 

'V(fs) = f'Vs + s 0 df 

(2.18) 

as demais propriedades seguem diretamente das propriedades das formas difer
enciais. Aqui d denota a diferencial usual de uma função. 

Esta forma de olharmos para uma conexão, apesar de não ser tão usual 
quanto a primeira, é importantíssima, pois é a forma que se generaliza em 
geometria não-comutativa. 

Para termos uma ideia melhor a respeito das conexões vamos considerar um 
sistema local de coordenadas {x,.} em M, com {ô,.} sendo a respectiva base do 
fibrado tangente e com {e;} uma base local para seções do fi brado E. Sabemos 
que7 V' ,.e; é urna nova seção de E, de modo que ela pode ser expressa em termos 
dos elementos da base {e;} 

'V p.ej = A~jei. (2.19) 

Desse modo temos elementos gerais 

Y'vs = v"(ô,.s' + A~jsl)e;. (2.20) 

Os elementos A ti são as componentes da conexão, que em física são chama
dos de componentes do potencial vetor. A não é realmente um vetor, mas apesar 
disso a terminologia de potencial-vetor é bastante empregada, pois é exatamente 
A quem generaliza o potencial-vetor do eletromagnetismo. No fundo, nós pode
mos entender os elementos acima como sendo as componentes de uma 1-forma 

7Estamos usando a abreviação V 81'- = 'V Jl-· 
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com valores nos endomorfismos do espaço das seções do fibrado End(E). Mais 
precisamente se escrevermos8 

(2.21) 

obtemos 
A( v) = A~;v"(ej 0 e') (2.22) 

que é um elemento de End(E). Logo ele age em seções 

A(v)s =A' -v"s'e · p.t J' (2.23) 

de forma que a conexão pode ser escrita como 

Y'vs = v(s')e; +A(v)s (2.24) 

Muitas vezes é interessante nos referirmos a A sem fazermos referência a 
base {E<} do fibrado E, para isso definimos 

(2.25) 

de modo que A passa a ser escrito como 

(2.26) 

De uma forma mais geral nós pensamos em A como sendo uma l-forma com 
valores em End(E), sem referência alguma a um sistema de coordenadas, 

A= LT;0w;, (2.27) 

onde T; é uma seção de End(E) e w; é uma l-forma em M. Portanto para 
qualquer campo vetorial v em M podemos definir a seção A( v) de End(E) por 

A(v) = :L;w;(v)T;. (2.28) 
i 

É possível mostrarmos que se V'0 é uma conexão, então V' = V'0 +A definida 
por 

Y'vs = V'~s + A(v)s, (2.29) 

é também uma conexão. É possível mostrarmoo, taml:>ém, que da-da uma 
conexão V'" todas as demais podem ser escritas a partir de um potencial ve
tor adequado. 

Mas como foi dito anteriormente iremos lidar com sistemas físicos munidos 
de simetrias. Desse modo é interessante estudarmos como as conexões se rela
cionam com as simetrias. Seja P(M, G) um fibrado principal com grupo de Lie 
G. Consideremos um fi brado vetorial associado E. Lembremos que existe uma 

SEstamos usando a notação de soma de Eínstein. 
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ação de G sobre E que preserva as fibras. Neste caso podemos falar de tran
formações que pertencem ao grupo G, mais especificamente, seja u : M -+ G 
urna função contínua9 e sejas E r(E) uma seção de E, então a aplicação 

s(x)-+ u(x)s(x) (2.30) 

nos define uma nova seção de E, usualmente denotada por us. Muitas vezes 
usamos a notação us = 7( u )s para enfatizar a ação de u sobre s. 

Definição 7 As tranformações da forma 

s~us, (2.31) 

para u M -+ G contínua e s E r(E), são chamadas de transformações de 
gauge. 

Agora podemos considerar uma conexão "V agindo em uma seção obtida a 
partir de uma tranformação de gauge, isto é, dado v E Vect(M), s E r( E) e u 
uma tranformação de gauge, queremos saber como 

'Vv(us) (2.32) 

se comporta. 

Proposição 1 Existe uma conexão \7' tal que 

'Vv(us) = u(\7~s) (2.33) 

De fato não é difícil vermos que \7' = u o 'V v o u-1 define uma conexão. A 
relação acima segue imediatamente deste fato. O 

Este fato motiva a seguinte 

Definição 8 Sendo \7 uma conexão, definimos a tranformação de gauge 7( u) 
da mesma como sendo 

/'(u)('Vv) = uo 'V v ou-1
, \;/v E Vect(M). (2.34) 

Usualmente omitimos o sinal de composição e escrevemos simplesmente l'(u)'Vv = 
u'lvu-1 . 

Esta definição nos garante que as equações físicas são invariantes se nós 
considerarmos tranformações da forma 1/J >--> /'(u)"lj; e \7 >-> /'(u)\7, onde 1/J é 
uma seção de um fibrado vetorial apropriado que descreve o sistema físico. 

Quando estamos considerando um fibrado vetorial, E, associado a um fibrado 
príncipal P(M, G), a ação de G sobre as fibras de E índuz, através da aplicação 
exponencial, uma ação da álgebra de Lie do grupo G sobre as fibras de E. Dessa 

9 Como comentamos anteriormente, para falarmos na continuidade de funções deste tipo 
prec:isalnos que G seja um grupo de Lie. 
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forma podemos considerar tranformações de E que pertencem a álgebra de Lie 
do grupo G. Mas acabamos de ver que o potencial vetor de uma conexão pode 
ser escrito como uma 1-forma com valores em End(E), 

(2.35) 

Logo podemos considerar um potencial vetor A tal que o seus coeficientes T; 
morem na álgebra de Lie do grupo G. Neste caso dizemos que a conexão de
terminada por A é uma conexão com coeficientes na álgebra de Lie de G. Este 
conceito é fundamental para a física, pois as equações de Yang-J\1ills, como 
veremos mais adiante, são escritas em termos de uma conexão com valores na 
álgebra de Lie. 

Um conceito diretamente relacionado com o de conexão, e importantíssimo 
para as teorias de gauge, é o de curvatura. A curvatura F de uma conexão é 
definida como sendo um operador nas seções de E que depende de dois campos 
vetoriais v e w sobre M, a saber: 

(2.36) 

onde [v, w] denota o comutador entre v e w. Notemos que se estivermos con
siderando F como sendo a curvatura de V, a curvatura da conexão tranformada 
7(u)'ii' será dada pela relação 7(u)(F(v, w))s = uF(v, w)u-1s. 

Pensando na curvatura como um operador, sem fazer referência a seção na 
qual ela esta agindo, podemos escrever 

F(v,w) = ['ii'v, 'ii'w]- 'ii'[v,w]· (2.37) 

É fácil vermos que a curvatura é antisimétrica com relação aos campos ve
toriais, isto é, 

F(v,w) = -F(w,v). (2.38) 

Além disso podemos mostrar que a curvatura é linear com relação a C 00 
( M) 

F(fv,w)s = F(v,fw)s = F(v,w)fs = !F(v,w)s. (2.39) 

Estas propriedades nos levam a crer que a curvatura é um tensor; ademais 
a propriedade dada por (2.38) nos diz que este tensor deve ser anti-simétrico, 
ou seja, uma forma diferencial. Para vermos como escrever a curvatura dessa 
forma, vamos considerar uma base coordenada do fibrado tangente { &,. } , de 
modo que [&,, âv] =O. Logo a curvatura envolvendo dois elementos da base é 

(2.40) 

e pelas propriedades lineares da curvatura podemos escrever para campos veto
riais gerais 

F(v,w) = F(v"â,,w"âv) = v~'w"F,v. (2.41) 
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A equação acima pode ser reescrita em termos do em termos do produto tenso
rial, 

(2.42) 

ou ainda, 
(2.43) 

Com isso vemos que a curvatura é uma 2-forma com valores em End(E). 
Muitas das operações sobre formas diferenciais também estão definidas para 

formas com valores em End(E). Duas operações muito importantes são o pro
duto exterior e o isomorfismo de Hodge, que são definidas para formas com 
valores em End(E) da seguinte maneira: dados duas formas com valores em 
End(E), T 0 a e S 0 w, definimos 

(T0 a) 1\ (S 0w) = TS 0a. 1\w 

*(T0a)=T0*a 
(2.44) 

A noção de curvatura tem, como veremos mais adiante, um papel crucial 
nas teorias de gauge. Dessa forma é interessante nós termos uma maneira de 
escrever a curvatura, que possibilite uma generalização natural dentro do ponto 
de vista de geometria não comutativa. 

Lembremos que uma conexão V' sobre um fibrado E pode ser interpretada 
como sendo um mapa 

V': r( E)-> r(E) 0 111 (TM), (2.45) 

que satisfaz a regra de Leibniz 

V'(sf)=(V's)a+s0df, sEr(E), fEC00 (M). (2.46) 

A conexão nesta forma se estende de maneira única para um operador de 
grau 1 no espaço r(E) 0 /\*(TM) a partir da relação 

V'(s0w) = (V's)llw+s0dw, (2.47) 

paras E r(E) e w E 1\*(TM). Na equação acima devemos entender o produto 
exterior da seguinte forma: dados sE r(E) e w,a E II*(TM) definimos 

def ) (s0w)lla = s0(w/\a. (2.48) 

Definimos a contração por um vetor x E Vect(M) de uma k-formadiferencial 
w E 1\k(TM), como sendo a (k-1)-forma dada por 

ixw(y1, ... , Yk-1) = w(x, y, ... , Yk-1)· (2.49) 

Estendemos esta definição para elementos gerais de 1\ *(TM) por linearidade. 
Com esta definição é facíl vermos que a contração satisfaz a regra de Leibniz 
graduada 

ix(u 1\ w) = (ixu) 1\ w + ( -1)•u 1\ (ixw), u E 1\k(TM), E II*(TM). {2.50) 
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Usando a definição acima para i:x 1 podemos definir a contração i:x para ele
mentos de r(E) ®1\*(TM) por 

Íx(s 0 w) = s 0 (íxw). (2.51) 

A contração i:x pode ser usada para escrevermos a derivada de Li e na direção 
de x, L:x, de formas diferenciais como sendo 

(2.52) 

Esta identidade nos motiva a definir a derivada covariante como sendo 

(2.53) 

No caso de sE r( E), temos que '\ls E r( E) 0 A1 (TM), ou seja, '\ls é da 
forma t ® w, desse modo temos 

(íx o '\1 + '\1 o ix) (s) = Íx(t 0 w) +O= w(x)t, (2.54) 

uma vez que Íxs =O paras E r(E). Isto é, '\1 x como definido acima é um mapa 

v x : r(E) __, r(E), (2.55) 

que satisfaz as propriedades de derivada covarisnte. Vemos com isao que a gen
eralização da derivada covariante dada pela equação 2.53 condiz com o conceito 
usual. 

Agora vamos considerar um elemento da forma s 0 w, com E r( E) e w E 
A*(TM). Para este elemento temos 

'\1 x(s 0 w) = ix('Vs 0 w) + '\l(ixs ® w) 

= ix(('Vs) Aw+ s0dw) + '\l(s0ixw) 

= Íx (('Vs) Aw) + s®ixdw + ('Vs) Aw+ s® dixW 

= (íx '\ls) A w- ('Vs) A ÍxW + ('Vs) A ÍxW + s 0 (ixdw + dixw) 

= (ix 'Vs) 1\ W + s 0 C.xw. 
(2.56) 

A partir desta expressão, e da conhecida identidade [C.x, iy] = Í[x,y]> podemos 
obter a seguinte propriedade 

(2.57) 

Usando esta propriedade, e lembrando que Íxz = 0 para z E r(E), podemos 
fazer a seguinte conta 

F(x,y)z = 'Vx'Vyz- 'Vy'Vx- 'V[x,y]Z 

= \7 x \7 yZ- Í[x,yj \7 Z- \7 x \7 yZ 

= ('Vxiy('Vz) -Í[x,y]'Vz) -iy'V('Vxz) 

= (iy 'V x 'V z + Í[x,y] 'Vz- Í[x,y] 'V z) Íy 'V('\1 xz) 

= iy('Vx'\lz- 'V'Vxz) 
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Esta expressão nos possibilita escrever a curvatura como o quadrado da 
conexão 

F='\72, (2.59) 

sendo que esta forma se generaliza de maneira natural dentro de geometria não 
comutativa. 

Para completarmos a nossa discução matemática sobre teorias de gauge va
mos falar um pouco da formulação variacional da mesma. Lembremos que o 
espaço dos endomorfismos de um espaço vetorial V, End(V), é canonicamente 
isomorfo a V ® V*. Este isomorfismo nos fornece uma maneira natural de 
definirmos um funcional linear sobre End(V), 

tr : End(V) --> R 

v ® cn-><>( v). 
(2.60) 

Em termos de uma base este mapa é o traço usuaL Sendo { ei} uma base de V, 
{ ei} a base dual, um elemento TE End(V) pode ser escrito como 

(2.61) 

de modo que tr(T) é dado por 

tr(T) = tr(Tje; ® ei) = Tj tr(e; ® ej) = Tjej(e;) =L li'· (2.62) 

Se, agora, considerarmos uma seção T de End(E), podemos usar o traço 
acima para definirmos uma função, tr(T), na variedade M. Para isto basta 
definirmos tr(T)(x) = tr(T(x)). Esta definição pode ser naturalmente estendida 
para formas com valores em End(E), mas agora o resultado passa a ser uma 
forma ordinária. Se T é uma seção de End(E) e w uma forma diferencial, 
definimos 

tr(T ® w) = tr(T)w (2.63) 

Estas são todas as ferramentas necessárias para definirmos a lagrangeana de 
Yang-Mills. Sendo '17 uma conexão sobre E, e sendo F a 2-forma com valores 
em End(E) da curvatura, definirmos a densidade de lagrageana de Yang-Mills 
como sendo 

(2.64) 

Como F A *F é uma n-forma com valores em End(E), sendo n a dimensão 
de M, então a lagrangeana de Yang-Mills é uma n-forma usual, de modo que 
podemos integrá-la sobre M obtendo assim a ação de Yang-Mills 

SyM('17) = JM CyM('17) = ~ JM tr(F A *F) =li F 112 (2.65) 

Mas nós sabemos que )'(u)(F(v,w))s = (uF(v,w)u- 1 )s, logo, da equação 
2.43, podemos escrever 

(2.66) 
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E como tr(AB) = tr(BA) vemos que a lagrangeana de Yang-l\fills é invariante 
por tranforrnações de gauge, ou seja, 

(2.67) 

Para escrevermos as equações do movimento provenientes da Lagrangeana 
acima precisamos do conceito de derivada covariante exterior. Para isso con
sideremos uma conexão V em um fibrado vetorial E. Então existe uma única 
conexão no fibrado dual E*, denotada por V*, tal que, para qualquer campo 
vetorial v E Vect(M) e qualquer seções sE f( E) e >. E f( E•) temos 

v (>.(s)) = ('17;>.) (s) + >.(V'v(s)). (2.68) 

Para obtermos esta conexão, basta defini-la por 

(\7~>.) (s) = v(>.(s))- >.(V'vs). (2.69) 

Não sendo difícil verificarmos que de fato esta definição produz uma conexão 
em E*. 

Agora se tivermos dois fibrados, E 1 com a conexão \71, e ~ com a conexão 
'\72 , é facíl vermos que a expressão 

(2.70) 

com s; E r( E;), define uma conexão no fibrado E, 0 ~- Como o fibrado dos 
endomorfismos de E, End(E), pode ser pensado como sendo o fibrado E 0 E•, 
as duas construções acima nos permite definir, a partir de uma conexão V sobre 
E, uma conexão em End(E), \7 0 v•, que por um abuso de linguagem será 
denotada sinlplesmente por \7. Mais explicitamente temos 

V'v(T)(s) = V'v(Ts)- T(V'vs). (2.71) 

Com uma conexão em End( E) nós podemos definir a derivada co variante 
exterior, Dv, para formas com valores em End(E). Primeiramente a definimos 
para seções T E f(End(E)) como sendo a l-forma com valores em End(E) dada 
por 

DvT(v) = "ílvT, (2.72) 

qualquer que seja v E Vect(M). Agora para um elemento da forma T 0 w, com 
TE f(End(E)) e w E A•(TM), definimos 

Dv(T 0 w) = DvT f\ w + s 0 d!..J. (2.73) 

Com esta notação podemos enunciar 

Proposição 2 As equações do movimento provenientes da Lagrangeana de Yang
Mills podem ser escritas na forma 

(2.74) 
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Para um calculo explicito da equação acima veja [1]. O 
A equação Dv(*F) =O não incluí o chamado termo de fonte. Para incluí-lo 

devemos acrescentar a Lagrangiana de Yang-Mills um termo da forma f tr(A 1\ 

*J), de modo a obtermos a equação 

(2. 75) 

que no caso do eletromagnetismo corresponde as equações não-homogêneas de 
Maxwell, sendo J o termo de corrente. Mas para recuperarmos todo o eletromag
netismo também precisamos das equações homogêneas. O que veremos a seguir 
é que estas equações são no fundo uma identidada satisfeita pela curvatura, 
chamada de identidade de Bianchi. Esta identidade é satisfeita independente
mente de estarmos lidando com eletromagnaetismo ou não. 

Lembremos que a identidade de Jacobinos diz que para quaisquer operadores 
lineares X, Y, Z : V "'"""'+ V, sendo V um espaço vetorial, satisfazem 

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]]+ [Z, [X, Y]] =O, (2.76) 

sendo [X, Y] o comutador entre os operadores X e Y, isto é, 

[X, Y] = X o Y- Y o X. (2.77) 

Em particular, nós sabemos que a derivada covariante na direção de v, V v: 
é um operador linear no espaço das seções r(E) de um fibrado E. Desse modo 
a derivada covariante satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja, dados u, v, w E 
Vect(M), temos 

(2.78) 

Para vermos como isto afeta a curvatura vamos tomar u, v e w como sendo 
campos coordenados ôp.,lYv e 8>... Neste caso nós sabemos, equação 2.40, que 
F,.v = [\7 "' \7 v], logo podemos escrever 

(2.79) 

Esta é a chamada identidade de Bianchi para a curvatura. Mas esta forma da 
identidade de Bianchi não nos deixa ver sua relação oom as equações homogêneas 
de Maxwell. O conceito de derivada covariante exterior nos fornece uma forma 
de escrevermos a identidade de Bianchi de um modo mais claro e elegante. Com 
efeito temos, lembrando que a curvatura F pode ser escrita como uma 2-forma 
com valores em End(E), temos 

Proposição 3 Usando a derivada covariante exterior Dv, e considerando F 
como uma 2-forma com valores em End(E), podemos escrever a identidade de 
Bianchi na forma 

DvF=O (2.80) 

Para vermos que isto é verdade basta expandirmos Dv F em um sistema 
local de coordenadas. O 
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2.2 Formulação do Modelo Padrão 

Nesta seção veremos como as teorias de gauge aparecem nos modelos físicos e 
como elas são usadas para formular o modelo padrão das partículas elementares. 

Vamos considerar um campo escalar complexo </>(x) no espaço-tempo na 
ausência de campos eletromagnéticos externos. Neste caso a densidade de La
grageana clássica é dada por 

C(</>,â"</>) = â"</>*â"</>- V(</>*</>). (2.81) 

Aqui V é uma função com valores reais, o potencial do sistema. 
Esta Lagrangeana é evidentemente invariante se nós fizermos uma mudança 

de fase em 4>, sendo a uma constante real, 

(2.82) 

ou seja, 
Co(</>(x), â"</>(x)) = C(e-ia4>(x), â"e-'"'</>(x)). (2.83) 

Como a Lagrangeana fica invariante pela mudança de fase, as equações que 
governam a dinâmica deste campo também permanecem inalteradas. 

Definição 9 Uma tranformação da forma 4> >--+ e -ia</> é chamada de tran
farmação de gauge global. Neste caso dizemos que o sistema possui invariância 
de gauge global. 

Mas nós podemos pensar em um tipo de transformação um pouco mais geral. 
Podemos considerar uma mudança de fase que varie conforme o ponto, de modo 
que o campo escalar se transforma da seguinte maneira 

</>(x) >--+ e-ia(x)</>(x), (2.84) 

onde a(x) é uma função com valores reais. 

Definição 10 Transformações da forma </>(x) >--+ e-ia(x)</>(x) são chamadas de 
transformações de gauge locais. 

Mas equações como a que define a densidade de Lagrangeana 2.83 possuem 
termos envolvendo derivadas, de modo que 

(2.85) 

depende claramente da função a( x). Desse modo a equação que define a densi
dade de Lagrangeana 2.83 não é invariante por transformações de gauge locais. 
Para que isso ocorra precisamos modificar a equação 2.83 de modo a levarmos em 
conta o termo mais proveniente da derivada. Para fazermos isso vamos definir 
um campo vetorial, com componentes A"(x), chamado de campo de gauge, que 
se tranforma em relaçã as transformações locais de gauge por 

1 
A"(x) >--+ A"(x) + -â"a(x), 

e 
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onde e é um número real. Usamos este campo para definirmos a derivada 
covariante do campo escalar por 

D"<l>(x) =L [â" + ieA~'(x)] <l>(x). (2.87) 
p. 

Agora ao invés de escrevermos a densidade de Lagrangeana em termos das 
derivadas parciais â"<P(x) usamos a derivada covariante, C(</>(x), D~"r/>(x)). Com 
isso a Lagrangeana passa a ser invariante por tranformações locais de gauge. 

Ma.s apesar de ser invariante por transformações locais de gauge, a la
grangeana dada por 2.83 não leva em conta a dinâmica dos campos A~'. Para 
incluirmos o comportamento dinâmico destes campos precisamos acrescentar um 
termo envolvendo â" A~' quadraticamente a Lagrangeana 2.83. O único campo 
escalar invariante pela transformação de gauge dada acima e por transformações 
de Lorentz é proporcional a FJJ-v FJLv onde 

(2.88) 

Desse modo a densidade de lagrangeana de um sistema fechado invariante por 
tranforruações locais de gauge é dada por 

(2.89) 

O fator i na equação acima é puramente convencional. 
As equações de movimento obtidas a partir desta densidade de Lagrangeana 

nada mais são do que as equações de Maxwell. No chamado gauge de Lorentz, 
dada por â,.A" = O, as equações do movimento podem ser escritas como 

(2.90) 

onde definimos 
j~' = ie[q,• D" q, - (D" </>)' </>], (2.91) 

além desta equação também temos a equação proveniente de </>, mas que só pode 
ser calculada explicitamente quando for dada a forma do potencial V. 

As construções acima para o eletromagnetismo nos dão um primeiro exem
plo de teoria de Yang-Mills. Para fazermos estas construções nós usamos trans
formações de gauge da forma e">(x). Mas este tipo de exponencial nada mais 
é do que um número complexo unitário, o que é equivalente a dizermos que 
para qualquer função real a(x) temos eia(x) E U(l), onde U(l) denota o grupo 
dos complexos unitários, ou seja, as simetrias do eletromagnetismo são descritas 
pelo grupo U(l). Neste caso, dentro do jargão físico, dizemos que o eletromag
netismo é uma teoria de Yang-Mills com grupo de simetria U(l). De um modo 
geral, as teorias de Y ang-Mills são generalizações das construções acima para os 
casos nos quais o grupo de simetria é mais geral do que U(l). 

As simetrias internas de sistemas mais complexos do que o eletromagnetismo, 
nos casos mais relevantes, são dadas por grupos de Lie. Nestes casos nós temos 
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Definição 11 Em um sistema com grupo de simetria G, definimos as funções 
de onda 'l,b(x) que descrevem o sistema como sendo elementos do espaço de 
reprentação de uma representação de G. Muitas vezes os elementos deste espaço 
são chamados de multípletos associados a representação em uso. 

É interessante notarmos que representações irredutíveis distintM de um 
mesmo grupo de simetria G podem corresponder a siste= físicos distintos. 
Dessa forma .., propriedades de um sistema físico, além de dependerem do 
grupo de simetria envolvido, dependem da representação que estamos tomando 
do grupo. 

Definição 12 Dado um grupo de simetria G e uma representação irredutível 
do mesmo, uma transformação de gauge é uma tranformação da forma 'l,b(x) _, 
u'l,b(x), com u E G. No caso do elemento u E G não depender das coordenadas 
espaço-temporais dizemos que a tranformação de gauge é uma transformação 
globa~ caso contrário dizemos que a transformação é locaL 

No CMO de u E G ser uma transformação que não depende do espaço-tempo, 
ou seja, uma tranformação global, nós temos que 

'l,b(x) _, u'l,b(x), 

8"1,b(x)--> u8"1,b(x). 
(2.92) 

Dessa forma a invariância global do sistema nos diz que a densidade de La
grangeana Co('l,b(x), 8~"1,b(x)) deve obedecer 

Lo(u'l,b(x), 8'"u'l,b(x)) = Co('l,b(x), 8"1,b(x)). (2.93) 

MM se nós passarmos a considerar uma tranforrnação local, dada por u(x) E 
G, nós teremos 

'l,b(x)--> u(x)'l,b(x), 
8'"1,b(x) _, u(x)8'"1,b(x) + [8'"u(x)]'l,b(x). 

(2.94) 

Com isso, 8~"1,b(x) deixa de se transformar como 'l,b(x) de forma que 
Lo('l,b(x), 8~"1,b(x)) não é invariante por tranformações locais de gauge. Para ver
mos como escrever uma densidade de Lagrangeana invariante por tranformações 
de gauge locais iremos precisar falar um pouco mais em grupos de Lie. Para 
fins de melhor compreensão usaremos o jargão e o tratamento mais próximos 
da física. 

Para os atuais propósitos um grupo de Lie pode ser visto como um grupo 
continuo gerado por uma álgebra de Lie. Sendo a álgebra de Lie gerada por n 
geradores La que satisfazem as relações de comutação 

(2.95) 

As constantes C~b são números reais chamados de constantes de estrutura1 note 
que estamos supondo que L~ = La, isto é, estamos supondo que os geradores são 
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hermitianos. É sabido que as constantes de estrutura caracterizam de forma não 
ambigua a álgebra de Lie em questão. Usando esta construção podemos pensar 
em um elemento u E G como sendo dada por 

u = e-iw"La., (2.96) 

onde wa são números reais arbitrários. 
Da definição das constantes de estrutura fica claro que 

(2.97) 

Além disso a identidade de J acobi nos fornece 

(2.98) 

Ao invés de darmos diretamente uma representação em termos de matrizes 
para G podemos encontrar uma representação matricial para os geradores da 
álgebra de Lie {La} obtendo, através da exponencial10 , uma representação ma
tricial paraGem uma vizinhança da identidade. Como os geradores adjuntos L~ 
satisfazem as mesmas relações de comutação que os geradores, sempre podemos 
encontrar uma representação de La por matrizes hermitianas. A representação 
de ordem mais baixa não degenerada é a chamada representação fundamental 
do grupo. 

Dado um grupo qualquer G sempre existe uma representação irredutível 
do mesmo, nós podemos considerar a representação de dimensão n dada pelas 
matrizes 

(2.99) 

Esta é a chamada representação adjunta de G. Com esta representação nós 
podemos transformar a álgebra de Lie de G em um espaço métrico definindo o 
seguinte produto intemo11 entre La e L 0: 

(2.100) 

ou seja, nós consideramos a representação adjunta do elemento LaLb e tomamos 
o traço do mesmo. Tendo um produto interno podemos definir o levantamento 
e abaixamento de indices, 

cabe= C"aO!Jnc· (2.101) 

É fácil vermos a partir da identidade de Jacobi, que as constantes Cabe são 
totalmente antisimétricas nos índices a, b e c. 

Com este tratamento de grupos de Lie nós temos uma forma sinlples de 
considerar transformações de gauge infinitesimais , isto é, transformações de 
gauge que diferem da identidade por um infinitésinlo. Se considerarmos um 
elemento da álgebra de Lie w = wa La, onde os coeficientes wa são números reais 
infinitesinlais, podemos aproximar a série de Taylor da exponencial pelo seu 

10Podemos definir a exponencial neste caso a partir da sua série de Taylor. 
11 Nesta seção sempre iremos considerar representações de dimensão finita. 
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termo de primeira ordem, dessa forma uma transformação de gauge infinitesimal 
é dada por 

</> -+ </> + 6</>, 6</> = -iw</>; 
</>* -+ </>* + 6</>*' b</>* = iw'</>*. 

(2.102) 

Este tipo de transformação é suficiente para escrevermos uma densidade de 
Lagrangeana invariante por transformações de gauge locais. Vamos considerar 
transformações locais da forma 

61/;(x) = -iw(x)..P(x), 

6[8"1/;(x)J = -iw(x)8"..P(x)- i[8"w(x)]..P(x), 
(2.103) 

onde w(x) = wa(x)La é um elemento da álgebra de Lie. Definimos a derivada 
covariante como sendo 

D"..P(x) = [8" + igA"(x)]..P(x), (2.104) 

onde os elementos AJ.t = AaJ.t La são elementos da álgebra de Lie, e g é uma 
constante de acoplamento. Os campos Aa"(x) são os chamados campos de 
Yang-Mills. Notemos que a tranformação em D"..P(x) é dada por 

(2.105) 

Dessa forma para que D"..P ( x) transforme da mesma forma que ..P devemos ter 

M"(x) = ~8"w(x)- i[w(x), A"(x)J. 
g 

(2.106) 

Com isso a densidade de Lagrangeana C.o(..P(x), D"..P(x)) se torna invariante 
por transformações de gauge locais. Mas ainda nos resta acrescentar um termo a 
Co que torne os campos A a" objetos dinâmicos. Este termo deve ser quadrático 
nas derivadas espaço-temporais de Aa" e ser simultaneamente invariante por 
transformações de Lorentz e por transformações de gauge locais. O seguinte 
campo satisfaz estes requerimentos: 

Fa""(x) = 81' Aa"(x)- 8" Aa"(x)- d CaocAb"(x)A=(x). (2.107) 

O elemeto da álgebra de Lie correspondente F"" = F"v La pode ser escrito na 
forma 

F"v(x) = 8" A"(x)- OV A"(x) + ig[A"(x), Av(x)]. (2.108) 

Com isso nós definimos a densidade de Lagrangeana invariante por trans
formações de gauge locais como sendo 

(2.109) 

Esta é a chamada densidade de Lagrangeana de Yang-Mills. 
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2.2.1 O modelo de Weinberg-Salam 

Como vimos na seção 2.2 o grupo de simetria do eletromagnetismo é o grupo 
dos números complexos unitários U(l). A idéia basica do modelo de Weinberg
Salam é descrever demaneira unificada as interações fracas e eletromagneticas 
em termos de uma teoria de Yang-Mills tendo SU(2) x U(1) como grupo de 
simetria (aqui SU(2) denota o grupo das matrizes complexas 2 x 2 unitárias e 
com determinante 1). 

Primeiramente vamos lembrar como a quiralidade é definida. Se o espaço 
que estamos usando para escrever as funções de onda possuir um operador com 
auto-valores ± 1, podemos definir a quiralidade como sendo os auto-valores deste 
operador. Na pratica nós usamos as matrizes de Dirac para definir este operador. 
Lembrando que as matrizes de Pauli são dadas por 

(o -i) 
U2 = Í Ü ' (2.110) 

podemos escrever as matrizes de Dirac como sendo 

( o -li) 
}'o= -li O ' ( o 'Yk) ]k=_akO' (

TI 
')'5 = ô (2.111) 

onde li denota a matriz identidade 2 x 2. Agora definimos a quiralidade como 
sendo os auto-valores de 75 : +1 correspondendo a quiralidade da mão direita 
e -1 correspondendo a quiralidade da mão esquerda. Em geral é constume 
escrevermos 

J'sR= R 
J'sL =-L, 

sendo as partes direita R (right) e esquerda L (!eft) dadas por 

1 
R= 2(1 + J's)..P, 

1 
L = 2(1 -1'5)'1/J. 

Estas relações nos fornecem as seguintes relações para os conjugados 

R7s =-R, 
Ll's =L, 

- l-
R= 2,P(1 - 7s), 

- 1-
L 2,P(1 + 7s), 

onde definimos os conjugados por 

R= R*J'o 

L= L*"fo. 
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Destas relações obtemos que 

1jj,p = LR + RL, 

1jj-y",P = I/r" L + R-y" R. 
(2.116) 

Um exemplo importante é a teoria para o elétron e para o neutrino. Ex
perimentalmente se verifica que a interação neutrino-elétron só se dá entre as 
componentes left, sendo a que componente right do elétron não se comporta 
como um dubleto. Mais especificamente nós temos que para o eletron vale 

L=(:~), R=eR. (2.117) 

O neutrino é assumido como não tendo massa de forma que a sua parte right 
VR não aparece. A teoria é assumida como sendo invariante por SU(2), onde 
L se transforma como um dubleto e R como um singleto. É sabido da teoria 
usual de campos que o termo da Lagrangeana correspondente a massa mecânica 
é proporcional a 1jj,p = LR + RL o que nos representa um problema pois L e R 
são de naturezas diferentes. Uma forma de resolvermos isto é pela introdução 
de um campo de Higgs12 na forma de dubleto 

(2.118) 

de modo que os termos de massa mecânica sejam proporcionais a 

c=assa ex L<f>R +R</>* L. (2.119) 

Em mais detalhes, se escrevermos 

(2.120) 

temos 
(2.121) 

Os dois primeiros termos da equação acima podem ser eliminados por uma 
transformação de gauge, já o último termo é o responsável por dar massa para 
o elétron quando </>o # O. Na densidade de Lagrangeana não existe um termo 
de massa associado ao neutrino. 

A densidade de Lagrangeana para o sistema elétron-neutrino é tomada como 
sendo 

onde o potencial tem a forma 

V (<I>* <f>)=>.(</>*</>- P5)z, 
~~--~~--~-

l2Também conhecido como boson de Higgs. 
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aqui po e À são parâmetros reais positivos e m é a massa física do eletron. Além 
disso estamos entendendo ô</> como sendo o gradiente de </>. 

O modelo de Weínberg-Salam é obtido quando nós tranformamos a simetria 
global acima em uma simetria local, como descrito no seção anterior. Se com
siderarmos o campo de gauge associado com o gerador de U(1), t0 , como sendo 
W0 e o respectivo tensor de compo 

(2.124) 

E considerando os campos de gauge associados com os geradores de SU(2), t 
como sendo WP, com tensor de campo 

G~v = ô~Wv- ôvWp- gW" X Wv. (2.125) 

A densidade de Lagrangeana pode ser escrita na forma 

1 - -
C=- 4(Gi'VG,.v + H"v H,.v) + Li-y,.D"L + Ri-y,.D" 

+ (D</>)*(D</>)- V (<I>* <f>)- '!!:.(L<i>R+ R</>* L), 
Po 

(2.126) 

onde 
D" = ô" + igW" · t + ig'WJ't0 • (2.127) 

O modelo de Weínberg-Salam, descrito acima, é um exemplo de sistema 
físico onde ocorre a quebra espontânea de simetria. Primeiramente 

Definição 13 Dizemos que a simetria de um sistema é espontaneamente que
brada, se o estado de menor energia do sistema não for invariante pelas tran
formações da simetria. 

Este tipo de fenômeno ocorre dentro das teorias de gauge sempre que o po
tencial V verificar a condição V(O) of O. E como visto nos desenvolvimentos 
acima, o termo envolvendo o potencial na Lagrangeana de Yang-Mills depende 
diretamente do boson de Higgs, por isso dizemos que a quebra espontânea de 
simetria é provocada pelo mesmo. Este fenômeno se manisfesta no apareci
mento de massa para os campos de gauge, também chamados de mediadores da 
interação. 

2.2.2 Modelo Padrão 

O modelo de Weinberg-Salam nos fornece uma teoria de Yang-Mills para o par 
eletron-neutrino. Mas evidências experimentais sugerem a existeência de outras 
partículas elementares. As evidências apontam para as três gerações de quarks 
e de leptons. Tanto as gerações de leptons como as de quarks serão indicadas 
por índices numéricos, a = {1, 2, 3}. As três gerações de leptons, da qual o 
eletron e o neutrino eletrônico fazem parte, são dada por 

(2.128) 
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Já as gerações de quarks serão denotadas por 

qLa: (~~) (~D G~) 
qim : UR CR tR 

(2.129) 

qRa: dR SR bR 

Além das novas gerações de partículas elementares, os quarks possuem uma 
simetria, denominada simetria de cor, que é dada pelo grupo SU(3). O modelo 
padrão é uma teoria de gauge que incorpora todas as gerações de partículas e 
que também leva em conta a simetria de cor dos quarks. Portanto o grupo de 
simetria de gauge passa a ser SU(3) ® SU(2) ® U(1). 

Para escrevermos uma densidade de Lagrangeana para este modelo nós pre
cisamos fazer duas modificações na densidade de Lagrangeana do modelo de 
Weinberg-Salam 2.126. Primeiramente precisamos modificar as definições de L 
e R para incluirmos todos os quarks e Leptons: 

L = {lLa, qLa} 

R= {l&, q&f 
(2.130) 

Segundo, precisamos modificar os termos de massa da Lagrangeana de modo 
a podermos atribuir massas arbitrárias para cada partícula. Dessa furma a 
densidade de Lagrangeana, invariante por tranformações de gauge locais, é dada 
por 

1 - -
C= - 4 (G · G +H· H)+ Li-y,.D" L+ Rí;,.D" R 

(2.131) 
+ (D1>)*(D1>)- V(1>*4>) + Cmassa· 

O termo de massa pode ser escrito como a soma das contribuição dos quarlre 
e dos leptons, ou seja, 

r - cquark t:.lept 
"-'nl.assa - mass + mass · (2.132) 

O termo de massa referente aos leptons é dado por: 

3 3 

rlept - '"'"-z 1> l l,..mass - L L La-ffiafJ Rf3, 
a=l.B=l Po 

(2.133) 

onde maf:J são matrizes complexas constantes arbitrárias, chamadas de matrizes 
de massa. Já para os quarks nós temos 

(2.134) 

Os detalhes tecnicos deste modelo podem ser encontrados em [5]. 
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Capítulo 3 

Geometria Não Comutativa 

Tanto as variedades como os fibrados sobre as mesmas admitem uma descrição 
algébrica, sendo que a álgebra envolvida nestas descrições é a álgebra das funções 
contínuas de M para um corpo1, isto é, C ( M), que no caso de estarmos traba
lhando com os complexos é uma álgebra comutativa munida de uma ínvolução 
(a conjugação). Mas este tipo de caracterização contínua fazendo sentido se 
considerarmos álgebras mais gerais, álgebras não-comutativas. A geometria 
não-comutativa surge neste ponto: muitos dos conceitos geométricos iniciais, 
vistos agora do ponto de vista algébrico, se generalizam, e passam a ser motivo 
de novos estudos. 

Daremos início a este capítulo mostrando como caracterizar variedades e 
fibrados de forma algébrica, construíndo em seguida as generalizações dos con
ceitos e das ferramentas da geometria diferencial. 

Com as noções de geometria não-comutativa bem estabelecidas, iremos fazer 
uma discução sobre o resíduo de Wodzick, o teorema de Connes, e como estes 
fazem a ligação entre as contruções de geometria não-comutativa e e geometria 
Riemanniana. 

3.1 Espaços Topológicos 

Nesta seção seguiremos a linha desenvolvida em [4]. Um espaço topológico Haus
dorff e compacto X tem naturalmente associado a ele uma álgebra comutativa 
C(X), das funções contínuas f : X -+ C. Esta álgebra possui uma involução, 
f >-> f*, definida por 

f*(x) = [(x), 'ifx E X. (3.1) 

Além disso C( X) é uma álgebra de Banach segundo a norma do supremo 

11 f li= sup I f(x) I, (3.2) 
xEX 

1 Em geral, nas construções de geometria não-comutativa, o corpo é tomado como sendo o 
dos complexos. 
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e desse modo C{X) é uma álgebra C*. 
Algumas das construções que faremos não precisam da lúpotese de que a 

álgebra seja C*, muitas vezes precisamos apenas que a álgebra seja de Banach. 
Por isso iremos fazer, sempre que possível: as construções para álgebras de 
Banach, especializando para álgebras C* quando necessário. Além disso só 
iremos considerar álgebras com unidade. 

Definição 14 Um ca,racter sobre uma álgebra de Banach A é um funcional 
linear sobrejetivo, que também é um homomorfismo algébrico entre A e C. O 
conjunto de todos os caracteres de A será denotado por M{A). 

Antes de prosseguirmos com a álgebra precisamos de algumas noções de 
topologia. Sendo X um conjunto e F uma família de funções2 f : x _, JE., 
podemos definir uma topologia em X, a chamada topologia fraca, como sendo 
a topologia cuja base é dada por f- 1{U) onde U C lE. são conjuntos abertos 
quaisquer. Esta topologia recebe o nome de topologia fraca pois ela é a topologia 
mais fraca na qual as funções da família F são contínuas. 

Se estivermos considerando uma álgebra A, o espaço dual da mesma, A*, é 
dado pelo conjunto de funcionais lineares 1> : A _, C. Nós podemos considerar 
em A a topologia fraca associada com a família de funcionais A*. Usualmente 
nos referimos a esta topologia por topologia fraca. É possível mostrarmos, ver 
por exemplo [11], que a topologia fraca é de fato mais fraca do que a topologia 
dada pela norma. 

Agora se tomarmos Y = A*, o dual Y* = {A*)*, pode ser usada para 
definirmos a topologia fraca em A*. Porém podemos definir uma outra topolo
gia, mais fraca, em A*, para isso basta considerarmos os funcionais lineares da 
forma ç. : A* _,C dados por Ç.(f) = f{x), ou seja, a avaliação no ponto x E X, 
e considerarmos eles como os elementos da família de funções para definirmos a 
topologia. Esta é a topologia fraca*. 

É possível mostrarmos, [11], que a bola unitária em A*, Ai = {f E A* :li 
f li:::; 1}, é um conjunto compacto na topologia fraca •. 

Lembremos que se a E A o espectro de a, sp{ a), é definido como o conjunto 
de números complexos À tais que a-Ali não é inversível em A. Dado um caracter 
11 E M (A) temos que 11{ a) E sp{ a); de fato se lato não fosse verdade existiria 
b E A tal que b{a- 11{a)li) =li, de modo que O = 11{a- 11(a)K) seria inversível 
em C. E nós sabemos que o raio espectral de um elemento a E A é li a li, desse 
modo I 11(a) 1:::; L Além disso, como 11(a) = 11(R)11(a) qualquer que seja a E A, 
segue que 11(R) = 11{K)2 e que 11(li) i O, desse modo temos que li 11 li= L 

Definição ló A topologia determinada em M(A) pela topologia fraca,* e pela 
inclusão M(A) <-->Ar é chamada de Topologia de Gelfand. 

Proposição 4 M (A) com a topologia de Gelfand é um espaço localmente com
pacto. 

2 Aqui também poderíamos considerar funções sobre os complexos para definir a topologia. 
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Vamos mostrar que M(A) U {O} é um subconjunto fechado, na topologia 
fraca•, do conjunto compacto Aj'. Logo M(A) U {O} será compacto. 

Diretamente pela construção da topologia fraca*, se os pontos a, b E A 
forem fixos, temos que a aplicação de M(A) para os complexos, dada por /1.-+ 
/l.(a)Jl(b)- Jl(ab) é contínua. E obviamente esta aplicação é identicamente nula 
em M(A) U {0}, logo ela é identicamente nula no fecho M(A) U {0}. Mas este 
resultado é valido quaisquer que sejam os pontos a, b E M(A). Desse modo se 
/1. E M(A) U {O} temos que /1. é identicamente nulo ou que /l.(ab) = Jl(a)Jl(b), 
isto é /1. E M(A) U {0}, de onde concluímos que M(A) U {O} é um conjunto 
fechado. 

Além disso, como A possuí unidade o ponto {O} é um ponto isolado, de 
modo que M(A) é compacto.D 

Proposição 5 Seja A uma álgebra de Banach comutativa. Dado um elemento 
/1. E M(A), ker p. é um ideal maximal. Analogamente todo ideal maximal pode 
ser escrito como o nucleo de algum elemento de M(A). 

Suponhamos que J seja um ideal contendo propriamente ker /1., então existe 
a E J tal que p.(a) é ínversível. Como p. é sobrejetivo podemos tomar um 
elemento b E A tal que p.(b)11.(a) = 1. Então ba- E E ker p. C J, e como J é um 
ideal, temos também que ba E J, desse modo li E J, e J não é um ideal próprio, 
o que é um absurdo. 

Por outro lado, dado um ideal maximal I, temos que o fecho de I também é 
um ideal, e nós sabemos que não existem ideais própios densos em uma álgebra 
de Banach. Desse modo I deve ser fechado. Sendo I fechado, o quociente A/ I 
é uma álgebra de Banach comutativa sem ideais própios, ou seja, um corpo. E 
um corpo é uma álgebra de divisão, ou seja, todo elemento não nulo é inversível. 

Mas nós sabemos que se >. E sp( a) então a - >.E não é ínversível, logo, sendo 
a álgebra de divisão, devemos ter a- M = O, isto é, em uma álgebra de Banach 
de divisão todo elemento é um multiplo escalar da identidade. 

Portanto, como A/ I, é uma álgebra de Banach de divisão, temos A/ I "' IC. 
Logo existe um único caracter JL, o mapa quociente, tal que ker J.l = 1.0 

Agora voltemos ao caso em que A= C(X), para algum espaço topológico 
compacto X. Dado um elemento p. E M(C(X)), já sabemos que kerp. é um 
ideal maximal de C(X). Nestas condições temos 

Proposição 6 Existe pelo menos um ponto x E X no qual todos os elementos 
de ker p. se anulam. 

Suponhamos que isto não seja verdade. Então Vx E X existe fx E ker p. tal 
que f x ( x) # O, mas como f é uma função contínua, existe uma vizinhança de 
x, Ux, tal que fx não se anula em nem um ponto de Ux. 

Como X é compacto, e como a coleção de abertos Ux é uma cobertura de 
X, podemos obter uma sub-cobertura finita, X = Ux, U · · · U Ux,. E neste caso 

f= fxJx, + · · · + fx,fx, (3.3) 
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seria um elemento inversível em ker p., o que é um absurdo.D 

Lembremos que Çx são os funcionais dados pela avaliação no ponto x E X. 
Pelo que vimos acima nós temos que ker p. C ker Çx, mas ambos os kemels são 
ideais maximais, logo ker JL = ker Çx. Tomemos f E C( X), então f - JL(f)R E 
ker JL = ker Çx, de onde obtemos 

O= f;x(f- JL(fJE) = f;x(f)- JL(f). (3.4) 

Com isso acabamos de demonstrar 

Teorema 2 Os únicos caracteres de M(C(X)) são os funcionais f;x. 

Assim sendo, os elementos de M(C(X)) podem ser identificados com os 
pontos de X e vice-versa. De fato podemos mostrar que ambos os espaços são 
homeomorfos. 

Com esta construção, nós vemos que é possível recuperarmos um espaço 
topológico inteiramente a partir da álgebra das funções continuas sobre o mesmo. 
Mas para que a caracterização esteja completa, precisamos mostrar que só existe 
uma álgebra a partir da qual podemos recuperar o espaço topológico, de forma 
que a correspondência entre álgebras C* comutativas e espaços topológicos seja 
um para um. 

Definição 16 Sendo A uma álgebra de Banach comutativa. A transformada 
de Gelfand do elemento a E A é a função â: M(A)--> C definida por 

(3.5) 

Pela definição da topologia fraca* a tranformada de Gelfand â é uma função 
contínua sobre M (A). Logo a transformada de Gelfand leva elementos de A 
para elementos de C(M(A)), g: A--> C(M(A)). 

Neste momento precisamos passar a considerar álgebras C* 1 pois agora ire
mos precisar de resultados envolvendo a involução e as suas relações com a 
norma. Se A é uma álgebra C* 1 sempre podemos escrever um elemento a E A 
como uma combinação linear de elementos auto-adjuntos. Mais precisamente, 
a= a, + iaz com a, = ~(a+ a*) e a2 = ~(a* -a). Escrevendo a E A dessa 
forma fica claro que se JL E M(A) vale 

(3.6) 

De forma alternativa poemos escrever 

(3.7) 

ou ainda 
â* = â*. (3.8) 

Concluímos com isso que a transformada de Gelfand, g : A --> C( M (A)) é um 
*-homomorfismo. 

Além disso, temos o seguinte resultado 
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Proposição 7 Sendo A uma álgebra C* comutativa, tomemos ..\. como sendo 
um dos elementos do espectro de a E A. Então existe um caracter p sobre A 
tal que p( a) = .À. 

Como ideais maximais e núcleos de caracteres são a mesma coisa, concluímos, 
utilizando o lema de Zorn, que o ideal A( a - .\li) está contido em algum ideal 
maximal, ou seja, existe um caracter J.L tal que A( a - .\li) C ker p., logo a - .\li E 
ker J.L, de onde segne que p(a) = .\.0 

Lembremos que a norma em M(C(A)) é dada por 

11 â li= sup I â(p) 1- (3.9) 
i<EM(A) 

Mas acabamos de ver que se À E sp( a) existe um elemento J.L E M (A) tal que 
Jl(a) =.À. Além disso se p(a) =À temos p(a- /l(a)li) =O, logo a- .\li não pode 
ser inversível, isto é, .À E sp( a), ou seja, 

Jl(a) =À<(=} À E sp(a). (3.10) 

De modo que podemos escrever a norma de um elemento â E C(M(A)) na 
forma 

li â li= sup I.\ I= r( a), 
ÀE'l'(a) 

(3.11) 

onde r( a) denota o raio espectral do elemento a. Só que em uma álgebra C* 
vale 

r( a) =li a li . (3.12) 

Dessa forma obtemos a importante relação 

11 âll=lla 11- (3.13) 

Acabamos de mostrar que a transformada de Gelfand, além de ser um •
homomorfismo, é uma isometria. 

Um importante teorema de análise funcional, que só enunciaremos, mas cuja 
demonstração pode ser encontrada em [11], é o teorema de Stone-Weierstrass 

Teorema 3 (Stone- Weierstrass) Seja B uma sub-álgebra de C( X) com as pro
priedades 

• B é fechada pela conjugação complexa (se f E B então f E B ); 

• B separa pontos, isto é, se x, y E X com x # y, entã existe f E B tal que 
f(x) # f(y); 

• B é feclroda como conjunto. 

Então B é a própria álgebra C(X). 
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Corno a tranformada de Gelfand, g, é uma isometria e a álgebra A é com
pleta, temos que g(A) é também completa, logo fechada. Por outro lado as 
avaliações nos pontos separam os pontos de M(A). De fato, se um caracter se 
anular em todas os pontos ele deve ser identicamente nulo, o que não é possível. 
Mas a relação dada pela equação 3.8 nos garante que g(A) é fechada com relação 
a oonjugação complexa. 

Vemos então que g(A) satisfaz as condições do teorema de Stone-Weierstrass, 
logo g(A) é a própria álgebra C(M(A)), de modo que a tranformada de Gelfand 
é uma bijeção. Todos estes resultados são o conteúdo do teorema de Gelfand
Naimark 

Teorema 4 (Gelfand-Naimark) Se A é um álgelrra C*, então a transformada 
de Gelfand, g, é um *-isomorfismo isométrico. 

Este teorema nos garante que se duas álgebras possuem o mesmo espaço 
de caracteres, então elas devem ser isometricamente isomorfas, de forma que 
a caracterização de um espaço topológioo a partir da sua álgebra de funções 
contínuas está bem defiulda. 

Com iaso termínamos a caracterização de espaços topológicos a partir de 
álgebras. 

3.2 Fibrados Vetoriais 

A:s oonstruções algébricas emvolvendo fibrados vetoriais esão feitas de forma 
muito clara e organizada em [12]; por isso, nesta seção, estaremos seguindo de 
perto esta referência. 

Para podermos comparar dois fibrados sobre um mesmo espaço-base pre
cisamos do seguinte conceito: 

Definição 17 Sendo 1r1 : Fii -+ M e 1rz : Ez -+ M dois filrrados vetoriais 
sobre M, um mapa de fihmdos f : E1 -+ Ez é uma aplicação contínua tal que 
1rzf = 1r1 e tal que f I E1, : E1, -+ ~. é uma tranformação linear entre 
espaços vetoriais. 

Um outro conceito útil para oompararmos fibrados é o de sub-fibrado: 

Definição 18 Um su.b-fihmdo vetorial E1 de um fihrado vetorial1r : E -+ M, 
é um subconjunto E1 C E tal que E1 n Ex é um sub-espaço vetorial de Ex para 
cada x E M e tal que E1 com a restrição de rr seja também um fihrado vetorial 
sobreM. 

No capítulo 2 defirúmos uma seção como uma função de M em E. De uma 
forma mais geral temos 

Definição 19 Uma seção s sobre um subconjunto A C M é um mapa contínuo 
s: A-+ E tal que rr(s(x)) = x. 
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Este tipo de seção é muitas vezes chamada de seção local sobre A. Quando 
s estiver definida em toda M dizemos que ela é uma seção global, dessa forma 
o conceito de seção apresentado no capítulo 2 é o de seção globaL 

Como todo fibrado vetorial é localmente trivial, vemos imediatamente que 
podemos definir seções locais Si sobre um subconjunto aberto U C M de uma 
trivialização local, de modo que {Si ( x)} formam uma base para Ex qualquer 
que seja x EU. Usualmente chamamos {si} de uma base local para as seções 
emxEM. 

Se f : E 1 -+ E 2 é um mapa entre fibrados, em geral não podemos afirmar 
que a imagem ou o nucleo de f sejam sulrfibrados dos fibrados correspondentes. 
Isto só ocorre em alguns casos particulares. E para descrevermos as situações 
em que isto ocorre iremos utilizar o seguinte lema, cuja demonstração pode ser 
encontrada em [12]: 

Lema 1 Sejam t1, ... , tk seções locais de E sobre uma vizinhança U de x, tais 
que t 1 (x), ... , tk(x) sejam linearmente independentes. Então existe uma vizin
hança V de x tal que t1 (y), ... , tk (y) são linearmente independentes qualquer 
que seja y E V. 

Agora podemos enunciar 

Teorema 5 Seja f : E1 -+ E, um mapa entre fthrados. Então as seguintes 
afirmações são equivalentes: 

1. im f é um svh-fibrado de E,; 

2. ker f é um sub-fibrado de E,; 

3. a dimensão das fthras de im f é localmente constante; 

4. a dimensão das fibras de ker f é localmente constante. 

Vemos claramente que 3 e 4 são equivalentes e que são implicações diretas 
de 1 ou de 2. Para vermos que 3 implica 1 tomemos x E M e escolhamos 
uma base local s1, ... , s1n de E1 em x e t1, ... , tn de Eh em x. Renumerando 
se neeessário podemos supor que fs1(x), ... ,/sk(x) gera a fibra da imagem 
de f no ponto x; mais uma vez remunerando se preciso podemos supor que 
fs 1(x), ... , fsk(x), tk+l, ... , t, são linearmente independentes. Logo pelo lema 
1, e pela suposição de que a dimensão das fibras da imagem de f é locahnente 
constante, concluímos que fs1, ... , fsk, tk+l, ... , tn é uma base local para Eh 
no ponto x, de modo que f s,, ... , f sk é uma base local para a imagem de f. 
Vemos desse modo que a imagem de f possui uma estrutura de fibrado vetorial 
sobreM. 

Para vermos que 3 imlica em 2 tomemos {Si} base local como aeima. Dessa 
forma podemos escrever f si, para i > k, em uma vizinhança de x como 

k 

fs;(y) = La;jfsj(y). 
j=l 
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Para i > k seja Ti = Si - Z::~=l ~jSj. Como as seções Si são originalmente lin
earmente independentes, vemos que { s1, ... , Sk, Tk+ 1, ... , r n} são linearmente 
independentes. Além disso Tk+ 1, ... 1 T n São seções locais, linearmente indepen
dentes, de ker f. Como o número destas seções é exatamente a dimensão de 
ker f, concluímos que { rk+" ... , r n} é uma base local para ker f, logo ker f é 
um sub-fibrado de E 1. O 

Definição 20 Um produto interno em um fibrado vetorial E é um produto in
terno (, )x em cada fibra Ex que varie continuamente com relação a x. 

É fácil mostrarmos que qualquer fibrado sobre uma variedade compacta3 

admite um produto interno. 

Definição 21 Se E 1 e Ez são fibrados vetoriais sobre M, a soma direta de 
ambos é o fibrado E = E1 e E, cujas fibras são dadas por Ex = E1, e E2, . 

Teorema 6 Se M é uma variedade compacta', qualquer sub-fibrado F de um 
fibrado vetorial E sobre M é um somando direto em alguma decompasição de 
E. 

Escolhamos um produto interno em E, que sabemos existir. Tal produto 
interno define uma projeção Px : Ex -+ Fx que varia continuamente com x. 
Dessa forma p é um mapa entre fibrados. Tomemos G = ker p, e como irn p = F 
é um sub-fibrado de E temos que, pelo teorema 5, G é um sub-fibrado de E, e 
claramente temos E = G e F. O 

Lembremos que um espaço Hausdorff compacto é automaticamente normal5. 

Como sempre iremos considerar espaços Hausdorff, e como nos casos de interesse 
estaremos lidando com espaços compactos, é natnral falarmos em propriedades 
referentes a espaços normais. 

Lema 2 SeM é um espaço normal. Seja U uma vizinhança de x E M e s 
uma seção de um fibrado vetorial E sobre U. Então existe uma seção t sobre E 
definida em todo o espaço M tal que t é igual a s em alguma vizinhança de x. 

Sejam V, W vizinhanças de x tais que V C U e W C V. Tomemos w uma 
função6 sobreM com valores reais tal que w lw= 1, w IM-v= O. Agora basta 
definirmos t(y) = w(y)s(y) se y EU e t(y) =O caso contrário. O 

Corolário 1 Sendo X normal, para todo x E X podemos encontrar seções 
globais SJ, .•• ,sn que formam uma base local emparar(E) emx. 

3 0 resultado mais geral só exige que a variedade base seja paracompacta.. 
4 Existe uma demonstração deste teorema para o caso de M ser uma variedade paracom

pacta, mas para os nossos propósitos precisamos apenas do resultado para o caso compacto. 
5 Um espaço topológico X Hausdorff é dito normal, se dados dois fech.ados disjuntos A, B C 

X existe f' X~ R continua tal que f IA= 1 e f is= O. 
6 A existência desta função é garantida pelo fato de M ser um espaço normal. 
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Seja f : E 1 -> E 2 um mapa entre fibrados. Podemos usar este mapa 
para construir um mapa entre os espaços de seções destes dois fibrados, r(!) : 
r( E,) ___, r(Ez), dado por 

(r(f)s) (x) =f (s(x)) (3.15) 

Corolário 2 Sendo M normal e f, g : E 1 -> E, mapas de fihrados. Então se 
r(!) = r(g) temos que f= g. 

De fato, tomemos p E E 1 com 'll'l(p) = x. Então existe uma seção sem uma 
vizinhança de x com s( x) = p (para isto basta oonsiderarmos uma trivialização 
local). Mas pelo lema 2, existe uma seção global t que coincide com s em 
alguma vizinhança de x, de modo que t(x) = p. Mas agora podemos escrever 
f(p) = f(t(x)) = (r(f)t)(x) = (r(g)t)(x) = g(p). E oomo esta igualdade vale 
para qualquer que seja p E E 1 temos f = g. O 

Lema 3 Sejam M normal e s E r(E). Se s(x) = O então existem elementos 
s1, ••. , sk E r(E) e funções a,, ... , ak E C(M) tais que a;(x) = O para i = 
1, ... ,k es=I:a;s;. 

Tomemos uma base local s,, ... ' Sn E r( E) no ponto x, (lema 1). Desse modo 
podemos escrever s(y) = I: b,(y)s,(y) para y suficientemente próximo de x. 
No temos que as funções b, só estão definidas em uma vizinhança de x. Escolha
mos funções a; E C(M), ou seja, funções sobre toda a variedade, que concordem 
com as funções b, em uma vizinhança de x (a existência de tais funções é garan
tida pela aplicação do lema 2 ao fibrado M x IK, onde lK é o corpo em questão). 
Sendo assim temos que 

t = s- I:;a;s;, (3.16) 

se anula em uma vizinhança U do ponto x. Seja V também uma vizinhança de 
x tal que V CU e seja a E C(M) oom a sendo zero em x e 1 em M- V. Desse 
modo podemos escrever s = at+ I:a;s,, com a(x) = a;(x) =O. O 

Corolário 3 Seja Ix o ideal bilateral de C(M) dado pelas funções a E C(M) 
tais que a(x) =O. Então r( E)/ (Jxr(E)) o:e Ex, sendo o isomorfismo dado por 
s >-> s(x). 

A demonstração do corolário 2 nos garante que a aplicação s ,__, s(x) é sobreje
tiva. Por outro lado se s,(x) = sz(x) definamos t = s1 - sz é uma seção que se 
anula em x. Mas pelo lema 3, podemos escrever t como a soma de elementos 
do tipo as com a E Ix e s E r( E), ou seja, t é um elemento de Ixr(E), logo no 
espaço quociente a classe de equivalência de t é zero. Concluímos com isso que 
além de ser sobrejetiva a aplicação também é injetiva. Agora fica óbvio que tal 
aplicação é um isomorfismo. O 

Teorema 7 Seja M normaL Dado qualquer C(x)-mapa F : r(E,) _, r(E,) 
existe um único mapa entre fibrados f : E 1 _, E, tal que F= r(!). 
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A unicidade segue imediatamente do corolário 2. Por outro lado F induz um 
mapa da forma 

(3.17) 

Considerando este mapa para todos os pontos x E M obtemos um mapa f : 
E 1 --> Ez. Se sE r(E1 ) obtemos7 , usando o isomorfismo dado pelo corolário 3, 
(fs)(x) = fx[s] = [F(s)] = F(s)(x). É claro que f é um mapa linear em casa 
fibra, só falta mostrarmos que f é contínuo. Para isso, tomemos s1, ... , sn E 
r(E) uma base local em x. Se p E E e 1r(p) está proximo de x podemos 
escrever p = I: a;(p)s;(1r(p)), onde as funções a; são continuas. Logo f(p) = 
I;a;(p)fos;(?r(p)), mas f os;= F(s;) de modo que f os; é uma seção continua. 
Portanto f (p) é continua. D 

Corolário 4 Sendo M normal, dois jihrados sobre M E 1 e Ez são isomorfos 
se, e somente se, r(E1 ) e r(Ez) forem isomorfos como C(x)-módulos. 

Lema 4 Seja M compacta e H ausdor!J, e seja E um jihrado vetorial qualquer 
sobre M. Então existe um jihrado triviafl Eo = M X m;n e um mapa sobrejetivo 
f : Eo --> E 1 , de forma que o fibrado E 1 dado inicialmente é um somando direto 
de Eo, isto é, Eo =E, 6l Ez para algum jihrado Ez. 

Para cada ponto x E M escolhemos seções sx,l, ... , Sx,k"' que formam uma 
base local em uma vizinhança Ux. Como M é compacta existe um numero finito 
de vizinhanças U1 , ... , U n que cobrem M. Logo existe um número finito de 
seções s,, ... ,Sn tais que s,(x), ... ,sn(x) geram Ex qualquerquesejax EM. 
Consideremos Eo como sendo o fibrado trivial M X Kn' de modo que r(Eo) 
é um C(M)-módulo livre com n geradores e1, ... , en. Consideremos o mapa 
F: r(Eo) _.r( E) dado por e;,_. s;. Pelo teorema 7, F dá origem a um mapa 
entre fibrados f : Eo _. E, e como fe;(x) = s;(x) temos que f é um mapa 
sobrejetivo. Agora como f : Eo -+ E é um mapa entre fibrados, concluímos, 
pelo teorema 5, que ker f = E2 é um subfibrado de E 0 , de modo que podemos 
escrever Eo = E 1 6l E2, e claramente temos que E "' E1 . D 

Corolário 5 SeM é compacta e Hausdor!J, e E é um jihrado vetorial qualquer. 
Então r(E) é um C(M)-módulo finitamente gerado e projetivo. 

Pela demonstrção do lema acima vemos que r(E) é um submódulo de um 
módulo livre e finitamente gerado. D 

Neste ponto enunciamos o teorema mais importante desta seção, o qual nos 
fornece a caracterização algébrica de fibrados vetoriais: 

Teorema 8 SejaM uma variedade Hausdorff e compacta. Então um C(M)
módulo P é isomorfo a um módulo da forma r( E) para algum fibrado E se, e 
somente se, P for finitamente gerado e projetivo. 

7 Aqui estamos usando [·J para denotar a classe de equivalência de um elemento. 
8 Aqui :OC pode ser o corpo dos reais ou o corpo dos complexos. 
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A volta deste teorema nada mais é do que o corolário 5. Suponhamos que P 
seja um módulo finitamente gerado e projetivo, então P é um somando direto de 
um C(M)-módulo livre finitamente gerado F. Portanto existe um idempotente 
g : F --> P com P = img. Como F é finitamente gerado e livre, podemos 
escrever F = r( Eo) para Eo = M x JKn. Agora, pelo teorema 7, temos que 
g = I'(!), e como g2 = g obtemos que f 2 = f. Se pudermos mostrar que 
E= im f é um sub-fibrado de Eo, nós teremos, pelo teorema 6, que Eo =E, ff!E:z 
onde E2 = ker f, e dessa forma P :::: imi'(f) = I'( E,). Pelo teorema 5, para 
mostrarmos que E 1 = im f é um sub-fibrado de Eo, é suficiente mostrarmos 
que a dimensão das fibras E 1, é localmente constante. Como f 2 = f obtemos 
ker f = im(li- f), e pela construção de f temos Eo, E1, $ E:z,. Suponhamos 
que dimE1, =h e dimE:,, = k, então para pontos y E V de uma vizinhança V 
de x vale dimE,. 2: h e dim E; 2: k, mas 

(3.18) 

é constante. Portanto dimE1, é localmente constante. D 
Nestas duas ultimas seções mostramos que espaços topológicos são equiva

lentes a álgebras C* comutativas, a álgebra das fimções contínuas sobre o espaço 
dado. E mostramos também que os módulos finitamente gerados e projetivos 
são equivalentes ao módulo das seções de um fibrado vetorial conveniente. 

Daqui em diante pensaremos apenas em álgebras, não mais necessriamente 
comutativas, e em módulos finitamente gerados e projetivos sobre as mesmas. 
Tais estruturas serão entendidas como generalizações das estruturas usuais de 
geometria diferencial. 

3.3 Cálculo Quantizado 

Para que as caracterizações algébricas feitas nas seções anteriores possam ser 
usadas como uma fOrma de generalizar os conceitos usuais de geometria, pre
cisamos construir as ferramentas usuais da geometria em termos algébricos. 

Definição 22 Seja e um bi-módulo sobre uma álgebra A. Uma derivação em 
A é aplicação linear D : A ~ e que satisfaz a regra de Leibniz 

D(ab) = (Da)b + a(Db) (3.19) 

A princípio, a noção de derivação sobre uma álgebra parece ser muito ar
bitrária e depender da escolha que fazemos do módulo E. Porém existe um con-
ceito de derivação que resolve o problema de caracterizar as possíveis derivações 
sobre uma álgebra. 

Definição 23 Uma derivação d : A ~ !J1 A com valores em um bí-módulo sobre 
A, 0 1 A, é dita universal se dado qualquer outro bi-módulo e e outra derivação 
D : A ~ E existe um único morfismo entre bi-módulos i v : !J1 A ~ e tal que 
D =iv od. 
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Obviamente, se uma álgebra possuir uma derivação universal como acima, ela 
será única a menos de isomorfismo entre os bi-módulos. Resta apenas sabermos 
sobre quais circunstâncias uma álgebra admite uma derivação universal. 

Teorema 9 Dada uma álgebra A, definamos d : A ___, A 0 A por da = TI 0 a -
a 0 li, Seja >!1 A o sub-módulo de A 0 A gerado pelos elementos da forma adb, 
Então d juntamente com !11 A formam uma derivação universal para A. 

O mapa d satisfaz a regra de Leibniz 

d(ab) =TI 0 (ab)- (ab) 0 R= a 0 b- (ab) ®li+ R 0 (ab)- a 0 b 

= a(TI 0 b- b®TI) +(TI ®a- a®TI)b = a(db) + (da)b. 
(3.20) 

E como d é linear vemos que d :A___, >!1 A é realmente uma derivação para A. 
Agora dada uma outra derivação D : A___, E, definamos i v : f!1 A___, E pela 

sua ação em tensores simples 

iv(a 0 b) = aDb, (3.21) 

e estendamos i D por linearidade para os demais elementos de A 0 A. Dessa 
forma i v é um morfismo entre módulos e Da = i v o da qualquer que seja a E A. 
Com isso estabelecemos a universalidade de d : A___, !11 A. O 

Existe uma outra caracterização do bi-módulo 0 1 A alem da usada acinla. 
Podemos considerar o operador multiplicação m : A 0 A ___, A que agindo em 
elementos é dado por a 0 b ....., ab. Consideremos um elemento da forma adb, 
logo 

m(adb) = m(a® b- ab® TI) 

=m~®ij-m~®~=ab-ab=O. 
(3.22) 

Como definimos !11 A como sendo gerado pelos elementos da forma adb con
cluímos que >!1 A C ker m. 

Por outro lado se nós tivermos L ai 0 bj E ker m vale L ajbj = O E A de 
modo que podemos escrever 

I:; ai 0 bj = I:; aj 0 bj - I:; ajbj 0 TI 

=I:; ai (R 0 bj- bj ®li)= I:; ajdbj. 
(3.23) 

Logo temos que f!1 A = ker m. 

Definição 24 Uma álgebra diferencial graduada (R!, c5) é uma ólgebra associa
tiva R! = EB>=0Rk cujo produto é graduado ( RkRl C Rk+lJ, juntamente com 
uma diferencial c5, isto é, um mapa linear de grau 1, tal que c52 = O é uma 
derivação graduada 

(3.24) 
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Nós queremos construir uma álgebra diferencial graduada !]• A= EB~ 0 !1' A, 
tal que !1° A= A e !11 A seja como acima. Além disso queremos que !]• A seja 
universal no seguinte sentido 

Definição 25 Uma álgebra diferencial graduada ( !]• A, d) é dita universal se 
dada uma outra álgebra diferencial graduada (R•, ó), qualquer homomorfismo 
entre álgebras ,P : A __. R" se estende para um homomorfismo de grau zero 
..P : !]• A __. R• que relaciona as duas diferenciais, isto é, ó = ..P o d. 

Vamos denotar A = A/IC o quociente de A pelos números complexos IC. 
Como estamos considerando álgebras unitárias sobre os complexos, os mesmos 
podem ser considerados com uma sub-álgebra de A (basta identificarmos os 
numeros comlexos com os elementos da forma .Xli À E IC). Dessa forma este 
quociente elimina os escalares de dentro da álgebra. 

Podemos dar a A 0 A uma estrutura de bi-módulo 

a( ao 0 a,)= (aao) 0 a, 

(ao 0 a,)c =ao 0 a, c- (aoa,) 0 c. 
(3.25) 

Com esta estrutura de bi-módulo para A 0 A o mapa i : A 0 A __. !11 A dado 
por ao 0 a, >--+ aoda,, que é bem definido pois dli = o, se torna um isomorfismo 
entre módulos. Dessa forma podemos indentificar A 0 A= !11 A. 

Se definirmos !12 A = !11 A 0 A !11 A, pela identificação acima podemos es
crever !12 A = (A 0 A) 0A (A 0 A) "" A 0 A 0 A. De um modo geral pode
mos definir !1n A= !11A 0 · · · 0 !11A (n vezes), que pode ser identificado com 

!]nA = A 0 ~. Estas duas formas de caracterizarmos !]nA se relacionam 
pela identificação 

(3.26) 

Muitas vezes omitimos o produto tensorial e escrevemos 

(3.27) 

Definimos a diferencial d : !]nA __. !]n+ 1 A pela regra 

(3.28) 

ou seja, 
d( ao da, · · · dan) = daoda1 · · · dan. (3.29) 

Fica claro a partir desta definição, uma vez que dli = O, que d2 = O. 
Para tranformarmos !]• A em um bi-módulo sobre A definimos a estrutura 

de módulo à esquerda por 

a(aoda, · · · dan) = (aao)da, · · · dan, (3.30) 

para obtermos a estrutura de módulo pela direita precisamos levar em conta 
a regra de Leibniz. Uma vez que d(ab) = (da)b + a(db) obtemos que (da)b = 
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d(ab) - a(db). Usando esta regra repetidas vezes obtemos para a estrutura de 
módulo a direita 

n-1 
+ L(-1)n-i"<Jda1· ··d(a;a;+l)···dandb (3.31) 

i=l 

E se definirmos a multiplicação entre dois elementos de n• A por 

(3.32) 

n• A se torna uma álgebra diferencial graduada. 
Se a álgebra A ti ver uma involução, podemos tranformar n• A em uma 

álgebra involutiva definindo 

(aoda, ···da,.)* = (-da~)··· ( -da~)a;;. (3.33) 

É possível verificarmos, usando as estruturas de módulo a direita1 como vis
tas acima, que ( (-da;;) · · · ( -dai)a;j)* = "<Jda1 · · · dan e que ( da1 · · · danb)* = 
b* cta;;_ · · ·dai de forma que para quaisquer dois elementos w, Tf E n• A vale 
(wTf)* = Tf*w*, como deveria ser. 

Suponhamos que (R", ó) seja uma álgebra graduada diferencial tal que exista 
um homomorfismo algébrico 'lj; : A _, R". Podemos estender este homomorfismo 
para 7/J : n• A _, R" por 

7/J("<Jda, · · · dan) = 7/J(ao)ó('lj;(a,)) · · · ó('lj;(a,.)). (3.34) 

Desse modo n• A é uma álgebra graduada diferencial universal. 

Definição 26 Seja t: um A-módulo a direita. Consideremos o A-módulo a 
direita t: ®A fl1 A. Uma conexão em t: é um mapa linear 

(3.35) 

que satisfaça 
'V(sa) = ('Vs)a+ s®da, (3.36) 

paras E& eaEA. 

Nós podemos estender a conexão para n-formas, 'V: t:®Afl" A_, t:®Afl" A, 
pela regra 

'V(s ® w) = 'V(s) ® w + s ® dw, (3.37) 

para quaisquer s E t: e w E n• A. 
Em alguns casos é possível falarmos de um produto interno para um módulo 

41 



Definição 27 Um pré-C* -módulo a direita, E, sobre uma C* -álgebra A é um 
módulo complexo a direita sobre A juntamente com uma aplicação sequilinear 
( · I ·)E x E _, A, satisfazendo 

(r I s+t) =(r I s)+(r I t), 
(r I sa) =(r I s)a, 

(r I s) =(sI r)*, 

(sI s) >O, s #O. 

(3.38) 

Lembremos que em uma C* -álgebra A, dizemos que um elemento a E A é 
positivo se sp(a) C [0, oo). 

Quando lidamos com pré-C* -módulos podemos falar na compatibilidade da 
conexão com a estrutura de produto interno. Para fazermos isto precisamos 
estender o produto interno de E para E 0 n• A. Para s, t E E e para w E f!• A 
definimos 

(sI t®w) =(sI t)w, 

(s®w I t) =w*(s I t). 
(3.39) 

Definição 28 Quando E é um pré-C* -módulo, uma conexão é dita compatível 
com a estrutura Hermítíana se \:1 s, t E e ela satisfizer 

(V's I t) +(sI V't) = d(s I t). (3.40) 

As conexões compatíveis sempre existem, qualquer que seja o fibrado e em 
questão. Primeiramente consideremos o fibrado livre E = An, podemos definir 
a derivação d nos elementos deste fibrado da seguinte forma 

(3.41) 

Não é difícil vermos que d, definida desta forma, é uma conexão compatível com 
a estrutura Hermítiana dada por 

(81) (t') n : . : = f=sjt3. 

Sn fn J-l 

(3.42) 

Mas podemos ver no apêndice A que todo módulo projetivo finitamente 
gerado pode ser escrito na forma pF, onde F é um módulo livre finitamente 
gerado e p : F _, F é um operador idempotente. Mas um módulo F sobre A, 
que é livre e finitamente gerado, é isomorfo a An, onde n nada mais é do que o 
número de geradores de F. Dessa forma podemos escrever todo módulo proje
tivo finitamente gerado como pAn, com p : An ~ An um operador idempotente. 
Notemos que a estrutura Hermitiana definida acima para An induz uma estru
tura Hermitiana em E= pAn. Além disso, em um módulo da forma E= pAn, 
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pd define uma conexão compatível com a estrutura Herm.itiana induzida em E. 
Logo sempre podemos definir pelo menos uma conexão compatível em E = pAn. 

Agora notemos que se 'V 1 e V 2 são duas conexões sobre E) então V 1 - V 2 

é um mapa a: E--> E®A >11A linear em A, ou seja, se a E A e sE E temos 
a( sa) = (as )a. Podemos mostrar que no caso de \71 e \7 2 serem compatíveis 
com a estrutura Herm.itiana então a* = -a, isto é, a é anti-auto-adjunto. 
Inversamente se 'ii'o for uma conexão compatível em E e a: E--> E0A>11 A for um 
operador anti-auto-adjunto, então V' = V o+ a é uma outra conexão compatível 
em e. Portanto, fixada uma conexão compatível V o, todas as demais conexões 
compatíveis podem ser escritas na forma \7 = 'ii'o +a com a: E--> E ®A >11 A 
anti-auto-adjunto. 

Em particular, se fizermos a identificação E = pAn, podemos pesar em a 
com sendo um elemento de Anxn ®A >11 A tal que 

a = ap = pa = pap. (3.43) 

De um modo geral identificamos Anxn ®A >11 A com (>11 A)nxn. Dessa forma, 
ao fixarmos V' 0 = pd podemos escrever qualquer conexão compatível sobre e na 
forma 

\7 = pd + a. (3.44) 

Podemos usar estes resultados para obter uma formula explícita para a cur
vatura associada a uma conexão V' em E = pAn. Primeiramente notemos 
que podemos definir d para elementos de (>11 A)nxn da seguinte forma: se 
w = (w;j) E (>11 A)nxn definiroos dw = (dw;j), de modo que d em (>11 A)nxn 
continua satisfazendo a regra de Leibniz. E se usarmos a identificação de 
Anxn ®A >11 A com (>11 A)nxn, obtemos as seguintes relações para um operador 
idempotente 

p(dp)p =o, 
p(dp)(dp) = (dp)(dp)p, 

(dp)p = (1- p)(dp). 

(3.45) 

Escrevendo a curvatura IJ na forma IJ = \72 , podemos usar as equações 3.44 
e 3.45 para obtermos a inlportante relação 

!J(s) = pd(pds +as)+ a(pds +as) 

= pdpds + pd( as) + a:pds + a 2 s 

= pdpds + p(da)s- pads + apds + a2 s, 

e uma vez que s = ps concluímos que 

!J(s) = (pdpdp + p(da)p + a2 )(s). 

3.4 Traço de Dixmier 

(3.46) 

(3.47) 

Quando estamos lidando com grandezas que são operadores sobre um determi
nado espaço, como por exemplo a curvatura vista na primeira seção do capítulo 
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2, precisamos de um funcional do tipo traço para falarmos em integral. Como 
veremos adiante, iremos usar uma representação da álgebra A em um espaço 
de Hilbert para fazer os cálculos. Dessa forma é importante se ter uma gen
eralização conveniente do traço usual, em espaços de dimensão finita, para os 
casos em que o espaço de Hilbert não possui dimensão finita. Na prática, não 
podemos definir um funcional do tipo traço para todos os operadores lineares 
limitados aobre 1í. Esta generalização é obtida pelo traço de Dixmier dentro de 
uma classe razoavelmente abrangente de operadores. 

Seja 1í um espaço de Hilbert9 e C.(1í) o espaço dos operadores lineares 
limitados aobre 1í. Dentro do espaço dos operadores lineares limitados de 1í 
nós temos o sub-espaço dos operadores compactos, denotado por JC, sendo que 

Definição 29 Um operador T : 1í -> 1í é dito compacto se, e somente se, para 
toda sequência limitada { Xn} C 1í a sequência {Txn} possuir uma sub--sequência 
convergente. 

Seja T E K um operador compacto, o operador dado por I T i= (TtT)~, 
chamado de valor abaoluto de T, é um operador auto-adjunto com auto-valores 
positivos, ou seja, é um operador positivo. Desse modo podemos escrever I T I 
em termos de uma base de auto-estados, isto é, denotando os vetores de 1í por 
I v} e os duais por (v I podemos escrever 

I T i= I:Sk I uk) 0 (uk I (3.48) 
k 

onde os vetores I uk) são auto-vetores de I T I com auto-valores Sk, ou seja, 
I TI (I Uk)) = Sk I uk)· Em textos de física é comum escrevermos a equação 
acima com o produto tenaorial subentendido 

I Ti= _Lsk I u•)(uk I, (3.49) 
k 

notação qne adotaremos. 
É possível mostrarmos, ver [11], que sendo T um operador compacto, pode

mos escrevê-lo na forma 
(3.50) 

sendo U uma isometria parcial, ou seja, onde U não se anula ele é uma isometria. 
Esta é a chamada decomposição polar do operador T. Agora usando a equação 
3.49, podemos escrever 

(3.51} 
k k 

com I Vk) =UI Uk). Esta expressão é chamada de espansão canônica de T. Os 
coeficientes sk = sk(T) são chamados de valores singulares de T. Reordenando 
se necessário, podemos supor que os valores singulares de T, sk (T), aparecem 
em ordem decrescente, ou seja, a sequência {sk} é monótona decrescente. 

9Esta.mos supondo que os espaços de Hilbert são de dimensão infinita e separáveis, de modo 
que existe uma base ortonormal contável infinita. 
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Definição 30 Dentro do conjunto dos operadores compactos K definimos as 
classes 

CP= {TE K: L Sk(T)P :,; 00 }. (3.52) 
k 

A classe .C1 é chamada de classe traço. Nas classes cP podemos definir uma 
norma por 

' 
11 TI Ir= ( ~s.(T)Pr = (Tr 1 T IPJ*. (3.53) 

Definimos as somas parciais dos valores sigulares de T por 

n-1 

<7n(T) =L Sk. (3.54) 
k=O 

Vemos claramente que na classe traço temos li T ll1 = litnn~oo <7n(T). 

Lema 5 Cada <7n obedece a desigualdade triangular, ou seja, <7n(A + B) :,; 
<7n(A) + <7n(B). 

Para demonstração ver [4]. D 

Uma outra desigualdade que as funções a n satisfazem é dada por 

Lema 6 Sendo S, T E JC operadores positivos, então 

<7m+n(S + T) 2: <7m(S) + O'n(T), (3.55) 

para quaisquer que sejam m, n E N. 

A demosntração deste lema também pode ser encontrada em [4]. D 

Como cada soma parcial <7n(T) é definida em termos dos valores singulares 
de T, que são positivos, fica fácil vermos que, usando o lema 5 acima, cada an 
define uma norma em JC. 

A princípio as somas parciais Un só estão definidas para valores inteiros de n, 

mas nós podemos estendê-las para todos os valores reais por linearidade. Sendo 
n = [À] a parte inteira de À, e sendo O :,; t :,; 1, podemos definir 

<7>.(T) = (1- t)an(T) + t<7n+l(T), (3.56) 

ou seja, ligamos os valoresun(T) e O"n+l(T) por uma reta. E como as funções <7n 
satisfazem a desigualdade triangular, é imediato verificarmos que as extensões 
<7>. satisfazem a desigualdade triangular para cada À. 

Definição 31 O ideal de Dixmier de operadores compactos é definido por 

.cH = {TE K :11 T Ih+~ sup " 1 "(~) < oo} · 
>.~e og" 

(3.57) 
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O lema 5 nos garante que 11 · IIH está bem definida como norma. Se tivermos 
TE t::_l, u,(T) é limitada de modo que li T Ih+:<:; oo, ou seja, C1 C Cl+· 

Para definirmos um funcional do tipo traço em .Cl+ consideremos 

Definição 32 A média de Cesaro da função "" (T) f log À é definida por 

T),(T) = _1_ {" uu(T) du 
logÀ }3 logu u 

(3.58) 

Como as funções Uu satisfazem a desigualdade triangular fica claro que a 
média de Cesaro acima satisfaz T>.(S + T) ::; T,(S) + T,(T). 

A média de Cesaro possui as propriedades de um funcional do tipo traço com 
exceção da aditividade, isto é, T,(S + T) # T,(S) + T,(T). Porém ela possui 
uma aditividade assintótica, mais precisamente temos 

Lema 7 Se S, TE .C1+ são operadores positivos] então 

(
loglogÀ) 

T;.(S + T)- T,(S)- T;.(T) =O log À , quando À -+ oo, (3.59) 

ou seja, T,(S + T)- T,(S) T;.(T)--+ O quando À--+ oo. 

Do lema 6, podemos escrever 

O< (s) (T) (s T) 
1 1" <Iu(S) + Uu(T)- Uu(S + T) du 

_T>. +T), -T;. + =-
1

, l 
~A 3 ~u u 

1 1" Uzu(S + T)- <Iu(S + T) du <--
- logÀ 3 logu u 

= _1_1." ("u(S+T) _ <Iu(S+T)) du 
logu 6 log ~u logu u 

- _1 ( r"- 1.2") Uu(S + T) du. 
logÀ }3 6 logu u 

Agora das observações após a equação 3.56 e da definição 31 obtemos 

Uu(S + T) < Uu(S) + O"u(T) < li S Ih++ li T Ih+ 
logu - logu - logu ' 

ou em outra forma 

<Iu(S +T) :0; (li S li I++ li T IIH)logu. 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

Esta desigualdade é usada para majorarmos as integrais da pripeira desigual
dade, o que nos fornece 

2 + loglog À 
T,(S)+T,(T)-T,(S+T):O;(IISII>++IITIIH)log2 logÀ . (3.63) 
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Dessa desigualdade segue-se o lema. O 

Agora notemos que, se T E L 1 +, vale 

1 1>. 1 log 2> I T>.(T) IS -
1 

, li T IIH -du = 
1 

: li T Ih+, 
og" 3 u og" 

(3.64) 

dessa forma, a função que leva À>--+ T>.(T) é limítada no intervalo [3,co). Além 
disso é imediato vermos que ela é contínua em À. Dessa forma temos que 
À>--+ T>.(T) é uma função em G•[3, oo), onde denotamos o conjunto das funções 
contínuas e limítadas sobre o intervalo [3, co) por G•[3, co). Denotemos por 
G0 [3, oo) o conjunto das funções contínuas em [3, oo) que se anulam no infinito. 
Uma vez que T>.(S + T)- T>.(S) - T>.(T) -->O quando À--> co, concluímos que 
T>.(S + T)- T>.(S) T>.(T) E G0 [3, co). Estas observações nos levam a seguínte 

Definição 33 Consideremos a álgebra quociente B00 = G•[3,co)/Go[3,oo), e 
sejar(T) E B00 a classe de equivalência da função À>--+ r,.(T), para um operador 
positivo TE .C1+. Então r é um funcional aditivo e positivo-homogêneo, isto é, 
r(S + T) = r(S) + r(T) e r(cT) = c-r(T) para c 2: O. 

A definição acima é feita somente para os operadores positivos de .C1+, mas 
existe um lema sobre álgebras e ideais, ver [4], que nos garante que .Cl+ é gerado 
linearmente pelos seus elementos positivos, de forma que podemos estender a 
definição acima, por linearidade, para todos os elementos de .Cl+. 

Com isso obtemos uma aplicação entre operadores de .Cl+ e elementos da 
álgebra B00 • Para obtermos um funcional, ou seja, uma aplicação com valores 
em C, precisamos tomar um funcional sobre B00 . Mais precisamente vamos 
considerar estados sobre B00 , isto é, funcionais w : B00 --> IC tais que w(li) = 1, 
onde li E B 00 é a identidade de B 00 • 

Definição 34 Para ooda estado w sobre B 00 corresponde um traço de Dixmier 

TrwT "2 w(r(T)). (3.65) 

Dentro de ,Cl+ existe uma classe especial de operadores, 

Definição 35 Dizemos que um operador T E .Cl+ é mensurável se a função 
r,.(T) converge quando À--> oo. 

Suponhamos que T E .Cl+ é um operador mensurável, então r,. (T) --> a 
quando À --> co, desse modo no quociente B00 a classe de equivalência da função 
À --> r,.(T) é igual a classe de equivalência de a1, onde 1 denota a função 
constante igual a um. Não é difícil vermos que a classe de equivalência da função 
constante igual a 1 nada mais é do que a identidade de B00 . Dessa forma, se 
denotarmos por [r,(T)] E B00 a classe de equivalência da função À--> r,.(T), 
obtemos 

[r,(T)] = [a1] = a[1] =ali. (3.66) 
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Assim, se TE .C1+ é mensurável, obtemos que 

TrwT = w([T,,(T)J) = w(ru) =a= lim r,(T), 
>~co 

(3.67) 

independentemente do estado w escolhido. Neste caso denotamos o traço de 
Díx:mier por Tr + Logo temos a importante relação 

Tr+ T = lim T>.(T). 
>.~co 

Um caso particular de operador mensurável ocorre quando o limite 

lim <IN(T) 
N~oo logN 

(3.68) 

(3.69) 

existe. Neste caso pode-se calcular o limite da média de Cesaro, obtendo-se 

Tr+ T- li (T)- li <IN(T) - m 'TA - m ---. 
Ã---+oo N ---+oo log 1V 

(3.70) 

3.5 K-Ciclos 

Os objetos que nos permitem fazer contas dentro da geometria não-comutativa 
são os chamados K -ciclos 

Definição 36 Um K-ciclo (H, D) para uma *-álgebra A é dado por uma *
representação de A dentro da álgebra de operadores limitados sobre um espaço 
de Hübert H, p: A-+ C.(H), juntamente com um operador (não limitado) auto
adjunto D em H com resolvente compacto, tal que [D, p(a)j é limitado qualquer 
que seja a E A. 

Usualmente omitimos a escrita da representação p e escrevemos somente 
[D,a]. 

Em muitos casos o espaço de Hilbert H é um espaço Z,-graduado, sendo o 
operador de graduação r, com r 2 = r. Tal que A age em H por operadores 
pares, e D é um operador ímpar, isto é, para a E Ara= ar e Dr = -rD. O 
operador D é normalmente chamado de operador de Dirac. 

Lembremos que o traço de Dixmier está definido para uma subclasse de 
operadores de C.( H), de modo que faz sentido a seguinte definição. 

Definição 37 Um K-ciclo é dito n+ somável se I D 1-n pertence ao ideal de 
Dixmier f:.l+. A ordem de somabilidade de um K-ciclo pode ser vista como a 
dimensão do K-ciclo. 

Mais adiante veremos que que a dimensão do K -ciclo, nos casos em que 
estamos considerando espaços geométricos usuais, está diretamente relacionada 
com a dimensão do espaço. 

A existência de um K-ciclo nos permite considerar a álgebra das formas 
diferenciais universais n• A como uma sub-álgebra da álgebra de C.( H). 
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Proposição 8 Dado um K-ciclo (H, D) sobre uma álgebra A, a seguinte equação 
define uma *-representação de n• A em 1í 

1r(aoda1 · · · dan) = ao[D, a,]··· [D, an]. (3.71) 

Como 1r(da,daz) = [D, a,][D, az] = 7r(da,)7r(daz) vemos claramente que 1r 
é um homomorfismo algébrico. E sendo D um operador auto-adjunto obtemos 
que [D, a]*= -[D, a*], desse modo 1r(aoda1 · · · dan)* = 1r((aoda1 · · · dan)*). O 

Considerando os elementos de n• A, através de um K-ciclo (H, D), como 
operadores em H, podemos falar no traço de Dixmier dos mesmos. 

Definição 38 Um K-ciclo n+ somável sobre uma álgebra A, (H, D), é dito 
tame se para todo T E 1r(s:l" A) e para todo S E J:.(H), a seguinte equação é 
válida 

(3.72) 

O traço de Dixmier é um candidato natural para definirmos um produto in
terno em 1r(s:l" A). Mas antes de fazermos isto é conveniente notarmos o seguinte: 
apesar de 1r ser um homomorfismo entre álgebras, se ker 1r # {O}, 1r não será um 
homomorfismo entre álgebras diferenciais, isto é, 1r não preservará a diferencial; 
de fato, se 1r(w) =O e 1r(dw) #O temos claramente que 1r(dw) # i[D,1r(w)]. 

Uma forma de resolvermos este problema é através de um quociente. Para 
fazermos isto notemos que 

Jo = ker1r, (3.73) 

é um ideal bi-lateral graduado. A graduação de J0 é naturalmente dada por 
Jo = éBd/; onde J/; = {w E n• A : 1r(w) = 0}. Mas Jo não é um ideal 
diferencial, ou seja, em geral dJo não está contido em Jo. A forma correta de 
resolvermos isto é dada pela seguinte 

Proposição 9 Sendo J0 = ker 1r o ideal bi-lateral graduado de n• A, então 
J = J0 + dJ0 é um ideal bi-lateral graduado diferencial de n• A. 

Como subconjunto de n• A, J possui claramente uma graduação, além disso, 
como ~ = O, dJ C J, dessa forma só precisamos mostrar que J é um ideal. 
Sendo w um elemento de J podemos escrevê-lo na forma w = w1 + dw2 com w, E Jo n f!k A e Wz E Jo n n•-l A (o caso geral é obtido diretamente por 
linearidade). Seja a E s:l1 A, dessa forma obtemos 

wa = w,a + (dwz)<> = w,a + d(Wo~<>) - ( -1)•-1w2da 

= (w,a+(-l)•wzda) +d(wz<>), 
(3.74) 

como Jo é um ideal vemos que w1 a + ( -1 j•w2da e que wza são elementos de 
J0 . Dessa forma wa E J (o caso aw é totalmente análogo). O 

Agora, como J é um ideal diferencial, podemos introduzir a seguinte álgebra 
quociente 

nr,A = 1r(s:l" A)j1r(J). (3.75) 
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Neste ponto é natural considerarmos 1r como 

(3. 76) 

e agora 1r é um homomorfismo diferencial entre álgebras. 
É interessante notarmos que f!Í)A, qualquer que seja k, pode ser escrita na 

forma 

Esta construção nos garante que expressões da forma 

L: aoj[D, a,j]· · · [D, akj], 
j 

(3.77) 

(3.78) 

definem de maneira única e sem ambiguidades10 elementos de >!DA. Isto nos 
permite usar o traço de Dixmier para definirmos um produto interno em >!DA. 
Para isso lembremos que o traço de Dixmier é cíclico, assim em um K-ciclo tame 
vale 

(3.79) 

dessa fom1a podemos definir um produto interno em 1r(flk A) por 

(3.80) 

Denotemos por 1í.k o espaço de Hilbert obtido através do completamento 
de 1r(flk A) pelo produto interno definido acima. Sendo P o projetor ortogonal 
de 1í.• no complemento ortogonal de 1r(d(J0 n n•-' A)), temos que o produto 
interno dado por 

(Pw, I Wz) = (Pw, I Pwz), Wj E nj), (3.81) 

só depende das classes de Wj em r!j). Denotemos por 11k o completamento de 
f!Í) por este produto interno. Claramente 11• = PH •. 

3.5.1 Espaço de 2 Pontos 

Agora estamos aptos a considerar um exemplo bastante interessante. V amos 
falar na geometria do espaço de dois pontos X = {1, 2}. Uma função neste 
espaço nada mais é do que um par de numeros complexos f = (j,,J2). Dessa 
forma podemos identificar a álgebra das funções sobre este espaço, A, com ICe C. 

Para construirmos um K-ciclo para esta álgebra vamos considerar um espaço 
de Hilbert de dimensão finita. Mais precisamente vamos considerar 1í. = cN e 
cN. E tomemos a representação diagonal de A sobre H., isto é, 

) (
j,li o) 

(f,, fz >-+ O fzK ' (3.82) 

10Qu seja, não temos duas expressões cliferentes definindo o mesmo elemento. 
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onde li denota a identidade N x N. Com esta representação a ação de A em H. 
tem a forma 

(h, h)(s,, sz) = (f1s,,f2sz), 

para (h, h) E A e (s,, Sz) E H. 
Um operador de Dirac pode ser definido pela seguinte matriz 

D= (o m*) 
m O ' 

(3.83) 

(3.84) 

onde m é uma matriz N x N não-nula com entradas complexas. Este espaço 
possui um operador de graduação naturalmente definido por 

(3.85) 

onde, novamente li denota a identidade N x N. 
Dessa forma a representação de urna 1-forma do tipo db é dada por 

( o m*) rr(db) = [D,b] = (b1 - b2 ) m -
0 

. (3.86) 

Logo uma 1-forma dada por adb pode ser representada por 

( 
O -a1m*) rr(adb) = a[D, b] = (b1- bz) azm 0 . (3.87) 

Da definição de fl1 A, como sendo gerado pelos elementos da forma adb, uma 
1-forma arbitrária pode ser escrita como 

( 
O -</>Im*) 

rr(w) = t/>zm O ' (3.88) 

onde, </>1 e 4>z são números complexos. Definindo o idempotente e = (1, O) E A, 
e sendo 1 = (1, 1) a identidade de A, obtemos que 

(o -m*) ede= 
0 0 

, 

(1-e)de=(! ~)· 
(3.89) 

Com isso vemos que a forma genérica dada por 3.88 pode ser escrita como 
sendo 

w = </>1ede + 4>z(1- e)de, (3.90) 

de onde concluin1os que o espaço das l-formas, n' A, tem din1ensão 2 sobre os 
complexos C. 

Vamos considerar o fibrado trivial sobre A, ou seja, & = A. Neste caso uma 
conexão é dada por \1 = d + a onde a é uma forma auto-adjunta. Mas uma 
forma auto-adjunta arbitrária pode ser escrita como 

a = -;jede + ,P(l - e )de, (3.91) 
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sendo </> um número comlexo arbitrário. Desse modo temos que 

( o 1nn*) 7r(a) = <frm O . (3.92) 

Obviamente se quisermos escrevermos este fibrado como sendo E = pAn, 
basta tomarmos p = li e n = 1. Desse modo a expressão 3.47 para a curvatura 
simplifica em 

IJ(s) =(da+ a 2)(s). (3.93) 

Dessa forma para podermos calcular 1r(IJ) precisamos calcular 1r(da). Para 
tal, notemos que da pode ser escrito como 

da= d (-'Fede+ </>(1- e)de) 

= -~ede- </>dede = -(({; + </>)dede. 
(3.94) 

Dessa forma só falta calcular 1r(dede) para obermos 1r(da). Mas 1r(dede) é 
facilmente obtida a partir da definição de e, 

(
m*m O ) 

1r(dede) =- O mm* ' (3.95) 

logo temos que 

7r(da)=((f+</>)m*m _ O ) 
O (<1>+</>)mm* 

(3.96) 

Agora usando a expressão 3.90, podemos calcular 1r(a?), 

(3.97) 

Dessa forma temos 

1r(IJ) = ((~ + </> + 0 ~</>)m*m O ) 
(</>+~+#)mm* · 

(3.98) 

Esta expressão pode ser simplificada um pouco, 

1r(IJ) = ((1 </>+ 1l
2

0
-1)m*m O ) 

(I</>+ 112 -1)mm* (3.99) 

=(I <1>+ 112 -1)D" 

Um exemplo de fibrado não trivial é dado pelo seguinte fibrado sobre A: seja 
E= pA2 onde pé dado por 

G ~). (3.100) 

sendo 1 = (1, 1) e e = (1, O) como acima. Uma conexão neste fibrado é dada 
por 

'17 =pd+a, (3.101) 
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sendo a uma matriz auto-adjunta 2 x 2 de l-formas, que satisfaz a condição 
3.43. Se escrevermos a na forma 

a condição 3.43 pode ser expressa como 

eo-22 = 0:22 = a:2ze, 

o:12e = 0:12. 

(3.102) 

(3.103) 

Além disso nós temos que a deve ser anti-auto-adjunto, ou seja, o:* = -o:. 
Destas considerações obtemos que as componentes de a devem ser da forma 

<>n = -4>, ede + <h (1 - e )de, 

0:21 = 4J2ede, 

an = a21 = -.P,(l- e)de, 

a22 =o. 

De modo que a assume a forma 

(3.104) 

(3.105) 

Para calcularmos a curvatura da conexão '\1 = pd+a: iremos usar a expressão 
3.47, que nos fornece 

e = pdpdp + pdap + a 2 

(o o ) ( dan 
= O edede + eda21 

Usando as expressões 3.104 para as componentes de a temos 

dan = -(4>1 + <1>1)dede 

( da12)e = <1>2edede 

eda21 = .P,edede 

anan =- 14>1 12 dede 

an<>21 =- I oh 12 (1- e)dede 

<>n<>n = <h4>zedede 

<>21 <>n = oh</>1 edede 

<>21 <>12 = - I 4>z 1
2 edede 
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Dessa forma a curvatura pode ser escrita como 

e= ((1-I<J>, + 1_l:)dede- 1 <1>2 12 (1- e)dede 4>2(1 + <t>,)edede) (3_108) 
4>2(1 + </>,)edede (1- 14>2 l

2)edede · 

Se desejarmos encontrar a representação 1r( e) podemos usar os resultados 
anteriores para 1r(dede). Mas neste caso 1r(e) será uma matriz. Sendo que agora 
cada uma das entradas 1r( e);j é um elemento em t::H.. 

3.6 Resíduo de Wodzicki 

O resíduo de Wodzicki, juntamente com o teorema traço de Connes, são as prin
cipais ferramentas para recuperarmos a geometria Riemanniana usual a partir 
das ferramentas de geometria não-comutativa. O teorema traço de Connes nos 
fornece uma relação entre o resíduo de Wodzicki e o traço de Dixmier e, como 
veremos adiante, esta relação nos possibilita escrever integrais sobre uma vari
edade M como sendo o traço de determinados operadores. 

O resíduo de Wodzicki está definido para os chamados operadores pseudo
diferenciais. Então, vamos começar esta seção como uma pequena discussão 
sobre operadores pseudo-diferenciais. 

Primeiramente vamos fixar a seguinte notação 

D 
. 8 

xi = -z-
8 

, 
Xj 

D~ = D~: ·· ·D~;, 

I a I= a, +···+a,., 
a= (a:,, ... ' a,.). 

(3.109) 

Com esta notação nós podemos escrever um operador diferencial P, de ordem 
m, agindo em uma função u(x), na seguinte forma 

Pu(x) = L a,(x)D~u(x), 

iaiSrn 

(3.110) 

onde os coeficientes a(x) são funções. A este operador nós temos associado, 
naturalmente, o polinômio 

p(x,Ç)= L a,(x)Ç"', (3.1ll) 
Jal:$m 

onde entende-se Ç"' como sendo o polinômio Çf' · · · {;:'" . O polinômio p( x, Ç) é 
chamado de símbolo do operador P. 

Nós sabemos que a tranformada de Fourier de D,;u(x) é {ju(Ç), onde u(Ç) 
denota a tranformada de Fourier de u( x). Desaa forma se o operador diferencial 

54 



P tiver coeficientes constantes, a sua tranformada de Fourier pode ser escrita 
como 

Pu(!;) = L aaÇ"'u( Ç) 
lal$rn (3.112) 

= p(Ç)u(ç), 

de modo que o operador diferencial P se torna, via tranformada de Fourier, 
um operador algébrico, via multiplicação pelo polinômio p(x, Ç). Entretanto, 
quando os coeficientes de P não são constantes, a transformada de Fourier não 
simplifica muito as coisas, pois em geral vamos obter uma equação envolvendo 
diferenciais na variável {, isto é, obtemos um outro operador diferenciaL A 
grosso modo, a teoria dos operadores pseudo-diferenciais é uma forma de re
solvermos este problema, pois ela nos possibilita tratar operadores diferenciais 
de forma algébrica. 

Se a princípio considerarmos um operador com coeficientes constantes, de 
modo que a equação 3.112 seja válida, podemos usar o inverso da transformada 
de Fourier para escrevermos 

D"'u(x) = -
1

- f e•z·<ç"'u(Ç)~. 
x (21r)n (3.113) 

Com isso nós podemos usar o símbolo, p(x, Ç), e a equação 3.110, para escrever
mos um operador genérico P na forma 

Pu(x) = L aa(x)D~u(x) 
lal5rn 

= L aa(x) (2!)n f e'"<ç"'u(Ç)~ 
!al$rn 

= (2!)n f eix< ( L aa(x)Ç"') ú(Ç)~ 
lal'$171 

= (2!)n f e<x·<p(x,Ç)u(Ç)~. 

(3.114) 

Esta equação continua fazendo sentido mesmo no caso em que p(x, Ç) não 
for um polinômio11 Dada uma função qualquer p(x, Ç) podemos definir um 
operador P agindo em uma função u(x) pela expressão 

Pu(x) = (
2
!)n f e•x·<p(x, Ç)u(Ç)~. (3.115) 

Um operador definido desta maneira é chamado de pseudo-diferencial. Note
mos que no caso em que p(x,Ç) é um polinômio, recuperamos a noção usual de 
operador diferencial. 

11 Rigoraosamente precisamos considerar apenas funções de decaimento rápido para que a 
integral acima convirja. 
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Lembrando que a transformada de Fourier de uma função é dada por 

ií(Ç) =f e-iy·<u(y)dy, (3.116) 

podemos escrever a equação 3.115 na forma 

Pu(x) = (
2
:)n f ei(x-y)·<p(x, Ç)u(y)dydÇ. (3.117) 

Neste tipo de integral nós podemos definir um conjunto ainda maior de oper
adores. Ao invés de considerarmos funções da forma p(x, Ç) podemos considerar 
função a(x, y, Ç) e definirmos P agindo em u(x) como sendo 

Pu(x) = (
2
:)n f ei(x-y)·<a(x, y, Ç)u(y)dydÇ. (3.118) 

A função a( x, y, Ç) é chamada de amplitude do operador P. 
No caso de estarmos lidando com operadores diferenciais, quando p(x, Ç) é 

um polinômio, nós temos bem definido o conceito de ordem do operador como 
sendo o grau do seu símbolo p(x, Ç). Para podermos falar da ordem de um ope
rador pseudo-diferencial precisamos definir a ordem para símbolos e amplitudes 
genéricos. 

Definição 39 Uma função p E C""(U x IRn), U C IRn aberto, é um símbolo de 
ordem d, denotado p E Sd(U), se dado qualquer compacto K C U, e quaisquer 
o., f3 E Nn, existe uma constante CKa./3 tal que 

(3.119) 

para qualquer x E K e para qualquer Ç E IRn. 
Similarmente, uma função a E C"" (U x U x IRn é uma amplitude de ordem 

d, denotada a E Ad(U), se para qualquer compacto K CU, e quaisquer a, fi, "i E 
Nn, existe uma constante CKaf3ry tal que 

I n;D~D~a(x, y,Ç) l:s; CKa~~(l+ I ç 12) d-d·', 

para quaisquer x, y E K e qualquer Ç E Rn. 

(3.120) 

Com a definição da ordem para símbolos e amplitudes podemos falar na 
ordem dos operadores. 

Definição 40 Um operador pseudo-diferencial de ordem d é um operador P 
definido pela equação 3.115, com p E Sd(U), ou pela equação 3.118 com a E 
..pd(U). Escrevemos, respectivamente, P = Op(p) E Ad(U) e P = Op(a) E 
wd(u). 

Definição 41 Se p é um símbolo tal que p E Sd(U) qualquer que seja d E IR, 
dizemos que p E s-""(U). Analogamente se tivermos uma amplitude a tal que 
a E Ad(U) qualquer que seja d E IR dizemos que a E A -oo(U). Em ambos os 
casos dizemos que o operador associado pertence a w-=. 
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Consideremos uma sequência de símbolos Pi E s"; (U), onde {di} é uma 
sequência decrescente com di -t -oo. Neste caso é possível encontrarmos um 
símbolo p E Sdo (U) tal que 

k 

P- I>j E s"k(U) vk E N. 
j=O 

(3.121) 

O símbolo p é únicamente determinado a menos de um símbolo em s-""(U), 
isto é, se p 1 , P2 E Sdo (U) são dois símbolos satisfazendo a propriedade acíma, 
então Pl- P2 E s-""(U). Em geral nós escrevemos 

(3.122) 

e dizemos que "L.,j?:oPdj é a expansão assintótica de p. 
Um exemplo ímportante é dado pelos símbolos clássicos. 

Definição 42 Consideremos uma expansão como na equação 3.122. Dizemos 
que p é um símbolo clássico se os índices di diferirem por um inteiro, di -
di+l E N, e se cada Pi for uma função homogenea em Ç com grau dh isto é, 
PJ(x, .\Ç) = .\"'PJ(x,Ç) qualquer que seja.\> O. Neste caso é usual redefinirmos 
dj = d - j, e escrevermos 

p~ I>d-j· (3.123) 
j?:O 

O termo líder na expansão acima, isto é, o termo com maior grau de ho
mogenidade em Ç, que nada mais é do que Pd, é chamado de símbolo principal 
dep. 

Os símbolos dos operadores, e sobretudo os símbolos principais, serão a base 
para nós definirmos o resíduo de Wodzícki. Dessa forma é interessante termos 
uma expressão para calcularmos o símbolo de um operador P dado. Para isso 
notemos que, se P é dada em termos de um símbolo, vale 

(3.124) 

Mas nós sabemos calcular a transformada de Fourier de eix·{, 

~(TJ) =f e-'•·~e'•·<ay 
=f e-iy(~-f.)dy = (211T6(TJ- Ç), 

(3.125) 

onde 6(x) denota a função delta de Dírac. Dessa forma nós temos que 

(3.126) 
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de onde obtemos a expressão 

(3.127) 

Esta expressão para o símbolo do operador P não depende da forma explícita 
do mesmo, nós só precisamos saber como é a sua ação em eix·-Ç. Em particular, 
podemos usar esta expressão para calcular o símbolo de um operador P inicial
mente definida em termos de uma amplitude, isto é, se P for definido por uma 
amplitude a temos 

p(x, Ç) = e-<x·l; P(e'•·<) 

= (
2
!)n f f e-ix·l;e(x--y)·~a(x, y, 1J)ef!J·<dyd1J (3.128) 

= (2!)n f f ei(x-y)·(~-<)a(x, y, 1J)dyd1J 

Com isso, além de obtermos uma expressão que nos possibilita calcular o 
símbolo de um operador P, mostramos que apesar de parecer mais geral, a 
definição de P em termos de uma amplitude, é totalmente equivalente a definição 
dada em termos de um símbolo. 

Se na equação 3.127 nós substituirmos Ç por tÇ e dividirmos toda a expressão 
por cd obtemos 

t-de-itx·<P(eitx·l;) = t-dp(x, tÇ). 

:Mas se nós considerarmos uma expansão assintótica para p da forma 

vamos obter 

p(x, Ç) ~ LPd-j(x, Ç), 
j~O 

rdp(x, tÇ) ~ rd LPd-j(x, tÇ). 
j?.O 

(3.129) 

(3.130) 

(3.131) 

Ainda mais, se estivermos lidando com símbolos clássicos, sabemos que Pd-j é 
homogêneo em Ç com grau d - j. Dessa forma, para símbolos clássicos, vale 

cdLPd-j(x,tÇ) = Lrdtd-jPd-j(x,Ç) =L CjPd-j(x,Ç), 
j"?_O d-j jgeqO 

logo podemos escrever 

t-de-""."P(e""."J ~L cipd-j(x, Ç), 
j?:O 

em outra palavras nós temos que 

Com esta estimativa obtemos 
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Proposição 10 Sendo P um operador pseudo-diferencial de ordem d > O em 
U, o seu símbolo principal é dado por 

Pd(x,!;) = lim rde-ith(x)P(e"h(xl), 
t~oo 

(3.13õ) 

onde h E C""(U) é tal que dh(x) = (;. 

Obtemos esta expressão a partir da série de Taylor de h(x) em torno de x e 
da expressão 3.134. O 

Definição 43 Um operador pseudo-diferencial de ordem d, P = Op(p) E iifd(U), 
é dito elíptico se existem funções contínuas estritamente positivas c e C em U 
tais que 

I p(x, !:) 12: c(x) I Ç ld, (3.136) 

para I Ç 12: C(x), Vx E U. 

Agora, se considerarmos uma variedade M de dimensão n, podemos definir 
um operador pseudo-diferencial sobre M, definindo o símbolo deste operador 
através de um sistema local de coordenadas, ou seja, podemos considerar símbolos 
p(x, !;) E Sd(M) com sendo localmente definidos por 

p(x, Ç) ~ LPd-j(x, Ç). 
j~O 

(3.137) 

Na expansão acima, o termo de ordem -n, ou seja, P-n(x, Ç), depende do 
sistema de coordenadas usado. Porém, sendo uma função homogênea de ordem 
-n, ela possui algumas propriedades especiais, de modo que algumas grandezas 
definidas em termos de P-n(x, (;) não dependem do sistema de coordenadas. 
Uma das grandezas que não depende do sistema de coordenadas escolhido é 
a densidade de resíduo. Mas antes de definirmos a densidade de resíduo, e o 
respectivo resíduo, precisamos de algumM notações. 

Se estivermos considerando uma variedade orientada M de dimensão n, e se 
11 for uma n-forma diferencial, definimos 1111 como sendo ±11, de forma que 111 I 
sempre esteja positivamente orientada com relação a orientação de M. 

Sendo x E M podemos considerar o espaço-cotangente a este ponto, T* M. 
Sendo T* M um espaço vetorial normado, no caso de M possuir uma métrica, 
podemos definir a co-esrera ao ponto X como sendo sn-1 ={!:E T*M :i ç I= 1}. 
Além disso se M é orientada podemos definir uma orientação na co-esfera. Sendo 
'R. o vetor que identifica um ponto em §n-l, e sendo TJ uma n-forma condizente 
com a orientação de M, a ( n - 1 )-forma 

(3.138) 

define uma orientação em sn-1 . Com estas notações podemos fazer a seguinte 
definição 
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Definição 44 Dado um operador pseudo-diferencial clássico, A, existe uma 
densidade de resíduo1 independente do sistema de coordenadas usado em M 1 

denotada por wresx A 1 cuja expressão em um sistema local de coordenadas é 
dada por 

wres, A= [ { P-n(x, Ç)uç] I dx, A··· A dxn ]. 
Jl{i=l 

(3.139) 

Esta é a chamada densidade de residuo de W odzicki. 
Integrando a densidade de resíduo sobre M, nós obtemos o resíduo de W odz

ícki 

Wres A = JM wresx A. (3.140) 

Se nós definirmos a soma de dois operadores pseudo-díierenciais pontual-
mente, ou seja, 

(P + Q)u(x) = Pu(x) + Qu(x), (3.141) 

vemos diretamente que o símbolo de P + Q é a soma dos símbolos de P e de 
Q. Com isso concluímos que tanto a densidade de resíduo de Wodzicki como o 
resíduo de Wodzicki são adítivos. Dessa forma nós temos que 

Wres(P + Q) = WresP + WresQ. (3.142) 

Para estudarmos mais algumas propriedades do resíduo de Wodzicki nós 
precisamos saber como compor símbolos. É um fato conhecido da teoria de 
operadores pseudo-diferenciais que 

Proposição 11 Sejam P e Q dois operadores pseudo-diferenciais com símbolos, 
respectivamente, p(x,Ç) e q(x,Ç). Então o símbolo do operador PoQ, denotado 
por p o q, é dado por 

;I ai 
(poq)(x,Ç) ~L -

1 
D~p(x,Ç)D';q(x,Ç) 

a. 
a2::0 

uma vez que D1 = -i8j· 

(- ")1<>1 , =L -'-
1 
-âfp(x,Ç)â';q(x,Ç) 

a. 
a?_O 

Para demonstração veja [4]. O 

(3.143) 

Agora vamos considerar o operador dado pelo comutador entre dois oper
adores A e B, 

C=[A,B]. (3.144) 

Usando a expressão para a composição de símbolos, e sendo a(x, Ç) o símbolo 
de A e b(x, Ç) o de B, podemos escrever para o símbolo c(x, Ç) de C em uma 
vizinhança U de x E M como sendo 

(-i)l<>l 
c(x, Ç) ~ L -

1
- ( âfa(x, Ç)â';b(x, Ç) - âfb(x, Ç)â';a(x, Ç)) . 

a. 
a?_O 
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Nós podemos escrever o termo de ordem -n na forma 

{-. (8p; Ôq;) 
C-n(x,Ç) =L... ôx + ôÇ ' 

j=l J J 

(3.146) 

onde os termos P; e q; são combinações bilineares de a, b e de suas derivadas. 
Dessa forma obtemos que 

(3.147) 

sendo que Pj é uma função suave com suporte compacto em U. Logo Pj se 
anula na fronteira de U e dessa forma obtemos que a integral de P; em U é zero. 

Por outro lado temos 

Lema 8 Sendo a-n(Ç) uma função homogênea de ordem -n, temos que 

(3.148) 

se, e somente se, a_n(Ç) for uma soma de derivadas. 

A demonstração deste lema é puramente técnica e será omitida. A mesma 
pode ser encontrada em [4]. O 

Dessa forma temos que J5 ... ~ 1 ~CT.ç =O. Logo 

wres.[A, B] = [ r c(x, Ç)u] I dx,ll .. ·li dxn I= O, 
)1<1~1 

de onde segue o importante resultado 

W res[A, B] = O. 

(3.149) 

(3.150) 

Com isso concluímos que o resíduo de Wodzicki se comporta como um fun
cional do tipo traço na álgebra dos símbolos clássicos. Além disso podemos 
mostrar, [4], que este é o único funcional do tipo traço, a menos de constante 
multiplicativa, na álgebra dos símbolos clássicos. Com isso temos 

Proposição 12 O resíduo de W odzicki, Wres, é o único funcional, a menos de 
constante multiplicativa, do tipo traço na álgebra dos símbolos clássicos. 

Um dos resultados fundamentais de geometria não-comutativa é o chamado 
teorema traço de Connes. Este teorema relaciona duas coisas aparentemente 
distintas: o resíduo de Wodzicki e o traço de Dixmier. 

Antes de enunciarmos o teorema de Connes, notemos que um operador 
pseudo-díferencial sobre um fibrado vetorial E pode ser visto como um ope
rador linear sobre o espaço de Hilbert das seções sobre este fibrado, r( E). 
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Teorema 10 ( Connes) Seja H um operador pseudo-diferencial elíptico de or
dem -n sobre um fibrado vetorial complexo E sobre uma variedade Riemanniana 
compacta M. Então H E .C1+ e além disso H é mensurável e 

+ 1 
Tr H= n(2:rr)n WresH. (3.151) 

3.6.1 Alguns Exemplos 

Nesta seção iremos calcular o resíduo e o traço do Laplaciano em uma varie
dade n-dímensional compacta. Esperamos, com isso, deixar mais claro estes 
conceitos, e ao mesmo tempo ver explicitamente a relação entre o resíduo de 
Wodziki e o traço de Dixmier. 

Em uma variedade M, a densidade Riemanniana é definida como sendo 

-- ' v9 =I detg'1 1~ v,/\-- -I\ Vn, (3.152) 

onde {u.;} é uma base de positivamente orientada, g'J são os coeficientes da 
métrica nesta base, e {v;} é a base duaL Como M é uma variedade compacta, 
sempre podemos normalizar esta densidade de modo a obtermos 

(3.153) 

Estas observações serão úteis mais a frente no cálculo do resíduo do Laplaciano. 
Em um sistema de coordenadas locais o Laplaciano se escreve como 

(3.154) 

onde g'J(x) são os coeficientes da métrica no ponto x EM. Logo o símbolo do 
Laplaciano é 

(3.155) 

De um modo geral, se considerarmos potencias do Laplaciano, obtemos que o 
símbolo de f>. k é dado por 

(3.156) 

Como o símbolo de f>. k é um polinômio em Ç de grau 2k, obviamente ele é 
homogêneo em Ç com grau 2k. Com isso, nôs concluímos que o símbolo principal 
de t;.k nada mais é do que o próprio símbolo. Em particuíar temos que o termo 
de ordem -n de f>. k é dado por 

se koj -;n 

se k= -;n 
(3.157) 

Mas como (g'J) é positiva definida, podemos encontrar uma mudança local 
de coordenadas, tal que 

y = w(x), 

ç = (dw)'(x)'l 

dw(x) = g(x)t _ 
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de modo que 
/:;.<f>z(x) = 4rr2 lll2 </>z(x). (3.165) 

Com isso vemos que os auto-valores do Laplaciano são da forma 4rr2 ll 12 , ou 
seja, o espectro do Laplaciano é da forma 

(3.166) 

A vantagem de escrevermos o espectro do Laplaciano desta forma, é que no 
conjunto acima já estamos levando em conta as multiplicidades dos auto-valores. 

Conhecendo o espectro do Laplaciano, /:;., nós conhecemos também o espec
tro de qualquer potência do mesmo, ou seja, 

spt;.• = p.•: À E sp/:;.}. (3.167) 

Só o que nos resta fazer, para calcularmos o traço do Laplaciano, é estimar 
quanto vale 

logn ' 

para valores de n suficientemente grandes. 

(3.168) 

Para isto, notemos que uma bola de raio suficientemente grande pode ser 
aproximada por cubos unitários disjuntos entre si. Neste caso, podemos iden
tificar o número de pontos de zn, N r, pertencentes a bola B[O, r], com o 
número de cubos usados para preencher esta bola. E considerando o raio da 
bola suficientemente grande, o número de cubos usados para prencher a bola 
é aproximadamente o volume da mffima. Disto obtemos a seguinte estimativa 
para Nr 

Nr ~ vol{x E Rn: li X II:S r}. (3.169) 

Sendo novamente f!n a área da esfera unitária sn-l, a estimativa acima nos 
fornece 

(3.170) 

Para obtermos uma estimativa para 3.168 precisamos de uma estimativa 
para 

(3.171) 
lSil!SR 

Notemos que para R suficientemente grande os auto-valores variam quase que 
continuamente. Logo podemos estimar a soma acima por uma integral. ou seja, 

L (4r lll2)k ~ 1R(4rr2?)k(Nr+dr -Nr) 
l,Sili,SR l 

= (2rr)2kl:1n !,R rn+2k-ldr, 

(3.172) 

assim 

(3.173) 
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Por outro lado nós temos que o volume de uma bola de raio R é dado por 

logo 

volB[O,R] = !1n W, 
n 

Sln n 
NR~-R. 

n 
=? log NR = log 11nR" - log n 

= log!1nlogR" -logn 

= nlogR+ log!1n -logn, 

e quando R --* oo temos que 

logNR ~ nlogR. 

Usando estas estimativas podemos escrever para 3.168 

!Tc_;.:_N"'-n (';;'fl;ck..!.) (27r )2k!1,. ],R n+Zk-1 d 
~ ,....., r r. 

logNR nlogR 1 

Existem 3 possibilidades para esta integral 

• se k > -; a integral diverge. 

• se k < -2n a integral é nula. 

• se k = -
2
n a integral converge e é dada por 

Com isso vemos que para Ll T temos 

-l- -n 1 -.,_ 
Tr · ll ...,- = Wres ll-,-

n(27r)" ' 

de acordo com o teorema de Connes. 

3.6.2 Geometria Riernanniana 

(3.174) 

(3.175) 

(3.176) 

(3.177) 

(3.178) 

(3.179) 

Se M for uma variedade spin de dimensão n, e se E for o fibrado spinorial, 
podemos considerar o operador de Dirac, D, sobre r(E), que é um operador 
pseudo-diferencial elíptico. 

Neste caso D induz um operador auto-adjunto no espaço das seções de 
quadrado integráveis de E, ou seja, podemos entender D como sendo um ope
rador linear auto-adjunto no espaço de Hilbert 'H. = r( E). 

O conjunto (r( E), D) é um K-ciclo para A, onde A= C 00 (M) é a álgebra 
das funções suaves sobreM, agindo em r( E) pela multiplicação em cada fibra. 
Uma aplicação direta do teorema de Connes nos fornece 
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Teorema 11 Seja 
(3.180) 

a medida de volume canônica de uma variedade Riemanniana de dimensão n1 

M, munida de uma estrutura spin. E seja uma função f E C 00 
( M), então 

onde a constante Cn é dada por 

11'-k-1 

ou Czk+l = (Zk + 1)!! 

(3.181) 

(3.182) 

Este resultado é uma consequênia quase imediata do teorema de Connes. 
Notemos que, como f E A pode ser vista como um operador limitado (o ope
rador multiplicação por f(x)) temos que f I D 1-n é um operador pseudo
diferencial de ordem -n. O símbolo principal de f I D 1-n é justamente 
P-n(x,~) = f(x) 11 ~ 11-n, dessa forma, na co-esfera 11 ~ 11= 1 este símbolo 
se reduz a matriz escalar f(x)IT (de dimensão 2t = dim Sx)· Então, pelo teo
rema de Connes, obtemos que Tr +(f I D 1-n) = Cn f M f p,, com Cn = zt n(~")"' 
que simplifica para os valores dados. O caso em que a dimensão da fibra S, é 
ímpar é totalmente análogo. O 

Além disso nós temos 

Proposição 14 A distância geodésica entre dois pontos p, q E M é dado por 

d(p, q) = sup{l f(p)- f(q) 1: f E C00 (M), li [D, f]IIS 1}. (3.183) 

Estes dois resultados nos garantem que a partir das ferramentas de geometria 
não comutativa nós podemos recuperar os principais conceitos de geometria 
Ríemanniana. 

3. 7 Funcional Ação 

Para podermos escrever as teorias de Yang-Mills usando as ferramentas de geo
metria não comutativa, precisamos definir de forma algébrica um funcional ação 
análogo a 2.65. 

Antes de falarmos no funcional de ação nós precisamos saber como descrever 
transformações de gauge dentro do ponto de vista de geometria não-comutativa. 

Definição 45 Sendo t: um A-módulo, o grupo de automorfismos unitários de 
t:é 

U(t:) = {u E EndA(t:): uu* = u*u =li}. (3.184) 
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Definimos a ação deste grupo no espaço das conexões compatíveis com a 
estrutura hermitiana, C(E'), através da conjugação, isto é, definimos a ação 
'Y : U (E) --+ C (E) como sendo 

'Yu(V') = uV'u*. (3.185) 

E como a curvatura é definida por 8 = V2 , fica claro que 

(3.186) 

Lembremos que uma conexão sobre um A-módulo E é definida como sendo 
um mapa 

(3.187) 

satisfazendo 
V'(sa) = (V's)a+s0da. (3.188) 

Além disso podemos extendê-lo para V' : E 0 A Q• --+ E 0 A Q• A exigindo 

V'(s0w)= (V's)0w+s0dw, (3.189) 

qualquer que seja s E E e w E Q• A. 
Mas se nós tivermos um K-ciclo (1í., D) sobre A, podemos considerar a 

conexão como sendo um mapa 

(3.190) 

Se 1r : n• A ~ f!ÍJ basta considerarmos o mapa JI ®A 1r, também denotado por 
1r, e tomar a composta 1r o V, sendo V a conexão definida em termos de n• A. 

Iremos denotar a conexão com valores em fZDA, como exposto acima, por 
\7 D para enfatizar este fato. No caso de escrevermos simplesmente \7 estaremos 
entendendo a conexão com valores em n• A. Esta notação será útil para evitar 
confusão na hora de definirmos o funcional ação. 

Dentro deste ponto de vista a curvatura eD pode ser vista como um elemento 
de HomA(E 0A !1[,, E 0A !1[,), em particular a restrição de eD pode ser vista 
como 

(3.191) 

Novamente estamos escrevendo (JD para dizer que a curvatura toma valores em 
!l[,A. 

Para podermos falar em um funcional ação envolvendo eD precisamos definir 
um produto interno em HomA(E,E 0A !l'l:,A). 

Primeiramente vamos considerar o produto tensorial E 0A 1í.. Nós podemos 
usar o produto interno de 1í., (· I ·), a estrutura hermitiana de E, (· I ·) e o 
K-ciclo (1í., D) para definirmos o seguinte produto interno em E 0A 1í.: para 
s1, s2 E E e 7]1, Tf2 E 1i temos 

(3.192) 
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Com este produto interno E 0 A 'H pode ser tranformado em um espaço de 
Hilbert. Agora podemos fazer a seguinte identificação 

Hom(E,E 0A fl0) ~C( E 0A 'H). (3.193) 

Em C( E 0 A 'H.) nós podemos considerar o operador IT 0 D e definir um produto 
interno como sendo 

(3.194) 

Usando a identificação 3.193 para entendermos a curvatura como sendo e E 
C(E0A) podemos definir o funcional de Yang-Mills para a conexão 'V como 
sendo 

(3.195) 

A definição acima envolve a conexão definida em termos de SlDA. Mas nós 
também poderíamos ter usado a noção anteriar de conexão com valores em n• A. 

Vamos considerar uma conexão 'V tal que 1r('V) ='V D Neste caso podemos 
entender 1r(O) como sendo um elemento de C( E 0A 'H), e neste caso faz sentido 
falarmos no chamado pré-funcional de Yang-Mills: 

(3.196) 

Mas sendo P o projetor ortogonal em Q0, como feito no final da seção 3.5, 
temos 

oD = P1r(O). 

Se nós escrevermos 

1r( O) = P1r( O) + (1 - P)1r( 0), 

e usarmos o fato de que P é um projetor ortogonal podemos escrever 

(7r(O) 17r(O)) = (P7r(O) I P7r(O)) + ((1- P)7r(O) I (1- P)7r(O)) 

= (eD 1 oD) + ((1- P)1r(O) 1 (1- P)1r(O)). 

Com isso obtemos a importante expressão: 

(3.197) 

(3.198) 

(3.199) 

(3.200) 

Evidentemente, a partir da construção do produto interno em C( E 0A 'H, 
nós temos que YM('ru'VD) = YM('VD) para u E U(E), ou seja, a ação de 
Yang-Mills é invariante por tranformações de gauge 'Yu· 

Em física, a ação de Yang-Mills descreve as auto-interações dos campos, 
mas nós também estamos interessados nas interações do campo com a matéria, 
que ocorre através de uma função de onda. Para descrevermos as interações 
do campo com a matéria precisamos acrescentar a chamada parte fermiônica 
a ação de Yang-Mills, obtendo assim uma densidade de Lagrangeana que leva 
em consideração as auto-interações do campo e as interações do mesmo com a 
matéria. 
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Iremos supor que as funções de onda descrevendo a matéria são elementos 
do espaço E 0A 1t. Sendo V' uma conexão em E definimos o seguinte operador 
em E0A 1i 

(3.201) 

para s E e e 17 E 1t. Este operador é o análogo a derivada co variante exterior 
definida no capítulo 2. Usando este operador podemos definir a ação fermiônica 
para uma função de onda 1/J E E 0 A 1i como sendo 

lp('I/J) = (1/J I Dv'I/J). (3.202) 

Lema 9 A ação /ermiônica é gauge invariante, isto é, 

(3.203) 

Para isto é suficiente mostrarmos que D'YuV = uDvu*. Se tomarmos s®w E 
uDomDv obtemos 

uDvu*(s0w) = uDv(s 0u*w) 

E lembrando que 

podemos escrever 

= u (s 0 Du*w- i1r('Vs)u*w) 

= s0uDu*w í1r(u('Vs)u*)w. 

'V(su*) = ('Vs)u* + s 0 du*, 

du* = i[D, u*], 

uDu*(s0w) = s0uDu*w -i1r(u('Vs)u*)w 

= s 0 uDu*w- i1r(u'V(su*)- s 0 udu*) w 

= s 0 (uDu* + iudu*)w - í1r('yu V' s)w 

= s0 Dw- Í7r{'Yu 'Vs)w, 

ou seja, 

o 
Com isso a densidade de Lagrangeana 

é invariante por transformações de gauge. 
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Capítulo 4 

O Modelo de Connes-Lott 

Nesta seção usaremos as ferramentas desenvolvidas no capítulo anterior para 
estudar a geometria de um caso particular de espaço não-comutativo. Veremos 
que esta geometria pode ser usada para descrever o modelo de Weinberg-Salam 
de uma forma puramente geométrica, o que não ocorre quando usamos a geo
metria diferencial usual, uma vez que o boson de Higgs deve ser introduzido de 
forma ad hoc. Faremos também uma discussão sobre como generalizar o modelo 
de Weinberg-Salam de modo a tomar o modelo padrão comleto. 

Ao invés de considerarmos uma variedade Riemanniana iremos considerar o 
produto de uma variedade pelo espaço de dois pontos, de forma que o espaço 
pode ser visto como duas cópias de uma variedade. 

Vamos tomar V como sendo uma variedade Riemanniana de dimensão 4 
munida de uma estrutura spí.nc E vamos tomar A 1 como sendo a álgebra 
das funções continuas sobre V, 1t 1 como sendo o espaço de Hilbert das seções 
quadrado integráveis do fibrado spinoríal S, 1t1 = r(S), e D1 como sendo o 
operador de Dirac sobre estas seções. Notemos que neste fibrado nós temos um 
operador de paridade bem definido, a saber "15· Com isso obtemos o chamado 
K -ciclo de Dirac 

(1t1, ~,"fs)- (4.1) 

Sobre o espaço de dois pontos tomemos Az como sendo IC $1C, 1tz como 
sendo ICN $ICN e Dz como sendo o operador 

Dz= (! M*) o . (4.2) 

para formar o K-ciclo 
(4.3) 

O número N da definição do espaço 1t2 é dado pelo número de gerações de 
partículas que estamos considerando. No caso do modelo de Weinberg-Salam 
estamos considerando apenas uma geração de modo que N deve ser igual a 1. 
Porém iremos manter a notação com N arbitrário pensando em exstensões do 
modelo. 
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Com estes dois K-ciclos nós podemos cdonstruir um terceiro K-ciclo: o pro
duto entre os dois. Para isso tomamos a álgebra como sendo 

A=A,0A2, (4.4) 

e espaço de Hilbert como sendo 

H= H, 0Hz. (4.5) 

Mas para definirmos o operador de Dirac neste K-ciclo precisamos fazer uma 
modificação no produto tensorial, ou seja, definimos o operador de Dirac como 
sendo 

D = D, 0 TI + 1'5 0 Dz. (4.6) 

Lembrando que ']'5D1 = - Dn5 e que ')'g = TI, esta definição nos fornece 

(4.7) 

o que garante que a dimensão do K -ciclo produto é a soma das dimensões dos 
K-ciclos iniciais, ou seja, se (A,,D,,')'5 ) for p+ somável e se (Az,Dz) for q+ 
somável então (A, D) será (p + q)+ somável. 

Como estamos considerando a variedade base como sendo o produto de V 
pelo espaço de dois pontos X = {a, b}, Y = V x X, podemos entendê-la como 
sendo a união disjunta de duas cópias de V, ou seja, Y = v. U Vi,. A esta 
decomposição de Y podemos associar uma decomposição da álgebra A = Aa EB 
A,, onde interpretamos um elemento(!., f•) E A como sendo um par de funções, 
cada uma definida em uma cópia de V, isto é, entendemos f a como sendo uma 
função na cópia Va, e f• como sendo uma função na cópia Vi,. Além disso esta 
decomposição induz uma decomposição no espaço de Hilbert H = Ha EB Hb tal 
que a ação de A se dá de forma diagonal em H, ou seja, para(!., f•) E A temos 

(!., /b) >-> ( ~ 1) E L:( H). (4.8) 

Esta decomposição pode ser entendida da seguinte maneira: uma função f E A 
é determinada pela sua restrição a Va, f a, e pela sua restrição a Vb, fb, isto é, 
interpretamos la e /b como sendo a restrição de f a Va e a Vi,. 

Nesta decomposição, se denotarmos o operador de Dirac sobre as seções do 
fibrado spinorial de V por ôv, ao invés de D 1 , podemos escrever 

( TI O) ( O M*) ( ÔV 0 li 1'5 0 M*) 
D=ôv 0 O TI +1'50 M O = 1'50M ôv0TI (4.9) 

Nós podemos usar estes fatos para calcular a diferencial de uma função 
f= (!., f•) E A. Com as construções acima vemos que 

[D /] = ( i-
1
'J'{d/a) 0 TI 

' (f.- /bh5 0M 
(4.10) 
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onde d denota a diferencial usual de urna função e "f denota o operador mul
tiplicação de Clifford no fibrado spinorial sobre V. E como nós temos que a 
diferencial de urna função é representada por df = [D ,/] concluímos que 

(4.11) 

Com este cálculo vemos que a diferencial de uma função f E A possui três 
partes: 

• a diferencial usual dfa da restrição de f a v.; 
• a diferencial usual dfb da restrição de f a V.; 

• a diferença finita 8f = f(pa)- f(pb), onde Pa e Pb são pontos, respectiva
mente, de Va e de l/b. 

O cálculo acima para 1r( df) = [D,f], para f E A nos mostra que um elemento 
geral de a de rlb = 1r(!11 ), sendo uma combinação linear de elementos da forma 
1r( df), pode ser escrito em termos de 

• uma forma diferencial ordinária Wa sobre Va.; 

• uma forma diferencial ordinária wb sobre Vb; 

• um par de funções complexas 8., 8b em V. 

Mais precisamente nós temos 

(4.12) 

Se usarmos a ação de A dada por 4.8 vemos que a estrutura de bi-módulo 
para os elementos de flb pode ser escrita como sendo 

(!., fb)(w.,wo, 8a, 8o) = (f.w., fowb, fa8a, fb8b) 

(w., Wb, 8., ób)(f., f•) = (f.w., fhwo, fo8a, faób), 
(4.13) 

onde (f., f•) E A e (wa, Wb, 8a, óo) E rlb. Além disso a involução é dada por 

(4.14) 

Notemos que dentro desta estrutura de bi-módulo os termos 80 e Ób corre
spondem ao caso do espaço de dois pontos, ou seja, a passagem de v. para 
V'b. Por outro lado os termos Wa e Wb correspondem as noções de geometria 
Riemanniana usual. 

Com a notação acima, a diferencial de uma função f E A pode ser escrita 
como 

(4.15) 
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Esta notação é útil para entendermos melhor n 1 como um fibrado sobre V. O 
bi-módulo rlb pode ser visto como a união de duas cópias do fibrado cotangente 
sobre v mais a união de um fibrado 2-dimensional trivial. Isto nos diz que nb 
pode ser tratado com um fibrado lO-dimensional sobre V. Em outras palavras, 
podemos fazer a seguinte identificação 

nb o= T*(V) Ell T*(V) Ell C Ell C. (4.16) 

um cálculo direto nos mostra que os elementos do sub-espaço r.( d( Jo n n 1)) 

são da forma 

(4.17) 

onde ç. e Çb nada mais são do que funções com valores nos escalares, de modo 
que /(Ç.) = Ç. e -y(Çb) = l':b· 

De maneira totalmente similar à feita para calcular 1r( df) = [D, f] podemos 
calcular 1r(d!dg), o que nos leva a concluir que um elemento geral de r.(f!2 ) pode 
ser escrito como 

(4.18) 

aqui "'• e ab são 2-formas (usuais) sobre V, f3a e f3b são l-formas sobre V e ha 
e hb são funções sobre V. 

A expressão acima nos leva a concluir que se M* M não é um múltiplo escalar 
da identidade, os elementos de nt podem ser totalmente caracterizados por 

• um par de 2-formas usuais a a e ab sobre V; 

• um par de 1-formas usuais f3a e f3b sobre V; 

• um par de funções escalares h a e hb sobre V. 

A hipotese de que M* M não é um múltiplo escalar da identidade é essencial, pois 
do contrário os termos envolvendo ha e hb seriam eliminados por 1r(d(Jo nn1)). 

Nós podemos usar a relação d( adb) = dadb para calcular a diferencial de 
uma 1-forma w, de forma análoga a usada para calcular a diferencial de uma 
função. Se nós olharmos esta l-forma como um elemento em Ob, ou seja, 
w = (wa., Wb, ha, ób), a sua diferencial, como um elemento de n1.J, será dada por 
uma sextupla a= (aa, ab, /3a, /3b, ha, hb) onde 

Ct"a =dwa; 

ab = dwb; 

f3a = Wb - Wa - dóa; 

f3b = Wa -Wb- dób; 

ha=Óa+ób; 

hb=Óa+Ób. 
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Agora se considerarmos dois elementos w, w' E r!b o produto dos dois ww' E 
rl'i, será dada por 

aa = Wa 1\ w~; 

a&= Wb 1\ wb; 
/3a = Óawb - 5~; 

/3b = 5bw~ - óbwb; 

ha = Óaób; 

hb = "·"~· 

(4.20) 

Estas duas espressões para 2-formas serão de grande importãncia para o cálculo 
da curvatura de uma conexão para este modelo. 

o conceito de produto interno dentro de no envolve o conceito de traço de 
Dixmier. Mas como estamos trabalhando com um K-ciclo produto é interessante 
relacionarmos o traço deste K-ciclo com os traços dos K-ciclos iniciais. Esta 
relação é dada pelo seguinte lema. 

Lema 10 Seja (1t1, D 1 ) um K-ciclo pj -somável sobre uma álgebra A 1 , e seja 
(1t2 , Dz) um K-ciclo Pt -somável sobre uma álgebra Az. Então o K-ciclo produto 
é (p1 + P2)+ -somável. Além disso se T, E C.(1í.;) temos a seguinte relação entre 
os traços 

r(~ 1) 
r( ~?,f-+ ;)r(;+ 1?r+ ((T,0Tz) I D 1-P) = Tr+(T, I D, 1-P')Tr+(Tzl Dzl-p'). 

(4.21) 
Em particular, para o caso do produto entre o K-ciclo de Dirac e o K-ciclo sobre 
o espaço de dois pontos, temos 

(4.22) 

onde tr denota o traço usual de matrizes em dimensão finita. 

Para uma discução sobre a demosntração deste lema ver [2]. O 

Este lema nos possibilita definir o produto em Q~ em termos de grandezas 
conhecidas. Para isso lembremos que pela definição vista na seção 3.5 devemos 
tomar o completamento ortogonal de 1r( d( J0 n Q 1 )) dentro de 1r( fl2 ) e considerar 
o produto interno (T, I Tz) = Tr+(TiT2 I D l-4 ). Para identificarmos o 
complemento ortogonal de 1r( d( J0 n !11 )) precisamos da seguinte definição: 

Definição 46 Um operador T E C.(1t) é dito de Hilbert-Schmidt se e somente 
se tr(T*T) < oo, aqui tr denota o traço usual. O conjunto dos operadores 
de Hilbert-S chmidt é denotado por F2. No caso de estarmos lidando com um 
espaço de Hilbert separável podemos tomar uma base ortonormal {<l>n}, nestas 
condições, se A, B E :F2 então 

00 

L(</>n I A* B</>n), (4.23) 
n=l 
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é absolutamente convergente e define um produto interno, denotado por (A, B),. 
Este é o chamado produto interno de Hilhert-Schmidt. 

Sendo .-\(M* M) a projeção ortogonal, com relação ao produto interno de 
Hilbert-Schmidt, da matriz M* M sobre as matrizes escalares .ÃIT, o complemento 
ortogonal de 11"( d( Jo n!11)) dentro de 11"(!12 ) pode ser identificado com o conjunto 
dos elementos da forma 

-'{si- 17(/3.) ® M* ] 
'f(<>•)®li-hb®(MM*-.\(MM*)) ' 

(4.24) 
Com estes fatos obtemos 

Lema 11 Sendo .\(M* M) a projeção ortogonal, com relação ao produto interno 
de Hübert-Schmidt, da matriz M* M nas matrizes escalares .\li, então a norma 
ao quadrado de um elemento (a.,a.,[3.,/3b,ha,hb) E ü'j, é dada por 

i (li o:a 11
2 

+N li o:• 11 2
] dv + tr(M* M) i [li !3a 11

2 + li /3• 11
2

) dv 

+tr [CM*M- .X(M*M))2
] X i [11 ha 112 + 11 hb 11 2

] dv, 

lembrando que M é uma matriz N x N. 

(4.25) 

Uma discução um pouco mais detalhado sobre os argumentos que nos levam 
a este lema pode ser encontrada em [2]. D 

Para podermos falar no funcional de Yang-Mílls precisamos de um fibrado, 
E, sobre a álgebra A, e também de uma conexão sobre&. Iremos considerar um 
fibrado da forma 

t:=!A2, (4.26) 

onde f é a matriz definida por 

(4.27) 

sendo e = (1, O) E A. 
Uma conexão arbitrária sobre este fi brada é dada pela expressão 

'íl=fd+p, (4.28) 

sendo p urna matriz 2 x 2 auto-adjunta com entradas em n):,. Além diaso p 
deve satisfazer as relações p = fp = pf = fpf. Usando estas propriedades de p 
concluímos que as suas entradas devem ser da forma 

Pll = (w~\ wt\ .p, .p,); 

( 12 -) 
P12= Wa ,0,0,</>2; 

P21 = (w~\ O, .P,, O); 

P22 = (w;;2
, O, O, 0). 
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Uma forma mais concisa de escrevermos a matriz p é agrupando as componentes 
do mesmo tipo em uma matriz, ou seja, todas as componentes wa em uma 
matriz, tadas as componentes wb em outra, e assim por diante. Com esta 
notação podemos escrever p na forma 

01 [<t>l 01 fT, ~] o' 4>2 o 'lo oj · (4.30) 

Nós ainda podemos usar uma notação mais concisa: se denotarmos 

(4.31) 

podemos escrever 
p = [wa; wb; </>; q)*]. (4.32) 

Para esta conexão a curvatura é dada pela expressão 

fJ = fdfdf + f(dp)f + p 2
, (4.33) 

que pode ser calculada a partir das expressões para o produto e para a diferencial 
de elementos de O:b. Para fazermos isto notemos que 

p2 = 

fdfdf = [~ e~del, 
d _ [ dpn (dp12)e l 

f( p)f- e(dpz1 ) e(dpzz)e ' 

[ 
Pr1 + P12P21 

P21P11 + P22P21 
PnP12 + P12P22] 

P21P12 + J?zz · 

Iremos escrever a curvatura como uma matriz com entradas em Oj; 

Além disso iremos escrever cada elemento da matriz de O na forma 

.. - ( ij ij ,ij ,ij hij h'j) 
BtJ - O:a 1 O:b '!-'a 1 Pb ' a ' b · 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

Com estas notações e com a.s expressões 4.19, 4.20 e 4.34 iremos prosseguir 
no cálculo explícito dos elementos da curvatura. 

Antes de mais nada notemos que 

(4.37) 
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sendo que um cálculo direto nos leva a seguinte expressão 

edede = (0,0,0,0,-1,0). 

Desta forma a contribuição de f df df só se dá no termo h~ 2 

Primeiramente iremos calcular os termos da forma cij: 

all = ci,;ll + wll A wll + w12 A w21 
a a a a a a' 

Estes termos podem ser escritos de maneira simplificada como 

Para os termos a~ nós temos 

a~l = dJ.vtl; 

a:~2 =O; 

a~ 1 =O; 

a~2 =O, 

ou, equivalentemente, na notação matricial, 

Para fJ'j temos 

11~
1 

= -d</>1- (w!1
- wl1 )(<h + 1) 

(.112 =o 
1-'a ' 

11~
1 = -d</>2- w~ 1 (1 + </>1)- (w;'- Wbll)</>z, 

(.122 =o 
1-'a ' 

que na forma matricial nos fornece 

Já para os termos Pii nós temos 

11l1 = -d<h + (w~ 1 - wl1)(1 + 4i) + w~ 1 </>2, 

11l2 
= -d<h + w!2(1 + 1>1) + (w~ 2 

- wl1 )h 
(.121- o 
fJb - ' 

11'f =o, 
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(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 
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ou ainda 

f3 
_ [-d</>1 + (w!1 - wl1 )(1 + 4>) + w~ 1 </>z -d</>z + w!2(1 + <1>1) + (w~ 2 

- wl1 )4};1 
·- o o J 

Agora só nos falta calcular os termos hij e h?. Para hij nós temos 
(4.46) 

11 - -
h. = ,p, + <l>l + <l>l<l>l; 

h~ 2 = </>z(1 +<f>,); 
21 -;-

h. = <1>2(1 + .p,); 
(4.47) 

h22 = -1 
a ' 

que na forma matricial fica 

(4.48) 

E, finalmente, temos 

11 - -;- -
h• = </>1 + </>1 + <1>1 <1>1 + <l>z</>2; 

h~ 2 =O; 

h21 - O· b - , 

(4.49) 

h~ 2 =O, 

ou 

(4.50) 

Com isso, temos a curvatura e totalmente determinada. Para calcularmos o 
funcional de Y ang-Mills para este modelo, lembremos que o mesmo é dado por 

(4.51) 

Nós sabemos que e é uma matriz 2 x 2 onde cada entrada é um elemento de 
ni:,. Dessa forma (!*(I será uma matriz 2 x 2 onde cada entrada é um elemento 
de nr,. Além disso, sabemos que os elementos de o r, podem ser escritos em 
termos de matrizes 2 x 2 onde as entradas são operadores sobre um espaço de 
Hilbert. Dessa forma podemos olhar para (I* (I como sendo uma matriz 4 x 4 onde 
cada entrada é um operador. Usando esta descrição de (!*() e as propriedades 
do traço de K-ciclos produto, obtemos que o funcional de Yang-Mills para esta 
conexão é da forma 

YM(V) =lo +lt +h (4.52) 

onde cada um dos termos lj é dado em termos da integral sobre V de uma 
densidade de Lagrangeana. Mais precisamente, a densidade de Lagrangeana 
para o termo lo é dada por 

C r, = [(1- I <h 12)2 + 2(1 <1>1 + 1 12 + I <h 12 -1)2) tr(M* M- -\(M* M)). 
(4.53) 
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Nesta equação, e nas subsequentes, tr denota o traço usual de matrizes de 
dimensão finita. 

A densidade de Lagrangeana para o termo I, é da forma 

(4.54) 

aqui li · 11 R denota a norma Riemanniana usual para formas. Além disso \7 
denota a derivada covariante de campos escalares, que é dada pelo seguinte 
operador 

[

wll _ wll w12 ] 
\7 =d+ a 21 b a (4.55) 

W22 -wll · 
Wa a b 

E para o termo I 2 obtemos que a densidade de Lagrangeana é da forma 

Para terminarmos precisamos calcular a parte fermiônica da Lagrangeana 

lp(..p) = (..P I Dv..P). (4.57) 

Para efetuarmos esta conta lembremos que as funções de onda ..P são elementos 
do espaço & 0A 1i, que neste modelo pode ser escrito como 

(4.58) 

que pode ser identificada com o espaço 

(4.59) 

Isto nos permite escrever a função de onda na forma 

(4.60) 

onde cada componente do vetor acima é um elemento de r(S) 0 ICN Se es-
crevermos 

1/JL = [~~]' 1/JR = [et]' (4.61) 

a função de onda pode ser escrita como 

(4.62) 

Por razões físicas devemos ter que ..P R é um elemento do tipo right e que ..P L é 
um elemento do tipo left, em outras palavras, devemos ter as seguintes relações 

(4.63) 
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Usando que as funções de onda 'ljJ podem ser escritas na forma 4.60, a ação 
fermiônica se reduz à seguinte expressão 

lp('lj;) = ('1/J I D'lj;) + ('1/J I rn/J). (4.64) 

Esta expressão pode ser calculada diretamente, de onde obtemos que a ação 
fermiônica é da forma 

/p('lj;) = Jo + J1, (4.65) 

onde cada um dos termos acima é dado pela integral sobre V de uma densidade 
de Lagrangeana. Para o termo J0 obtemos a seguinte densidade de Lagrangeana 

LJ0 = eLÔVeL + VLÔVVL + eRÔVeR + eLM*rR- eRMeL. 

Já o termo J1 é dado pela densidade de Lagrangrana1 

,. •(- 22 +- 11 +- 11 +- 12 +- 21 ) LJt = 1 enwa eR eLWa eL VLWb VL eLWa en enwa e L 

- eL<hM*vL- vu1>1MeL + VL<hMeR- eR<hM*vL. 

Dessa forma a densidade de Lagrangeana dada por 

C= YM('i7) + lp('!/J) =lo+ I,+ h+ Jo + J1, 

(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

recupera a densidade de Lagrangeana do modelo padrão usual com a diferença de 
que o modelo proveniente de geometria não-comutativa elvolve campos de gauge 
em U(l) e U(2) enquanto que o modelo de Weinberg-Salam envolve campos 
de gauge em U(l) e SU(2). Para recuperarmos o modelo de Weinberg-Salam 
usual precisamos introduzir uma condição a mais no modelo não-comutativo, a 
condição, introduzida ad hoc, é 

t 11 rwa =wb. (4.69) 

Até agora trabalhamos com a hipótese de que o grupo de gauge pode ser 
escrito em termos do grupo das unidades de A, UA = { u E A : u*u = uu* = 1}, 
eventualmente com alguma condição a mais, como por exemplo a condição 4.69. 
Porém este não é o caso quando estamos lidando com o grupo SU(3) x SU(2) x 
U(l), o grupo de simetria do modelo padrão completo. A descrição do modelo 
padrão em termos de geometria não-comutativa continua sendo feita através do 
produto entre um espaço discreto, F, e o espaço-tempo, porém devemos tomar 
um espaço discreto diferente do usado no modelo de Weinberg-Salam. 

Para descrevermos o grupo de simetrias do modelo padrão iremos precisar 
de duas álgebras A e B. Iremos tomar 

A= C e lEI, 

B= CeC3 xs. 
(4.70) 

1 Nesta equação est.amos subentendendo que a ação das formas é dada pela multiplicação 
de Clifford. Por isso estamos escrevendo simplesmente w no lugar de t(w). 
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O espaço discreto F será dado por um A® B-módulo ('ltp,Dp,/p). Analoga
mente ao caso do modelo de Weinberg-Salam, a álgebra induz uma decomposição 
de '/tp na forma 

(4.71) 

Nesta decomposição a álgebra B age simplesmente pela multiplicação escalar em 
'!to e em 1t1 , e cada um destes espaços carrega uma *-representação da álgebra 
A. 

Por outro lado, usando que um quaternion pode ser escrito na forma q = 

a + fJj com a, fJ E C, uma *-representação de A é da forma 

( 4.72) 

Dessa forma uma *"representação de A é completamente caracterizada pela 
tripla de constantes (n+, n_, m). Usando a decomposição 4.71, e o fato de que 
cada um dos espaços 1í.o e 1t1 carrega uma *"representação de A concluímos que 
o A® B-módulo é completamente determinado pelas constantes (n'l_, n':,m0 ) e 
(ni, n:., m1). Tais constantes estão relacionadas com o número de, gerações, e 
de ·partículas, envolvidas no modelo. 

Tendo o A 0 B-móulo bem determinado, podemos definir um operador de 
Dirac D para ele. Neste modelo o operador D será o responsável pela massa 
dos fermions e pelos parâmetros de Kobayashi-Maskawa, [5]. Além russo pode
mos definir conexões sobre este módulo. Dessa forma, uma vez determinado 
o módulo, temos todas as ferramentas para analisar a sua geometria, como foi 
feito no caso do espaço de dois pontos. 

Com o espaço de dois pontos determinado podemos construir o espaço do 
modelo padrão. Consideremos uma variedade spinc, V' de dimensão 4, junta
mente com o K-ciclo de Dirac (r(S), 8v,15 ). As álgebras A e B serão tomadas 
na forma 

A= C""(V) 0 (C e l8!), 

B = C""(V) 0 (C e C3 x 3
), 

(4.73) 

ou seja, analogamente ao modelo de Weinberg-Salam, estamos tomando o pr<>
duto da álgebra para descrever o espaço discreto pela álgebra das funções suaves 
sobre a variedade V. O espaço de Hilbert será tomado como sendo 

1t = r(S) 0 (1to e ('lt, 0 C3 x3 )) . (4.74) 

Com a álgebra e o espaço de Hilbert bem definidos, procede-se no sentido 
de determinar quem são os espaços das formas !1}, e !17:,. Com estes espaços 
caracterizados podemos calcular a curvatura de uma conexão, recuperando a 
partir desta curvatura, do funcional de Yang-Mills e do funcional Fermiônico a 
Lagrangeana do modelo Padrão, como feito no modelo de Weinberg-Salam. 

Para maiores detalhes desta construção, e dos cálculos correspondentes, 
remetemos o leitor as referências [2] e [3]. 
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Apêndice A 

Módulos 

Neste apêndice iremos dar uma pequena introdução a módulos projetivos. Estare
mos sempre supondo que os anéis são unitários, que denotaremos por .A e por 
B. 

Definição 4 7 Sendo E um módulo sobre A, dizemos que um conjunto, possivel
mente infinito, de elementos ti E E, {t1, ... , tk, .. . }, gera o módulo E se todo 
elemento tE E puder ser escrito como t = 2::7~ 1 a;t; com a; E A. 

Se estamos lidando com geradores, podem ocorrer dois problemas que nem 
sempre admitem solução: a decomposição acima pode não ser única; e além 
disso podemos precisar de um número infinito de geradores para escrevermos 
todos os elementos do módulo E. Mas em certos casos especiais, que são de 
grande interesse, estes problemas não ocorrem. 

Definição 48 Dizemos que um módulo E é finitamente gerado se ele admite 
um conjunto finito de geradores. 

Definição 49 Um A-módulo a direita E é dito livre se ele possuir elementos 
ti E E tais que { t,, ... , tn} forem uma base, no sentido de que todo elemento 
t E E pode ser escrito de forma única como t = a1 t1 + · · · + antn com a; E A. 

É facíl vermos que um módulo livre é finitamente gerado se, e somente se, ele 
possuir uma base com um número finito de elementos. O módulo livre padrão 
com n geradores é dado por An = A Efl • · · EB A. Podemos pensar nos elementos 
deste módulo como sendo vetores colunas. Podemos considerar qualquer módulo 
lifre finitamente gerado como sendo do tipo padrão para isso precisamos apenas 
identificar as bases, como é feito com espaços vetoriais reais e o lRn. 

Definição 50 Dizemos que um A-módulo a direita P é projetivo se, dado qual
quer A-linear mapa sobrejetivo entre A-módulos a direita, 1f: E-+ Ç, e qualquer 
A-linear mapa</>: P--> g existe um A-linear mapa 1/J: P-+ E tal que 1f01/J = </J. 

Uma propriedade inlportante dos módulos livres é dada pelo lema 
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Lema 12 Todo A-módulo a direita livre F é projetivo. 

Dados 11: & --+ Ç e </>F--+ Ç, seja {t;} uma base de F, dessa forma para cada 
elemento da base t, podemos escolher s,, E & de forma que 17(s,,) = </>(t;). Isso 
é sempre possível pois 11 é sobrejetiva. Isto, mais a A-linearidade, determina um 
mapa 1/J :F--+&, dado por ,P(t;) = s,., que por construção satisfaz 11 o 1/J =<f>. 
o 

Proposição 15 Uma soma direta da forma ff!; P; de A-módulos a direita é 
projetiva se~ e somente se1 cada somando direto 'Pi for projetivo. 

Iremos assumir que P = ff!; P; é projetivo e que os mapas 11 : & --+ Ç 
e </>; : P; --> Ç são dados. Definindo 4> : P --> Ç nas somas finitas L; s; com 
s; E P; por 4>(2:::; s;) =L; 4>;(s;). Como estamos assumindo que Pé projetivo, 
existe um mapa 1/J: P--+ & com 1701/J = 4>, se escrevermos 1/J; para a restrição de 
1/J a p, obtemos 17o,p, =</>;,de modo que cada p, é projetivo. Inversamente, se 
cada p, for projetivo, e dado 4> : P --> Ç, basta considerarmos as restrições 4>; 
de 4> a P; para obtermos os mapas 1/J; : P; --> & e definirmos 1/J como foi defirúdo 
4> acima. O 

Lembremos que uma sequência de mapas 

0->ALB!!..c .... o (A.l) 

é dita exata quando ker g = im f. 

Definição 51 Dizemos que uma sequência exata 

o .... A.E.B.::!.c__,o (A.2) 

cinde, quando existir um mapa u : C -> B tal que 11 ou = ide. 

Observemos que no caso dos conjuntos A, B e C em uma sequência como acima, 
possuírem alguma estrutura além da de conjunto, pedimos que os mapas pre
sentes na sequência respeitem esta estrutura. Os mapas. passam a ser morfismos 
da estrutura correspondente. Como no caso iremos lidar com sequências exatas 
entre módulos, os mapas serão morfismos entre módulos. 

Proposição 16 Um A-módulo P é projetivo se, e somente se, qualquer sequência 
exata entre módulos 

(A.3) 

cinde. Isto ocorre se, e somente se, P for um somando direto de um módulo 
livre. 

Se P for projetivo existe um mapa 1/J: P--> Ç tal que 1701/J = idp. Isto segue 
diretamente da propriedade que define um módulo projetivo. Dessa forma a 
sequência cínde. 
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Por outro lado se a sequêncía cinde, tomemos { Xj} jEJ um conjunto de ger
adores de P, e consideremos F como sendo o módulo livre com base { tj }JEJ, 
ou seja, o módulo livre com o mesmo número de geradores que 1'. Definamos 
1): F-> P por A-linearidade e pela regra 1J(tj) = Xj. Seja K. = ker7J, de forma 
que podemos escrever F :::e P e K.. Logo P é o somando direto de um módulo 
livre, mas pela proposição 15, e pelo fato de todo módulo livre ser projetivo, 
concluímos que P é projetivo. Notemos que por este argumento K. também é 
projetivo. O 

Teorema 12 Um A-módulo a direita P é projetivo se, e somente se, ele é da 
forma P = e:F, onde :F é um módulo livre e e é um idempotente como mapa 
A-linear em F. 

Consideremos a sequência exata 

O -+ E -+ F .:!.. P -+ O. (A.4) 

com F livre e P projetivo. Sendo u : P --> F um mapa que cinde a sequêncía, 
ou seja, TJCY = idp. Com isso o mapa e = <J"'f/ satisfaz e2 = U1Jtrlf = CT'TJ = e, isto 
é, e é um idempotente. Das propriedades de sequências exatas nós sabemos que 
1) é sobrejetiva, de forma que 7J(F) = P e pela oonstrução deu, concluímos que 
a mesma é injetiva, logo u(P) :::e P. Dessa forma temos que P o::: &F. 

É interessante notarmos que o mapa id;= - e também é um idempotente, e 
E o::: ker7J"" (id:F- é)F. 

Inversamente se e : :F -4 :F é um idempotente, podemos escrever :F = 

€F e ( id:F - € )F, e como somando de módulo projetivo é projetivo concluímos 
que &F é projetivo. O 
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Apêndice B 
, 

Algebras de Clifford 

Neste apêndice iremos fazer um apanhado geral sobre álgebras de Clifford. Ire
mos omitir as demonstrações, que podem ser encontradas nas referências [7], 
[8], [9] e [10]. 

A álgebra de Clifford Cf(E) determinada por um espaço vetorial real E 
equipado com uma forma bilinear q é a álgebra associativa gerada pelos elemen
tos de E submetidos a seguinte relação1 

xy + yx = -2q(x, y). (B.l) 

Notemos que a inclusão de E em Cf(E) é injetiva, dessa forma podemos 
considerar E como sendo um subconjunto de Cf(E). 

As álgebras de Clifford possuem a inlportante propriedade: 

Proposição 17 Se B é uma álgebra real com identidade e f : E -+ B é um 
mapa linear que satisfaz f(x) 2 = q(x, x), então f se estende para Cf(E) de 
forma que f: Cf(E)-+ B é um morfismo entre álgebras e j \E= f. 

Com isso nós vemos que o grupo das transformações ortogonais de E, O( E, q), 
induz automorfismos da álgebra de Clifford Cf(E). Em particular a trans
formação x ,.... -x da origem a um automorfismo involutivo de Cf(E), o qual 
denotaremos por ~ e chamaremos de involução graduada. 

Agora se nós tomarmos a álgebra oposta de B, isto é, o mesmo espaço 
vetorial E mas com a ordem do produto invertida, nós encontramos um anti
automorfismo involutivo de C f( E), denotado por-e chamado de reversão. Pode
mos mostrar que para um elemento qualquer a E Cf(E) vale 

(B.2) 

isto nos possibilita definir a chanreda involução de Clifford, dada por 

(B.3) 

1 Na literatura sobre álgebras de CLifford é bastante comum encontrarmos esta relação com 
o sinal oposto, isto é, xy + yx = 2q(x, y). 
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Definimos o grupo multiplicativo das unidades Cf(E)" como sendo o conjunto 
dos elementos inversíveis de Cf(E). É possível mostrarmos que Cf(E)" é um 
grupo de Lie. Com isso faz sentido falarmos em representações de Cf(E)u. 
Em particular podemos construir a representação adjunta contorcida de Cf(E)" 
( twisteà adjoint) dentro da própria álgebra ct(E) 

cp : Cf(E)u -+ Cf(E), (B.4) 

definida por 
cp(x)y = XyX~I (B.5) 

Um importante subgrupo de Cf(E)" é o chamado grupo de Clifford r definido 
como sendo o subconjunto de Cf(E)" que preserva o espaço E, em outras 
palavras 

r= {x E Cf(E)" : cp(x)y E E 'ly E E}. (B.6) 

Nós podemos usar a involução de Clifford para definirmos uma norma em 
Cf(E): N : Cf(E) -+ Cf(E) definida por 

N(x) =xx, (B.7) 

esta é a chamada norma espinorial de Cf(E). No caso de x E E a norma 
espinorial é um escalar, mais precisamente temos que N(x) = q(x,x), isto é, se 
x E E a norma espinorial se reduz a norma usual. 

Agora vamos considerarocasoemque E= JRn e q(x,x) = xr+x§+· ··+a?,. 
Neste caso iremos denotar a álgebra de Clifford de JRn por Cfn e o subgrupo r 
por r n· Para o caso de E= JRn temos a seguinte proposição 

Proposição 18 1. O nucleo de cp : r n -+ GL(n, JR) é JR*, o conjunto dos 
múltiplos não nulos do. identidade; 

2. A restrição de N a r n é um homorfismo de grupos de r n em lR; 

3. cp(r n) C O(n), o grupo das transformações ortogonais de JRn; 

4- Denotemos por Pín( n) o nucleo de cp : r n -+ !R*. A restrição de cp a 
Pín(n) é uma aplicação sobrejetiva sobre O(n) com nucle { -1, 1}. 

Notemos que Pin(n) é um subgrupo fechado de Cf(E)", dessa forma Pin(n) 
carrega naturalmente uma estrutura de grupo de Lie. 

O grupo Spin(n) é, por definição, a imagem inversa de SO(n) por cp. As 
definições de Pin(n) e de Spin(n) podem ser resumidas nas seguintes sequências 
exatas 

O-+ Zz _. Pin(n) ~ O(n)-+ O; 

O-+ Z,-+ Spin(n) ~ SO(n) _.O. 

A importância do grupo Spin é dada pela seguinte proposição: 
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Proposição 19 Para n 2: 2, 'P : Spin(n) _, SO(n) é um recobrimento duplo 
conexo. Para n 2: 3, este é o grupo de recobrimento universal de SO( n). 

Em muitas circunstâncias é útil considerarmos a álgebra de Clífford com
plexíficada, Cfc( E) sobre um espaço E. Podemos definir a álgebra Clifford 
complexíficada como sendo a álgebra de Clífford do espaço vetorial complex
ífícado Ec = E 0JR <C com a forma quadrática complexíficada qc. Uma das 
vantagens de trabalharmos com a álgebra de Clífford complexífícada é a sua 
classificação estremamente simples: 

Proposição 20 A álgebra complexa CFc é isomorfa a <C2' x2 ' para n = 2k, e é 
k k k k 

isomorfa a <C2 xz Ef) <C2 x 2 para n = 2k + L 

Também será útil o grupo Spin(n) definido como sendo 

Spinc(n) = (SO(n) x U(l)) /Z2, (B.9) 

onde a relação de equivalência é dada por: (h, z) ~ (-h, -z). O homomorfismo 
'P se extende para Spinc através de 'Pc(x, .\) = (<p(x),.\2 ), de forma que obtemos 
a seguinte sequência exata 

C :PC 
O-+ Z2 -+ Spin (n)-+ SO(n) x U(l) _,O. (B.lO) 

Consideremos um espaço vetorial real E de dimensão 2k. Um espaço espino
ríal (complexo) associado a (E, q) nada mais é do que um Cfc(E)-módulo. De 
um modo geral, dado um espaço (E, q) não existe um espaço espinorial canônico 
associado a E. Uma forma de obtermos um é eso!hendo uma estrutura com
plexa2 J em E. Dada uma estrutura complexa J em E podemos passar a ver 
E como um espaço vetorial complexo, para ÍS5o definimos a multiplicação por 
números complexos da seguinte forma 

(OI + i{J)X = OIX + {JJ X. (B.ll) 

Com esta definição E passa a ser visto como um espaço vetorial complexo de 
dimensão k. Por outro, lado podemos definir uma forma hermítíana a partir da 
forma quadrática inicial de E por 

(uI v)= q(u, v)+ iq(Ju, v). (B.12) 

A partir destas construções nós definimos o espaço espinoríal de Fock para 
(E, J) por 

F(E, J) = ffi;~o A(: (E, J). (B.13) 

Sendo x E E defínínamos a transformação e(x): F( E, J)...., F( E, J) por 

e(x)s = x As. (B.14) 

2Uma estrutura complexa sobre E é dada por uma isometria J tal que J 2 = -id. 
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A contração com relação a x, i(x) :F( E, J)-> F( E, J), pode ser definida por 

t 

i(x) (s1 /\ ···As,))= :L)-l)i-'(x I Sj)s,l\ ···/\si 1\ ···I\ s,, 
j=l 

onde sj indica que o termo s j não está presente naquele fator-

(B.l5) 

A partir destes dois mapas podemos definir um terceiro, "f F(E, J) -> 

F(E,J), por 
7(x) = e(x)- i(x). (B.16) 

Não é difícil verificarmos que este mapa satisfaz a propriedade 

"!(xh(y) + "f(Yh(x) = -2q(x, y), (B.l7) 

dessa forma, pela propriedade dada na proposição 17, e por considerações a 
respeito da dimensão dos espaços, 1 se estende para um isomorfismo de álgebras 
1 : Clc(E) __, Endc F(E, J). 

Lembremos que das definições dos grupos r n, Pin(n) e Spin(n) obtemos as 
seguintes inclusões 

Spin(n) C Pin(n) C Cfn C Ccfn. (B.18) 

A representação spin (complexa) do grupo Spin( n) é definida como sendo a 
restrição de 1 a Spin( n). Agora notemos que Spin c ( n) é naturalmente imerso 
em C, por (x, >.) ....., >.x para x E Spin(n) e .À E U(l). Dessa forma obtemos 
uma representação unitária para Spinc(n) em F(E, J) pela restrição de"'· 

Agora vamos considerar M como sendo uma variedade compacta sem fron
teira. Vamos considerar fibrados vetoriais munidos de urna métrica E --> M. 
Como existe uma métrica em cada fibra Ex podemos considerar a álgebra de 
Cli.!ford das fibras Cf(Ex) para formar o fibrado de Cli.!ford Cf(E), cujas fibras 
são exatamente as álgebras Cf(Ex). É interessante notarmos que o espaço das 
seções de Cf(E) pode ser visto como uma álgebra, através da multiplicação em 
cada uma das fibras. 

Quando estamos considerando fibrados vetoriais E -4 M com métrica, é 
possível mostrarmos que todo fibrado deste tipo pode ser escrito como um fi
brado associado a um fibrado principal que tem O( n) por grupo, ou seja, E é as
sociado a P(M, O(n)). Por outro lado se for possível construirmos E como sendo 
associado a um fibrado principal que tem SO(n) como grupo, P(M, SO(n)), 
dizemos que E é orientável. Isto é a mesma coisa que tomarmos as funções de 
transição de E, g,j, em SO(n). 

Como acabamos de ver, existe um recobrimento Spin(n) ~ SO(n). Neste 
ponto é natural nos perguntarmos se é possível definirmos as funções de transição 
de um fibrado orientável, E, em termos de Spin(n), ou seja, será que existem 
funções "-<i em Spin(n) tais que <p(/4j) = Bij· Se isto puder ser feito, o que nem 
sempre ocorre, nós obtemos um fi brado principal P( M, Spin( n)) juntamente 
com um recobrimento duplo p. : P(M, Spin(n)) --> P(M, SO(n)), além disso E 
passa a ser escrito como fibrado associado de P(M, Spin( n) ). Neste caso dizemos 
que o par (P(M,Spin(n)),p) é uma estrutura-spin sobreM. Uma variedade M 
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é chamada de variedade-spin se o seu fibrado tangente for orientável e possuir 
uma estrutura spin. 

Uma classe mais ampla de fibrados está relacionada com as estruturas -
Spin c ( n). Uma estrutura Spin c sobre E ___, M é dada por um fibrado principal 
P(M, Spinc) tal que E pode ser escrito como um fibrado vetorial associado a este 
fibrado principal. Notemos que existe um homomorfismo entre 1>: Spinc(n) ___, 
Spin(n) dado por </>(h,.\)= <p(h), dessa forma toda variedade-spin pode ser vista 
como urna variedade-spinc, porém existem variedades que não são variedades
spin mas que são variedades-spinc. 

Agora vamos considerar um fibrado E ___, M associado ao fibrado principal 
P(M, Spinc(n)) e suponhamos que S seja um módulo complexo a esquerda sobre 
Cfn, com p sendo a ação a esquerda, pela multiplicação de Clifford, de Spin c ( n) 
sobre S. Neste caso podemos construir o fibrados espinorial complexo 

S(E) = P(M,Spinc(n)) xp S. (B.19) 

Lembremos que para uma variedade Riemanniana M, sempre é possível 
encontrarmos uma conexão Leví-Civíta para o fibrado tangente T M. Consider
emos o fibrado de Clifford Cf(M) = Cf(T M), é possível mostrarmos que existe 
uma conexão canônica neste fibrado, taml>ém chamada de conexão Levi-Civita 
e denotada por V, tal que, dado um campo de vetores qualquer v, temos 

(B.20) 

quaisquer que sejam as seções c1 , c2 E r(Ci(M)). Além disso se S _, M for 
um fibrado espinorial sobre M existe urna conexão canônica sobre S, também 
denotada por \!, tal que 

\!v (;(c)s) =')'(\!v c) s +;(c)\! vS- (B.21) 

Definição 52 SejaS_, M um fibrado espinorw.l sobreM, e seja\! : ;(S) _, 
r(S ® T M) uma conexão canônica em S. Existe um morfismo de fibrados 
m : S ® T M _, S dado pela restrição da multiplicação de Clifford a T M. O 
operador de Dirac é definido como sendo o mapa D =mo\! : r(S) _, r(S). 

Um importante resultado é dado pela seguinte 

Proposição 21 Seja {e1, ... , e,.} uma base loeol para TM e suma seção suave 
de S. Escrevendo \! 1 = \!e; temos a relação 

n 

Ds =L ;(e1)\!1s. 
j=l 
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