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Resumo

Nesta dissertacao estudamos uma forma de generalizar, algebricamente, alguns
conceitos de geometria deferencial cldssica (como por exemplo os conceitos de va-
riedade e de fibrados vetoriais sobre variedades}. Além disso, construitnos para
estas estruturas algébricas as ferramentas usuais do calculo integro-diferencial.
Estes conceitos sio a base da geometria nio-comutativa, que nos permite estu-
dar alguns espacos excluidos do tratamento geométrico usual, como por exemplo
o espaco com apenas dois pontos. Em particular usamos a geometria do espago
de dois pontos juntamente com a2 geometria usual do espago-tempo para estudar
uma versiao geométrica do conhecido modelo padréo de particulas elementares
(em particular o modelo de Weinberg-Salam). Um dos grandes ganhos obtidos
com essa formulacio geométrica é que o boson de Higgs aparece de uma forma
natural dentro do modelo como parte de uma conexio nesse espago mais geral.




Abstract

In this dissertation we studied how to generalize in an algebraic way some of the
concepts of classical differential geometry (like the concepts of manifolds and
vector bundles). Moreover, we developed the integral and differential calculus
over these algebraic structures. These concepts are the basis of the noncom-
mutative geometry, which enabled us to study from a geometrical point of view
some spaces {like the two point space) that are excluded from usual treatments.
In particular we used the geometry of the two point space with the usual space-
time geometry in order to formulate a geometrical version of the standard model
of elementary particles (in particular the Weinberg-Salam model). One of the
great advantages of this geometric formulation is that the Higgs boson appears
in a natural way as part of a conection in this more general space.
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Capitulo 1

Introducao

ATEQMETPHTOY OTAFEIY EIXITQ

A geometria nasceu no Egito Antigo como uma lerramenta para se fazer
a divisio das terras as margens do ric Nilo apés as cheias. Esta fol uma das
primeiras vezes em gue a matematica foi usada como uma ferramenta para de-
screver o munde fisico. Apés estes primeiros desenvolmimentos com os Egipcios
a geometria teve um grande crescimento na Grécia Antiga, onde pela primeira
vez as suas motivagoes ndo eram pragméticas, elas possuiam um forte carater
estético! (Platdo e Tales).

Com o fimn da era grega a geometria possou por um longo periodo de es-
tagnacdo até o surgimento de Fermat ¢ Descartes que desenvolveram os conceitos
de geometria analitica. Estes desenvolvimentos abriram caminho para que New-
ton e seus contemporanos dessem inicio a um periodo de grandes avangos. Os
desenvolvimentos deste periodo foram feitos com uma grande motivacio fisica,
mais do que isso, podemos dizer que eles deram inicio as ciéncias naturais mo-
dernas. Uma das grandes contribiugbes de Newton fol ¢ desenvolvimento das
ferramentas necessirias para tratar a geometria de forma analitica, como por
exemplo o cilculo integro-diferencial.

Estas novas ferramentas permitiram um estudo aprofundado de curvas e
superficies no R®. E em 1827, com Gauss, o estudo de superficies passou a se
dar de forma intrinseca através do teorema egregium, mostrando que a curvatura
total de uma superficie s6 depende da métrica intrinseca da mesma.

Fortemente motivado por estas idéias trabalho, em 1854, num célebre tra-
balho, Riemann langou os fundamentos dos conceitos atualmente conhecidos
como variedades. Estes conceitos vieram a ter um forte impacto sobre a fisica e
a nossa visdo de mundo, a partir deles fol possivel concebermos um modelo de
universo sem referéncias a estruturas externas (um dos grandes triunfos deste
ponto de vista foi a formulacio da relatividade geral).

! Em alguns casos {Escola Pitagérica) as motivacdes chegavam a possuir um carater mistico.



A préxima grande revolucio na histéria da geometria se deu com o Frlanger
Programm de Felix Klein, propondo que o papel da geometria é estudar os grupos
de similaridades dos objetos geométricos ao invés de estudar os objetos em si.
Esta nova abordagem possibilitou, como guase todos os avancos matematicos, a
abertura de novos horizontes em fisica, como, por exemplo, o desenvolvimento
das teorias de gauge usadas principalmente em fisica de particulas elementares
{modelo de Weinberg-Salam e modelo padrio}.

Todo o desenvolvimento da geometria do século XX foi fortemente influ-
enciado pelo paradigma descrito nos trabalhos de Riemann e Klein, ditando o
principal objetivo da geometria como sendo o estudo de variedades e de seus
grupos de transformacées. Os estudos de geometria deste século foram marca-
dos por um grande desenvolvimento de ferramentas analiticas e algébricas para
lidar com os problemas decorrentes deste paradigma.

Os conceitos algébricos empregados no estudo das variedades e de suas sime-
trias se mostraram mais do que meras ferramentas. Estes conceitos deram
origem a uma forma totalmente nova de descrever entidades geométricas em ter-
mos de estruturas algébricas. Estas descrigdes possibilitaram generalizar muitos
conceitos geométricos para uma classe maior de objetos, como por exemplo
espagos discrefos. Tais generalizacOes foram feitas principalmente por Connes
dentro do que se chamou geomefria ndo-comutativa.

Mais uma vez, desenvolvimentos aparentemente de matemética abstrata
mostraram ter aplicacbes em fisica. As ferramentas de geometria nio-comutativa
nos fornecem uma forma de tratar o boson de Higgs de um modo geométrico,
com elas podemos escrevé-lo como sendoe um dos campos de gauge dentro de
uma equacgao de Yang-Mills, de forma que o boson de Higgs deixa de ser um
simples artificio ad hoc e passa a ter um significado geométrico.

Nesta dissertacio iremos lidar com alguns dos conceitos geoméiricos men-
cionados acima, e com a suas aplicagbes em modelos fisicos. Faremos agora um
breve resumo do contetido da mesma.

Na primeira se¢io do capitulo 2 daremos uma breve descrigio das ferramen-
tas matematicas empregadas no modelo de Weinberg-Salam e no modelo padrao
de particulas elementares. Nesta segio descreveremos o que é uma variedade, e
discutiremos como generalizar o conceito de campos vetorias para tais objetos
através do conseito de segbes sobre um fibrado vetorial. Em seguida lidaremos
coin o problema de derivar secbes, vendo que a solugdo do mesmo nos leva natu-
ralmente 4 idéia de conexfio. A conexio nos permitird definir a curvatura, a qual
estudaremos com um pouco mais de detalhes, pois a mesma estd intimamente
relacionada com conceitos fisicos.

Mostraremos que estes conceitos, juntamente com o conceito de grupos de
Lie, nos fornecem uma ferramenta poderosa para estudarmos a simetria das
soluges de equagdes diferencials (ordindrias e parciais). Nas seqbes subsequentes
usaremos estas ferramentas para construir as chamadas teorias de Yang-Mills,
que modelam sistemas fisicos com simetrias internas. Em particular, usaremos
esta formmlacio paraz descrever o modelo de Weinberg-Salam e o modelo de
padr3o de particulas elementares.

No capftulo 3 mostraremos como descrever variedades e fibrados vetoriais



em termos de dlgebras comutativas e de modulos projetivos finitamente ger-
ados sobre as mesmas. Fornecemos demonstragbes elegantes para estes fatos,
merecendo destaque o teorema de Serre-Swan, que estabelece a correspondéncia
entre fibrados vetoriais e médulos projetivos finitamente gerados.

Motivados por estas descrigbes constuimos as ferramentas do cdleulo integro-
diferencial usual para dlgebras quaisquer, usando para isso construgbes pura-
mente abstratas. Dentro destas construgbes veremos como o operador de Dirac
generaliza o conceito de diferencial, e como os conceitos de K-ciclo e de trago
de Dixmier, também conhecido como super-trago, generalizam o conceito de
integral.

Outro conceito muito importante tratado neste capftulo é o de residuo de
Wodzick que, juntamente com o teorema trago de Connes, nos permite recuperar
a geometria Riemanniana cldssica 2 partir das construgbes algébricas.

Todos estes resultados s8o usados no capitulo 4 para construirmos, explici-
tamente, um cendrio geométrico para o modelo de Weinberg-Salam e para o
modelo padrdo de particulas elementares, realizando um dos principais obje-
tivos desta dissertagdo.

H4 ainda 2 apéndices, onde apresentamos alguns conceitos utilizados no
capitulo 3, onde estudamos a geomeiria Riemanniana de um ponto de vista
nao-comutativo, que necessita de um certo embasamento de algebras de Clifford
e de médulos projetivos finitamente gerados.




Capitulo 2

Teoria de (Gauge e o
Modelo Padrao

Neste capitulo iremos apresentar as teorias de gauge do ponto de vista usual
para depois generalizd-las com as ferramentas de geometria nio-comutativa.
Primeiramente faremos uma descrigho das teoria de gauge de uma forma um
pouco mais matemstica, seguindo as linhas apresentados em [1]. Apds a for-
mulagio matemdtica mostraremos como as teorias de gauge aparecem dentro
do modelo padrio, em fisica de particulas. Nesta segunda parte, de um modo
geral, usaremos mais as terminologias empregadas na fisica, como esta feito em

[5].

2.1 Formulacao Matematica

A formulacio matemdtica das teorias de gauge estd baseada nos conceitos de
fibrados e conexdes sobre variedades.

Definicao 1 Sende M wmna variedade, um fibrado sobre elo nada mais € do que
uma outra variedade E juntamente com uwma aplicegdo diferencidvel sobrejetiva

m:E— M. (2.1)

Em geral a variedade F é chamada de espaco total, M de espaco base e 7 de
projegao. Muitas vezes usamos a palavra fibrado para nos referirmos ao conjunto
{m, E,M).

Dado um fibrado sobre a variedade M, faz sentido falarmos sobre as imagens
inversas dos pontos de M pela projecdo. Tais conjuntos, denotados por

E;={p€ F:rlp) =z}, 2.2



sao chamados de fibra sobre o ponto . Dessa forma o espago total £ pode ser
visto como a unifio das fibras! sobre os pontos de M, E = Ugzemr Ex.

Um conceito naturalmente associado ao de fibrado é o conceito de se¢des do
fibrado.

Definicio 2 Uma se¢do s sobre um fibrado 1 E — M € uma fungéo
s:M—E, (2.3)

tal que
w(s(x)) =z Yz e M. (2.4)

Vemos com isso que uma segao é uma funco que para cada ponto € M associa
um elemento da fibra, E;, deste mesmo ponto. O espago das segbes sobre um
fibrado E sera denotado por I'(E). O espaco das segbes de um fibrado desem-
penhari um papel importante em geometria nio-comutativa, como veremos no
préximo capitulo.

O conceito de se¢do ¢ importantissimo para lidarmos com grandezas fisicas,
pois s80 as seghes que representam o conceito de campo vetorial presente na
maioria absoluta dos modelos fisicos.

Um dos exemplos mais simples de fibrado ocorre quando todas as fibras sdo
iguais, neste caso temos

E, = {z} x F, (2.5)

para algum conjunto F. Para este tipo de fibrade o espago total nada mais
é do que o produto cartesiano M x F. Fibrados dessa forma sfo chamades
de fibrados triviais. Um outro conjunto de fibrados, um pouco mais genéricos
do que os firados triviais, mas que ainda possuem uma estrutura relativamente
simples, € o de fibrados localmente triviais.

Definicio 3 Um fibrado 7w : E — M ¢ dito localmente trivial com fibra pedréo
P, se para cada ponto T € M existir uma vizinhanca U de x e um difeomorfismo

¢ U) - U x F, {2.6)

tal que a fibra sobre o ponto x, Ey, € levada em {z} x F. A aplicagéo ¢ €
chamada de trivializagdo local do fibrado.

Os fibrados vetoriais, essenciais em fisica tedrica, nada mais sfo do que um
caso particular de fibrados localmente triviais:

Definicio 4 Um fibrado vetorial de dimensdo n € um fibrado localmente trivial,
cuja fibra padréo é um espago vetorial V de dimensdo n.

1 Notemos que nio estamos supondo que as fibras sobre diferentes pontos possuam alguma
relagao entre si. Entretando, commo veremos mais adiante, nos casos de interesse as fibras
possuem propriedades em comum.



Mas todo espago vetorial de dimensio finita é isomorfo a2 R™, basta escol-
hermos uma base. Deste modo podemos considerar a trivializagio local como
sendo dada por

$:7 " HU) = U x R™. (2.7

Em cada uma das fibras de um fibrado vetorial podemos realizar as operages
usuais de espagos vetoriais {soma e multiplicacio por escalares). Dessa forma
podemnos Tounir o espago das seg¢bes de um fibrado vetorial com estas mesmas
operagoes (basta considerd-las pontualmente em cada fibra). Além disso a multi-
plicagio por escalares pode variar continuamente com o ponto, ou seja, podemos
considerar uma funcio continua da variedade M para o corpo em questio como
sendo uma espécie de escalar. Com isso T'(E) se torna um médule sobre as
fungGes diferencidveis da variedade, C™°(M).

Para darmos um exemplo de Bbrado vetorial lembremos que o espago tan-
gente a um ponto x € M, T;(M}, é um espago vetorial de dimensdo n, sendo n
constante para todos os pontos de M. Podemos considerar 7;(M) como sendo
a fibra sobre o ponto z, de modo que o espago total é

E= T(M) - Um&EMTx(M)- (2'8)

Este é o chamado fibrado tangente da variedade M. E interessante lembrarmos,
da geometria diferencial usual, que se considerarmos uma base locai de vetores
para este fbrado, em geral os elementos da base variam diferencialmente com
o ponto, de modo que nado podemos identificar diretamente as fibras entre si.
Temos que pensar que elas s&o o Toesmo espago vetorial mas que ele estd sendo
colado de formas diferentes em pontos diferentes. De um modo geral nés pode-
mos obter fibrados vetoriais localinente triviais (sem serem triviais) a partir de
um espago vetorial arbitrdrio V' especificando uma regra de colagem que varie
conforme o ponto do espago base. As segdes do fibrado tangente sdo usualmente
chamadas de campos vetoriais sobre M, e neste caso particular iremos deno-
tar o espago dos campos vetoriais (se¢bes) por Vect(M) ao invés de usarmos a
notacio dada acima.

Em muitos modelos fisicos as variedades sio usadas como uma descrigéo de
espago fisico em questo, ou ainda do espago de configuragbes ou espago de fases
de um certo sistema fisico. E muito freqiiente encontrarmos formulacdes envol-
vendo variedades nos modelos de espago-tempo, nos quais o proprio espago-
tempo € visto como uma variedade. E independentemente de como estamos
tratando o espacgo fisico, muitas das grandezas que aparecem tém um carater
vetorial, de forma que precisamos considerar uma maneira de lidarmos com ve-
tores que variem de acordo com o ponio em questao. E neste momento que entra
os conceitos acima discutidos. Nés consideramos um fibrado vetorial apropriado
sobre M ¢ tratamos os campos fisicos como segdes deste fibrado.

Um caso muito importante de fibrado vetorial ocorre quando o construimos
a partir de um espago vetorial V especificando as regras de colagem do mesmo
em termos de um grupo . Este tipo de construgBo recebe o nome de fibrado
vetorial associado ao grupo G. A forma precisa de falarmos de fibrados vetoriais
associados a um grupo G ¢ falando no fibrado principal com relagéo a G.

6



Definicao 5 Dados ume variedade M e G um grupo de Lie®, um fibrado prin-
cipal sobre M com grupo G comsiste de uma variedade P juntomente com wma
acdo de G em P satisfazendo as seguintes condigdes:

o G age livremente® em P pela direita: (u,a) € P x G — ua = Ryu € P;

o M € o espaco quociente de P pela relagdo de equivaiéneio induzida pela
agdo de G, M = P/G, ¢ a projecio canbnica 7 : P — M € diferencidvel*;

o P € localmente trivial, ou seja, todo ponto © € M possui uma vizinhanga
U tal que existe um difeomorfismo v - m*{U) — U x G. Além disso
pedimos que o difeomorfisme ¢ satisface a condicao ¥{p) = (7(p), ¢(p}))
onde ¢ : wY(U) — G satisfaz p(pa) = {¢(p))a para todo p € 7~ 2(U) e
a€G.

Os fibrados principais come acima serdo denotados por P{M, G) para dar énfase
no espago-base e no grupo.

Para entendermos um pouco melhor a estrutura de um fibrado principal,
vameos olbar um pouco mais para as fibras do mesmo: como M = P/ as fibras
sobre um ponto r € M nada mais sf0 do que uma classe de equivaléncia em
P pela agdo de G, e como a ago ¢ livre, tais classes so isomorfas ao proprio
grupo G enquanto variedades. Logo podemos entepder um fibrado principal
como sendo um fibrado localmente trivial, cujas fibras so isomorfas ao préprio
grupo como variedades. Aqui, quando falamos que as fibras sfo isomorfas ao
grupo enquanto conjunto, queremos deixar claro que as mesmas, de modo geral,
nao sdo tratadas como grupoes, mas simplesmente como conjuntos.

Vejamos agora como esta definicio de fibrado principal nos leva as regras
de colagem, denominadas fungdes de transicio. Para isso consideremos uma
cobertura aberta de M, U,, tal que #~{U/,) est4 munido com um difeomorfis-
mos para U, X G, u = (7(u), pa(u)), com ps(ua} = p.(uja. Isto nada mais
¢ do que uma trivializacio local do fibrado, como visto na definicdo 5. Se nds
tivermos u € 71 (U, N Up) vale

wa{ua)lpa(ue)] ™ = pa(w)lpa(u)] ™. (2.9)

Isto nos mostra que @g(u}{we(u)]™ nio depende do elemento de u € P mas
sim do ponto no espago base n(u) € M.

Definigao 6 As funcdes Yaa{n{u)) = ¢alpa(u)]™ séo chamadas de funcies
de transicdo de Ug para U,.

20 fato de estarmos considerando um grupo de Lie é essencial, pols os grupos de Lie
possuem Uma estrutura diferencidvel- eles além de serem grupos também sao variedades, de
modo que podemos falar em diferenciabilidade de fungBes do grupo para outra variedade e
vice-versa.

3Dizemnos que a acio de um grupo sobre uma variedade é livre se ela nio possui pontos
fixos.

4Como M é obtida como um quociente de P, « & obviamente sobrejetiva de modo que P
€ de fato um fibrado sobre M.



Podemos verificar facilmente gue as fungbes de transicio satisfazem
Pyolz) = 1{)%5(:1:)11);3,1(@, z €U NUgN,, {2.10)

conhecida como condicdo de co-ciclo.
Com esta definicdo podemos escrever

(r(w), w(u)) = (x(u), Yoal(m(v))pa(u)) (2.11)

Quando dizemos que as fungdes de transigao sdo como urma regra de colagem,
estamos nos referindo ao seguinte teorema

Teorema 1 Sendo M uma variedade, {Us} uma cobertura aberta de M ¢ G
um grupo de Lie, e dados mapas ¥as 1 UxNUg — G, para todas as intersecgoes
U,NUg ndo-vazias, que satisfazem o relacdo 2.11, podemos construir um fibrado
principel P(M, G) cujas fungbes de transigdo sdo ezatamente Ygq.

Para a demonstracio ver [6]. [

Consideremos um fibrado principal P(M,G) e uma variedade® F sobre a
qual G age pela esquerda (a,&) € G x F — af. A partir destes dados querernos
construir um fibrado associado a P com fibra padrao F. Para isso consideremos
o produto cartesizno P x F. Neste produto um elemento a € G age levando
(u,€) € P x F em (ua,a~3€). Agora podemos considerar o quociente de P x F
por esta aciio F = P xg F. O mapa P x F — M que leva (u,£) em w(u)
induz um mapa de F = P xg F para M, denotado por mg. Podemos mostrar
que ¢ possivel munirmos E de uma estrutura diferencidvel tal que ng seja um
difeomorfismo e que E com esta estrutura é um fibrado sobre M com fibra
padriao® F. No caso de F' ser um espago vetorial dizemos que E é o fibrado
vetorial associado a P(M,G). Por outro lado (u,£) 5 (u,af) também define
uma agio no produte cartesiano P x F, e esta a¢do induz uma acio nao trivial
no espago quociente E| que preserva as fibras, isto €, ela leva um elemento de
uma fibra em outro elemento da mesma fibra. Este tipo de acio é bastante
importante pois com ela podemos falar em tranformacBes das fibras de £ que
pertencem ao grupo de simetria.

Estes conceitos sio fundamentais para lidarmos com teorias de gauge. Gros-
seiramente, as teorias de gauge consistem em explorar as simetrias de um dado
sistema fisico. N6s sabemos, porém, que simetrias sao descritas por grupos, e
nos casos mais interessantes estes grupos s&o grupos de Lie. Desse modo as
ferramentas descritas acima se tornam extremamente adaptadas para lidar corn
este tipo de situagio. A variedade base descreve o espago fisico, o grupo G €
tomado como sendo o grupo de simetria do sistema, e as equagbes sdo escritasem
termos de seches de um fibrado vetorial associado ao fibrado principal P(M, G).
Mas para esrevermos equagoes que descrevem situacoes fisicas precisamos saber
como derivar se¢oes de wm fibrado.

5Nos casos mais importantes F é um espago vetorial,
%Uma demonstragio precisa desta afirmacio pode ser encoptrada em [B].




Antes de falarmos sobre isso ¢ interessante fazermos uma pequena discussio
sobre transformagbes em fibrados vetoriais.

Dado um espago vetorial V' as tranformages lineares de V' para ele mesmo
sdo chamadas de endomorfismos, e o conjunto dos endomorfismos sobre V é
denotado por End(V),e possul uma estrutura natural de espago vetorial. Além
disso End(V) pode ser transformado em uma ilgebra, sendo o produto entre
dois elementos dado pela composicio entre ambos como operadores lineares.

Se {e;} é uma base de V, com {e’} sendo a base dual, podemos identificar
elementos de End(V) com elementos de V ® V* a partir da relagdo

(v@alu=calup, veV,aeV* (2.12)

Na verdade nio ¢ muito dificil mostrarmos que esta identificacio é um isomor-
fismo e podemos ver da definicio acima que ela ndo depende da escolba da base.
Entao

End{V)=2VeoV* (2.13)

de maneira canénica. A grande vantagem de encararmos os endomorfismos de
um espago V como sendo elementos de V ® V* € que esta dltima caracterizacido
se generaliza de forma natural para fibrados vetoriais.

Sende E um fbrado vetorial sobre M podemos construir o fibrado dual, E*,
simplesmente considerando o fibrado sobre M cujas fibras sfo os duais das fibras
de E, em outras palavras

EX = (E.). (2.14)

Com isso podemos considerar o fibrado F ® E*, denominado fibrado dos endo-
morfismos de F, e denotado por End{E). As secOes deste fibrado determinam
tranformagoes de E. De fato, a fibra de End{E) sobre o ponto 7, End(E).,
nada mais ¢ do que o conjunto de endomorfismos do espago vetorial dado pela
fibra de £ no mesmo ponto, £,. Dessa forma se T é uma seciao de End(E) e s
é uma secao de E, T age em s pontualmente dando origem a uma nova secio
Ts, isto &,

Ts{z) = T{x}s{x). {2.15)

Com um pouco de trabalho podemos mostrar que todo mapa C°°(M) linear no
espaco das secoes de E, T : T'(E)} — I'(E}, é um elemento de End{FE}.

O conceito de fibrado dos endomorfismos é extremamente ttil, pois com ele
podemos definir o que é uma tranformacio de gauge.

Se £ for um fibrado vetorial associado a um fibrado pincipal sobre M, sabe-
mos que existe uma representacgado p : G — V, sendo V' a fibra tipica de E.
Sendo assim é natural nos perguntarmos se uma fransformacao linear em uma
fibra T : E; — E, é da forma T = p{g) para algum elemento g de G. Caso isto
ocorra dizemos que a transformagfio T pertence a G. E, como j4 vimos, uma
segao T de End(F) avaliada em um ponto z € M, T(z), nada mais é do que uma
tranformacao linear da fibra de F sobre z, Ez, logo podemos nos perguntar se
T'(z) pertence a G. Caso isto ocorra para todos os pontos de M dizemos que T é
uma tranformacao de gauge. Isto equivale a dizermos que uma tranformacdo de



gauge € uma tranformacie que mora no grupo de simetrias do problems e que
eventualmente possa depender diferenciavelmente do ponto em que é tomada.

Voltemos ao problema de derivar se¢oes. Ele € resolvido pela introducio das
conexdes. Uma conexdo V em M associa a cada campo vetorial v em M uma
funcao V, que leva I'(E) em I'(E) e satisfaz as seguintes propriedades:

Vo(as) = aV,s
Vuls +t) =V, s+ Vit

Volfs)=v(fls+ fVys (2.186)
Vigrwd 5= Vs + Vs
Vs = fNys

para todo v, w € Vect{M), 5,t € T(E), f € C®(M) e todos os escalares c.
Uma outro forma de pensarmos nas conexdes é como sendo mapas

V:[I(E) — T(E) @ AY{(M) (2.17)

onde AY{M) denota o espago das l-formas sobre M, ou seja, o fibrado co-
tangente. Para esta forma de expressarmos a conexio, as condigbes acima se
tornam

V(as) = aVs
V{s+1t) = Vs+Vt (2.18)
V(fs)= fVs+s&df

as demais propriedades seguem diretamente das propriedades das formas difer-
enciais. Aqui d denota a diferencial usual de uma funcao.

Esta forma de olharmos para uma conex8o, apesar de naoc ser tho usual
quanto a primeira, ¢ importantissima, pois é a forma que se generaliza em
geometria ndo-comutativa.

Para termos uma ideia melhor a respeito das conexdes vamos considerar um
sistema local de coordenadas {z,} em M, com {3,} sendo a respectiva base do
fibrado tangente € com {e;} uma base local para secdes do fibrade E. Sabemos
que’ V,e; é uma nova secio de E, de modo que ela pode ser expressa em termos
dos elementos da base {e;}

V,,e:,- == A;jei. (219)

Desse modo temos elementos gerais
Vs = v#(0,8" + A ;57 Jes. (2.20)

Os elementos Af_;j s80 as componentes da conexo, que em fisica sdo chama-
dos de componentes do potencial vetor. A nao é realmente um vetor, mas apesar
disso a terminologia de potencial-vetor é bastante empregada, pois é exatamente
A quem generaliza o potencial-vetor do eletromagnetismo. No funde, nés pode-
mos entender os elementos acima como sendo as componentes de uma 1-forma

"Estamos usando a abreviagao Vg, = V.
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com valores nos endomorfismos do espaco das segdes do fibrado End{FE)}. Mais
precisamente se escrevermos®

A=A e, ®e @ da? (2.21)
f1]

obtemos ) _
Alw) = Al v*(e; ® €') (2.22}

que é um elemento de End(E). Logo cle age em segoes
Alw)s = Aiiv“séej, (2.23)
de forma que a conexdo pode ser escrita como
Vys = v{s')e; + A(v)s (2.24)

Muitas vezes ¢ interessante nos referirmos a A sem fazermos referéncia a
base {e;} do fibrado E, para isso definimos

Ay = A e®e, (2.25)
de modo que 4 passa a ser escrito como
A= A,dz". {2.26)

De uma forma mais geral nés pensamos em A como sendo uma 1-forma com
valores em End(F), sem referéncia alguma a um sistema de coordenadas,

A=3"T; ®u;, (2.27)

onde T; € uma se¢io de End(F) e w; é uma l-forma em M. Portanto para
qualquer campo vetorial v em M podemos definir a segio A(v) de End{E} por

Alv) = ZL{JQ(U)Ti. {2.28)

E possivel mostrarmos que se V° & uma conexo, entao V = V% + A definida
por
Vys = Vs 4+ Aln)s, (2.29)

¢ também uma conexfio. B possivel mostrarmos, também, que da-da uma
conexio VU todas as demais podem ser escritas a partir de um potencial ve-
tor adequado.

Mas como foi dito anteriormente iremos lidar com sistemas fisicos munidos
de simetrias. Desse modo € interessante estudarmos como as conexdes se rela-
cionam com as simetrias. Seja P(M, G} um fibrado principal com grupo de Lie
. Consideremos um fibrado vetorial associado E. Lembremos que existe uma

$Estamos ysando a notagio de soma de Einstein.
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agdo de G sobre E que preserva as fibras. Neste caso podemos falar de tran-

formagoes que pertencem zo grupo &, mais especificamente, seja v : M — G

uma fungio continua® e seja s € I'(E) uma secio de E, entdo a aplicagio

s(z) — ul(z)s(z) (2.30)

nos define uma. nova secio de E| usualmente denotada por us. Muitas vezes
usamos a hotacao us = y{u}s para enfatizar a agio de u sobre s.

Definicaoc 7 As tranformagles da forme
8 — Us, (2.31)

para ¥ : M — G continua e 5 € I'(E), sdo chamadas de transformacdes de
gauge.

Agora podemos considerar uma conexio V agindo em uma secio obtida a
partir de uma tranformagio de gauge, isto é, dado v € Vect{M), s € T(E) e u
uma tranformacio de gauge, queremos saber como

Vy(us) (2.32)
se comporta.
Proposicio 1 Fzisie uma conexdo V' tal que
Vo(us) = u(V,s) (2.33)

De fato nio é dificil vermos que V' = nwo V, ou™! define uma conexio. A
relacdo acima segue imediatamente deste fato. [J

Este fato motiva a seguinte

Definiggo 8 Sendo V uma conexdo, definimos o tranformagdo de gauge y(u)
da mesma como sendo

u) (Vo) =voVyou™?, Vo€ Vect{M). (2.34)

Usualmente omitimos o sinal de composigéo e escrevemos simplesmente y(u)V,, =
AVRTIES

Esta definicio nos garante que as equagdes fisicas sfo invariantes se nds
considerarmos tranformacdes da forma ¥ — ()¢ e V — y{u)V, onde ¢ ¢
uma secao de urn fibrado vetorial apropriado que descreve o sistema fisico.

Quando estamos considerando um fibrado vetorial, F, associado a um fibrado
principal P(M, G}, a aco de G sobre as fibras de F induz, através da aplicacio
exponencial, uma acdo da élgebra de Lie do grupo G sobre as fibras de E. Dessa

8Como comentamos anteriormente, para falarmos na continuidade de fungbes deste tipo
precisamos que G geja um grupo de Lie,
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forma podemos considerar tranformacgbes de F que pertencem a ilgebra de Lie
do grupo . Mas acabamos de ver que o potencial vetor de uma conex&o pode
ser escrito como wma 1-forma com valores em End{E),

A=Y "T;®uw. (2.35)

Logo pedemos considerar um potencial vetor A tal que o seus cogficientes T;
morem na idlgebra de Lie do grupo . Neste caso dizemos que a conexio de-
terminada por A é uma conexio com coeficientes na dlgebra de Lic de G. Este
conceito é fundamental para a fisica, pois as equacbes de Yang-Mills, comeo
veremos mais adiante, sfo escritas em termos de uma conexdo com valores na
algebra de Lie.

Um conceito diretamente relacionado com o de conexdo, e imporfantfssimo
para as teorias de gauge, € o de curvatura. A curvatura F' de uma conex3o é
definida como sendo um operador nas segdes de E que depende de dois campos
vetoriais v e w sobre M, a saber:

F(v,w)s = V,Vyus — Vo Vs — Vig s, (2.36)

onde {v,w] denota o comutador entre v e w. Notemos que se estivermos con-
siderando F' como sendo a curvatura de V, a curvatura da conexao tranformada
~{u)V sers dada pela relagio y(u)(F (v, w))s = uF(v, w)u"'s.

Pensando na curvatura como um operador, sem fazer referéncia a secfio na
qual ela esta agindo, podemos escrever

Flv,w) = [Vy, V] = Vi - (2.37)

E facil vermos que a curvatura é antisimétrica com relagio aos campos ve-
toriais, isto é,
Flu,w) = —~F(w,v). (2.38)

Além disso podemos mostrar que a curvatura € linear com relagao a O™ (M)
F(fv,w)s= F(v, fw)s = Flv,w)fs = fF(v,w)s. {2.39)

Estas propriedades nos levam a crer que a curvatura é um tensor; ademais
1 propriedade dada por (2.38) nos diz que este tensor deve ser anti-simétrico,
ou seja, uma forma diferencial. Para vermos como escrever a curvatura dessa
forma, vamos considerar uma base coordenada do fibrado tangente {d,}, de
modo que [8,, 8,] = 0. Logo a curvatura envolvendo dois elementos da base é

Fuo = F(0,,8,) = [V,, V], {2.40)
e pelas propriedades lineares da curvatura podemos escrever para campos veto-

riais gerais
Flo,w) = F(v"8,,w"8,) = vFu Fy,. (2.41)
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A equacho acima pode ser reescrita em termos do em termos do produto tenso-

rial,

Fe % - (o © do” — da” @ da®), (2.42)

ou ainda,
F = F,, dz* A da”. (2.43)

Com isso vemos que a curvatura é uma 2-forma com valores em End(E).

Muitas das operagdes sobre formas diferenciais também estfo definidas para
formas com valores ern End{E). Duas operagbes muito importantes sdo o pro-
duto exterior e o isomorfismo de Hodge, que sio definidas para formas com
valores em End(F) da seguinte maneira: dados duas formas com valores em
End(E), T @ o e S ® w, definimos

(T A {(S@uw)=TS@aAw

*HT®o)=T&*x 244)

A nogio de curvatura tem, como veremos mais adiante, um papel crucial
nas teorias de gauge. Dessa forma ¢ interessante nds termos uma maneira de
escrever a curvatura, que possibilite uma generalizagao natural dentro do ponto
de vista de geometria nio comutativa.

Lembremos que uma copexdo V sobre um fibrado F pode ser interpretada
como sendo um mapa

V :T(E) — T'(E) @ AN (TM), (2.45)
que satisfaz a regra de Leibniz
V{sfy={(Vsla+s®df, sel(E), feC®(M) (2.46)

A conexiio nesta forma se estende de maneira nica para um operador de
grau 1 no espago I'(E) ® A*(TM) a partir da relagio

Vis@w)={(Vs)Aw+ sQdw, (2.47)

para s € I'(E) e w € A*(TM). Na equagio acima devemos entender o produto
exterior da seguinte forma: dados s € I'(E) e w, o € A*(T'M) definimos

(s@w)/\a{—ifs®(wf\a). (2.48)

Definimos a contragio por um vetor z € Vect(M) de uma k-forma diferencial
w € AF{TM), como sendo a (k-1)-forma dada por

tow(y1, . oo Y1) = W{Z, U1, - - - Yr1)- (2.49)

Estendemos esta definicio para elementos gerais de A*(T'M) por linearidade.
Com esta definigio é facil vermos que a contragéc satisfaz a regra de Leibniz
graduada

ig(0 Aw) = (i20) Aw + (—1)%a A (izw), o€ AF(TM), € A*(TM). (2.50)
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Usando a definicio acima para i, podemos definir a contragio i, para ele-
mentos de T{E)} ® A*{T'M) por

ix(s @w) = s ® (1ow). (2.51)

A contragao i, pode ser usada para escrevermos a derivada de Lie na diregio
de z, £, de formas diferenciais como sendo

Ly =i,0d+doi,. (2.52)
Esta identidade nos motiva a definir a derivada covariante como sendo
Vi =igoV+Voi,. (2.53)

No caso de s € ['(E), temos que Vs € I'(E) @ AY{TM), ou seja, Vs é da
forma t ® w, desse modo temos

(1. o0V +Voi)(s) =i(t ®w) + 0 = wlz)t, (2.54)
uma ves que ixs = 0 para s € I'(F}. Isto €, V; como definido acima ¢ um mapa
Ve [(E) — T(E), {2.55)

que satisfaz as propriedades de derivada covariante. Vemos com isso que a gen-
eralizagio da derivada covariante dada pela equagio 2.53 condiz com o conceito
usual.
Agora vamos considerar um elemento da forma s ®@ w, com € ['(E) e w €
A*(T'M). Para este elemento temos
V(s @w) = i,(Vs @ w) 4+ V(igs @ w)
=1 (V) Aw + s @ dw) + V(s ® izw)
=1z ((Vs) Aw) + 5 Qizdw + (VS) Aw + s ® diyw
= (1, V) Aw — (V) Adgw + (V8) Adyw + 3 ® (izdw + digw)
w (1, VE) Aw -+ 8 ® Law.
{2.56)
A partir desta expressgo, e da conhecida identidade [L, iy| = %(; 4, podemos
obter a seguinte propriedade
Veliyo) = iy(Voo) + igyd, CE [(E) @ A"(TM). (2.57)

Usando esta propriedade, e lembrando que iz = 0 para z € T'(E), podemos
fazer a seguinte conta

F(z,y)2 =VVyz —V,Vy ~ Vi 2
=ViVyz —ip ) Vz— Ve Vyz
= (Viy(Vz) ~ i{z,yEVZ) — i, V{Vy2)
= (iyVVaz 4 fz | VE — ‘i.[x’y]VZ) - iy V(V 32} {(2.58)
=1, (Ve V2 — VV,2)
= iy (i VVz + V(igV2) ~ VV,2)

= iy1, V2.
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Esta expressdo nos possibilita escrever a curvatura como o quadrado da
conexao

F =V? (2.59)
sendo que esta forma se generaliza de maneira natural dentro de geometria nao
comutativa.

Para completarmos a nossa discugio matemdtica sobre teorias de gauge va-
mos falar um pouco da formulacio variacional da mesma. Lembremos gue o
espago dos endomorfismoes de um espaco vetorial V', End(V), ¢ canonicamente
isomorfo a V @ V*. Este isomorfismo nos fornece uma maneira natural de
definirmos um funcional linear sobre End{(V),

tr :End(V) — R

v ®a— afv). (2:60)

Em termos de uma base este mapa é o traco usual. Sendo {¢;} uma base de V,
{e’} a base dual, um elemento T € End(V) pode ser escrito como

T=Tie;®¢, (2.61)
de modo que tr{T") é dade por

r(T) = tr(The; ® €) = T} tr(es @ e?) = Tjel(es) = > T (2.62)

Se, agora, considerarmos uma secao T de End{E), podemos usar o trago
acima para definirmos uma fungio, tr(7T), na variedade M. Para isto basta
definirmos tr(T){z) = tr{T'(z}). Esta definicio pode ser naturalmente estendida
para formas com valores em End(F), mas agora o resultado passa a ser uma
forma ordindria. Se T é uma secdo de End(F) e w uma forma diferencial,
definimos

tr{T @ w) = tr(T)w {(2.63)

Fistas sio todas as ferramentas necessérias para definirmos a lagrangeana de
Yang-Mills. Sendo V uma conexao sobre F, e sendo F a 2-forma com valores
em End(E) da curvatura, definirmos a densidade de lagrageana de Yang-Mills
como sendo

Lym(V) = %tr(}?’ A+F). (2.64)

Como F' A«F é uma n-forma com valores em End(E), sendo n a dimensao
de M, entdo a lagrangeana de Yang-Mills é uma n-forma usual, de modo que
podemos integri-la sobre M obtendo assim a agio de Yang-Mills

Sym(V) = /M Cym(V) =1 fM tr(F AxF) =|| F |2 (2.65)

Mas nés sabemos que y{u)(F{v,w))s = (wF(v,w)u"?)s, logo, da equagdo
2.43, podemos escrever

() F = (y{u)Fp) do# ® da¥ = (uF,u?) do¥ @ dz”. (2.66)
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E como tr(AB) = tr{BA) vemos que a lagrangeana de Yang-Mills & invariante
por tranformacées de gauge, ou seja,

Ly m(H(w)V) = Lym (V). (2.67)

Para escrevermos as equacgoes do movimento provenientes da Lagrangeana
acima precisamos do conceito de derivada covarlante exterior. Para isso con-
sideremos wma conexao V em um fibrado vetorial E. Entio existe uma tdnica
conexdo no fibrado dual E*, denotada por V*, tal que, para qualquer campo
vetorial v € Vect{M) e qualquer seqdes s € T(E) e A € T(E*) temos

v (A(s)) = (V32) (s) + MV(s)). (2.68)
Para obtermos esta conexao, basta defini-ia por
(V2 (s} = v (A(s)) — MVus). (2.69)

Nio sendo dificil verificarmos que de fato esta definigio produz uma conexio
em E*.

Agora se tivermos dois fibrados, F; com a conexio V!, e E; com a conexdo
V2, é facil vermos que a expressao

(VI® V(51 @ 52) = (Vis) @ 52+ 5 ® (Visn), (2.70)

comn 3; € I'(E;), define uma conex3o no fibrado E; @ E>. Como o fibrado dos
endomorfismos de E, End(F), pode ser pensade como sendo o fibrade E® E*,
as duas construgdes acima nos permite definir, a partir de uma conexio V sobre
E, uma conexdo em End{E}, V @ V*, que por um abuso de linguagem serd
denotada simplesmente por V. Mais explicitamente temos

Vo T)(s) = Vo(T's) — T(Vys). (2.71)

Com uma conexao em End(F) nés podemos definir a derivada covariante
exterior, D, para formas com valores em End(E). Primeiramente a definimos
para se¢bes 1" € I'(End(E)) como sendo a 1-forma com valores em End{F) dada
por

DeT{(v) = VT, (2.72)

qualquer que seja v € Vect(M). Agora para um elemento da forma T ® w, com
T € T{End(E)) e w € A*(TM), definimos

Do{T®w) = DT Aw+ s ® dw. (2.73)
Com esta notagdo podemes enunciar

Proposicao 2 As equagdes do movimento provenientes da Lagrangeana de Yang-
Mills podem ser escritas ne forma

Dy (xF) = 0. (2.74)
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Para um calculo explicito da equag@o acima veja [1]. [

A equacdo Dy (*F) = 0 ndo inclui o chamado termo de fonte. Para inclui-lo
devemos acrescentar a Lagrangiana de Yang-Mills um termo da forma [ tr(4 A
+J}, de modo a obtermos 2 equagio

Dy(xF) = #J, (2.75)

que no caso do eletromagnetismo corresponde as equacbes ndo-homogéneas de
Maxwell, sendo J o termo de corrente. Mas para recuperarmos todo o eletromag-
petismo também precisamos das equagdes homogéneas. O que veremos a seguir
é que estas equacbes sdo no fundo uma identidada satisfeita pela curvatura,
chamada de identidade de Bianchi. Esta identidade é satisfeita independente-
mente de estarmos lidando com eletromagnaetismo ou no.

Lembremos que a identidade de Jacobi nos diz que para quaisquer operadores
lineares X,Y, Z : V — V|, sendo V um espago vetorial, satisfazem

XXzl + 2, X]|+1Z,[X. Y]] =0, (2.76)
sendo {X,Y] o comutador entre os operadores X e Y, isto €,
X, Y]=XoY -YoX. (2.77)

Em particular, nés sabemos que a derivada covariante na direcio de v, V,,
¢ um operador linear po espago das segdes F'{F) de um fibrado . Desse modo
a derivada covariante satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja, dados u,v,w &
Vect(M), temos

(Vay [Vo, Vi + [V, [Va, Va]l + [V, [V, Vaol] = 0. (2.78)

Para vermos como isto afeta a curvatura vamos tomar u, v e w como sendo
campos coordenados 8,08, e 0,. Neste caso nds sabemos, equagio 2.40, que
Fuy = [V, V,], logo podemos escrever

Vi, Foal + Vo, Pagl + [Va, Fu] = 0. (2.79)

Esta é a chamada identidade de Bianchi para a curvatura. Mas esta forma da
identidade de Bianchi nao nos deixa ver sua relagao com as equagtes homogéneas
de Maxwell. O conceito de derivada covariante exterior nos fornece uma forma
de escrevermos a identidade de Bianchi de um modo mais claro ¢ elegante. Com
efeito temos, lembrando que a curvatura F pode ser escrita como uma 2-forma
com valores em End(E), temos

Proposicio 3 Usando o derivade covarianie exterior Dy, e considerando F
como uma 2-forma com velores em End(E), podemos escrever o identidade de
Bianchi na forme

DeF =0 (2.80)

Para vermos que isto é verdade basta expandirmos Dy F em um sistema
local de coordenadas. [
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2.2 Formulacgao do Modelo Padrao

Nesta secio veremos como as teorias de gauge aparecem nos modelos fisicos e
como €las sao usadas para formular o modelo padro das particulas elementares.

Vamos considerar um campo escalar complexo ¢{z) no espago-tempo na
auséncia de campos eletromagnéticos externos. Neste caso a densidede de La-
grageana cldssica & dada por

L(¢, 84 ¢) = 8,9" "¢ — V(¢ ). (2.81)

Aqui V ¢ uma funcio com valores reais, o potencial do sistema.
Esta Lagrangeana € evidentemente invariante se nds fizermos uma mudanga
de fase em ¢, sendo o uma constante real,

¢(z) = e (z), (2.82)
ou sejs, ) )
Lo(@(z), 0#9(x)) = L{e™ (), e **¢(z)). {2.83)

Como a Lagrangeana fica invariante pela mudanga de fase, as equagdes que
governam a dindmica deste campo também permanecem inalteradas.

Definigio 9 Uma tranformacdo da forma ¢ r— € **¢ é chamada de tran-
formacdo de gauge global. Neste caso dizemos que o sistema possui invaridncia
de gavge global.

Mas nés podernos pensar em um tipo de transformac&o um pouco mais geral.
Podemos considerar uma mudanca de fase que varie conforme o ponto, de modo
que o campo escalar se fransforma da seguinte maneira

$(z) — e g(a), (2.84)
onde afz) é uma funcgio com valores reais.

Definicdo 10 Transformagdes da forma ¢(z) »+ e %) $(z) sdo chamadas de
transformacées de geuge locais.

Mas equagdes como a que define a densidade de Lagrangeana 2.83 possuem
termos envolvendo derivadas, de modo que

B8 (x) > e~ g(z) = e HUNIY(z) + pla)Pte ), (2.85)

depende claramente da fungio o(z). Desse modo a equagio que define a densi-
dade de Lagrangeana 2.83 n#o é invariante por transformactes de gauge locais.
Para que isso ocorra precisamos modificar a equagio 2.83 de modo alevarmos em
conta o termo mais proveniente da derivada. Para fazermos isso vamos definir
um campo vetorial, com componentes A*(x}, chamado de campo de gauge, que
se tranforma em relagd as transformacgtes locais de gauge por

AP (z) s AP (x) + %aﬂa(x), (2.86)
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onde e é um nimero real. Usamos este campo para definirmos a derivada
covariante do campo escalar por

DH(z) = > [0 + ied*(2)} ¢(z). (2.87)

B

Agora ao invés de escrevermos a densidade de Lagrangeana em termos das
derivadas parciais 8#¢(z) usamos a derivada covariante, £L{¢(z}, D*¢(z)). Com
isso a Lagrangeana passa a ser invariante por tranformactes locais de gauge.

Mas apesar de ser invariante por transformagdes locais de gauge, a la-
grangeana dada por 2.83 pfo leva em conta a dindmica dos campos A*. Para
incluirmos o comportamento dindmice destes campos precisamos acrescentar um
termo envolvendo & A* quadraticamente a Lagrangeana 2.83, O 1inico campo
escalar invariante pela transformagio de gauge dada acima e por transformacbes
de Lorentz é proporcional a F#¥F,,,, onde

F#¥(z) = JHAY — 8% A¥. (2.88)

Desse modo a densidade de lagrangeana de um sistema fechado invariante por
tranformacgdes locais de gauge é dada por

1
= = F* Fuo + Lo, D). (2.89)

O fator % na equagio acitna é puramente convencional.

As equactes de movimento obtidas a partir desta densidade de Lagrangeana
nada mais s80 do que as equagbes de Maxwell. No chamado gauge de Lorentz,
dada por 0,A4* = 0, as equagdes do movimento podem ser escritas como

[7A4F = jH (2.90)

onde definimos
j* = ie[p* DP¢ — (D" 8)* i, (2.91)

além desta equacio também temos a equagio proveniente de ¢, mas que s6 pode
ser calculada explicitamente quando for dada a forma do potencial V.

As construgdes acima para o eletromagnetismo nos déo um primeiro exem-
plo de teoria de Yang-Mills. Para fazermos estas copstrugdes noés usamos trans-
formacdes de gauge da forma e**(*}. Mas este tipo de exponencial nada mais
¢ do que um nimero complexo unitirio, o que é equivalente a dizermos que
para qualquer fungéo real afz) temos /(%) € U(1), onde U(1) denota o grupo
dos complexos unitirios, ou seja, as simetrias do eletromagnetismo sao descritas
pelo grupo U7(1). Neste caso, dentro do jargio fisico, dizemnos que o eletromag-
netismo € uma teoria de Yang-Mills com grupo de simetria I7{1). De um modo
geral, as teorias de Yang-Mills sao generalizagbes das construgbes acima para os
casos 1nos quais o grapo de simetria é mais geral do que U(1).

As stmetrias internas de sistemas mais complexos do que o eletromagnetismo,
nos casos mais relevantes, sao dadas por grupos de Lie. Nestes casos nds temos
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Definigao 11 Em um sistema com grupe de simetria G, definimos as fungdes
de onda ¥{x) que descrevem o sistema como sendo elementos do espago de
reprentacdo de uma representogdo de G. Muitas vezes os elementos deste espago
sdo chamadoes de multipletos associados o representacde em uso.

E interessante notarmos que representacbes irredutiveis distintas de um
mesmo grupo de simetria G podem corresponder a sistemas fisicos distintos.
Dessa forma as propriedades de um sistema fisico, além de dependerem do
grupo de simetria envolvido, dependem da representagio que estamos tomando

do grupo.

Definigao 12 Dado um grupo de simetria G e uma representacdo irredutivel
do esmo, uma transformacdo de gauge ¢ uma tranformacgédo da forma ¥(z) —
wip{x}, com u € G. No caso do elemento u € G ndo depender das coordenadas
espago-lemporais dizemos gue o tranformagdo de gouge € uma fronsformagdo
global, caso contrdirio dizemos que a transformagdo € local.

No caso de u € (F ser uma transformacio que ndo depende do espago-tempo,
ou seja, uma tranformacao global, nés temos que

Y(z) — u(x),

0(z) — udH(z). (292)

Dessa forma a invarifncia global do sistema nos diz que a densidade de La-

grangeana Lo(v{(x), *¢¥(z)) deve obedecer
Lo(up(z), P up(z)) = Lo(¥(), 8 ¢(z)). (2.93)

Mas se nés passarmos a considerar uma tranformacao local, dada por u{z} €
G, nos teremos

P(z) — u{z)p(z),

#P(z) — u(z)d*y(z) + [*ulz)v(z). {2.94)

Com isso, O#4(z) deixa de se transformar como (z) de forma que
Lo(w(z), #v¥(z)) nao é invariante por tranformagdes locais de gauge. Para ver-
mos colno escrever uma densidade de Lagrangeana invariante por tranformacoes
de gauge locais iremos precisar falar um pouco mais em grupos de Lie. Para
fins de melhor compreensdo usaremos o jargaoc e o tratamento mais préximos
da fisica.

Para os atuais propositos um grupo de Lie pode ser visto como um grupo
contimio gerado por uma dlgebra de Lie. Sendo a dlgebra de Lie gerada por n
geradores L, que satisfazem as relagbes de comutagio

[La, Ls] = iC%, L. (2.95)

As constantes CJ, sio niimeros reais chamados de constantes de estrutura, note
que estamos supondo que L} = L,, isto é, estamos supondo que os geradores sio
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hermitianos. K sabido que as constantes de estrutura caracterizam de forma nao
ambigua a 4lgebra de Lie em questdo. Usando esta construcdo podemos pensar
em um elemento © € G como sendo dada por

= W e (2.96)

onde w® s&0 nimeros reais arbitrarios.
Da definigio das constantes de estrutura fica claro que

2 = —C5,. (2.97)
Além disso a identidade de Jacobi nos fornece
CoiCric + CouCplg + CCry = 0. (2.98)

Ao invés de darmos diretamente uma representagiio em termos de matrizes
para (7 podemos encontrar uma representag8o matricial para os geradores da
ilgebra de Lie {L,} obtendo, através da exponencial'®, uma representagio ma-
tricial para G em uma, vizinhanga da identidade. Comeo os geradores adjuntos L}
satisfazem as mesmas relagbes de comutagio que os geradores, sempre podemos
encontrar uma representacdo de L, por matrizes hermitianas. A representacdo
de ordem mais baixa ndo degenerada é a chamada representagdo fundamental
do grupo.

Dado um grupo qualquer G sempre existe uma representacio irredutivel
do mesmo, nés podemos considerar a representagio de dimensio n dada pelas
maftrizes _

(La)iy = —1C2,. (2.99)

FEsta é a chamada representagao adjunta de ¢. Com esta representacao nos
podemos transformar a dlgebra de Lie de G em um espaco métrico definindo o
seguinte produto interno®! entre L, e Ly

9{(La, L) = gap = tr{LaLe)rep.agy. = CrCls (2.100)

ou seja, nos consideramos a representagao adjunta do elemento L, Ly e tomamos
o trago do mesmo. Tendo um produto interno podemos definir o levantamento
e abaixamento de indices,

Cove = Chifne- {2.101)

£ facil vermos a partir da identidade de Jacobi, que as constantes Cape 530
totalmente antisimétricas nos indices a, b e c.

Com este tratamento de grupos de Lie nés temos uma forma simples de
considerar transformagoes de gauge infinitesimais , isto ¢é, transformacbes de
gauge que diferem da identidade por um infinitésimo. Se considerarmos um
elemento da 4lgebra de Lie w = w®L,, onde os coeficientes w?® s80 nimeros reais
infinitesitnals, podemos aproximar a série de Taylor da exponencial pelo seu

Wpodemnos definir a exponencial neste caso a partir da sua série de Taylor.
liNesta segfio sempre iremos considerar representacdes de dimensdo fnita.
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termo de primeira ordem, dessa forma uma transformagio de gauge infinitesimal
é dada por

¢— ¢+, o= —iwd;

¢* — (,b* + 5¢*7 6(,?5* i i&)tqﬁ*.

Este tipo de transformacio € suficiente para escrevermos uma densidade de

Lagrangeana invariante por transformagoes de gauge locais. Vamos considerar
transformacoes locais da forma

(2.102)

§9(z) = ~twlz)P(z),
8[0"p(z)] = —iw(z)0"¥(z) ~ i[B*w(z)ly (=),

onde w(z) = w*{z)L, é um ¢lemento da dlgebra de Lie. Definimos a derivada
covariante como sendo

(2.103)

DHejp(z) = [8" + igA* ()l (), (2.104)

onde os elementos A* = A°FL, sio elementos da algebra de Lie, e g é uma
constante de acoplamento. Os campos A®(r) sdo os chamados campos de
Yang-Mills. Notemos que a tranformagio em D#v(z) é dada por

(D) = —iwD1p ~ ig {6A"' - %Bf‘w +ifw, A*‘]} . (2.105)
Dessa forma para que DPy(x) transforme da mesma forma que 1 devemos ter
§AM(z) = éﬁ"‘w(m) — ifw(a), A ()], (2.106)

Com isso a densidade de Lagrangeana Lo(¥(z), D*¢{z)) se torna invariante
por transformagoes de gauge locais. Mas ainda nos resta acrescentar um termo a
Lo que torne os campos A% objetos dindmicos. Este termo deve ser quadratico
nas derivadas espago-temporais de A%* e ser simultaneamente invariante por
transformacgdes de Lorentz e por transformagoes de gauge locais. O seguinte
campo satisfaz estes requerimentos:

Fo#(z) = G* A% (z) — 8Y A (1) — d Capc A" {(z) A% (7). {2.107)
O elemeto da dlgebra de Lie correspondente FFY = F%¥ L, pode ser escrito na

forma

Fr¥(z) = B* A% (x) — ¥ A*{x) -} ig[4*{z), A" (z)]. (2.108)

Com isso nés definimos a densidade de Lagrangeana invariante por trans-
formagdes de gauge locais como sendo

1
€= —ZF* Fu+ Lo($, D). (2.109)

Esta é a chamada densidade de Lagrangeana de Yang-Mills.
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2.2.1 O modelo de Weinberg-Salam

Comoe vimos na secdo 2.2 o grupo de simetria do eletromagnetismo € o grupo
dos mimeros complexos unitdrios I7{1). A idéla basica do modelo de Weinberg-
Salam é descrever demaneira unificada as interagbes fracas e eletromagneticas
em termos de uma teoria de Yang-Mills tendo SU(2) x U(1) como grupo de
simetria {aqui ST7{2} denota o grupo das matrizes compiexas 2 x 2 unitirias e
com determinante 1).

Primeiramente vamos lembrar como a quiralidade é definida. Se o espago
que estamos usando para escrever as fungdes de onda possuir um operador com
auto-valores +1, podemos definir a quiralidade como sendo os auto-valores deste
operador. Na pratica nds usamos as matrizes de Dirac para definir este operador.
Lembrando que as matrizes de Pauli so dadas por

g0 1 0 —i 1 ¢
01=(1 0)’ 02=(Z- Oz), 63=(0 _§>, (2.110}

podemos escrever as matrizes de Dirac como sendo

(0 I (0 o 1 0
Yo = (—I 0 ) ’ Y = (_Uk 0) 1 T = (0 WE) 3 {2111)

onde 1 denota a matriz identidade 2 x 2. Agora definimos a quiralidade como
sendo os auto-valores de +45: -+1 correspondendo a quiralidade da mao direifa
e —1 correspondendo a quiralidade da mao esquerda. Em geral é constume
esCrevermos

Vsl =R
2.112
'75-{’ = _"LJ ( )
sendo as partes direita R (right) e esquerda L (left) dadas por
1
R = ?a;(l + 75)‘4’7
1 {2.113)
= 5(1 —¥s5)¥-
Estas relactes nos fornecem as seguintes relagdes para os conjugados
-}?’75 = -—_E,
f75 = WL:
- 1—
F—3(1 - 1) (2:114)
- 1
L=5%(1+),
onde definimos os conjugados por
R=R*
oTE (2.115)
L= L*’y(}



Destas relagoes obtemos que
ynp = LR + RL,
Py'yY = Ly*L+ Ry*R.
Um exemplo importante € a teoria para o eléiron e para o neutrino. Ex-
perimentalmente se verifica que a interagio neutrino-elétron s6 se da entre as

componentes left, sendo a que componente right do elétron ndo se comporta
como um dubleto. Mais especificamente nds temos que para o eletron vale

L= (”*") ., R=ep. (2.117)

er

(2.116)

O neutrino ¢ assumido como ndo tendo massa de forma que a sua parte right
vy ndo aparece. A teoria é assumida como sendo invariante por SU(2}, onde
L se transforma como um dubleto € B como um singleto. E sabido da teoria
usual de campos que o termo da Lagrangeana correspondente a massa mecinica
é proporcional a Y% = LR+ RL o que nos representa um problema pois L ¢ R
sfo de naturezas diferentes. Uma forma de resolvermos isto é pela introducio
de um campo de Higgs'? na forma de dubleto

¢ = (‘;;) , (2.118)

de modo que os termos de massa mecanica sejam proporcionais a

L£me80 o ToR + Re* L. (2.119)
Em malis detalhes, se escrevermos
@'g) = (¢~ o), (2.120)
temos
LT o (Trep)py + (ERrL )¢ + (€e)do. (2.121)

Os dois primeiros termos da equacio acima podem ser eliminados por uma
transformacio de gauge, ja o dltimo termo é o responsdvel por dar massa para
o elétron quando ¢y # 0. Na densidade de Lagrangeana nio existe um termo
de massa associado ao neutrino.

A densidade de Lagrangeana para o sistema elétron-neutrine é tomada como
sendo

Lo = Lid* 7, L+ Rid#y, R+ (04)" - (8¢) — V(6" ¢) ~ E(I¢R+§¢*L), (2.122)
onde o potencial tem a forma

V(#*¢) = A(¢" ¢ ~ g5)%, (2.123)
12Também conhecido cotmo boson de Higes.
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aqui po e A sdo pardmetros reais positivos e m é a massa fisica do eletron. Além
disso estamos entendendo 8¢ como sendo o gradiente de ¢.

O modelo de Weinberg-Salam é obtido quando nds tranformamos a simetria
global acima em uma simetria local, como descrito no segéo anterior. Se com-
siderarmos o campo de gauge associado com o gerador de U(1), 15, como sendo
Wy e o respectivo tensor de compo

H = 52WY — 8" WE. (2.124)

E considerando os campos de gauge associados com os geradores de SU(2), ¢
como sendo WH, com tensor de campo

GH = HEWY — YW — gWH x WY, (2.125)
A densidade de Lagrangeana pode ser escrita na forma

L=— %(G*“’G,w + H* H,.) + Livy, D*L + Riv,D* 2126)
+(D¢)*(D¢) — V(¢*¢) — ;’{;(E@mm*m ‘

onde
D¥ = B* 4 igWH -t -+ ig Wit (2.127)

O modelo de Weinberg-Salam, descrito acima, ¢ um exemplo de sistema
fisico onde ocorre a quebra espontanea de simetria. Primeiramente

Definicaoc 13 Dizemos que a simetrio de um sistema é espontaneamente gue-
brada, se ¢ estade de menor energic do sistema ndo for invariante pelas tran-
formagoes da stmetria.

Este tipo de fenémeno ocorre dentro das teorias de gauge sempre gque o po-
tencial V verificar a condicdo V(0) +# 0. E como visto nos desenvolvimentos
acima, o termo envolvendo o potencial na Lagrangeana de Yang-Mills depende
diretamente do boson de Higgs, por isso dizemos que a quebra espontinea de
simpetria é provocada pelo mesmo. Este fenbmeno se manisfesta no apareci-
mento de massa para os campos de gauge, também chamados de mediadores da
interacao.

2.2.2 Modelo Padrao

O modelo de Weinberg-Salam nos fornece uma teoria de Yang-Mills para o par
eletron-neutrino. Mas evidéncias experimentais sugerem a existeéncia de outras
particulas elementares. As evidéncias apontam para as trés geragbes de quarks
e de leptons. Tanto as geragbes de leptons como as de quarks serdo indicadas-
por indices numéricos, o = {1,2,3}. As trés geragdes de leptons, da qual o
eletron e o neutrino eletrénico fazem parte, sdo dada por

la: (:ﬁ) (;ﬁ) (Iff) (2.128)

lpa: er KE TR
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J4 as geraches de quarks serdo denotadas por

GLe (Z) (Zi) (zi) (2.129)

qRe:  UR eR irp
qRa: Gr sp br

Além das novas geracdes de particulas elementares, os quarks possuem uma
simetria, denominada simetria de cor, que € dada pelo grupo SU(3). O modelo
padrio é uma teoria de gauge que incorpora todas as geragbes de particulas e
que também leva em conta a simetria de cor dos quarks. Portanto o grupo de
simetria de gauge passa a ser SU(3)® SU(2) @ U(1).

Para escrevermos uma densidade de Lagrangeana para este modelo nés pre-
cisamos fazer duas modificagtes na densidade de Lagrangeana do modelo de
Weinberg-Salam 2.126. Primeiramente precisamos modificar as definigdes de L
e R para incluirmos todos os quarks € Leptons:

L= {lga, qra}
R = {ZRQ7QR¢1}-

Segundo, precisamos modificar os termos de massa da Lagrangeana de modo
a podermos atribuir massas arbitrdrias para cada particula. Dessa forma a
densidade de Lagrangeana, invariante por tranformacGes de gauge locais, ¢ dada
por

(2.130)

L= “i (G-G+H- -H) 4+ Liv, DL + Rin, D'R
+ (D¢’)*(D¢) - V(¢*¢) + Cmassa-

(2.131)

O termo de massa pode ser escrito como a soma das contribuicio dos quarks
e dos leptons, ou seja,

Lmassa = Cg::;: + ££—f£§s- (2132)
QO termo de massa referente aos leptons ¢ dado por:
i 3 P
'giiﬁis = Z Z ZLa“’ma,BlRﬁ, (2.133)
ol Gl Po

onde mapa 536 matrizes complexas constantes arbitririas, chamadas de matrizes
de massa. J4 para os quarks nds temos

3 3 ~
Lgerk=3"%" (mf; «B4RE +m§Maga§5) . (2.134)

=1 Gl

Os detalhes tecnicos deste modelo podem ser encontrados em {5].
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Capitulo 3

Geometria Nao Comutativa

Tanto as variedades como os fibrados sobre as mesmas admitem uma descrigdo
algébrica, sendo que a 4lgebra envolvida nestas descriges € a ilgebra das fungdes
continuas de M para um corpo?, isto é, C(M), que no caso de estarmos traba-
Ihando com os complexos é uma dlgebra comutativa munida de uma involugio
{a conjugacdo). Mas este tipo de caracterizagio continua fazendo sentido se
considerarmos dlgebras mais gerais, dlgebras nfo-comutativas. A geometria
nao-comutativa surge neste ponto: muitos dos conceitos geométricos inicials,
vistos agora do ponto de vista algébrico, se generalizam, e passam a ser motivo
de novos estudos.

Daremos inicio a este capitulo mostrando como caracterizar variedades e
fibrados de forma algébrica, construindo em seguida as generalizagbes dos con-
ceitos e das ferramentas da geometria diferencial.

Com as nogdes de geometria néo-comutativa bem estabelecidas, iremos fazer
uma discugio sobre o residuo de Wodzick, o teorema de Connes, e como estes
fazem a ligacBo entre as contrucdes de geometria ndo-comutativa e e geometria
Riemanniana.

3.1 Espacos Topolégicos

Nesta segio seguiremos a linha desenvolvida em [4]. Um espago topolégico Haus-
dorff e compacto X tem paturalmente associado a ele uma dlgebra comutativa
(X)), das fungdes continuas f : X — C. Esta dlgebra possui uma involugéo,
f v f*, definida por

/@) = fa), VoeX. (3.)
Além disse C(X) é uma &dlgebra de Banach segundo a norma do supremo
| fll=sup | f(=) |, (3.2)
TEX

1Em geral, nas construgbes de geometria nac-comutativa, o corpo é tomado como sendo o
dos complexos.
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e desse modo C{X) é uma algebra C*.

Algumas das construgdes que faremos nao precisam da hipotese de que a
aigebra seja C*, muitas vezes precisamos apenas que a dlgebra seja de Banach.
Por isso iremos fazer, sempre que possivel, as construgdes para dlgebras de
Banach, especializando para dlgebras C* quando necessdrio. Além disso 50
iremos considerar dlgebras com unidade.

Definicdo 14 Um caracter sobre uma dlgebra de Banach A é um funcional
linear sobrejeiivo, que também é um homomorfismo algébrico entre A e C. O
conjunto de Lodos os caracteres de A serd denotado por M{A).

Antes de prosseguirmos com a algebra precisamos de algumas nogbes de
topologia. Sendo X um conjunto € F uma familia de fungdes® f : z - R,
podemos definir uma topologia em X, a chamada topologia fraca, como sendo
a topologia cuja base é dada por f~*(U) onde U C R sdo conjuntos abertos
quaisquer. Esta topologia recebe o nome de topologia fraca pois ela é a topologia
mais fraca na qual as fungdes da familia F sdo continuas.

Se estivermos considerando uma dlgebra 4, o espago dual da mesma, 4%, ¢
dado pelo conjunto de funcionais lineares ¢ : A ~ C. Nis podemos considerar
em A a topologia fraca associada com a familia de funcionais A*. Usuabmente
nos referimos a esta topologia por topologia fraca. E possivel mostrarmos, ver
por exemplo [11], que a topologia fraca é de fato wais fraca do que a topologia
dada pela norma.

Agora se tomarmos Y = A4* o dual Y* = (A4*)*, pode ser usadz para
definirmos a topologia fraca em A*. Porém podemos definir uma outra topoio-
gia, mais fraca, em A*, para isso basta considerarmos os funcionais lineares da
forma & : A* — C dados por £.(f) = f(z), ou seja, a avaliagdo nopontoz € X,
e considerarmos eles como os elementos da familia de funcdes para definirmos a
topologia. Esta ¢ a topologia fraca”.

E possivel mostrarmos, {11], que a bola unitria em A*, A} = {f € A* |
Fli< 1}, é um conjunto compacto na topologia fraca®,

Lembremos que se a € A o espectro de a, sp{a), é definido como o conjunto
de nimeros complexos A fais que a— Al nio é inversivel em 4. Dado um caracter
g € M{A) temos que u{a) € sp(a); de fato se isto ndo fosse verdade existiria
b € A tal que bla —~ p(a)l) = I, de modo que 0 = pfa — p{a)l) seria inversivel
em C. B nds sabemos que o raio espectral de um elemento ¢ € A é || a ||, desse
modo | g(a) |< 1. Além disso, como p(a) = u(I)p{a) qualquer que seja a € A,
segue que p{I) = u(1)? e que p(l) # 0, desse modo temos que || p ||= 1.

Definicao 18 A topologie determinade em M(A) pela topologia fraca® e pela
incluséo M{A) — A} € chamada de Topologia de Gelfond.

Proposicio 4 M{A) com a topologia de Gelfand é um espago localmente com-
pacta.

2 Aqui também poderfamos considerar funcbes sobre os complexos para definir a topologia.
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Vamos mostrar que M(A) U {0} é um subconjunto fechado, na topologia
fraca®, do conjunto compacto Af. Logo M (A} U {0} serd compacto.

Diretamente pela construcio da topologia frace®, se os pontos a,b € A
forem fixos, temos que a aplicagio de M (A) para os complexos, dada por g -
w(a)p{b) — p{ab) é continua. E obviamente esta aplicacio é identicamente nula
em M (A} U {0}, logo ela é identicamente nula no fecho M(A) U {0}. Mas este
resultado é valido quaisquer que sejam os pontos a,b € M{A). Desse modo se
u € M(A)U {0} temos que p ¢é identicamente nulo ou que p(ab) = p{a)u(b),
isto é p € M{A) U {0}, de onde concluimos que M{A) U {0} ¢ um conjunto
fechado.

Além disso, como A possui unidade o ponto {0} ¢ um ponto isolado, de
modo que M(A) é compacto.[]

Proposicao 5 Seja A uma dlgebra de Banach comutative. Dado um elernento
u € M(A), ker u € um ideal mazimal. Anclogamente todo ideal mazimal pode
ser escrito eomo o nucleo de algum elemento de M{A).

Suponhamos que J seja um ideal contendo propriamente ker y, entao existe
a € J tal que pla) é inversivel. Como p é sobrejetivo podemos tomar um
elemento b € A tal que p(blp{a)=1. Entdobu —~l g kerpu C J, e como J éum
ideal, temos também que ba € J, desse modo 1 € J, e J néo é um ideal préprio,
o que ¢é um absurdo.

Por outro lado, dado um ideal maximal I, temos que o fecho de T também é
um ideal, e nés sabemos que nio existern ideais prépios densos em uma dlgebra
de Banach. Desse modo I deve ser fechado. Sendo I fechado, o quociente A/7
¢ uma dlgebra de Banach comutativa sem ideais prépios, ou seja, um corpo. E
um corpo é uma algebra de divisdo, ou seja, todo elemento ndo mulo é inversivel.

Mas nds sabemos que se X € sp(a) entdo a — Al ndo é inversivel, logo, sendo
a algebra de divisio, devemos ter ¢ — Al = 0, isto &, em uma dlgebra de Banach
de divisdo todo elemento é nm multiplo escalar da identidade.

Portanto, como A/I, é uma dlgebra de Banach de divisdo, temos A/I ~ C.
Logo existe um Unico caracter g, o mapa queciente, tal que ker p = 1.[7]

Agora voltemos ao caso em que A = C(X), para algum espago topoldgico
compacto X. Dado um elemento ¢ € M{C(X)), j4 sabemos que ker y é um
ideal maximal de C(X). Nestas condigdes temos

Proposicao 6 Eriste pelo menos um ponto * € X no qual todos os elementos
de ker u se anulam.

Suponhamos que isto ndo seja verdade. Entdo Vz € X existe f, € kery tal
que fz{z) # 0, mas como f é uma fungio continua, existe uma vizinhanga de
x, Uz, tal que f; ndo se anula em nem um ponto de I7;.

Como X é compacto, e como a colegio de abertos U, € uma cobertura de
X, podemos obter uma sub-cobertura finita, X = U, U---UU;_. E neste caso

f= farfor o FooFen (3.3)
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seria um elemento inversivel em ker i, 0 que € um absurdo.0d

Lembremos que £, sdo os funcionais dadoe pela avaliago no ponto =z € X.
Pelo que vimos acima nés temos que ker i ¢ ker &,, mas ambos os kernels sio
ideais maximais, logo kerp = ker£,. Tomemos f € C(X), entdo f — p(f)l €
ker ¢ = ker £, de onde obtemos

0= &(f — p(A) = &((F) — u(f)- (3.4)

Com isso acabamos de demonstrar
Teorema 2 Os tnicos caracteres de M{C{X))} sdo os funcionais &,.

Assim sendo, os elementos de M{C(X)) podem ser identificados com os
pontos de X e vice-versa. De fato podemos mostrar que ambos os espagos sdo
homeomorios.

Com esta construcdo, nds vemos que € possivel recuperarmos um espago
topoldgico inteiramente a partir da dlgebra das fungoes continuas sobre o mesmo.
Mas para que a caracterizagio esteja completa, precisamos mostrar que so existe
uma. dlgebra a partir da qual podemos recuperar o espago topoiégico, de forma
que a correspondéncia entre dlgebras C* comutativas e espagos topoldgicos seja
um para um.

Definicdo 16 Sendo A uma dlgebra de Banach comutativa. A transformada
de Gelfand do elemento a € A € a funcdo & : M{A) — C definida por

() = p(a). (3.5)

Pela definigdo da topologia fraca* a trenformada de Gelfand & € uma funcao
condinua sobre M{A). Logo a transformaede de Gelfand leva elementos de A
para elementos de C(M(A)), G: A— C(M(A)).

Neste momento precisamos passar a considerar lgebras C*, pols agora ire-
mos precisar de resultados envolvendo a involugdo e as suas relagdes com a
norma. Se A é uma jlgebra C*, sempre podemos escrever um elemento a € A4
como uma combinagdo linear de elernentos auto-adjuntos. Mais precisamente,
a = g1 + iy cOIm Gy = %(a +a*)eay = %(a* — a). Escrevendo a € A dessa
forma fica claro que se u € M(A) vale

#(a*) = plar — dag) = pfa;) — ipfaz) = p(a). (3.6)
De forma alternativa poemos escrever
a* (1) = &(u), (3.7)
ou ainda
a* = a”. (3.8)

Concluimos com isso que a transformada de Gelfand, § : 4 — C{M{A)} é um
s-homomorfismo.
Além disso, temos o seguinte resultado
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Proposicio 7 Sendo A uma dlgebra C* comutetiva, tomemos A como sendo
um dos elementos do espectro de a € A. Entdo eriste wmn caracter p sobre A
tal que pla) = A.

Como ideais maximais e niicleos de caracteres s80 a mesma coisa, concluimos,
utilizando o lema de Zorn, que o ideal A(e — M) estd contido em algum ideal
maximal, ou seja, existe um caracter u tal que Ala — A} Ckerp, logoa— Al ¢
ker pt, de onde segue que p{a) = A.[J

Lembremos que a norma em M(C(A)) é dada por

hall= sup |a(w]. (3.9)
pEM(A)

Mas acabamos de ver que se A € sp(a) existe um elemento p € M{A) tal que
p{a) = A. Além disso se p(a) = A temos p{a — p{a)l} = 0, logo a — Al néo pode
ser inversivel, isto é, A € sp(a), ou seja,

ula) = A<= A € spla). (3.10)

De modo que podemos escrever a norma de um elemento & € C(M(A)) na
forma
léll= sup |Al=r(a), (3.11)
Aespla)

onde r(a} denota o raio espectral do elemento a. 56 que em uma &lgebra C*
vale
rla) =l a]l. (3.12)

Dessa forma obtemos a importante relago
Hé|l=[leli. (3.13)

Acabamos de mostrar que a transformada de Gelfand, além de ser um *-
homomorfismo, é uma isometria.

Um importante teorema de andlise funcional, que s6 enunciaremos, mas cuja
demonstragio pode ser encontrada em [11], é o teorema de Stone-Weierstrass

Teorema 3 (Stone- Weierstrass) Seja B uma sub-dlgebra de C{X) com as pro-
priedades

o B € fechada pela conjugacio compleza (se f € B entdo f € B);

e B separe pontos, isto €, se z,y € X com T # y, entd existe f € B tal gue
fz) # fly);

e B ¢ fechada como comgjunio.

Entéo B € a prépria dligebra C{X).
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Como a tranformada de Gelfand, ¢, ¢ uma isometria e a dlgebra A é com-
pleta, temos que G(A) é também completa, logo fechada. Por oufro lado as
avaliagbes nos pontos separam os pontos de M{A). De fato, se um caracter se
anular em todas os pontos ele deve ser identicamente nulo, o que nao é possivel.
Mas a relagio dada pela equagio 3.8 nos garante que G{.A} é fechada com relagio
a conjugacio complexa.

Vemos entdo que G{.A) satisfaz as condicfes do teorema de Stone-Weierstrass,
logo G{.A) € a prépria dlgebra C(M(A}}), de modo que a tranformada de Gelfand
¢ uma bijecgo. Todos estes resultados sao o contelddo do teorema de Gelfand-
Naimark

Teorema 4 (Gelfand-Naimark) Se A € um digebra C*, entdo a transformade
de Gelfand, G, ¢ um x-isornorfismo isomélrico.

Este teorema nos garante que se duas algebras possuem o mesmo espaco
de caracteres, entdo elas devem ser isometricamente isomorfas, de forma que
a caracterizacio de um espacgo topolégico a partir da sua dlgebra de fungdes
continuas estd bem definida.

Com isso terminamos a caracterizacio de espagos topoldgicos a partir de
algebras.

3.2 Fibrados Vetoriais

As construgbes algébricas emvolvendo fibrados vetoriais esao feitas de forma
muito clara e organizada em [12]; por isso, nesta secio, estaremos seguinde de
perto esta referéncia.

Para podermos comparar dois fibrados sobre um mesmo espago-base pre-
cisamos do seguinte conceito:

Definicio 17 Sendo m : Fy — M e 73 : Ep — M dois fibrados vetoriais
sobre M, uwm mapa de fibrados - By ~— F5 é uma aplicagdo continua tal que
wef = w1 e tal que f | By, : E1, — Ep, ¢ wma tranformagdo linear entre
espacos veloriass.

Um outro conceito til para compararmos fibrados é o de sub-fibrado:

Definicao 18 Um sub-fibrado vetorial E; de um fibrado vetorial w : E -~ M,
€ um subconjunto F; C F tfal que By N E; € wn sub-espago vetorial de E; para
cada x € M e tal que By com a restrigdo de m seja também um fibrado vetorial
sobre M.

No capitulo 2 definimos uma segio como uma fungio de M em E. De uma
forma mais geral temos

Definigao 19 Uma se¢do s sobre um subconjunte A C M € um mapa continue
s: A — E tal gue n{s(z)) = =.
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Este tipo de segfio é muitas vezes chamada de segfo local sobre A. Quando
s estiver definida em toda M dizemos que ela é uma secio global, dessa forma
o conceito de segio apresentado no capitulo 2 é ¢ de segio global.

Comeo todo fibrado vetorial é localmente trivial, vemos imediatamente que
podemos definir se¢bes locais 5; sobre um subconjunto aberto U C M de uyma
trivializagao local, de modo que {s;{z)} formam uma base para E; qualquer
que seja £ € U. Usualmente chamamos {s;} de uma base local para as segoes
emz€ M.

Se f: E; — E; é um mapa enire fibrados, em geral nio podemos afirmar
gue a imagem ou o nucleo de f sejam sub-fibrados dos fibrados correspondentes.
Isto 86 ocorre em alguns casos particulares. E para descrevermos as situagdes
em que isto ocorre iremos utilizar o seguinte lema, cuja demonstragéo pode ser
encontrada em {12]:

Tema 1 Sejam ty,... .t segdes locais de E sobre uma vizinhange U de x, tais
que t1{x),...,te(x) sejom lincarmente independentes. Entdo existe uma vizin-
hanga V de z tal que t1(y),...,tx(y) sdo linesrmente independentes qualguer
que sejay € V.

Agora podemos enunciar

Teorema 5 Seja f : Ey — E; um mape entre fibrados. FEnido as seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

1. im f € um sub-fibrado de Fs;
2. ker f € um sub-fibrado de Ey;
5. a dimensdo des fibras de im f € localmente constante;

{. a dimensdo das fibras de ker f ¢ localmente constante.

Vemos claramente que 3 e 4 s8o equivalentes e que s8o implicagbes diretas
de 1 ou de 2. Para vermos que 3 implica 1 tomemos z € M e escolhamos
uma base local 51,...,5;m de i emz ely,..., I, de By em 5. Renumerando
se necessirio podemos supor que fs:(z),..., fsx(z) gera a fibra da imagem
de f no ponto z; mais uma vez remunerando se preciso podemos supor gue
faulz), ..., fse{z), tes1,. . -, i slo linearmente independentes. Logo pelo lema
1, e pela suposigdo de que a dimensio das fibras da imagem de f € localmente
constante, concluimos que fs1,..., fsk, bk, ..., Ea € wma base local para Fs
no ponto z, de modo que fsy,..., fsr é uma base local para a imagem de f.
Vemos desse modo que a imagem de f possui wma estrutura de fibrado vetorial
sobre M.

Para vermos que 3 imlica em 2 tomemos {s;} base local como acima. Dessa
forma podemos escrever fs;, para ¢ > k, em uma vizinhanga de x como

k
Fsiw) =3 asifs;(). (314)

i=1
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Para i > k sejar; = 5 ~ E?wl a455;. Como as segbes s; sBo originalmente lin-
earmente independentes, vemos que {81,..., 8k, Tht1,---. o} 580 linearmente
independentes. Além disso rit1, ..., S80 segles locais, linearmente indepen-
dentes, de ker f. Como o niimero destas secbes é exatamente a dimensao de
ker f, concluimos que {rg41,...,7,} é uma base local para ker f, logo ker f é
um sub-fibrado de F,. ]

Definigdo 20 Um produto interno em um fibrade vetorial F € um produto in-
terno (, )z em cada fibra E. que varie continuamente com relagdo a z.

E fécil mostrarmos que qualquer fibrado sobre uma variedade compacta®
admite um produto interno.

Definicao 21 Se Fy ¢ Fo sdo fibrados vetoriais sobre M, a some direta de
ambos € o fibrado E = E, @ F2 cujas fibras séo dadas por B, = E; & E,, .

Teorema 6 Se M ¢ uma variedade compacta®, qualquer sub-fibrado F de um
fibrade vetorial E sobre M € um somando direto em alguma decompasicdo de
E.

Escolhamos um produto interno em FE, que sabemos existir. Tal produto
interno define uma projegdo p, : E; — F,; que varia continuamente com .
Dessa forma p é um mapa entre fibrados. Tomemos G = kerp, e como imp = F
é um sub-fibrado de F temos que, pelo teorema 5, G é um sub-fibrado de F, e
claramente temos E=G @& F. [

Lembremos que um espago Hausdorff compacto € automaticamente normal®.
Como sermpre iremos considerar espagos Hausdorf, e como nos cases de interesse
estaremos Hdando com espacos compactos, é natural falarmos em propriedades
referentes a espagos normais.

Lema 2 Se M € um espace normal. Seja U wmne vizinhanga de x € M ¢ s
uma segdo de wm fibrado vetorial E sobre U. Enido existe uma secdo t sobre E
definida em todo o espago M tal que t € igual o 3 em alguma vizinhange de .

Sejam V, W vizinhancas de z tais que V ¢ I/ e W C V. Tomemos w uma
fungdio® sobre M com valores reais tal que w |gr= 1, w |y—v= 0. Agora basta
definirmos #{y) = w(y)s(y) se y € U e t{y) = 0 caso contraric. O

Coroldrio 1 Sendo X normal, pare todo x € X podemos enconirar secdes
globais 51, ...,5, que formam uma base local em para T(E) em z.

30 resultado mais geral sé exige gue a variedade base seja paracompacta.

4Existe uma demonstragio deste teorema para o caso de M ser uma variedade paracom-
pacta, mas para os nossos propositos precisamos apenas do resultado para o caso compacto.

5Um espago topolégico X Hausdorff é dito normal, se dados dois fechados disjuntos A, B ¢
X existe f: X — R continua tal que fig=1e f|p=0.

S A existéncia desta fungio é garantida pelo fato de M ser wm espago normal.
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Seja f : E; — FE> um mapa entre fibrados. Podemos usar este mapa
para construir um mapa entre os espacos de segdes destes dois fibrados, I'(f) :
T{E) — I'(Fs), dado por

(F(f)s) (z) = [ (s(z)) (3.15)

Coroldric 2 Sendo M normal ¢ f,g : Ey — F> mapas de fibrados. Entdo se
(f) =I'(g) temos que f = g.

De fato, tomemos p € F; com m1(p) = z. Entdo existe uma se¢do s em uma
vizinhanca de x com s{z) = p (para isto basta considerarmos uma trivializacio
local). Mas pelo lema 2, existe uma segfo global ¢ que coincide com s em
alguma vizinhanga de z, de modo que t{z} = p. Mas agora podemos escrever
() = £(t(z)) = C(N)B)() = (T(g))(@) = glp). E como esta igualdade vale
para qualquer que seja p € F; temos f=g. L]

T.ema 3 Sejam M normal ¢ s € T(F). Se s(x) = 0 enido eristem elementos
81,..-,5k € T(E) e funcoes ay,...,ax € C{M) tais que ai{z) = 0 para i =
1,....k es=73" ajs;.

Tomemos uma base local s1,..., s, € I'(F) no ponto z, (lema 1). Desse modo
podemos escrever s{y) = > b;i(y)s;(y) para y suficientemente préximo de z.
Notemos que as funcbes b; 56 estdo definidas em uma vizinhanga de z. Escolha-
mos fungbes a; € C(M), ou seja, fungbes sobre toda a variedade, que concordem
com as fungdes b; em uma vizinhanga de x {a existéncia de tais funcGes é garan-
tida pela aplicagdo do lema 2 ao fibrado M x ¥, onde K é o corpo em questio).
Sendo assim temos que

t=s— s, (3.16)

se anula €m uma vizinhanga U/ do ponto z. Seja V' também uma vizinhanga de
ztalque V CUescjaa e C(M) comasendozeroemz e lem M — V. Desse
modo podemos escrever s = at + ¥ a;8;, com a{z)} = a;{x) = 0. I

Coroldrio 3 Seja I, o ideal bilateral de C{M) dado pelas fungées a € C{M)
tais que a(z) = 0. Entdo I'(E)/ (I,T(E)) ~ E,, sendo o isomorfismo dade por
s+ s{x).

A demonstracao do coroldrio 2 nos garante que a aplicagao s — s(x) € sobreje-
tiva. Por outro lado se s;{z) = s;(z) definamos { = 51 — 53 é uma segio que se
anula em z. Mas pelo lema 3, podemos escrever ¢ como a soma de elementos
do tipo as com a € I; e s € I'(E), ou seja, ¢t é um elemento de I.T'(E), logo no
espago guociente a classe de equivaléncia de ¢ é zero. Concluimos com isso que
além de ser sobrejetiva a aplicagio também é injetiva. Agora fica ébvio que tal
aplicacdo é um isomorfisino. O

Teorema 7 Seja M normal. Dado qualquer C(z)-mapa F : T(#,) — T{E)
existe um tnico mapa entre fibrados [ : £, — Fa tal que F' = L(f).
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A unicidade sepue imediatamente do corolarico 2. Por outro lade F induz um
mapa da forma

fo :T(E)/ (LT(EY) = By, = Es, = T(E2)/ (I.T(E)). (3.17)

Considerando este mapa para todos os pontos £ € M obtemos um mapa f :
Fy — Fs. Se s € ['(E1) obtemos”, usando o isomorfismo dado pelo coroldrio 3,
(fs)(z) = fols] = [F(s)] = F(s)(z). E claro que f é um mapa linear em casa
fibra, sé falta mostrarmos que f é contimuo. Para isso, tomemos 81,...,5, €
T{F) uma base local em z. Se p € E e =(p) estd proximo de x podemos
escrever p = . a;(p)s;{w{p)), onde as fungdes a; sdo conmtinuas. Logo f(p) =
S a;(p)f o si(n{p)), mas fos; = F(s;) de modo que fos; é uma se¢do continua.
Portanto f(p) é continua. U

Corolario 4 Sendo M normael, dois fibrados sobre M E, ¢ F» sdo isomorfos
se, e somente se, ['(E1) e I'(En) forem isomorfos como C(z)-mddulos.

Lema 4 Sejac M compacta e Hausdorff, e seja F um fibrado vetorial qualquer
sobre M. Entdo existe um fibrado triviaf Fg = M X K™ e um mapa sobrejetivo
f: Eg — Fy, de forma que o fibrado F; dado inicialmente € um somando direto
de Fg, iste é, Fg = Fy @ Ea para algum fibrado Es.

Para cada ponto & € M escolhemos segbes $5.1,..., 8z &, gue formam uma
base local em uma vizinhanga U,. Como M é compacta existe um numero finito
de vizinhancas Uy,..., U, que cobrem M. Logo existe um nimero finito de
seches 81,..., 8, tais que s3(z),. .., sp(2z) geram E; qualquer que seja = € M.
Consideremos Fy como sendo o fbrado trivial M x K™, de modo que I'(Fy)
¢ um C{M)-médulo livre com n geradores ey, ..., e,. Consideremos o mapa
F :T'{Eg) — I'(E) dado por &; — s;. Pelo teorema 7, F d4 origem a um mapa
entre fibrados f : E¢ — E, € como fe;{z) = s;{x) temos que f é um mapa
sobrejetivo. Agora como f : Fy — FE é um mapa entre fibradoes, concluimos,
pelo teorema 5, que ker f = F» é um subfibrado de Ey, de modo que podemos
escrever Fg = F, @ Fa, e claramente temos que E > E;. Tl

Coroldrio 5 Se M € compacta ¢ Hausdorff, ¢ E ¢ um fibrado vetorial qualguer.
Entio T(E) ¢ um C{M)-médulo finitarnente gerado ¢ projetivo.

Pela demonstr¢io do lema acima vemos que T'(F) é um submédulo de um
modulo livre e finitamente gerado. [

Neste ponto enunciamos ¢ teorema mais importante desta secéo, 0 qual nos
fornece a caracterizago algébrica de fibrados vetoriais:

Teorema 8 Seja M uma variedade Hausdorff e compacte. Entdo um C{M)-
médulo P ¢ isomorfo a um médulo da forma U(E) para algum fibrade E se, e
somente se, P for finilamente gerado e projetivo.

7 Aqui estamos nsando [} para denotar a classe de equivaléncia de um elemento.
8 Aqui K pode ser o corpo dos reais ou o corpo dos complexos.
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A volta deste teorema nada mais é do que o coroldrio 5. Suponhamos que P
seja um modulo finitamente gerado e projetivo, entdo P é um somando direto de
wm C{M }-médulo livre finitamente gerado F'. Portanto existe um idempotente
g:F — Pcom P =img. Como F ¢é finitamente gerado e livre, podemos
escrever F' = I'(Eg) para By = M x K™, Agora, pelo teorema 7, temos que

= (f), e como g° = g obtemos que f? = f. Se pudermos mostrar que
E = im f é um sub-fibrado de Eg, nds teremos, pelo teorema 6, que Eg = Fh B F,
onde Ez = ker f, e dessa forma P ~ imT'(f) = I'(E;). Pelo teorema 5, para
mostrarmos que £y = im f € um sub-fibrado de Ey, é suficiente mostrarmos
que a dimensio das fibras B, é localmente constante. Como f? = f obtemos
ker f = Im(I — f), e pela construcio de f temos By, = Fq, © Fp_ . Suponhamos
que dim By _ = h e dim F»_ = k, entdo para pontos ¥ € V' de uma vizinhanca V
de z vale dim By, > h edim Bz > k, mas

dim Ey, +dimFBEs, =h+k (3.18)

é constante. Portanto dim F;_ ¢ localmente constante. []

Nestas duas ultimas se¢bes mostramos que espagos topoldgicos séo equiva-
lentes a algebras C* comutativas, a dlgebra das fungdes continuas sobre o espago
dado. E mostramos também que os modulos finitamente gerados e projetivos
sio equivalentes 20 mddulo das se¢tes de um fibrado vetorial conveniente.

Daqui em diante pensaremos apenas em algebras, ndo mais necessriamente
comutativas, e em médulos finitamente gerados e projetivos sobre as mesmas.
Tais estruturas serdo entendidas como generalizacOes das estruturas ysuais de
geometria diferencial.

3.3 Calculo Quantizado

Para que as caracterizagoes algébricas feitas nas segbes anteriores possam ser
usadas como uma forma de generalizar os conceitos usuais de geometria, pre-
cisamos construir as ferramentas usuais da geometria em termos algébricos.

Definicao 22 Sejg £ um bi-mddule sobre uma dlgebra A. Uma derivagdo em
A ¢ aplicagdo linear D : A — £ que satisfez a regra de Leibniz

D(ab) = (Da)b + a(Db) (3.19)

A principio, 2 nogio de derivagiio sobre uma dlgebra parece ser muito ar-
bitriria e depender da escolha que fazemos do médulo £. Porém existe um con-
ceito de derivagio gue resolve o problema de caracterizar as possiveis derivagoes
sobre uma slgebra.

Definicio 23 Uma derivacio d : A — A com valores em um bi-médulo sobre
A, QLA € dita universal se dado qualquer outre bi-médulo £ e outra derivacio
D: A~ E existe um tinico morfismo entre bi-médulos ip : 1A — £ tal que
D=ipod,
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(Obviamente, se uma dlgebra possuir uma derivagao universal como acima, ela
serd, inica a menos de isomorfismo entre os bi-mdédules. Resta apenas saberinos
sobre quals circunstincias uroa dlgebra admite uma derivagio universal.

Teorema 8 Dada uma dlgebre A, definamosd: A —» A A porda=1%a—
a®1 Seja QA o sub-mddulo de A® A gerado pelos elementos da forma adb.
Entéo d juntamente com QLA formam uma derivacdo universal pare A.

O mapa d satisfaz a regra de Leibniz

dlab)=1® (ab) — (D) @I=a@b—(ab) RT+I@ (ab)—a®b (3.20)
=a(I@b~-bBN+ (I®a—a®I)b=al(db) + (da)b. )
E como d é linear vemos que d : .4 — Q1.4 é realmente uma derivacio para A

Agora dada uma outra derivacido D : A — £, definamos ip : ¥ A — £ pela
sua agio em tensores simples

ipla®b) = aDb, (3.21)

e estendamos ip por linearidade para os demais elementos de A ® A. Dessa
forma ip é um morfismo entre médulos e Da = ip ¢ do qualquer que seja a € A.
Com isso estabelecemos a universalidade de d : A — QA O

Existe uma outra caracterizacdo do bi-médulo Q1.4 alem da usada acima.
Podemos considerar o operador multiplicacao m : A® A — A que agindo em
elementos ¢ dado por a ® b — ab. Consideremos um elemento da forma adb,
logo

miadb) = m{a®@b—ab & 1)

= m(a & b} - m(ab@ E) = ab — gb = 0. (3.22)

Como definimos 2.4 como sendo gerado pelos elementos da forma adb con-
cluimos que 914 C kerm.

Por outro lado se nés tivermos > a; ® b; € kerm vale > a;b; =0 € A de
modo que podemos escrever

> e;®bi=Y a;®b;— Y a;b;®1
ﬂZ@(E@I)}-*bjf@E) :Zajdbj.

Logo temos que QA = kerm.

(3.23)

Definigio 24 Uma dlgebre diferencial graduada (R*,8) € uma dlgebre associo-
tiva R* = &3 R* cujo produto ¢é graduado { R*R' ¢ R¥!), juntamente com
uma diferencial &, isto é, um mapa linear de grau 1, tal que 6% = 0 ¢ uma
derivagdo graduada

(wrn) = dwryy + (—1)*wrbny  we € RE. (3.24)
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N6s queremos construir uma algebra diferencial graduada 9* A = @72 ¢ 4,
tal que Q%4 = A e QA seja como acima. Além disso queremos que 0*.4 seja
universal no seguinte sentido

Definicdo 25 Uma dlgebra diferencial graduade (1* A, d) ¢ dita universal se
dade wma outra digebra diferencial graduade (R*,6), qualguer homomorfismo
entre dlgebras v © A — RO se estende para wm homomorfismo de grau zero
1 QA — R* que relaciona as duas diferenciais, isto €, d = od.

Vamos denotar A = 4/C o quociente de 4 pelos nimeros complexos C.
Como estamos considerando algebras unitdrias sobre os complexos, os mesmos
podem ser considerados com uma sub-dlgebra de A (basta identificarmos os
numeros comlexos com os elementos da forma AL A € C). Dessa forma este
quociente elimina os escalares de dentro da dlgebra.

Podemos dar a A ® A uma estrutura de bi-médulo

alao ®@7) = (aae) ® @1

3.25
(20 ® T)c = ao ® TE— (a0a1) ® T (3.25)

Com esta estrutura de bi-médulo para A® A4 o mapa i : A® A — QA dado
por ag ® @7 = agda;, que é bem definido pois dl = 0, se torna um isomorfismo
entre médulos. Dessa forma podemos indentificar A ® A4 = QA

Se definirmos 2°A = Q* A ® 4 Q' A, pela identificacio acima podemos es-
crever A = (A2 A4) @4 (AR A) =~ A® A® A De um modo geral pode-
mos definir Q" A = QP A®--- ® Q' A (n vezes), que pode ser identificado com

OrA = A® A . Estas duas formas de caracterizarmos ™4 se relacionam
pela identificagio

WBTHR - Qip > 2o ®ada; @4---®ada,. . {(3.26)

Muitas vezes omitimos o produto tensorial e escrevemos
as ®ada; ®4 -+ ®4day. = apday - - - dan (3.27)

Definimos a diferencial d : Q"4 — 771 A pela regra
Ao ®E® - ®E;) = IQEGOFT®- - ®in, {3.28)

ou seja,
d(goda; - - - da,,) = dagday - - - dan,. {(3.29)

Fica claro a partir desta definiggo, uma vez que df = 0, que d° = 0.
Para tranformarmos *.4 em um bi-médulo sobre A definimos a estrutura
de médulo & esquerda por

a(apday - - - dan) = (aag)day - - - day, {3.30)

para obtermos a estrutura de moédulo pela direita precisamos levar em conta
a regra de Leibniz. Uma vez que d(ab} = (da)b + a{db) obtemos que {da)b =
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d{ab) — a{db). Usando esta regra repetidas vezes obtemos para a estrutura de
modulo a direita

(aoda; - - - dan )b =(~1)"agaidaz - - - dandb

n—1

+ 3 (~1)"*aoda; - - - d(a:0:1) - - dandb (3.31)

gz}

+ aoda; - - - dap—1d(anb).
¥ se definirmos a multiplicacio entre dois elementos de Q*.4 por
(agday - - - day ) (bodby - - - dby,) = (0pday - - - danba)(dh; - - - dbar), (3.32)

1* A se torna uma ilgebra diferencial graduada.
Se a dlgebra A tiver uma involucio, podemos tranformar 2*A em uma
algebra involutiva definindo

(aodas -~ dan)* = (~daj) -~ (~da3)a. (3.33)

E possivel verificarmos, usando as estruturas de médulo a direita, como vis-
tas acima, que ((—da},}---(—da})ad)* = aoday - --day, e que (day ---dasb)* =
b*dal - --do¥ de forma que para quaisquer dois elementos w, 77 € 1*A wvale
(wn)* = 7*w*, como deveria ser.

Suponhamos que {R®, §} seja uma dlgebra graduada diferencial tal que exista
um homomorfismo algébrico 9 : 4 — R?. Podemos estender este homomorfismo
para 7 1 §2* 4 — R® por

(aodas - - dan) = $(a0)(W(a1)) - - 5(t{an). (3.34)
Desse modo 3* A é uma algebra graduada diferencial universal.

Definicao 26 Seja £ um A-médulo a direita. Consideremos o A-médule a
direita £ ® 4 V' A, Uma conczéo em £ € um mapa linear

V:£mE@s 04, (3.35)
que satisface
V{sa) = (Vs)a + s ® da, (3.36)
paras €& ea € A
Nés podemos estender a conexio para n-formas, V: £@ 40 A — £840% A,

pela regra
V{(s®@w}=V(s)@w+ s& duw, (3.37)

para quaisquer s € £ e w € 1% A.
Em alguns casos é possivel falarmos de um produte interno para um médulo
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Definicac 27 Um pré-C*-médulo a direita, £, sobre uma C*-dlgebra A é um
médulo complezo a direita sobre A juntarnente com uma eplicacdo sequilinear
(-1 )€ x & — A, satisfazendo

rls+t)y=(r|s)+(r]1),
(r|sa)=(r|s)a,

(r|s)={(s]r)",
{(s]18) >0, a#0.

(3.38)

Lemwbremos que em uma C*-dlgebra .4, dizemos que um elemento & € A4 é
positivo se sp{a) C [0, o).

Quando lidamos com pré-C*-médulos podemos falar na compatibilidade da
conexao com a estrutura de produto interno. Para fazermos isto precisamos
estender o produto interno de £ para E@1* A Para st € £ eparaw € B*A
definimos

(s|t@w)=(s]t)w,

(s@w|8) =w*(s | D) (3.39)

Defini¢ao 28 Quando £ € um pré-C*-mddulo, uma conezdo é dita compativel
com a estruture Hermitiana se Vs, t € £ ela satisfizer

(Vs | )+ (5| VE) = dis | £). (3.40)

As conexdes compativeis sempre existem, qualquer que seja o fibrado £ em
questdo. Primeiramente consideremos o fibrado livre £ = A", podemos definir
a derivac@o d nos elementos deste fibrado da seguinte forma

a: da;
di - |=1:1]. (3.41)
an dan,

Nio é dificil vermos que d, definida desta forma, é uma conexfo compativel com
a estrutura Hermitiana dads por

81 t

T

=Y st (3.42)
Sn tn 7=1

Mas podemos ver nc apéndice A que todo modulo projetivo fnitamente
gerado pode ser escrito na forma pF, onde F é um modulo livre finitamente
gerado € p : F —+ F é um operador idempotente. Mas um médule F sobre A,
que ¢ livre e finitamente gerado, é isomorfo a A®, onde n nada mais € do que o
ntimero de geradores de F. Dessa forma podemos escrever todo médulo proje-
tivo finitamente gerado como pA™, com p : A" — A" um operador idempotente.
Notemos que a estrutura Hermitiana definida acima para 4™ induz uma estru-
turs Hermitiana em £ = pA™. Além disso, em um médule da forma & == pA™,
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pd define uma conex@o compativel com a estrutura Hermitiana induzida em £.
Logo sempre podemos definir pelo menos uma conexao compativel em £ = pA™,

Agora notemos que se Vi e Vg sfio duas conexdes sobre £, entdo Vi —V,
éum mapa & : £ — £ @4 0 A linear em 4, ou seja, se a € 4 e s € £ temos
asa) = (as)a. Podemos mostrar que no caso de V, e Vg serem compativeis
com a estrutura Hermitiana entfo o* = —qa, isto ¢, a é anti-auto-adjunto.
Inversamente se Vg for uma conexio compativelem £ e o : £ — £8 40 A for um
operador anti-auto-adjunto, entdo V = Vo -+ o € uina outra conexdo compativel
em €. Portanto, fixada uma conexao compativel Vg, todas as demals conexdes
compativeis podem ser escritas na forma V=Vo+acoma: & = EQ4 QA
anti-auto-adjunto.

Em particular, se fizermos a identificagio £ = pA4™, podemos pesar em o
com sendo um elemento de A™*" ® 4 014 tal que

O = ap = pa = pap. (3.43)

De um modo geral identificamos A™*™ ® 4 ' A com (' A)"*". Dessa forma,
a0 fixarmos Vg = pd podemos escrever qualquer conexzo compativel sobre £ na
forma

V=pd+ o (3.44)
Podemos usar estes resultados para obter uma formula explicita para a cur-
vatura associada a uma conexio V em £ = pA". Primeiramente notemos
que podemos definir d para elementos de (Q2*A)™*® da seguinte forma: se
w = {wi) € (Q*A)**" definimos dw = (dw;;), de modo que d em (Q1.4)"*"
continua satisfazendo a regra de Leibpiz. E se usarmos a identificagio de
AP @ 4 QLA com (21 A)™, obtemos as seguintes relaces para um operador
idempotente
pldpjp =0,
p(dp)(dp) = (dp)(dp)p, (3.45)
(dp)p = (1 — p}(dp).
Escrevendo a curvatura # na forma @ = V?, podemos usar as equacdes 3.44
e 3.45 para obtermos a importante relagio

#(s) = pd(pds + as) + a{pds + as)
= pdpds + pd{as) + apds + o’s (3.46)
= pdpds + p(da)s — pads + opds + os,

e uma vez que § = ps concluilnos que

9(s) = (pdpdp + p(da)p + o) (s). (3.47)

3.4 Traco de Dixmier

Quando estamos lidando com grandezas que s&o operadores sobre um determi-
nado espago, como por exemplo a curvatura vista na primeira se¢io do capitulo
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2, precisamos de um funcional do tipo trago para falarmos em integral. Como
veremos adiante, iremos usar uma representacao da digebra A em um espago
de Hilbert para fazer os cdlculos. Dessa forma é importante se ter uma gen-
eralizacio conveniente do traco usual, em espagos de dimensao finita, para os
casos em que o espago de Hilbert niio possul dimensdo finita. Na pratica, nao
podemos definir um funcional do tipo trago para todos os operadores lineares
limitados sobre H. Fsta generalizacio é obtida pelo traco de Dixmier dentro de
urna classe razoavelmente abrangente de operadores.

Seja H um espago de Hilbert® e £{H) o espago dos operadores lineares
limitados sobre H. Dentro do espago dos operadores lineares limitados de H
nds temos o sub-espaco dos operadores compactos, denotadoe por K, sendo que

Definicao 29 Um operador T . H — H € dito compacto se, e somente se, para
toda sequéncia limitada {x,} CH a sequéncia {Tz,} possuir uma sub-sequéncia
convergenie.

Seja T € K um operador compacto, o operador dado por | T' |= (T7T)%,
chamado de valor absoluto de T', é um operador auto-adjunto com auto-valores
positivos, ou seja, € um operador positivo. Desse modo podemos escrever | T |
em termos de uma base de auto-estados, isto é, denotando os vetores de H por
| v} e os duais por {» | podemos escrever

T 1= sk bur) ® (ur | (3.48)
k

onde os vetores | uz) sio auto-vetores de | T' | com auto-valores sg, ou seja,
| 7'} | uk)) = s& | ug). Em textos de fisica é comum escrevermos a equagao
acima com o produto tensorial subentendido

[T = s | urus |, (3.49)
k

notagio que adotaremos.
£ possivel mostrarmos, ver [11], que sendo T' um operador compacto, pode-

1108 escrevé-lo na forma
T=U\T] (3.50)

sendo I/ uma isometria parcial, ou seja, onde U nfo se anula ele é uma isometria.
Esta é a chamada decomposicao polar do operador T. Agora usando a equagao
3.49, podemos escrever

T= UZ sk Jugi(ug |= Zsk Pog)luyg |, (3.51)
k E

com | wx) = U | uz}. Esta expressao é chamada de espansio candnica de T. Os
coeficientes si = 5;{T") sAo chamados de valores singulares de T. Reordenando
s€ necessirio, podemos supor que os valores singulares de T, 5(T"), aparecem
em ordem decrescente, ou seja, a sequéncia {s;} é monétona decrescente.

9Estamos supondo que os espagos de Hilbert sio de dimensdo infinita e separdveis, de modo
que existe uma base ortonormal contdvel infinita.
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Definicdo 30 Dentro do conjunie dos operadores compactos K definimes as
classes
={Tek: > siT) < oo} (3.52)
k

A classe L1 é chamada de classe trago. Nas classes £7 podemos definir uma
fioTmMa por

T |]p= (Z sk(T)P) g (Tr | T )5 . (3.53)
k

Definimos as somas parciais dos valores sigulares de T" por
n—1
on(T) = Z Sk- {3.54)
k=0
Vemos claramente que na classe trago temos || T {|1= limn oo on (T}

Lema 5 Cada o, obedece o desigualdede friangular, ou seja, o,{A + B) <
on{A) + on(B).

Pars demonstragfo ver [4]. O

Uma outra desigualdade que as fungdes o, satisfazem é dada por
Lema 6 Sendo S,T € KX operadores positivos, entio
OminlS + T) 2 om(S) + on(T), (3.55)
para quaisquer que sejam m,n € N.

A demosntraggo deste lema também pode ser encontrada em [4]. O

Como cada soma parcial on(T") é definida em termos dos valores singulares
de T, que sdo positivos, fica ficil vermos que, usando o lema 5 acima, cada o,
define uma norma em K.

A principio as somas parciais o,, 86 esto definidas para valores inteiros de n,
mas nds podemos estendé-las para todos os valores reais por linearidade. Sendo
n == [A] a parte inteira de A, e sendo 0 < ¢ < 1, podemos definir

oAT) = (1 = )ou(T) + tonr(T), (3.56)

ou seja, ligamos os valores 6,(7") € 05+1{T") por uma reta. E como as fungdes o,
satisfazem a desigualdade triangular, é imediato verificarmos que as extensdes
oy satisfazem a desigusldade triangular para cada A

Definicao 31 O ideal de Dirmier de operadores compactos € definido por

def T)
£t - . e gi{_... } A 5
{TE]C 1T - s;lg Tog » < 00 {3.57)
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O lema 5 nos garante que || - {14+ estd bem definida como norma. Se tivermos
T € £, oA(T) é limitada de modo que || T ||;. < o0, ou seja, £1 C Ly4.
Para definirmos um funcional do tipo trago em £;. consideremos

Defini¢iio 32 A média de Cesaro da funcao o3(T)/log A € definida por

1 A ou(T) E)'E

logA J; logu z’ (3.58)

™(T) =
Como as fungbes o, satisfazem a desigualdade triangular fica claro que a
média de Cesaro acima satisfaz 7, (S + T) < 1 (S) + (D).
A média de Cesaro possui as propriedades de um funcional do tipo trage com
excegdo da aditividade, isto é, (S 4+ T) # n(F) + ra(T). Porém ela possui
uma aditividade assintética, mais precisamente temos

Lema 7 Se 8, T € £7 sdo operadores positivos, entdo

log log A

TA(S+T) -—TA(S) wT)\(T) = O( Tog A

) ,  quando A - oo, (3.59)

ou seja, TS+ T) — 7a(8) — ma(T) - 0 quando X -+ co.

Do lema 6, podemos escrever

A
0< () +n(T) = (5 +T) = oy [ 222D ZuBr T

logu u

<1 /Acrgu(S—FT)-—cru(S—i-T)_d_u_
~logA /s logu u

“{"“fZA (au(s+1‘) 3 Gu(S+T)) du

" logu log 3u logu
f ]2" ou(S +T)du
log A log u  u

Agora das observagbes apds a equagao 3.56 e da definigio 31 obtemos

au(S+T)  oulS)+ou(l) ISy +1IT Hh
logu logu E logu

(3.60)

(3.61)

ou em outra forma
cu(S+T) < (1 S llhs + 11 T lhs) logu. (3.62)

Esta desigualdade é usada para majorarmos as integrais da pripeira desigual-
dade, o que nos fornece

2+ loglog A

() + (L) = 7S +T) < (IS s + I T h) log 2120

(3.63)
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Dessa desigualdade segue-se o lema. O

Agora notemos que, se T € £, vale

1 A log 2
@IS T e [ gu= D2 1Tl (360
dessa forma, a funcdo que leva A — 7, (T} € imitada no intervalo [3,0). Além
disso € imediato vermos que ela é contfnua em A. Dessa forma temos que
A = 7A(T) é uma fungio em Cy|3, 00), onde denotamos o conjunto das fungdes
continuas ¢ limitadas sobre o iniervalo [3,00) por Cp[3,00). Denctemos por
Coi3, 00) o conjunto das fungdes continuas em |3, 0o} que se anulam no infinito.
Uma vez que 7\ (S + T} — 7a(S) — 7a(T) — 0 quando A — oo, concluimos que
(S + T) — (S} — (T} € Cy3, o0). Estas observagbes nos levam a seguinte

Definiciio 33 Consideremos a digebra quociente By, = Cp[3,00)/Cy[3,00), e
seja T{I') € Boy a classe de equivaléncia da funcéo A —s 75(T), para um operador
positive T € LY. Entdo 7 € um funcional aditivo e positivo-homogéneo, iste €,
TS+ T)=7(S)+ (T} e 7(cT) = er(T) para ¢ 2 0.

A definiciio acima é feita somente para os operadores positivos de £17, mas
existe um lema sobre slgebras e ideais, ver [4}, que nos garante que £+ ¢ gerado
linearmente pelos seus elementos positivos, de forma que podemos estender a
definicdo acima, por linearidade, para todos os elementos de £11.

Com isso obtemos uma aplicagio entre operadores de L7 e elementos da
dlgebra B,,. Para obtermos um funcional, ou seja, uma aplica¢io com valores
em C, precisamos tomar um funcional sobre B,,. Mais precisamente vamos
considerar estados sobre By, isto é, funcionais w : By, ~ C tais que w(l) = 1,
onde I € B, é a identidade de B...

Definicio 34 Pare cada estado w sobre By, corresponde um trago de Dixmier
Tr, T % wir(T)). (3.65)
Dentro de £17 existe uma classe especial de operadores,

Definicdo 35 Dizemos que um operador T € L' ¢ mensurdvel se a fungdo
73{T") converge quando A - 0o.

Suponhamos que T € £ é um operador mensurivel, entio 7,\(T) — «
quando X -+ 0o, desse modo no quociente B, a classe de equivaléncia da fungio
A — 1a(T) é igual a classe de equivaléncia de o1, onde 1 denota a funcio
constante igual a um. Nao é dificil vermos que a classe de equivaléncia da fungdo
constante igual a 1 nada mais é do que a identidade de B,,. Dessa forma, se
denotarmos por [7a(T)] € B a classe de equivaléncia da funcio A — (T,
obtemos

[ (T)] = [el] = all] = ol. (3.66)
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Assim, se T € £ & mensuravel, obtemos que
TroT = w((r (D]} = wlal) = a = Aiim (T, (3.67)
00

independentemente do estado w escolhido. Neste caso denotamos o trago de
Dixmier por Tr™. Logo temos a importante relagio

T T = lim 7 (7). (3.68)
Ao
Um case particular de operador mensurdvel ocorre quando o limite

on{T)
N—so 10g N

(3.69)

existe. Neste caso pode-se calcular o limite da média de Cesaro, obtendo-se

tr_ T an(T)
T =l )= i T r

(3.70)

3.5 K-Ciclos

(Os objetos que nos permitem fazer contas dentro da geometria ndo-comutativa
sao os chamados K-ciclos

Definicio 36 Um K-cicle (H,D) para uma »-digebra A € dado por uma *-
representagdo de A dentro de dlgebra de operadores limitados sobre um espago
de Hilbert H, p: A — L(H), juntamente com wm operador (née limitade) auto-
adjunto D em H com resolvente compacto, tal que [D, p(a)] € imitado qualguer
que seja a € A.

Usualmente omitimos a escrita da representagio p e escrevemos somente
(D, a].

Em muitos casos o espaco de Hilbert H € um espago Zs-graduado, sendo o
operador de graduacio [, com ['2 = I'. Tal que .A age em H por operadores
pares, € D é um operador impar, isto é, parac € ATa =al' e DI' = ~-I'D. O
operador I} é normalmente chamado de operador de Dirac.

Lembremos que o trago de Dixmier estd definido para uma subclasse de
operadores de L£(H), de modo que faz sentido a seguinte definicdo.

Defini¢iio 37 Um K-ciclo € dito n* somduvel se | D |™™ perfence ao ideal de
Dizmier L1, A ordem de somabilidade de um K-ciclo pode ser vista como a
dimensdo do K-ciclo,

Mais adiante veremos que que a dimensio do K-ciclo, nos casos em que
estamos considerando espagos geométricos usuals, estd diretamente relacionada
com a dimens&o do espago.

A existéncia de um K-ciclo nos permite considerar a dlgebra das formas
diferenciais universais Q*.A como uma sub-dlgebra da dlgebra de £(H).
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Proposigac 8 Dado um K-ciclo (H, D) sobre uma dlgebra A, a seguinte equacio
define uma x-representacdo de ° A em 'H

w(agdas - - dan) = aolD, a1] - - [D, an- (3.71)

Como n({daidas) = [D,a1][D, az] = wn{da1)m(das) vemos claramente que 7
é um homomorfismo algébrico. E sendo I um operador auto-adjunto obtemos
que [D, a]* = —[D, a*], desse modo w(agda, - - - dan)* = w((apda;y - - - dan)*). O

Considerando os elementos de 2*A, através de um K-ciclo (H, D), como
operadores em H, podemos falar no trage de Dixmier dos mesmos.

Definicio 38 Um K-ciclo nt somduvel sobre uma dlgebra A, (H,D), € difo
tame se para todo T € (" A) ¢ para todo S € L{H), o seguinte equacdo €
vilida

TriST | D™ =Tr7 (S| D|™T) (3.72)

O trago de Dixanier é um candidato natural para definirmos um produto in-
terno em w(£1* A}). Mas antes de fazermos isto é conveniente notarmos o seguinte:
apesar de 7 ser um homomorfismo entre dlgebras, se kerw # {0}, # nfo serd um
homomorfismo entre algebras diferenciais, isto é, 1 ndo preservara a diferencial;
de fato, se w{w) = 0 e w{dw) 5 0 temos claramente que 7(dw) # ilD, r{w}].

Uma forma de resolvermos este problema € através de um quocienie. Para
fazermos isto notemos que

Jo = kerm, {3.73)

é um ideal bi-lateral graduado. A graduacdo de J; é naturalmente dada por
Jo = @rJE onde J¥ = {w € OFA : 7(w) = 0}. Mas Jo ndo é um ideal
diferencial, ou seja, em geral d.Jy ndo estd contido em Jy. A forma correta de
resolvermos isto € dada pela seguinte

Proposicao 9 Serdo Jy = kerw o ideal bi-lateral graduado de Q°A, entdo
J = Jo + dJy € wm ideal bi-lateral graduado diferenciol de §3* A,

Como subconjunto de §2°.4, J possui claramente uma graduacio, além disso,
como d? = 0, dJ C J, dessa forma s6 precisamos mostrar que J é um ideal.
Sendo w um elemenio de J podemos escrevé-lo na forma w = wy + dws com
wi € JoNP*A e wp € JoNF 1A (0 caso geral é obtido diretamente por
linearidade). Seja o € Q'A, dessa forma obtemos

wa = wia + (dwe)a = w1 + d(wza) ~ (1) weda

= (w10 + (=1)*wada) + d(wea), (3.74)

como Jy é um ideal vemos que wie + (—1)*wado e que wpa sdo elementos de
Jo. Dessa forma wa € J (o caso ow é totalmente andlogo). U

Agora, como J é um ideal diferencial, podemos introduzir a seguinte dlgebra
quociente

LA = (0 A) /(). (3.75)
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Neste ponto é natural considerarmos « como
w: QA - Q) (3.76)

e agora 7 € um homomorfismo diferencial entre dlgebras.
E interessante notarmos que §25.4, qualquer que seja k, pode ser escrita na
forma

QA = (S A) fx (d(Jpo N YY) (3.77)

Fsta construgio nos garante gue expressbes da forma

Zao;i{ﬂ,a:tjl 1D, aryl, (3.78)
J

definern de maneira unica e sem ambiguidades'® elementos de 2%.4. Isto nos
permite usar o trago de Dixmier para definirmos um produto interno em §1},.A.
Para isso lembremos que o trago de Dixmier & ciclico, assim em um K-ciclo tame

vale
Tri(T | D™ S =Tr (ST | D™ =Tr (S| D|™™ T), (3.79)
dessa forma podemos definir um produto interno em w(Q*.A) por
(S| Ty=Tr"(ST{DI™). (3.80)

Denotemos por Hi o espago de Hilbert obtido através do completamento
de 7(§3*A) pelo produto interno definido acima. Sendo P o projetor ortogonal
de H; no complemento ortogonal de w{d(Js N 2%~ 1.4)), temos que o produto
interno dado por

(Pwy [ wa) = (Pwy | Pwg), wj; €5, (3.81)

s6 depende das classes de w; em Q%,. Denotemos por A* o completamento de
§1%, por este produto interno. Claramente A*¥ = PHj.

3.5.1 Espacgo de 2 Pontos

Agors estamos aptos a considerar um exemplo bastante interessante. Vamos
falar na geometria do espaco de dois pontos X = {1,2}. Uma fungiio neste
espago nada Toais € do que um par de numeros complexos f = {f1, fa). Dessa
forma podermos identificar a dlgebra das fungdes sobre este espago, A, com C&C,

Para construirmos um K-ciclo para esta algebra vamos considerar um espago
de Hilbert de dimensio finita. Mais precisamente vamos considerar H = TV @
CN . E tomemos a representaco diagonal de A sobre H, isto &,

100)u seja, nio temos dnas expressoes diferentes definindo o mesmo elemento.
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onde I denota a identidade N x N. Com esta representacio a acdo de .4 em H
termn a forma

(f1, f2)(51, 82} = (f151, f282), (3.83)

para (fi.fz) € Ae(sy,s2)€H
Um operador de Dirac pode ser definido pela seguinte matriz

D= Ci ”5) , (3.84)

onde m € uma maftriz NV x N nio-nula com entradas complexas. Este espago
possui um operador de graduacio naturalmente definido por

((ﬁi _‘_{.J , (3.85)

onde, novamente I denota a identidade N x N.
Dessa forma a representagao de uma 1-forma do tipo db é dada por

0 —_ *
@) = 10,8~ G- (1, 7). (3.0
Logo uma 1-forma dada por adb pode ser representada por
0 — *®
w(adb) = a[D,b] = (b1 — by) (azm “am ) . (3.87)

Da definigdo de Q'A, como sendo gerado pelos elementos da forma adb, uma
1-forma arbitraria pode ser escrita como

w(w) = ((;m -¢ém*) , (3.88)

onde, ¢1 e ¢ sZo nimeros complexos. Definindo o idempotente e = (1,0) € A,
e sendo 1 = (1, 1) a identidade de .4, obtemos que

ede = (g —:)n*) ,
(1—e)de = (7?1 e)_

Com isso vemos que a forma genérica dada por 3.88 pode ser escrita como
sendo

(3.89)

w = ¢rede + go(1 — €)de, (3.90)

de onde concluimos que o espago das 1-formas, §2* A, tem dimenséo 2 sobre os
complexos C.

Vamos considerar o fibrado trivial sobre A, ou seja, £ = A. Neste caso uma
conexdo € dada por V = d + o onde ¢ é uma forma auto-adjunta. Mas uma
forma auto-adjunta arbitraria pode ser escrita como

a = —gede + p(1 — e)de, (3.91)
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sendo ¢ um nimero comlexo arbitrdrio. Desse modo temos que

() = (;m a’;) . (3.92)

Obviamente se quisermos escrevermos este fibrado como sendo £ = pA™,
basta tomarmos p = Ll e n = 1. Desse modo a expressao 3.47 para a curvatura
simplifica em

8(s) = (do + o®)(s). (3.93)

Dessa forma para podermos calcular w(0) precisamos calcular 7(do). Para

tal, notemos que do pode ser escrito como

do = d {—dede + ¢(1 — €)de)
= —gdede — ¢pdede = —(@ + ¢)dede.

Dessa forma s6 falta calcular w(dede) para obermos w{da). Mas m(dede) é
facilmente obtida a partir da defini¢io de e,

(3.94)

m*m 0 =
w(dede) = — ( 0 m'm*) , (3.93)
logo temos que _
_ ((@+¢m'm 0
Agora usando a expressio 3.90, podemos calcular 7{a?),
* 0
7(a?) = m(a)? = @‘f”g " Mm*) . (3.97)
Dessa forma temos
_ (@ + ¢+ gd)m*m _ 0
7{#) = ( 0 (6+3+ w)mm*) . (3.98)
Fsta expressdo pode ser simplificada um pouco,
_(Ge+ 17 =1ym*m 0 )
0= (14" (16+1 P ~Lymm? (3.99)
=(¢+1[ -1)D?

Um exemplo de fibrado naoe trivial é dado pelo seguinte fibrado sobre A: seja

£ = pA® onde p é dado por
1 0
(o e) , (3.100)

sendo 1 = (1,1) e e = (1,0) como acima. Uma conexio neste fibrado é dada
por
V=pd+a, (3.101)
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sendo ¢ wma matriz auto-adjunta 2 x 2 de 1-formas, que satisfaz a condigdo
3.43. Se escrevermos o na forma

an oo/’ '
a condicBo 3.43 pode ser expressa como
edgy = (31,
Etipn == D9y = Qg3e, (3.103)
Qi2€ = (33
Além disso nds temos que o deve ser anti-auto-adjunto, ou seja, o™ = —a.

Destas consideracdes obtemos gue as componentes de o devem ser da forma

a1 = —¢rede + ¢ (1 — e)de,

Oy = @edeﬂ (3 104)
a1z = oy = —@2(l — e)de,
Qipy = 0.
De modo que o assume a forma
oy o2
o= (052}. 0 ) (3.105)

Para calcularmos a curvatura da conexfio V = pd--« iremos usar a expressao
3.47, que nos fornece

8 = pdpdp + pdap + o

_{0 0 + dayy  (doaz)e 4 [Cnon + 12021 Q1102
0 edede ed,agz 0 Qo101 [ 30255
(3.106)

Usando as expressoes 3.104 para as componentes de o temos

doy = —(¢1 + ¢1)dede
(dogz)e = ¢aedede

edoo; == goedede

aqron = — | ¢y |° dede
agzom = — | ¢2 |* (1 — e)dede
a0z = Gy ¢aedede

az1001 = $odedede

Oy e = - E ¢2 |2 edede

(3.107)



Dessa forma a curvatura pode ser escrita como

({1~ + 1)) dede— | ¢2 |2 (1 — €)dede  @2(1 + &1 )edede
0= ( G2(1+ ¢ )edede (1~ 1 ¢2 Iz)edede) - (3.108)

Se desejarmos encontrar a representacao w(#) podemos usar os resultados
anteriores para m(dede). Mas neste caso 7{@) serd uma matriz. Sendo que agora
cada uma das entradas 7{f);; é um elemento em LH.

3.6 Residuo de Wodzicki

O residuo de Wodzicki, juntamente com o teorema trago de Connes, s3o as prin-
cipais ferramentas para recuperarmos a geometria Riemanniana usual a partir
das ferramentas de geometria ndo-comutativa. O teorema traco de Connes nos
fornece uma relagao entre o residuo de Wodzicki e o trago de Dixmier e, como
verernos adiante, esta relagdo nos possibilita escrever integrais sobre uma vari-
edade M como sendo o traco de determinados operadores.

O residuo de Wodzicki estd definido para os chamados operadores pseudo-
diferenciais. ¥ntdo, vamos comecar esta segdo como uma pequena discussio
sobre operadores pseudo-diferenciais.

Primeiramente vamos fixar a seguinte notagéo

. 8
Dz_,- = -*1“3";;,
DZ = DZ:---DZv, (3.109)

laj=o +--+an,
o= (o, ..., 0}

Com esta notagiio nés podemos escrever um operador diferencial P, de ordem
m, agindo em uma fungéo u(x}, na seguinte forma

Puy(zx) = Z ao(z) D3 u(z), (3.110)

Jelgm

onde os coeficientes a{zr) sfio fungbes. A este operador nés temos associado,
naturalmente, o polindmio

p(z,8) = Y aa(z)E", (3.111)

la{<m

onde entende-se £* como sendo o polindmio £ - -+ £2~. O polinémio p(x, ) €
chamado de simbolo do operador P.

Nés sabemos que a tranformada de Fourier de D u(x) € £;4(E}, onde 4(£)
denota a tranformada de Fourier de u(x}. Dessa forma se o operador diferencial



P tiver coeficientes constantes, a sua tranformada de Fourier pode ser escrita
como

Pu(g) = Y aata(8)
lee| S (3.112)

de modo que o operador diferencial P se torna, via tranformada de Fourier,
um operador algébrico, via multiplicacao pelo polinémio p{x,£). Entretanto,
quando os coeficientes de P nao sdo constantes, a transformada de Fourier néo
simplifica muito as coisas, pois em geral vamos obter uma equacio envolvendo
diferenciais na varidvel £, isto é obtemos um outro operador diferencial. A
grosso modo, a teoria dos operadores pseudo-diferenciais é uma forma de re-
solvermos este problema, pois ela nos possibilita tratar operadores diferenciais
de forma algébrica.

Se a principio considerarmos um operador com coeficientes constantes, de
modo que a equacio 3.112 seja vilida, podemos usar o inverso da transformada
de Fourier para escrevermos

D%u{z) = (2-71;); / e e R(E)dE. (3.113)

Com isso nés podemos usar o simbolo, p{z, £), € a equagio 3.110, para escrever-
mos um operador genérico P na forma

Pu(z) = Y au{z)Du(z)

laj<m
—_ a 1 iz-L o o
mécﬁ?m =) (275)"/ U
(3.114)
a5 [ | 3 ealo)e | ate)ae

laj<m
- éﬂ;}; [ €% p(a, EYlE)d.

Esta equacio continua fazendo sentido mesmo no caso em que p(z, &) ndo
for um polindmio*!. Dada uma funcio qualquer p{z,£) podemos definir um
operador P agindo em uma funcio u(zx) pela expressio

Pu@) = sz [ € Spl@ Oa(e)de. (3.115)

Um operador definido desta maneira é chamado de pseudo-diferencial. Note-
nos gue ho caso em que p{z,£) é um polindmio, recuperamos a nogio usual de
operador diferencial.

11 Rigoracsamente precisamos considerar apenas fungdes de decaimento rdpido para que a
integral acima conviria.



Lembrando que a transformada de Fourier de uma funcdo é dada por

a(©) = [ e Suty)ay, (3.116)
podemos escrever a equaggo 3.115 na forma
Pulz) = gz [ & p(e, utu)duds (3.117)

Neste tipo de integral nés podemos definir um conjunio ainda maior de oper-
adores. Ao invés de considerarmos fungdes da forma p(x, £) podemes considerar
funcio ez, y, £} e definirmos P agindo em u{x} como sendo

Pulz) = g [ €47 ole.y, ulw)iuds. (3.118)

A funcdo a(z,y, ) é chamada de amplitude do operador P.

No caso de estarmos lidando com operadores diferenciais, quando p(z, £) é
um polindmio, nds temos bem definido o conceito de ordem do operador como
sendo © grau do seu simbolo p{z, £). Para podermos falar da ordem de um ope-
rador pseudo-diferencial precisamos definir a ordem para simbolos e amplitudes
genéricos.

Definicdc 39 Uma funcio p € C{I/ xR™}, IV C R™ aberto, € um simbolo de
ordem d, denotado p € S#(U), se dado qualguer compacto K C U, e quaisquer
a, B € N®, eriste uma constante cgap tal que

‘ DSDEEP(:E! 5) ‘ﬁ CKa,S(l‘fF“ l £ Iz)i%lﬂ, (3119)

para. qualquer © € K ¢ pare qualguer { € R®.

Similarmente, uma funcdo a € C(U x U x R™ € wma amplitude de ordem
d, denotada a € AYU), se para qualquer compacto K C U, e quaisquer o, 3,7y €
N™, existe uma constante cxap, tal que

d—|a}
i D:DSD?G(:B, 4.8) IS crapy (14 | € |2) ’ (3.120)
para guaisquer x,y € K e qualguer £ € R™.

Com a defini¢io da ordem para simbolos ¢ amplitudes podemos falar na
ordem dos operadores.

Definigac 40 Um operador pseudo-diferencial de ordem d € uwm operador P
definido pela equagdo 3.115, com p € S*HU), ou pela equacdo 3.118 com a €
$w2HU). Escrevemos, respectivamente, P = Op(p) € AHU) e P = Opla) €
).

Definicao 41 Se p ¢ um simbolo tal que p € S*(U) qualguer gue seja d € R,
dizemos que p € S~°(U). Analogamnente se tivermos uma amplitude a tal que
a € AYU) gqualquer que seja d € R dizemos que o € A~°(U). Em ambos os
cosos dizemos que o operador associado pertence a W,
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Consideremos uma sequéncia de simbolos p; € 5%(U), onde {d;} é uma
sequéncia decrescente com d; — —oo. Neste caso € possivel encontrarmos um
simbolo p € §% (U} tal que

k
p— p € S%(U) VkEN. (3.121)
=0

O simbolo p ¢ dnicamente determinado a menos de um simbolo em §°(U),
isto é, se py,pz € S¥(U) sdo dois simbolos satisfazendo a propriedade acima,
entio p1 — p2 € §7°°(U). Em geral nés escrevemos

P~y Pd; (3.122)

jzo

e dizemos que }" - p4; € a expansio assintética de p.
Um exemplo importante € dado pelos simbolos clissicos.

Definigho 42 Consideremos uma expansio como na equacdo 5.122. Dizemos
que p é um simbolo clissico se os indices d; diferirem por um inteiro, d; —
djy1 € N, e se cada p; for uma funcdo homogenea em § com grau d;, isto €,
py{z, AE) = AN p;(z,£) qualquer que seja A > 0. Neste caso € usual redefinirmos
d; = d — j, e escrevermos

P~ Paj. (3.123)

iz0

O termo lider na expansdp acima, isto é, o termo com maior grau de ho-
mogenidade em £, que nade mais € do que py, é chamado de simbolo principal
de p.

Os simbolos dos operadores, e sobretudo os simbolos principais, serfo a base
para nés definirmos o residuo de Wodzicki. Dessa forma é interessante termos
uma expressio para calcularmos o sfmbolo de um operador P dado. Para isso
notemos que, se P é dada em termos de um simbolo, vale

1
(2m)n

Pe) = sz [ €¥taa )= E myan (3.124)

Mas nés sabemos calcular a transformada de Fourier de e*%,

éi‘;:é(r;) = f e WMV idy

. (3.125)
= [em-9ay = 2myén - 0,
onde 6(z) denota a fungio delta de Dirac. Dessa forma nds temos que
PES) = [ (it - dn = & la8),  (3.126)
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de onde obtemos a expressio
p(z,8) = e EP(e). (3.127)

Esta expressio para o simbolo do operador P nio depende da forma explicita
do mesmo, nds s6 precisamos saber como é a sua acio em €%, Em particular,
podemos usar esta expressao para calcular o simbole de um operador P inicial-
mente definida em termos de uma amplitude, isto é, se P for definido por uma
amplitude a temos

plz,§) = e ¥ EP(eF)
1 —ix- x E By
e f [ e~ 5l Ma(z, y,m)e Cdydn (3.128)

1 £{ F gy e {1
:(2;;);_//6( Vi1~Oafz, y,1)dydn

Com isso, além de obtermos uma expressBo que nos possibilita calcular o
simbolo de um operador P, mostramos que apesar de parecer tmais geral, a
definigdo de P em termos de uma amplitude, & totalmente equivalente a defini¢io
dada em termos de um sfmbolo.

Se na equacio 3.127 nds substituirmos £ por t£ e dividirmos toda a expressio
por t~% obtemos

t~ e E P E) e ¢ dp(y ). (3.129)

Mas se nds considerarmos uma expansio assintética para p da forma

P&, 8) ~ > pa_j(z,8), (3.130)
3=0
vamos obter
t7%p(x, 1) ~ 7% pa_j(, t€). (3.131)
%0

Ainda mais, se estivermos lidando com simbolos clissicos, sabemos que pg..; €
homogéneo em £ com grau d — j. Dessa forma, para simbolos cldssicos, vale

7% pas(m ) =D %4 ps iz, ) = Y t7pas(z,6),  (3.132)

iz0 dj igeqQ

logo podemos escrever

t—de~ i€ pleitaE) o, Z tIpg_;(z, £), (3.133)
iz0

em outra palavras nds temos que
tdeTHTE (ML) s py(x, £) + O TY). (3.134)

Com esta estimativa obtemos
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Proposigio 10 Sendo P um operador pseudo-diferencial de ordem d > 0 em
U, o seu simbolo principel € dado por

palz, £) = tIin:t t*de*’:th(z}P(eith{x)), {3.135)
00
onde h € C®(U) € tal que dh{z) = £.

Obtemos esta expressao a partir da série de Taylor de k{z) em torno de z ¢
da expressio 3.134. L]

Definicao 43 Um operador pseudo-diferencial de ordem d, P = Op(p) € ¥4(U),
é dito eliptico se existem fungbes continuas estritamente positivas c e C em U
tais que

| p(z,€) |2 efz) | € 1%, (3.136)
para | £ |2 Clz), Vz e U.

Agora, se considerarmos uma, variedade M de dimensfo n, podemos definir
um operador pseudo-diferencial sobre M, definindo o simbolo deste operador
através de um sistema local de coordenadas, ou seja, podemos considerar simbolos
p(z, &) € 8% M) com sendo localmente definidos por

P, &) ~ > pa—jl=, ). (3.137)

=0

Na expansio acima, o termo de ordem —n, ou seja, p-—»(z,£), depende do
sisterna de coordenadas usado. Porém, sendo uma funcio homogénea de ordem
—n, ela possul algurnas propriedades especiais, de modo que algumas grandezas
definidas em termos de p_n(z, £) ndo dependem do sistema de coordenadas.
Uma das grandezas que ndo depende do sistema de coordenadas escolhido é
a densidade de residuo. Mas antes de definirmos a densidade de residuo, e o
respectivo residuo, precisamos de algumas notagGes.

Se estivermos considerando uma variedade orientada M de dimensdo n, € se
n for uma n-forma diferencial, definimos | 77 | como sendo =7, de forma que | 7 |
sempre esteja positivamente orientada com relagio a orientagéo de M.

Sendo z € M podemos considerar o espago-cotangente a este ponto, T*M.
Sendo T*M um espago vetorial normado, no caso de M possuir uma métrica,
podemos definir a co-esfera ao ponto z comosendo S* 1 = {£ € T*M :| £ |= 1}
Além disso se M é orientada podemos definir uma orientagio na co-esfera. Sendo
R o vetor que identifica um ponto em ™!, e sendo 7 uma n-forma condizente
com a orientagio de M, a (n — 1)-forma

o = in, (3.138)

define uma orientacio em §™ 1. Com estas notagbes podemos fazer a seguinte
definicio
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Definicio 44 Dado um operador pseudo-diferencial cldssico, A, existe uma
densidade de residuo, independente do sistemna de coordenades usado em M,

denotado por wres, A, cuja expressdo em um sistema local de coordenadas é
dada por

wresg A = [‘/;;_lp__n(w, g)crg} ldzs A---ANdam | (3.139)

Esta é a chamada densidade de residuo de Wodzicki.
Integrando o densidade de residue sobre M, nés obtemos o residuc de Wodz-
icki
Wres 4 = / wres; A. (3.140)
M

Se nds definirmos a soma de dois operadores pseudo-diferenciais pontual-
mente, ou seja,

(P + Q)ul{z) = Pulz) + Quiz), (3.141)
vemos diretamente que o simbolo de P + @ € a soma dos simbolos de P ¢ de
Q. Com isso conclufmos que tanto a densidade de residuo de Wodzicki como o
residuo de Wodzicki sao aditivos. Dessa forma nés temos que

Wres(P + Q) = Wres P + Wres Q. (3.142)

Para estudarmos mais algumas propriedades do residuo de Wodzicki nds
precisamos saber como compor simbolos. E um fato conhecido da teoria de
operadores pseudo-diferenciais que

Proposicao 11 Sejam P e () dois operadores pseudo-diferenciais com simbolos,
respectivamente, p{x,&) e q(z,£). Enlde o stmbole do operador P o, denotado
por po g, € dado por

el
(poa)(z:€) ~ D —Dgp(z,6)DZq(z,8)

w20 (_—i)!a! , (3.143)
=2 08p(z.£)824(, 6)
>0 )

uma vez que D; = —i0;.

Para demonstragao veja [4]. [

Agora vamos considerar o operador dado pelo comutador entre deis oper-
adores A e B,
C = [A, B]. {3.144)
Usando a expressio para a composigio de simbolos, e sendo afz, £) o simbolo
de A e b{x,£) o de B, podemos escrever para o sitnbolo ¢(z,£) de C em uma
vizinhanca U de z € M como sendo

—ilel
olz,6) ~ 3 07 (020(a, )050(a,€) - 0F0(a, O0%a(z,0) . (3.145)

84
a>(
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Nés podemos escrever o termo de ordem —n na forma

:“ -aﬁj— %> 3.146
cn(z, &) ;(8$j+6€j ; {3.146)

onde os termos p; e ¢; s2o combinagbes bilineares de a,b e de suas derivadas.
Dessa forma obtemos que

Op; a
wiidegpy e P (3.147
££1m1 6mj g 3:5_7 7 )

sendo que Py é uma funcio suave com suporte compacte em U. Logo F; se
anula na fronteira de U e dessa forma obtemos que a integral de p; em U é zero.
Por outro lado temos

Lema 8 Sendo a..n,(£) uma fungdo homogénea de ordem —n, temos que

fs (o =0 (3.148)

se, e somente se, a_n(E) for uma soma de derivadas.

A demonstragao deste lema é puramente técnica e serd omitida. A mesma
pode ser encontrada em [4]. O

Dessa. forma temos que fq._. %0’5 =0. Logo

wres; |4, Bl = {L[ml elz, g)cr} | dzq A --- Adoy 1= 0, (3.149)

de onde segue o importante resultado
Wres{d, B} = 0. (3.150)

Com isso concluimos que o residuo de Wodzicki se comporta como um fun-
cional do tipo trago na Adlgebra dos simbolos cldssicos. Além disso podemos
mostrar, {4], que este é o linico funcional do tipo trago, a menos de constante
multiplicativa, na dlgebra dos sfmbolos cléssicos. Com isso temos

Proposicio 12 O residuc de Wodzicki, Wres, € o dinico funcional, @ menos de
constante multiplicativa, do tipo trago ne dlgebra dos simbolos cldssicos.

Um dos resultados fundamentais de geometria ndo-comutativa é o chamado
teorema traco de Connes. Este teorema relaciona duas coisas aparentemente
distintas: o residuo de Wodzicki e o trago de Dixmier.

Antes de enunciarmos o teorema de Connes, notemos que um operador
pseudo-diferencial sobre um fibrado vetorial £ pode ser visto como um ope-
rador linear sobre o espaco de Hilbert das segoes sobre este fibrado, I'(E).
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Teorema 10 {Connes) Seja H um operador pseudo-diferencial eliplico de or-
dem —mn sobre um fibrado vetorial complero E sobre uma variedade Riemannicna
compacta M. Entdo H € £ e olém disso H € mensurduvel e

1
TH = e WA . 3.151
T H o res H (3.151}

3.6.1 Alguns Exemplos

Nesta se¢do iremos calcular o residuo e o trago do Laplaciano em wmna varie-
dade n-dimensional compacta. Esperamos, com isso, deixar mais claro estes
conceitos, € ao mesmo tempo ver explicitamente a relacio entre o residuoc de
‘Wodziki e o trago de Dixmier.

Em uma variedade M, a densidade Riemanniana é definida como sendo

vg =| det g% i% v A A Un, (3.152)

onde {u;} é uma base de positivamente orientada, g*/ sdo os coeficientes da
métrica nesta base, e {v;} é a base dual. Como M é uma variedade compacta,
sempre podemos normalizar esta densidade de modo a obtermos

f vy =1. (3.153)
M

HEstas observagbes serdo tfiteis mais a frente no cilculo do residuo do Laplaciano.
Em um sistema de coordenadas locais o Laplaciano se escreve como

A = g% (2)3;8;, (3.154)
onde g*{z) sdo os coeficientes da métrica no ponto = € M. Logo o simbolo do
Laplaciano € -

p(z, &) = g7 (z)&:§;- (3.155)

De um modo geral, se considerarmos potencias do Laplaciano, obtemos que o
simbolo de A* ¢ dado por

Pz, €) = (6" (2)&:;)". (3.156)

Como o simbolo de A* é um polindmio em £ de grau 2k, obviamente ele é
homogéneo em £ com grau 2k. Com isso, nés concluimos que o simbolo principal
de A* nada mais é do que o préprio simbolo. Em particular temos que o termo
de ordem —n de A* ¢ dado por

0 se k #£
(¢96:£)7F sek=

Mas como (g*) ¢ positiva definida, podemos encontrar uma mudanga local
de coordenadas, tal que

P-n(2. &) = { (3.157)

ol vl

y = U(z),
¢ = (d¥)(z)n (3.158)
d¥(z) = g(z)?.
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de modo que
Agr(x) = 47 | 1 * ¢u(a). (3.165)

Com isso vemos que 0s auto-valores do Laplaciano sio da forma 477 |1 |2, ou
seja, o espectro do Laplaciano é da forma

spA = {4r? {1 %1€ 2"} (3.166)

A vantagem de escrevermos o espectro do Laplaciano desta forma, é que no
conjunto acima jd estamos levando em conta as multiplicidades dos auto-valores.

Conhecendo o espectro do Laplaciano, A, nds conhecemos tarubém o espec-
tro de qualquer poténcia do mesmo, ou seja,

spAF = D% - xespAl. (3.167)

56 o que nos resta fazer, para calcularmos o trago do Laplaciano, é estimar
quanto vale
an{A¥)
logn

; (3.168)

para vaiores de n suficientemente grandes.

Para isto, notemos que uma bola de raio suficientemente grande pode ser
aproximada por cubos unitdrios disjuntos entre si. Neste caso, podemos iden-
tificar o mimero de pontos de Z™, N ~ r, pertencentes a bola B[0,r], com o
ntimero de cuboes usados para preencher esta bola. E considerando o raio da,
bola suficientemente grande, o mimero de cubos usados para prencher a bola
¢ aproximadamente o volume da mesma. Disto obtemos a seguinte estimativa
para N,

Ny ~vol{z € R™: ||z i< 7} (3.169)

Sendo novamente (2, a drea da esfera unitdria 8"~ 1, a estimativa acima nos
fornece
Nysdr — Ny ~ Q™ idr. (3.170)

Para obtermos uma estimativa para 3.168 precisamos de uma estimativa
para

ana(BF) = 3 (4?1 A)F. (3.171)
1SHH<R

Notemos que para R suficientemente grande os auto-valores variam quase que
continuamente. Logo podemos estimar a soma acima por uma integral, ou seja,

Z (471’2 L Iz)k ~ '/R(4ﬁ272)k(Nr+dr - Ny)
ISHISR ! (3.172)

R
= (27x)7*Q, f Ftk-lgy,
1

assim "
ong(AF) ~ (2m)%0, / =g (3.173)
1
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Por outro lado nds temos que o volume de uma bola de raioc R & dado por

13

vol Bi0, R} = *-T;ER”, (3.174)
logo
1,
Ng ~—R"
n
= log Np = log Q, R" —logn (3.175)

= log §2, log B™ — logn
=nlog R+logfl, —logn,

e quando R — o0 temos que
log N ~ nlogR. (3.176)
Usando estas estimativas podemos escrever para 3.168

ona(BF) @m0 (7 e
log Ng nlog R J; '

(3.177)

Existem 3 possibilidades para esta integral
® se k > 3" a integral diverge.
e se k < =3 a integral € nula.
¢ se k= = a integral converge e é dada por

1,

. + A
e = DAY (3.178)

- T
Com isso vemos que para A7 temos

= 1 —tr
AT o T Wi -
T A @) Tes AT, {3.179)

de acordo com o teorema de Connes.

3.6.2 Geometria Riemanniana

Se M for uma variedade spin de dimensio n, e se E for o fibrado spinorial,
podemos considerar o operador de Dirac, D, sobre I'(E}, que é um operador
pseudo-diferencial eliptico.

Neste caso I’ induz um operador auto-adjunto no espago das segbes de
quadrado integriveis de E, ou seja, podemos entender I como sendo um ope-
rador linear aunto-adjunto no espaco de Hilbert H = [(E).

O conjunto (I'{E), D) é um K-ciclo para 4, onde A = C°(M) é a ilgebra
das funcgdes suaves sobre M, agindo em T'{E) pela multiplicacgo em cada fibra.
Uma aplicacio direta do teorema de Connes nos fornece
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Teorema 11 Seja
wlde) = /detgdzy A --- Adoy (3.180)

o medida de volurne canénica de uma variedade Riemanniana de dimensdo n,
M, munide de uma estrutura spin. E sejo wma fungdo f € C®{M), entdo

Cu | f@utdz) =Tr(7 | DI™), (3.181)
onde o constante C,, ¢ dada por
(2n)~% B k-1
Cop = T ou Chppr = m (3.182)

Este resultado é uma consequénia quase imediata do teorema de Connes.
Notemos que, como f € A pode ser vista como um operador limitado (o ope-
rador multiplicacio por f{z)) temos que f | D [ é um operador pseudo-
diferencial de ordem —n. O simbolo principal de f | D |™" é justamente
p_n{z,&) = flx) | € ||7™, dessa forma, na co-esfera || £ ||= 1 este simbolo
se reduz a matriz escalar f(z)I (de dimensdo 2% = dim S;). Entdo, pelo teo-
rema de Connes, obtemos que Tr" (£ | D |™") = Cn fM fu, com Cp, = 2% E(%?F’
que simplifica para os valores dados. O caso em que a dimensio da fibra 5; é
impar é totalmente andlogo. [

Além disso nés temos
Proposigio 14 A distdncia geodésica entre dois pontos p,q € M € dada por

dlp, q) = sup{] f(p) ~ fg) |: f € C=(M), || [D, Fl{|< 1} (3.183)

Estes dois resultados nos garantem que a partir das ferramentas de geometria
ndo comutativa nds podemos recuperar os principais conceitos de geometria
Riemanniana.

3.7 Funcional Acgao

Para podermos escrever as teorias de Yang-Mills usando as ferramentas de geo-
metria ndo comutativa, precisamos definir de forma algébrica um funcional a¢io
analogo a 2.65.

Antes de falarmos no funcional de agBo nés precisamos saber como descrever
transformacoes de gauge dentro do ponto de vista de geometria ndo-comutativa.

Definigio 45 Sendo £ um A-mddulo, 0 grupe de automorfismos unitdrios de
Eé
U(E) = {u € Bnda(€) : au” = u*u =T}, (3159
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Definimos a acao deste grupo no espaco das conexdes compativeis com a
estrutura hermitiana, C(£), através da conjugacdo, isto é, definimos a agao
v U{E) — C(E) como sendo

7.{V) = uVu*. (3.185)
E como a curvatura é definida por 8§ = V2, fica claro que
b = ufu®. (3.186)

Lembremos que uma conexio sobre um .4-médulo & é definida como sendo
um mapa
V.E-E@4Q'A4, (3.187)

satisfazendo
Visa) = {Vs)e + s ® da. {3.188)

Além disso podemos extendé-lo para V : £ ® 4 2 — £ ® 4 §1° A exigindo
Vi(is@uw) = (Vs) @w+ s ® dw, (3.189)

qualquer que seja s € £ e w € (* A4,
Mas se nds tivermos um K-ciclo (M, D) sobre A, podemos considerar a
conexdo como sendo um mapa

VP E@A0% ~ E®AOY. (3.190)

Se @ : 1" A — €1}, basta considerarmos o mapa I ® 4 7, também denotado por
7, e tomar a composta « ¢ V, sendo V a conexao definida em termos de 2°.4.

Iremos denotar a conex3o com valores em 21,4, como exposto acima, por
VL para enfatizar este fato. No caso de escrevermos simplesmente V estaremos
entendendo a conexdo com valores em 2°.4. Esta notagdo sera Gtil para evitar
confusdo na hora de definirmos o funcional agéo.

Dentro deste ponto de vista a curvatura or pode ser vista como um elemento
de Hom (£ ®.40%,& ®4 %), em particular a restrigao de 6” pode ser vista
como

#F € Hom 4(€,£ ® 4 05A). (3.191)

Novamente estamos escrevendo #° para dizer que a curvatura toma valores em
BA.

Para podermos falar em um funcional acio envolvendo #7 precisamos definir
um produto interno em Hom (€, € ® 4 05, A).

Primeiramente vamos considerar o produto tensorial £ ® 4 H. Nés podemos
usar o produto interno de H, {- } -}, a estrutura hermitiana de £, {- | -) e o
K-ciclo (H, D} para definirmos o seguinte produto interno em & ®4 H: para
81,82 € £ e 1,7 € H temos

(s1®@m | s2®m) = (m i (51 ] s2)m)- (3-192)
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Com este produto interno £ ® 4 H pode ser tranformado em um espago de
Hilbert. Agora podemos fazer a seguinte identificagio

Hom(£, £ @4 %) ~ LIE ®4 H). (3.193)

Em L{£®_4H) nés podemos considerar o operador I® D e definir um produto
interno como sendo

(T|8)=TrH(T*S |l D). (3.194)

Usando a identificacio 3.193 para entendermos a curvatura como sendo 6 €
L{£®.4) podemos definir o funcional de Yang-Mills para a conexfio V como
sendo

YM(VP) = (6P | 6P). {3.195)

A defini¢iio acima envolve a conexdo definida em termos de },.4. Mas nos
também pederiamos ter usado a no¢o anteriar de conexao com valores em £2°.A4.

Vamos considerar uma conexio V tal que 7{V) = V. Neste caso podemos
entender w(#) como sendo um eiemento de L(£ ® 4 H), e neste caso faz sentido
falarmos no chamado pré-funcional de Yang-Mills:

KWV) = (x(6) | 7{(8)) = Tr(x()* | i@ D {™™). (3.196)

Mas sendo P o projetor ortogonal em %, como feito no final da segdo 3.5,
temos
8" = Px(6). (3.197)

Se nds escrevermos
w(6) = Pm(0) + (1 — P)x(0), (3.198)
e usarmos o fato de que P é um projetor ortogonal podemos escrever

((8) | x(6)) = (Px(6) | Px(6)) + {(1 — P)m(6) | (1 - P)m(6))

3.199
= (67 | 87} +((1 ~ P)=(6) | (1 — P)x(9)). (3199

Com isso obtemos a importante expressio:
YM(VP) = mf{I{V} : n{V) = VP} (3.200)

Evidentemente, a partir da construcao do produto interno em L{£ ®4 H,
nés temos que Y M(7,VP) = YM(VP) para u € U(£), ou seja, a aclo de
Yang-Mills é invariante por tranformactes de gauge ..

Em fisica, a agBio de Yang-Mills descreve as auto-interagbes dos campos,
mas nos também estamos interessados nas interagdes do campo com a matéria,
que ocorre através de uma funcio de onda. Para descrevermos as interagOes
do campo com a matéria precisamos acrescentar a chamada parte fermiénica
a agao de Yang-Mills, obtendo assim uma densidade de Lagrangeana que leva
em consideragiio as auto-interagdes do campo e as interagbes do mesmo com a
matéria.
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{remeos supor que as funcdes de onda descrevendo a matéria sio elementos
do espago £ ® 4 H. Sendo V uma conexao em £ definimos o seguinte operador
em &R H

Dy(s®n) =s® D+ n(Vs)n, (3.201)

para s € £ e 7 € ‘H. Este operador é o anilogo a derivada covariante exterior
definida no capitulo 2. Usando este operador podemos definir a aciio fermidnica
para uma funcio de onda ¢ € £ ® 4 H como sendo

Ir(¥) = (¢ | Dyy). (3-202)
Lema 9 A agdo fermidnice é gauge invariante, isio €,
(uy | D vuyp) = Ip(¥) (3.203)

Para isto ¢ suficiente mostrarmos que D, v = ulgu”. Se tomarmos s@w €
1 Dom Dy obtemos

uDyu* (s @w) = uDvy{s @ v*w)
=u(s® Du*w — in(Vsiu'w) {3.204)
= s @ uDu w ~ ir (u(Vs)u")w.

E lembrando que

V(su*) = (Vs)u* + s ® du*,

3.205
du® = i[D,u", ( )
podemos escrever
uDu*(s @ w) = s@ uDu*w — in (uv(Vs)u*)w
= s @ uDu'w —ix (uV(su"} ~ s @ udu®) w 2906
= s Q@ (uDu* + judu®)w — in(y, Vsw (3.206)
= 8 Q Dw — in{7, Vs,
ou seja,
uDyu* =D, v. (3.207)
O
Com isso a densidade de Lagrangeana
L{y) = YM(VP) + Ir(y), (3.208)

é invariante por transformacdes de gauge.
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Capitulo 4

O Modelo de Connes-Lott

Nesta secao usaremos as ferramentas desenvolvidas no capitulo anterior para
estudar a geometria de um caso particular de espago nao-comutativo. Veremos
que esta geometria pode ser usada para descrever o modelo de Weinberg-Salam
de uma forma puramente geométrica, o que ndo ocorre quando usamos a geo-
metria diferencial usual, uma vez gue o boson de Higgs deve ser introduzido de
forma ad hoc. Faremos também uma discussio sobre como generalizar o modelo
de Weinberg-Salam de modo a tomar o modelo padrio comleto.

Ao invés de considerarmos uma variedade Riemanniana iremos considerar o
produte de uma variedade pelo espago de dois pontos, de forma que o espago
pode ser visto como duas copias de uma variedade.

Vamos tomar V como sendo uma variedade Riemanniana de dimensao 4
munida de uma, estrutura spin®. E vamos tomar A; como sendo a dlgebra
das funcdes continuas sobre V', H; como sendo o espago de Hilbert das segoes
quadrado integriveis do fibrado spinorial §, Hy = ['(S), e D; como sendo o
operador de Dirac sobre estas segbes. Notemos que neste fibrado nds temos um
operador de paridade bem definido, a saber vs. Com isso obtemos o chamado
K-ciclo de Dirac

(Hlv Dla 75) (41)

Sobre o espago de dois pontos tomemos As como sendo C & C, Hy como
sendo CV @ CV e Dy como sendo o operador

Ds = ( Iy Ag) . (4.2)

(Az, D2). (4.3)

O nimero N da defini¢ao do espago Hs é dado pelo niimero de geraces de
particulas que estamos considerando. No caso do modelo de Weinberg-Salam
estamos considerando apenas uma geragio de modo que N deve ser igual a 1.

Porém iremos manter a notagao com N arbitrario pensando em exstensdes do
modeio.

para formar o K-ciclo
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Com estes dois K-ciclos nés podemos cdonstruir um terceiro K-ciclo: o pro-
duto ernttre os dois. Para isso tomamos a dlgebra como sendo

.A = Al & A?n (@'4)
e espago de Hilbert como sendo
H=H; ®Ha,. {4.5)

Mas para definirmnos o operador de Dirac neste RB-ciclo precisames fazer wma
modificagao no produto tensorial, ou seja, definimos o operador de Dirac como
sendo

D=D, @14~ @ Da. {4.6)
Lembrando que vs.[); = ~D1vs e que 42 = I, esta defini¢do nos fornece
D*=DI®l+Ig D3, (4.7)

o que garante que a dimensio de K-ciclo produto é a soma. das dimensdes dos
K-ciclos iniciais, ou seja, se (A1, Dq,7vs) for p* somidvel e se (Ag, D) for g™
somével entdo (A, D) serd (p+ ¢}t somével.

Como estamos considerando a variedade base como sendo o produto de V'
pelo espaco de dois pontos X = {a,b}, ¥ = V x X, podemos entendé-la como
sendo a unifo disjunta de duas copias de V, ou seja, ¥ = VL, UV, A esta
decomposicio de Y podemos associar uma decomposicio da dlgebra 4 = 4, &
Az, onde interpretamos um elemento {f,, f») € A como sendo um par de funcdes,
cada uma definida em uma cépia de V| isto é, entendemos f, como sendo uma
fungdo na copia Vg, e fi como sendo uma fungio na cdpia Vi, Além disso esta
decomposigio induz uma decomposigio no espaco de Hilbert H = H, & H), tal
que a agdo de A se dd de forma diagonal em H, ou seja, para (fa. f5) € A temos

oS (B 2} € 20 49

Esta decomposigBo pode ser entendida da seguinte maneira: uma funcio f € A
¢ determinada pela sua restricio a V,, f., e pela sua restricdo a V4, fi, isto &,
interpretamos f; ¢ fp como sendo a restriciode fa V; ea V3.

Nesta decomposicao, se denotarmos o operador de Dirac sobre as seqes do
fibrado spinorial de V por 8y, ao invés de D;, podemos escrever

_ I 0 0 MY _ [(6r®] vweoM*
D“a‘”@(o lz>+75®(M 0)“(75@1!4 ?}V@ﬂ) (49)

Nés podemos usar estes fatos para calcular a diferencial de uma fungao
f = (fa, fr) € A. Com as construgbes acima vemos que

(D, f] = ( i~17(dfa)®1[ (fo — fak¥s ®M*) ,

(fa—fo)s®M  iy(dfy) ®I (4.10)
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onde d denota a diferencial usual de uma fung@o e v denota o operador muk
tiplicagio de Clifford no fibrado spinorial sobre V. E como nés temos que a
diferencial de uma funcio ¢é representada por df = [, f} concluimos que

d&f ((“’ﬂ"ffdfa) &1  (fo—fa)¥s @M*)

fom Fe @M iAdf) @1 (411)

Com este calculo vemos que a diferencial de uma fungio f € A possul trés
partes:

e a diferencial usual df, da restriciio de [ a Vj;
e a diferencial usual df; da restri¢gdo de f a Vg;

o a diferenga finita 8f = f(p,) — f(ps), onde p, € pp sBo pontos, respectiva-
mente, de V, e de V.

O célculo acima para w(df ) = [D, f], para f € A nos mostra que um elemento
geral de a de 2}, = 7(Q2*), sendo uma combinagao linear de elementos da forma
7w{df), pode ser escrito em termos de

» uma forma diferencial ordinédria w, sobre Vj;
o uma forma diferencial ordindria wy, sobre Vp;
¢ um par de funcdes complexas §,, &, em V.

Mais precisamente nos temos

[i_l'y(wa) ®1 M (4.12)

@M iTly(w)®I)C

Se usarmos a acao de 4 dada por 4.8 vemos que a estrutura de bi-méduio
para os elementos de 2}, pode ser escrita como sendo

(fca fb)(wﬂ-ﬁ W, 5&) 55) = (fﬁwan fbwbs fa.éaa fbéb)

4.13
(wmwh ‘Sa;(sb)(fas fb) = (fawaq fbwbj fbda-s fﬂ-éb)y ( )

onde (fa, f») € A € (wa, ws, 6, 0) € 5. Além disso a involugio é dada por
(s s 65)° = (7, ~ 5,5, 35)- (4.19)

Notemos que dentro desta estrutura de bi-mdédulo os termos §, e & corre-
spondem a0 caso do espago de dois pontos, ou seja, a passagem de V,; para
V;. Por outro lado os termos w, € wp correspondem as nogbes de geometria:
Riemanniana usual.

Com a notagdo acima, a diferencial de uma fun¢io f € .4 pode ser escrita
como

df = (d.fmdfbffb—fm fa _fb)- (4:15)
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Esta notacio é 1itil para entendermos melhor Q}D como um fibrado sobre V. O
bi-médulo €2}, pode ser visto como a unido de duas cépias do fibrado cotangente
sobre V mais a unifo de um fibrado 2-dimensional trivial. Isto nos diz que O}
pode ser tratado com um fibrado 10-dimensional sobre V. Em outras palavras,
podemos fazer a seguinte identificagao

Q=T VieT(V)eCacC. (4.16)
Um céleulo direto nos mostra que os elementos do sub-espago 7(d{J; N Q1))

530 da forma &) el o
_ i&e) @l
T= { 0 e el (417)

onde £; € & nada mais s30 do que funcgdes com valores nos escalares, de modo
que Y(Ea) = & © 7(&) = &.

De maneira totalmente similar & feita para calcular n{df) = [D, f] podemos
calcular w{dfdg), o que nos leva a concluir que um elemento geral de 7(2%) pode
ser escrito como

T= [v(aa) QT —ha® M*M  ~5i~'y(6:) ® M ]

—v5i "y (Be) @ M Yop) @I~ he @ MM* (4-18)

aqui a, € ap sdo 2-formas (usuais) sobre V, 8, e B sao l-formas sobre V' ¢ h,
e hy s8o fungdes sobre V.

A expressio acima nos leva a concluir que se M* M nfo é um miltiplo escalar
da identidade, os elementos de 3%, podem ser totalmente caracterizados por

¢ um par de 2-formas usuais o, € oy sobre V;
e um par de l-formas usuais 3, e §; sobre V;
¢ um par de fungbes escalares hy € Ay sobre V.

A hipotese de que M™* M nfo é um miltiplo escalar da identidade é essencial, pois
do contrario os termos envolvendo kg e hy seriam eliminados por #{d(Jo N 1)).

Nés podemos usar a relagio d{edb) = dadb para calcular a diferencial de
uma 1-forma w, de forma aniloga a usada para calcular a diferencial de uma
fungdo. Se nés olharmos esta 1-forma como um elemento em (1}, ou seja,
w = (Wa, wp, ¥, %), a sua diferencial, como um clemento de Q%, serd dada por
uma sextupla & = (&g, ap, Be, Bs, e, hy) onde

ag = diwg;
o = dwp;

Ba = wip — w, — dby; (4‘19}
Bp = Wy — wp — dp;
hg = 8 + p;
hy = 85 + 8.
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Agora se considerarmos dois elementos w,w’ € 0} o produto dos dois ww' €
2, serd dada por

Qg = Wwig A w';;

op = wp A wi;

Ba = awz‘; - 5;;

By == Spuwl, — Bywp;

hy = 5416;};

by = 8p6).

(4.20)

Fistas duas espressdes para 2-formas serdo de grande importancia para o céleulo
da curvatura de uma conexio para este modelo.

O conceito de produto interno dentro de 2}, envolve o conceito de trago de
Dixmier. Mas como estamos trabalhando com um K-ciclo produto € interessante
relacionarmos o trago deste K-ciclo com os tragos dos K-ciclos iniciais. Esta
relacio é dada pelo seguinte lema.

Lema 10 Seja (M1, D;) um K-ciclo pT -somdvel sobre uma digebra A;, e seja
(Ha, D2) um K-ciclo pj -somdvel sobre uma digebra As. Entdo o K-ciclo produto
é (py + p2)*t-somdvel. Além disso se T; € L(H;) temos a seguinte relagdo entre
o8 tracos

D(B3E 4 1)
B+ D& +1)

Tri (1 @ T3) | D |7F) = Tri{(Ty | D1 TP)TrH(Te | D2 772).

(4.21)
Em particular, para o caso do produte enire o K-ciclo de Dirac e o K-ciclo sobre
o espago de dois pontos, temos

Trt ((T]_ @) | D l-p) =Trt (T | Dy TP)er(T), (4.22)
onde tr denota o trago usual de matrizes em dimensdo finita.

Para uma discugo sobre a demosntragio deste lema ver [2]. O

Este lera nos possibilita definir o produto em 0}, em termos de grandezas
conhecidas. Para isso lembremos que pela definigio vista na secso 3.5 devemos
tomar o completamento ortogonal de w{d{JoNQ*)) dentro de #{2?) e considerar
o produto interno (71 | Tz} = Tr™{(IT7T: | D |*). Para identificarmos o
complemento ortogonal de m{d{Jo N ")) precisamos da seguinte defini¢do:

Defini¢ao 46 Um operador T' € L(H) € dito de Hilbert-Schmidt se e somenie
se tr(I™*T) < oo, aqui tr denote o tragce usual O conjunto dos operadores
de Hilbert-Schmidt € denotado por Fa. No caso de estarmos lidando com um
espaco de Hilbert separdvel podemos tomar uma base ortonormal {$,}, nestas
condigbes, se A, B € 75 entao

oo

S (9n | A*Bo™), (4.23)

1wl
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€ absolutamente convergente e define um produto interno, denotado por (A, Ba.
Este € o chamado produto interno de Hilbert-Schmidt.

Sendo A(M*M) a projecio ortogonal, com relacio ac produto interno de
Hilbert-Schmidt, da matriz M* M sobre as mairizes escalares Al, o commplemento
ortogonal de n{d{JyN*)) dentro de w(Q¥?) pode ser identificado com o conjunto
dos elementos da forma

T {7(%) &1 —h, @ {(M*M — MM*M)) —rysi Iy (3,) @ M* l
- ~y5i " y(Be) @ M o) @1 = he ® (MM™ — MMM*)) |’
(4.24)
Com estes fatos obtemos

Lema 11 Sendo A(M*M) a projecio ortogonal, com relagdo ao produto interno
de Hilbert-Schmidt, da matriz M*M nas matrizes escalares A1, entdo a norma
ao quadrado de um elemento (g, 0, Ba, Bb, ha, ) € Q% ¢ dada por

[ [ o 1P +27 ] 0 1P} dor = tr(ar3a) [ (1o |+ 1 1] v
v v (4.25)
s+t [(473 = 53] ¢ [ (ke P + 11 o ]

lembrando que M € uma matriz N x N.
Uma discuciio um pouco mais detalhado sobre os argumentos que nos levam

a este lema pode ser encontrada em [2]. O

Para podermos falar no funcional de Yang-Mills precisamos de um fbrado,
£, sobre a dlgebra A, e tarmobém de uma conexdo sobre £. Iremos considerar um
fibrado da forma

£ = A%, (4.26)
onde f é a mairiz definida por
f= ((1} 2) , (4.27)
sendo e = (1,0} € A
Uma conexdo arbitriria sobre este fibrada é dada pela expressio
V= fd+p, (4.28)

sendo p uma matriz 2 x 2 auto-adjunta com entradas em Q},. Além disso p
deve satisfazer as relagbes p = fp = pf = fpf. Usando estas propriedades de p
concluimos que as suas entradas devem ser da forma

Pll = (wg11 (JJbll, ‘?517 (_51_):

P12z = (WP:O,O,E);

P = (‘4’31101 ¢2:0);

P2 = (w22, 0,0,0).

(4.29)
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Uma forma mais concisa de escrevermos a matriz p é agrupando as componentes
do mesmo tipo em uma matriz, ou seja, todas as componentes «w® em uma
matriz, tadas as componentes w® em outra, e assim por diante. Com esta
notagdo podemos escrever p na forma

11 12 11 1) 0
1 e IR i R B

Nés ainda podemos ysar uma notacao mais concisa: se denotarmos

it 12
We = L‘ng wéz- ]
wil 0
wp = [ 8 0] ; {4.31)
e 0]
¢ - i\% O_ ¥
podemos escrever
p = [wa;wp; ¢5 6*]. (4.32)
Para esta conexio a curvatura é dada pela expressio
6 = fdfdf + f(dp)f + p%, (4.33)

que pode ser calculada a partir das expressdes para o produto e para a diferencial
de elementos de 2},. Para fazermos isto notemos que

0 o ]
S =0 ]
dpy {dp1a2)e |
d e , 4.34
f@p)i L(azpm) e(dpan)e] (4:34)
P = [ Ph +pzpn  pup +p1pz)
pa1pir + poapm paipiz + g 1

Iremos escrever a curvatura comno uma matriz com entradas em sz

1P B
6= [921 B | {4.35)
Além disso iremos escrever cada elemento da matriz de # na forma
Oy = (oF o, BY, B, W 1Y) (4.36)

Com estas notagdes e com as expressoes 4.19, 4.20 e 4.34 iremos prosseguir
no célculo explicito dos elementos da curvatura.
Antes de mais nada notemos que

S =0 ] (437)
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sendo gue um caleulo direto nos leva a seguinie expressio
edede = (0,0,0,0,-1,0).

Desta forma a contribui¢io de fdfdf s6 se dd no termo hZ2.
Primeiramente iremos calcular os termos da forma o :

ail = d;.ail + wél A wgi + wéz A wgl,
= Aol 4 A+l 4,
ol = dw? + o AWl WP AT,
agz == dwiz + wgl A wig + w§2 A wgz.
Estes termos podem ser escritos de maneira simplificada como
a = dw® + w® Aws

Para os termos ¢’ nds temos

o' = dwy';
o’ =0
ap' =0;
of® =0,

ou, equivalentemente, na notagio matricial,

dwil 0
Oy = 0 0 .

Para 8% temos

2= —des — (it -l (e +1) - ol

12 0

a — i
B2 = —dgn ~ w1+ ¢1) — (W — wpll)¢n,
B =0,

gue na forma matricial nos fornece

8, = —déy — (w' ~ w81 + 1) —wi’én ffl

J4 para os termos 3; nés temos

Byt = —d1 + (Wil — wi Y1+ 8) + wilda,
By = —dgn -+ wiP(1 + 61) + (W2 — wil)és,
521 — 01

BF =0,

(i

= |—dos — w1+ 61~ (@ — il 0

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)



ou ainda
ﬁﬁ:r&5+@§—@ﬂa%@+w§@ wﬁ&ﬂﬁﬂ+€9+@?—&%£}

0 0
) (4.46)
Agora s6 nos falta calcular os termos A% e h;’. Para h¥ nés temos
he = 1+ 61 + d161;
ha? = o(l + ¢1); (4.47)
RS = a1+ 61);
h22 = 1
que na forma matricial fica
¢+t did S2(1+ 1)
he = [ ba(1+ B1) 1 . (4.48)
E, finalmente, temos
kil = 61+ 61 + 6161 + bads;
hi? = 0;
4.49
o (4.49)
h22 - e‘
ou - . .
hy = 1+t 1o+ dage O (4.50)

0 0

Com isso, temos a curvatura @ totalmente determinada. Para calcularmos o
funcional de Yang-Mills para este modelo, lembremos que o mesmo € dado por

YM(V)=(916)=Ta"(6%0 | D|™). (4.51)

Nés sabemos que # é uma matriz 2 x 2 onde cada entrada é um elemento de
§%,. Dessa forma 6*¢ serd uma matriz 2 x 2 onde cada entrada é um elemento
de £13. Além disso, sabemos que os elementos de 0}, podem ser escritos em
termos de matrizes 2 x 2 onde as entradas sio operadores sohre um espago de
Hilbert. Dessa forma podemos olhar para #*¢ como sendo uma matriz 4 x4 onde
cada entrada € um operador. Usando esta descricio de %8 e as propriedades
do traco de K-ciclos produto, obtemos que o funcional de Yang-Mills para esta
conexdo € da forma

YMV)=L+ 11+ 1 {4.52)

onde cada um dos termos I; é dado em termos da integral sobre V de uma
densidade de Lagrangeana. Mais precisamente, a densidade de Lagrangeana
para o termo Iy € dada por
Lrg=[(1=1d2 PP +2( 61+ 1 + | g2 2 —1] tr(M"M — \(M*M)).
(4.53)
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Nesta equacio, e nas subsequentes, tr denota o traco usual de matrizes de
dimenséao finita.
A densidade de Lagrangeana para o termo [ é da forma

L =2|v {"51 + 1} AV Fl + 1} tr{M*M), (4.54)
&2 ¢ 1,
aqui || - ||z denota a norma Riemanniana usual para formas. Além disso V

denota a derivada covariante de campos escalares, que é dada pelo seguinte

operador
W1l 1l w12
V=d+ [ a 2 b 22 iwgl} . {4.55)

E para o termo I obtemos que a densidade de Lagrangeana é da forma

L1, = |[{dg + o Awa) A (dwa + wy Aws)

oV [|dos A dwn||p N (4.56)
Para terminarmos precisamos calcular a parte fermidnica da Lagrangeana

Ip(y) = {y | Dvy). (4.57)

Para efetuarmos esta conta lembremos que as fungbes de onda 9 s&o elementos
do espaco £ ® 4 H, que neste modelo pode ser escrifo como

E@sH=(fA) @4 (I(S) & (CY @ CV)), (4.58)
que pode ser identificada com o espago
E@aH={fA) s (B e ((S)eCM)). (4.59)
Isto nos permite escrever a funcio de onda na forma

€L

- |¥L
v= |2, (4.60)

0

onde cada componente do vetor acima ¢ um elemento de I'(S) ® CV. Se es-
Creverinos

_ler _ler
1}!)1.'; - [VL} H %[)R . [0:} ] (461)
a fungio de onda pode ser escrita como
L
v= 3] (4.6

Por razoes fisicas devemos ter que ¥ € um elemento do tipo right e que ¥y, é
um elemento do tipo leff, em outras palavras, devemos ter as seguintes relagbes

Ys¥R = YR, VVL = —YL. (4.63)
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Usando que as funcdes de onda ¢ podem ser escritas na forma 4.60, a acio
fermidnica se reduz i seguinte expressio

Ip() = | Dy} + {9 | ph). (4.64)

Esta expressio pode ser calculada diretamente, de onde obtemos que 2 acio
fermiénica ¢ da forma
Ir(y) = Jo + Ju, (4.65)

onde cada um dos termos acima € dado pela integral sobre V de uma densidade
de Lagrangeana. Para o termo Jy obtemos a seguinte densidade de Lagrangeana

Ly, =€0ver + VLOyvy +EgOver + €L M rgp —€gMey. (4.66)
J4 o termo J; é dado pela densidade de Lagrangrana®

b s 3 e — 11 e 1 = 21
Ly, =i (65w en + €Lw) eg + Trwy VL + ELw, er + Ehw, €L)

— - o . {4.67)
— e M v, — Vi Mer +Tp¢aMep —EggaM L.
Dessa forma a densidade de Lagrangeana dada por
CZYM(V)“FIF(T/)) =T+ L+ I+ Jo+ 1, (4.68)

recupera 2 densidade de Lagrangeana do modelo padrio usual com a diferenca de
que o modelo proveniente de geometria nao-comutativa elvolve campos de gauge
em {1} e U(2) enquanto que o modelo de Weinberg-Salam envolve campos
de gauge em U(1) e SU(2). Para recuperarmos o modelo de Weinberg-Salam
usual precisamos introduzir uma condigdo a mais no modelo nao-comutativo, a
condicgo, introduzida ad hoc, é

trwg = wél. (4.69)

Até agora trabalhamos com a hipdtese de que o grupo de gauge pode ser
escrito em termos do grupo das unidades de A, U4q = {z € A v*u = uu* = 1},
eventualmente com alguma condi¢io a mais, como por exemplo a condigio 4.69.
Porém este nio € o caso quando estamos lidando com o grupo SU(3) x SU(2)} x
U(1}, o grupo de simetria do modelo padréo completo. A descricio do modeio
padrao em termos de geommetria nac-comutativa continua sendo feita através do
produto entre um espago discreto, F, e 0 espaco-tempo, porém devemos tomar
um espago discreto diferente do usado no modelo de Weinberg-Salam.

Para descrevermos o grupo de simetrias do modelo padrio iremos precisar
de duas dlgebras A e B. Iremos tomar

A=CaH,

B=CaC>® (4.70)

INesta equagio estamos subentendendo que a acio das formas é dada pela multiplicagio
de Clifford. Por isso estamos escrevendo simplestnente w no lugar de v{w).
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O espaco discreto F serd dado por um A ® B-médulo (Hp, D, vp). Analoga-
mente ao caso do modelo de Weinberg-Salam, a dlgebra induz uma decomposigio
de Hyg na forma

Hp=H:1® (H1 @ C%). (4.71)

Nesta decomposigio a dlgebra B age simoplesmente pela multiplicagao escalar em
‘Ho e em H;, e cada um destes espacos carrega uma *-representacao da algebra
A.

Por outro lado, usando que um quaternion pode ser escrito na forma g =
a+ 37 com o, 8 € €, uma »-representacio de A é da forma

7, q) = Mp, & N1, & ( « ‘i) & In. (4.72)
+ — ﬁ* o

Dessa forma uma *-representagfo de A é completamente caracterizada pela
tripla de constantes (n..,n..,m). Usando a decomposicdo 4.71, e o fato de que
cada um dos espagos Hg e H; carrega uma *-representacio de A concluimos que
o A® B-médulo é completamente determinado pelas constantes {n%,n%,m% e
(nl,n},m!). Tais constantes estdo relacionadas com o niimero de geragdes, e
de particulas, envolvidas no modelo.

Tendo o A ® B-méulo bem determinade, podemos definir um operador de
Dirac D para ele. Neste modelo o operador I sera o responsivel pela massa
dos fermions e pelos pardmetros de Kobayashi-Maskawa, [5]. Além disso pode-
mos definir conexoes sobre este mddulo. Dessa forma, uma vez determinado
o médulo, temos todas as ferramentas para analisar a sua geometria, como foi
feito no caso do espago de dois pontos.

Com o espago de dois pontos determinado podemos construir o espago do
modelo padrdo. Consideremos uma variedade spin™, V' de dimensao 4, junta-
mente com o K-cicto de Dirac (I'(8), 8v.vs). As dlgebras A e B serdo tomadas
na forma

A=C(V)®(CoH),

4.73
B=C=(V)® (Ca C**¥), (4.73)
ou seja, analogamente ao modelo de Weinberg-Salam, estames tomando o pro-
duto da dlgebra para descrever o espago disereto pela dlgebra das fungtes suaves
sobre a variedade V. O espago de Hilbert serd tomado como sendo

H=T(S) ® (Ho @ (H1 ® T¥%)). (4.74)

Com 2 slgebra e o espago de Hilbert bem definidos, procede-se no sentido
de determinar quem s&o os espagos das formas 0}, e 993,. Com estes espagos
caracterizados podemos caleular a curvatura de uma conexdo, recuperando a
partir desta curvatura, do funcional de Yang-Mills e do funcional Fermibnico a
Lagrangeana do modelo Padrao, como feito no modelo de Weinberg-Salam.

Para majores detalhes desta construcio, e dos cdlculos correspondentes,
remetemos o leitor as referéncias [2} e [3].
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Apéndice A

Moddulos

Neste apéndice iremos dar uma pequena introdugio a médulos projetivos. Estare-

mos sempre supondo gue os anéis sao unitdrios, que denotaremos por A e por
B.

Definicao 47 Sendo £ um médulo sobre A, dizemos que um conjunto, possivel-
mente infinito, de elementos t; € £, {i1,...,1k,...}, gera 0 médulo £ se todo
elemento t € £ puder ser escrito como t =37, ast; com a; € A.

Se estamos lidando com geradores, podem ocorrer dois problemas que nem
sempre admitem solugio: a decomposicio acima pode nfio ser lnica; e além
disso podemos precisar de um nmimero infinito de geradores para escrevermos
todos os elementos do médulo £, Mas em certos casos especials, que sdo de
grande interesse, estes problemas ndo ocorrem.

Definigio 48 Dizemos gue um médulo £ € finifamente gerado se ele admite
um confunto finite de geradores.

Pefinicao 49 Um A-mddulo a direita £ € dito livre se ele possuir elementos
t; € & tais que {t1,...,t,} forem wma base, no sentido de que todo elemento
t € £ pode ser eserito de forma tnico como T = a1f; + -+ -+ antn com a; € A,

-

E facil vermos que um médulo livre é finitamente gerado se, ¢ somente se, ele
possuir uma base com um nimero fnito de elementos. O mdédulo livre padrio
com n geradores é dado por A" = AD - & 4. Podemos pensar nos elementos
deste modulo como sendo vetores colunas. Podemos considerar qualquer médulo
lifre finitamente gerado como sendo do tipo padrio para isso precisamos apenas
identificar as bases, como € feito com espagos vetoriais reais e o R™.

Definigao 50 Dizemnos que um A-mdédulo a direita P € projetivo se, dado qual-
quer A-linear mapo sobrejetivo entre A-médulos a direite, 7: £ — G, e qualguer
A-linear mapa ¢ : P — G existe um A-linear mapa v . P — £ tal que o = ¢.

Uma propriedade importante dos médulos livres é dada pelo lema
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Lema 12 Toedo A-mddulo a direita livre F € projetivo.

Dados 57: £ — G e ¢F — G, seja {1;} uma base de F, dessa forma para cada
elemento da base t; podemos escolher s, € £ de forma que n{se,) = &{t;). Isso
é sempre possivel pois 7 é sobrejetiva. Isto, mais a A-linearidade, determina um
mapa ¥ : F — £, dado por ¥(f;) == s, que por construgdo satisfaz oy = ¢.
O

Proposigo 15 Uma soma direte da forma ©;P; de A-médulos a direita €
projetive se, € somente se, cada somando direto P; for projetive.

Iremos assumir que P = &,;P; € projetivo e que os mapas 77 : £ — §
e ¢; : P; — G sio dados. Definindo ¢ : P -~ G nas somas fnitas Ejsj com
55 € Py por ¢(3_; 5;) = 3_; $j(s;). Como estamos assumindo que P é projetivo,
existe um mapa ¥ : P -+ £ com 7o = ¢, se escrevermos ¥); para a restrigao de
1 a P; obtemos 57 0v; = ¢;, de modo que cada P; € projefivo. Inversamente, se
cada P; for projetivo, e dado ¢ : P — G, basta considerarmos as restrigbes ¢;
de ¢ a P; para obtermos os mapas 1; : P; — £ ¢ definirmos 1) come foi definido
¢ acima. []

Lembremos que uma sequéncia de mapas

0-ALBLc -0 (A1)
¢é dita exata quando kerg =im f.
Definicao 51 Dizemos que uma sequéncia exafa

6—-45B1C—0 (A.2)
cinde, quando existir um mapa 0 : C — B tal qgue noo = idg.

Observemos que no caso 4os conjuntos A, B € C em uma sequéncia como acima,
possuirem alguma estrutura além da de conjunto, pedimos que os mapas pre-
sentes na sequéncia respeitem esta estrutura. Os mapas passam a ser morfismos
da estrutura correspondente. Como no caso iremos lidar com sequéncias exatas
entre médulos, os mapas serio morfismos entre mddulos.

Proposicao 16 Um A-médulo P £ projetivo se, e somente se, qualquer sequéncia
erata entre midulos

05E-GHP0 (A.3)
cinde. Isto ocorre se, e somente se, P for um somando direfo de um mddulo

Livre.,

Se P for projetivo existe um mapa ¢ : P — @ tal que noy = idp. Isto segue
diretamente da propriedade que define um médule projetivo. Dessa forma a
sequéncia cinde.
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Por outro lado se a sequéncia cinde, tomemos {z;};cs um conjunto de ger-
adores de P, e consideremos F como sendo o médulo livre com base {¢;};e7,
ou seja, o médulo livre com o mesmo niimero de geradores que 7. Definamos
1 : F — P por A-linearidade e pela regra n{t;) = z;. Seja K = kery, de forma
que podemos escrever F =~ P & K. Logo P é o somando direto de um médulo
livre, mas pela proposigao 15, e pelo fato de todo mdédulo livre ser projetive,
concluimos que 7 é projetivo. Notemos que por este argumento K também ¢
projetivo. i

Teorema 12 Um A-médulo a direita P € projetivo se, e somente se, ele é da
forma P = gF, onde F é um mddulo livre e £ é um idempotente como mapa
A-linear em F.

Consideremos a sequéncia exata
0—E&-FHP-0Q (A.4)

com F livre e P projetivo. Sendo ¢ : P — F um mapa que cinde 2 sequéncia,
ou seja, 170 = idp. Com isso 0 mapa ¢ = oy satisfaz £? = onon = on = ¢, isto
¢, £ é um idempotente. Das propriedades de sequéncias exatas nés sabemos que
77 & sobrejetiva, de forma que n(F) = P e pela construgao de o, concluimos que
a mesma ¢ injetiva, logo o(P) = P. Dessa forma temos que P = ¢F.

I interessante notarmos gue o mapa tdx — ¢ também é um idempotente, e
& ~kern~ {idr —£)F.

Inversamente se £ : F — F é um idempotente, podemos escrever F =
eF @ (idx — €)F, e como somando de médulo projetivo é projetivo concluimos
que £F € projetivo. [



Apéndice B

Algebras de Clifford

Neste apéndice iremos fazer um apanhado geral sobre dlgebras de Clifford. Ire-
mos omitir as demonstragoes, que podem ser encontradas nas referéncias [7),
[8l, 19] e {10}

A 3lgebra de Clifford C4(FE) determinada por um espago vetorial real E
equipado com uma forma bilinear g € a dlgebra associativa gerada pelos elemen-
tos de E submetidos a seguinte relagio’

Ty +yx = ~2q(z,9). (B.1)

Notemos que a inclusiio de E em C#(F) é injetiva, dessa forma podemos
considerar F como sendo um subconjunto de C4{E).
As algebras de Clifford possuem a importante propriedade:

Proposicao 17 Se B € uma dlgebra real com identidade ¢ f : E — B é um
mapa lnear que satisfaz f(z)® = qlz,z), entdo f se estende pare CL(E)} de
forma que [ : CE(E) — B € um morfismo entre dlgebras e [ |g= 1.

Com isso nés vemos que o grupo das transformacoes ortogonais de E, O(E, g),
induz automorfismos da algebra de Clifford C&{F). Em particular a trans-
formagio ¢ + —z da origem a um automorfismo involutivo de C£(E), o qual
denotaremos por , e chamaremos de involucio graduada.

Agora se nés tomarmos a algebra oposta de B, isto é, o mesmo espago
vetorial F mas com 2 ordem do produto invertida, nds encontramos um anti-
automorfismo involutivo de C#(E), denotado por e chamado de reversiao. Pode-
mos mostrar que para um elemento qualquer a € CL(F} vale

&= g, (B.2)
isto nos possibilita definir a chamada involugdo de Clifford, dada por

Sl
P)l

a=

(B.3)

1Na literatura sobre dlgebras de CLifford é bastante comum encontrarmos esta relacio com
o sinal oposto, isto &, zy + yz = 2q¢{z, 7).
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Definimos o grupo multiplicative das unidades C£(E)* como sendo o conjunto
dos elementos inversiveis de CE(E). E possivel mostrarmos que C£(E)* é um
grupo de Lie. Com isso faz sentido falarmos em representacbes de CL(E)*.
Em particular podemos construir a representacio adjunta contorcida de C£(E)*
(twisted adjoint) dentro da prépria dlgebra C£(E)

@ : CUEY* — CUE), (B4)

definida por
p(z)y = dyz . (B.5)
Um importante subgrupo de CZ{E}* é o chamado grupo de Clifford I definido

como sendo o subconjunto de CZ(E)* que preserva o espago E, em outras
palavras

I'={z € CHE)": p{z)y € E Yy E}. (B.6)

N6s podemos usar a involugdo de Clifford para definirmos uma norma em
C#E): N :CL(E) -» C£(E) definida por

N{z) = 2%, (B.7)

esta ¢ a chamada norma espinorial de C#(F). No caso de z € E a norma
espinorial € um escalar, mais precisamente temos que N{z) = g(z, z}, isto &, se
z € E a norma espinorial se reduz a norma usual.

Agora vamos considerar o caso em que F = R™ e g{z,z) = 23+ a5+ - - -+ 22,
Neste caso iremos denotar a dlgebra de Clifford de R™ por C¥,, e o subgrupo [
por I'n. Para o caso de F = R”™ temos a seguinte proposicio

Proposigao 18 1. O nucleo de ¢ : Ty, — GL{n,R} é R*, o conjunio dos
mailtiplos ndo nulos da identidade;

2. A restrigGo de N aT'n, é um homorfismo de grupos de T, em R;
3. (s} C Ofn), o grupo das transformacdes ortogonais de B™;

4- Denotemes por Pin{n) o nucleo de ¢ : I';, — R*. A restrigdo de ¢ a
Pin(n) é wma aplicagdo sobrejetiva sobre O(n) com nucle {—1,1}.

Notemos que Pin(n) € um subgrupo fechado de C£(E)*, dessa iorma Pin{r)
carrega naturalmente uma estrutura de grupo de Lie.

QO grupo Spin{n) ¢, por definicBo, a imagem inversa de SO{n) por ¢. As
definigdes de Pin(n) e de Spin(n) podem ser resumidas nas seguintes sequéncias
exatas

0 —+ Zy — Pin(n) % O(n) — 0;
0 — Zy ~ Spin(n) % SO(r) — 0.

(B-8)

A importincia do grupo Spin é dada pela seguinte proposicio:
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Proposigao 19 Para n > 2, ¢ : Spin{n} — SO(n} € um recobrimento duple
conere. Paran > 3, este € o grupo de recobrimento universal de SO(n).

Em muitas circunstincias € tGtil considerarmos a dlgebra de Clifford com-
plexificada, C4c(F) sobre um espago E. Podemos definir a dlgebra Clifford
complexificada como sendo a digebra de Clifford do espaco vetorial complex-
ificado Fr = F ®&g C com a forma quadritica complexificada gc. Uma das
vantagens de trabalharmos com a édlgebra de Clifford complexificada é a sua
classificacdo estremamente simples:

Proposigao 20 A dlgebra compleza CIZ € isomorfa a g2 xzt paran=2k, eé
tsomorfa c¥ =2 g o<t paran =2k + 1.

Também serd il o grupo Spin{n) definido como sendo
Spin©(n) = (8O(n) x U(1)) /Za, (B.9)

onde a relacfio de equivaléneia ¢ dada por: (B, z) ~ {—h, —z). O homomorfismo
¢ se extende para Spin® através de ¢C(z, A} = {(z), A?), de forma que obtemos
a seguinte sequéncia exata

P
0 — Zy — Spin®(n) & SO(n) x U(1) — 0. (B.10)

Consideremos um espacgo vetorial real F de dimensao 2k. Um espago espino-
rial {complexo) associado a {F, ¢) nada mais é do que um Cfe{E)-médulo. De
um modeo geral, dado um espago {E, g) ndo existe um espago espinorial canénico
associado & £. Uma forma de obtermos um € esolhende uma estrutura com-
plexa® J em E. Dada uma estrutura complexa J em F podemos passar a ver
E como um espago vetorial complexo, para isso definimos a multiplicagdo por
nimeros complexos da seguinte forma

(o +iB)z = az + BJz. (B.11)

Com esta definicdo F passa a ser visto como um espacgo vetorial complexo de
dimensdo k. Por outro, lado podemos definir uma forma hermitiana a partir da
forma quadrética inicial de E por

(u | v) = q{u, v) + ig(Ju, v). (B.12)
A partir destas construgdes nds definimos o espaco espinorial de Fock para

(E, J) por
F(E,J) =&F_o Az (B, ). (B.13)

Sendo z € F defininamos a transformacio e(z) : F{E,J) — F(E, J) por

e(z)s =z As. (B.14)

?Uma estrutura complexa sobre E é dada por uma isometria J tal que J? = —id.

87



A contragio com relaggo a =z, i(x) : F(FE,J) — F(E,.J), pode ser definida por
t -
o) (1A Ase)) =S (=1 @ | s)s A AG A A, (BI5)
j=1

onde §; indica que o termo s; ndo estd presente naquele fator.
A partir destes dois mapas podemos definir um terceiro, v : F(E,J) —
F{E,J}, por
¥(z) = e(z) ~ iz} (B.16)

N&o é dificil verificarmos que este mapa satisfaz a propriedade

Yz)y(y) + y(g)r(z) = ~2q(z,y), (B.17)

dessa forma, pela propriedade dada na proposicio 17, e por consideraches a
respeito da dimenséao dos espagos, v se estende para um isomorfismo de dlgebras
v : Cec(E) — Endg F(E, J).
Lembremos que das definicdes dos grupos I',, Pin{n) e Spin(n) obtemos as
seguintes inclusoes
Spin{n} C Pin(n) C Cl, C Cotn. (B.18)

A representacio spin (complexa) do grupo Spin{n) é definida como sendo a
restrigio de v a Spin(n). Agora notemos que Spin©(n) é naturalmente imerso
em C,, por (z,A) — Az para z € Spin{n} e A € U(1). Dessa forma obtemos
uma representagao unitéria para Spin®(n) em F(£, J) pela restrigio de .

Agora vamos considerar M como sendo uma variedade compacta sem fron-
teira. Vamos considerar fibrados vetoriais munidos de uma métrica F — M.
Como existe uma métrica em cada fibra E; podemos considerar a algebra de
Clifford das fibras C£(E,) para formar o fibrado de Clifford C4(E), cujas fibras
sdo exatamente as dlgebras C#(E,). E interessante notarmos que o espago das
segOes de C£(FE) pode ser visto como uma ilgebra, através da multiplicacio em
cada wma das fibras.

Quando estamos considerando fibrados vetoriais £ — M com métrica, é
possivel mostrarmos que todo fibrado deste tipo pode ser escrito como um fi-
brado associado a um fibrado principal que tem O{n) por grupo, ou seja, F é as-
sociado a P(M, O(n)}. Por outro lado se for possivel copstruirmos F como sendo
associado a um fibrado principal que tem SG(n) como grupo, P(M, SO{n)),
dizemos que E é orientdvel. Isto é a mesma coisa que tomarmos as funcdes de
transicio de E, g;;, em SO(n).

Como acabamos de ver, existe um recobrimento Spin(n) % SO(n). Neste
ponto é natural nos perguntarmos se € possivel definirmos as fungdes de transicio
de um fibrade orientdvel, F, em termos de Spin{n), ou seja, serd que existem
funcbes hi; em Spin(n) tais que @(hi;) = gi5. Se isto puder ser feito, 0 que nem
sempre ocorre, nds obtemos um fibrado principal P{M,Spin{n)) juntamente
com um recobrimento duple p : P{M, Spin{n)} — P(M, $O(n)), além disso E
passa a ser escrito como fibrado associado de P{M, Spin(n)). Neste caso dizemos
que o par (P(M,Spin(n)), 1) € uma estrutura-spin sobre M. Uma variedade M
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é chamada de variedade-spin se o seu fibrado tangente for orientdvel e possuir
uma estrufura spin.

Uma classe mais ampla de fibrados estd relacionada com as estruturas -
Spin®(n). Uma estrutura Spin® sobre £ — M é dada por um fibrado principal
P{M, Spinc) tal que F pode ser escrito como um fibrado vetorial associado a este
fibrado principal. Notemos que existe um homomorfismo entre ¢ : Spin©(n) —
Spin{n) dado por ¢(h, A} = @(h), dessa forma toda variedade-spin pode ser vista
como uma variedade-spin”, porém existem variedades que ndo sio variedades-
spin mas que sio variedades-spin®.

Agora vamos considerar um fibrado E — M associado ao fibrado principal
P(M, Spin®(n)) e suponhamos que S seja um médulo complexo a esquerda sobre
C#y,, com p sendo a ago a esquerda, pela multiplicagao de Clifford, de Spin®(n)
sobre 5. Neste caso podemos construir o fibrados espinorial complexo

S(E) = P(M,Spin“(n)) x, 5. (B.19)

Lembremos que para uma variedade Riemanniana M, sempre é possivel
encontrarmos uma conexdo Levi-Civita para o fibrado tangente TM. Consider-
emos o fibrado de Clifford C£{M) = C£€{T M), é possivel mostrarmos que existe
uma conexdo candnica neste fibrado, também chamada de conex8o Levi-Civita
e denotada por V, tal que, dado um campe de vetores qualquer v, temos

Vulerez) = (Vyer)ez + e1(Vaes), (B.20)
quaisquer que sejam as segdes cy,c2 € ['(CEL(M)). Além disso se S — M for

um fibrado espinorial sobre M existe uma conex3o canénica sobre S, também
denotada por V, tal que

Vo {y{c)s) =4 {Vye) s+ {e)Vys. (B.21)
Definicdo 82 Seja S — M wm fibrado espinorial sobre M, e seja V : v{§) —
(S ® TM) uma conexdo candnica em S. Friste um morfisme de fibrados
m: S®TM — 5 dado pela restriciéo da multiplicacéo de Clifford « TM. O
operador de Dirac € definido como sendo o mapa D =m oV : T'(8) — I'(S).
Um importante resultado é dado pela seguinte
Proposicio 21 Seja {e1,...,en} uma base local para TM e s uma segéo suave

de S. Escrevendo V; = Ve, temos a relagdo

Ds =" (e;)V;s. (B.22)

F=1
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