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*Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte nic menor que
sug metade e do resto novamente subtrair-se ndo menos que a metade e
se esse processo de subtrag@o é continuado, finalmente restard uma

grandeza menor que qualquer grandeza de mesma espécie.”’

Elementos de Euclides, III, 14.
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“E tudo que a andlise comum executa por meio de Equaghes com
numero finite de Termos, desde 'que possa Ser feito, esse novo método
sempre pode executar por meio de Equagbes Infinitas, Por isso nido
hesitel em dar a isso 0 nome de Andlise também. Pois 05§ raciocinios
aqui ndo s3c menos certos que na outra; nem as Equagdes menos
exatas; embora nos Mortais cujos Poderes de racioctnio estdo resiritos a
Limires estreitos, ndo possamos nem exprimir, nem conceber todos os
Termos desses Equactes de modo a saber exatamente delas as

Quantidades que queremos. . .”’

Isaac Newton,
De Analysi per aequationes numero

terminorum infinitas, 1669,
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INTRODUGAO

Equagoes diferenciais eliticas s3ao modelos matematicos usa
dos em diversos fendmenos fisicos como, por exemplo, determina-
¢ao do potencial eletrostatico bem como equagoes de elasticidade.
Em vista desta frequéncia & muito Util a exploragdo de métodos
de resolugao deste tipo de equagoes diferenciais. Dadas as res-
trigdes de formulas explicitas para solug¢des analiticas, ou mes-
mo a nao existéncia de tais formulas, uma alternativa que tem si
do considerada das mais eficientes & a utilizagao de métodos nu- .
méricos. Por sua vez, dos métodos numéricos utilizados destaca —
se, por sua eficiéncia em diversos aspectos, os Métodos dos Ele-

mentos Finitos.

O objetivo desta dissertagao & descrever, analisar e im-
plementar um Método dos Elementos Finitos Misto, isto &, metodo
em que se calcula simultaneamente aproximagoes de duas ou mais
grandezas interrelacionadas, inerentes a certo sistema fisico.
Citamos, por exemplo, os problemas descritos por equagoes dife-
renciais parciais eliticas nos quais, mais do que a grandeza re-
presentada pela incdgnita da equacdo, ha interesse em conhecer
explicitamente uma ou méis grandezas fisicas diretamente associa
das.a primeira por uma relacaoc matematica, que pode ser do tipo

diferencial. Apresentamos no capitulo I alguns conceitos
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matematicos que apafecem ho decorrer deste trabalho, bem como um
problema modelo. Associados a este problema modelo destacamos as
formulagoes primais, duais e primais-duais (de acordo com a ter-
minologia adotada em [6]), sendo esta Ultima de especial importan
cia uma vez gue o método misto se baseia nesta formulagdo. No ca
pitulc II mostramos como sao construidos os subespagos associa-
dos 3 formulagdo primal-dual do problema modelo apresenténdo al-
guns exemplos e a analise do erro das aproximagoes. No capitulo
II1 descrevemos e analisamos uma técnica de implementagdoc que se
baseia no uso de multiplicadores de Lagrange para impor a conti-
nuidade entre os elementos. No capitulo IV implementamos o méto-
do misto de acordo com a técnica descrita no capitulo anterior e
0 aplicamos num problema de eletromagnetisme. Finalmente no capi
tulo V tecemos nossos comentarios e conclusoces sobre a aplicacgdo
da citada técnica de implementacao dos Métodos dos Elementos
Finitos, bem como outras técnicas apresentadas na literatura es-

pecializada.



CAPITULO I

CONSIDERACOES SOBRE O METODO DOS ELEMENTOS. FINITOS

1.0. INTRODUGAQ

Apresentamos alguns conceitos matematicos que sao usados

nesta dissertacgao.

., -

. o : n a
Seja o = (al,az,...,an) € W e |al = L%

kN

i
Dado um aberto limitado 0 c B® com uma fronteira T Lipschitz
continua, o espago D(Q) consiste de todas as fungaes infinita —
mente diferencidveis v :Q — IR com suporte compacto. Para ca-
da inteiro m > 0, o espago de Sobolev H'(Q) consiste daquelas
fungoes Vv € Lz(ﬂ) para as quais tcocdas as derivadas a% no senti-
do de distribuigdo (vide [111), com |uaf < m, pertencem ao espaco
Lz(ﬁ). Em outras palavras, para cada o com |a| < m, existe uma

fungao 3%y € LZ(Q) satigfazendo
¥¢ € D(Q) , J 3%vedX = (-1) |°‘|J va%edx .
£ Q -

0 espago Hm(Q} munido da norma



1
vy o =| 2 | 1% ax (1.1)
la|<m.®
& um espago de Hilbert.
Também faremos usc da semi-norma
L
. . 5 2
Vlpo=| [_|a vl ax| . (1.2)

{o]=m

Para g = (ql;qz,...,qn) = (Hm(Q))n , consideremos a norma

i .

n 2 2

Ilc‘;ﬂm”Q = izl "qi"m,ﬂ (1.3)

e a semi-norma
1
n 5 2 _
- Z . - - 4
|g|m,ﬂ i=1 |qllm,9 (1.4)

0 espacgo Hi(ﬂ) e caracterizado (vide [Ll1) como segue:

Hi(Q) = {y € HI(Q) :+ v=0 em T} . {1.5)

Alem disso,

1
HZ(_I') = {"lr ; v E Hl(Q)} . (1.6)



1l.1. PROBLEMA MODELO - FORMULACOES PRIMAIS E DUAIS

Salvo mengao em contrario, todo estudo feito nessa disser

tagao refere-se ao problema modelo:

~-Au = £f em QC.IEIn
S (L.7)

u=0 em 3,

onde £ @& uma fungao de Lz(ﬂ) .

O problema primal consiste em encontrar uma fungao u€ V=

= Hi‘(ﬂ) tal que

J{u) = inf J{v)
vEV

com ' (1.8)

I(v) = z J 7l 2 ax - J £vdx
Q 2

ou equivalentemente tal que

Yv € v, J vu Vv dx =J fvdx . (1.9)
2~ 7 14 ‘

Embora o problema modelo (1.7) represente varios fenOme-

nos fisicos, ¢como por exemplo a distribuicac de temperatura numa barra



e o problema da membrana elastica, denominaremos a solugao u do
problema primal (1.8) de "deslocamento" e as componentes de Vu
de "tensoes". Para a determinacao das "tensGes" através de um

problema de minimizagao, introduzimos o espago
, _ 2 n . 2
H(div;Q) = {g€ (L7(Q))" ; div q€L (Qr} , (1.10)

gque & um espa¢o de Hilbert quando munido da norma

"g”H(div;ﬂ) = [Hg”éfﬂ + lldiv gﬂglg]% (1.11)
Para £ € L2(Q)r definimos o hiperpiano afim
V(£) = {g € H(div;Q) ;divg + £=0 em Q}. (L.12)
Usando a V{(0) -eliticidade da forma bilinear
prg) — J[Q prgdx _ (1.13)
prova-se que existe uma nica fungao P € V(f) tal que
I{p) = inf I(q)
- gev(f) -
(1.14)

I(g)

—

1 j g2 ax
e

o



ou equivalentemente‘tal que

Yg € v(0) , J pgdx = 0 . (1.15)
4 Q e _

Mostra-se [6] que p = Vu onde u e solugao do problema primal
(1.8). Logo construlmos um problema dual adequado. O funcional
I(g) & denominado "funcional energia complementar" e o método

dual, método de equilibrio.

Dizemos que © "principio da energia complementar" consis-
te em encontrar p = Vu que minimiza ¢ funciocnal I{g) sobre o

hiperplano afim (1.12).

O uso do principio da energia complementar para constru —
cao de discretizagtes elementos finitos de problemas eliticos

foi introduzido por Fraejis de Veubeke (vide [9]).

0 metodo de equilibrio consiste na construgaoc inicial de
uma subvariedade de dimensao finita v, (£) € V(f) e em encontrar
Pn € Vh(f) que minimiza o funcional energia complementar I{qg)
sobre Yh(f).

Para problemas eliticos de segunda ordem, a analise numé-

rica do método de equilibrio foi feita por J. M. Thomas (vide

[24] , [25]).



1.2. FORMULACAQ PRIMAL-DUAL

0 método de equilibrio consiste inicialmente na constru —
¢ac de uma subvariedade de dimensdo finita Vi (£} © V(f). Entre-
tanto, a construgdo de V,_ (f) nao & um problema simples uma vez
que isto reguer a busca de solugdes explicitas da equacao de equi

librio

divg+ £ =0 (1.16)

em todo o dominio Q.

Péra contornar esta dificuldade pode-se usar um princi-
pic variacional mais geral gque e conhecido na teoria da elastici
dade como "principio de Hellinger-Reissner", no qual a restricio
(1.16) @ removida com a introdugaoc de um mulfiplicador de Lagran
ge. A seguir analisamos um método dos elementos finitos baseado

neste principio variacional.

Tnicialmente queremos encontrar um espago M de multiplica
dores de Lagrange e uma fungao Lagrangiana £ :H{div;Q) x M —> TR
de tal modo que a incdognita P seja obtida como o primeiro ar-
gumento do ponto sela (p,A) da Lagrangiana sobre o espago

H{div:R) »* M.

Analisando a definigao de V{(f) (1.12), temos qﬁe V(f}

esta associado ao espago das fungdes g € H(div;Q) para as quais



f p(div g + Hldax = 0 , Yy € L2(Q) . (1.17)
Q- -

Definindo M = LZ(Q) e

£(q;ﬁ) = I{g) + [ pl{div g + £idx {1.18)
q d o q

enunciamos o teorema:

TEOREMA (vide [19]). Seja f € Lz(ﬂ).

Entac o par (p,A) & o unico ponto sela do  funcional

£(g.u) scbre o espago H{div;Q) x Lz(ﬂ), isto e, (g,l) satisfaz

g € H(div:iQ) , ¥y € L2(Q)

P

9 ' (1.19)

Além disso temos que p = Yu e A =u (1.20)

onde u & a solugao do problema modelo (1.7).

Logo u & o multiplicador de Lagrange associado é_restri
cao (1.16) e o principio enunciado acima & denominado "principio

Hellinger-Reissner" em elasticidade.

Como (p,u) € H(div:;Q)} x LZ{Q) & um ponto estacionario da

Lagrangiana L({(g,u), verifica-se que (p,u) pode ser caracterizado



como solugao das seguintes equacles:

Vg € H{div;Q) , J p-qu+J udivgdx =0 , (1.21)
Q -7 f N '

vp € LZ(Q) . j pi{div p + f)dx = 0 . {(1.22)
Q

Observa-se que as equagoes variacionais acima expressam as
condig&es.necesséria e suficiente para que as derivadas par-
ciais da funcao Lagrangiana se anulem no ponto sela. Além disto,
chamamos esta formulagao de "primal-dual" e o correspondente pro
blema variacional de "problema primal-dual”. As idéias subjacen—
tes as consideragoes acima encontram-se na Teoria de Dualidade.
Para uma analise mais detalhada desta teoria citamos [8] e para

aplicagao da teoria da dualidade em problemas de elasticidade, ve

rificar [10}, [26] e [16].

1.3. METODO MISTO

Podemos definir um mé&todo misto baseado na formulagao pri

mal-dual do problema modelo como segue:s

Dados os espagos de dimensao finita Wy C H{div;&) e

5 , _
Mh C L™ (), encontrar um par (Eh ,uh) e Wh X Mh tal que



—

&= W { -
Vgh “h ’ Lz ph ghdx + [Q u, div ghdx 0

Vuh = Mh ' J uh(div Py + fydx = Q . (1.23)
a £

O problema (1.23) nd3o possui, de modo geral, uma Unica so
lucdo. Para enunciarmos um teorema de existéncia e unicidade pa-

ra o problema discretizado (1.23) definimos:

i) Condigao de compatibilidade entre os espacgos W, e Mh

Se I € Wh e Vuh € Mh ,J uhdiv ghdx==0

Q

entdo div g = 0 (1.24)

ii) Condigac de Brezzi

Existe o > 0 tal que

JQ uh div gh dx

Yu, € M., sup - > allw (1.25)
ho b " gew gl b0

“h h <h

H{div; Q)

Enunciamos © teorema:
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TEOREMA (vide [19)). Se as condigoes (1.24) e (1.25) se verifi-

cam entdo o problema discretizado (1.23) tem uma Unica solugao’
-~

(ph ,ﬁh) € Wh X Mh e existe uma constante C = C{a) > 0 tal que

Hp-th + llu=u, |l < C| inf Hp-qhH +
- 7Y H(Aiv: Q) 0,0 ghewh TV E(@iv: Q)
inf fu - vhH }. {1.26)
€
+ vh Mh 0,8

A prdxima etapa consiste na construgao dos espagos w,ooe
Mh que satisfagam as condigdes (1.24)-(1.25) e possuam boas pro

priedades de aproximacdo. £ o gue faremos no proximo capitulo.



capITuLo 1T

CONSTRUGAO DOS ESPAGCOS ELEMENTOS FINITOS

Sejam § um poligono limitado do IR2 e T, uma trian-

gularizagdo (vide [6]) de  composta de trifingulos K cujos did
metros (vide [6]) sao menores ou iguais a h . Consideremos ini-

cialmente a construgac W, C H{div:Q).

Dado um tridngulo KX € Ty, » denotamos por ng o vetor

normal exterior ao longo da fronteira 3K de K. Seja YE (Lz(Q})2
uma fun¢do suficientemente suave em cada triangulo K € T Con-
sideremos a formula de Green:

[Vw-g +wdiv gldx = j

Yo € Hl(ﬂ) ,J wdg-ndy (2.1)

Q T

onde a integral J denota o par de dualidade entre o©s espagos
1 r 1

g 2(I} (vide [6]) e H?(I) (vide (1.6)).

Usando a formula de Green (2.1) em cada K € Th r PpProva-se due

v € H{(div;Q)) se e somente se & valida a sequinte relacao de re-

ciprocidade para um par (Kl’KZ) de triadngulos adjacentes:
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Yl M +Y| °n =0 am K'=-K.l'ﬂK2,
10K f2 K2
onde v| denota a restricao de v a Ky » 171,20 (2.2)
'k ~
i

Portanto, suponhamos gue cs elementos de Wh sao suficientemen-

te suaves em cada K € 1, e além disso satisfagam a relacaoc de

reciprocidade (2.2).

Para cada triangulo X € 1 construiremos um espago Wy

h

de fungdes vetoriais v suficientemente suaves tais que:

{(i) div v & um polindmio de grau < k ;

(ii) a restrigdo de v'n em cada aresta de K & um po

—~

K :
lindmio de grau menor ou igual a k. (2.3)

A construgao do espago WK pode ser feita em duas etapas.

Fal

Na primeira etapa introduz-se o espaco W associado aoc triangu-

~

lo padrao X no plano (&,n) cujos vértices sao Sl =(1,0), 82 =

= (0,1) e 33 = (0,0) , e n_=n . Consideremos os exemplos (vi-
% - .

de [19]).

EXEMPLO 1. Seja k > 0 um inteiro par. Definimos W como sendo

o espago das fungdes v satisfazendo
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B ’ k/,+1 k/,

~ k+1 k '
vy o= pol, (E,n) + aOE + ali N+ ... ¥ uk425 n
J
k/,+1 k/
A k+1 k 2 2
= see * E 2.
h_vz polk(i,n) + Bon + Bln £ + Bk42n 3 (2.4)
x/2 i
com ) (-1) {(a, -B,}) = 0 , (2.5)
i=0 ot

Na expressao (2.4), pOlk{ErN) denota um polindmio de grau k nas
variaveis &,n.
EXEMPLO 2. Seja k > 1 um inteiro Impar. Definimos W como o es

pago das fungdes ¥ satisfazendo

r (k+1) /4, (k+1)/
A k+1 k : 2 2
vl-—polk(ﬁ,n) +a0£ +ul£ N+ oo +a(k+l)/2E n

y

(k+1) /4, (k+l)/
n k+1 k Z2 2
vz—polk(z,nHBOn +Bn +"'+B(k+1)/2”_ £ (2.6)
k+1 k+1
2 i 2 i
com r (-1 &, = T (=LY 8, =0, {(2.7)
i=0 1 4=0 1

Os exemplos apresentados acima satisfazem as condigoes i)

e ii) de (2.3).

=>

= podem ser

ted?

0s graus de liberdade de uma fungao

e
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EATEFN

Os graus de liberdade de v saoc os valores de wv+n am

dois pontos distintos de cada lado de K e o momento de ordem

zero de -% (vide (2.8)).

Na segunda etapa considera-se um triangulo K no plano

(xl,xz) cujos vertices sao denotados por a; » 1 <1i<3. Logo

existe uma finica aplicagdo afim inversivel

2

F:% = (E,1) — x = F(X) = Bx+b, BEL(R?), bER?, (2.11)

tal que a; =_F(Qi) » 1 <1< 3. Seja J o determinante Jaco-

biano de F. A uma funcao escalar ¢ definida em K  associamos

a funcao v definida em K por

¢ =¢ o F (¢ = 0 0F) . (2.12)

Por outro lado, a cada fungao vetorial G (vl,Gz), defi

nida em X, associamos a funcac v definida em X por

y= (=B oF ' (4= om . (2.13)

A escolha da transformacao contravariante (2.13) esta baseada no

segﬁinte resultado:

LEMA (vide -[19]). Para gqualgquer fungao vetorial % (por exemplo
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(HY (R))?) temos:

1 >
M

Assim a transformagao (2.13) preserva num certo sentido o
divergente e a componente normal de funcoes vetoriais. Portanto,

ao triangulo X associamos o espago

e W}, (2.14)

1<t >

Wy = 1y € H(Aiv;K)

Pelo lema acima, o espago W, satisfaz (2.3).

Finalmente definimos

€ H{div;Q) ; VYK € 1 € W 1. _ (2.15)

wo={v , v
h ~h R k

h ~h
Como foi observado anteriormente, uma fungao vy = Wh deve sa-
tisfazer a relacac de reciprocidade (2.2). Portanto, os graus de

liberdade de uma funcao v, € W, sao determinados por:
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[ a) os valores de vty em (k+1) pontos distintos de ca-

da aresta dos elementos de Th ;

b) os momentos de ordem < (k-1) de v, sobre cada K€rt,.

Construido o subespago W, , resta construir M, € ().

Como para cada v, € W, e cada K€ 71, , div vhl & um polind-
UK

mio de grau < k , uma escolha hatural para o espago Mh é

— 2 -
Mh = {uh € L7(Q) ; VRE 1, uh[K € Pk} , (2.16)

onde P, - denota o espago dos polindmios de grau < k nas varid
veis x; € X,. Ressaltamos que uma fungao u, € T nao satis-
faz qualquer restrigac de continuidade nas fronteiras comuns dos

elementos de Th .

Os espagos W, C H(div;%) e Mh C L, (%) apresentados nes-
te capitulo sao denominados espagos Raviart-Thomas, uma vez que

tais espacos foram descritos inicialmente em [19].

Mostra-se que Os espagos W, e Mh verificam a condigao
(1.24). Para mostrar que Os espagos W, e M verificam a condi-

gao de Brezzi (1.25), vide [19]: Lema 4, Lema 5 e Teorema 4.

Enunciamos ¢ principal resultado sobre o erro na aproxima

gao pelo método misto:
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TEQREMA (vide [18]). Consideremos os espagos W, e Mh defini-

dos em (2.15) e (2.16} respectivamente.
Suponhamos que existe um angulo 80 independe do para-

metro h tal que
(2.17)

onde B8y e o menor angulo do triangulo K.

Além disso, suponhamos que a solugao u do problema modelo (1.7)

k+

e suficientemente suave (u € H 2(_Q) cem  Au € Hk+l(Q)). Entao

o problema aproximado (1.23) tem uma Unica solugao (Rpruy) € WX

X Mh e existe uma constante C > 0 independente de h tal que

Hp-pﬂl +Hu—uﬂ "< Ch . {2.18)
H(div:Q) '

No prdximoc capitulo apresentaremos e analisaremos uma téc
nica de implementaciao de um método misto gue se baseia no uso de
multiplicadores de Lagrange para impor a continuidade entre os

elementos.



cAPTTULO III
DESCRIGAO E ANALISE DE UMA TECNICA DE IMPLEMENTAGAO

Na discretizagao de problemas elipticos pelo método misto

(1.23) obtemos um sistema da forma

(3.1)

onde o é.o campo de "tensoes" e u o "deslocamento” nos ter-’
mos da Elasticidade. A escolha de um método numérico para resol-
ver (3.1) e restrita ao fato que frequentemente o sistema (3.1)

2 indefinido. Entretanto, para alguns metodos mistos amplamente
usados este problema & contornado por uma técnica de imﬁlementa-
cac pela qual obtemos um sistema positivo definido (vide [9]).

Esta técnica consiste em eliminar restricoes na continuidade dos

espagos elementos finitos e introduzir multiplicadores de La
grange definidos nas arestas interiorés dos elementos. Denctando
por X os multiplicadores de Lagrange, © sigstema resultante apre

sentara a seguinte forma:
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RE+EE-+CT=fl
.....T___ _
i B = £,
I TS =0 (3.2)

A vantagem do sistema (3.2) & gue a matriz correspondente
ao operador A & diagonal por blocos e portanto facilmente in-
versivel a nivel de cada elemento. Logo, da primeira equagao de

{3.2), temos
- ~—1 _— -
g =2aA “(f, - Bu - CX) : (3.3)

que aproxima o campo de tensoes em funcao das outras varidveis. .
Substituindo-se (3.3) na segunda e terceira equagoes de (3.2), ob

temos o seguinte sistema linear

AT B+ BT AT =8 A l'E - £,

T ocl 2 . T ==l o T x-1 (3.2)

gque & um sistema linear simétrico e posgitivo definido. Portanto,
podemos resolver (3.4) e recuperar o campo de tensdes de (3.3)

simplesmente através de um “post-process" elemento a elemento.

Consideremos o problema modelo (1.7).
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Para introduzir multiplicadores de Lagrange nas arestas
interiores dos elementos de uma triangularizacgao Th de Q, com
esta triangularizagao apresentando as mesmas caracteristicas des

critas no capitulo anterior, utilizaremos as seguintes notagces:

Sejam k > 0 inteiro, n> 1 e S C IR2
Pk(S) : espago dos polindmios de grau < k em 8,
P, (8) = Pk(s) x By (8S) ,

RT(S) = {£ | £(x) = p(x) + xa(x), p€ P, (8), a € P _(5)],

, |
RTfl(Th) = {glg e win?, Tly € RT(R), K € .}

k 2
Mot = ivveE i@, vig € PR, KE 1.} =M
Tl RT (1 }, a componente normal de T &

RTk(Th) =4 7 7 -1 b -

© continua ao longo das fronteiras comuns
Logo,

RTk(T )y = R'I‘k N H(div;Q) = W (vide 2.15).
o h -1 ! h
. o

Sejam C, os lados dos triangulos de 1, , C = {e € Chle C 30}
e Cﬁ = Ch - CE ., isto &, CE 2 o conjunto das arestas interio —

res dos elementos de T, -

Para K € Ty r © € G, , denotamos por hK e he os respectivos

didmetros (vide ig}).
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Seja Ng © vetor normal unitario exterior a K e Ne um dos

vetores unitarios normais a e.

0 espaco dos multiplicadores de Lagrange gque usaremos & denotado
por Mflfcg) e 2 formado pelas funcoes definidas em C, que 5380

» - . . O
polinomios de grau < k em cada e € Ch e gue se anulam em Ch'

Mostra-se (vide [1]) que 1 € RTk(K) entao T-Mg € Pk(e).

Enunciamos ¢ seguinte resultado:

IEMA. (vide {1]). Se 1 € RTk (1,), entao =t € RTk(T } se e so
~ _—l h ~ o h -
mente se

b [ Ten ﬂde =0, V¥n E'Mfl(CE) . (3.5)

O Lema acima quer dizer que podemos caracterizar o espago RTE(Th}
kK

como sendo o espago das fungoes T € RT_l(Th) satisfazendo (3.5)
Portanto, temos a seguinte formulagao para ¢ método misto (vide
[11):

- - k k k o
Encontrar {0y, u,., A) € RT—l(Th)_x M_q () M_, (C)

tal que
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(a) I Eh-r dx - T {{ G} div de-[ A, Telg de} = 0, vr € RCC. (<
~h . “% ivw °h T ~T - -1
q K JK 3K

(b) ZJ_vdivEr_h dx=vadx, v e uS ()
K ‘K T Q -

= k o

(c) 2 f MOy ng de =0 , ¥YueEM,(CH . (3.6)

K ’ 3K N

TEOREMA (vide {[1] ). O problema (3.6) tem uma fnica solucao

(g, Uy s lh), com GC, =g e ‘uh = U, sendo (gh,uh) a unicg

~h ~h
solucao de {1.23).

Obsexrva-se que o problema (3.6) apresenta a forma (3.2),

sendo a matriz A , correspcndente a

diagonal por blocos.

Verifica-se que a matriz do sistema (3.4) & simétrica e além dig

so temos O seguinte resultado:

TEOREMA. A matriz do sistema (3.4) & positiva definida.

h“,
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m+n ~
um vetor nao nulo tal que n

- ] T
DEMONSTRAGCAO. Seja [u Al~ € IR
@ o numero de elementos de T, © n & o niimero de arestas inte

riores de Th. Temos:

" -1 r™ |
sTats T alc al | u
{ , Y =
cTals cT 271 ¢ A | A
]3'1' 3&-1 E’;u + ET :‘i_l CA u
{ , Y =
T il gu +cTa Ll s A
= (3Ta B, w + (BTa"ron,ur + (cTa By, + «cTaTlen a0 =

= (A 1Bu,Bu) + (A tcx,Bu) + (a %Bu,cn) + (37lan,cn =

SIS 7SR ¥ A PO 3 4 U, 74
= (A'éBu,A éBu) + 2(A ACR,A.éBu) + (A Cx, A Cx} =

. . = =t
=(iﬁBu+A/2CJ\ , AéBu+AAC)\} > 0 .

Se Bu+ Ch =0 seque que, tomando fungOes T convenientes na
primeira equacao de (3.6), u=0 e A =0, o que & um absurdo.
Logo Bu + €M # 0 .

Portante a matriz do sistema (3.4) & positiva definida.

C-q.d.
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Convém observar que na demonstracao do teorema acima levamos em
_ consideragao os seguintes fatos: como a matriz A & positiva de-
finida e simétrica, entao sua inversa A"l também & positiva de-

finida e simétrica; mostra-se que existe uma Gnica matriz B po-

32 = 3"l ¢ neste caso, di-

- - - .-...—‘
zemos que B € a "raiz quadrada"” de A ! denotada por B = A b.

sitiva definida e simétrica tal gue

OUNIC A
!NMJOTE(A'CEH!RA



CAPITULO IV

IMPLEMENTACAO E APLICACAO NUM PROBLEMA DE ELETROMAGNETISMO
4.1. DESCRICAC DE UM PROBLEMA DE ELETROMAGNETISMO

Consideremos o seguinte problema {vide [4]):

Dado um condutor retangular cujos lados medem 2a e 2b,res

pectivamente, com centro na origem do plano (X,y), como & visto

na figura 1, o potencial A em todos os pontos da regiac  de-

terminada pelo ret3ngulo, satisfaz a equagao de Poisson

. "2
3—3;+L;-=-uu J  em §
o}
<ax y
A=20 em ot (4.1)

sendo J a densidade uniforme de corrente e MU, @ permeabili-

dade. Além disso, suponhamos que a permeabilidade do condutor &
muito maior gue a permeabilidade do meio adjacente.

Dadas as dificuldades de encontrar solugdes analiticas
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-

usando serie de Fouriér, como & usual em problemas desta nature-
za, ou outras ferramentas matematicas, uma alternativa & a utili
zagdo de métodos numéricos no calculo de solugdes aproximadas.
Dentre estes, detacambs o método dos elementos finitos. Ressalta
mos, dentre as vantagens deste método, a flexibilidade na geome-
tria do condutor e também sua utilizagao quando condigoes de con
torno sao do tipo Dirichlet (como em (4.1)), Neumann e mistas.

Nesta linha empregamos a formulagao primal associada a (4.1).

Entretanto, a determinacao do campo magnético H & fre-
quentemente mais importante que o potencial A para efeito de
aplicagoes praticas. Como o campo magnético H esta relacionado

com o potencial A pela relagao
H=- VA (4.2)

a aplicacao do método misto nos parece recomendavel e, de acordo
com a argumentacdc dos capitulos anteriores, esta técnica apre-
senta algumas vantagens. Detalhamos a seguir a implementacio de
um método misto no calculo de solugdes aproximadas para (4.1) e

(4.2).



FIGURA 1
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Suponhamos, por simplicidade, que o condutor ocupa a re-

gido Q' =1[0,1}x10,1] como & visto na figura 2.

(0,1

(0,0) {1.0)

FIGURA 2

De acordo com a formulagao (3.6), o sistema a serx resolvi
do apresenta a forma (3.2). Podemos entao considerar a resolucgao
do sistema (3.4). Para isso, na segao "Estrutura do programa ele

mentos finitos", descrevemos como sio obtidas as matrizes A, B, C
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e como @ montado o siétema (3.4). Em seguida, conhecida a solu-

géo de (3.4), mostramos como recuperar {3.3).

4.2. ESTRUTURA DO PROGRAMA ELEMENTOS FINITOS MISTOS

Para o programa gque apresentamos nesta dissertacao adota-
mos uma estrutura modular, ou seja, as principais operagoes do
método misto sao efetuados em subrotinas separadamente. A figura
3 mostra a organizagao do programa e a ordem de execugao das sub
rotinas. ‘A ordem de chamada das subrotinas & controlada por um
programa principal sendo que a funcao de cada uma delas & descri

ta no fim desta secao.
Na construgao do programa elementos finitos destacamos:

(1} Alguns usuarios estarao interessados na utilizagao do progra
ma como um "pacote”, nao lhes interessando as diversas etapas da
aplicagdo do método misto. Neste caso a estrutura de entrada e
saida de dados constituem elemento importante no processo. Na
nossa implementagao os dados de entrada sao inseridos num arqgui-
vo especifico e utilizados 3 medida que © programa principal &

executado.

Na bibliografia especializada observamos que em algumas
implementacdes a entrada de dados se da por uma subrotina especl
fica. Quanto aos dados de salda, estes sac armazenados num deter

minado arqguivo A medida gue as subrotinas sao executadas.
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{(ii)} Como na segunda equacao de (3.6) aparece a expressao

devemos levar em consideragao a eficiéncia de algoritmos utiliza

dos em integragao numérica.

(iii) Deve-se considerar a esparsidade das matrizes que aparecem
na implementagao do método misto pois isto acarretara numa econo

mia de memdria e tempo de processamento.

(iv) O tempo dispendido na solugcao do sistema de equagOes (3.4)
representa uma grande parcela do tempo total de processamento.
Logo, a escolha de um método adequade para a solugdo de sistemas

lineares & de grande importancia para a eficiéncia do programa.

RELACAO DAS VARIAVEIS E DIMENSOCES.

NELEM nimerc de elementos

KELEM 4X numero de elementos

LELEM _ nimero de arestas interiores

MELEM nimeroc de elementos + nimero de ares-—

tas inte:iores

oy

AM(NELEM, 4,4) Matriz do operador

i

BM(NELEM,4,1) Matriz do operador

CM (KELEM, LELEM) - Matriz do operador C



FM (MELEM)
AIN(NELEM,4,4)
SIST (MELEM,MELEM)
XDISP (MELEM) |
RECOV (NELEM, 4,1)

CC(3), DD(3)

ID(NELEM, 3)

IFPRE (MELEM}

FIXED (NELEM)

KL, JL

32

Vetor forga .

Matriz do operador ﬁ—l .

Matriz do sistema (3.4).
Vetor solugao do sistema (3.4),.
Matriz solugac de (3.3).

Coordenadas cartesianas dos véertices

de um elemento.

Matriz que ralaciona as ccordenadas
locais e globais das arestas dos ele-

mentos.

Vetor gue assinala guando uma varia —
vel do sistema (3.4) & prescrita ou
nao.

Vetor que armazena o valor de uma va-

riavel prescrita dos sistema (3.4).

Varidveis associadas aos elementos da

triangularizagao.



PRINCIPAL

PROGRAMA

LOOP SOBRE TODOS 0S ELEMENTOQOS

AMIXED

BMIXED

CMIXED

FMIXED

FIGURA 3

ORGANIZACAO

DO

AINVER

SISTEM

GRADCO

RECOVE

PROGRAMA

33
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DESCRICAO DAS SUBROTINAS

Subrotina AMIXED

Constrdi a matriz AM (NELEM,4,4) gque & diagonal por blocos e es
tad associada ao operador A (vide (3.2) e (3.6)a).

Parametros: AM, CC, DD, KL, NELEM..

Subrotina BMIXED

Constrdi a matriz BM(NELEM,4,1l) gue esti associada ao operador
B (vide (3.2) e (3.6)a).

Parametros: BM, CC, DD, KL, NELEM.

Subrotina CMIXED
Constrdi a matriz CM(KELEM,LELEM) que & uma matriz esparsa apre
sentando uma determinada estrutura de banda e esti associada ao

operador C {(vide (3.2) e (3.6)a).

Parametros: CM, ¢C, DD, ID, NELEM, LELEM, KELEM, JL, ML,

Subrotina FMIXED

Constrdi o vetor FM(NELEM) que representa o carregamento das for

cas nos elementos (vide (3.6)b].

Parametros: FM, CC, DD, KL, NELEM.
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Subrotiné ATNVER

Inverte cada bloco da matriz AM, determinando a matriz
AIN(NELEM,4,4) que estd associada ao operador i—l.

Parametros: AM, AIN, KL, NELEM.

Subrotina SISTEM

Constrdoi a matriz SIST(MELEM,MELEM) associada ao sistema (3.4).

Parametros: AIN, BM, CM, SIST, NELEM, LELEM, KELEM, MELEM.

Subrotina GRADCO

Visto que a matriz SIST & simétrica, positiva definida e espar--
sa utilizamos o Método dos  Gradientes Conjugados (vide
[13 L,[15 ) para obtencao da solugao XM(MELEM) do sistema (3.4).

‘Parametros: SIST, FM, XM, IFPRE.

Subrotina RECOVE

Recupera o "campo de tensdes” (3.3) construindo a matriz

RECOV (NELEM, 4,1).

Parametros: AIN, BM, CM, XM.

EXEMPLO:

Para ilustrar como O programa elementos finitos mistos po

de ser aplicado para resolver o problema {(4.1), suponhamos que
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o dominio Q' = [0,1] x [0,1] seja friangularizado como na figu
ra 4. Em seguida, estabelecemos uma numeracao para os elementos
(triéngulos na figura 4); assim, 6 refere-se ao elemento n? 6
de acordo com a numeragao. Feito isso, consideramos uma numera-
¢ao para as arestas interiores, isto &, aquelas arestas que nao
estdo na fronteira. Por exemplo, o nimerc 6 refere-se a aresta

interior n? 6. Logo, para a triangularizacado da figura 4,

NELEM = 18

LELEM = 21 .

Os dados de entrada sac inseridos num arguivo especifico
(FOR2Q.DAT) e a ordem de entrada dos mesmos & c¢ontrolada pelo

programa principal (MASTER).

Os vértices dos elementos sao percorridos no sentido anti
horario e suas coordenadas cartesianas denotadas por CC(J) e

DD(J) com J = 1,2,3. Para o elemento 6 , temos:

cc(l) = 0.33333333 DD(1) = 1.0
cc(2) = 0.0 ‘ DD(2) = 1.0
cc(3) = 0.0 DD(3) = 0.6666666 .

O vetor ID(NELEM,3), que relaciona as coordenadas locais

e globais das arestas dos elementos, deve ser tal que as arestas
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sac numerados localmente no sentido anti-horario e &s arestas da

da fronteira €& atribuldo o valor 0 (zero). Assim,

I
]

ID(3,1) = 2 ID(3,2) = 7 ID(3,3)

ID(4,2) = 0 . 1p(4,3)

|

N
[

L

ID(4,1)

O vetor IFPRE assume os valores 0 ou 1, sendo gque os ecle-
mentos possuindo pelo menos uma aresta na fronteira do dominio
sa0 prescritos e seus valores armazenados em FIXED, como € mos-—
trado abaixo:

IFPRE(2) FIXED(2) = 0.0

i
l_-l

I
o
o]

FIXED(3) -

"
o

IFPRE (3)

Apresentamos listagens dos arquivos FOR20.DAT (dados de
entrada) e FOR21.DAT (dados de saida) para o exemplo que esta-

mos considerando.
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Seja 2 =[0,1]1 x [0,1] e consideremos uma triangulariza
¢3o do dominio formada por 50 elementos. Dada a simetria do pro-
blema (4.1), obtivemos alguns resultados que estao descritos abai
x0 e na figura 5, utilizando o© ”Programa elementos finitos mis-

tos™ apresentado neste caplitulo.

Equipotenciais

1) 0.6143000 E=-2
2) 0.5355000 E-2
3} 0.4492750 E-2
4) 0.3912500 E-2
5) 0.2617500 E-2

6) 0.8197350 E-3

Convém ressaltar que nos resultados obtidos acima para o proble-
ma {(4.1), todos os valores numérices devem ser multiplicados por

MUy T que e un dade do problema.
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APLICAGCAQO DOS METODOS MISTQOS A PROBLEMAS NAQ LINEARES

Na secdo 4.1 apresentamos um problema elitico de 22 or-

dem linear. De modo geral, o problema (4.1) aparece sob a seguin

te forma

{’; (v g—i) + % (v %_ =-J (4.3)

onde A satisfaz determinadas condigoes de fronteira e v & uma

fungdo denominada "reluctividade". Analisando mais detalhadamen-

te a funcao "reluctividade" v, duas situacoes podem ocorrer:

(1)

(i1)

Sendo v = v(x,y), isto &, v @& uma fungao da posiciao, te-.
mos um problema linear cuja formulagao variacional & do ti-
po da formulagac mista descrita em [1] . Nesta situacao se
enquadram alguns modelos de problemas em eletromagnetismo ,

de acordo com a literatura especializada:

Para v = v(X,y,A), temos um problema nac linear. Para apli
carmos o método misto, devemos considerar uma formulacgao
mista apropriada que leve em conéiderégéo a nao linearidade
do problema. Na literatura especializada encontram-se varios
problemas de eletromagnetismo gue Se enquadram nesta situa-

cdo (vide, por exemplo, [5] e [22])}. Além dos problemas em
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eletromagnetismo, os métodos mistos tem sido aplicados na so
lugao " numérica de inimeros problemas nao lineares, (vide
{61 : equagbes de von Karmann, planos elastoplasticos, pro-
blemas nio lineares do tipo mondtono, dentre outros, bem co
mo Zago {(vide [28]). Dado o crescente emprego dos méetodos
mistos para solucao numérica de problemas deste tipo, justi
fica-se um estudo mais aprofundado destes metodos,tanto sob
o ponto de vista matemdatico como sob o aspecto computacio —

nal.



CAPITULO V

CONCLUSOES E COMENTARIOS

Tem sido demonstrado em aplicagoes praticas, que uma ma-
neira eficiente para resolver numericamente problemas de valor
de contorno, em equagoes diferenciais parciais, consiste na apli
cacao do metodo dos elementos finitos. Para problemas eliticos,
tal método baseia-se num principio variacional conhecido na teo-
ria da elasticidade como principio da energia potencial. Nesta
abordagem temos os métodos de deslocamento gque sao a base para a

obtencac de resultados numéricos em problemas de engenharia.

Qutros principioé variacionais tém sido usados, nos {lti-
mos anos, na construgdo de solugdes aproximadas pelo método dos
elementos finitos, para problemas de valor de contorno eliticos.
Citamos, por exemplo, os métodos de equilIbrio que estao associa
dos ao principio da energia complementar e os métodes mistos,que
estao relacionados com o principio de Hellinger-Reissner. Os mé-
todos mistos tém demonstrado uma precisao superior aos métodos de
deslocamento quando aplicades a uma triangularizagao semelhante.
Entretantc, estes métodos apresentam problemas de mal condiciona
rento devido a termos nulos na diagonal da matriz do sistemna
{(3.1); outra desvantagem do método misto & o elevado custo compu

tacional, dado o crescente niimero de variiveis necessarias a
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determinagao de solugtes aproximadas.

De £fato; na avaliag§0 da memoria utilizada na solugéo do
problema (4.1) usando o método misto e a técnica descrita no ca-
pitulo III (justificada matematicamente por D. N. Arnold e F.

Brezzi [1]), obtemos os seguintes resultados:

Numero de Método de Metodo Técnica do
elementos (N} deslocamento misto capitulo III
18 22,666N 162,666N 379,366N
32 - 27,000N 157,560N 389, 750N
50 32, 880N 154 ,560N 395,980N
128 54,500N 151,000N 397,625N
200 79,320N 147,090N 376, 760N

Observande os dados acima, podemos considerar um comporta
mento linear da memdria usada no método misto e na técnica des-
crita no capitulo III, com relagac ao numero de elementos da tri
angularizagdo do dominio. Assim, sendo M a memdria, N o nlme
ro de elementos e ajustando os dados da tabela por guadrados mi-

nimos, temos:

i) Técnica descrita no capitulo III

M = 379,031N + 623,977
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ii) Metodo Misto

M = 154,081N + 384,248

Os dados descritos acima estao representados graficamente na f£i-

gura 6.

Numa andlise destes dados podemos concluir que o custo di

ferencial (diferenga de memdria entre a técnica descrita no capi

tulo III e o método misto) se amplia gquando aumentamos O niimero

de elementos. Podemos entdao sugerir algumas alternativas:

l'

Sendo a matriz do sistema f3.l) associadoao méetodo misto nao
singular & recomendavel usar os espacos de Raviart-Thomas sem
a necessidade da técnica do capitulec III. O método misto se
justificaria pelo ganho na precisao dos resultados com rela-
gao ao método de deslocamento. A melhoria na precisdo tem si-

do verificada em problemas praticos conforme Zienkiewicz, Vi-

‘lotte e Toyoshima [27].

Para sistemas indeterminados existem outras técnicas de imple
mentagao que contornam esta difiéuldade e apresentam custos
(em termos de memdria) inferior inclusive ao meétodo misto.Por
exemplo, o método iterativeo global apresentado por Zienkiewicz,
Vilotte e Toyoshima ([27]) tem custo equivalente ao método de

deslocamento (tradicional método dos elemento finitos). Convém
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observar gque embora varios exemplos tenham sido apresentados,
nao € de nosso conhecimento uma justificativa matematica da

convergéncia desta técnica [27].

3. Finalmente quando os multiplicadores de Lagrange introduzidos
na técnica do capitulo III apresentarem significado fisico re
levante, justifica-se a sua utilizacao apesar do elevado cus-
to de memdria relativamente a outras té&cnicas. De fato, desta
maneira calculamos ¢, A e jo (vide (3.3) e (3.4)), onde os
multiplicadores de Lagrange X admitem freguentemente uma in-
terpretacao fisica, como por exemplo, um campo de deslocamen-

to (vide [9]).

Seria importante uma comparagao do tempo de execucac dos
programas associados aos métodos em estudo. Entretanto, come o
sistema DEC-10 trabalha em tempo compartilhado, nac & possivel

tal comparagao.
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APENDICE

Apresentamos a listagem de um programa em FORTRAN IV gue
implementa um método misto aplicado ao problema (4.1), possuindo
a estrutura (vide figura 3) descrita no capitulo IV, nas proxi-

mas paginas.
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