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NOTAGOES
Q- | ; - indica final de na demonétragéo.
7[}.? ] - se refere aé definigdes e teoremas . do apéndiée;
SDCL)' - = indica o dominio do operador L. . |
" ll. - iﬁdicala norma de um elementé em um espago dé_Banach; 
N (L) ~ indica o nficlec do operador L. | .
Im(L)  . -.indicaza imagem do operador L .,
dim N(IL)} - indica a dimensdo 40 subespago N(L) .
_id o . - indica aplicagao idehtidadé definida ém éspagos de_f
’ Baﬂach-‘_ B
Dif o - denota g_i—ésima derivada parcia; de F.
'i(t) - éenota a derivada da funcao % em relacao a variéveit,;
c” - indica a classe das fungdes que sio infinitamente dig
ferenciaveis. - i
< ,> - indica o produto.interno de dois elementos pertencen
tes a um espago de Hilbert. |
KL - indica o complemento ortogonal do conjunto A .
g (S) - denota o espectro de um operador S.
xly - indica que x € ortogonal a v.
X, >.X - indica que a sequéncia xﬁ, n ¢ IN,éonverge para x .
g | - indica o fecho de S.

L,([~%,7])- indica o espago das fungdes reais definidas em [-7,7}
de quadrado integravel no sentido de Lebesgue.
i,(xl,nz) - indica 0 espacgo das transformagaes lineares e contif

nuas.
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INTRODUCAO

A Teoria de Bifurcagido para équagaes &ifefenciéié ér@£ 
Ihérias'teﬁe origémfﬁom Poincaré que se preocupava'em-enCOnﬁraré
'solugSes-periédicas qﬁe aparecém_em.gerél na‘mec&nica-éeleste}A,
teoria tem sido desenvolvida e aplicada por bérios_autores,‘méé‘
sempre voltada para o estudo de solugOes periﬁdicas.dé Equacdes .
Diferenciais.. -

Recentémente-alguma aténgﬁo tgm.sido'dir;gida_para-es—
-~ ta téoria devido a sua fund&mental importancia em probiémas sur
gidos né Teoria da Turbuléncia, no estudo de movimeﬁtbs pefiédi
cos é outros:' | o

O objetivo deste trabalho & estudar aiguns'reéulﬁados-
‘da Teoria de Bifurcagio Seduidos de uma éplicagﬁo & bifurcacao—
" de solugdes de equagoes diferenciais. £ conveniente observar -
que as provas dos teoremas sao recentes e redigidas de tal for-
ma que € necessario somente o conhecimento de cilculo em espa-
cos de Banach, isto significa gue nenhum pré-requisito em Teo-
ria de Grau ou Genus € requerido.

Nos nos preocupamos em estudar as solugles (nao-triviais)-

u()) de uma equacac do tipo F{u,u) = 0 onde F & um operador e
B & um parametro (vetorial ou escalar), as quais tendem a zero
quando u tende para algum valor particular H, chamédo ponto de
bifurcagao. |

Sejam X e Y espagos de Banach e F:¥Y x R —X uma aplica

¢3o C” tal que

F(0,u) = 0, -



iy

para todo p € IR. Seja
S ={(uw) e YxR: Flu,p) =0 e u # 0} .
Um ponto ﬂo pertencente a IR & um ponto de bifufcagab
para o problema: ‘

x F(u,u) = 0, com (u,u) € YXIR

se (O,UD) pértence ao fecho de S em Y xIR.
Consideraremos a bifurcagao em u, = 0. Para ver isto,

expandiremos F como série de Taylor em u, isto e,

F(u/u) = D,F(0,uju + H{u,p).

onde |H(w,w) ] / HuH  tende'a zero, quando Hu” tende a zero.

Agora a equacio (I) & equivalente’a:

(IT) Lu + C{(A)u + R{u,x) = 0 , com (u,r) ¢ YxIR

-

onde L = D,F(0,uy) 7+ A = u-u R{u,2) = H(u,A +u ) e

0

A7T'[D FO, ) + uy) = DF(O,u,)] se X #0,

i

c(x)
D,D F(0,u,) g - se A =0
Portanto y, e um ponto de bifurcagao para o problema(I)
se e sO se A = 0 & ponto de bifurcagaoc para o probiema (II).Da
remos nossos resultados em termos do problema (II).
| Faremos algumas hipoteses no capitulo que‘valem para -
todos os capitulos subsequentes. Ainda neste capitulo motivare-

mos o estudo da Teoria de Bifurcagao atraves de ilustrativos e-
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' xémplds'.
| | 0 cap1tu10 II contem a Redugao de Lyapunov-Schmidt para.
Lo problema II. A idela baslca deste metodo e tomar o problema ‘em
algum espago de Banach e reduzir_para um problema equlvalentg em-”
qm_éspaéo de de dimensdo menor. No'casa,'reaﬁziremoslb problem;a'f-,_-.T
do éspaqo espago de'Bénach_X para Q*espago_N(L)-fnﬁéleo d6 o§§r3'
dor L')'.f | ' -

0 capitulo III contem uma condigao neCessaria para A= 0- @
'ser ponto de blfurcagao e atraves de um exemplo mostraremos que
esta condlgao‘e necessaria mas nio & suficiente. |
Os-préximoé'trés-capituloé contémlrespectivamente-os_.-'
trés principais resﬁitados deste trabalho.
Introduziremos também-no capitulo Vi.a nogéo de bifufcg;
cao assintdtica e discutimos alguns resultad@s desta bifurcagao.
| No capitulo VII consideraremos o problema de bifurcagao

de solugOes 2p-periddicas da equagao diferencial
(111) %(t) + ux(t) + F(t,x(t)) + g(t,x(t)) =0
onde f e g sdo fungdes C tais gue

£(,0) = D,£(£,0) = g(t,0) = D, g(t,0) =0

f{t+27,8) = f(t,s) ; glt+2y,s) = g(t,s) ,

para todo t,s pertencentes a IR,
Usaremos o teorema 4.1 para provar'que p =028 ponto de
bifurcagdo . Para determinar se u = n? & ponto de bifurcagido ou

nao, quando n pertence a '3 , faremos hipdteses sobre f e g. Por



exemplo, se g = 0 entao o teorema 6.2 implicaré que o conjunto
de todos os pontos de bifurcagao para o ﬁroblema (ITI) &€ exata-
mente {n%: ne 2,} . Se - g Z 0, entdao o teorema 6.2 nao pode
‘Sef'aplicado' e usaremos o teorema 5.1 . Daremos dois resultados
'onde’dplicamos o0 teorema 5.1 e enconf;amos ﬁm caso simples guan-
do a’ equagao (IIIi é auténéma'e o teofema 5.1 nao pode ser apli-
| cado; Agora, se j'é uma-fﬁngad pa#_:gformularemos o problema -
(IIT) e deduziremos que_ojconjuntp-_dOS pontos de bifurcacido de
.(IiI)_é.{nzc n €2} . :?ér outro lado, se g & uma"fﬁngéo impar- e
g(sj #_0: para s ¥ 0, os trés teoremas nso podem ser aplicados e
- motraremos que § = 0 & 5 Ginico ponto de bifurcégéo de (IiI),

| Para maior facilidade na compreénsao deste trabalho 6p-
" tamos peia inclusdo de um apéndice, contendo algumas defihigSes
e'enﬁﬁciados de teoremaé'fundamehﬁais,_ﬁtiliZados no desenvolvi-

mento desta dissertagao.

Convém ressaltar que quando falamos da derivada de um o

perador & no sentido de Fréchet .

08880



CAPITULO I

 PRELIMINARES

Seja X um espago real de Banach com a norma | | .
. Durante todo o trabalho estaremos supondo as.seguintes

hipdteses:

H- L: g)(Lﬂ:ZXH%X de51gnara um operador linear fechado[&lde A ﬂ
onde X = N(L)QIm(L} e a soma topologlca do nucleo com a k-
magem de L; assim a projegao P:X—»¥X de X sobrefN(L} associ

ada com a soma direta & continua. Além disso, o dominio - .

,g?(L);-com a norma do grafico ,
=1, = CIx] %+ fux) ?

e um eSpaéo real de Banach,lo qual dendtéremos por XI;iStO'j
decorre imediatamente do fato de L ser ﬁm - operador linear
-fechaao.
Notemos que X, = N(L}®{Im({L)[)X ) e P:X—»X & g¢ontInua.
Denotaremos por 2 o espa¢o de Banach Im(L)mX1 com a -
norma "'[h.
Seja B(XI,X) o espago real de Banach de todos os'operg
dores lineares limitados de Xl em X. O operador L indicado

acima € um elemento de B(X ,X) ;
Hy~ C:IR-»B(X,,X) € uma aplicagao c” ;
H,- R:X xR —>X é uma éplicagéo c® tal gue

R(0,)) = D R(0,1) =0 ,



para todo elemento X de R.

Consideraremos a equagao II, dada na introdug§0 ’
F(x,\) = Lx + AC{\) + R(x,\) = 0,
para (k,l)exlleé o conjunto S = {(x,h)exﬁxIR:F(x,Af=0 e x#0}..

1.1. -~ DEFINICAO: Dizemos Que A= 0 & um ponto de_biéuacag&aipd-
ha o probfema (II) se (0,0) pentence ac fecho de S em

X x
XIIR.

Daremos a Seguir uma série de exemplos de bifurcagao
de solugoes de equagOes nao-lineares.

Analisaremos as solucoes da equagao
(1.1.2) - F(A,u) =0

nnde F & uma transformagao nao~linear de XxIR em X,tal gque -
F(x,0) = 0,para todo elemento A de R.

Uma solugao de (1.1.2) & um par ordenado (i,u) onde u
pode depender parametricamente de A. E Obvio que u = 0 & solu-
cao de (1.1.2) e.é conhecida como solugdo basica.

| O nosso interesse & estudar a bifﬂrcagao da  solugao
basica,isto &,encontrar solucoes nao-basicas que estdo arbitra-
riamente proximas da solucdo basica,quando o pardmetro A tende
ao ponto de bifurcagao.

Suporemos uma forma particular de (1.1.2):
(1.1.3) Au-iu = 0, com A0 = O

onde A & um operado? nio-linear de X em X.
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Diremos que o operador A € linearizavel em u se exis-

te um operador'Tﬁ tal que

o o o S R :
A(uth) - Au =T h + R h ,onde lim.lL_E_ﬂ = 0.
. | | h+-0 [h| =

O operador T_, linear em h, € a gerivada de Fréchet de .

" A em u e pode ser também denotada por 2(u) .

1.2- EXEMPLOS

1.2.1 Congsideraremogs X = IR e examinaremos os seguintes ca-
5083
{a) Para o operador linear da forma £u temos que: .

£a = Ju

e o Unico autovalor & i = 2.
O diagrama de bifurcagao,isto &, o grafico da solugdo

da equagao (1.1.3) em funcao do pardmetro & o seguinte :




Assim,o0 conjunto S é o gréfico acima,com excecao do -
ponto {(£,0). ' ;
Agora,o ponto A=f & ponto de bifurcagiao. De fato :

qualquer vizinhanga aberta de (£,0) intercepta o conjunto S en-

t3o - (£,0) pertence a S.
by Consideraremos © operador ndo-linear
. L, .
Au = fu 4+ cu, comc #O0.

" Assim,

(b.1) fu + cu’ = Au

1l
o

e admite a solugao basica, u

Para A\#f , temos a solugao .
u = (A-2) Jc.
O diagrama de bifurcacdo & o seguinte:

u A

>N




Cada ponto deste grifico,com excecao do ponto (£,0), &
um elemento do conjunto S, e o Ginico ponto de bifurcagio da -

equagao (b.l) €é em A = £,

{e) Seja agora,

Au = fu + cu?, com ¢ # 0.
Assim, temos que u = 0 € uma solugaoc de:
- 3
Au = fu + cu

para todo A pertepcente'aAIR.

Se c>0, entao

u = x q(iéﬁ)/c .

Encontramos duas solugdes reals nao-nulas para A>£ bi

"

furcando da solugao basica.

0 diagrama de bifurcagac & o seguinte:

uA




Os pontos da parébolaﬁ;com exce¢do do ponto (£,0) ,per=-
tencem ao conjunto S, € o Unico ponto de bifurcacdo & A = & .
Se ¢<0, temos duas solugdes reais nao-nulas para -

'A< £ bifurcando-se da solugao basica.

z. .
— %
o | u se |ui<l,
(d) Seja Au = (u?+1) /2  se uxl ,

-(u?+1) /2 se u<-l.
As sequintes situagoes devem ser analisadés :
(i) Para |ul<1l temos que:
u-iu=20,
donde se conclui que X = 1.
(ii) _ Para u»l temos gque:
(uz+1) /2 - Au = 0.

Assim, .



u = (2it ¢4(12-1) Y /2

e tem solucao real para Ai»l.
(iii) Para u<~l temos que:
f(u2¥l)22-; e =0,
donde extraimos
Cu= (-2 Va(ra?-1y )/2

que tem solucaoc real para Azl .

O diagrama de bifurcagdo & o seguinte:

u%i

>y

Os pontos do grafico acima,com excegao do ponto (1,0),
sao elementos do conjunto S, e o unico ponto de bifurca-
gao e X = 1.

Apesar do problema ser nao-linear o ramo apresen—

ta-se em torno do ponto (1,0} como linear.



1.2.2 Seja agora X = R?.

Consideraremos um operador nao-linear da forma

Au = Lu + Cu

onde Lu = (81 0).(‘11)
3 0 Bz 'uz

8, xi{) o
. ¢ COmM B >R >0
(.Bzuz- : ah ﬁz

e C & homogénea de grau 3,isto &,

~ Clau) =.0;30'{u) .

A linearizagdo de A em torno de u =

0 é L. O opera-

- dor L tem autovalores B, e B, com respectivos autovalores

(&) e ()

O operador C estd definido por

2 2
u +
Cu = (Yl 1 (u! : u2)¢> ,.com Y1>Yz>0'

2 2
Y, 9, (u1 + uz)
De Au - Au =0 tiramos
2 2
(31‘11) . (wrlml (u; + u2)> ) x(
: 2
B Uz YU, (up + )

Finalmente ,

L



ey N 2 4 o2
-Bzu1 Ylul(ul u,) Ay,

..Bzurz R PR (ulz +I-u‘zz-) = Ay, ﬁ‘.

Calcularemos a solug@o do problema ndo-linear 'quaﬁdq
u, =0 e u, # 0. Assim

By 'Ylul3 5_)“’1

. _ - - v .
v= V(A - B/,
Assim existe bifurcacao da solugao basica a direita -~ .
de X} = B, e o ramo de bifurcagao é uma parabola no plano' (u, rA) .

Quando v, #0 e u =0 encontramos

u =+ {(x - BI/Y, -

. A bifurcagdo da solugdo basica 6 estd 3 direita de -

A =B, i O ramo & uma parabola no plano (u,,A).

Com u, #0 e w # 0, temos

donde concluimos que

uf+u§= (A - 8)/y, e uw’+u = (r - B, )/,

respectivamente.

ASSim; ’
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A-B A -B
A Y,
: B,y Y
v o= 2 B
_ Y - Y
e
ul2 ¥ u: - B’
Y Y
- 52"(‘ - By, ’ .
Seja agora f = —l 2. Como " 8, > 31 temos gque:
. . _ Y_L - Y, . _ :
* BZ‘Yl —._81 ‘YZ
X o> = 2
' Yy - Y,

2 2
u, + u; > 0,

Assim para uy ¥ 0 e u_'2 # 0 a solucao € um circulo;

‘e as pardbolas sio equidistantes do eixo A . De fato:

B,y - By
= - 1 172
para X = TR temos
up =t (8, = B ) /Uy, - Y,
e
u, =% (8, = B)/(y, = v,0

. ' * * —_
A dist8ncia’do porito (A, 0) aoc ponto (X N{(B=f )/(y -Y,))

-

e \I(BZ---Bl)/(Yl--\"2 )7 e o seu quadrado é (Exz-'B1 )'/(Yleyz) . Por-
tanto o circulo intercepta as parabolas.

O diagrama de bifurcagdo & o seguinte:



-11-

>y

Os pontos do gréfico-acrma;éom ekcegéo dos poﬁtos'_ -
(0'31' 0) e (0,32,0), pertencem ao. conjunto S. Os pontos de
bifurcacdo sdo A = B e .\, = B, *

1 2

0 circulo & considerado uma bifurcagdo secundaria do

problema acima, isto &, uma solugdo que surge da bifurcagao da-
solucdo basica através de uma pertubacao do parametro : em tor-

no de lo =0 .

1.2,3~ Consideraremos o operador do - exemplo 1.2.2 com -
B,=B8,=8 *

Ou melhor,

Au = Lu + Cu

~onde Tu = (g g )-(E:) e C(cu) = g¥c(u}

com



(w?+ ud\
clu) = (nulu‘ 2 ) Y,27,>0.

2 2
Y, wp (0 u;)

Da eqguagao (1.1.3) temos:

n

E 2 2 -
Bul + Yl Ul (ul + uz) Au'l

Bu, + v i;z(grz+u22) = AU, «
A linearizagio de A em u = 0 & L,0 qual tem B como au

tovalor de multiplicidade .dois.
"Encontraremos as solugdes do problema .,

Se u,= 0 e b # 0 temos Que:

Bu1+-ﬁpf =y,

ou- ainda e R ‘
u =t Q(A—B)VYI-
Ent3io a bifurcagdao da solucgido basica estd i direita
de X = B-
Se u1=0 e u,2750 temos:
A birfucagao da solugac basica esté'éf_direifa de -
A=8 .

O diagrama de bifurcagao & o seguinte:
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Os pontos do grafico acima,com excegao do ponto (0,8,0),
pertencem ao conjunto S - O ponto de bifurcagao & A=R8-.

Se ul#-o é--uz# 0  temos:

: 2 | 2
Bul. SR AL (uf + u)) Au
Bu, + quz (u12 + uzz) = Ay,

Ou melhor

2 S T - . 2 2
u? + u? = () En)/wr1 e u'+ u

il

—

o
1

™

Sr .

™

s

respectivamente.

Assim,

e finalmente X = g .
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Portanto ,

il

que & equivalente dizer que w = u, = 0. Neste caso nio temos a

bifurcagao secundaria.
1.2.4  consideraremos o exemplo 1.2.2 com B.=B =8 e =

-= = * IO -
Y, S, T

0 pfoblema se reduz a

=
0
+
[}
r
i

Lo g (A=B) /Y+ .

Negte caso A = # & um ponto de bifurcagdo da equagao -
e o conjunto de solugdes da equagdo acima & uma superfic;"
e de um paraboldide de revolucio ao rador do eixo A.

O diagrama de bifurcagdo & o seguinte:

up

>



caplTuLo I

A REDUCAO DE LYAPUNOV-SCHMIDT

Usaremos a decomposiéao X = N(L) & Im(L) para tro-

cérmOSia-eqdagao(II) por
F(x,\) = Lx + AC(A)x + R{x,)) = 0, com (x,A)eN(L)xIR .

‘Seja Q:X—=X dada por Q = Id - P onde Id denota a -
~‘aplicagao identidédé em X. Assim Q & a projecio de X sobre a -

imagem de L. Entdo,

Fi{x,\) = Lx + AC{M)x + R(x,\) = 0 & equivalente a
0= = apc(M)[Px + Qx] + PR(Px + Qx,})
0 =

- 10x + AQC{A) [Px + Ox] + QR(PX + Qx,1)

De fato; se.

Lx + lC(kfx + R(x,l).= 0} péra (x,X) € AxIR
entao

P(0) PL{Idx}) + APC{A)([Idx] + PR(Idx,k)'

0(0)

QL(Idx) + AQC(X)[Idx] + QR(Idx,7)

Como - X = Jdx = Px + Ox temos dJue;

PL(Px + Qx) + apC(A)[Px + Qx] + PR(Px + QOx,A)

1§

0
{0 = QL(Px + Qx) + AQC(A)[Px + Qx] + QR(Px + Qx,})

Sendo gue 'L(Px + Qx)eIm(L) e P &€ a projeg‘éio de X so-
bre N(L) concluimos que PL{Px + Qx}) = 0.

Assim, .
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QL(Px + Ox) = LOX.

. Portanto,
0 = - XPC(IX} [Px + 0x} _+'1'=R('-P>-: + 0%, )
0 = 1% + .AQC(?\) IPx + 0x) + QR(Px +.0Qx,A).
ISe (x,X) é X ng satisfaz. . .
| 0 = - .'-xpc(.x),[px + Q;_a. + PR(Px + Qx,ih)""

10 = 1Ox + AQC(\) [Px + Qx] + QR{Px + Qx,}\)

entao q@mg Q = Id - P vem:

0 = - APC(X)[Px + Qx] + PR{Px + Qx,})
0 =‘L(Id"P)x +1(Ia-P)C(\) [Px+Qx] + (Id-P) R(Px+Qx;})
0= - aPc(d) [Px + Qx]+ PR(Px + Qx,)\)
0 = LOx + AT(X)[Bx+Qx]+ R(Px+Qsx,\) -APC(X) [Px+Q%x]- PR(Px+Qx,X) .

Agsim,
LQx + AC(X) [Px + Qx] + R(Px + Qx,A) =0

ou melhor
Lx + AC(A}x + R(x,1) = 0, para (x,A) € XxIR

Agora, chamando Px = v e Q(Qx = w temos gue:

encontrar (x,A) € 5 € equivalente encontrar (v,w,\) e N(L}xzim
tal que
0 = APC(AY[v + w] + PR(v + w,})

0 = Lw + AGC(M[V + w]+ QR(V + W,\)
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Seja fiN(L).x 2 xIR->Im(L) definida por

E(v,w,\) = Iw + AMCO[v + W] + OR(v + w,A) .

0 e D £(0,0,0):2—>Im(L) -& dada por - -

(g__Lw) + (QDIR(W,O))' -,
aw  Jw=0 _ - W=D

"Entdo fé ¢, f(0,0,0)

D,£(0,0,0)h
donde concluimos que:
p,£(0,0,0) = L.

A hipdtese H, assegura que L:Z—>Im{L) & um héméo-
morfismo linear; logo D, £(0,0,0) & um homeomorfismo line;'ar e pg_'
lo teorema da fungao implita temos que exitem uma vizinhanga U

de (0,0) em N(L)x IR e uma a.plicagéio c”® g:0—2Z tais que

g{(0,0) =0
e
(v, g{v,A),A) =0
para todo (v,A) €U. Assim,existe uma vizinhang¢a de (0,0,0) . em

N(L) x2 xR tal gue,cada zero'dg f nesta vizinhanga pertence ao
gréfico da g. _
Desde que £(0,0,A) = 0 para todo elemento A de R ,en~
tao g{0,A) = 0, para todo elemento X de R.
Encogtrar _ﬁx,i) €3 é..equivalénte encontrar

(v,)) € N(L) xIR tal gue

(2.1) ApC(M) [v+ glv, )] + PR(V + g(v,2),}A) = 0.
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L]

A egagac (2.1) & chamada " equagio de bifurcagio
associada a (TI) . Este método é"conhecido'como o método de

Lyapunov-Schmidt.



CAPITULO IIX

" UMA CONDICAO NECESSARIA PARA BIFURCACAO

A redugéo-dadainq capitulp'II revela uma condigao'ne4
cessiria para bifurcagao. .
3.1 —.TEoﬁEMA--Supanhqmaé que N(L) = {0}. Entaoc X

ponto de b{&ﬁuca;&o-pa¢q & equagdo.
(II) ~ © F{x,) = Lx + ACLIX + R(x,A) = 0,
‘para (x,1) € N(L) x IR. |

' DEMONSTRACAO:

O grafico da fungdo g, G(g)C N(L) xZx R, &
L G(9) = {(0,g(0,A),0) ¢ (0,\) € U}

onde UCN(L) X IR & uma vizinhanga aberta de (0,0).

Vimos que'g(o,l) = 0 para todo ) ¢ I{.Assiﬁ,
G(g) = {(0,0,A) = (0,X) e U}-

Se p estd suficientemente proximo de (0,0,0) em -
N(L) x 2 xﬁif e p & zero de £, entao & obvio que p e G(g) ,is-
to significa que p = (0,0,1)'para algum A € IR.

Se (x,:) & solugao de (II}, entao (Px,Qx,)) & zero de
f.Assim, para cada solugao (%,}) suficientemente préxima de
(0,0) temos que (Px,0x,)) & zero de f e estad suficientemen

te proximo de (O,Q}O). Asgim, {(Px,0x, X)) & elemento de G(g),

donde,

=0 nac & um
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(PX,QX'A) = (0 I'Of’\-) .

1

Segue que x = 0. - ' S
Desde que P e Q s3o aplicacdes continuas de X, sobre
-X;;cada solugio da equacdo (II) que estd suficientemente prdxi-
ma,dé (0,0) & da_forma (0,2). Como U e S n3o se interceptam e

(0,1) pertence a U,temos gue (0,0) n3o pertence a §. [J

3.2 - OBSERVAGHO:

‘Se zero & um ponto de bifurcagdo de (II),temos gque -
_dim N(L)>0. Est3 condic3o & necessdria mas n3o & suficien

te, como mostra o seguinte exemplo:

Sejam X = X = R, L=0, C(A) =Id para todo ele-
mento A de Re R(x,yyA) = {y®, -x%) para’{k,y;}) & R.

Entao a eqﬁagao (II) se escreve da seguinte'manéira :
Mx,y) + (v?, x%) =(0,0).
cu melhor

AX + yi= 0
AY ~ x%= 0-

Se x for diferente de zero,isto implica que X = -y?/x.

Assim,
-y*/x -~ x3= 0

donde - segue que,
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© que € absurdo, pois x # 0. Sendo

s = {{x,¥y,2} € R*: F{x,y,A) =0 ex#0 , y # 0}
‘temos que § = ¢. Portanto, dim N(L) = 2 e ndo existe ponto de
bifurcagao.



cAaPITULO IV

BIFURCAGAO DE.UM AUTOVALOR SIMPLES
‘Nesta sécggo considerarémps O ¢aso simples_onde_ajdi-‘
mensio de N(L) é'igual a um.
| Para dar continuidade ao nosgo trabalho precisamos J+ o
dos. lemas dados abaixo.
Sejam v, € N(IL)~{0} e r(a,\) = g{av;,ij; -Entao_'r_,
estd definido sobre uma vizinhan¢a aberta V de (0,0) em I]R? ..
4.1 - LEMA: Para cada A proximo de zeno,éig_a'ir(a;X{§ (X)) e- .

-xiate,é a correspondencia r + t(A}) Z uma funcao, -
continuamente diferenciavel com £{(0) = 0.

DEMONSTRACAO: - o .

Sabemos do capitulo III que g:U—Z ' & uma fungdo C. a
" que g(0,) = 0, para todo A.

Agui

li? e~ 'r(a,n)

1L 1im o [glav, ,A) - gw_,x)]

i

Dlg(o,k)v&.

Colocando t(x) = D, g(b,x)%., segue que t &€ continua-
mente diferenciivel.Resta provar gque t(0) = 0.

Para todo A suficientemente proximo de zero,
[L + AQc(M)]:2—>Im(L) . & um homeomorfismo linear . Da de-

finigcao da ¢ temos que:

a~lr(a,n) = -[L + AQC(A)] P {QC(A) v, +a” 'OR(av, +r{a, A} ,A) )
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para o # 0. De fato:
f{v,w,)) = Lw + AC(\N][ viwl + QR(v+w,A).
e na vizinhanga U de (0,0) temos £(v,g(v,})),\} = 0.

£(v,g(v,A),A) = Lg(v,}) + 2QC(A) [v+glv, )] + OR(v+g(v,A),A) =0
o = 1g (v, 1) +AQC(A VAL () [g(v, 1] +QR(v+g(v, M) = 0
S 2C(A)] {g(v,)) 1+QR(v+g(v,3) , A+ QC(A) [vl= 0,

B L+ )@C(Aﬂ .{g(v,x)}___ ='_ ?QR(v+g(v,X) ,.A) - XQC(_M[V]'-r

"

glv,2) = -[L + 2c(A)] "1 QR(v+g(v,A),A) + AQC(M) v},

I

g(av,) -[L + ac(A] T QR(av, +r(av, ;1) ,A) + AQC(X) [av},
a~lglay, M= ~[L + ioc:m]“"'{a-'_?QR(m; +r(av, ,A) A A)HAQC(A) Y, }

'ailr(a:l) = a~lglay ,A) .
Assim,

lim a"r(a,)) = lim -[L + XQC(XY]-?{G"QR(av + r{av 2,2}
-0 e 211 . 1] 0

+ lm ~[n + agc(u] -t hacoy 3.

Através de um calculo direto tiramos que:

Lim a7lr(a,A) = ~[L + 2QC(A)) ThaaciN) y .

Portanto,
t{n) = -[& + xQc()] “taciVy, ,
para todo X suficientemente proximo de zero e t(0) = 0. [J

L



-2~

4.2 - 1LEMA: Seja h:V—aN(L) deﬁinida poa
h(_a;k) - {APC(A)[:V; +a"1r(-a,k)] f'a“‘l_’R_(avo +r(a,\), 1) 42 a 70
APC(M[y +£0] | se a =0

Entdo h e D,h sdo continuas na vizinhanca de (0,0)

e D,h(0,0) = PC(0}v, .

" DEMONSTRACEO:

Os possiveis pbntqs de descontinuidade de h sao da- -
forma (0,X) ?ara todo A na vizinhqnga do zero em Ei;
Como

+r(0'-r.k)‘ rl)

1

. ' - -1 : '.‘PR(“Vb
-&i? nla,)) = lim APC(A Lv +atr(a, ]+ éi?—

o

Apc(MLv + t(A)]

h{0,X) .

Concluimos que h & continua em (0,A).
Para o # 0,
D h(a,A) = PC(A) [y+otr(a, )]+ APDC(A) [v, +a~'x(a,A]] .07 D, T la,2)
+ PDIR(uvD+r(a,l),A)Dzr(u,l) + PDZR(avb+r(a,h),h) .
IPara_ o =0,
D,hia,al = PC(M v, + £(A)] + aepc() v+ tO0]E (V)

Assim os possivels pontos de descontinuidade de D, h
sao da forma (0,A) para todo : na vizinhanga do zero.

Temos que:
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%i?_qle;r(a,l) = 11@ @ }D g(avo,k) |
' = lim o:"'EJ gav, ,\) - D,g(0,)]
= D,D; g(O,?x)vo
=t (1)
111;1 D, h(a,A) lim{PC(}\)[vu + a"r(a.)\)]}
[+ Sl B
+1ip OPDCOA) [v, +a~tr(a, A ] et n) £, )
+1lim{o-'PD, R(av. + r{a,X) ,k)D r(a;n)}
TN l. 9 - _ 2z K g
: +%_3;131{a",_’PD2 R{av, + £(a,)) )} _

= PC(A) [vy + t{M)] +2PDC(N) [ +£ (M) JEMY . .

Portanto;, D, h(a,A) & continua_s_obre U e

"

 D,h{x,\) = PC(O)] v, + £(0))

PC(0)y . ad

4.3 - TEOREMA: Suponhamos que N(L) = {Bvy:p € R e v,# 0} e
que PC(0)v # 0. Entdo X = 0 2 um ponto de bifurcagdo da ¢

quacao:
F(x:)&) = Lx + ;\C(X)K + R(X;)L) = 0:

pata (x,1) € N(L)xR, ist0 ¢, existe uma constante 0>0 e

aplicacoes continuas p:{-¢,0)=>% ¢ q:{-c,0)—>R tais que

p{0) =0 , g(0} =0

-(avu+ ap(a) ,qla)) € 8,

pana 0<lal<o. -



DEMONSTRAGAO:

Existe uma vizinhanca V'de (0,0) em IR? tal que

_(avd,xy € U (onde U é o dominio da fungac g) para'todd_” (v, /3

pertengehte a,vil
Séja rﬁV;?Z definida pof r (o, k) = glav, ,k) 3‘51!11:&“'-3.rpt'-‘-'___'.T

lo lema 4 1, li@ d“r(a’h) = t(l) existe para todo A,t = t(l) e';'

contlnuamente dlferenc1avel e t(O) = 0. |
Seja h: V—*N(L) deflnlda pbr

hm’ N = Aec () v, +o= e (o, ] + a-lpR(av +r(a, . x) Sea A0
| )\PC(A)[V, + t(l)] R ,  sea=0

Entﬁo pelo lema 4.2 h & continua, D,h & continua e
Dﬁhfg;O),='PC(0}vb. Notemos que h{(0,0) = 0 e N{L) & o 'espagof
gerado por PC(0)v, . Pelo teorema da funcdo implicita temos que

existem 0>0 e uma aplicagao continua g:(-g,0) =R tais que
g(0) =0 e h{a, g{a)) = 0,

para todo o com jaj<o.

Para o # 0, temos:

hia,q{e)) = qlayPcla(e))v, + a-'rla,q{a))]

+ PRy + r(a,q(e)) qla]

Sabemos da equagao (2.1) que encontrar (x,\) € S 8

equivalente a encontrar (v,A) e N(L)xIR tal que
AC(N[v + g(v,\)] + PR(V + glv,A),A) =0

e v #0. Assim,



q(a)PC(a(m)) [v, +a~'glav,qla))] +a= PR(av, +g (av, +g (av,q(a) ,q(a))=0
colocando pfla) = a~lg{ave,q(a)), pelo lema 4-1 concluimos gue

o lim p(a) = 0. pai,
-(uvq + ap(a) ,q{a)) € S,
para Q<Id| <g+ 0

4.4 - OBSERVACRO:

A condigao PC(0)y, # 0 @& chamada condigio de transversa-
lidade. A condicio de transversalidade ndo & necessiria -

para bifurcagaoc como mostram os seguintes exemplos:

(a) ' Consideraremos X =R , L = 0, _C()\)' =0,
para tbdp elemeéento A de IR é_R(x,l) =‘ﬁépara todo elémen-
to A de IR . | o . | |
Segﬁe .da equagéo (III) qué. x? = 0 e S =1¢.
Nesﬁe - caso N(L.) = IR, a condigao de transversalida

de naoc & valide e nao existe ponto de bifurcagao. .

{b) Consideraremos X = IR, L = O, C{X)}) = 0 para todo e-
lemento A de R e R(x,)A) = ix®.

Segﬁe da equacao (II) que Ax° =0 . Sendo

S = {{x,2): F(x,A\) =0 e x # 0}
temos gue A = 0 & ponto de bifurcagao.

4.5 - OBSERVACAO: Um estudo mais refinado [ver C.l]pode reve-

lar gue cada elemento de S suficientemente proximo de -

(0,0) em X xR estd sob a curva a —>(av, + p(a) (gla))
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para |a|<o.
~ Para |a]<o, seja a“#(u{a);Qfd))EXﬁtﬁi uma curva C ,
solucao da equagao (II) bifurcando-se em X = 0,isto &, u(0) = 0

e gl(0) = 0. Sendo que: )

il

‘qla) = ag'(0) +-%rq“(01 +~%I_q*“(0) + ...

: Calwn o
Cufe) = au’(0) *Frut(0) +37-uT(0) + ...
o comﬁortamento deste‘ramos-de_solu¢6es podem ser determinados
_dalculando os coeficientes u'(O); u"(0), ... e q'{0), qa”(0),...
Colocaremos' h{a) = F(u(o),qla)). Entdc h(a) = O,

_péra'todo |a[<c;_Consideraremos as equagoes h'(0) = 0, h"{0)=0,

h'" (0) = 0, etc.
k(o) = Lu(w + ale)Claia)) [ule)] + R(u(s),g(a)) = 0,

para lal<o.

h'{a) Lu'(a) + q'(a)C(q(u))[ﬁ{af] + q(a)C( q(a))[u'(aﬂ

+D, R(ufa) ,g(a})u'(a) + D,R{u{a):;ql(a))q'(a) =0,

R'(0) = Lu'(0) + q'(0)C(g(0)) [u(o)] + q(o3c(g(0) fu'(0)]
+D, R(u(0) ,q(0))u’ (0} +D, R(u(0),q(0))q’'(0) = O,

atavés de um cilculo direto tiramos que:
h*{0) = Lu'(0) = 0.

Assim, u'(Q0)eN(L). Se u'(0) = 0 temos gque u{a) = 0.

vamos supar gque u'(0)eN(L)N{0}.
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h"(a) = Lu"(a) + q“(a)C(q(a))[uta)} + q' (a)C(q(a))Eu {a)]
T+ q (a)C(q(a))El (a)] + q(a)c(q(a))[u" ]

D2R(u(a),q(a))u' *(a) + D,D, R(u(a) ,q(a))u (a)q (a)

+5, R(u(e) ,q(e))u’ ()" (@) + D, R(u(a) ,qla))q’ (a)u’ ()

fD;R(u(a).q(anq (a) + D,R{ula),qfa))q"(a).
. E através de ﬁ@'célculq direto tiramosrque}
(4.51) h" (0) =-Lu".(0) + 23" (0)C(0)u' (0) + Df_II{(_-O.,'O)_-u'z(IO'T %0'
e-ehtéo | |
Ph" (0) =I;£’Lu"-(0)_'+ Zq‘(OI)PC(O)‘u'(O) + Pnfg(o,oyﬁl'."’m):‘_ 0,
B.ZQ'(O)I;C_(O)u'(O) +_9012R(0.,0)‘u‘2(-§)'=

A condigao de transversalldade assegura que esta equa
gao determlna g'(o0).

Se *{0) = 0, entao

h' (o) = Lu®™ (@) + q" (@) c( afa)) [uta) J+ g (@) cla(e)) [u' (@] "
+ g"(a)c(a(a)) [u'{a) +a" () clq(a)) [u" (o)]
+ @' c(a(e) [ (@]+ a' (o) Clala))" ()]
T g'(o)Clala)) ['_U""(a)_:l + q-{a)C(q(;x)) [um (ai]

+‘DfR(u(a),q(a))u'(a) +D2DfR(u(a);q(a))u'z(a)q'(a)

+ ZDfR{u(a),q(a))u'(a)u“(a)+DRppTu(a)}q(a))u@(u)@(a)

3 D;DIR(LI(G) g(a))u’ (Ct)q-Z(Ot)-f'DleR(u(a) yala)) ule) )
+ QEDjR(u(G)'q(a))u'(a)q'(u)+DfR(u(a)JQ(G))dz(a)uWh)

+ DleRtu(a);qfa))u'(a)q'(d)u"(a)+D1R(u(a),Q(&))u" )
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+D, R(u(a) ,q(a))u’ (a)u' () +DID, R(u(a) ,q{a))q" (a)u” (o)
+D3D; R{ufa) ,q(a))q* (@) u’ *(a) +D, D, DR(u(w)g(a) ) q' Ta) ula)
+D, D, R{u(a)m(e))q" (a)u' (a)+D, DZR(q(a)_,q(a))q'(a)u‘"!f‘a)_-_
+D2R(ula) ,q(@))g" (@) +207R(ula) ,ala))a (@) g™ (@)
+D, D/ R(u(a) ,q(e))q" (@) u’ (a)+D; D, R(ufa) »a(a)) (@) qla). - |

. +DIR(u(e),a())a ()" (@) +0, R(ula) ,q(a))g™ (o),
Através de um calculo diréto:tiramos que:

W {0} ;Imr'(oy+3q"(0)c(o)uﬁo)+nfa(o;0)w3(0)+3nfR(b,0)ﬂtoxu"(0);o

o

- P(0) = PLu™(0)+3q" (0)PC(0)uY0)+PD R(0,0)u® (0)+3PD,R(0,0) u'(0)ur(0) .
Entdo,
éq"({))PC({J)u'(O) + PDlaR(O,O)u'S(O) + 3PD12RI(_0,Q)u'(0)u"(O) =0,

A condig&o de transversalidade assegura que esta equa
cao determina q"(0) juma vez que u"{0) foi obtida como solugao
da equagaoc (4.5.1).

 Se qi(O) = 0 para igs~1 e gS{0) # 0,entao a bifurcagao & %

-

- transcritica se s & impar

par e - q°(0)> 0

fo1Y

- supercritica se s

i

- subcritica se s par e g°(0) <0.
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x4 X4
X | X1_ - - _ 1
/ I \ R / R
Bifurcagao Bifurcagao Bifurcagio
Transcritica Supercritica ~ Subcritica. -
Podemos ter qs(O) = 0 para todo elemento i de M ,co-

mo mostra o seguinte exemplo:

X = Xl = IR' I, = 0' C()t)
e |-=-x éxp(-xi)senx" se x #0,
R 4= . |

{x,2) o .

. Entao se o # 0 temos que:

Fla,q(a)) = agla) ~ aexp(-a?) sen a~

e o —>{a,gq{a)) & um ramo da solugaoc nao-trivial onde

1 =29,

B .éxp(—az)sen a—! se a # 0,
qla) =1 ¢ - - - se a = 0.

= Id para todo élemento A de R .

' Em particular, se considerarmos a equagdo{II) linear

( R = 0) teremos 'qi(O}'= 0 parartodo elemento i de W.

08880



CAPITULO V

BIFURCACAC AO LONGO DE UM AUTORATO NEO-DEGENERADO

Neste capitulé nao restringiremos a dimensao de N(L).
No ‘entanto, podemos encontrar uma solucdo da equagao homogénea
em . N(L). ‘
| Expreséandd R " como série de Taylor na variavel x,te

. mos:

R(x,A) = R(0,4) + D R(O,M)x +1 D R(0,1)x* +LD'R(0,M) x> + ...
RGM) = I o D RO xS + H(x,))
. k xk - ) I - » - * -
onde DIR(O,A): , X e k-linear e simetrica e

EGO/xIf 0 quando [kl + 0

Sejam N _:N(L)—>X ‘definida por

_ 1.k k
Nk(x) = ETD1R(0'0)K
e
Mk:N(L)—aN(L) definida por
Mk = PC(0) + PNk
5.1 - TEOREMA: Suponhamos gue exdisfe s3»2 fal gque:

1- Nk 0 pana todo kgs-1,
2= Existe z e N(L)~{0} tal que Ms(zn) = 0,
3~ DMS(zo):N(L)—aN(L) ¢ homeomorfismo Linean.

Entao X ="0 € um ponte de bifurcacdo da equagao (IT}.
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1sto ¢,existe uma constante o0>0 ¢ uma aplicacdo con-

tinua p:’(-o.a)--?:vx1 tal qae:"
p(0} =0 ¢ CGZ§+ ap(@),a5'}) € 8,
_para 0<|al<o.

Para demonstrar este teorema,precisamos dos sequintes’
resultados:
Sejam z ¢ N(L)~{0} e q{z,a) = g(dz;as'?). Entao q,e§7.:

ta definida sobre uma vizinhanga aberta de (z,0) em N(L) xIR .

5.2 - LEMA: Sob as hipoteses do zeorema 5.1 temos gque:

lim a'(s")q(z,a) =0 e lim qlg(uﬁ,dsfl) = 0.
o0 , - O->0 . :

DEMONSTRACAO:

- Provaremos dque &i?‘a“(s"}q(z,a) = 0 por indugao.
. Para s = 2,0 resultado segue do lema(4.1l)
Suponhamos que s>2 e gue &&wa”kq(z,a) =0,
para todo k< s-1.

Entao pela definigdo da fungao g,isto &,
£(az,g(az,a571),a%"Y) = 0,
paia (z,0) € UCN(L)*R , temos due:

Lg(az,a5 1) +a572QC(aS™ 1) [azt+g(az, a5'1)1+QR[(az+q(z,a),a5'1]= 0,

e

-1q(z,0) = a571QC(aS™}) [az+q(z,a)] + OR [azta(z,a) 05717,
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"~ Sendo que_.kg s-1, o primeiro termo 5'direitalda igual
‘dade tende a zero (quandq o tende a foo.

' Desenvolvendo em série de Taylor o segundo termo aa'£=
. gualdade acima,vemos que O seu primeiro'termo nio-nulo & da.fo:fJ 
ma: |

- (k+1) 2 o
5T [0 R(0,aS7!) . (az + q(z,0))?]
éara o # 0.
Temos por hipotese que DfR(O;O) E.O. Assim,

by . _ (—k+1 ]
gt [op’R(0,0® 1)Ia2+q(z ) ]=57 {GZQ[DZR(O,a 1) -n?2 R(o g[pz

+ 2ak+‘QD R(0,a8" 1)&a Kq(z, o).

a?XD?R(0,a571) (¥ (z,a)) 2}

~k+1) -
%ﬁ V) ODZR(0,a5™) (az+a(z, o)) 2]=240D, D, R(0,0)65Ta2a ™™+ 27

+ QDfR(O,as“)za"kq(z,a)

o

k= - -
+ 5T 1QDfR(O,aS N [w kq(z,u)]z

: 2 - - ..
Quando o tende a zero, DlR(O,aS 1y & limitada e pe-

la hipotese da indugac o %q(z,0) tende a zero. Dai
oK+ oD R(0,a5°7) (az + a(z,a))2] = oO.

E de maneira similar vé-se que as demais derivadas -

i s-1 lvid drie de Taylor , tend | -

D R{0,q ) , envolvidas na serie de Taylor , tendem a zero quan
1 .

do A tende a zero,para 1« s-1. Finalmente, consideraremos o -

. resto,que tem a seguinte propriedade:



Cse2an) TGOl /xS o,
qﬁan.do';' Hx”l_* 0.

Desde que,

-I[q'(k+1)QH(ﬁz+q(z;a).as"‘)Ils|a1‘(kf‘)|102+q(z:a)IIST‘TIQiji‘

+ alz,a) || 178 HQH(uz+q(z,a);q9f*)|}-

1=

S e k+) fazeqz,o) [[87F = [a] TR*F2) || 24 lqlz,a) || 57T,
. 1 ) ) .

quando o tende a zero temos que a-’q(z}a)'tende a zero.Assim,
k) CpSTY . o . |
|| loz+q(z,a) || & limitada para k< s—-i e por (5.2.1)

deduzimos que:

S - - ! o 1-8
o (aztq(z,a) ,a®" 1) ||, lazta(z,) [} O,

dguando o —+0.
- Finalmente, —La“(k+!)q(z,a)-+0 , quando a +0 ;isto -

prova a primeira assercao do lema.

Como g & ¢~ temos que lim D,g(wz,a® ) = D,;g{0,0),
a0 '
assim do lema(4.l1l) segue—se gue D;g(0,0) = t(0) =0 . g
5.3 - LEMA: Sefam B ={z e N(L): ||z]| <llz, ]| +1 } e ~

h:Bx(-v,v)—=N(L) definida por:

PC(aS™") [z+a~'q(z,0) ]+a"SPR{az+q(z,a} ,a5"!) . se o # O,

h{z,a) Ms(zl)-' ’ de o = 0.

onde q:B%(-v,O)—%Z e definida pon:
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alz,a) = g(oz,a"1),

Entdo h e Dh sdo continuas sobre uma vizinhanga a

bernta de (z,,0) em N(L)xIR.

DEMONSTRACAQ:

Seja z ¢ B.Provaremos primeiramente que h & continua
em {z,0). _
Pelo 1ema (4.1) temos que o ig(z,a) tende a zZero -
quando o tende-a zero.
-PC(aS"I)[z+a‘1q(z,a)] -+ PC{0)z,
quando o + 0.
Sei s»2, © primeiro termo da série de Taylor para

u;s | - | -1 .. a—s ] . - 2
3T PR(az+q(z,a) ,a57!) & g7 PD R(0,a57}) [az+q(z,a)]

f

-5 ' : -s : :
% D R(0,0571) [az+a(z,a)]? = & {«?[PD)R(0,0571)-PD R(0,0)]2"

—zaSPDfR(O 57 za"(s-l)q(z;a)

+a2 (37 pp2R(0, a8~ 1) g (57 g (2,07

Através de um calculo direto tiramos que:

-S

%-,- PDfR(o,aS") laztg(z,a}]2 + 0O,

‘quando o + 0.

Agora,
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il

=7 {(@*P[D’R(0,a57") -D'R(0,0)] 2°

%%SPD:R(U;aS”l)[qz+q(z;a)]3

3 _ . i . .
+3PD;R(0,a% ) a?z2q(z,q) |
+35$PD:R(0,uS"‘)qzqz(z,a)
*35? PD:R(O:as_l)qs(z;ai }
= G-S{QSPD D’R(0,0)a5 2%
3T 21 ! ;

+3¢571PD R (0,687 22 (07 (5 q (2, 0))
#2:2[0257 12D R(0,057 ) 2(a” (ST gzt
) .2 - . T - - o
+§§T qa(S })PDfR(ga}Ba (s 1)9(%0)’]J.
~Quando a tende a zero, qaR(O,asfl) & limitada e

-.a'(s_ﬂq(z{a) tende a zero. Assim,

-8 | ' o
S "pp’R(0,057) [az+q(z,0)]® ~ 0.

L

Usando © bindmio de Newton para as demais derivadas-

da serie de Taylor, temos que:

a_SPD1R(O,asﬂﬂ[az+q(z,a)] = a_s{PDfR{O,aS"')aszs
+sPD?R(0,aS_1)as"lzs_’q(z,a)
+s(sfl)PDfR(O,as")asmzzs_zqz(ZAﬂ+

21 —
+ oo +...+PDR(0,0% 1) g%(z,0) }.

As derivadas até ordem s-1, de maneira similar ten-
dem a zero gquando a tende a zero. Considerando a s-&sima deri
vada temos:
a"SPD?R(O,aS-I)[uz+q(z,a)] = a_s{asPEEPHO,as—l)zs-+...+...+

- s

< R
PD R(0,a% ') z%+...+...
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= +...+PD?R(0,&5‘1)qs(z,a}.
Quando o tende a zero D?R(O,as-l) & limitada e -
s . ' '
a"SPD R(0,a57") [az+q(2z,a)] ~+ PDPR(0,0)25.
Finalmente, consideremos o resto H da série de Tay-
lor, sendo que :
| C & -
(5.3.1) | el /it~ 0
quando |!x{|r 0.
||a_SPH(az+q(z,u),as-1)|L$Ia|_s][az¥

+q(z!d)1 |1SHPH((I1-Z+q(Z:a) ;as_l,}mluz

'f'CI(Z,a)[i:s .

Como |
la] 7% lla(z+a~iq(z,0) ||,

S
e ™% lal® lzta= atz,a) |,

Il

lz+a™ q (2,0 |12

s -
e gquando a tende a zero |[z+o¢"1q(z,a)1|1 & limitada e por -
(5.3.1). |
' ' . - ~-s
l|PH(az+q(z,0) ,0® M. [lz+a(z,a0)|| > 0O,

entao

a™® ||PH(aztq(z,0) ,a57 )] + 0.
Assinm,

lim h(z,a) = PC(0)z + PD R(0,0) 2>
a0 1
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&$? hi{z,a) = MS(Z)

donde concluimos que h & continua.
Provaremos agora dque th & continua em (z,0).Usan~
do a série de Taylor para a aplicacdo R, a aplicacao h pode ser

escrita,para o # 0, como
‘ S=1 . -1, : S..a-- k. L ok
h(z,a) = PC(a®"!) [z+a™'qlz,0) J+5, ., §v  PDR(0,057") [az+q(z, )]
+a"SPH(az+q(z,a) ,a571) - o
onde [[H(x, M| / Ix[f > 0 quando |Ix||: » 0.

Dal,

| | k P
= 8= 571 5 o -1
Dlh(z,a)v = PC(o 1)[yfq~g(az,a )v]+£k_2 ET.P%-R(O’GS }[az

) k
+q{z:0-)]

+ap glaz,aS7H) v].

-1 o :
[av+aD1g(az,as"‘)v]+u“§PD1H(az+q(%&kusdﬂﬁv

Como por hipdotese Nk.é %TQfR(O,O) = 0, para k¢ s-1, temos que:

) - -5
D h(z,a)v = PC(a571) [v4D, ohiz,a® ) v] +51 PP R(0,057Y) [ 2

+q(zru)]s_1[GV+3D1g(GZ;asnl)v]+a—5P%H(ﬁz+q(%gxas_9[gv

+ D gloz,aS")v] |,
1
Através de um calculo direto tiramos que:

s
D,h(z,a)v + PC(0)v + PD R(0,0)2z%¢ ,

quande o tende a zero.

Portanto;

Dlh(z,a}v + D;MS(Z)V ’
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quando o tende a zero,e'Dlh & continua. {J

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 5.1 :
Consideremos a eguagaoc
(S.l.l)PC(ﬁS-l)[é+a'5g(az,asf‘)] ¥a“SPR(az+g(dz,d57J),as_l)I= 0.

Se .(z,a) .é solugéo'da equaéﬁo acima édm z # 0, en- -
tio (az,2%71) @& solugac dé.equagéo_de bifurcagio (é.i);

Vamos encontrar uma solﬁgéo da‘equagﬁo acima na | vi-
ziﬂhanga qé (20,0),.usando o teorema da fun@éo implicité;

Seja B = {z ¢ N(L): |z} < ”zo“ +1}. Entdo existe u-.
ma.constante v> b tal que {faz,as"):]a[<.v e z e B} estd f}
contido no dominio da fungao g. |

" Seja hiB % (-v,v)—>N(L) definida por:

PC(as")[z+a"q(z,a)]+a"SPR(az+q(z,a),aS"I) se a ¥ 0,

h(z, = :
1(z,0) 'MS(Z} | se o =0

onde q:B x(-v,v)—>% definida por
alz,a) = glaz,a5 ).

Segue do lema 5.3 que h e Dh sdo continuas na vi
zinkanga de (z,,0).

Dos itens 2 e 3 da hipbtese, concluimos ques.
h(z ,0) = 0 e D h(z,,0):N{L)—>N(L) & um homeomorfismo linear.

Pelo teorema da fungdo implicita,existem uma constante
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>0 e uma aplicagéo contihua ¢:(-U,0)—+N(L) tal que ¢(0)=0 e
ﬁﬁzo+¢(a)pa) = b} para ‘todo la| < .. Ou éin&a
PC(aS")%u+¢(aT+q;?q(20+¢(alaﬂ+uf5PR(azu+a¢(a)+q(zu+¢(ala)asf9;0f7

. para |al< o.

Colocando

Pla) = 8(a) + a7lq(z,+0(a) @)

enta()r
PC(aS71) [z,+ pla)] + o™5PR(az, +ap(a) ,a®-1) = 0
. ]
(z,+pl(a),a®"!) € 8,
para O<lal<o., O

5.4 - OBSERVACEO:

A solugao z, da equacao {5.l.1) & chamada de autoraio.
Um autoraio tal que DM (z ):N(L)—>N(L) & homeomorfis

mo linear, chamamos de n&d~dagena&ado.

5.5 - OBSERVACRO:

No caso onde s & impar,consideremos a mudanga de vari
Aveis v =az e X = -a°~!.Isto nos conduz ao seguin

te resultago:

Mk = =PC(0) + PNk.
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5.6 - TEQREMA: Suponhamos vatidas as hipﬁteéea'do teorcma 5.1,
thocando MS pon ﬁs . Entao A =0 ¢ pontd de bifurcagdo

e | |

(az,+ pla) ,-aS"!) €S,

j pa&d 0<]a]< o.

DEMONSTRACAO:

Analoga a demonstracao do teorema 5.1.

Note que se s & par, este resultado estd contido no

teorema 5.1, desde que

M (z) =0<> M (-2) = 0. g
s’ - s 0

08880



CAPITULO VI

PROBLEMAS VARIACIONAIS

Estaremos considerando neste capitulo as seguintes hi

pﬁteses adicionais:

- X & um espago de Hilbert e os operadores C e R 830 in-
dependentes de X .

Portanto, a equagao’ (IT) pode ser escrita como
Lx + ACx + Rx =0, para {x,}) e' X, *R. '

Suporemos que L+R & o gradiente de um 'func'ional,isl—._

to &, existe uma fungio diferenéiavel f:Xl—-a»JRI tal que
£ (Iu)_lv = ”<Lu+Ru,_v>
para u,v e Xl , bndé <, > denota c;.h produto interno em X.
6.1 - LEMA: Sob a4 hipoteses acima, .L-i-R:Xl ~>X ¢ um gradiente
se,e somente se,
<Ly, w> = <ILw,v> e <_R'(u)v,w> = <R'(w)w,v> ,

R*(u) ado simetricas sobre X, ,para todo ueX .

DEMONSTRACAO:

suponhamos que f:X —>IR & tal que

f'{u)v = <Lu+Ru,v> ,
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para todo u,v ¢ X . Entao,
f"(u)vw = <Lu+R'(u)w,v>

- para todo u,v,w € X;. Desde que, f“(u):xffaﬂi & simétiica te

mos que:
<Lw+R'(u)w;v}'= ?L§+thu)v,w$

ﬁéfé todo u,v,ﬂ'e-xl.-

Célocandéj u_= 0: g sendd R'(Oj'E 0 teﬁos qﬁe{

<tw,y>'= <ﬁv;w>.
Portanto, L & simétrica sobre 5X1;
Agora,
.<LW+R'(u5w,v>-=.<Lv+R'(u)v;w>,
<Lw,v> + <R'(u)lw,v> = <Lv,w> + <R"{u}v,w>,
<R"(u}w,v> = <R'(u)v,w> ;

donde concluimos que R'{u) & simétrica para todo u ¢ X, .

Reciprocamente, suponhamos que L e R'(u) saoc simé-
tricos sobre X,, para todo u e X,.

Seja f:xl—aﬁ{ definida por

e
flu) = J <L{tu)+R(t,u) ,u> dt .
o

Donde,
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. 1
f(u)

1
J <L{tu) ,u> dt 4 J
0

<R{tuw) ,u> dt
0 i .

1

0.

1 :
<tL(u),u> dt + J <R(tu) ,u> dt
[} ' 0

J

1 : 1

= J t < Lu,u> 4t + J <‘R(ltu) ,u>' at

=-%w<Lu,u2 + J <R{tu} ,u>» at .
4, , .

Derivando a fungéi'o f temos que:

1 . '
‘(v = —]2=—<L\_r,u> + %‘—<Lu,v> + I { <R"(tuw) LV + <R(tu) SV )dt.

Por - hipbtese L & simétrica ; dal
1

E'(u)v = <Lu,v> + J - d <R(tu),tv> dt
0o dt '

= «<Lu,v> + <Ru,v>

<Lut+Ru,v>,

para todo u,v e X . O

6.2 ~ OBSERVACAO:
Suporemos no proximo teorema que C € B(Xl,X) € o gra
diente de um funcional convexo.Isto &€ equivalente dizer

que C & simétrica e nao-negativa sobre X, -
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6.3 - TEOREMA: Sefa L+R um gradiente e sefa C o0 gradienite de.
um funcional convexo. Suponhames que o< dim N(L) <& , -

C(N(L))C N(L) e que existe a>0. tal qué
_ o .
_<CV'V> > o HVH ?
pata todo v e N(L). Entdo X = 0 & ponto de bifuxcacdo - -
dd equagao [IT}. | | | '
- Para demdnstrar o'_teorema precisamos do.sequinte lema:

6.4 - LEMA: - $ob as hipoteses do teonema 6.3 , h:U—TR defini-

da pon R
» ' X + <R{vtg(v,A)),v> se v # 0,
“hiv,)) =¢ <G, - o

A ' : - se v =20

e D, h sado continuas numa vizinhanca de [0,0) em N(L)xIR.

DEMONSTRACEO :

Seja (0,\A) € U. Provaremos que h & continua em (0,i).

Para isto,@ suficiente mostrar que:
IR(v+g(v, N/ vl > o,
quando Hvil'+ 0 , pois

| < R(v+g(v, 1)) ,v>| ll<r(vrgtv, ) > [ . Ivil [vide a.12]

<
l<cv,v>] _ <Cv,v> |

"e da hipotese temos ques:



g W

[Rerrg v AN - Ivil [RGg oIl R

. 3 7
cvov] ST 1]

.entao,

|<Rvtg(v,2)) v | [[RGvrg (v, )] .

<
levosi -~ allvl,

Sabemos que:- '

il

Ol = I el

”V” » pois v € N{L) .

| Desde que,
1lim HR(v+g (v, 2)) -_R(OHL = ilDlR{O)(V+ng,l)HL )
M= fergvall ST

It
o

é suficiente provar que . |lv+g(v, )|,/ {lvll & limitada guando

Il |l + 0. Agora,

im vt (ea)) = 0,00 ¢ 1y Hl9tvn) = go,n )
Wik ltvi] T il vl

assim

]l
Sendo D,g(0,)) limitada, entao ||v+g(v,A) |/ [ivileée 1i
mitada quando ||v|| tende a zero .

Portanto,
LY
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[Rtv+gto, ) | o [RGvegwoan b dvrate i) e
Il INACTCOPN B A

~quando  fv] ~+ 0.

Provaremos agora que Dzh(v,l) & continua em {(0,\)eU.

Sendo T
_ 1+ <DR(vfg(ZéillEgg(Vil)rV>_ se v #0,
Dzh(Vr}t) = o | | ’
T : - se v =0,

basta provar que :

<DR(v+g(§,k))Deg(v,l),v> - 6-
- [

_ < Cv,u>

quando “v” > 0.
| Comno '

| <DR(v+g(v,))Dyg(v,2)>] “DR(v+gfv,l))Dég(v,A)“. lv] -
[< Cv,v>] € [ <Cv,v>]

[vide A.17, e da hipdtese temos que:

oR(v+g (v, M) )D g(v, 0 . Qv] < APRGv+g v, D gtv, M [ . (vl
| < cv,v>] | a lvj °

entao

{<DR{v+g (v, \))D, g(v,A)v>]| < IDR(v+g(v, A)D, glv,A) ] .
< cv,v>| a [vi

Agora & suficiente provar que :

IDR(v+g (v, 2))D, g(v,\) | -~ 0,

vl
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quando v -+ 0. Desde que DR(0) = 0, basta provar gque -

Hng(v,k)n / lvl & limitada quandof-“v" tende a zero.
| Como
Ieogte, 0l D gtv,d) - Dgto,M ]
| Tel - v
‘quando Jv| » 0 temos que: - ‘

'“Dgg(V:l) —'b?gtﬂ,l)'l'_ -a- ' _'"Dlng({_],l)V_" _

Jvlb-
‘e sendo [|0,.D, g(0,1).] limitada, entdo |D,g(v,\)| / §v] & limita

da. Dai segue que D h & continua em (6,0) e . O

DEMOSTRACAO DO TEOREMA 6.1:

Sejam C(ﬁ) € C'(-Z) e W e N(L) .D_ésde gue z € ImL ﬂxl .

é_ntéo existe x ¢ QI(L) tal que:
L(x) =z .

Agsim,

<C(z) ,w> <z,C{w}> ,

<Lx,C(w)> ,

= <3, LC(w)> .
‘Como C(w) e N(L),pois C(N(L))C N{L), segue gue:

ILC{w) =0

<Cf{z) ,w> = 0,
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para todo w € N(L). Portanto,
L 5- 1
C(z) € N(L) e C(z)c N(L)

~ Como C e R independem de i, a equaqéd (2.1) se es

jcreve da Seguinpe manei;é{
APCEy+g(v,A)j‘+ fR(?+g(v;k),l) = 0.

éomo .glv,A).;"z_ent5§.ctgkv,1)) € N(L)+ e Pq(g(v,l))=0.
‘Assim

' (q#;,li : o A.Pcﬁ + PR[v+g(y,A)I = b;

, E para guéquer solugao de (2.1} temos que:
A <Cﬁ,v5.+ éR(vfg(v,A));v> = .Oo\
Seja h:ﬁ—alﬂ definida por._

<R{v+g(v,A}) ,v>

A+

hiv,n) ="
)Y se v =0,

Entao, pelo léma 6.4 concluimos que h e D,h sao con-
tinuas numal vizinhancga de (0,0) e N(L) xR .

Desde que h{(0,0) =0 e D h(0,0) = Xd , segue do te
orema da fungao ;mplicita_éﬁe-exisgep'uma vizinhang¢a aberta f

de zero em N(L) e uma aplicagao continua ¢:V—>R tais que
¥(0) =0 e hiv,p(v}) =0,

para todo v e V.
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¢ & diferencidvel em'V,éxceto possivelmente no ponto

-

Zero. Podemos escolher V suficientemente éequéno tai gue -
v, p{v)) pertence a U para todo elemento v de V.
Para resolver a equagio de bifurcagio (6.3.1), preci- -

 samos éncontrar um'glemehto v de V\{O}:£al Que B
t653-2}A _ : _Q(V)Pév'f'PR(V+9(Vr¢(V)) = Og'r

‘Seja ¢:V—9Z..d§£inida por

b = Glv, () :
'Sejam. a:V—=R e B:V—$IR definidas por
a{v)u= f(v+¢(v))' e .8(V) = %C(§+§(;)),v+¢(v)> , 
‘Ou séja,
B(V) = <Cv,v> + <Cé(v),d(v)> ,

para todo elemento v de V, pois

n

B{v) <Cv+Co{v) ,v+p(v)> ,

i

<CU,W + <CV,0 (V)5 + <GV, v+ <CHlv),h(v)> .

Como ¢ (v) & um eleﬁento de 72, C{d(Vv)) pertence a

- L
C(2) e C{(Z) esta contido em N{L) (Segue-se que
<v,Ce(wv)> = 0.
Por outro lado,

<V, CH(V)> = <Cv,$(v)>



donde se conclui a afirmagao.
Tentaremos minimizar o relativamente & B(v) = ¢ ,
isto &, mostraremos gque,para - €>0 suficientemente pegueno,es-

"te minimo & alcangado em
M(e) = {veV; B{v) =¢l}.

£ claro qué, zero nao’ ﬁ)é;tence a M(e) e B(v)>alv| z
para todo 'v € V. I
| Escolhendo é“suficieﬁtémente pequeno, vemos gue M{c)
eétélcdntido em .W\{b}r onde W & uma vizinhanga aberta de zero
em N(L) tal que ﬁCIV. |
- Como dim N(Lj é. finita e B continua sobre V_. , con=—
cluimo;s que- M(é) é_compac_tO. Sendo a:V—-?IE_ continua, existe -
'vné M(e) tal que d(v&)s'a(v)} para tédo v e Mleg). -
Desde que, ¥ & diferenciavel sobre VN0}, temos dJue
o e f sao diferenciaveis em uma vizinhanga de M{eg). |

Para ¢ positivo e suficientemente pegueno,temos que:
B'{vv ?! o,

para todo elementoc v de M{e).

De fato, através de um cdlculo direto tiramos que:
B (viv = 2 <Cv,v> + 2<Cd(v), o' (WIV> .
2
Quando ||v|| tende a zero temos que:

< Cohiv),¢'(v)v>
2
el

+ 0.,
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e este resultado sera mostrado a Seguir no lema 6.5.
Assim:
2 ) 2,
% gr(viv.> allvlls + o ]lvl) .

Pelo teorema de Lagrange [vide A.13 ]  temos qué:

existe & ¢ IR tal que |
at (v )w = 1?8'({{, Yo,
péra.tddo eleﬁenﬁo-jw ge N(L) . Isto 5,
(6.3.?) .f'l("o +6(v,)) [w'+¢'.(vu )w]lgs'g <C(v°+¢{vu ») ,w+;p5 (xlro Yw>

para todo elemento w -de N(L).
Por outro lado, o funcional f & c gradiente de L+R
e o primeiro membro de (6:3{3):pode ser escrito da seguinte mg'

neira:

(6.3.4) <Ly 4§ (v, )V +R(V +6(V,)) , W6 (v Iw>

para todo elemento w de N{L).

Como I & linear e v pertence a N{L) resulta qge:
L{v,+6{v,)) = L{$(v,))
e dal a éxpressﬁo (6.3.4)3e escreve como
(6.3.5) L6y )RV +6(v )) s’ (v Jw>
péfé ;oéb éiemeﬂﬁaj w. de N(L)-mm

Agora,



54w

RV, +0(v,)) = p{r(v, Jrcj?(xra__).jf + Q[R(x.rn +¢ (v, )]

<yv,w> = 0,

: paré todo elemento v de CIm{L) .
Segue-se que (6.3.5) pode ser escrita da seguihte:mang.

ira:

(.6._3;6) <R(vo +¢(yn )) sw> _'}_'I<L.¢(vo ).+QR(vn+¢(lvo. )), ;d:_' (Vn _) W? | .
_O'segundo_memb;o de (6.3.3) éode éer escrito como

- (6.3.7) ' | E<¢\;'° r“‘b + E<Colvy) 0! (Vb)wé-: .

De fato,

C(Vg.+¢‘(vu }) swtd! (vu Yw : E<Cvﬁ 'ws + £ <Co (V&) >

+ E<Cyy 0" (G Iw> + E<Ch(vy ), ¢ (gIw>

4 L
e Clp(v,)) e N(L) , Clvy) e N(L) , ¢"(v)w e Im(L).
Da expressac (6.3.6) e (6.3.7) temos que:

(6.3.8)  <R(v,+6(v,)) w> + <L¢(vu ) +OR (v, +o (giw>

= [ <Cv, ,w> + _P;<Cvu ,¢'(vo)w> "y

para todo elemento w de N{L).

Agora da definicdo de g (e ¢) temos que :

(6.3.9)  L{6(v,)) + OR(v, +¢(v,)) + w(v)oc[w +6(v)] = 0,
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para todo (v,y(v)) pertence a U onde ‘U & uma vizinhanga aber
ta de (0,0) em N(L) xIR . | 5

Como Cv0 e N(L) e C@(% ) e N{L): temos que:
QC(vn).= 0 e QC¢P% ) = Colvy).
" E (6;3;9) pode éer_éscrita da.sequinte maneira:
-_Iédb(jr;,.) + QR'(y(,*;rb(vu_; Y = #d}(vu YCo(vo )+
-Assim, |

(6.3.10) <L (v, }+QR{V, +o{v,)) ;0" (v, Iw> = _—tp(_vn'}<c¢_(vo) y o' (v, Jw>

péra todo elemento w de N(L).

Agora da definicdo da aplicagdo Y temos que:
h(v,y¥(v)) = o0,

para todo elemento v de V, onde V & uma vizinhanga aberta -

de zero em N(L). Mas,

<R{v,+¥{v,)),v,>
vy, V>

hiviplv)) Fylvy) =0,
Aséim,
(6.3.11) <R{v, ,$(vy)),v,> = =p(v )KCVy,V >.

Considerande w = v, em (6.3.9) temos que:

<R(Vp+0(vy)) ,vy> + <LO(vy ) HOR(vy +¢ (v }) , 4" vy ) vy >

=E<Cv, 1V, > + E<Co(v,) ' (v )V, >,



De (6.3.10) e (6.3.11) segue que:

- {w) <Cv, v, > - q)(vu)<c¢(v°),¢'(\r_n)§n> = E<Cv, ,v, >

1] e
FE<CH (v ), (v, )y > .

Desde que,

|+

<Cvn ' V> +<‘C¢(vu},¢'(,vu)\_ru-> =.‘__g.'(v°‘)vu'¢_o .

2t

seqgue que
B =iy, ) .
Portanto (6.3.7) e (6.3.9) mostram que:
<R(V, ¥6(v,)) ,w> = =P (g I<Cy, ,¥>
para todo elemento w de N{L).
Assim demonstramos que v satisfaz a equagao de bifurca-

gdo (6.3.2) e (v,,u(v,)) satisfaz (2.1).

Para completarmos a demonstragao , precisamos mostrar

gque ,va tende a zero quando ‘€ tende a zero. Mas isto seque do

fato que:

e = BV, )

il

<Cv,,vp +<Co(v)),0(v)> > a "%" 2. 0

 6.5 - LEMA: Sob ab hipoteses do teorema 6.3 ,

<co(v) 0 (v >/ vl + o,
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- quando  [v] + 0. ¢'(v):N(IL)->Z denota a derivada -da:apléica- -
¢do  $:V—>Z dada pon . |

e =gl

DEMONSTRACAO: -

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz [vide A.12] temos:

0 lccowLettmve] L flcatn . [ot(wvf .
N .
Como C g B(xl,X)-temos que:'

Jeotw [, II_<1>_';ﬁtv)~~r_lL‘g lel, Leto L lo*twvl Klow ] [o*(v)vl,
Iv] B ek el

onde X €& uma constante. Dai,

l<cetwi o (mval K Lsn i for(nvf .

jv]® v ” |

_ Assim. e suficiente provar que:

ol . o' mvl, o

Iv]
guando [v] =+ 0 .
Entéo,-
VI _ lav.oonl _Ipgenv, vl
7 D ] S Tvl o reomoeecl

Como’ g.¢ c” e D,g(0,0) = 0 segue que:
(v) - 0 r
v

Para completarmos a demonstragao, precisamos provar que:

quando [v] + 0 .
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lo* (v}, & limitada, quando [v] tende a zero.

Agora,para Ww g N(L) e v e W'éom v # 0 temos que:
¢*(vfw = Dlg(v,w(v)iw + q;g(v,w(v))ﬁ'(v)w_.

Como Dlg(v,w(V)): e ng(v,w(vf) tendem a zero gquando
[v] tende a zéro, & suficiente pro%ar que VY'(vi)w & limitada
quahdo;ﬂv”_ tende a’ zero.
. Masipela definicio de ¥ , -
| h(vyw) =0,

 para todo elemento v de U. Assim,
(6.5.1) D h(v,y(v))w + D, h(v+y(v))y' (VIw = 0 ,

para'tbdo.elemeﬁto w de N(L).'

Pelo lema 6.4 temos que
B h(v,(v)) » Id,

quando v tende a zerc ,onde Id & aplicacao identidade ae N{L)
em N(L)}. |
Agora provaremos gue .DIh(v,w(v)) & limitada gquando -
lvll tende a zero.

Sendo,

<DR{v+d (v) [w+e ' (WIw],v> + <R(v+o(v)) ,w>
<Cv,v>

Dlh(vrw(V))w =

=2 R{v+d(v) ,v> <Cv,w>

<Cv,v>?

A desigualdade de Cauchy-Schwarz fornece que:

L
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|IDR(v+d><v)) e ' (nw] || vl + [R(v+e(v) |Lw]

ID, h(v,u(v)} | g

|<Cv,v >| .
+ 2 fR(vro o) L vl IICIIHvJLﬂin
l<Cv,v>|°

Da hipotese temos que:

HDR(V"'_@(V)) [w+¢ (3w [ el + I!R(v+¢(v) i lIwIl
a?f v’

+ 2 IRl ol icllvllul -

o v

ID,h(v,¥(v)) ]| ¢

®

_ o : ' E 2 '
Como DR(0) =0 e c0nsequentemehte HR(v)n /vl & 1i

mitado quando IRa tende a zero.

Para provar que:

HR(V+¢(V))” [wi ~ o,
"vh

quando |v| - 0, & suficlente. provar gue ﬂiﬁgﬁglﬂ é& limitado

quando [v| -+ D.

Temos que:

[RGv+a(n vl _ IRGro 0 L fvrotn Iiwl |
lvl® lv+o (o |* vl

como

v el el + Hetndff _ 1+ [o(w
u’]“fr—ﬂw T JLﬂrlLv '

seque que:

Nv+é(v)] € limitado, 4uando |v| tende a zero.
vl :

Agora, sendo D uma aplicagdo continua temos que:
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- DR(V+¢(V))£thf(v)wJ - D lim R(v+¢(v”[w+i'(v)wl
10 af v Wie - vl
- = 0.
Assim c_onclu'imos que - D, h{v,y(v) )h £ limitada_.q'uan‘hdo -
lv|! tende a zero e por conseguinte '”cp'(v)” é limitada. - D |

_6.6 - OBSERVACEO:

| _Notemoé que a conclusdo do teorema 6.3 ..n'éo contém a a-
-firmagéb de gue existem curvas continuas de solugdes ndo-
triviais bifurcando—sé da solugao basica,como ocorre .nos
-te_orem'as 4.3 e 5.1 .E tal-.afirmaq;-éo nio & possivei,comb.

mostra o seguinte exemplo dado por Bdhme [ver B.2]
Selja cb:IRz—-bIR uma fungao C_°° tai'que'

¢(t + 2w,8) = ¢(t,s + 27} = ¢(t,s) ,
'para todo t,s pertencentes a IR.
Suporemos que

27
J $(t,s)ds = 0,
. _

para todo t pertencente a IR.
se &R —>IR & defin%ga'por
et,s) = | eemar
para todo t,s pertencent::s a IR ,entdo %6 C .e
| g(t+2m,s) = 8(t,s+2m) = o(t,s) ,
para todb t,s pertencentes a IR..

Seja f:IR—>R definida por
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' =1 =2
£(x,y) (p ,G)exp p | se p >0,
0 v se p>0

onde (p,0) sao coordenadas polares de (x,V) pertencentes a w2,
‘SBeja R:IR—R?0 gradiente de £. Consideremos a eguagao

(II} onde X =-X1 = IR?, L =0 e C=Id, isto é,
grad £(x,¥) + A(x,¥). =0 .

Colocando

la(emY,8)exp-p"2 . se p >0,
F{p,6) ={ (e e o B e
se p =0

temos que (II) & equivalente a.

o
oF -

3F 3F cos8 . ipsen@® o 0
9p R '

o ¥ 4+ 8F
B ' p 38 p
(6.6.1) J L

3F ¥ 42F c0S8 4 otos 6
ap g o9p P

i

il
o

para p>0 e 8¢ [0,27),
assim, se (xX,y:A) € S temos que (p,8),com p>0, & so

lucao de (6.6.1) . Consequentemente

X

= -Aipcog O

0 o

Y -Apsen ©
9F(p,8) P
39 X ~—sen B

0 p

¥ cos B

P P



e o

~-xisen § + yicos 8
Xcos H + ysen

- =hpcos § sen § + Apsenb cos 8§ _ g

pcc’;s?e + psenze

Da definigao da fungdo F, temos que:

%g(p -1 :G)exg-p "_2- =0

ou melhor

- 6
i?(p"-,a)J_J $(p-l,r)dr = o
30 3pd -

e finalmente ' _
| | ¢{p~t,8) = 0.
Suporemos agora qué existem >0 e aplicagoes continu
as
Y:(-0,0)—=>R> e p:(-0,0) >R
tais que

“y{0) =0 e u(0) =20

e {y(a),u(a)) & solugao de (II) para tédo a pertencente a(-o,0).
Seja (r(a),¢(a)) as coordenadas polares do ponto 7Y (a)
pertencente a IR%. Suporemos que existe o pertencente a (~0,0)
tal que r(a ) >0. Entao ¢(r(au)",w(an)) =0,
- Séjd  Kle”conjﬁﬁto das coméoﬁentes gque anulam ¢. Entao

(r{a,) "1;gb(ao }} pertencem a K.
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Como K & limitado e vy e u sao continuas temos ques -
(r(c) "},9la)) € K,
'para todo v € (—0,'q) . Isto contradiz r{f) =0 e assim conc"luhimp_s

que y(a) =0 ,para todo a €. (=g, o)

Para p> 0 podemos escolher 8(p) e lo, Zﬂ) tal gue-"‘
olo 1 8(0)) =0.

Seja y{p) € R? . Consideremos (p,6{p)) as coordenadas’
polares de y(p). Entao (Y(b),X) e’ solugdo de (II) se (p,8(p))
e solugao de (6.6.1).

Assim,

3F cos B + Apcos 6 = O
ap :

3F sen § + Apsenp =0
3p

sendo gue -g—g(e,e(p)) = 0, pois ¢{p~!,8(p}) = O.
Portanto (y(p),X) & uma solugdo de (II) se

Ap) =

O |
a»
ol

S(pe8lp)) .

Logo A(p) = 0 guando p - 0 .Assim concluimos que

A = 0 & ponto de bifurcagao de (II) .

6.7 - DEFINICAD: Sejfa G:¥YxIR—>X uma aplicagdo Cm, onde X e Y
sd0 espacos de Banach . Um ponto u o€ IR, ¢ chamade ponto

de bifurcacdo assintotico para o problema,
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(6.7.1) G(Ur]-l) =0,

{u,u) € ¥XIR se exisfe uma 4QQuEncLa,{(hn,pn)},de ao£u§6g5 de
(6.7.1) taf qae uunﬂ'nconuz&ge_pana 0 infinito e B, convetge

pasra u, quando n converge para ¢ infinito:

6.8 - DEFINICRO: Dizemos que a aplicag@o G:¥YxIR—>X & assintp-
ticamente Linean pana cada ¢ e IR ,quando existe uma apli-

cagao’ Linear limiiada Q?Gtw;u):Y—éx tal que
6w, 1) - B, Gle,mull / fulf = o,
quando Juf + = .

Agora, poaemqs reduzir o problema de bifurcagao assintd
tica para'o'problema da forma ({II). Para isto definimos uma apli
.caéao F:YXIR —»X por'-'. | | |
lul ® 6tu/ Jull®w)  se u #o0,

(6.8.1) F{u,y) =
0 se u=20,

. 2 2z
Quando u tende a zero, [ul” tende a zero e G(u/ful,w
& limitada.Isto implica que F & uma aplicacao continua.
Como

F@,w - Fo,m ] . 2
l — r [ -
"J_rio ||u|| ]ﬁlﬁﬁo ”G(u/ fal rw) |l Hull

Seja agora u =% ,.Isto da
=

lim [|G{u/ Hﬁﬂ ip)“."uu - 1im LEGem i

2 [»0 X1 res x|

* q G(‘”:u) -
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Assim,
DIF(O,U) = DIG(“’:U) '

- para todo u pertencente a IR.
E claro que My pertencente a R & ponto~de bifuréagéoz;
assintatico de {6.7.1) se,e'somente'sé,po & ponto de’bifurcagﬁb

de (II),onde G e F estao definidas por (6.8.1) .

6.9 — OBSERVACAO:
| 0 problemaide_bifurcagéo assintGtica para problemas ?a—
'riacibnais, pode ser discutido usando teorema 6;3 .Supora-
‘mos que X & um espagb de Hilbert real e consideraremos o -

problema ,

(6.9.1) Lx+Ax+ T(x) =0 ,
para (x;l).e XixIR, T:X —X & uma aplicacao c® , tal que
DT (%)} tende a zero ,quando x tende a infinito.
Suporemos qﬁe L+T e uma aplicagao simétrica sobre X e

que T @ o gradiente do seguinte funcional ,
1
h{u) = ] <T'(tu) ,u>dt ,
- 0

para wu pertencente a X1'

De fato;

1
h'{u}v I (<T'{tu)tv,u> + <T(tu) ,u>)dt

o

1

___ I a . ’I’(tu)',tvw-itm' L
e dt
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= <T{u) ;v>" .

Afirmamos que quando lx] tende a infinitc,,HTxH /=

e "h(x)” /”x" tendem a zero. De fato, DT (x) tende a zero'quan

do Hx” tende a 1nf1n1to, 1sto e, para todo e >0, EXlSte 'M_'tai”
. dque HDT(y)H< € Sempre que Jy| >M . | _
Considere x,,um ponto qualquer de X , com Uxu“'# K

Pela desigualdade do valor médio temos que:

(6.9.2) ||T"(x) - T(x, J'H < sup DT (x +t(x-—x ))|| IIx-x .
. - oetey

Para qualquer x € BK(O),onde'BK(O) & uma bola aberta -

de centro zero e raio K, temos que:.

lztx) - 26l < sup [DP(x +e(x-x, [}k |

Como X pode ser considerado tao_grande quanto se quei—

ra , tomgmos K>M e assim
IT(x) - T(xnl"<;eK .

Seja c € IRy . Temos que:

|[T(x) - ‘I‘(-T&—) | < sup |1pT( T%(E‘ﬂ + £(x ~ﬁ))l}.llx = nx“||

6<¢kds

Agora seguem as seguintes desigualdades:

*t(x

)” A octtl% ”DT( (bed]

[z ] - Ith"xﬁ)u <) ren -mEX S -]

(6.9.3) [T0)] <spp T (FE-+e (=)l =+ G |+ [T Gy )

Dividindo a equagdo (6.9.3) por [ x| temos que :



T (x) cx ~EX G| (X
1T (=) | < sup "DT(_W§W+ t{x 'Em")h (jgﬁ T T

K I
v

Dal seque gue para [x||> M

v : X
EI R v B

‘¢ e sendo ¢ arbitrario,po

. Mas -‘c-’b-’a“ tem norma igual a

dembs tomar ¢ >.M e -Como
UT( 23 - lIT(x )Il < ITER - )|

da equagao (6.9.2) concluimos que:.

ITe-SH1 <+ lrix)l -

Assim,

IS0l ”T(Xo )]
= “xH. IIx

Agora, para ||x] >M temos que:

k{k uma constante real) entao

Cbmc ir(x ) ]

< £
M

Assim,

CcX
| T ()

}l{:u_'_[l < &+ €,
-
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donde concluimos que

Mﬁ$L<q+c&+€;=eh

Analogamente, demonstra«~se que hix) tende a zero -
quando a [|x]| @,
Em particular, notamos que:
G{x,2) ='Lx + Ax + T(x)

e assintéticamente 1inear e que DlG(b;l) =T +XI .

6.10 - TEOREMA: Sefa L+T . wum gnadiente.Suponhamaa'que,DT(x)-rO,
quando ||xf,+ @ e que O< dim N(L)<w .Entdo X =0 & um ~

ponto de bifurncacdo assintotice para 7 equacdo .
(6.10.1) - . . Lx + Ax +Tx = 0 ,
com {x,)) & X xIR.

DEMONSTRACAG:

Seja f:X, IR definida por

1 <u,us + “hi( 2 0
TR e O

0- . se u = 0.

Entd3o f:X, IR & duas vezes diferenciadvel.De fato,f &
diferenciiavel ,como soma de fungSes diferenciaveis,com
excecao do ponto u = 0. Mas

<Lu,u>

. . : 3 u
Wl = W Tal, * R LN
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Como Lu » 0 ,qﬁando'lhﬂt+ 0 e u/ Hu}Lé limitado entde

<Lu,u>

%ﬁf%_"w—wr  0__

Seja agora x,:ﬁ%ﬂz.ISto aa:
N . ) ‘ '

. .. u _oas 1 .
Wl ) = a0 -
Pe_la observagao (6.9) temos que ‘h{(x)/ ||x||f_ + 0,quan- "

o l|x]|£—a- », Como 1/ |lx| e limitado.quando |[xl[1 »o ,entdo

| .:l'(%'lﬂlo”l;“x ah(]rul‘"'z) = 0.

Isto permite concluir que:

f(u)

||1.1|r+0 la n =0

e £ & diferencidvel no ponto u = 0,com £'(0) = 0.

Agora mostraremos que f! :X1—->§£ (X, ,R) & continua e di
ferénciével em todos os pontos u pertencentes a &_,concluindo
assim o resultado desejado.

A diferencial da funcao £ no pontc u se escreve da se-

guinte maneiras

f(uy = }i..d_.v;m + -%-<Lu,v> + 2 [|u[lf. E:ﬁ,v:- + <v,u>]h(—u—‘é—ug
L

Y v lull? = ulku,v> + <v.u>]J_
* el uur*’{ fulf

Pela simetria da aplicagac L, pela definigdo de h,pela
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linearidade da aplicagao ht(_ﬁiF)'e'peias propriedades do produ
1 oo

to interno temos as seguintes igualdades:

<Lﬁ,v> + 4.”u]L <u, v>h(—mrr} + h' (“WHF)[V HuH -2u<u, vi]

_f'(ujv_
T {Lu + 4 “U"fh("%jﬁ)u'V> + <T(~mﬂE),v.Hum -2u<u,v>>
= ;Lu+4.ﬂﬁﬂ2h(ﬂﬂ%m)u'v> + <T(;ﬁ%F),v”uﬂz>—€rbw%?0,2u<u,v>>

% <Lu+4. ﬂuﬂﬁ1(|uw)u v> + "u” <TOTWF")‘V> 2<u,v><T(T*W—Lu>

= <Luta, ﬂu”zh(ﬂ—wr)u v> + "u“ <T(75Wr)'V> <2<T(" m) LU, VD

.? %Luf4 Huu h(—mﬂﬁ)u + ”u” T{(: o W) - Z.T( lluz) yu>u,v>

Dal,

f'{vyv = <Lu + Au,v> ,

para todo u. e v pertencente a X:' onde_A:Xi—aﬂz & uma funcao -~

definida por

4 MHthW%E)-+"um%H 1J =~ 2<T (—~r—3) ;u>u se u # 0,

il Huﬂ

Afu) =
0 _ se u = 0.

Assim,& suficiente provar que A & continua e diferencia
- — - »
vel. A e uma fungao continua como soma de fungoes contlnuas,exce

to no ponto u = 0. Agora, basta mostrar que:
lim A{(u}) =0 .,
-0

Agora,

}im Af{u) = 1lm(4 \Iu” h(—ﬂaﬂﬂ + Hu“ T(_ﬂ_rj__)_ 2<T(]|1.1|[") Ju>u)

10

. ~ 11 . -,
Seja agora x-= s « Isto da
]um R



dh{x) x . T{x)

lim A{—>2p) = lim + - 24Ty, P
dare™ TRE e Ol Tl Y T * T Tx

Pela observacgao {(6.9) temos. que guando hx”-*m;riﬁ% + O'._-

fi%; + 0. Como H_T & limitado quando [x[ > «,concluimos que:
x, xl i | | |

lim A(u) = 0,
n=+o - .

A & também diferenciivel em todos os pontos,com excecao
do ponto zero. Mas;

T ( Lw'f"") 1>y

14 A.u | . - g 2
i s [Tl |%%P uu"h(! HE)u +u%#n ”u” Rl v W’ 2 b lad

Nofamente,‘cénsideremos X = :iF_Isto.dég |
din R - g SHaaAEt Tx"‘ R u»&ﬁr T,
Dai,
mﬁ;Oﬁiﬂ% =0
Assim concluim§$ que DA(0) = 0 e A diferenciavel em to

dos os pontos. Isto implica que £ & duplamente diferenciivel.
Pelo teorema de Schwarz [vide A.15 ],f“(u):xr%ﬁ(X?IR)
e uma aplicagao bilinear simétrica. E assim pelo lema 6.1, L+A &

o gradiente da aplicacao f.

Agora, segue do teorema 6.3 que X = 0 & um ponto de bi

. furcagﬁo para a equaqao S R

(6.10.2) : L + Ax + A(x) = 0 ,
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para {x,A) € X xIR.
| Seija .(un,xn) uma Séquéhqié de sblugées nao-triviais
.de (6.10.2) tal que -“unﬂhe A conﬁergém para zero,quando n ten

de a infinito. Assim,
.Lun + lnun + Aun =0 ,

para-toao-(un,ln) € X, XIR .

: u D
Seja agora xnzz'ﬁanTu.Isto da:
_ n '

L(-l—lfx“‘ + ) U—-—nxn o+ A(ﬂ—nﬂxn =0
:lxn n‘%l : xh i . R

-

Dai,

X, S o Xy J; L s x %
L(ngm) + %nnjgﬂﬁ +4"KJ§.h(xn)”§;]i- Il T(x,)- Tﬁﬁwgmf>ﬂzgﬂjfo

e

_ 1 2
L(xn) + Apxp + 4 Hxnﬂlh(xn)xn— 2 Hanl

< > =
n T(xn),xn xn + T(xn) 0.

. 2 -1
Considerando p_= 4_”xn|L‘h(xn)—2.Hxn”1.<T(xn).xn>

temos due

L(xn) + (un + lhixn +‘T(xn) =0 ,

para todo elemento n de WN.
como llu ll  tende a zero,quando n tende a infinito,te
mos que ”xnnJl tende a infinito e consequentemente [lu [, tende a
zero. Assim{quandq n tende a infinito, (An'+_un) ~ 0 e nun“:m.
Portanto A = 0 & ponto de bifurcagao assintdtico de

©(6.10.1) . o
©g888°
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CAPITULO VII

BIFURCACAQ DE SOLUCOES PERICDICAS

Sejam f:IR=>R e g:R™>>R funcdes C , tais que

£(t,0) = D,£(t,0) = g(t,0) = D,g(t,0) =0

- £(t+27,s) '=“‘_f(t.s) i .'g'(_tiéﬂ:S) = g{t,s)

para todo- elemento t,s de IR.

Epcontfal‘émos solugdes da eqﬁagﬁo d‘if_e.rencial
(7.0.1) | ié(t-) + ux(t) + £(t,x(t)) +§(t,i{t:)) =0,
para t perténéenté_ a IR , as quais satj.sfazem- as _c@ndigaés: .
(?.0‘;2) _ xt-ﬂ = x{(m) -e_ x(--'rr) = %(m) .

E Sbvio gque x = 0 & solugao de (7.0.1) e (7.0.2), para
cada u pertencente a IR.
Denotaremos por H o espago de Hilbert de todas fung¢oes

. ~ Lo, 2 -
reais que sao 2m-periodicas e pertencem a L E—n,'rr)] , isto e,

0 B}

o«

k=0 %k

oo

_ ) ca : . oo ]
H = {=& cos kt + Ek=0 bk sen kt Ek=0 ak<°° e Ek

l “—
-

para u e v pertencentes a H..

Aggim,
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Tall = (T g ag + Tpug b)),
Seja
= .y & W 2 @ 2 o
D(S) = {u e¢-H tEp_q K'a <= e__2k=0 k_bk <},

Os elémentos'de'D(S)'séo fungSes Continuamehte 'difef_4L '
renciéveis,tais que uf{t+2w) = u(t) para tddo elemento t de R .

Se u € D(é) entéq ﬁ e H} Agora para u eD(S);cénsiderg‘
mos Su = {. Afirmémos.que_ S:D(SicﬁH—»H. & um operador auto—g.

djuhto [vide A.9 .]. De fato,

<8u,v> <=u,V> :

-1 (7 : '
zﬁjﬁ(tlv(t)dt',

~T

Integrando por partes témos queﬁ-
L - | g o :
éTlrI (t)vit)dat = 5%[v('w)ﬁ(ﬁ)~v(—1r)f1(~1r)—u(1r)\.r (1) +ul-m)v(~w)]

GBI

Como v e u sao fungdes 2n~periddicas temos que:

ﬂ .
%%[ﬂ d(t)v{t)dt %%_<u(t),§(t)>

& <u,s5v> .,

Assim,

<Su,v> = <u,Sv>.

-~ D(S) com a norma do grifico

"“";:IWuﬂ24|hn“z}Vz
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€ um espag¢o de Hilbert,o qual denotaremos por H, .

Podemos notar que:

'1/2‘

- i My o2 o v @ Iu 2
full, = {Zpo(Itk™ag + 2, _ (14K YbEY ",
e existe uma constante x >0 .tal Que
(7.0.3) max|u(t) | + max|ﬁ(t)[<}:ﬂu“1'é

para todo u € H,..

| Afirmamoé ques
1- Ohesﬁeétro de S,G(S),Evide ALSJ e {n?%: h_e N}
2- dim N(S) =1 | |

3- dim N($-n?1) = 2 ,para todo n pertencente W~{0}.

De fato 3

1= ' 6(5) ={u: Su+pu=0 , u ¢ Hl}
Assim,se uy e o(S) temos que:
(7.0.4) _ﬁ + uyua = 0 -

Uma solugdo da equagdo diferencial (7.0.4) & da forma
u(t) =-exp mt ,comm e W.
Portanto u =m”?> e o(s) = {mM?>: me W},

2~ Sabemos que:

.N(S) {a ¢ Hl: S(u) = 0}

]

{u e H, : i =0}

pDai,
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'N(8) = {at + b : t € R e a,b sdo constantes reais}

K
A

Asgim, dim N({(L) = 1.

3= . N(8 - n’Id)={u e H :(S - n?Id)u = 0}

{fueHd : =i~ n?u=0}.
Resolvendo "a equagdo diferencial

~i - n%u = 0,

temos que u(t) = exp kt & solugdo , com k = tin.
Assim,as solucoes da equa¢ac acima se escrevem como

combinacdo linear das fungdes sen nt e cos nt e

N(5 - n?I) = {u e H':u(t)‘= acos nt &_bséﬁ nt,com a,b € R}
Portanto, dim N(S5 - n?I) = 2 ,
Como S & auto-adjunto em H,

Im{S + pId) = N(S + uId)y"

para todo elementoude IR. De fato, se u ¢ Im(S + pId) entao e
xiste w € H, tal qué' u = (S + puId)w. Seja v ¢ N(S + uId).@emqs
que: | | |

<1,v> = <8w + uw,v>

= w,5v> + pew,v>
= <wW,¥> + u<w,v>
= —U<W,V> + p<w,v>

= 0 -
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Assim,u € ortogonal a todo v pertencente a N(S + yId).
Isto implica ques
R
Im(S + pId)c< N(S + pId).

Por outro lado, se z e N(S + uId)'c H, ,isto implica =
due z = X + y com X € N(S + uid) ey e Im(S + uId}.Agora,para'4

todo w pertencente a N(S +.uId} temos'qué;'
:'I<x + yY,W> = -0.-
Assim,
<x,w>‘+ <y,w> = 0,

para todo w € N{S + 1Id). Como y € Im(5 + pIM temos gue existe

reH tal que y = (S + pId)r . Assim,
<y, w> = <(S + pId)r,w> .
" Como S & auto-adjunto temcs que:

<Sr,w> + U<r,w>

U

<{S + urd)r,w>
= <L, w> + pu<r,w>

<, (S + uId)w> .

Sendo que w ¢ N(S + uId) temos que:

isto implica gue... - . ... . Ce e

<y, ,w> = 0.
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Assim,
- Lx,w> =0 ,
-para tddo w e'N(S 4.uld). Doﬁde se conclui qué X = d.-
' Portanto, z ﬁ'y € Im(S + pId ). o

Para u e H , consideremos
R(u(t)) = E(t,u(e) + g(t,q(t)), .

para todo t e R. Rée uma apllcaqao c”, como soma de apllcagoes .

]LFHRM s 0,
u

[ ¥
quando Huﬁ > 0. De fato,

" ( )“ ﬂfgt:u(t)ﬁ “ gl{t, u(t))ﬂ

||g,(n|| t&t

C + e temos que:

Assim,
tim R g lEteuent oy, lateuten]
mpso (Rl fan-+o ““"l e Il
Mas,;
. f{t, ult =
n&ﬁyh al, b, £(t, 0l
= 0.
e . “ .
latt, u(e) | . latt ue) ypor(7.0.3)
mllﬁ_{“o all, Sn&f—“*g max|u{t) [+max{ua(t) :

Da¥,



fa(t,ult))

. : : ”‘J(t:’d_(_L))Hl — -
s Tax (8 (0) XSO T €y juce] T R0 =0
Porténto,
1im LR1U 5.0'.

a0 P,

_-Estuda? a bifurcagao das solugoes da equagdo
%(t) +pi(t)v+”fkt,x(tf)}+_g(t,i(t)) =0,
para.tddo:t perteﬁcgpté é_nﬁ, as'qﬁais satisfazem ‘as cohdigags
x(-m) = x(1) e i(fn) %.i(ﬂ);'

& equivalente estudar a bifurcagdo das solugdes do Seguinte,prg
blema,

(7.0.5) |  -Su + pu + R{u) =0,

com {u,u) e HlxIR.
Considerando L = -5 + noId, A =yu-y, ecCs= 1d, as hi

poteses do capitulo I continuam vélidas.
7.1 - TEOREMA: Todos 04 pontos de bifurcacdo da equacac
-5u + pu + R{w) = 0,
ecom (u,u) € H xIR, pertencem ao espectro de 8.

DEMONSTRACEO :

g(8) = {n®: n e IN}.

Seja Booum ponto de bifurcacao de (7.0.5) .Entdo exis-

te uma sequéncia (u,,uy) convergindo para (u,,0) com u



diferente de zero e

-Sun + wou, + R(un) =0,

Assim,

—Sun +‘!'J°un pou, + M u.n - R(‘-ln)_‘
= un(u0 - pn)-lR(ug)g
Dividindo por (- Huui) témOS-que;
- R("n)

u R » S u :
n _ . n _ _n _ _
(7.?..'1). _ Sﬂu—n“; Uom “——Irun 1(Un P?) + = 3\, 5.

Agora,considerando zp = Wﬁnw e substituindo em(7.1.1)
. . . ) Nl s
temos que:
- _ R{u))
S27 W2y = Z2plupT o ug) "un“;

ISEJa fn = Szn--uuzn._Egtao

' | R Yn
fn =z (u. - uu) + WE;ET
: R(un)
lim £ = lim 2 _ (p_- ) + lim *
h+e "n h¥ "n'"'n g n¥e u il
Assim
lim fn = 0.

Nw

Agora suporemos que (S - unIdJ tem inversa limitada.Dbai,

(S 'uold )zn = £,

implica gue
= - -1
z, {s uoId) fn

-1
lz )= 1(s - wyza) "£0, -
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Por outro lado,’
s = w1y e ] el - wozal ™ e )
entdo | _
lz,l <lIs - w zal g,
Como “z#u= l, temos que
1cgs - w el

Absurdo, pois ﬂfnﬂ - 0 guando n + @,
Pthanto, (8 - p, Id) ndo & inversivel , isto &, exisr
te v € Hl_tal_ qﬁe
(s - poId)v =0

ou melhor;.ud e a(s).

7.2 - OBSERVACKO:

0 ‘teorema nos diz gue todos os pontos de bifurcagao do
problema ndo-linear sao encontrados no espectro do proble
ma linearizado. A reciproca do teorema nao & verdadeira ,

como mostra o seguinte exemplo:

Seja u € IR%,u (ul,‘ﬁz), e A:IR™—sIR2um operador nao

linear tal gue
u + u?
A 1 2
u.-—-
. - 133
u,= W

Entdo, ‘substituindo na equag¢do Au - Ju = 0 temos que
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. o
u,+ u’ u, 0
s it =
u,~ u; u, 0
Através de um cilculo imediato temos que
11'1' + u; =.0'.r'
com {ul,ﬁz) e TR% Dai,
uy ="u2_=I0;
' Assim,a finica solugdo de Au - Au = 0 &-a solugdo nula
e ndo existe ponto de bifurcagdo.

A derivada do operador A no ponto (ﬁl,uz) = (0,0), se

escreve da seguinte maneira:

. o v,
A'(0)v = ( )'
L o Vy

Dai, a derivada & o operador identidade e O problema

linearizado tem 1 como autovalor,com multiplicidade 2.
7.3 - TEOREMA: O ponto p= 0 & pohzo de bifurcagac da equagdao
=Su + pu + R(u) = 0.

DEMONSTRAGCAO :

1 e C =14, o resultado segue ime

Como dim N(S)

diatamente do teorema 4.1 . O

7.4 - OBSERVACAO:

Como dim N(S) = 1,0 zero & um autovalor simples e -
dim N(S - n?Id) = 2 os demais autovalores tem multiplici

dade 2. Dal, todos os autovalores em o{(S)~{0} tem multi-
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plicidade dois . Portanto,.néo podemos usar o0 teorema 4.1 para
asseqgurar gue eles sao pontos.de bifurca@éo.

No gue segue , mostraremos sob certas condig6es,que'
A =0 & o iinico ponto de bifurcagdo da equagio (7.0.5).

Por outro lado,se o teorema 6.3 podé-ser_aplicadp;én-
tao oslpoﬁtos de o(S) sao'pontos‘de'bifurcagéo da'equaqﬁo(%&S)'

Consideremos a primeira possibilidade.

7.5 - LEMA: 0 problema (7.0.5) ¢ variacional bde,e somente se,

g E'O.‘I'

. DEMONSTRACAQ:

Coﬁo S & auto-adjunto sobre H , entﬁo S e simépriqo -
sobre H, . Assim o problema fT.O.S) & vrriacional se,somen
te se, R'(u) for simét;icpjsobre Hl,ﬁara todo elementq u
pertencénte a Hl. |

Agora provaremos que R'(u) & simétrico se e sO se g=0.

R'{u) & simétrico sobre H ,para todo elemento u de H1
<=> <R'{u}v,w> = <R'(u)w,v> , ¥V u,v,we H
<E=> <D2f(t,u(t)v}w> + <D, g(t,ult))v,w>

= <p £(t,ul(t))w + D,g(t,ult)w,v>, V u,v,w ¢ H

T )
> ﬁl.f D,g(t,d(t))vwdt + 5-11;]“ b, £(t,u(t))vwdt
™ 1 m .
- 5%] D, glt,a(t))wvdt + 5;] D, £(t,ult))wvdt
V n,v,w ¢ Hl
m
<> EH B glt,a(e)) [Ve)wle) (e v(t) Jat = 0 Nu,v,weH

-T
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- Agora resta provar que se

(7.5.1), J“ ng(t,ﬁ(ty[étt)w(t)-G(t)kwt)}dt =0, Vu,v,w e H
R | - ' S . : S
entdao g = 0.
| Colocands v =1, a equagao (7.5.i) se escreve como f
Iﬂ DZG(t;ﬁ{t))ﬁ(t)dt =0, Yuv,we Hl;.. | |
- : : :

Resolvendo a integral acima por partes temos que:.

T - _ :
In 2
Gu melhor,

<w(t),D,D,g(t,a(t)}> = 0,
para todo u,w pertencente a H1' Isto implica que -
D,D,g(t,u(t)) = 0,

para todo u pertencente 'a H . ‘paf,

-

D,g(t,ul{t)) = C(u) ,

para .todo t IR, ohde C(u) & uma constante dependendo possivel |

mente de u.

Como u € uma fungao periddica e continuamente diferen
ciavel ,ent3o existe t, pertencente a R tal que u(t,)} = 0.
Desde gque,
D glt,,ulty)) = D, g(t ,0)
=0,

isto implica que C{u) = 0,para todo u pertencente a H, .

Assim,
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D g{t,s) =0,

para todo t,s pertenéentes a ﬁ(,e COmo Q(t;O) = 0, para todo ele

mento t de R, isto implica que g = 0. o

7.6 -~ TEOREMA: Se g = 0 entdo o conjunte de todos os pontos de

. biﬂunéagiq da equacaoc (?.O.S)IE um subconjunto de

6{(S) = {n? : n E‘If}.

DEMONSTRAgEoﬁ'_.
" Sendo g 540; a equagao.(7.0}5) & vé;iacional.EntEo
pelo teorema 6.3 u=202 ponto de bifurcagio.

Agora_pelo teorema 7.1 todos os pontos de.bifﬁrcagao

pertencem ~ao espectro de s, ' IJ

7.7 - OBSERVACAO:
Se g £ 0, voltemos para o teorema 5.1 . Para isto,va-
mos escrever £ e g como série de Taylor na segunda varia-

vel. Sejam s,r >2 tais que

D, £(t,0) = 0,para_ig s-1 e af{t) = ;%fo(t,O) Z0
e .

i;'_ . _ R .
E;git,ﬂ) = 0,para i gr-1 e ga(t) = rlng(t,O) £ 0.

Entao

£{t,p) = alt)p® + w_(t,p)
git,e) = B(E)P" + 0_(t,b)

onde ws:IRL+IR e Brzﬁf—%IR sdo fungdes C~ tais que
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w (t,p)p o+ 0 e 8.(t,p)p™" + 0

uniformemente em t, quando p > 0.

Como as fungdes £ e g sdo t 2m-periddicas temos gque
al(t + 2m) = al(t) e Bt + 2m). = B(t),

ws(t + 2?;5) = ws(;,sx e Br{t + 27, s) =.6r(t,s},

~ para todo t,s pertehcentes‘a R.

7.8 =TEOREMA: Suponhamoa que 2€s<r esi par.Sefa o uma funcdo
impar tal que o '
| T

m
I' alt)senStntdt £0 e J
T _

s(t)senlnt ot # o0,
o~ -~ . -

-

para todo:ne M . Entdo py= n® & ponto de bifurcacdo da e-

qudgdo (7.0.5).

DEMONSTRACAO:

Seja L = =S + n?Id e X =p=-n’. Mostraremos que as
hipdteses do teorema 5.1 sdo validas. Seja P:H—N(L) dada

POI_: A

o T : _ m
Pu(t) %;I u(t)sen ntdt.sennt + %FJ u{t) cos ntdt.cos nt .
-~ . -1

E claro que P & uma projegao.
Agora,. encontrar z, € N(L}~\{0} tal que z+ PNS(Zu) =0

& equivalente a encontrar (a,b) e€ IR2\{(0,0)} tal que

{7.8.1)
0

{ a + h(a,b) =0

b + k{a,b)



onde
| 1 (" | s
h{a,b) = = o(t) {asen nt + becosnt } senntdt
{“ _ _
e S
: 1 (T ' 5
‘k(a,b) = —} a(t){asennt + bcosnt} cosntdt.

L

De fato, seja z € N{L}. Como L = -8 + n’Id temos que

N(L) = N(-8 + n’1d).
Vimos anteriormente que um elemento de N(-S + n%1d) -
'se escreve como combinagdo linear das fungdes .sennt e cosnt .

Entd3c existem a ¢ b pertencentes a R tais que
z = a sennt + b cosnt .

.Sendo,
s

N (z) = ZTDYE(t,002° + pfg(t,0) 25

e
qu(t.O)zS =0 , pois s gr
temos que _
' _ 1.8 5
NS(ZQ) = sisz(t'o)z
= a(t)zs.
Assim, i
_ S -
PNs(z) = P{a(t)z™)
T o m _
: ]
= I al({t)z sennt dt.sennt + f a{t}z cos nt dt .cos nt
T i
-1

. _
J a{t) (a sennt + b cos nt ’° sen nt dt.sennt
=Tt ’

T
+ I al{t)(a 5en ik + b cos nt )S cos ntdt.cos nt

-t
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Portanto,
z + PN_{(z) =0 <> a + J a(t) [a sennt+b cosnf]®senntdt =0 e
K - S
b + a{t) [a sennt +b cos nt]scos ntat =0
~T : :

Assim, para aplicarmos o tecrema 5.1,precisamos encon=—

‘trar (ao,bo) € Rz'\{(OA,O)} - tal que

[ao+ h(a, ;b,) = 0
Ib, # k(a, ,by) = 0

e 'ﬁ(ao,bo) # 0 onde

1 + D, h{a,,b,) D,h(a, sb,)

Ala, ,b, ) = det
D, k(a ,b,) -~ " | 1 + Dzk(ao}b,u)

Agora de (781) temos que k(a,oj = 0,para todo ele-

mento a de IR. Entio (a,,0) satisfaz (7.7.1) se

a = -h(a ,0),
0 0
isto &, 8 :
_ : 1 (" 41 ¥/{1-s)
(7.8.2) a. = -‘ir_j a{t)sen® “nt dtJ
Afirmamos que h e k sdo homogéneas de grau s([vide A.lO]
De fato,
' 1 (T _ s
h(p(a,b)) = -1;-[ a{t) [:p- a sennt + p b cos nt] senntdt

- R

" _
s
= '#'PSJ ‘a(t) [a sen nt + b cosnt]] senntadt

-1



= p5h(a,b) .
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E analogamente para a funcao k.

Péla-Relagao

s h{a,b) =

s k(a,b)

Dai,

de Euler [vide A.14] temos que:

a D,h(a,b) + b D,h{a,b)

a D,k(a,b) + b D k(a,b).

- a¥s h(g ,0)
- _ + .
= ~——I al{t)a sen® ln‘tdt
. T =TT . g . . .

s~1_w s+1
= Qﬂ—ﬁ—gj a(t)a;sen nt

e da equdqio (7.8.2) temos que:

Agora,

Ala, ,0)

D

D

= det

det

4

,h{a, ,0) = -s

(!
o
L]

lk(ao,O)

-
1+ D h(a,,0) D,h{a ,0)

Lle(ao,O) 1+ Dzk(au,O)

[1-s5 D h(a,.0)

0 1+ Dpkla ,0)

- ) (1 + D,k(a,,0).
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Assim, podemos aplicar ¢ teorema 5.1 se 1+p, k(a, ,0) 7 0.
Mas,notemos que: |

m ) [ - ) ’
D,k(a,b) = 3[ al(t) {(a sennt + b cosnat) cos’nt dat

" B -1 - .
= —I a{t){a sennt+ b cos ,ntf (1—sen_2n_t) dt
Tr . . . | .
= ';,"L a{t)(a sennt+ b cosntF 1 gt
v ot) (a sennt + b cosny) S™lsen?nt qt.

' ' s (7 ‘ s )
D ,h{a,b) = —I a{t) (a sen nt + b cosnt) senznt dt

temos que:

: : m™ . . - '
D.k(a,b) = %J a_{t) (a sennt+ b cos nt)s ldt - Dl h(a,b)
-T

e conseguentemente,

as“-is i s-1 '

D,k{a, ,0) = —“T-*-[ a{t)sen nt d&t + s .
T
Assim, 5 Lg o |
Mau,(}) =0 <> 1 + —9—;[-—-1 a{t)sens_lnt dt + s =0
)
"Saos-l " s=1 '
<= 1 + 8 = T J a(t)sen nt dt
-TF

m : :
— (1 + s)al™s = '-;f—J al(t) sen® lnt dt
_ . _ o TR

i

nt dt = s[ﬂ

m

> {1 + S)Lr a(t) sen 1

s+l

a(t)sen3 *nt dt
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' Integrando por partes temos que:

T _ T .
(s + l)I a(t)sehsflnt dt = sJ a(t)sensTl
- K

nt dt
T .

ra) .
- TE;%TH?Jﬂ a(t)sens+lnt dt

Portanto;
Alay,0) =0 <= J a{t) sen nt dt = 0.

T

Agora, pof hipotese [ &(t)sens+;ntdt # 0 entao -

A(ao,O) # 0 - e consequentemente podemos aplicar © teorema 5,1;

Logo A = 0 & ponto de bifurcagao ou melhor uy = n? &

'pdnto de bifurcagéo_de“(T.O.S); - Ell

Existe um resultado complementar, que & o seguinte:

7.9 - TEOREMA: Suponhamos que 2<xr <s e que r & par. Seja 8~

uma fungao par Lafl que

™ . .
I B{t)sen*nt.cos ntdt # 0 ,
m

-

para algum n e N. Entdo p = n® 2 ponto de bifurcagdo -

da equagao (7.0.5) .

DEMONSTRACAQ:

Esta prova sera analoga ao teorema 7.8 e por este moti

vo omitiremos‘os detalhes feitos anteriormente
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Encontrar z, € N(L) tal que ZoLl' PNr(zo) =0 &  eguiva-:

i . . 2
lente a encontrar (a,b) € IR tal que

L b + h(a,b) =0
-a + k(a,b) =0
‘onde- o
' : P . r
~h{a,b) = —%—J B(t)(a sennt+ b cosnt) senntdt

-1
k{a,b) = —;J B(t)(a sennt+ b cos nt) cos ntdt .
_ ) L S _ ‘ . _

Agora, h{a,0) = 0‘ | para todo a 'peftencer'lte alR ¢ -

assim (a ,0) & solugdo de (7,9.1) se

1l IS S o - i

TT—J | B(t) a, sen nt.cos nt at
T

r o7

a°T_J B(t) sen'nt.cos nt dt

1)
H

I

=T

L 1/(1-1)
——I B(t)sen nt .cos nt dt T

a = ix
-

ou ainda
° {

Para aplicarmos o teorema 5.1 precisamos provar:

Ala, ,0) # 0
onde
y lei_(an 0) -1+ Dlﬁ(a'o . 0)
A(ao,O) = det . - _
- 1 + p,h(a,,0) Dk(a,,0)



-

Como h.e k sao homogéneas de grau r temos pela ‘Relagdo -

de -Eul-ef [vide A 14:] .qure

" 'r h{a;b) = a D,h(a,b) + b D,h(a,b) ,.

‘r k(a,b) = a D k(a,b) +b D k(a,b) .
Assim;:

| r hia, ,0) = a D hia ,0)

i

r ﬁ(au,O) = aonlﬁ(ao,ﬂ} .
Ent3c concluimos que
" Dh{a,,0) =0 e Dl'k('ao,{).)‘l =r.
Agora,

0 ~1 4+ r

IE(ao,O) det

1+ D,h(a ,0) Dzk(ao,O)

)

{(1-x) (1 + D, h(a, ,0))
Portanto, precisamos mostrar que:

(1-r) (1 + D,h{a, ,0)) # 0.

Ora,como
N T
Dzh(aD,O) = ﬁlj B(t)af_lsenrnt.cosrt dt ,
- m
segue—-se qué
r af lm

B(t)senrnt.cosrm dt
-T

1 +D,h(a, ,0) =1+
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=1+ r.

Entao concluimos que- E(ao,ﬂ)‘% 0. Pelo teorema 5.1 =

2 & ponto

A = 0 & ponto de bifurcagdc de (7.0.5), oun aiﬁda'u = n
de bifurcagio de (7.0.5) .- o

-'7.10‘— OBSERVAQEO;.
| E_clard'que'as~hip6tése$_dos.teoremas 7.8 e 7.9 podem
ser validas para ‘algum n ‘ﬁeftencente a INe nao paré ou

-trosﬂ No entanﬁc;é:fécil‘analisar_casos.nds guais elaé -

{falham para'ﬁﬁdo n pertehcenté'a N ', como ﬁostra o se

guinte exemplo:

‘Para 2 <s<r ,  constante,

I R . : L _
K S se s e par,:
h(a,b) = | s-1 | |
' C.ala®+ b2y 2 .- se s e impar
f e N
( 0 se s & par
k{a,b} = ¢ _ s—1

c.b(a?+ b2) 2 se s & impar

-
6ndé- C & uma constante dependendo somente de o e g,

Assim, se S & par , encontrar .z # 0 gue satisfacga
z+PNS(z) = 0 @ equivalente a éncontrar (a,b)4;IR2\{(U;0)}

tais gque

i
o

a + h(a,b)

. b + k(a,b) = 0.
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Dai,

a = 0' e b = 0.

Portanto, z + PN (z) nao tem solugido em R\{(0,0)}se s

Se £ & impar temos gque:

4

“a + ¢ ala?+ b?) _; 0
o sl
‘b + c bla?+ b?) 2 =0,
Isto implica que:-l

Portanto, & solugdo em IR™N(0,0)} & um circu;o;'
7.1 - TEOREMA:-'Suponhamoé que
f(-f,S) = f(t,S) e g(-t,-s) = g(t;s):

para todo t,s pentencentes a R .Entdo 0 conjunto de to-

dos 04 pontos de bifurcagdo da equagdo (7.0.5) e
U(S).= {n?: ne IN}.

DEMONSTRACAO:

Seja J = {zk=0 a) cos kt : zk:o-a; <w}. Entao J & um -

subespago fechado de H. Seja J, = J1H . Notemos que ,

5{J,)C J . Denotaremos S[H por T . Assim,
- o . . . . _ -

ofT) = {k%: kx € TN} .
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 Afirmamos gque dim N{T - k?Id) = 1l,para todo k pertencen

te a IN . De fato,

N(T - k2Id) = {ve J : (T - k?Id)v = 0}

{ved:v-xkx% =0} .,
Resolvendo a equagao diferencial, -
"o 2
v-kv=20
‘temos que as solu¢cdes Se escrevem como combinagdo linear das -
fungSés senkt e coskt. Como sen kt nao pertence a J, temos=-
que as solugbes se escrevem como combina¢do linear da fungao -

cos kt. Portanto, dim'N(T - k213). = 1.
| Nossas hipdteses implicam que R(J,,CJ e podemos con
siderar o prdblema,
(7.11.1) -Tu + uu + R(u) = 0,
para (u,v) € J x IR , onde R =‘REJ .
' 1

Pelo teorema 4.1 temos que cada autovalor de T & um -~
ponto deubifurcagao'da equagao (7.11.1) e, consequéntemente,da -

equagao (7.0.5) . O

7.12 - TEQOREMA: Suponhamob que £ e g 4ao fungoes Lndependentes
de t , sg(s) ndo muda de sinaf para s eIR e que 0 zero e

um zero isofado de g . Entac n=0 ¢ o ponto de birfucacdo

da equacao (7.0.5) .
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DEMONSTRACAO:

Suponhamos que (x,u) € uma soiﬁgao da equagac (7.0.5)

Dal segue-se que
(7:12.1) R(E) + pk(b) + £(x(£)) + g(i(t)) = 0 .
. Entdo

SRR+ FR(0) 2 ¢ Flx(0)) = ~g (R0 X(D)
.'para todo_tfpertenqente IR , onde F(x{t)} = I f(r) dr.
B S L : . 0 :
Definimos  E(t) = %?x(t) + %fx(t)z + F(x(t)).

Assim,

ELY - gk k(1)

 Agora segue?sezda hipSEESe,éué gtgiﬁ)ﬁSO muda.de-sinalg

‘Isto significa que E(t) € mondtona. Como x €& periédica,.
concluimos gque E(t) & constante e %EELE) =0 .

Dai,

g(x(t))x(t)

n
L]
-

Isto implica que g{x(t)) = 0 sempre que x(t) for diferente
de zero. Sendo x periddica, existe t pertencente a R tal

que x(t,) = 0. Assim,

I

g{x(te)) = g(0)
=0
Como O zero & um zero isolado de g temos gue nao exis-—

te i(t) diferente de zero pertencente a uma vizinhanga
LY
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do-éero em IR gue anule g. Sendo x uma funcdo continua e -
g(x(t)) = 0, para todo i(t) # 0, podeﬁoé concluir que x(t) = 0,
para todo t pércente a IR e-consequentemente x(t) e uma cons-
~ tante, a qual denotareﬁos_por c. Substituindo na equagao(7.12.1)
temos que: | |

pe + fle) =0 ,

ou ainda : o
| u = —(—)-f e :. .
. B c i
Se ¢ converge para zero , istb‘implic? que
1im = 1im &
Csd c+t ©C
= 1iq 46 = £(0
C0 o C
= DE(0)c
= 0. |
Assim, o unico ponto de bifurcagao da equacdo (7.0.5)
e u=20. O

7.13 - OBSERVACAO:

Notemos o forte contraste entre os teoremas 7.11 e 7.12.

Se g(s) = ske f£a independente de t, o conjunto de to

dos os pontos de bifurcagao da equacgao {7.0.5) &

{n?: ne N} . se k & par

{0 se k & impar.
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De fato, se k & par entdo g(s) = g(-s) e f(-t,s)= £(t,s)
e,pelo teorema 7.11,temos gque © conjunﬁd de todos os pontos de
bifurcagao & {n’: ne IN}-. Se k & impar, s g(s) = g+l e

assim s g{s) nao muda de sinal , Pelo teorema 7.12 o dnico pon-

to de birfucagao de (7.0.5) & o zero.

ogege
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. APENDICE

Este apéndice contém certos conceitos e teoremas funda

mentais usados na dissertagao.

A.l - DEFINICAOQ: Seja X um espago real de. Banach. Seja T:X—>X

um operador linear. O grdfico de T & o conjunto de todos =

os pontos no espak;o produto. X xX, da fqrma {x,Tx) com ~

X € Q(T) . O operador T & fechado se o_'gr'éfj:c'o é .fechadd :
no espago produto X xX, ‘ou equ:.valentemente. o operador

T & fechado se X € c@(T) ¢ Xo> X, T(x ) >y 1mp11ca que o

x 89(‘1‘) e Tx=y.]_T).l]-

DEFINICAO: 'Sejam X,¥ pertencentes a um espago de _Hilbe'rt._

Dizemos que X,y sao ortogonais S_e <x‘,y> = 0..[8.1:[-

DEFINIS;KO: Um vetor X pertencente a X, X espaco de Hil-

bert, € ortogonal a um conjunto nao-vazio S&X se & orto-

gonal a todos elementos de S . [5.1]

_ - N
DEFINICAQ: Complemento ortogonal de S, denotado por S ;

& o conjunto de todos os vetores ortogonais a S. [5.1]

DEFINIgﬁog Seja X um espago de Banach. Seja S:X—X um o

perador linear. O conjuntc de todos os autovalores de § &

chamado espectro de S, denotado por o{S). |:S.1:|

DEFINICAO: Seja N um espago linear normado.0 espago dos-
operadores lineares continucs de N sobre IR, € chamade o

espago conjugado de N , denotado por N* . [5.1]

t |' 1 - r

BIP f!OnCA CENTRAL

i
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A.7 - DEFINICAO: Seja T um operador linear sobre N. Seja -
T*:N*~>»TR definido por - |
[T*(£)](x) = £{T(x}) ,
onde f pertence a N* e T* & chamado Q_cdnjugado de T.[}.lj; o

~A.8 - TEOREMA :Seja H um espago de Hilbert . Seja f um fuﬁcio-
nal pertencente a H*‘. Entgo existe'umlﬁnico vet0r y. em H'

tal que

£(x) = <x,y>,

‘para cada x pertencente a H . [5.1] -
Sejam 'y pertencente a H e fy o funcional corresponden

te pertencente a H*. Assim, temos que .

0.

| (T*£,) x fy (Tx)

<Tx,y>.
Agora consideremos as aplicagdes:

: *f = F —»yz ,
y—&fy—vT v z 7%

Seja agora z = T*y . Assim

(T*fy)x fz(x)

= <X,2>

<x,T*ys .
Portanto,— -

ax,y> = <x,T*y> ,
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para todo x,y pertencentes a H. [5.1]

A.9 - DEFINICAO: Um operador T:H—H & auto-adjunto se T* =T,

A.l10 -

A.11 -

(1)
(ii)

{iii)

(iw)

A.12 -

[-1]

DEFINICAO: Seja £ uma . fungao definida em X, X € um espa

_¢o de Banach. Dizemos que f & homogénea de grau m se e

xiste um inteiro positivo.-m tal que f(tx) = t?f(x),paréj

todo t pertencente a TR e diferente dé_zero'e_para todo x -

' pertencentea x. [L.1]

TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA: : Sejam X,Y,%Z espagos _'de' Ba-

nach. Séjam (xu,yoi pertencente a XxY e T um aplic&gscv

continua de umé vizinhanca A de.(ﬁ;,g;) gm_Z‘tal qﬁe‘ﬁzT

existe e & continﬁa_em A.;Suponhamos que T(xo,yo) = Q e

DéTtx;}yﬁf & um homeomorfismo linear de Y em Z. Entio e-

xiste uma vizinhanga aberta U de x& e existe uma vizinhan
ca existe V de yh tais que’

Existe uma Unica funcao continua £:U->V tal que -

T(x,f(x)) = 0, para todo x pertencente a U.

SexeU e yeV, T(x,y) =0 entdo £(x) = y.

Se T e C (A) entao f ¢ C (U) e a derivada de £ & dada por
Df(x) = -[D,T(x,£(x)]% D, T(x,£(x)) .
n - n
Se T ¢ C (B) entao f ¢ C(U). Eﬁ_;]

DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ: Se ¥,y sao dois vetores

pertencentes a H, H espaco de Hilbert, entao

| (xe0) | <=l vl - 5.1]
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A.13 - TEOREMA DE EULER-LAGRANGE: Sejam UC IR™ aberto, f£:U—IR

uma fungdo de classe C' e S 0 subconjunto de U de todos
X pertencentes a U tais que f(x) = 0 e grad £(x) # 0.
'Sejam PeSe g:U—> R uma funcao diferenciavel. Supo

nhamos que P e um:pdnto de maximo de g, isto &,g(P)>g(x)

' para todo s pertencente a S. Entdo existe u pertencente-

a IR -tal que

A.l4”f

A.L5 -

-

. grad g(p) - ugrad £(p) . o [L.lj

RELACAO DE EULER: Seja f£f uma funcdo diferenciavel scbre

IR". Suporemos que f & homogénea de grau m . Entéo
3£ £ o £(x). L.1]

: 5
X &= 4+ -0 4 x £
15%}- o ax_

TEOREMA DE SCHWARZ: .Seja £:U—RPuma aplicagdo de classe
c? (UC IR aberto). Para cada x € U, a segunda derivada

£ (x) egz(m.n,mn) é uma aplicag@o bilinear. [L.2]

00QO0
(olnle)
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