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INTRODUGAO

A presente dissertagao & o desenvol
vimento do artigo de Alencar, Aron e Dineen ([1]), onde
eles encontram um espago reflexivo de fungdes holomorfas
munido com a topologia portadora de Nachbin.

O dominio de tais fungdes holomorfas
sera qualquer aberto equilibrado de um espago de- Tsirel'son
e o capitulo I trata do desenvolvimento de tais espacos
e suas propriedades, bem como, de seu dual; sendo basea
do no artigo de Tsirel'son ([20]).

O capitulo II trata de espagos de po
linémios e produtos tensoriais topoldgicos. sendo baseado
nos livros de Greub ([5]),- Grothendieck- ([6]), Schaefer
([18}) e na tese de Ryan ([17]); e serve como prepara
¢ao ao capitulo III onde, baseados na tese-de Ryan ([17])
enunciamos condigoes necessarias-.e suficientes para a re
flexividade de um espago de polindmios n-homogéneos con
tinuos; e depois baseados no artigo de,Alenqar! Aron e
Dineen ([1]) mostramos gue o. espago de -polindmios com do
minio num espago de Tsirel'son satisfaz a estas condigoes.

No capitulo IV estudamos . decomposi
¢oes de Schauder e suas relagdes com semi-reflexividade
baseados no artigo de Cook ([2]); e este capitulo serve

como preparagao ao capitulo V onde estudamos  condigoes



suficientes para a reflexividade de um espago de fungodes
holomorfas com a topologia de Nachbin e mostramos que o
espago das fungoes definidas e holomorfas num espago de
Tsirel'son satisfaz a estas condigdes. No capitulo \'

nds nos baseamos no artigo ([3]) e livro ([4]) de Dineen.



CAPITULO I

Espagos de Tsirel'son.
Definigao 1-1

Um espago normado E & dito finitamente universal se e
xiste C>1 tal que para cada espago normado G de dimen
sdo finita existe um subespago FCX da mesma dimens3o e
um operador linear inversivel T : G»F tal que:

el 1173 <c

Lema 1-2

Suponhamos que exista C>1 tal que para cada N € N exis
te um subespago FCE de dimensao N e um operador linear
inversivel T:ZwN + F, tal que ||T||.||T—1|| < C. Entéo
E é finitamente universal. Como conseqiiéncia o espago

£ é finitamente universal.
Prova

De fato, se G & um espago normado de dimensao finita, en

-

tdo como S(0,1)CG' & totalmente limitada (pois & compac
ta) conseguimos N funcionais lineares ¢ p..,gne:S(OJ)tg

: N
is que: S(0,1) C U B(gi,1/2).

i=1



Se xeG existe um funcional g e8S(0,1)
tal que g(x) = |lx]l. Logo existe 4 com 1sisN, tal que
[lg-9,11<1/2, o que implica: [gtx)| < |g; )] + |Ixl|/2.-
assim |Ix|| <.lg 00l + Lxll/2 > [Ixll < 2lg;001.

Entao definindo U : G+£2 por:

Ux = (81 (X),...,8,%), temos que: ||ux||_s||x]]s2||ux]],
para todo XeG, donde ||U}|s1 e ||u”"||5-2. Assim supondo
que existem C>1, e T:LE +F com ||t]].|]lT™H] <c, segque

que existe 2C>1 e ToU:G < ToU(G) cam: ||Tou]].|| (o) ™*||<2c.

- Lema 1~3

Se E é finitamente universal e f£:E*F & um isomorfismo

- topoldgico, entdao F também & finitamente universal.
Prova:

--Dado G-de dimensao .finita existe T:G*E com WHL|h71"<C.

'Assim  £0T:G>F . e satisfaz [[foT|.]l(fo)™ | < ll]]. I~ )| c.
Definigao 1-4

- Um espago vetorial normado & uniformemente convexo se da

do €>0 existe § > 0 tal que [X[l = [yl e [x=viPerlx+yl<2-s.

Exemplos: oOs espagos £1 e £, n3do sao uniformemente

convexos pois para o £: tomemos X=¢:, y=¢2 e para o

£ tomemos X=e1+¢y, y=€1-€;. Os espacgos Lp, 1<p<e
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sao uniformemente convexos ([10]1, 8§26, 7 (12)).
Lema 1-5

Um espago normado &€ uniformemente convexo se, e s6 se, da
do e>0 existe 6>0, tal que: ||x||s1, ||y||s1 e ||x~y||>e -
[yl [ <2-6

Prova:

Seja E um espago uniformemente convexo. Entao dado £>0
existe 0>0 tal que ||x||=||y||=1e]|x=y||>e/2+||x+y]|<2-6.
Sejam agora x e yeE com ||x|] 51,
Nyl s 1 e [x-yll > e:
1. se ||x|] <1 -e/4 ou ||y|]] <1 - e/4, entio -
| |x+y]| < 2 = e/4.
2. se |lx]] <1-106/4 ou |[|y]] <1 - 06/4, entdo -
| |x+y|]| < 2 - o/4.
3. se |lx]] e }lyll 21 - ¢€/4 e .1 - 6/4, entdo -
| |x-%|| s 674 e ||y-7|| < 6/4, onde % = x/]|x||] e

y = y/||y||. Segue que I]x#y]l < |l§+§|| + 06/2.

Por outro lado HSE—xH < e/d e ||§-—y|| < e/4, donde
[12-7]] > |lx-y|| - e/2 > e/2. assim |[#+F|| <2 -0 e
seque que ||x+y|| < 2 - 8/2.

Ent3o basta tomar & = min{e/4,e/4}.

Proposigao 1-6



-10-

Um espago uniformemente convexo nao pode ser finitamente

universal.
Prova

Supdnhamos que E é finitamente universal com uma constan
te C e & também uniformemente convexo. Existe 0 ¢(0,1)
“tal que |fx|}] s 1, llyll 1 e ]| x-p)/72]] > 1/c = -
| txeyd /2] < 0. |
Dado um operador inversivel_T:di&TE;

2-N

mostraremos que llTlI.IlT—1||:>min(C,e ) (isto nos 1le

vard a uma contradigao se escolhermos N suficientemente
grande e T tal que ||T||.||T—1{|<C). Para N = 1 temos
fﬂlT[l.lIT_1||21$e. Para outros valores de N usaremos a
“prova de indugdo. Suponhamos que T:lﬁ + FCE & inversi
“-yel. Assumamos que 12_1 estd imerso em Lz de modo na
N-1

‘tural e consideremos- a restricdo U de T-a%

o
suficiente mostrar que llU]lsellTII (pois  temos que

et e ol e e min e 62 emin ;627N

), pela
hipdtese de indugao). ‘Isto € ficil de se fazer pois se
Z ¢ £§-1 e Ilzll $ 1 podemos escrever Z =(x+y)/2 com

X,y € Zﬁ, HXH = “Y” = ”(Xv-'y)/lel =1 (basta fazer X=z+ey,

Y = Z-e'NI

onde e € o n-&simo vetor da base candnica

de zg). Assim temos que:

_U(zZ) _ _ _asb . m(x) T(y) -
ilTi] = ) onde a = ——rﬁ—l—‘— b = —”—Iﬁ—r—

como ||al]st, ||b|ls1: se por absurdo ||u(z)|| > 6 ||T||

teremos || (a+b)/2|] > 6 donde || (a-b)/2|| < 1/c, e as

—;-assim o e
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sim |11 <& > HrSH < HollE < 5 =
Logo || [I72R]] < 1 +[|7lor X || < 1

+||(x&y)/2||< 1, que & uma contradigdo e completa a pro

va.

Seré'conveniente falar dos elementos
do espago £ _ (e de outros espagos de seqfiéncias) como
fungcoes definidas em N. O operador de multiplicagao pon
tual pela fungao caracteristica 1[n+1ﬂd sera denotado

por Pn'
. Definigao 1-7

‘Uma colegao (x1,...,xN) de elementos do espago Lo tem
suporte disjunto crescente se para i,j arbitrarios sa

“tisfazendo 1=5i<jsN e supp X, # #, supp xj # §, temos que

supsupp X; < minsupp xj, onde: - supp x = {neN :x(n)#0}.

E claro que nesse caso 0s X, tém
suporte finito exceto, talvez, o ﬁltimo nao nulo.

Existem i e n tais que x; = Pn(x1+...+xn).
Definigao 1-8

Um subconjunto AC £, tem a propriedade 1 (respectivamente

2,3,4,4a) se satisfaz & condigao correspondente:

1. ACB1 (£_.). Cada vetor ejeA~(ej~(n)=1 se n=j e 0 se n#j).
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2. Para todos xtA e y€le com |y| S |x| tem-se YEA (omd

dulo e a desigualdade sao tomados pontualmente).

3. Se (%y,...,%y) & uma colegao de elementos de A (de
ordem arbitriria N) com suporte disjunto crescente, en-
tao: |

1/2PN(xl + ... + xN) € A.

4. Para todo x € A existe n € N, tal que:

2Pn(x) € A

4.,a. Para todos x e A e g € N existe n € N, tal que

29 (x) € A.
n
Lema 1-9

Se A tem a propriedade 1 (respectivamente 2) entdao a en
~ voltdria convexa fechada de também tem a propriedade 1

(respectivamente 2).
Prova

Para a propriedade 1 o lema & Obvio. Sejam entao y e £
= _<_ : = hs .

e x inxi com 0 S Ai 1, X, € A, Zli le Iyl |x]

" Logo |yl S'ZAilxi‘ e assim existe @ € [0,1], tal que

|y|~=-ZAi(q|xi[). Mas como y = lylsigny (a funcao sign,

o mbdulo e o produto sdo tomados pontualmente) segue que

y = Zki(alxi|signy) onde dlxilsigny € A pela propriedade
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2 e assim temos que y € M (a envoltdria convexa de A4).
Agora se x € M e |y| s |x| temos |y| = a|x| com ac(0,1].

Logo, y = o|x|signy. Seja (x " rede em A com x, *

A)AEI’
x. Temos que alxxlsigny € A (pela propriedade 2) e ain

da asignylxkl > y (para a topologia pontual & ovio, para
o da norma basta ver que ||asigny|xxl - asigny|x||| S
Ilasignyll.llxx - xll; e para a topologia fraca basta
ver que os fechos fraco e da norma de um convexo coinci

dem.
Lema 1-10

Se A tem as propriedades 1, 2 e 3 entao seu fecho pontu

al também tem estas propriedades.
Prova

Sejam XyreeesXy € A com suporte disjunto crescente e se

ja W uma vizinhanga de 1/2PN(xl+...+x ). Como a soma é&

N
continua existem vizinhancas Vl""VN de l/ZPN(xl), ooy

1/2PN(xN0 respectivamente, tais que Vl + ... + VN C W.

Logo, existem U ,...,UN vizinhancas de xl,..;,x respec

1l
tivamente com 1/2PN(Ui) C Vi (pois P

N
€ pontualmente con

N
tinua). Assim existem Yyre-er¥y pertencentes a Ul n Aa,
.eay UN n A, respectivamente; e ainda podemos supor que
cada Yy tem o suporte contido no suporte de x, em vista

da propriedade 2 e das seminormas que geram a topologia

pontual. Assim temos que:
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y = 1/2PN(y1+...+yN) e W A e segue que

l/ZPN(xl+...+xN) € A.
Lema 1-11

a. A tem a propriedade 4 se, e sO se, A tem a proprie
dade 4.a.

b, Se A tem as propriedades 1 e 4 entao A C Co.
Prova

Para.q = 1, temos a propriedade 4. Se 4.a. vale para

k-1

g = k-1, temos.que existe n_ ¢ N tal que 2 Pﬁo(x) € A.

Mas pela propriedade 4 existe n, tal que 2RHf2k{Ehobd)

1
CoelA, dondejZkPn(x) €.A se tomarmos n = méx(no,nl).

. Sejam x € A'e.e > 0. Sejaq £ N tal que 279 < . Exis

“.:te'n tal.que 29Pn(x). e A C B, (L) ~ ||2an(x)l| s1 -

; *1#Pn1xflr < g. Assim x ¢ Co.

fomrer e g
Sl T

Lema 1-12"

i'lmsévmetrizévelxcomra topologia pontual.

Prova -

A topologia pontual € gerada pela sequéncia de seminor

mas ‘ph(x) = [x(n)], ne N e se x # 0 + existe.n ¢ N com



-15-
x(n) # 0 donde pn(x) # 0. Assim seque o resultado.
Proposigao 1-13

Existe um conjunto fracamente compacto K C Co que tem as

propriedades 1 a 4.

Prova

Seja A o menor conjunto tendo as propriedades 1 a 3. Em

1 2

laf s 1} ea ., =A UB_onde B & o conjunto dos ele

outras palavras A = A, UA, U ..., onde A, = {aej: jz 1,

mentos 1/2PN(xl+...xN) para (xl,...,xN) uma colegao arbi
" traria de elementos de An com suporte disjunto crescen-
te. Seja K o fecho de A em £, na topologia da convergén
cia pontual; K tem as propriedades 1 a 3 e mostraremos
que também tem a propriedade 4. Seja x e K, suponhamos

gue o suporte de x & infinito, pois caso contrario a pro

(8)

va seria trivial. Escolhamos x x pontualmente (£ e

metrizavel com a topologia pontual). Eventualmente a

(8)

fungao x nao se anula no ponto kO = min supp x e tam

bém em algum outro ponto, pois ocorre o mesmo com x. Des

(s) (s)

e temos por recorréncia que x
x(S) (S)

se modo x ¢ A perten

1
ce a algum B n’ isto e,
(x(S)

= (s)

= 1/2P ...+xNS ), onde
""’XNS)) € uma colegao de elementos de A com su
porte disjunto crescente. E essencial que Ns g ké; pois

x(s)(ko) # 0. Podemos supor, desse modo, que Ns nao de

"a .
pende de S, Ns = N; passando a subsequencias, se neces
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sdrio (pois Ns & num conjunto finito e s num conjunto e
numeravel infinito, donde um dos valores deve se repetir
infinitas vezes). Também podemos supor, passando ﬁ sub
sequéncias se necessidrio, que cada uma das N sequéncias
(xis))s converge pontualmente a algum X; € K (temos que

z (S)
Ou s_up mMax Supp X;

(s)
1

= ®, donde podemos assumir que -

(s)
+ ®, donde l/2PN(xl

(8)
1

max supp X ) * x (pontualmente)

e como podemos trocar x por P (x(S)

N1
x{8) 5 2x e (S) 5 o 2 5k SN 3
1 que x para = = N. Ou entao temos

que s_up max supp x{s) < ®,

(8)
1

) €4, temos que

donde podemos assumir que

- . (s)
= r, e assim 1/2PN(x1

max supp X ) *x - Pr(x). Bas
ta prosseguir para xz,...,xN).

Se tomarmos o limite encontraremos
que x = 1/2PN(xl+...+xN). A colegao (xl,...,xN) tem su
porte disjunto crescente como limite de uma sequéncia de
colegOes que tem esta propriedade. Entao existem i e n
tais que x; = PN(x1+...+xN), e assim temos que:

2p = PnoPN(Zx) = PnoPN(xl+...+xN) =PN(xi) que

max (n,N) (¥)
pertence a K pela propriedade Z.

Os dois temas a seguir mostrarao que
em uma bola de Co as topologias fraca e pontual coinci-
dem e que K & compacto na topologia pontual. Como K es

ta contido na bola unitdria de Co segue que K & fracamen

te compacto.
Lema 1-14

Em uma bola de Co as topologias fraca e pontual coincidem.
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Prova

E suficiente mostrar que toda sequéncia que converge pon
tualmente em uma bola de Co converge fracamente. Seja en
tao X; > X pontualmente em uma bola de Co. Logo existe
§ >0 tal que |[x]|o £ 8 e |[x]|s s 8. Assim | %, (n) <8
e |x(n)| $ § para todos i, n € N. Seja ¢ € CS e (¢.), €
21 seu correspondente segundo o isomorfismo candnico en

tre Co e 2.

- Temos que:

olxy) = n§1¢n'xi(n)' o que implica

limg (x,) = lim 3 ¢_.x,. (n).
i + in=1" *

Mas |¢nxi(n)l s 5-J¢n| com nzlsl¢nl < =, 'Logo, pelo cri

- » x
tério de Weierstrass a série Z.¢nxi(n) converge absolu
n=1

ta e uniformemente donde podemos fazer:

1V1%m¢(xi) = 1lim ¥ ¢nxi(n) = %‘lim¢nxi(n) = ¢(x).

i i n=1 n=1 i

Assim fi + f fracamente e vem que a topologia fraca & me
nos fina que a pontual. Como sabemos que €& mais finavem

a igualdade.
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Corolario 1-1%
Seja A um convexo limitado de Co. Entao o fecho de A &
o mesmo para a topologia da norma, a topologia fraca e a
topologia pontual.
Prova
Em um espago de. Banach os fechos fraco e da norma de um
conjunto convexo coincidem ([18], corolario 2, pag. 65).
E como em uma bola de Co as topologias fraca e pontual
coincidem, vem o resultado.’
Lema 1-16
K @ compacto na topologia .pontual.
Prova
" K é&.pontualmente fechado em Bl(lm); assim basta mostrar
'quexBi(lb).é'pontualmente compacto. Mas Blwd) =IEEJO,IL
com. a topologia produto, o qual & compacto pelo  teorema
" .de "Tychonoff.

Proposigao 1-17

Suponhamos -que K C Co é fracamente compacto e tem as pro

‘priedades 1 a 4. Ent3o sua envoltdria convexa fechada V
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€ um conjunto absolutamente convexo fracamente compacto

e tem as propriedades 1 a 4.

Prova

Sabemos que a envoltdria convexa fechada de um conjunto
fracamente compacto em um espago de Banach & fracamente
compacta ([18], 11.4, pag. 189 e 3.4, pag. 132). K ée
quilibrado pela propriedade 2 e dai a envoltdria convexa
M de K & convexa e'equilibrada, dai o fecho V = M & con
vexo e equilibrado.

Em vista dé lemas anteriores, temos
que mostrar apenas que M tem a propriedade 3 e V tem a
propriedade 4.

Suponhamos que (xl,.-.xN) tem supor
tes disjuntos crescentes e cada x; & uma combinagao con
vexa de elementos de-K; Xy = a{l)xil) +- ... + aén)x{n),
xis) € K (como & um nimero finito de elementos, podemos

supor que n & o mesmo para todos). Como K tem a proprie

dade 2, podemos supor que xi(k) =0 - x(s)(k) =0 (tro-

i
cando x(s) por xés) - xis)(k) xr Se necessario) ; entao
para cada colegao de indices Sl,...,SN»em [1,N]. a cole
cao (x{si),...,xésN)) tem suporte disjunto crescente e
assim l/2PN(xl(Sl) + ...+ (SN)) € K.

Mas Xy + ... + Xy pode - ser escrito
como uma combinagao convexa de elementos da forma x{sl)
+ ...+ x(5N) (lema 1-18), donde segue que 1/2P(x;+ ...

+ xy) pode ser escrito como uma combinagao convexa de e
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lementos de forma 1/2PN(x;S)+...xéSN), por linearidade -
de PN; e como esses elementos pertencem a K, vem que

1/2PN(x1+...xN) € M que tem entao a propriedade 3.
Agora mostraremos gque V tem a propri

00 -

edade 4. Cologuemos Dn = {x e K: 4Pn(x) e K}. (Dn)n=1
é uma,seqﬁéncia ascendente de conjuntos fracamente fecha
dos cuja unido & igual a K (lema 1-19). Seja x_ € V. E
sabido ([16], teorema 3.28, pag. 76) que existe uma medi
da de probabilidade uy em K (fracamente Borel regular) -
tal que para cada funcional linear continuo £ em Co te
mos f(xo) = fodu. Como u(Dn) + 1, e#iste n, tal que -
u(Dno) 2 3/4; entdo temos que 2Pno(xo) € V pois caso con
trario existiria um funcional linear continuo £ tal que
f(xo) >1e |£(x)] < 1 para todo x satisfazendo 2Pno(x)
e V ([161), teorema 3.7, pag. 60) e isto resultaria na
seguinte contradigdo:

1

. 2 S

-—

dyu s _—12—"p(nno) + 23(K D

N

1< fp fdu spp £ o) S

(pois x ¢ D o +,4Pno(x) e K » 2Pn0(2x) eV » 1f(2x)| <1
> |E(x)] £1/2. Ex e K » P o) ek~ Pno(x) eV -
2P (x/2) eV » |£(x/2)] 51 » [£(x) 5 2).

Assim devemos ter que 2Pno(xo) e .V,
donde V tem a propriedade 4 e a proporicao fica demons

trada.
Lema 1-18

Na notacdo da proposicdo anterior temos gque x1¥...4xN po

de ser escrito como uma combinacdo convexa de elementos
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x(S1) (SN).

da forma:

Prova

Facamos por indugao sobre N. Para N = 1 temos que X, =
n . . _

. X a(J)x(J) Suponhamos que vale para N=k e provemos pa

32171 1

ra N = k+1.

M s1e Sk&

x1+...+xk+xk+1 = £§1>\£.[x1 el ¥ Xy ] + X1 pela
hipotese de indugao. Chamemos:
_ xS1£ Skt

Y, = + c.. + X .

. £ 1 k M n (35) )

ASSIMy Xq * wee ¥ X ¥ Fpyq T 21 0¥t 551 %% 1 %R =
(i), (3) = 4 =

£§1 j§1A£.ak+1(y£ + Xk+1) que € a combinacao convexa re

querida.
Lema 1-19

Na notacdo da proposigdao anterior (Dn):_1 & uma sequén-
cia ascendente de conjuntos fracamente fechados cuja uni

3o é igual a K.
Prova

X € Dn > x e K e 4Pn(x) e K> x e Ke 4Pn+1(x) e K >

X € Dn+1' Logo Dn C Dn+1 para todo n &€ N.

Se x -+ x fracamente temos

A A
que X, € K, 4Pn(gg € K donde x € K (fracamente gechado)

e como Pn e fracamente continua (pois Pn = I - j§1ejnj)'

e D e x
n
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vem que:

4 Pn(x) = 4Pn(lim fraco XA) = 1im fraco 4Pnba) € K; logo

x € D e segue que D_ e fracamente fechado.

Temos que Dn C K para todo n e se
x € K pela propriedade 4.a. dado g=2 existe n € N tal

2
que 2 Pn(x) € K, donde x € D_-
Definigao 1-20

Um sistema de blocos com respeito a uma base (ej)j € uma

o«
sequéncia (%;);_, da forma:

nj.qi-1
X, = .L_ A.e..
i~ J=ni j3

to normalizado.

Se leill = 1 para cada i o sistema & di

‘Propostgao 1-21

‘- suponhamos que um conjuntd fracamente compacto e absolu
"*témente>cohvexo V C Co tem as propriedades 1 a 4. Seja
X o subespacgo vetorial gerado por V munido com a norma -
na qual V & a bola unitaria fechada. Entao X & um espa
co de Banach reflexivo; a seqﬁéncia de vetores unita-
rios (ej)T € uma base incondicional em X, e o sistema de
funcdées conjugados (eg)? € uma base incondicional no du
al X'. Se (xi)T € um sistema de blocos normalizado com

respeito a base (ej)j, entao:
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[P (A %, + .. + A% ) lx < 2 max |a,
N1 ANXN 11 Nl 1I'

para N e A ooy AN arbitrarios.

1l

Prova

Em [8], proposicoes 5 e 6, pag. 207 vemos que existe o

espaco normado (X,]| ||x) e que o mesmo & Banach.

Para mostrar que (ej)T € uma base em
X, temos que verificar que para todo x ¢ X, IIPnX|IXr+0,
e isto segue de 4.a. Pela propriedade 2 a base & incon
dicional, pois dado ¢ > 0, existe n_ tal que ||PnX|h{s€
para n2n_; ou P X e €V para nzn_ . Assim se F CN é fi
nito e F {1,...,no} temos que (x - iani(X)ei)e eV (pe
la propriedade 2) e vem que a familia (Wi(x)ei)? é soma

vel a x.

Se (xi)i é um sistema de blocos nor
malizado, entdo para cada N a colecao (X1""'XN) tem su

porte disjunto crescente e a propriedade 3 implica gue

PN (A1X1+. ..+ )NXN)
£ . Lt . . A <
1/2PN(X1+...fo) V, e como: | 2 max|ril l =

|~%—PN(X1+...+XN)| pontualmente, a propriedade 2 implica

PN(A1x1+.,.+}NxN)

que: 2 max|Aj| e v

IA

donde IlPN(A.lx1 + oee. ANlelx 2 méx|Ai|.

Mostraremos agora que (QS)T (onde e§

€ a j-—ésima projecdo) & uma base em X'. Temos apenas -
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que mostrar que para todo £ € X' temos ||P;f|| + 0 (onde

* & s *f = 3 * =
Pr & i conjugada de Pn ou Pnf foPn ou.alnda Pnf
f - i§1f(ei)a;)2 Sﬁponhamos que ado, isto &€, para todo

" . . -
n IIP;fll > ¢ (passando a subsequéncias, se necessario);

escolhamos um x, com suporte finito, ||x1|| =1e fix,)

1

> € (como PXf = foP, = f tem norma > ¢, existe x, de nor

1
ma um com If(x1)| > € f(x1.signf(x1)) > € e como x, -

Pn(x1) + x, podemos supor que X, tem suporte finito). De

1
pois escolhemos X, que esta a direita de X4 (supsuppx1 <
min suppxz) e tem as mesmas propriedades (escolhemos X,
para P*max suppx1+1(f) = foPmax suppx1+1). Continuando
o processo obtemos um sistema de blocos normalizado b&)i
tal que f(xi) > £ para todo i. Claramente Py nao afeta
Xypq e 1Xyy € desse modo ||xN+1+...+x2Nll s 2 (pela pro

priedade 3) apesar de que f(x +...+x2N) > N.e. Isto

N+ 1
contradiz o fato de ser £ continua. Para ver que a base
e incondicional, seja £ € X' com. f = ﬁ§1f(en)eﬁ-. - Dado
€ > 0 existe no,tal que llf —‘;§1f(ei)e{|[ < € se an%Y
-~Seja.F finito com F {1,...,no}. Temos que:
»Jlf”*%iéff(ei)eill‘= suplfQPF(x)l, onde:

xeV

P,(x) =x - igFe;(x)ei. Logo Pplx) = P__ © PL(x) P (V)

cp (V) (pela propriedade 2). 'Assim IIfoPFllsllfoPno||

- < g€, Segue que a base de X' & incondicional.

Falta ainda mostrar que X & reflexi
vo, isto é, que V é compacto na topologia fraca o(X,X').

Mostraremos que as topologias o(X,X') e o(Co,Co') coinci
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dem em v. como || ||co 5 || ||x em X temos que o (co,®")
< o(X,X') em X. Agora, para cada f ¢ Xf a restricao f£/V
é continua na topologia o(Co,Co') pois £/V & o limite u
niforme de uma seqﬁéncia fn/V, fn e Co'; por exemplo:

= * , * - p* i 04 5 s _
£o= fledey + oo+ fleJer = £ - PAf (0 limite & uni
forme em V, pois (e;): € base de X' e V & a bola unita

ria de X).
Teorema 1-22

Existe um espaco de Banach reflexivo de dimensao infini
ta no qual cada subespac¢o de dimensdo infinita &€ finita

mente universal.
Prova

Vamos mostrar que cada subespac¢o de dimensao infinita Y
do espaco X da proposigdo anterior & finitamente univer
sal. Se (xi)i € um sistema de blocos normalizado com -
respeito a base (ej)j ém X, entao o subespaco X, C X ge
rado por este sistema & finitamente universal, pois para

cada N e A1,...,AN arbitrarios, temos que:

ma ALl S A .o A < 2 a A
12?}§{Nl dbf g " ol | 12?21\1' |
(pois ||AixN+1|| s ||A1XN+1 + e+ ANszII pela proprie

dade 2). Desse modo & suficiente escolher (xi)i tal que

XO é topologicamente isomorfo a algum subespago X, C Y.
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Para esse fim escolhamos y, € Y, ||y1|| > 1+1/4. Existe

1-1

natural n, tal que IIPn1(y1)li'< 2" donde escolhemos

1
X, =Y, = P ,(y;). Depois escolhemos y, € Y, ||Y2|| > 1

+ 1/4 tal que min»suppy2 > ng; assim existz natural n,

' | -2-1
tal que ||Pn2(y2)|| <2 donde escolhemos x, = y, -

Pnz(yz). Assim obtemos um sistema de blocos (xi)i e uma

sequéncia de vetores em Y (yi)i que sao I.i. e tais que

|1yi - xill < 2731, Aplicando o lema seguinte, conclui

mos gue existe um isomorfismo S:X, > X, tal que Sx, =y,;

1

onde X1 =4[yi:1€N] e Xo = [xi:1€N] = [xizleN], onde X =

x /1111
Lema 1-23

Para O0s Xx; € y; como construidos na demonstracao do teo

rema anterior existe um isomorfismo topoldgico S:Xo > X1

tal que Sx; =y, onde Xo = [xizleN] e X, = [yizleN].
Prova

Pela condicdo imposta sobre a norma de y; vem que x. #0
e assim (xi)i é um sistema de blocos donde segue que Os
X5 séo'l.i. Os y; embora naoformem um sistema de blocos
sdo também |.i. pois se i<j temos gque y; se anula em min
suppy; - ‘Assim podemos definir um oﬁerador linear inver

sivel S:X X colocando Sx, =y, para cada i€N.

1

Falta mostrar que S & bicontinuo. Pa
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ra esse fim sejam a € Xo ea - 0. Temos que

- "o~ .
), e uma sequéncia quase nula pa

= YA de (A
a_ = X, , onde nili

n i=1"ni

ra todo n. Dado € > 0 existe n, € N tal que n 2 ng im-

plica Ilanll < ¢ donde llknixill <eparanzn ei na
tural (propriedade 2). Como temos:
[Ix 112 [lygl] = Jl= = il 21+ 174 = 1/4 = 1 segue

que IAn < e para n 2 nj e i natural. Assim,

il
Ilsanll s ||San - anll + Ilanll s iz1llnil°llxi - Yill +
+ [lapll

> ||San|| S €.1/2 + € < 2e sen 2 n,. Logo Sé& continuo.

Para a continuidade de S~| basta proceder de modo analo

go.
Corolario 1-24

Existe um espaco de -Banach reflexivo de dimensao infini
ta que ndo contém-subespaco-algum que seja topologicamen
te isomorfo a Zp, 1 £ p £ »o0ucCo; e conseqﬁentemente -
£ .

o

Prova

Pode ser o espaco X da proposicdo anterior. Como £1 e
Co sao Banach ndo reflexivos ndo podem ter coOpias imer
sas num espaco de Banach reflexivo. Como X nao contém
copia de Co nao pode conter.cépia de £ pois esta conte
ria uma cOpia de Co. A gora Os espagos Zp, 1 <p< o =

sdo uniformemente convexos ([10], §26, 7.(12)], logo nao
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podem ter copias finitamente universais e por conseguin

te ndo podem ser imersos em X.
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CAPITULO II

Polinomios e Produtos Tensoriais

Topologicos

Definigao 2-1

Sejam E um espago vetorial, n € N e ¢:En + G uma aplica
cdo n-linear, onde G & outro espag¢o vetorial. O par -
(G,¢) € dito um n-ésimo produto tensorial do espacgo ve

torial E se as seguintes condic¢des sao verificadas:
1 - [Im ¢] =G

2 - Se H & um espago vetorial arbitrario e h:E® + H & u

ma aplicacdo n-linear entdo existe uma aplicagao 1linear

f:G » H tal que: h = fo¢

Denotaremos G = ®'E e ¢(x1,...xn) =

x, ® ... @ x_.

Lema 2-2

x1ﬁ .es ﬂ(kxi+yi)® . an = A(x1ﬂ ... BX.B ... Exn) +
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A

x1& oo Eyiﬂ o Exn onde Xj e E, 153

pertence ao corpo de escalares.

n, y; €E e A

Prova

Basta aplicar a n-linearidade da funcgao ¢.

- Lema 2-3

Se X,,...X € E {0} entdo x

n 1& o s Exn # 0.

Prova

Se Xy,...,%X €E {0} existem funcionais lineares £, €

E*, 1 £ i 2 n tais que fi(xi) # 0. Temos que:
(a1,...,an) b f1(a1). cee o fn(an)

& uma aplicacdo n-linear de E™ no corpo de escalares.

Desse modo a definicdo de produto tensorial nos diz que

existe h:B"E + corpo linear e tal que:

h(a1ﬂ coe Ean)’ f1(a1) .o fn(an)
donde segue que:
- hi(x,.B ... Bx ) = f1(x1). e .fn(xn) # Q

-.e temos finalmente gque x.8 ... @x_ £ 0.

1

Teorema 2-4

Dado um espago vetorial E e n € N existe um produto ten

. n - e . . .
sorial @ E e e unico, a menos de isomorfismos.
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Prova
Veja [5], 1.20 pag. 27 e 1.6, 1.7, pag. 9.
Teorema 2-5

Seja E um espago vetorial e (8"E,$) o n-ésimo produto -
tensorial de E. Entao existe um isomorfismo algébrico --

y: (®"E)* > £a("E) definido por VY (f) = fod.
Prova

A definicdo de produto tensorial nos da que ¥ &€ sobreje
tora.

Y & linear, pois temos que:

VY (f+Ag) (f+Ag)od = fod + Agod = Y(f) + A.Y{(g).

Se Y (f)

0 entdao fo¢ = 0 donde £=0 pois ¢(En) gera an;~

e assim Y € injetora.
Definigao 2-6

h"E é o subespago de a"E gerado pelos elementos da forma

XB ... 8x (n vezes) que denotaremos por x(n).hnE é chama

do o n-ésimo produto homogéneo de E. Seja xn:E+hnE defi

nida por xn(x) = x(n).
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Corolario 2-7

Existe um isomorfismo algébrico Q: (h"E)* » Pa(nE) defini

do por Q(f) = foxn.

Prova

Q & linear pois Q(f+1g)

(f+Aglox = fox + Ago o = 2(£)
+ A(g).

Q @ injetora, pois Q(f) 0 -+ foxn =0+ f =0, pois x,

(E) gera h"E.

Finalmente seja P ¢ Pa(PE). Existe A e £a("E) tal que
P = AoIn onde I:n:E-rEn e definida por In(x) = (X,¢..,%)(n
vezes). DPelo teorema anterior existe f e (B'E)* tal que
A = fo¢. Definamos g = £/h"E, assim g ¢ (h"E)* e ainda:
.Q(g)_= gox, = foxn = focboIn = AoIn = P; e assim segue

que Q & sobrejetora.
Lema 2-8

Se p & uma seminorma no espa¢o vetorial complexo E, e p
.é o funcional de Minkowski de U C E, entdo a seminorma
em h"E dada por:

i Lr p(n)(u) = inf{f[p(xi)]n T U= gxén)} e o funcional

de Minkowski de F(U(n)) onde U(n) = {x(n):er}. Temos

também gque:
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p(n)(x(n)) = [p(x)]® para todo x € E.

n - n . .
Doravante hnE denotara o espaco h'E munido com a seminor

(n)

ma p sempre que E & munido com a seminorma p.

Prova

(n)

E imediato que p é uma seminorma em h"E. Sejam MO =

fuenhE: p™@) <1} e M= {ue B s p™ (1) 51k se

u e F(U(n)) temos que u = I Aix;n) com x, € Ue ZIAi|$1.

Entdo p = I x, onde X, = WA, x. ("/X. denota uma raiz
i i ifi i

n-esima qualquer de Ai) e assim temos que:

p™ ) s zpGE ™ = 2l p(x )1 5 1; assim p e M e

1

temos F(U(n)) CM Se U € Mo entao u = Zxén) com -

1.
X[p(xi)]n < 1. Assim existem reais € > 0 tais que -

n < -— -
Z[p(xi) + si] < 1. Cologquemos X, = xi/[p(xi) + ei], en

- — . _ n —(n) (n)
tao X, € U e assim uy = Z[p(xi) + ei] Xy e T'(U ) e
temos que M C P(U(n)). Entao M C F(U(n)) CM, o que
nos garante que p(n) € o funcional de Minkowskiderﬂﬁn”;
Seja x, € E. Existe uma forma linear £ € E* tal que -
f(xo) = p(xo) e lf(x)l S p(x) para todo x € E (basta u

sar o Teorema de Hahn-Banach). Temos que f define um po
lin6mio n-homogéneo P em E do seguinte modo P (x) = [£f ()12

Esse polinomio determina um funcional linear g € (hnE)*,

(n)

tal gque P = goxn. Se u € h"E é escrito como H =z X5

temos que:

lg )] = ilg(x;n)l = Z|p(x) ]| = 2|£(x) |7 s Llp(x;)1" e
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assim |g(u)l s p(n)(u) para todo u € h"E donde:
px 1™ = [£(x 1™ = Pix) = g(xP) s p™ =™y, como

x(n) é uma representacao para si pr6prid temos que -

o
p(n)(xén)) s [p(xo)]n donde segue a igualdade.

Proposig¢ao 2-9

Existe um isomorfismo topoldgico ﬁ:(hﬁE)' + p("E) defini

do por Q(f) = fox, -

Prova
Como % = @/ (h"E)”’ onde €: (h"E)* + Pa("E) dado por Q(f) =

foxn € um isomorfismo algébrico temos que verificar que:

1 - a(wle)') c p("E).
Ora, como xn(x) =~x(n) e temos que p(n)(x(n))=[p(x)]l1
segue a continuidade de X, © tambem a de Q(f) para f

continuo.

2 - % & sobre P("E).
A n n .
Ora, se P € P('E) C Pa( E) sabemos gque ex1ste:f€uPE)*
tal que Q(f) = P. Mas dado € > 0 arbitrario existe

V,: vizinhanca do zero em E tal que ‘P(x)| < € se X

€ Vo‘ Como F(Vén)) € vizinhanca do zero em hﬁE e

’ (n) .

l£(x)] < esex e v, (pois temos x; € V_ e Zlkil
(n) : (n)

1> [EENxT) ] = I E(xg )| = |>:xip(xi)| sz|xi|.

.1P(xi)| < €) mostramos que £ & continua e assim @ é

sobre.



3 - Q & continua.
Temos que ||R(£)|| = ||fox || s [|£]l.]Ix,]|. Assim

Q € continua.
- .
4 - Q é continua.

Segue do teorema da aplicacao aberta.
Corolario 2-10

Existe um isomorfismo topoligoco Q:(ﬁ?E)' + P ("E) defini

do por Q(f) = fox,: onde ﬁzE € o completamento de hﬁE.
Prova

Basta ver que (ﬁ?E)' e (h?E)' sao topologicamente isomor
fos via restricdo. Ora, toda aplicacao linear continua
em h?E € uniformemente continua e assim pode ser extendi
da de modo unico a seu fecho (adaptar [12], proposigcao -

8, pag. 156, para o caso em gque M e pseudo-métrico).

Lema 2-11

l(n)

se (E,]].]]) & um espaco vetorial normado entdo ||.|

- n
e uma norma de h“E.

Prova

l(n)

Como Il.l € uma seminorma basta mostrar que a topolo
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gia gue ela define & Hausdorff, Definindo em B'E a semi
norma 8"|].|| de modo anilogo temos que lnll.llsu.”(n)
donde basta mostrar que B"}||.|| gera uma topologia sepa
rada. Para N=2 basta ver [18], pag. 93. Para N22 basta
usar o isomorfismo (algebrico) candnico entre &"E e -
(nn—1E)ﬂE (definindo produto tensorial entre espacos di
ferentes) e a iseminorma correspondente a ||.|| emﬂf*1E)
@E gue & menor ou igual a ﬂnll.ll (via isomorfismo). u
sando o caso de dois espac¢os e inducao chegamos ao resul

tado.
Proposigcao 2-12

Seja E um espa¢o de Banach. As condigbes 1 e 2 abaixo
sdo equivalentes e implicam a condicgao 3 abaixo:
1 - E tem é propriedade de aproximacao, ou seja, a iden
tidade de E pertence ao fecho-de E'RE em Lc(E,E). -
2 - Todo y ¢ E'®E cuja imagem candnica em L(E,E) & nula
tem traco nulo, onde traco ¢ (E'BE)' € dado por trago
(fa@x) = f£f(x).
3 - Para todo espago de Banach F, a aplicacao linear ca

nonica de EBF em B(E',F') & biunivoca.
Prova
A condicdo 1 significa que todas as formas lineares con

tinuas em Lc(E,E) (onde C indica a topologia da conver-

géncia compacta) que se anulam em E'BEE se anulam na iden
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tidade I ¢ Lc(E,E). Porém em virtude da proposicao 22
de [6], o dual de Lc(E,E) pode ser identificado com um
espaco quociente de ERE', e dizer que um py ¢ ERE' define
uma forma linear que se anula em E'RE (respectivamente -
em I) significa que p define um endomorfismo de E nulo
(respectivamente que o traco de u e nulo); donde segue

a equivaléncia de 1 e 2.

Seja u € FRF tal que a aplichgdo 1 de E' em F definida
por U €& nula e provemos que M € nulo, isto &, que '<u,A>
= 0 para todo A € B(E,F) (podemos supor A € (EBF)'). De
signaremos por tA a aplicacao linear de F em E' definida
por A, e temos <u,A> = Tr.v (trago de v), onde V=(I&tA).
(k) € ERE' sendo que IﬂtA é interpretado como um elemen
to de L(ERF,E=RE') de modo candnico. Em virtude da condi
cdo 2 é suficiente mostrar que o elemento v € L (E,E) de

tﬁoA (onde A & considerado

finido por V & nulo. Mas V =
" como uma aplicagdo de E em F') donde resulta v=0. Assim

2 implica 3.
Corolario 2-13
Se E @ um espa¢o de Banach com a propriedade de aproxima

- ~ . - - = n P
cao entao a aplicacao canonica T de &?E em £("E') e inje

tora.
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Prova

Por inducdo. Sejam: A: ﬁ?E -+ Eﬁﬂ(ﬁ§-1E),Ih Eé“(§2—1E)+
£(' ;8 E), c: @2 'E) > e (') eD:e(s' e (E')
-+ E(nE') aplicagdes candnicas. Temos que A e D sdao sem
pre injetoras, engquanto B & injetora pela demonstracdo -
da proposicdo anterior e C € injetora pela hipétese de

inducao. Como T = DoCoBoA temos o resultado.
Corolario 2-14
Se E € um espaco de Banach com a propriedade de aproxima
¢do entdo a aplicacdo candnica U de ﬁﬁE em P(PE') & inje
tora.
Prova
n =N _ n, =n
Como hﬂE C E“E completo podemos supor que H“E Cc &ﬂE e as

sim U se torna a restrigao de T, seguida do isomorfismo'

candnico entre ES(nE') e P(nE').
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CAPITULO III

Reflexividade do Espago de Polindomios
N-Homogeneos Continuos num Espago de

Banach

Definigao 3-1

Seja E um espacgo de Banach reflexivo e B1(E) sua bola u
nitaria fechada. Definimos a topologia o, em E como o
pré-imagem sob a aplicacdo X, # E~ H?E (como definida

no capitulo anterior) da topologia fraca (H?E,P(nE)).

Observagao 3-2

Para n=1 obtemos a topologia fraca ¢(E,E'). Para n>1, -
o ndo €& necessariamente uma topologia localmente conve
xa, pois x_ ndo & linear. Como a topologia fraca em -
HEE é a topologia menos fina que torna as aplicacdes -
9—1(P): H?E + C continuas com P ¢ P(nE), temos que o pg
de ser descrita como a menos fina que torna as aplica-
¢bes P:E+C continuas com P ¢ P(nE). Assim o, € menos fi

na que a topologia da norma em E para cada n (pois os P

n -~
e P("E) sdao continuas na norma). Por outro lado, como
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S s n n, -
para cada £ € E', £ (definido por £ (x) = [£(x)]) € um
polindémio n-homogéneo continuo em E, o € mais fina que

01 (a topologia fraca em E) para cada n.

Proposigao 3-3

Seja E um espago de Banach reflexivo com a propriedade -
da aproximagao e n € N. Entdo as seguintes assercoes

sao equivalentes:

-
1

(e ("E), Ty) é reflexivo.
2 - B, (E) é compacto na topologia Un;

3 - Cada polindmio n-homogéneo continuo em E & O(E,E') -

continuo em B1(E). -

4 - Cada polindmio n-homogéneo continuo em E tem um pon
to que lhe da a norma em B1(E); isto &, para cada

P € P("E) existe x € B, (E) tal que ||p|| = [P(x)].
Prova -

1 > 2. Como (P(nE),T ) &€ isomorfo a (ﬁ?E)', se GWnE);HJ
e reflexivo, entdao a bola unitaria de ﬁ?E, B1(H$E) é fra
camente compacta. Se mostrarmos que Xn(B1E) e fracamen
te fechada em ﬁ?E entdo sera fracamente compacta (pois

estia contida em B1(H¥E)), e seguira da definigao ‘da topo-
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. . - -1

logia Gn que B1(E) e On - compacto (xn (xn(B1E) = B1E, -

. o1 n (n) | (n)
pois yeX X, (BE) + x (y) € x,(B,E) ¢ B (RrE)+{|y™ ||

s 1> |yl s1>yce B, (E)).

Para ver que xn(B1E) é fracamente fechada em H?E, seja

(x;n)) uma rede em xn(B1E) que converge fracamente a

iel
algum elemento Z de H?E (e consequentemente de B1(ﬁ?E) -
fracamente compacto). Como B1(E) é fracamente compacto
podemos supor, passando a subrede, se necessario, que

Xx; > x € B, (E) fracamente. Assim temos que Q'1Gn)bén”

> Q—1(fn)(x‘n)) para todo f € E' pois 6—1(fn)(x£n)) =

o e x ™). se
(n)

X na topologia

£7(x,) = [E(x)17 > [£(x)17 = £7(x)

gue que um limite da rede (X{n))

(02

ieX
TE'
continuas. Como essas aplicag¢des 'sdo funcionais 1linea

gue € a menos fina que torna as aplicagdes §_1(fn) -

res continuas, temos gque < o(ﬁ?E,P(nE))‘a topologia

El
fraca de HEE. Assim temos gque xén) + Z segundo E'" Pe

) . . (n)
lo lema seguinte g' © separada e assim Z = y €~XnuﬁE)

que & entao fracamente fechado.

2 > 3. o_ & mais fina que o(E,E') que €& separada. Assim
se B1(E) e o, - compacto, as topologias o, e c(E,E') co
incidem em B1(E) (uma aplicacdo continua de um espago -
compacto em um espaco Hausdorff e fechada). Pela defini

-

cao de O v cada P ¢ P("E) & o, - continuo. Desse modo

-

cada P ¢ P("E) & o(E,E) - continuo em B1(E).

3 » 4. Existe seqgliéncia (yn)n em B1(E) tal que !P(yn)l
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+ ||P||. Como E é reflexivo temos que toda seqliéncia em
B1(E) admite subsequéncia convergente ([19], teorema -
4.41-B, pag. 209) (yni)ieN com y . +‘y € B1(E) fracamen
te. Logo pela continuidade fraca de P em B1(E) temos -~

que |P(y ;)| + |P(v)]. assim [|2[] = [P(y)].

4 + 1. A bola unitaria fechada de HnE é Txn(B1E). Desse

modo seja P & P({( Ng) e seja Z ¢ PX (B E). Dado € > 0, po

de-se escrever z = 151 (n) onde lex || < 1+€. Logo,
temos:

_1 ‘n) k . k
IQ (P) (Z)l Il 21 (P) (X )I li__z_‘lp(xi)'ls“P“i__}E‘] “xl"n s
< ||P]| (1+e). Assim fazendo e+0 vem que l|§_1(P)(Z)| <

|I2|] para todo z e Pxn(B1E), logo vale em Txn(B1E), o
que iﬁplica IIQ‘1(P)|| s |lp]|l. Mas IQ_1(P)(x(n)]=1|PH
= |p(x)| para algum x ¢ B, (E) e segue que ||§-1(P)|| =
9 1(P)(x(n))|. Logo cada funcional linear continuo em
ﬁ?E tem um ponto que lhe da a norma e assim HﬁEfé refle
xivo pelo criterio de James. Segue gue O espago (P(nE),

~ Ny, - .
Tb) = (HnE) é reflexivo.
Lema 3-4

A topologia D, definida na demonstracdo da  proposicao

anterior & separada.
Prova

Seja a aplicagdo candnica T:HEE 4’P(nE')’que satisfaz -
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T(x(n))(f) = [f(x)]n. Pelo corolario 2-14, temos que T
e injetora. Assim a topologia T_, nos 43 uma topologia
t em T(ﬁﬁE) gque & a imagem de I, via T e que é separada

se e somente se TE' o ée.

Como TE' € gerada pela familia de seminormas {pf: f cE'}
onde pf(u) = IQ—1(fn)(u)| temos que t.é gerada pelas se
minormas s f € E' definidas por de = pfoT-1 ou qf(P) =
|p(£)| para P ¢ T(ﬁ?E), pois T pode ser dada por Bof™ o
onde J & a imersao candnica de H?E em (ﬁﬁE)", g : (R"E)"

> p("E) & dada por {(f) = foxn eB: PPE)' ~ P("E") e

dada por B(¢)(f) = ¢(£7).

As seminormas qe podem ser vistas como restricées das se
minormas §f definidas em P ("E") que geram a topologia da
convergéncia pontual que é separada. Desse modo, segue

o resultado.

Lema 3-6

Seja E um espago de Banach reflexivo. Temos que p("E) &
reflexivo para todo m natural se, e somente se, P e fra
camente sequencialmente continuo na origem, para todo P
e P(PE) e para todo m € N.

Prova

Seja m natural, P € P(mE) e suponhamos que (Xn)n é uma
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seqliéncia em E com X + X fracamente. Seja A a forma m-
~linear simétrica continua associada com P. Entao:

: m=1 3 m-]J
P(x ) = P(x) = P(x+x -x) = P(x) = jgo(j)A(X) (x -x) "~

para todo n.

Para cada j(0sjsm-1) a aplicacao

ye& pb—- $awmd iy

€ um polinémio m-j-homogéneo continuo em E. Como X, - X
+ 0 fracamente temos que (por hipdtese): §5Abdib%rxwkj

+ 0 para todo j«m.

Assim P(x_ ) - P(x) » 0. Agora escolhamos uma seqliéncia
(yn)n en B1(E) tal que: IP(yn)l + ||p]]. como E & re-
flexivo, B1(E) é fracamente seqllencialmente compacto -
([19}), teorema 4.41-B, pag. 209) e assim podemos encon

). ey ¢ B1(E), tais

trar uma subsequéncia de (v )po (ynj 5

que Ynj + y fracamente.

Como P & fracamente sequencialmente continuo P(ynj) -

P(y) e assim temos que:
lp(y)] = }imlP(ynj)| = ||p||. Desse modo segue o resul

tado pela proposicao anterior.

Teorema 3-6

P(ME) & um espaco reflexivo para cada m € N quando E=X,
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o espaco de Tsirel'son como definido na proposicao 1-21.

Prova

Suponhamos que nao. Entao pelo lema anterior existem um
inteiro positivo m e um polindmio P ¢ P(™E) que ndo e
fracamente seqﬁencialmente continuo na origem. 1Isto e,
existe (xn)n seqﬁéncia em E com xn+0 fracamente e P(xn)
# 0. Podemos supor, tomando subseqliéncias, se necessa-
rio, que lenll > £ (pois X # 0, na norma sendo P conti
nuo). Logo para todo f € E' If(in)l = lenll—1|f(xn)| <
5—1.|f(xn)| > 0 onde X = xnlllxnll. Como (x ) & fraca
mente limitado € limitado pelo principio da 1limitagdo u
niforme. Assim !Ixnll < M para todo n. Logo IP(in)l =
||xn|l—m,|P(xn)| 2 M-mIP(xn)I donde P (X ) # 0. Entdo po
demos supor, tomando subsequéncias, se necessario, que
|P(§n)| > § para todo n. Assim concluimos que existe §

Mo~ . .
> 0 € uma sequencia (yn)n em E tais que:

1 - llynll = 1 para todo n.
2 - Y, * 0 fracamente.

3 - lP(yn)l > § para todo n.

Escolhamos n, tal que |P(qn°x1)| 2 6/2 (onde qno é a pro
jecao natural sobre as n primeiras coordenadas e assim
no deve existir pela continuidade de P e pelo fato de
que qnx -2 x. na norma). Depois escolhamos N1 tal que:

1 1 no

no < o s . no _ -
| la lel,= 1/2” para j 2 N, (pois g~ = ;I,e /. & fraca
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mente continua e Xy > 0 fracamente). Continuando o pro
9"~ . °
cesso podemos escolher sequencias estritamente crescen-

tes de inteiros positivos (nj)j=1 e (Nj)j=1 tais que:

lP(qnijj)I 2 §/2 para todo j.
llqanNkll s 1/2j para todo k>j.

Segundo o lema 3-8 a seguir podemos encontrar para cada
£+1
inteiro positivo £, (A.) , o+ tais que:
37522541

A.I s 1 para todo j.
J

2£+1
nj d £
lP(J_§£+1AJq (xNj))l 2 —— (/2)
Temos que:
£+1 £+1 .
nJ
(x| +
—er ™ e, ] 15, 2, N
j=2 +1 J XNJ j= 2 +1 3 nJ 1
,£+1 ’
t, Ar.gi?
+ H j=2£+1 jq (NJ)H

onde q, = I ~ qn e”qﬁ = qm - qn para m>n.

£+1
A sequenc1a (A qnJ 1(xNJ 2 consiste de vetores com
J=2"+1 -

suportes disjuntos crescentes. Para 2£+1$j§2£+1, temos

L
2 j-1 2 2% e assim q2 (. an )) = 0.

que n. 5 9n3- 1

3_1

Por uma propriedade dos espagos de Tsirel'son (proposi
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sicao 1-21) temos que:

2£+1
nj
Z AL f . < 2.
||j=2£+1 anj_1 (XNJ)ll
2£+1 2£+1
-1 1
Por 2 || = g T x| sz : < 1.
j=2%4173 N3 j=2tsq 2377
2£+1
Assim || = Aqid(x..)]| £ 3 e isto implica em:
j=2£+1 J XNJ
2£+1
5 - |P(: rvax )] s ||ef].3"

Assim por 4 vem:
6 - =t s |[pl].3"

Como £ pode ser escolhido arbitrariamente grande 6 nos

leva a uma contradicao. Isto conclui a demonstracao.

Lema 3-7

Coa ' n . =
Para todo polinomio A +a 2+...+anZ de uma variavel com

1

plexa temos que:

z.la |2 < sup | g a Zj|2
3200850 515 9%
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Prova

Seja P(2) = ao4a Z#...+anZn. Temos que:

1
n 2 2 ) n
j=zolajl - |P(2)|° = 2ReQ(2), onde Q(2) = b,2+...b 2", -

se |2| = 1. Se por absurdo:
g 2 2
j§o|3j| > |§?§1IP(Z)I ’

temos que ReQ(2) > 0 em 8B1(C) (o bordo da bola unita-

- _ _sup|o(z)]? . .
ria). Tomando C = 1nf R0 onde o supremo e o inti

mo sao tomados em 3B1(C) temos que as fungdes C e Q sao

analiticos em B1(C) nao tem zeros nem plos em 3B1(C) e
satisfazem a condigdo [Q(2)-C| < C em 8B1(C). Desse mo
do o teorema de Rouché nos da que Q nao tem raizes em -
B1(C) o que é absurdo, pois 0 & raiz de Q. Dai segue o

resultado.
Lema 3-8
Seja E um espago de Banach, P ¢ P("E) e X; € E comIPb%)I

2 §/2. Para cada inteiro positovo n, podemos encontrar

_ n
A., 1593n -tais que {A.] £ 1 para todo j e |P(. .A.x. 2
50 153 que || P ie |PG_425%5) ]

§/2.v/n.
Prova

Para n=1 escolhemos A1=1. Suponhamos que vale para  n=k
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e provemos para n=k+1:

k+1 k

2 2
IP(j§1ijj)| = |P(j§1ijj + Ak+1xk+1)l =
o i m-i)2 _
= Ii§OA(a) A 1%k I onde A é a foima m-linear si
métrica continua associada com P e a = jg1ijj'
Usando o lema anterior conseguimos um Axsq COm IAk+1I <1
k1 2 & i m-i2
e tal que IP(j§1ijj)| 2 IigoA(a) (Xk41) I , donde:
k+1
2 my2 m;2 2 2
Ip(j§1xjxj)l 2 [Aa@)T]7 + [Aalx )77 2 (6/2)°.k+(8/2)

pela hipotese de inducao; donde segue o resultado.
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CAPITULO IV

Decomposigoes de Schauder e Espagos

Semi-Reflexivos

. Neste capitulo E denotarada um espacgo

localmente convexo.
Definigao 4-1

Uma decomposicdo de Schauder de E & uma seqﬁéncia de
préjegoes continuas (P, ), de E em E junto com suas ima-

gens (E, )y que satisfazem is seguintes condigdes:
1 - Sado ortogonais, isto &, poP. = 0 se k # 1i.

2 - Para todo x € E tem-se x = k§1Pk(x), onde a série -

converge na topologia de E.

Quando E tem uma decomposigao Schau
der & denotada por (Ek'Pk)' Observemos que as aplica-
coes Pk sdo necessariamente projecOes; isto e, PkoPk =

Pk.
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Definigao 4-2
Uma decomposicdo de Schauder (Ek,Pk) de E é dita ser:

1 - Equi-Schauder, se as aplicacgdes R = I;P sao eqﬁi

continuas.

2 - Contratil, se (Fk’Pﬁ) & uma decomposicao de Schauder

de E'; onde P.
o) k

Pi e B & a topologia forte.

€ o adjunto de Py Fp € a imagem de

3 - Completa para limitados, se para cada seqléncia (ngc
n

em E, com x, € E,, e tal que o conjunto {k§1xk’ n =

k k
1,2,...} &€ limitado tem-se que Exk e convergente em

E.
Exemplos 4-3

Uma base de Schauder (ek)k de um espac¢o E da origem a u
ma decomposicdo de Schauder (Ek,Pk) de E, onde E, = [ek]
e Pk(x) = X e par; X = ﬁxkek. Assim para cada p, 1 £ p
< « temos que ([en],Vn) formam uma decomposicao de Schau
def de Ep e também de Co, onde e e a‘funcéo..caracterig
tica de {n} C N e v, (x) = x(n).en para x € Ep ou Co. Es
sas decomposicgOes sao equi~-Schauder devido & proporicgdo
4-5 a seguir; sao contrateis, exceto para £1; ‘e sao com

pletas para limitadas, exceto para Co.
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Definigao 4-4

Um tonel em E & um conjunto absolutamente convexo, fecha
do e absorvente. E é tonelado se todo tonel em E & uma

vizinhanca do zero.

Todo espago de Banach, e mais geral
~mente todo espago de Fréchet, & tonelado ([18], 7.1, pag.
60). E & tonelado se, e s6 se para F loc convexo, todo
subconj. pont. limitado de E' é eqliicontinuo ([18], teo
rema 4.2, pag. 83, 5.3 pags. 142 e 143 e corolario 4.1,

pag..83).
Proposigdo 4-5

Num espago tonelado E toda decomposicao de Schauder é e

qui-Schauder.

Prova

Para cada x € E o conjunto {Rn(x) : n € N} & limitado, -
pois a sequéncia (Rn(x))n converge para x em E, Desse
modo o conjunto {R = n € N} & pont. -limitado e logo e
- qlicontinuo ([18], teorema 4.2, pag. 83).

Lema 4-6

Seja (En,Pn) uma decomposigao de Schauder do espago E e
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suponhamos que cada En é semi-reflexivo. Entdo, dado
" . " - .
¢ € E" existe uma sequéncia (xn)n C E tal que x, € En e

(P;¢)(f) = f(xn) para cada n € Ne f € E'.
Prova

Sejam £, g € E' e suponhamos que f/Pn(E) = g/Pn(E) para
algum n fixo. Se x € E, entao (Pﬁf)(x) = f(an)==g(an)
= (P!g) (x). Assim P!(f) = P!(g). ConsequUentemente se

(1] n - ] - ] - " -
¢ € E" temos que (Pn¢)(f) = ¢(Pnf) = ¢(Png) = (Pn¢)(g).
Isto €, existe V ¢ E’ tal que para cada f € E' e h==f/En
temos que (P;¢)(f) = y(h). Assim por semi-reflexividade
de E_ existe um x_ € E_ tal que:

n n n

(PR6) (£) = ¥(h) =h(x ) = £(x ).
Teorema 4-7

Suponhamos que E tem uma decomposicao de Schauder (EnJ%J
que é contratil e completa para limitados. Entao E é se

mi-reflexivo se, e somente se, cada En é semi-reflexivo.

Prova

Sejam E semi-reflexivos para todo n ¢ N e seja ¢y € E".
Pelo lema anterior existe seqﬁéncia (xn)n C E, como X, €

En e P£(¢)(f) = f(xn) para todo £ € E' e n € N. Seja

n
B = {k§1xk :n e N}. Se £f ¢ E', entdo:
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n n n n n
- - 1] — | ] - ]
+ ¢(f), pois a decomposigdo & contratil, e assim temos
que B & fracamente limitado donde limitado ([18], 3.3,
pag. 132). Pela hipotese de ser completa para limitados
temos que existe x € E tal que x = k§1xk' Assim, se f €

E', temos que:

€)= oGEPLIE)) = (FieoRr () = EiPR(0)(£) =y E £ (xp)
s f(x),

donde se conclui que E & semi-reflexivo.

Reciprocamente, se E & semi-reflexi-
vo, temos que os subespagos En = (I-Pn)_j(O) sendo fecha

dos sao semi-reflexivos ([18], 5.5, a<+-4d).
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CAPITULO V

Reflexividade do Espago de Fungdes

Holomorfas

Nessa capitulo E denotara um espaco

de Banach. . complexo.

Definigao 5-1

Seja H(U) o espaco das funcOes definidas e holomorfas no
aberto U de E. Dizemos gue uma seminorma p definida em
H(U) & portada pelo compato K de U, se para cada aberto

V, KC V C U, existe C(V) > 0 tal gque:

IA

p(£f) C(V).l]fllv para todo‘f e H(U); onde Ilf{lv =

suplf(x)l. A topologia ™w em H(U) €& a topologia local-
Xev
mente convexa gerada pelas seminormas portadas por com

pactos de U.
Proposigao 6-2

Seja U um aberto de E. Entao (H(U),tw) induz em P(nE) a
topologia da norma. De fato, P("E) & um subespacgo com

plementado de (H(U),tww).
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Prova

Seja g uma seminorma em H(U) portada por um compacto K
de U. Como E & normado existe uma bola aberta com cen-
tro na origem V ) K. Para o aberto de U, V R U, existe
.C(v-n g >0, tal que:

S q(f):s e n U] |£]|ve para todo £ ¢ H(U).

Isto implica que:
g(P). s c(v 0 U).}[{P|lveu s c(vawm.||p||]v scw nv). -
(raio v)™.||p|| para todo P ¢ P("E). BAssim a topologia

da norma € mais fina que a induzida por Tw.

Agora fixemos a ¢ U. Afirmamos que
a aplicacdo: . Tn: (H{U),tw) > (P(nE),Il.Il) definida por
T (£) ;\1/n! d%f(a) & continua. De fato, se r>0 é sufi
..cientemente . pequeno, entao pelas desigualdades de Oouchy:
||1/nt d&%eta)|] = r-nllfI}B(a;r) para todo £ € H{(U); don
de segue que a seminorma p(f) = | |1/n1 anf(a)|| e portg
da pelo compacto K = {a}. Assim T & continua. = -Como
Tn/P(nE) € a identidade segue que a topologia da norma é

.menos: fina que a induzida por Tw.
Lema 6-3

Seja U um aberto equilibrado de E. Seja p uma seminorma

continua em (H(U),Tw). Entao existe p>1 tal que:

-

p(f) = ngopn.p(1/n2 d"£(0)) é também uma seminorma conti
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nua em (H(U),Tw).
Prova

Seja p uma seminorma Tw-continua que @ portada pelo com
pacto equilibrado K de U. Escolhamos p>1 pelo que PK é
um compacto de U. Seja V um aberto balanceado de U que
contém pK. Existe 0>1 e W, uma vizinhanca equilibrada -

de K, tais que PK C 0pW C V C U. Seja C(W) > o tal que

as (0)

p(£) S C(W):||f||w para cada £ em H(U). Se fo =1

n=

“H(U) entao:

@ 0 ® 0 b & |
5%, g f( ) ) - Eopn.p(L()_) < hgoc(W).o“ll——fl—f(LiL,

! n n!

) d S
cw) " | SL0L f(o) S5 oy & €O E nllfllapw

|72

c.||£]|v. Assim P & portada por PK e assim & Tw-conti

nua. Isto completa a prova.
Corolario 5-4

Seja U um aberto equilibrado de E. Entao a topologia Tw

em H(U) e gerada pelas seminormas Tw-continuas tais que:
p(£) = _2,p(1/n1 d"£(0)).
Prova

Seja p uma seminorma Tw-continua. Pelo lema anterior a
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seminorma p(f) = n°=Zoop(1/n! d"£(0)) é tw-continua; e sa
tisfaz p(f) = n°__z‘_’of>(1/n! d"£(0)). cComo £=_% 1/n1 d"£(0)
vem que p(f) S'nzop(1/n! a"e(0)) = p{f) donde segue o re

sultado.

Corolario 5-=5

.'Seja U um aberto equilibrado de E. Seja B-um limitado
- de (H(U),w). Seja (an)n uma seqiiéncia de nimeros posi
tivos tais que lim sup nVEn < 1. Entdo o conjunto:

{an/n!ranf(O) : neN, fe B} é também tw-limitado.

Prova

~ pelo lema 5-3 dada uma seminorma continua p em (H(U) ,tw)

existem b$?we c>0 tais que:

ngopn.p(1/n! 5nf(0)) s C para todo f € B.
-Dai: p(aﬁ/n! ats(0)) = C.(n/&'n/p)n para todon e N e £

€ B-donde segue o resultado.
Teorema 5-6

Seja U um aberto equilibrado de E. Entao (P(nE),Pn) éu
maldecomposicéo equi-Schauder contratil de (H(U),tw) on

de'Pn(f) = 1/n! 5nfto).:
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Prova

Como as seminormas Tw-continuas que satisfazem a condi-
(<] -

cao: p(f) = n_Zop(1/n! ats (o)) para todo £ € H(U) geram a

topologia ™w em H(U) & imediato que (P(nE),Pn) € uma de

composicdo equi-Schauder para (H(U) ,Tw).

Agora seja T € (H(U),T™w)'; entao: -
T(f) = _IyTop (£) = E (p!T)(£) = I T (£), e assim T =
gOTn pontualmente e ainda:

n

7(f) = Emorop (£) = Eor (1/nr @ 0.

Temos que £ }-+ |T(f)| € uma seminorma fracamente conti
nua, logo tw~continua em H(U) e assim £ L—+ T(f) = nio

ITn(1/n! énf(O)l também é uma seminorma tw-continua.

Se B € um subconjunto limitado de
(H(U) , ™w) segue que {nz/nl anf}O): f €¢B, n= 0,1,...} e
Tw-limitado em H(U). Desse modo temos que:lih(hhuépf(OM
< M/n2 para todo £ € B. Assim sup |T(f) - jEOTjH/j! g3

feB

f(0)|+ 0 com n + ©, o gque mostra que T = °°0Tn segundo

L
n=

a topologia dual forte.
Definigao 5-7

Seja U um aberto equilibrado de E e T uma topologia em

H(U) tal que (H(U),T) & localmente convexo. Dizemos gque
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(H(U) ,7) &€ completo para séries de Taylor se, sempre que

o

(2)

n'n=0 € uma seqliéncia de polinémios n-homogéneos conti

nuos em E e n‘fop(Pn) < » para toda seminorma t-continua’

p. em H(U) tem-se: ngopn e H(U).
_..Proposigao. 5-8

Seja U um aberto equilibrado de E. Entdo (H("U) ,TW) @ com

- pleto para séries de Taylor.
Prgpqﬁ_vl,w

Como W 2 Tp, a topologia da convergéncia pontual, basta
mostrar que U é Tp—completo para séries de Taylor. Mas
T, & definida pelas:seminormas p,, onde p (f) = |£(x)],-
. ” g - wWa
. com.x € LC.: Assim, supondo que (pn_)n=o e uma sequencia -
de polindmios n-homogéneos continuos satisfazendorzddgg
<= paratoda seminorma p que e Tp—continua temos que -
hEOIPn(x)t < ® para todo x £ U. Assinm temos definida u
-
. ma_funcdo f:U*C, limite pontual da série 2P . Se atU
e b EE ggm9§_quggegistemmy1lé 1 e;T2.> 0 tais que P1a +
'I—‘2b='r':-8:_' U'.’ @ Se { Z1 .
bz, €.U_podemos fazer o desenvolvimento:

e'zzﬁséo dois complexos tai;_qug;az1 +

P n

oy e B on . on-i i, n-1
£(zjaxzb) = Eop (22,0 = B B a7 BN

Q .
Z2 = g cZ onde: % = (Zl,zv, o = (a1,a2), ai =n-i, @,

n n-i ., i - X ) -
= i, Cy = (i?An(a D7) e An e a forma n-linear contl

nua simetrica associada com Pn. ComO'g Cq (P1,F2)a tem



-61~

termos limitados (pois um dos seus rearranjos converge)
vem pelo lema de Abel ([14]1, §6, proposicdo 1) que a sé
rie converge nofmalmente em D (0,0), onde T = (fd,rz).

Logo aplicando o corolario do lema de Abel vem que a so
ma é C, z% & holomorfa em D (0,0). Entao fixando Z1 = 1
temos que f(a+2,b) € uma fungao holomorfa de z, panalzd
< F2 e segue que f & G-holomorfo. Temos ainda que &% (0)
= m! Pm € P(mE) para todo m inteiro e que U sendo equili
brado & conexo por caminhos, logo conexo. Desse modo es

tamos nas condig¢des do teorema 2.28 de [4], pag. 67 que

nos garante gue f € H(U) e conclui a demonstracao.

Teorema 5-9

' Seja U um aberto equilibrado de E. Entdo (H(U),tw) & se

‘mi-reflexivo se, e somente se, cada P("E) & reflexivo.
- Prova

Temos que (H(U),Tw) & completo para séries'de Taylor; mas
‘esta propriedade & equivalente ao fato da decomposicdo -
Schauder de H(U), (P(™E), 1/n! d™.(0)) ser completa para
limitados, pois a topologia tw & gerada pelas seminormas
Tw-continuas que satisfazem a condigao: p(f) = hiopﬁ/n!
a’£(0)). Temés também que essa deCompoSicéo ée contra-

til, donde vem o resultado pelo teorema 4-7.
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Corolario 5-10

Seja U um aberto equilibrado de E. Entdo (H(U),Tw) & re

flexivo se, e somente se, (H(U),tw) é& tonelado e cada -

P (®E) & reflexivo.
Prova

Se (H(U),T™w) é reflexivo temos que é tonelado e semi-re-
flexivo ([18],vpég. 144). Pelo teorema anterior vem que
cada P(PE) & semi-reflexivo, logo reflexivo ([18], 5.6,

corolario 2, pag. 145).

Reciprocamente, se cada P("E) & re
flexivo, o corolario anterior nos da que (H(U),™w) & se
mi-reflexivo. Como (H(U) ,Tw) e tonelado por hipétese se

gue a sua reflexividade ({[18], pag. 144).
Teorema o-11

Seja X o espago de Tsire'son (prop. 1-21). Entdo (H(U),

Tw) €& reflexivo para cada aberto equilibrado U de X.
Prova
Pelo teorema 3.48 de [4], pag. 188 temos que (H(U),Tw) &

tonelado se U & um aberto equilibrado de um espaco de Ba

nach com base de Schauder incondicional. Pelo teorema
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3-6 cada P("X) & reflexivo. Assim basta aplicar o coro

lario 5-10.
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