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RESUMO

Neste trabalho trataremos do problema de determinar zeros.
reais simples de uma fungao, por meio de alguns mnmetodos espe-
ciais, quase todos derivados do método de Newtén.

Isso sera feito em duas etapas: na primeira faremos uma ana-—
lise tedrica dos métodos; na sequnda faremos a comparagio desses
métodos do ponto de vista cohputacional, de raio de convergéncia
e de tempo de computagao, usando as mesmas estimativas para cada
uma das fungﬁes analisadas.

Durante todo o traballio denotaremes por © uma raiz Isimples

genérica da equacao f(x)=0, e, por f£', f", f(3), f(4), £(>)

r ey
as derivadas de f, sendoc, as vezes, a propria £ identificada por
£40)

Mesmo quando nao for mencidnado;-estaremos supondo.a existéE
cia, numa vizinhanga de @, de tantas derivadas de f quanto neces-—

. sarias, e que f'(a) # 0.



cariTULO I
ORDEM DE CONVERGENCIA E OUTRAS DEFINICOES BASICAS

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicOes e teore-

mas basicos gue serao usados posteriormente,

DEFINICEO 1.1. Seja_ (xi)i N

—

p uma sequéncia convergindo

para & , e para cada i > 0, e; = X; ~ 0.

Se existem um nimero real p, e uma constante ndo-nula C
tal que
. | %, - af . le. |
lim 1+] _ lim i+l

i+ 4 T i 4
x. —aP le. [P
1 . 1

=C ,

entdo p € chamado de ordem da sequéncia (x,) e C & chama

i>20
da de constante de erro assintotico da sequéncia (xi}i > Q-

DEFINICAC 1.2. Consideremos a equagao £(x) = 0 e seja
¢ uma raiz dessa equacgao.

Definimos um método iterativo @, como sendo um método de
obtengaoc de um valor aproximado de o , passo a passo, onde o va
lor x, obtido no i-&simo passo depende unicamente de i e do
valor de X5 3 obtido no passo anterior, sendo X, um valor
inicial dado conforme o problema em questéo.

Entéo X, = ﬁ(xi_l) define uma sequéncia. de aproximacoes
,...} gue sob certas condigées, converge

sucessivas xl,x PR

2 n



para a solucao o .

Cada passo. desse processo & chamado de iteracao.

TEOREMA 1.1, Sejam # um método iterativo e (xi).

£ 0 uma
sequencia tal que X:,1 = ﬁ(xi] e (xi)iz_O + o .
Seja ey = X; -y Vi > 0,

Suponhamos que ﬂ(p) seja continua numa vizinhanga de o .

Entao (xi)i > 0

i) fla) = a;

é de ordem p se e somente se:

ii) g9 ey 20 e 3 =1,2,...,p0-1;
iii) G(P’(gl £ 0.

Cisl . g (P} (4) .

P
e; P!

Nessas condigoes, se 1 <+ +=, entao

DEMONSTRACAQ: Como P é continua numa vizinhancga de a, en

-tao,

oq = lim X1 =,'lim ﬁ(xi] = ﬂ(_lim Xi) = P (a) (1.1.1)
ia 4o _ i+ +o

Desenvolvendo § em Série de Taylor em torno de o, € usan

do 1.1.1 ' temos

{p)
. (p-1) S8 ()
. 1 g {a) p-1 1 D
. = ) o= Je 4., .+ ————— e” —_— el ,
;.0 = B(x) = asrPlla)e;+. .4 T el T+ p! e

com Ei entre X, € a .

€ de ordem p se¢ ¢ somente se:
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prta) = oo =8P V@ 20 e P £o.

e,
Como Ei esta entre Xy en ex. +a temos que lim i+l

134+ ef
i

_ 8P ()
p!

OBSERVACAQ 1.1. Nas condig¢Oes do teorema acima se diz que
g & de ordem p, e, por um abuso de linguagem, chamaremos @ de

fungao iterativa de ordem p.

DEFINICAO 1.3, Chamaremos de sequéncia basica de métodos
iterativos, a uma sequéncia infinita de métodos iterativos, cujo

p-ésimo elemento da seguéncia seja de ordem p .

OBSERVACAO 1.2. O conceito de sequéncia basica € definido

somente para métodos iteretivos de ordem inteira.

TEOREMA 1.2. Sejan ﬂl e ﬁz .duae fungoes iterativas de

ordem P -

Entdo existe uma funcdo U limitada em o, com Ufa) £ 0 ,

tal que

_ b
Polz) ~B;(x) =0} 0" (x), u=Ff
£

sendo

1) pp=p se 8P £ 9P @) .

ii) p; > p se ﬂ{p)(u) = ﬁép)(ﬂ) .
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DEMONSTRACKO: Como ﬁl e @, sao de ordem p, pelo teo-

rema 1.1 temos que ﬁ{p){a) £0 e ﬂép)(a) £ 0.

P, (x) ~a
Se i=1,2, sejam V (x) = ——— se x £ o, e
g (a) (x=c)?
v, (a) = = |
1 P-l
Assim, se i = 1,2, temos
P, (x) —a =V, (x) (x-a)® . | (1.2.1)

-

onde cada Vi é uma funcglo continua de x e Vi(a) £ 0.

seja A6 = S se o e ata) = £ .
Entado f({x) = x{xX)(x~a) , onde A & uma funcac continua e
A () £ 0.
£ o _oadx)
Como u = zFr , temos u(x) = i) (x-q} , ou, de outra
forma,
u(x) = p(x) (x-a) , ' , (1.2.2)
: o _A(x) N
onde p(x) = T (%) e pla) = 1.
Por 1.2.1 e 1.2.2 temos
— % : L
ﬂi(x)—-a = wi(x)u (%) , i=1,2,
onde
Vi(x)
Wi(x) = . {1L.2.3)

p P (x)



) ) 9P o)
Entao cada w, @ continua e wi(&) = —— £ 0.
p!
Consideremos inicialmente, '
1) 8P (@) £ 9P () .
Por 1.2.3 , f,(x) -f(x) = [wy(x) -w (x}] . 0" (x) .

Defina U(x) = wz(x]-—wl(x]}

Ento B(a) = or 19,7 () =417 (m)] £ 0.
Portanto, se ﬁ{p)(a) # ﬁép){al, ‘entdo ﬁz(x) = ﬁl(x) +

+ U(x)up(x), com Uf{a) # 0.

ii) Consideremos agora ﬁ{p)(a) = ﬁép)(a).

A menos que ﬁl = ﬂz, existe um inteiro Py > P tal que

(pl) (pl}
ﬂl (a) # 92 (e) , e a demonstracdo pode ser refeita, com <

e lugar de p.

DEFINIGAO 1.4. Sejam @ um método iterativo de ordem p e
(xi)i>0- ura sequencia tal que Xi41 = ﬁ(xi) e X; *oa.
Seja T o tempo de trabalho computacional necessario para

realizarmos uma iteracao.

Chamamos de indice de eficiéncia de § o quociente



CAPITULO TI

INTERPOLACXO POLINOMIAL E SUA RELACAO COM O CALCULO DE RAT

ZES

Como posteriormente estudaremos algéns métodos i;erativos
© gerados por interpolagao inversa, neste capltulo veremos: o con-
ceite de Interpolacéo Polinomial de Hermite; os teoremas de Exis
téncia e Unicidade e do Resto do Polinomio Interpolador de Hermi
te; o conceito de Interpolagdao Inversa; a relacdo entre calculo
de raizes e interpolagéo; e, finalmente, um teorema que estabele
ce as condigoes em que podemos assegurar a convergéncia de um mé

todo gerado por interpolacao inversa.

2.1. INTERPOLACAO POLINOMIAL DE HERMITE

Sejam f : {a,b] » R e xo,xl,...,xn n+l elementos dis-
tintos em [a&,b] .

Sejam j = 0,1,...,n e kj = O,l,l-.,yj—l com y4 > i,

Seja N = Yot Y1 *eret Tn_l .

Suponhamos que, para todo j, £ tenha Yj—l derivadas no
onto X, .
P j

Consideremos o problema de determinarmos um polindmio q

de grau N, tal gue para todo Xj tenhamos;

(k.) ' {k.)

3 _ 3 (%)) K. o= 0,1,...,v.~1 .

Esse polindmio g & denominado Polinomio Interpolador  de
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Hermite para a fungao f, nos pontos XorXqrewo X

‘TEOREMA 2.]1. (Teorema da Existéncia e Unicidade do Polino

mio Interpolador}.

Existe um Unico polindmio satisfazendo as condigdes estabe

lecidas em 2.1,

DEMONSTRACAO: Queremos determinar

N N |
b ¥ r akGR, N:(

n
z
k:O ) j:

= . —l,
qlt) Yj}

0

r

tal que em todo, ponto Xj - satisfacga q ] (xj) - f 3

k- = 0 l - Y-""l-
J ¥ I I j -
Para cada Xj essa condigao nos fornece Yj ‘equagdes 1li-

neares, a saber:

N N-1 : :
ay xj +ag 4 Xj et Bq xj +ag -,f(xj)
- N-1 ' N-2 e
NaN % + (N—l)(aN_lxj feeud @y = f (xj)
: _ N-y.+1 | (y.-1}
N(N-—-l)...(N-—Yj+2}aN xj J Fowat an—l =.f 3_ (Xj} ’

e temos entdo um sistema de N+l equagdes lineares a N+1 incog
nitas.

Uma solucao para esse problema existe e é ﬁniéa, se a ma-
triz dos coeficientes do sistema for nao-singular.

Escrevendo isso na forma Ay = b, onde A e a matriz dos
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C o . T
coeficientes do sistema, y = (aN,aNul,...,ao) e

(v ~1) ' (v —lf T
b= (E(x), £ )seesE 7 A i iE (), £ ) e D)),

€ suficiente provarmos que o sistema Ay = 0 -tem somente a solu-

cao trivial, pois isso acontece se, e somente se, A for nac~sin-—

gular.

Seja r{t) = b, £ e yl = {(b_,b bl,bO}T, e su-—

NUN-L
: (k.)
ponhamos gue Ayl = 0, ou seja, que r (xj) = 0, com k. =

Ld

= 0,1,..., Tj-l.

Isso significa que Xj &€ uma raiz de r, e tem multiplici-

dade Yj'
B _ Yo Y4 Y
Entaoc r{t) = a{t-x_) (t—2x.} vee (t=x_) , @ €ER,
o 1l R o

Suponhamos a £ 0.

Nesse caso r tem grau Yo—rYl+;..+Yn = N+1, o que & absur
do, peis r deve ter grau N .

Entdo « = 0 e r €& o polindmio nulo, e, assim, o© sistema

tem somente a solugao trivial.
Portanto, A € ndo-singular, e podemos concluir gque © Poli-

nomio Interpolador de Hermite existe e & unico.

bemonstraremos agora alguns resultados gue serdc usados na

demonstragac do proximo teorenma.



DEFINICAO 2.1. BSeja f:[a,bl] » R; um zero a de f & de
multiplicidade k se £({x) = (x—u}kg{x); com gla) # 0 e g 1li

mitada numa vizinhanga de a« .

LEMA 2.1. Seja f: [a,b] + R, £ € C°[a,b] .
Entao todo zero de f de multiplicidade K > 1, & um zero.

de multiplicidade k-1 da derivada de f.

DEMONSTRAGAO: Seja o. um zero de-f de multiplicidade k.

Entao f(x) = (x.—a)kg(x) com gf{a) # 0 e g limitada em
o .
- L) 1 k_l
Dai segue-se que f'(x) = {x~q) h{x) , onde
hix) = X g{_x) + (X)) g’ (x) .
Como f € Cz[a,b] , entdo f' & limitada em fa,b}l, . e,

portanto, g' tem de ser limitada em «.
Ertdoc h e limitada em o« e como hia) = k gla) # 0, te-

mos que « & um zero de £' QJde multiplicidade k-1 .

LEMA 2.2. Seja £: [a,b] + R, £ € C’la,b] .

i) Se f tem n =zeros em [a,b], entdao a derivada de £

tem pelo menos n-1 zeros em [a,bl.

ii) Se f tem n zercs em J[a,b]l] e k desses zeros tem
multiplicidade maior do que 1, entao a derivada de £ tem pelo

menos n-1+k 2zeros em [a,b] .
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DEMONSTRACAO: i) Sejam Yy+¥yre-., X OS zeros de f em

[a,b] e Il = [r1,r2] ; 12 = [rz,rB],..., In—l': [rn—l‘rn]'

Como f(rl) = f(rz) SR f(rn)': 0, podemos aplicar o
Teorema de Rolle a cada Ij; temos entdo éue para Wj = ,...
.e.nn—=1 ¥ e, € {r.,r. £ff(c.) = 0.

n-1, 3 {3 3 ]—1) /£ J)

Portanto £' tem pe;o menos n-1 zeros em fa,bl .
ii) Segue diretamente da parte (i) e'dq Lema 2.1.

0 proximo teorema nos fornece uma estimativa do erro na

interpolacao polinomial.

TEOREMA 2.2. (Teorema do Resto do Polinomio | interpolador

de Hermite).

N+1

Sejam £ : [a,b] -~ R, f €cC [a,b] e KorXyre-or¥X,

o
n+l pontos distintos em [a,b] .
Seja g o polindmio interpoclador de Hermite de f nos pon—'

tos Xo’xl""'xn satisfazendo

(.} (k.)

I x.y = £ (x)
q 3 37
j = 0,1,... e k, =0,1,...,y,-1 com «y. > 1. B
J rby 11 i ey 'Yj T:]# )N-I-l—%:OYj
Seja t um ponto gqualguer em {(m,M] , onde m= mﬁu{xonc,...

...xn} e M = max {xo,xl,...,xn}.

Entao
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£ N+ (¢ ()
(N+1) ! >

Y.
£(t) —qg(t) = (t -x;) I,

n=gs

0
g (t) no intervalor [m,M] .

DEMONSTRACAO: Fixemos t € [m,M] e consideremos a funcao

Yo Yy Y, £(t) -q(t)
- o - 1 n
.(tho) (t—xl) .o (t—xn)

w tem um zero em s = t, e zeros de multiplicidade Y

S

em 5 = Xj '
Para cada i, i = 0,1,...,N+1, denotemos por v, o© nume

ro de zZeros de w(l)

seja s(p,q) =1 se 'CI> P

0 se ¢ < =
Entao:
vV_ = nD+2
o
Vl = Vo-l + S(Of.Yo—l) 4--S(Olr 'Yl---l).i..__‘.;.‘ S(G.rlYn_l)
v, = Vl-l-'rs(l,yo—l) +s(1,yl-l) N g(}_',Yn - 1)

n + s(O,YO—-l) + s(l,YO-—l) + 5(0,71_]_) +

S(erl“l) +...-I|- S(O,Tn—l) +S(11Tn_l)
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-
-

%ﬁ+1 = n+1“N'*[S(0rYO'1)'*s(er0“1]'+"'+ S(N{Yo_l)] +

-
- -
L]

+ [S(O,Yn—l) +S(l,‘Yn"l) ...+ S(N,Yn—l)] .

Mas s(O,yi—l)-+s(l,yi—l)+...+s(N,yi—l) = yi~1.
Dal segue-se gue Vael = 1.
) (N+1) - .
Portanto, w tem ao menos um zero em [m,M] , digamos
em. s = £, e como & depende de t, denotaremos a raiz de

W{N+l) .por E(t} .

Diferenciando N+l vezes a funcdo w, e fazendo s -—£(t),

temos:
| . S £(t) - g(t)
w® D ey = e (e - e — 0.
. 'YO Yl’l .
(t—xo) ...(t—xn}
Portanto,
(N+1) Y Y
£(t) - g(t) £ CLED) (ew ) e ) L

(N+1) !

Agora, demonstraremos o Teorema da Fungao Inversa e, a se-—

guir, veremos o conceito de interpolagdo inversa.

TEOREMA 2.3. (Teorema da Fungao Inversa).

Sejam f:J = (a,b) + R, f(N+1) continua em J e £'(x) # 0



para todo x em J.

F(N+l)

Entiac £ tem uma inversa F em K = £(J} e existe

e € continua em K. .,

DEMONSTRACAO: Com efeito, dados X, < X, en {(a,b) , pe-

lo Teorema do Valor Médio temos:

f(le—f(xl) = f£'{c) (xz_-xl)
com X; < C < Xy .
Dai, vem:
i} Se f'(x) > 0, W¥Wx € J, entao f(xl) < £(x,) , e, as-

sim, £ & crescente em J.

ii) Se f'(x) <0, Wx €J, entdo flx,)) < £(x;), e as-

sim,_ f e decrescente em T,

Portanto, f € mbnc’:tona em J.

Sendo f continua e monbtona em J, entdo existe a fungao
inversa. F:ef(J) -~ J. |

Seja K = £(J) ; como f & continua, entdo, K. também & um
intervalo aberto; além disso, F €& ¢ontinua em K , pois F tam-
bém € mondtona, e F(_I{) = J €& um intervalo.

F & derivavel em K , poisy

- Seja Yy € X, .Yl = f(xl) ; como F & continua em K ;

lim F{ly) = F{y;) = x, .
vy, 1 1
Além disso, se y € K- {vq} s entdo Fly) # X) .
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Logo,
F(y})-F(y.) Fy)—-x
lim 1 - 1lim 1 -
y+y, ¥y y+y; E(F(y.))—£(x))
£ (R (y)-£ (x0T
¥i)l-L X
= lim 1y -3 .
Yoy L Fly)=x £1 (x,)
1

£ (Ely D17

Portanto F'(yl) existe e € igual a if'(F(yl))]_l.

Provaremos agora gue F(N+l) existe e & continua.
Vimos que £'({y) = [f'(F(y))]_l, Vy € K; podemos escre-~
ver F' = Iof'oF, onde I(t) = t_l;' IT:£f"(J) » R; notemos

gue a expressdo tem sentido, pois, como O ¢ £'(J) , a aplicacao

I esta bém definida nesse interwvalo.

Como £ € cl , entdo I, £' e F sao continuas, e . como
' = Tof'oF, entac, F' & continua, e, portanto F € Cl.
| | ' 2 1

Suponhamos, agora, £ € C”, Entdo I, fe f' ecC™, logo

F* € c, implicando F €CZ. |
. . . . . N+l - B
E assim sucessivamente, ate f € C .

2.2. INTERPOLACAO INVERSA

Sejam f£:J = (a,b) + R e X_,X;,...,X n+l elementos

n r
distintos em J .

Sejam j = 0,1,...,n e k. =0,1,...,y:-1, com .y, > 1,

3 3 J
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n :
e N= (2% v.)~-1.
=0 1

fum;

Suponhamos f£'{x} # 0, ¥xX E€J, e continua em J.

Entao, pelo teorema 2.3, £ tem uma inversa F definida em

X = f(J) . F{N'I'l)

existe e & continua em K.
0 problema de interpolacgdo para-P‘ consiste em determinar-—
mos um polindmio Q de grau N, gque satisfaca

(k)" (k.)

J ]
Q (yj) F (yj},

]

PR fx- ] = 01 weawgpll ku = 0 l LI 3 -'_1 = > ln
Yj { j)' J rdr r ', 3 riy .I'Y:] F; Y:] -

Pelo teorema 2.1, podemos afirmar gue existe um uUnico poli
nomio de grau N, nas condicdes requeridas acima.

Usando o teorema 2.2 , obtemos uma estimativa do errsc en-

volvido:

p (4L o (4)

.. |
CF(E) = () + (t=y b 7, (2.2.1)

=8

(N+1)! ~3=0

com @ (t) no intervalo determinadc por Yor¥yresreYy

2.3. RELACAQO ENTRE INTERPOLACﬁO E CALCULO DE RAIZES

Se xo,xl

ara determinarmos x_ ., podemes calcular as raizes do polind-
n+l P

P r Xy sdo aproximacoes de uma raiz o de f ,

mio que interpola £ nos pontos XytXqreaerX 0 €, tomarmos uma

delas come sendo x

ne] ;7 © processo e entao repetido para os pon
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tos Xy sXgpeaarX e assim por diante.

n+l ’

bPorém, isso apresenta muitos inconvenientes, pois, nem sem
pre as raizes assim obtidas s&0 boas aproximacdes para as raizes
de £, e, péra gue isso ocorresse, Seria necessario estabelecer-
mos outras condic¢oes; além disso, uma egquacgao poliﬁpmial deve
“ser resolvida em cada iteracao, e, dentre todas as raizes do.po-
lindmio, uma deve ser escolhida como Xna1®

Essas dificuldades podem ser evitadas interpolando F, a
inversa de £, nos pontos yj =-f(xj), J = 0,1,...,n, e ava-
liande Q, © polindmio interpolador de F, no ponto y = 0, o)
que determina X 01" de-modo unico.

Entao Xl = 0(0) , e repetimos esse procedimento usando

0s pontos ftxl)’f(x2)"“'f(xh+l} r € assim por diante.

0 proximo teorema nos fornece resultados concerro:ntes a

convergéncia de um método iterativo gerado por interpolacdao in-’

versa.

TEOREMA 2.4. Suponhamos validas todas as condig¢des e con-
clusdes de 2.2, porém, sendo J = {x/ |%-0]} <T, e « uma raiz
de £.

Suponhamos ainda gue F(N+l)(y) £ 0, Wy ek
L =20,

Para j > n+l, definamos a sequéncia (Xj) por X .

como foi visto acima, em 2.3, e repetimos o procedimento usando
os pontos f(xl),f(xz)f...,f(xn) , € assim por diante.

(N+1)t T T

Supénhamos ainda que |F'(y)| > Xy
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para todo vy € k.
A

Sejam M = r——lﬁ:j_e suponha L = M,FN < 1.
(x,)
Entao xj €J, ¥j >0 e -(ej)jl20 + 0, onde ej = xj—a.

Antes de demonstrarmos o teorema, observemos gque, como Q
sempre deve ter grau N, entao, para W¥j = 0,1,...,n, devemos
ter, Tj = Yj%k(n+l) , k=1,2,..., ou seja, tomados n+l pon-

tos consecutivos da sequéencia, a soma dos yj a eles relativos,

deve sempre ser N+l.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.4

Por 2.2.1 temos que

| F ) 1o (47
F{t) = 0Q(t) +

=9

'Y.
J
tey. .
( YJ]

(N+1) ! §=0

) 6 (07

. ' n. Y
Se t =0, F(0) = Q{(0) + T (~y.) I .
= (N+1) ! 5=0 J
Como F(0) = o e 0(0) = X,y r temos
_ 4y N+l ' n Y
X ,p-e = - —LL-*—- F(N+l)(e } & (yj) 3,
) (N+1) ! §=0
sendo & = ei(O).
Se e, = X.-a , temos
J ]
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D R = D IPP

n+l (N+1) 1 3

HE= s

'
(v 3 . (2.4.1)
o J .

Como yj = f(xj)  pelo Teorema do Valor Medio, temos

yj = f (nj)(xj-—a) = £ (nj)ej ,

n. entre %, e o .
J J
Usando a formula da derivada de £, vem:

1
, B emee—— 2, onde . = f . .
y Py (nj)

F (pj)

wl

Substituindo em (2.4.1), temos

ou ainda,

N+l - (N'l'l] (e ) n Y.
~(-1) - 3
®ni1 T n N (ej)
{(N+1) ! I [F*(p.) 3 3=0
3=0 ]
n Yj : _

(ML p (1)

M = - (2.4.3)
. n Y=
M)t T [F'{ps)] J

4=0
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(N+1)

Se e req,...,0 sao nao-nulos, como F naoc se anu-

" la em.K, entdo, para todo j > 0, ej €& ndo-nulo.

?ela definigdo de J, max {Ieol, Iell,...,lenl} <Tr, e,

re- X € T, entao

como XO,X n

i

IF(N+1}(yj)I'

(N+1)!

< A

j=0,1,...,n .
Dai conclui-se que IMjI <M.
Por inducdo, mostraremos que ]ej] <Tr, ¥j>0.

Seja Jj = n+l.

n o n Y.
e =M 1 oje] Mo Je]demr™ ourVr c1r <1
n+1l -
" g=0 J j=0 . |
Suponha que Iejl < T, se j=20,1,...,n-k+1l.
Entdo, se j = 0,1,...,n+k-1, x5 €7 e

IF(N+1)(Yj)

(N+1) 8

¢, portanto, [Mj|'< M.

Dai temog que

n+k-1 Y. n+k-1 . . -
Ie : | = ]M kel I |e.| j'fbd ) Ie.[ Jem PN+1 < T .
n+k n+X-- §=k-1 J j=k-1
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Portanto, X €J, ¥j > 0.

Mostraremos agora que (ej}j_20 -+ 0.
Como Xj €3, ¥} > 0, entdo, por 2.4.3 , IMjl <M,

¥j > 0.

Por indugao, mostraremos gue |ej4l[ < L|ej| , Vi > n+l .

n ' n 1.
P R P R L P S P
n+ J j=0 J 3.—_0 3
¥.-1 n~
= ufe | [e |7 1o by Tcme | o = e |
Suponhamos que |en%k—l! < L]eh+k_2 , € provemos que
Ien%k] < Llen%k—ll'
Coﬁ efeito,
n+k-1 Yj
lenul = |Mn;k-1| sk CHE
| Yrike? n+k-2 Yj
= an+k-1[ Ien+k—;| Ien+k~ll jzﬁ_lllejl <
N N
|Mn4k—1[ Ien+k—l|r z MJenik—llr = L[en+k—1] )
Portanto, ¥j > n+l, |ej;1| < L|ej|, L <1.

Repetindo a aplicac¢ao dessa igualdade j%l vezes, obtemos

Ie.- < Lj+l |

j = 2,...
3+1| J =0.1,2,

el

Como L < 1, se j~+ too , entao Iejl +~ 0.



CAPITULO IIIX

A SEQUENCIA BASICA ES E O METODO DE JARRATT

Como ja vimos no capitulo I, dois métodos iterativos de or

dem p podem diferir somente por termops proporcionais a upl '

com py; 2P,

Assim, certas propriedades de um método, como ordem de con
vergéncia e constante de erro assinfético, podem ser deduzidas
por comparaczo com elementos de uma sequencia basica.

Estudaremos una sequéncia basica, a sequéncia B s cuja
simplicidade de estrutura fécilita seu uso como sequéncia compa-
rativa.

A seguir, veremocs um método de 42 ordem, o de Jarratt, cu-
ja ordem de convergéncia érdeduzida por comparacaco com um elemen

to da sequéncia basica Eg.

3.1 DEFINICAC DA SEQUENCIA BASICA E

Sejam f: {a,b) + R, a um zero de f tal que f'(a} # O,

- {5 _ - :
e f( ) continua numa vizinhanca de o .

Entao, pelo teoxrema 2.3, f tem uma inversa F e F(s) e
continua numa vizinhanca de zero;

Seja Q o polindmio interpolador para F, Q de grau s-1 e

tal que no ponto' v = f{x) tenhamos Qy) = F{y), Q(j) {y) = F{j) (v}

se j = 1,2,...,8-1.

Entdo, por 2.2.1, temos
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r{5) (a(t))

F(t) = o(t) + (t-y)° (3.1.1)
sl
- s-1 F(j)( ) .
onde Q{t) = E -——---——Y—-(t-—y)J e 6(t) estd no intervalo de-
j=0 3!
terminado por y e t.
Entao, para esse x fixo, definimos: Es(x} = Q(0}) .
s-1 oo " | .
assim, B (x) = & BT pllg) o3y o .
3=0  j!

Notemos que, quando escrevemos Es, estamos nos referindo

ao s-ésimo elemento da sequéncia (E_)_, ., .
' . - . f
Escrevendo ES em termes de potéencias de u = T temos

s-1 j-1 (3) .
E_(x) = X - 1% (-1) F- W 3y

S ETSRE

Na pratica F ndo € conhecida e por isso devemgs expressar

_ES em termés de f e suas derivadas; se fizermos

Ay =1 L (3) _
Y0 - (- " F - ) , ©(3.1.2)
Lo | L} j ’
N S"']. *
temos Es(x) = X - § Y.{x) uj(x)-
J=1
A j-égima derivada da funcao inversa F e dada por: [ [8],

apéndice B]
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. _ By
. L _ j (A (x))
P ) = g )Y 51T (§4r-1) 7 3
i=2 R.!
i
f(j)(x) J
onde y = £(x}) e A.(X) = -2, r = I B; + © Com a so-
. . J j! fl(x) . i=2 .
3
ma tomada sobre todos os Bi > 0 que satisfazem T (i—l)gi =
' i=2 - '
= j-1.
A partir dessa éxpresséo temos
| (A, (x)) 1
S ooy I-l : (B, x)
v = A el (e 1 4
y T
3" 1_2 Bi!
Pal calculamos:
E2 = g-—u
2;
E = E,. -A 1
32 2 . (3.1.3)
_ 2 3 : ,
: 2 : 4
E. = E, - {5 Az-S A2A3-FA4)U

5 4

"3,.2. DEDUCAO DA ORDEM DE CONVERGENCIA DE ES

S -~ . 1
Suponhamos que F( ) nao se anule em uma vizinhanca de ze

ro‘

Por 3.1.1 temos gue

(s)
, F {6(0))
5!

(—y)s ’

e = F{0} = 0Q(0}
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com 'B(O) no intervalo determinado por 0 e y .

Como Q(0) Es(x), temos:

=
i

B (x) + (-1)% ) (61208 ()

. onde 6 = g6{0} .

Escrevendo isso em termos de u temos:

, s (s) ' :
o = Es(x) + (=1} °F (6) us(x) (3.2.1)

g [F'(y)]s

Entao

Es(¥) -« - (—l)s_l F(S)(e) <%(x) S
(x-a)® s! [F'(y)1° X-o
Como lim ulx) =1, temos dque
Kb —0
E_(x) - s-1_(s)
1im _8 - (-1}~ 777 (0)
stra  (xX—a) sl [F'(O)]s
s-1 _ (s}
Por 3.1.2, (-1) F ) Y (a) £ 0O
st [P'(0)]°
ES(X)-—a
Portanto, lim_———-wi; = Ys(a) £ 0.
x+a  {x-a}
Fazendo x = X0 %441 % Es’ ey = X;-ay temos:



ES(X)_a ei + L
lim ————p = lim S = Y_S(a) £ 0 {3.2.2)
X+a (x—a) Xra @y : _
Asgim, provamos que Es & de ordem s, e Ys(a) & a sua

constante de erro assintotico.

Temos entdo uma sequéncia (B_) tal que o s-&simo

s'g>» 21
elemento é de ordem &, e, portanto, por definigao, essa sequén-

cia é uma sequéncia basica.

OBSERVACAO 3.1. De agora em diante, quando nos referirmos
a uma funcao iterativa @ de ordem p, estaremos supondo satis-

*

feitas ag hipoteses do teorema 1.1.

LEMA 3.1. S'c-:ja' # uma fung¢ao iterativa de ordem p com

constante de erro assintdtico C.

B (%) -E_ (%) | f(x)-E_(x)
Sejam G(x) = P , X £ o e H(x) = e 2 ,
(x-0) P uP (x)
X £ o.
Entio:
i) C =¥ (a).+lim G(x)
- p X+
ii) ¢ =

Y (a) +1lim H(x) .
P X+a

DEMONSTRACAO: Vimos em 3.2 que Ep é de ordem p, € qgue
Yp (¢} & a sua constante de erro assintoético.
Como # também & de ordem p, entac, pelo tecrema 1.1, te-

mos:
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Fla) = o e Ep(u} = o

p @ =0 e B =0, se 321,00

1l

s P )y ccz0 e Eép)(u) =¥ (a) #£0.

Agora, aplicando a Regra de L'Hospital p-vezes, temos:

() B, (x) ﬂ(P)(u)fEéP)(a)'

lim G(x} = lim ‘= : = -C—Yp(a} .
X+ X+ o )P p!
Portanto, C = lim G(x) +'Y (a) .
X+
iiy H(x) = G{x) ( ) e como llm -}i(lx—?- = 1, entao:
1im H(x) = l:l.m G () u( y = llm G(x) = C- Y (! .
X+ ra
Portanto, 1lim H(X) = C—YP(a) .

X+
OBSERVAGAO 3,2, Se £ e g gsao duas funcodoes tais que

-;— + C # 0, quando x + o, entdo escreveremos f = Q(g) .

O proximo teorema nos permite calcular a ordem e a constan
te de erroc assintotico de um método iterativo, por comparacaoc com

um elemento da sequéncia basica E_ .

TEOREMA 3.1. Seiia ¢ uma funcao iterativa.

) | | : P{z) ~E_ . (x)
g & de ordem p se e somente se: 1im exis
X+o P (x)
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te e & nao-nulo.

{h
i}

) g{x) - E +l(x)
Nestas condigoes, lim - o P =C , onde ¢C
IS ut (x)

constante de erro assintdtico de @

DEMONSTRACAO: De 3.2.1 temos:

(—1)P*L p(P+1) ()

a = Eyp(x) 4 uP " (x)
C(pel)t (BT (y))PH
Entdo :
L p+l .
Pix) —a _ ﬁ(x}-—Ep+l(x}va(u ~(x)) /utx)\P
2ol — = . .
(x-a) P T uP(x) \‘ %/
f(x) -E (x)
= prl /isf;> (%(Xi> of{u(x))
uP (x)
Como iim ulx) | 1 e .1im O{u(x})) = 0, entao
X B - Mg : :
lim g(X)-_Ep%l(X) = 1im g(x) -
X up(x). X-+a (X—a)p

Dessa igualdade, vem:

(=) Se § & de ordem p;.entéo_o limite do lade direito

da igualdade existe e & igual a uma constante C # 0, gue & a
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constante de erro assintotico de # .

#(x) -E {x)

p+1

Portanto, se ¢ ¢é de ordem p, entao lim - :
: Ko up(x)

= C# 0, sendo C a constante de erro assintdtico de § .

ﬁ(x)-—E 1 {x)

(<=} Se 1lim pt existe e & ndo-nulo, entdo, pe

X+ {x-a)P -

la igualdade acima, 1lim glx)-a existe e € néo-nulbh ou seja, @
Ko (x—u)

é de ordem p .

3.3. METODO DE P. JARRATT, DE 43 ORDEM

Formula: ‘

3 .
m Blx,) £1(x)

f‘z[xi—%- u(x,) ]

3.3.1. DEDUCAO DO METODO

Essa deducdc se deu a partir de investigacdes das proprieda

des de métodos da forma

ag w%(x)
@F{x) = x-alwl(x}-azwztx)— (3.3.1.a)
u(x)
f £
com wl = 1, U = -=— e W, = —————— onde B8, al, a, r ag
£' £' + Bwl

sdo parametros sobre os quais imporemos condigoes para obtermos a

ordem de convergéncia desejada,
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A idéia & expandir ¢ em uma série de poténcias de u, e

usar a sequéncia basica E, como gequéncia de comparagao.

2
\4
Precisamos expandir w, e T% , 8, como
_ £f(x)
wolx) = - ,

frix) + puix)

sk ~ 1
faremos inicialmente a expansao de ro-

Seja g = §% .

Entao:
i} g' ) —f"
(£')2
TR 1540 K A
£ (g2
w =13} {4) my 3
i) gy - £ E 2 SUET)
(£} (£} (£')
. @) 24¢em3 36em2e3) 6g 3Ny 2 Lgem £ 0O
vl g = 5~ 4 ¥ 3 PR E
(£') (£') (£') (£")

Dai, vem gue:

1
fri{x+ gu(x))

L}

g{x+ Bui(x)) = g(x) +g'(x}) guix) +

. 13 . (3)
+ 57§§l 82 uztx) +5L§T—Eil 83 u3(xJ +

a5

(4)
g x) g4 4 8> u’(x)

BT u”(x) +
41 51
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com T entre x e B ulx)

f(x)
f'{x + Bguix))

temos:

Como wz(x) =

N (5) ¢ - (5)
24(}1 R S +5Js4u4+_—g W) ¢ g 0®

: : (3)
Fazendo A, (x) = £ ) ; Ssegue que
J JUET (%)
2 2 2 3 :
W, = u-2 A2 g u” 4+ (4 Az—u3A3) B~ u +
: 3,.3 4 - 2
(12 A2A3—4A4—8A2)B u o+ (216A3 +384A2A4 -
2, 4.4 5 gB(n _ 5 5
864A2A3+384A2)B u +-—~5—!—f g7 u 1

ou ainda:

: 2 2 2 3
Wy = u-2A, U 4+ (4A2-3A3)8 u” o+

(3.3.1.b)

4

) 3..3 5
(12A2A3—4A4 +8A2)6 u” + o(u”)
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. 2
Faremos agora o desenvolvimento de Wo

2
wg(x) = £ (%) '

f'z(x + pul(x})

em série de poténcias de u.

Seja h =
(£7) 2
Entao:
. -2 £"
i') h' =
(£1)°
friv) e o GlEDZ 2 £ )

TR L

cvereen 3y 18Em £ g 0emy3 £ 4)
i'i'it'}) h = T - B = 2 3
_(f') (£} (£*)
Dai, segue que:
5 1 = hix+ guix)) =
Ero{x+ 8 u(x)) -
= hi{x) +h'(x) pulx) + Y 22 25
| 21

R xe2 B s et vt

+

com n entre x e B u{x).

Assim, .



I
H e
\“<;
+
1=
TN,
“lh
My =
S
P
e
\_/I\J
™
ot
+

_w% {x)

ou ainda,

v 2 3 5 2 4
w, = u - 4A2 gU” + (1?A2 - 6A3) g7 u
(36A.A. — 3225 - 826> u’ b ) a4 g2
+ 2Ry - 5 = 4 B u’ o+ AT g8 u £7 .
Entao
2 -
5 - 9 2 3
- = u-4A2 Buv+6(2A2-A3) B™ u
. 4 . "
¢ 4(9A,A, - 2B, - 8A§)ﬁ3 uw? s ow?) (3.3.1.¢)

Levando~-se as expressoces dadas por 3.3.1.b e 3.3.1.c

na expressao de @ , dada por ‘3.3.l.a , temos:
B(x) = x-(a, —a,-a,)u + 2{a, + 2a,)Aa @f -
- 1 2 3 o2 3°7°2

X o2 : 2 3
- [4(a2-—3a3)A2 - 3(a2432a3)A3]B u -

- : : 3. 3 4 5
-—-4[3(.’:12 - 3a3)A2A3— (a2+2a3)A4 - 2(a2+4a3)A2]s u + o{u’).

Comparando com E5 , Vvisto em 3.1.3, temos:
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2

P(x)-Eg{x) = [l-faj +a,+ag)llu + [1+28 (ay+2a3)18, u’ +
4 {[2..432(a24-3a3)A§] - [l-—332(a24-2a3)]A3} w3
3 .3,
- {15+1287 (a, +a5)A A, ~ 1+ 48 (a2-ﬁ2a3)]A4 -
- [5-+8B3(a2-+4a3)A3 et 4oy . (3.3.1.4)

Pelo teorema 3.1, # sera de ordem 4 ge, para funcdes ar—

T - 2 3
bitrarias f , os coeficientes de u, u e u~ se anularem.

Dail, temos:

al-+a2-+a3 = 1
1
a. + 2a = — )
2 3 28 (3.3.1.e)
a., + 3a = —=
2 3. 282
a, + 2a = —=
2 3 362
' . . 2 5
Resplivendo o sistema, temos que: g = - T s al-g, a2==0
=} a “9-
378 °

Levando-se esses valeores em 3.3.1,a , temes a seguinte

formula iterativa:

%f(xi) £1(x,)

= - % Eu(x}
Fip1 T 1 T B il -
f'z[x.-g u{x.)l

i 3 i
Pelo teorema 3.1, a constante C do erro assintdtico do mé

todo &€ dada pelo limite, guando x » o, do coeficiente de u na
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expressao 3.3.1.d

Entao,

g 24(a) =2, (a)ay(a) + 3 25 ()

Q



CAPITULO IV

METODO DE NEWTON E DERIVADOS

d método de Newton para computar zeros simples de fungoes
foi modificado de varias formas, com o objetivo de melhorar a or
dem de convergéncia,

Neste capitulo estudareﬁos o método de Newton, e alguns mé
todos dele derivados, a sabér: trés métodos de Neta, e os de Os-
trowsky e de King.

Em todos eles o subpasso inicilal de uma iteragéo & dado pe
lo método de Newton, e nos métodos de Neta de ordem 14 ellﬁ o ul

timo subpasso & gerado por interpolagao inversa.

4.1, A IDETIA DO METODO DE NEWTON

Sejam f:R + R, a €R tal que f'(a) # 0. O polindmio
interpolador linear p tal que pla) = £{a) e p'la) = £'(a) &
dado por plx} = f£(a) + £’ (a) (x-a) .

Igualando a zero e resolvendoc para x temos

x = a - ttal “ ' (4.1.1)
£' (a)

Essa expressao nos da uma aproximacg@o para uma raiz de £ nu

ma vizinhanca de a .

Se chamarmos de :&) a aproximacdo inicial e tomarmos xo==a '

entdo Xq = X seréd a segunda aproximacdo, e, em geral,
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X = X_ - ;Eifﬂl_
n+l n £ (x )
n
obtendo entac uma sequencia (xi)i3_0 .

Consideremos ©s seguintes problemas:

i} Das propriedades dessa sequéncia podemos concluir que

existe uma raiz de f numa vizinhang¢a de nossas aproximagoes?

ii) A sequéncia converge para a raiz de £ ? Se assim o for,

guido boa é a aproximacao obtida?

Para podemds responder essas questoes, precisamos inicial-

mente do seguinte teorema:

TEOREMA 4.1. Consideremos uma gsequencia de intervalos fe-

chados Jn tais que

Jn-&-l - Jnir n=0,1,2...
> . - E - -
(IJnl)ni_O 0, ou seja, se Jn [an rbn] , entido
(lbn“an|)_+ 0.
o
Nessas condigoes, n J, # § e consiste de um Gnico pon
n=0

to.

TEOREMA 4.2. {(Kantarovich). Sejam f:R 3+ R =] %5 € R
[ }
tal que f(xo). f (xo) £ 0.
f(xo)

Sejam h0 = — ETT;H; e JO = [XO, x0-+2h0]; suponhamos
o)
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que f" seja continua em J, e que
2|h0|M < If'(xol _ (4.2.1)

sendo M = max |[£"(x)] .

Seja (xi) a sequéncia dada por

i*0

f(xn)
X = X = n=20,1,2,...
n+l n f,(xn) :

Entio a express3ao de x tem sentide, V¥n > 0, todo

n+l -
xneJo e existe aEJo, tal que x_ +a, €, a € o Unico ze

ro de £ em JO.

Se o # X+ 2h_, o & uma raiz simples de £ .

DEMONSTRACAO: Como f" & integravel, entdo

% .
£'({x) —f'(xo) =J £ 7(x) ax ,
x
o
e assim,
£ () —f'(xo)l < lx'_—xOlM | (4.2.2)
Como Xy = xOJ}ho, por 4.%2.1, te@os
' |f'(xo)|
. :
|£90x,) - £ (x )| < [h lM < o (4.2.3)

Dal segue que
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| e ey e £ G, |
e e |2 [ k) [ = £ ) =80 x> 20 ) | = —2—
~ou seja,
fe' (x ) |
£ x| 2 e - (4.2.4)
2 . .
Integrando por partes, temos que
Xy '

J (xl——x) f'"{x} dax = f(xl) ; {4.2.5)

X o

o

x )
. i 1" - ] —
pois, JX (¥, =x) £7(x) ax = -(xy -2 )£ (x )+£(x)) -flx ) = £(x)).

1
o

Facamos X = x0-+t ho; entao

X)—X% = (l—t)ho e d};_z ho dat
Usando 4.2.5 temos

In % m
2
pois:
2 1 :
f(xl) = ho J (1L-t) £ (x0.+-t ho) at

o
e como (l-t) > 0, segue gue
2
1 In_ 1% m

|£Ge) | < bl Jo (1-t) |£' (x +t b ) |at <
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. flxy)
Seja hl === e X, = Xli-hl
£'{xy)
Por 4.2.4 e 4.2.6 temos gue
[, |
] < ——— C(4.2.7)
[ (x|
Agora, usando 4.2.7 e 4.2.4 temos
Min, | n|? m? |h_|? w2
1 o o
£ (xp) |

< e
£ | e T3

ou seja,

2
2 mjh, | 2 |b [ m
127 (xp) |

f‘{xo)

_ 2ln | m
por 4.2.1, —2— <1,
g

e, portanto,

2 [hy | M < g0 |

(4.2.8)
Usande 4.2.7 e 4.2.1 temos
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Como. Jo = [xo' Xo*‘zho] ' 0= xo'*ho r ¥y < xl'+hl e
1 =
]hl[ <5 Ir |+ entdo x, €7.
f(xn)
Consideremos agora Xpel © xn+hn onde hn = - ETT;*; .
n

A relagao 4.2.8 nos mostra gue as hipéteses do teorema per-—

manecem validas se substituirmos X, e hO por x, e hl’ res

pectivamente, e dessa forma poderiamos fazé-lo para - x e hn .

n = 0,1;2'000

Seja Jn = [xn P Xt 2hn} i o no=0,1,2,...

Tenos entao uma sequencia de intervalos Tner C 9 'n =
= 0,1,2,..., com o comprimento de Joe1 Do maximo igual a metade
do comprimento de Jn.

Portantec, |h r < X |n |

! n’ - ,n o' 7
Como j; + 0, quando n =+ 4+« , temos que Ihnl > 0.
2 .
Nese casc a sequéncia x , n= 0,1,..., converge para um

‘'ponto o ; como J. C Jo, Vo> 1, entdo x, €J,, ¥n > 0 e co-
mo JO & fechado, segue que o € Jg -

Provaremos agora gue o €& uma raiz de f.

fix )
: : = e 1 .
Multiplicando X0.1 " % ' por f (xn} , temos:
£'{x. )
_ n
- 1 -
f'(xn)xn+l = £ (xn)xn f(xn).

Como x, *a e f é continua em Jo’ entio f'(a) - @

= f'(a} . a-f(2) , de onde se conclue que £{u) = 0 .



- 41 -

Considerando-se o # xOlFZI%), veremos que o € uma raiz
simples de f .

Por 4.2.2 temos que para todo x € JO '
|f'(x}-—f'(x0)| < Ix-—xolM < 2LhOIM .
Entao, tomando x € Jyr X £ x 4~2ho,_ |x-—x0| < 2Iho| .

O

e por 4.2.1, temos
£ () £ (x )| < 2fn fm < |erx )] .

Portanto,’ f£'(x) # 0. para todo x em S X # X+ 2 ho ;
e dai se conclui que, se a {£ x0-+21%), entdoc ¢ €& uma raiz sim-
pies de f. -

¢ € a Unica raiz de f em I pois, sendo f'(x) # 0 em

J0 - {xo+2ho Y}, f£(x) é estritamente mondotona em Jo .

4.2. DEDUCAQO DA ORDEM DE CONVERGENCIA DO METODO DE NEWTON

Sejam f£:J = [a,b] * R e o« €J uma raiz de £.

_ ' 3
Suponhamos que f'(x) # 0 para xXx €J ‘e que f" e f( )

sejam continuas em J.

. f{x) '
Seja 7 {x) =_x-—ETY;7 e {Xi)ig_o

a seéuéncia definida
por X, .4 = ﬂ(xi).

Suponhamos ainda gue £"{(a) # 0 e que X, * a.

- Negsas condigoes, @ é& de ordem 2.
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be fato:
Sendo @(x) = x-ligﬂ—, temos que fla) = a, - @F'(a) =0
£ (x) .

e @"(a} = £* (o) £ 0.
‘ £' (o)

- Entao, pelo teorema 1.1, @# & de ordem.2 e

€. ’ n )
i+l % " (a) | (4.2.1)

onde e, = X, ~a, Wi > 0.
i i~ —

Todos os metodos que veremos a seguir sdo derivados do mé-—

todo de Newton.

4.3.. METODC DE OSTROWSKY, DE 32 ORDEM

4.3.1. PORMULA:

N L
i i : !
f.(xi)
f(yi)
¥, Y., -— .
i+l i f'(xi)

4,3.2. DEDUCAO DA ORDEM DE CONVERGENCIA DO METODO

3
Suponhamos que £ € C7, e que fla) . £'(a) # 0

De 4.2.1, temos que
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y: — @ 1 . ’
: 1 £
o ) + § ‘(u) (4.3.2.a)
(2, —a) £'(a)
A1
Por outro lade, como y; * ¢ temos
. ' 2
fly,) = {y;=-a)f'(a) +0[ly; -a)°] (4.3.2.b)
Usande 4.3.1 e 4.3.2.b, temos
Erixdxgg 0= BTy - £lyy)

. entao,

£10xy) (x5, )-0) = £ (x)) (v;=e) ~ (y;-)£* (a) + Oly;-a) %)

e dai segue que,

(x -a)

£1(x,) —= £'(x;) — £' (o) + Oly;—a) -

Yi_ a

Pelo teorema do Valor Medio e 4.3.2.a, temos que

M, -1 ’ . ..
f'(xi)<géii—;) = f"(E)(xi—a)—rO[(Xi—a)z];
Yi_a

com E entre Xi e o .

Xip1mo
Se X =+ a, ~entdo £ (x,) +~ £" (g} , e portan
- (Yi—u)(xi—a)

tO,
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*i417° L £"(w)

(Yi—a) (Xi"a) f' ((I)

. (4.3.2.¢)

Por 4.3.2.a e 4.3.2.c, concluimos que:

T DS £ e T M /;"(u;\3
(-07 ket (ygma) (xgma) 2 \ET (a)
Portanto, l+l £ [a) e, entdo, o método é de or-
£’ (a}

dem 3.

4.4, METODO DE KING

Este & um método de 42 ordem, e requer somente duas avalia

¢oes da fungao, e uma avaliagac da derivada.

4.4,1 FORMULA:

f(xn)
W o= X - —
n n .f‘(xn)
_ f(wn) f(xn) + A f(wn)
O \ '
f (xn) f(xn)~+(A—2)f{wn)

4.4.2. DESENVOLVIMENTC DO METODO

Seja f € c” numa vizinhanga de aq.

£fix_}
. n
Sejam wW_ = X_—-—— e
n n .
f (xn)
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) . £lu ) Elx ) +A £(w)
n+l n £'(x ) £(x ) +B £(w) '

onde A e B sao parametros.

Desenvolvendo £ e £" em série de Taylor em torno de a ,

(3)
e, sendo e, = X, —a, A, = £ ) ; temos que:
I £ ()
i A A
e By 2B 3 By 4
f(xn) = f'{q) ]Een-:- 5T € * 3T S T AT O e {4.4.2.a)
el’
’ A A
. A3 2 4 3 5 4
] _ L} — i —
e =t eny e el e Eed gl waam
f(x’n)
Seja e(wn) =W -a=e - .
1
f (xn)
Entao: '
()__'iz Loon,-m%ed + L (2ann, 1082 3;!:!)‘1 (4.4.2.0)
elw) =72 % *§ 3= SBoe, v og - 23 7R LA -&.e-C

Agora, calculemos f(w ) ;

A A A
e 2 2 3 3 4 4
f(wn) = f'la) g(wn} +—5 e (wn) +ge {wn] * 57 e (wn)+...
Por 4.4.2.¢c temos que:'
Elw)) = f" ) 22 2 1 (2 A, -3 AZ) el 4
n’ o= £ e, v 373 A) e
L (Ciaan s 1523 +3a0ed ... (4.4.2.4)
24 2773 2 4’ ™n _
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por 4.4.2.a, 4.4.2.b e 4.4.2.d, temos

2

£'0x ) [£(x )+B £(w )] = (£'(a))? . (e +3 (B+3)A, e + L((2B+4)A s

A

2.3 1 '
38216 4 L 1(3Bs5) A, + 10 A,

3 +

1
120

3, 4
313}‘312]8n +

[ (4 B+6) A5 + 15 A2A4 +

2 2 4. 5
10 A + 20BALA, - 15BAJe” +...)

por 4.4.2.a e 4.4.2.d, temos que

. 1 2 1 2. 3
f(xn)~ba f(wn} = f£'(a) {en + §(Afkl)A2 en4-g[(2A+l)A3-32&A2]en +
A 14AAA+15A9A + (3A+1) A, ler =k [ (4A-1)A.~
7Y 223 2 1 B45°0 T 130 5
2 2 : 4 5
25A R A, ~ 20 AAS + 120A5 A, A - 90A7 Ale] +...)
Dai seque gue;
Flw ) [E(x) +A Elw)] = (£(a)2 (o2 3+ L (ai1)al o
(W PEE(x )+ Wbl o= o 3 %p T o7 arlisg e F
1 2. 4 1 2. 821 5
r (23’$3—3A2)e¥_1 + '6- ((2A+1)A3—3A3\2)"2" en+
i1 1 2 5
'LZ_(A-"]")A.’Z -E (2A3—3A2)jen +
1 3 5
ﬂ (—14A2A3+15 AZ +_3A4)en +..-} '

ou ainda:
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£(w ) [£ ' 2 22 3
(wn [ (Xn)'*A f(wn)] = (f'(a))” {

P2 3,

L oja_19a2. 1, 4.1
LE (A~1)AJ + 3 Byjen +37 [(8A-8)A A, +

3 5
{9~12AjA2-+i3A4]en +u.}

(4.4.2.F)
Como
£lw )} Filx V).+A flw )
_ _ “n n n
%n+l I I B e(wn)-—

£ (%) 'f{xn} +B £ (w )

por 4.4.2.c, 4.4.2.d e 4.4.2.f temos:

e, (£ (x ) [£(x) +B £(x )1 = (£'(e))? (3 (B+a-2)a2 ef &

1
5 [{8B — 8A + 14} AyBy +

) : 3, 5
(l.’ZA-—6B-—9}A2]en ...

Entao,

Y
n
|

2 31
nel (3-+A-2)A2 e —_— [(8B—-8A-&l4)A2A +

n* 72 3

(-3 B+ (3A-21)B+21A-27')A§]ei ...

Para que o método tenha convergéncia de 42 ordem € necessa

rio tomarmos B = A -2 .

Assim:

i ; ' 3, .4 5
en+]_ b= '2—21— (—2A2A3 + {3 + GA)Az)en + O(en) r
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e, entao:

e
. n+l 1 : 3
lim — = 57 [} 2B,B, + {3 + GA)Aé} .
H-+g en '

Portanto, © método é de 4% ordem e pode ser expresso por

f{xn)
LA P— :
f (xn)
fiw ) Ei{x_} +A fw.)
n n n
Zhel = ¥Ypn ~ r

£'(x ) fix,) + (A=2) £ (w)

tendo comeo constante de erro assintético C = f% (-2 A2A3 + {3 .

+ BA) Ag) .

4.5. METODO DE B. NETA, DE 62 ORDEM

4.5_.1. FORMULA
f(xn)
Yn T BT
t
£ (xn)

1
FOW) f(x) -2 £(u)

N
]

=
I

' ) 5
£ {Xn) f(Xn) -3 f(wn)

f(zn) f(xn) -'fiwn)

n+l n £(x ) £ix ) -3 £{w)

OBSERVAGCAC 4.5.1: Nao faremos a dedugdo da ordem de convergéncia
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deste método, pois € anadloga d& deducdo da ordem do método deXKing,
-visto em 4.4; observemos somente que 2, é determinado pelo me-—

todo de King, com A = —% .

Agora, veremos outros dois métodos de Neta, um de ordem 14
e outro de ordem 16; ambos reguerem quatro avaiiacées da funcao
e uma avaliacdo da derivada, por iteragéo; sendo os dois subpas
sos iniciais dados pelos métodos de Newton e de_King, respectiva
mente.

No método de ordem 14, o terceiro subpasso €& dado pelo mé-—
todo de Neta visto em 4.5, e, o ultimo subpasso & obtido por in-
terpolacgao invefsar no metodo de ordem 16; os dois ultimos sub-

passos também sao obtidos por interpolagdo inversa.

4.,6. METODO DE B. NETA, DE ORDEM 14

4.6.1. DESENVOLVIMENTC DO METODO

Sejam W= X - f(xn) ,
f'(xn)
e f{wn) f(xn)AFA f(wn)
T frx) £(x) v (B-2) £(w)
e -, £(z ) £lx ) -£0w)
n ‘n v

f'(xn} f(xn)-—B:E(wh)

Agora, determinaremos x _, por interpolagao inversa. -
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Seja

QUE(x)) = a+b(E() — £(x ) +C(E(x) - £(x )7 +

A(E(x) - £(x )7 + elflx) —£(x )Y,

o polindmio de grau 4 gue interpola a inversa de f nos  pontos

f(xn), f(wn), f(zn), f(tn) e satisfaz as seguintes condigoes:

l .
O(f(x )) = x_; Q' (£{x })} = ——— ;
n n n £'(x_)
: n
o/ .
Q& Q(f(wn)) = W ;i Qf{f(z_)) = Z. 7 (4.6.1.a)
" |
~- o(f(t )) = t
g

Das duas primeiras igualdades de 4.6.l.a, segue que:

a = x, e b = L
t
f (xn)
Se usarmos a notacao,

§ = Gn-xn ; § = w,2,t
G6 = f(ﬁn}-f(xn)_

8
;36_-5-2--(3 fT( )

§ é n

as trés Ultimas igualdades de (4.6.1.a) nos dao:



c +3d G + e Gz' =
W W N
2
c +dGZ +eGZ = ﬁz (4.6.1.b)
c +d ¢ +eG2 = @
t t t

Resolvendo o sistema 4.6.1.b, temos:

I?jt“g.z ﬁw_gz
G, -G G -0
zZ w z

t
[ =
G -Gy

g, — @
d = t Z—~e(Gt—-G)

G, -G z

t_ Z
2

c = ﬂt-»d G, ~e G -

Agora, calculados os coeficientes a,b,c,d,e, podemos cal-

cular X041 ! sendo Xos1 © Q€0) .
Entao,
fix ) ‘ '
X .1 = Koo~ —T~£Lw + C fz(xn) - d £3(xn} + e fé(xn}.
f (xn}

4.6.2 DEDUCAC DA ORDEM DE CONVERGENCIA

Suponhamos validas todas as condigdes impostas para a con-

vergéncia do metodo de Newton; King, Neta (62 ordem) e as hipote
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ses do tecrema 2.4.

- Para. simplificarmos a notacao, denotaremos:

X, Ppor X W, por X,
z, POr X4 t, por x5 . (4.6.2.a)
X.,1 POY X4 .

Segundo a nomenclatura do capitulo 2, temos: Yo = 2 ’
Y, = 1, Yo = 1l e Yy = L.
Como wo, 2, € tn saoc determinados, respectivamente, pg

los métodos de Newkon, King e Neta (62 ordem), cujas ordens sao

2, 4, e 6 respectivamente, e, sendo e, = X;~a, podemos escre-
ver:
e. ~ el
1 o
e, ~ el (4.6.2.D)
2 o )
u 66
e3 o}

Entao:

eﬁ = elq (4.6.2.(2)
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e assim sucessivamente, e4(n+1) Ve, D2 0.
Portanto, o método & de ordem 14.

OBSERVACAC 4.6.1: Notemos gque, usando a notagdo  proposta
em 4.6.2.a, a sequéncia determinada por esse método de Neta em
estudo, & dada por elementos da forma Xgpt B2 ¢, fazendo sen

tide entdo, de 4.6.2.¢, concluirmos que o método & de ordem 14.

4,.7. METODC DE B. NETA, DE CRDEM 16

4.7.1. DESENVOLVIMENTC DO METODO

f(xn)
Sejam A e
f (xnl
| £(w_) f(xn') +A flw )
Zn = Wn— —— .
f'(xn) f(xn)-(A—Z) f(wn)

Agora, determinaremos t =~ por interpolag¢ao inversa.

Seia
. ) . 2
T{f(x}) = boi-bl(f(x)-—f(xn))-rbz(f(x)-ff(xn)) +
3
b (£(x) - £{x.)) ‘
o polindmioc cubico gue interpola a inversa de £ nos pontos

f(xn), f(wh) e f(zn) , satisfazendo:

T{f(xn)) ='Xn

1

T {E(x_}) = ———
n t
£ (xn)
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T(f(wh)) ='wn @ T(f(zn)) =2z .

Das duas primeiras igualdades temos que b0 = X e bl =
1
]
£ {x)

Usando a notacao

§ = Gn—xn, § = W,z
F6 = f({Sn)-—f(Xn)
$ 1
QG i ;§ B P, -f'(x)
8 s n
teremos
b2+b3_Fw = ﬁw
b2+b3 F, o= ﬁz .
- gw'"gz
0s coeficientes b e b sao dados por b, = —— e
2 3 . _ 3 F —-F
W z

b2 = ﬁw-b3 Fw .

Ascim, determinados os coeficientes do polinomio, temos:

f(Xn) } 2 3
tn = T{0) = X, - — + b2 £ (xn) - b3 f (xn) .
_ i (xn)

Agora, X . sera calculadeo como no método de ordem 14.

4.7.2. DEDUCﬁO DA ORDEM DE CONVERGENCIA

Como em 4.6.2.a, denotaremos X, Ppor X_, W Ppor X,
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z or =% t or X X = - .
n P 21 n P 37 n+) FPOF . %Xy € ’e X o i SE

gundo a nomenclatura do capitulo 2, temos:

Yo = 2 ; Y| = 1 e Yo = 1.
. 2 4 _

Entao, usandc 2.4.2, e, sabendo que e, v e’ , e, n e ,

1 % 7o 2 o/
temos:
2 2 4 8
e, ve-e e = e .
3 c o o}

Como X+l = X, foi determinado por interpolagao inversa
usando os pontos f(xo}, f(xl), f(xz), f(x3), e, sendo Yy =1,
usando novamente 2.4.2, temos que: ey v e2 e2 e4 e8 = 616 e,

: 0O 0 0 © o}
assim sucessivamente e ' N e16 n>20
4 4 (n+1) dn ’ - ’

Novamente, observemos gque a sequéncia gque nos interessa é

dada por pontos da forma Xgp+ B2 0.

Portanto, o método &€ de ordem 16.

OBSERVACAO 4.7.1.: NAO existe teoremas do tipo Kantarovich

para os métodos derivados do método de Newton.



CAPITULO V

Neste capitulo faremos uma analise dos métodos, do ponto de

vista computacional, de tempo de convergencia, e robustez.

Inicialmente apresentaremos as tabelas do tempo computacio-
nal necessario para a convergéncia de cada método, para cada uma
das. funcoes utilizadas, e, nessas tabelas usaremos a seguinte no-

tacdo:

o0 : Aproximacao inicial.

T : Tempo de convergencia em segundos.

"Overflow”.

Numerc de Iteragdes maior do gue 30,

lp : "loop".
d : Diverge
Finalme:..te, apresentaremos as conclusdes obtidas, e num apen

dice, os gréficos das funcoes utilizadas.

NOTA: Os dados foram obtidos num microcomputador TK 82-C.,
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fix) = 4
NEWTCN | OSTROWSKY KING NETA 6 NETA 14 NETA 16 JARRARR

%_ T T T T T T T
0.1} 15 10 7 10 5 10
—0.1] 15 10 7 10 5 10
0.2] 18 15 10 9 10 5 12
~0.2{ 18 15 10 9 10 5 12
0.3 23 18 10 9 15 5 12
-0.3 23 18 10 9 15 5 12
0.5 29 21 11 13 15 8 15
-0.5| 29 21 11 13 15 8 15
1 34 29 14 17 10 13 20
-1 34 29 14 17 10 13 20
2 40 33 14 17 x 22 23
-2 40 33 14 17 * 22 23
5 48 39 20 * * x 27
5 | a8 39 20 * x + 27
10 52 47 20 x % * 31
10 52 47 20 * * x 31
100 59 . 65 26 * x * 43
-100 59 65 2% - * * % 43
200 *x 68 27 x * % 45
~200 o 68 27 * * % 45
1000 * 77 32 * * % 55
~1000 * 77 32 % % x 55
5000 wx o 42 * * * 61
_5000 *% *% 42 *® * * 61
10000 * xx 45 * * * 67
10000 *k % 45 * * % 67

TABELA 1
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f(x) - 4dx-cosx -1
NEWION |OSTROWSKY| KING NETA 6 | NETA 14 | NETA 16 | JARRATT

X, T T T T T T T
0 10 8 8 11 12 12 10
0.45 8 5 6
0.47 4 5 6 6 6

0.48 4 5 12
0.49 7 4 5 6 6
1 10 8 8 11 22 12 10
4.6 15 11 13 15 12 12 13
4.712389| 15 11 13 15 12 12 13
4.8 15 11 13 15 12 12 13
14 15 11 13, 22 17 12 13
14.137167| 15 11 13 18 17 12 13
14.3 15 11 13 18 22 12 13
15 12 11 13 18 17 12 13
16.9 14 11 12 20 17 17 16
17.2 14 11 12 15 .34 12 13
17.27876 17 11 12 18 34 12 13
17.3 17 11 12 18 17 12 13
19 12 11 12 15 12 12 13
20 19 11 12 18 22 12 13
100 20 12 13 18 43 12 20
-100 18 15 13 24 17 12 19
1000 23 15 18 37 28 12 28
~1000 20 23 18 37 17 12 20
10000 26 15 18 29 17 12 28
| 10000 18 16 23 24 17 12 33

TABELA 2
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£(x) = 1 2—— Ix
2x” o+
NEWION [ OSTROWSKY KING NETA_G NETA 14 NETA 16 JARRATT

xo T T T T T T T
0.1 19 9 11 12 * 15 *
0.15 15 9 . 11 12 * 10 9
0.3 15 6 7 8 17 # 6
0.5 15 6 7 8 - 17 * 6
1.1 9 6 7 8 14 10 6
1.3 9 6 7 8 17 * 6
1.5 15 6 7 - 8 17 15 6
1.7 15 i4 7 8 17 20 &
1.9 16 * 11 12 21 * g
1.959 * * 11 12 17 * -9
1.9967 * * 11 12 17 * 9

2 24 * 11 12 21 * 9
2.5 15 * * -k * * 11
2'7 29 * *® * * * Q
2.8 19 * 11 iz * * 9
2.9 * * 11 12 * * 9

3 : * i 11 12 * * 11
10 % * * 20 % * *
20 * * * * * * L%
100 * * * * * * *
-0.1 i9 9 11 12 * 15 *
-0.15 15 o 11 12 * 10 g
-0.3 15 6 7 12 * * 6
-1.1 8 6 7 8 14 10 6
-1.3 9 9 7 8 14 * )
-1.5 15 9 . 7 8 17 15 6
~1,7 15 14 7 8 - 17 20 6
-1.9 . 16 * 11 12 17 * 6
-1.9999 * * 11 12 17 * 6

-1.9967 * * 11 12 17 * 6 -

-2 24 * 11 12 17 * 9
-2.5 15 * * * * * 11
-3 * * 11 12 * * 9
___lo * * *® * * * *
—20 * % * * * * *
100 * * % * * * %
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fix) = x" =1

NEWION {OSTROWSKY | KING NETA 6 | NETA 14 | NETA 16 | JARRATT
X T T T T T T T
O . 09 *k * * * * * *®
0.1 %k * * *® * * *
0.3 52 * * * * % *
0.5 26 * 22 * * * 15
-0.0% *%k * * * * * *
0.1 k& * * * * * 56
(3,3 53 * * * * * *
-0.5 26 a * * * * *
0.6 20 57 o * * * ‘15
0.7 16 * * * * * s}
0.8 13 * 9 9 * 14 9
0.85[ 10 * 6 7 *) 14 6
0.88} 10 9 6 7 19 9 6
0.9 10 9 6 7 19 9 6
1.1 | 10 9 6 7 19 9 6
1.2 10 9 6 7 19 9 6
1.3 13 9 6 7 * * 9
1.4 13 12 6 7 * * 9
1.5 13 12 6 7 * * 9
2 18 14 9 9 * * 12
2.1 18 14 9 9 * * 12
2.2 18 14 9 13 % * 12
3 20 14 9 * * * 12
5 27 23 12 * * * 15
10 35 25 12 * * * 17
-10 52 Hk 30 * * * *
20 40 27 16 * * * 18
-20 52 40 * * * * *

. 80 56 44 24 * * * 34
=80 *k * * sk % * *
100 58 47 24 * * * 34

~100 *k * * * * ¥* 65

"1000 *x 75 36 * * * 52

-1.000 *% ) Kk * * * * 82

TABELA 4
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£(x) = 1n|x| TABELA 5
—
. NEWION |OSTROVSKY| KING | NETA 6 | NETA 14 } NETA 16 | JARRATT
X, T T T T T T T
10 4 d 15 18 a d 13
-8 a d 15 18 a a 13
6 28 & 15 18 a d 13
-5 19 a 15 18 a a 13
-4 16 16 27 a g a 10
-3 19 20 12 13 29 14 10
~0.9 10 8 9 10 17 7 7
1081 & 39 1p 44 a x 19
1077 | 36 35 1p- 40 a * 16
1074 | 28 28 1p 30 a * 13
0.01] 23 23 1p 25 29 14 10
0.1 16 16 1p 18 29 g 10
0.3 16 18 12 18 a * 7
0.5 13 13 10 d 7 7
0.8 10 8 10 23 7 7
0.9 10 8 10 17 7 7
2 16 16 12 13 23 * 7
3 19 20 12 13 29 14 10
3.5 19 20 12 13 29 14 10
4 16 16 27 a a g 10
5 19 d 15 18 d a 13
6" 28 d 15 18 a a 10
7 28 a 15 18 d a 10
7. 31 g 19 18 d a 10
7. a a 15 18 d a 10
7.5 3" a 15 18 d a 13
8 a da 15 18 d d 13
10 a a 15 18 a a 13
12 a 20 30 22 a. 41 18
13 a 23 23 25 a d a
15 d a a g a a a
20 a d d a a a a_ |




- b2 -

NEWTON OSTROVEKY KING NETA 6 NETA 14 ) NETA 16 1 JARRATT
XO T T T T T T T
0.1 56 * * * * * 26
~0.1 56 * * * * * 26
0.2 36 * 90 * * * 19
~0.2 36 * 90 * ® o 19
0.5 25 ** 15 * . 30 * 17
-0.5 25 *k 15 * 30 * 17
1 16 11 10 12 * 15 10
~1 15 11 10 12 * 15 10
1.31 g 7 5 o 30 8 5
-1.31 9 7 5 6 30 8 5
1.5 13 7 10 12 30 15 10
~1.5 13 7, 10 12 30 15 10
2 18 i1 10 12 37 15 10
-2 18 11 10 12 37 15 10
3 27 14 13 18 * * 15
_3 27 14 13 18 * * 15
4 30 18 13 18 * * 19
-4 30 18 13 18 * * 1%
10 58 23 17 * ¥ * 26
-10 58 23 17 * ok * 26
20 83 30 25 * * * 44
=20 23 30 25 * * * 44
25 126 45 31 * * * . 19
-25 126 . 45 31 * * * 49
30 ok 54 40 * * * 64
=30 *k LY 40 * * * 64
50 &% *& 65 * * * *
___50 *% & 65 * * *_ &*
100 * * % * * * *
— - * * *x * * *

100 B

TABELA ©
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fix) = 2senx + cos 2 x
. NEWION |OSTROVSKY| KING NETA 6 | NETA 14 | NETA 16 | JARRATT

.Xo T T T T T T T
_n 15 13 10 11 % * 10

-%~ 0.1 13 13 14 21 * 14 %
-g+ 0.1l 13 13 14 17 * 14 19
-3 15 13 10 17 * 7 10
..-;- 13 9 10 11 27 7 10
0 5 13 10 11 * 14 10
£ 29 21 30 21 * * 15
z +0.1 27 21 14 17 * o 29
m 15 13 10 11l * * 10
7+0.5 13 13 10 11 * 7 10
3.8 13 9 10 11 * 7 10
4 13 9 10 11 * 7 10
0] 15 13 14 17 * 14 19
5 13 13 14 21 * 14 14
27 15 13 10 11 * * 10

TABELA 7
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f(x)

T

o v o o Y N " v oY oo o x oY [ ox TV W T Y T T
g .
\O
l .
m ® oo I 3 Y w v W o WY 0w v BV T T T T
=t
— . .
m g 9 °v ©v w W Y W W W BV TV T-v © W T T T T
\O
£l O L W
m ~ ~ >~~~ o o 8 33 88 3 8 ] F K BE &’ K
&
o NN
g © b w v v v ¥ ¥ LTJIIIIITIRIES
2
= _
3 ~ ~ ~ ~ 9 o ©° v v v v v T BV TV TV W G T T
2
b=
m n o on o~ ~ 2 8 8w w8 w9 W IV T W W W T T T
-~ 4 N N Wb on o o o~ _M _M 1 _M _M
o o o o o o o o e — NN Do D O
i ! | 1 | e e = = e
Sl B

TABELA 8
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£(x) = x* - x°
! NEWTON OSTROVSRY KING NETA 6 I NETA 14 NETA 16 JARRATT

XO T T T T T T T
0.09) 16 13 10 12 10 6 31
—0.00] 16 13 10 13 10 6 3]
0.1 | 16 11 10 12 10 7 31
0.1 | 16 14 10 13 10 13 3]
0.2 | 24 19 10 12 10 13 42
0.2 24 19 10 13 10 - 13 45
0.5 | 27 23 14 16 15 13 52
0.5 | 27 21 14 16 15 13 52
0.6 34 25 14 16 15 13 51
0.6 | 34 25 14 16 15 13 48
0.7 42 25 10 12 15 13 22
0.7 a2 25 18 13 15 13 25

0.76 4] ok 50 * * * *

-0.76 | 41 ok 50 * * % x

0.78| 32 61 33 x * 18 %

0.8 18 46 23 10 * 11 60

0.9 | 11 11 7 10 15 * 10

1.1 | 16 11 v 10 15 x 10

1.2 | 16 13 7 12 15 * *

1.5 16 13 10 12 15 13 *

1.8 | 16 14 10 12 * 13 x

P 18 17 10 12 * 22 &

2 22 3 18 21 * 25 *

B 31 25 17 * * * *

-8 33 31 21 * * * *

20 4] 25 20 * * * *
=20 72 43 27 * * * *
40 48 35 23 * x * *
_40 61 35 30 % x x *
100 52 39 27 x * % *
300 56 47 33 % £ * %
1000 74 55 36 * * * *
1000 x 62 37 * % * *
2000 * 60 36 % * * #
=2000 * 6% 37 * * * *
10000 * 70 42 * * * *
1=10000 * 75 44 * ok * *

TABELA 9
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£(x) =-3Mx —-x3

NEWICN |OSTROVSKY KING NETA 6 NETA lt;l NETA 16 } JARRATT
X T T T T T T T
-0.5 d o d 24 * * * 1p
0.4 | 4 a 23 S R S Ip
-0.3 a a 23 * * * 1p
0.1 *k *k 21 * * . * d
0.1 *ok *k 20 * * a d
0.3. *ok *k 22 a * * 1p
0.4 *k 1p 22 d * * 1p
0.5 *% . Kk 24 * * * 1p
=1 *% *% 20 * * * *%
1 *% d. *% * * * *k
1.1 A 1p 21 * X * o
1.25 *¥ *k 21 * * * *%
1.5 | ** * 21 * . I R
-1.1 *k a 292 * * * *%
-1.25 *k ** 22 * — * K
1.5 %k %k 29 * *® * . kk
2 lp d 28 *® * * A,
-2 ek lp 20 % * * sk
3.9 1p e 21 * * d 1p
|-3.9 1p * 28 * * * *
7 * * 24 * * * *
10 * * 28 * * * *

TABELA 10



' IE ) 1B IE I1E JE
' 4 l——x2 5
METODO [f(xX) =x |£(x) =dx-cosx-1] f(x)= fix)=x"-1 f(x)=1n|x|
. 2¥x + 2

NEWION 0.04077 0.01155 0.03300 0.03300 0.01332

OSTROVSKY| 0.03788 0.01144 0.03138 0.03138 0.00998

KNG 0.03746 0.01320 0.03150 0.03806 0.01260

NETA 6 0.03143 0.01210 0.02756 0.02986 0.01194

NETA 14 | 0.01466 0.00879 0.01199 0.01388 0.00824

NETA 16 | 0.01400 0.00894 0.00972" 0.01301 0.00792

UARRATT | 0.03300 0.01295 0.03152 0.03799 0.01899

IE IE iE IE IE
METCDO f(x):%(ex+eﬂx-4) fix) =2sen x+ cos 2x f(:»:):}-x2 f{x)=x4-x f(x)'=¢34x2-x3
+ X

NEWION 0.00568 0.00568 0.00796 0.03465 0.00407
OSTROVSKY 0.00597 0.00600 0.01098 0.03662 .0.00435
KING 0.00729 .0.00729 0.00732 0.03465 0.00554
NETA 6 0.00716 0.00716 0.01378 0.02559 0.00497
NETA 14 0.00599 0.00586 0.01055 0.01319 0.00495
NETZ 16 0.00616 0.00602 0.01026 0.01352 . 0.00486
JARRATT 0.00703 0.00703 0.00727 0.02949 0.00349

INDICES DE EFICIENCIA



CONCLUSAC

4

No que se refere ao tempo de convergéncia, para a maioria
das fun¢oes utilizadas os melhores resultados foram obtidos com o
método de King; € mesmo nos casos em gue isso nao ocorreu, esse

método ainda deu resultados satisfatorios.

0 método de Jarratt também se mostrou adequado apresentando

geralmente resultados superiores aos do método de Newton.

Os métodos de Neta nao deram resultados satisfatdrios, o me-

lhor foi o de ordem 6 e o pior o de ordem 14.

Tambeém quanto ao raio de convergencia, os melhores resulta-
dos foram obtidos com o métode de King, mas os conseguidos com ©

de Jarratt ficaram proximeos daqueles.

Os méetodos de Neta de ordem 14 e 16 sao muito poucce robustos,

apresentando um numero excessivo de casos de "overflow".

Uma vez.determinados os Indices de eficiencia e comparados
com o& resultados obtidos computacionalmente, eles nao parecem um
bom indicador da eficiéncia de um método, pois alguns.métodosapqg
sentam um indice de eficiéncia razoavel, mnas computacionalmente
apresentam um numerc muito grande de "overflow"; ainda, com um me
todo pode-ze necessitar um tempo peQueno para realizar uma itera-
¢dao, mas um numerc grande de iteragOes para obter convergéncia, e

isso nao pode ser detectado "a priori" pelo indice de eficiencia.
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