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T0PICOS EM TEORIA DA APROXIMAÇÃO SOBRE 

ANtiS VALORIZADOS 

INTRODUÇÃO 

Em 194.;., J. Dieudonné [ 5 j provou um análogo do 'l'eorema de 

Stone-WeieJ·strass para o caso de funções a valores no corpo dos 

números p-i,_dicos. Este resultado foi estendido, em 1950, por I. 

Kaplansky I 7 1 para funções com valores num corpo munido de um 

valor absoJuto não-arquimediano. Em 1968, Chernoff, Hasala e 

Waterhouse [ 4 1 completaram a generalização estendendo o Teorema 

de Stone-WE·ierstrass para corpos munidos de valorização de Krull. 

Quando consideramos funções a valores vetoriai~, no caso real 

ou cornplext,, tem-se a dificuldade extra da perda da estrutura de 

âlge.bfta pa1·a C(X;E). O caminho a seguir foi indicado por L. Nachbin, 

que mesmo Jtü caso escalar, introduziu a idéia de considerar sub­

espaços vei_orias W de C (X; E) que são módulos sobre uma álgebra 

A de funçõ(·S escalares. (Ver Buck [ 2 l , Glicksberg t 6 e Nachbin 

[ 121 e [ 13 J). Esta idéia mostrou-se mui to fecunda no estudo do 

problema d!~ caracterizar a aderência de subespaços de C (X;E). Pa­

ra um apanhado geral dos resultados possíveis nesta linha ver, pJr 

exemplo, Prol la [ 17] . 
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No caso de espaços localmente F-convexos sobre um corpo valo-

r i zado (F, I • I ) , em particulur no caso de espaços normados -
na o 

arquimedianos, os primeiros resultados para subespaços de funções 

vetoriais for.:tm obtidos por Prol la [20 I , c generalizados para es-

paços ponderados por Carneiro I 3 I 

Embora Car-neiro tenha trutado o caso mais geral da aproxirna.çiío 

ponderada, em contraste com Prolla [15] que considerou apenas o 

caso da aproximação uniforme sobre compactos, em sua Tese, Carneiro 

restringiu-se ao caso de co,'tpu.ó toccU.h. Nesta Tese vamos eliminar 

esta hipótese considerando módulos sobre álgebras de funções esca-

lares continu3.s e que levam o espaço de definição num subconjunto 

relativamente compacto de F. Para isso, introduzimos no Capítulo 

1 as definições necessárias e damos alguns exemplos de espaços de 

Nachbin. Como nossa generalização permite tratar uma classe mais 

ampla de espaços vetoriais topolÓgicos do que a classe dos espaços 

localmente F-convexos definimos no Capítulo 2, a classe dos cs-

paços que chamamos de quase não arquimedianos, e que servirá de 

reservatório de exemplos. 

No Capítulo 3, apresentamos o resultado central da caracteri-

zaçao da aderência de submódulos. Utilizamos aqui a noçao de 

localizabilidade introduzida por L. Nachbin. O método de demons-

tração que utilizamos é baseado numa idéia de Machado e Prol la [ 8]. 

No Capítulo 4, damos algumas aplicações dos resultados gerais 

para poder descrever a aderência das áJgcbras polinomiais e dos 

espaços de Stone-Weierstrass. Os resultados apresentados aqui. 



generalizant e estendem resultados de Carneiro f 3 1 e 

Machado [151 
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Prolla e 

Em Teoria da Aproximação há dois problemas centrais: o primeiro 

e de descrever a aderência de um subconjunto A (que em geral está 

munido de alguma estrutura algébrica adicional) num espaço top:üó­

gico X; se o espaço X for métrico, isto significa que queremos 

descrever c-s pontos cuja distância a A é nula: 

f E A ~ dist(f;A) 0. 

Se f E X e tal que dist(f;A) > O, surge o segundo probleiTB.: 

substituir A por um elemento de A cometendo o menor erro pos­

sível. Istc, significa que buscamos um elemento de A que melhor 

aproxime f. Se em vez de um Único f lidamos com um certo conjug 

to B, pÕe- se o problema da me.fhoh aphox.imação .óimu!t.âne.a: buscarros 

um elementc• de A que melhor aproxime simultaneamente todos os 

elementos de B. No Capítulo 5, tratamos deste problema no con-

texto dos ~ •spaços normados não arquimedianos, 

resultados de Prol la [ 19] . 

generalizando os 
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CAPÍTULO l 

DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE ESPAÇOS DE NACHBIN 

Seja F um anel de divisão. Uma valoflização (ou vafoiL ab.0o.f.u-

to) e.m F e uma aplicação I · I :F -+- lR tal que, quaisquer que 

sejam À' p E F, se tem 

(a I I À I > 
-

o; I À I ~ o se, e so se, À o; 

Cb I IÀPI = I À I I w I ' 

(c) IÀ + wl < I À I + I w I · -

Um anel de divL6ão vafo!tizado é um par (F, I · I) , onde F e um 

anel de divisão e I· I e uma valorização em F. 

Uma valorização em F é dita nêio-afr.q_u;..me.d~ana (n.a) se, quais-

quer que sejam À, w E F, se tem 

(dI I À + W I < max ( I À I , I W I I • 

Em todo anel de divisão F sempre existe uma valorização n.a., 

dita valorização tflivial, definida pondo l\1 = l se À~ O, e 

I À I = O se À = O. Neste caso (F, I· I) é di to um ane..t de. dj_v;__,t,ão 

L'L{.viatmen.te vatoJtJ..zado; em caso contrário, isto é toda vez que 

1·1 nao e a valorização trivial de F, diremos que {F, 1·1) e um 

anel de div,(-1ã.o não-L't-i.viatmente vaiohizado. 

Os fatos básicos sobre anéis de divisão valorizados, necessa-

rios ao desenvolvimento desta Tese, podem ser encontrados no 
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Capitulo 1 de Prolla [ 18] . Lembramos, em particular, que todo anel 

de divisão valorizado (F, I· j) é, de modo natural, um espaço topo­

lÓgico, de fato e mesmo um espaço métrico, definindo-se a distân­

cia entre À e w em F por 

I *) 

Seja (F, 1·1) um anel de divisão valorizado. Um e.-épaç.o ve:to/VLa..t 

:topo.tÔg-lco -ãobne. (F, 1·1), e um par (E, t) onde E e um espaço 

vetorial sobre F, e T é uma topologia sobre E tal que as apli­

caçoes 

(x,y) E E x E ~ x + y E E 

(À,X) E F X E ---* ÀX E E 

sao continuas, quando E x E e F x F estao munidos de suas to­

pologias produtos e a topologia de F sendo a sua tq:ologia natural, 

definida pela métrica (*). 

Os fatos básicos sobre espaços vetoriais topolÓgicos, neces­

sários ao desenvolvimento, desta Tese podem ser encontrados no Ca 

pítulo 2 de Prolla [ 19]. Lembramos, em particular, o seguinte re­

sultado. 

1.1. TEOREMA: Seja (F,I·Il um ane.i de. dJ..vJ...óão não -:tJtJ..viaime.n:te. 

vaiofLJ..zado, e. 6 e.ja E um e.llpaço ve.:toJtia.f .t.ob!Le. F. Se_ja B wna bMe 
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(a) pa~a cada V E B, e.xi~te U E B tal que. U + U c V; 

(b) pana atgwn À E F, O < I À I < l, dado v E 6, ex"-" te w E 5 

tal que w c AV; 

(c I cada v E B -
e e.quilibhado e ab~onuente.. 

Então exi>5te uma topolog~i..a T .6obll.e. E tae que. (E,T) um 

e-6paço vc.toJt.ial :topolÕgJ .. c.o .!JobJte. (F, 1·1) e 8 ê. um l.){ __ l.tl? .. ma 6unda-

me.HtaC. de. v.izlnha.v1ça-6 da O-'t.-égem em (E,T) 

Para uma demonstração desse resultado ver teorema 2.15, Prolla 

[ 18] , ou Capítulo I, §1, n9 5, proposição 4, Bourbaki [ 1 1 • 

Seja X um conjunto nao vazio e E um espaço vetorial sobre um 

anel de di visão F. O conjunto de todas as aplicações f : X ~ E 

será indicado por F(X;E). Este conjunto será sempre munido da 

estrutura de espaço vetorial sobre F obtida por meio da definição 

pontual das operações vetoriais: para todo x E X e À E F, de-

fine-se 

(f+g)(x) f(x) + g(x) 

IH) lxl À • f (x) 

quando f, g E F(X;E). 

Quando (E,t) e um espaço vetorial topológico sobre (F' I • I I 

indicaremos por f (X;E) o subespaço vetorial de 
00 

F(X;E) de todas 
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as aplicações f : X --+ E limitada.6, isto e, tais que f (X) e um 

subconjunto limitado de (E,T). 

Quando X é um espaço topolÓgico e (E,T) é um espaço vetorial 

topológico sobre (F, I • I) , indicaremos por C(X;E) o subespaço 

vetorial de F(X;E) de todas as aplicações f :X~ E contínuas. 

Por definição, 

Cb(X;E) = C(X;E) n l (X;E). 
00 

Finalmente, indicaremos por C*(X;E) o subespaço vetorial de 

C(X;E) de todas as aplicações f X -+ E contínuas tais que f (X) 

tem aderência compacta em E. 

Quando E c= F, F (X; E) sera munido de sua estrutura de ôl.gebJr..a 

.túre..aJt. sobre F, definida por 

(fg) (x) = f (x) • g(x) 

para todo x E X; f, g E F IX; E). 

Quando (E,1) é (F,]· ]l munido de sua topologia natural, o es-

paço l (X;E) é uma httbãlgebJr..a de 
00 

F (X;E). o mesmo acontece quando 

estão definidos com C(X;F), cb IX;Fl o C* IX;Fl. 

1. 2. DEFINIÇÃO: Seja X um espaço topológico e (E ,-r) um 

vetorial topológico sobre (F, I· ll. Uma função g :X~ E 

espaço 

e dita 

nuta. no ú16inLto se, para toda vizinhança aberta N da origem em 
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(E,T), o conjunto {x E X; g(x) ~ N} e compacto. Indicaremos por 

B
0

(X;E) o conjunto de todas as g E .t (X;E) que são nulas no in-
oo 

finito, i.é., 

(g E too (X;E) g 0 nula no infinito}. 

l. 3. DEFINIÇÃO; Seja X um espaço topológico e (E,T) um espaço 

vetorial topológico sobre (F' I • I ) . Dado um subespaço vetorial 

L c F (X; E), diz-se que u.ma )u11ç.ão v : X--->- F 

v f E B (X; E) para toda função f E L. 
o 

. 
e um L- pe..ó o se 

De agora em diante, e até o fim deste capitulo, sempre supo-

remos que X é um espaço topolÓgico não vazio, (F, I· I) é um anel 

de divisão nao trivialmente valorizado e que (E, T) e um espaço 

vetorial topolÓgico sobre (F, I· j) Mais ainda, L sempre indicará 

um subespaço vetorial de F(X;E) e V um conjunto não vazio de 

L-pesos. 

Nesta circunstâncias, queremos definir uma topologia TV so­

bre L que torne o par (L,TV) um espaço vetorial topolÓgico sobre 

(F, I • I) . Para isso 1 vamos escolher e fixar um sistema fundamental 

NE de vizinhanças da origem em (E,T) 1 que suporemos equilibradas 

e abertas. Para cada v E V e N E NE definiremos 

W(v;N) ~(f E L; v(x)f(x) E N, para todo x E X}. 

se 1 V C V 
m 

e N E N 
E ' 



m 

n W(vi;N) 
i=l 

6 

Seja B a coleção, evidentemente nao vazia, de todos os con-

juntos da forma W(v
1

,v 2 , ... ,vm;N) onde v
1

,v2 , ... ,vrn E V, NE NE 

e mE m. 

1.4. PROPOSIÇÃO: A c..oteção B e uma ba~.:,e de. 6~ft1to l.lobJt.e L que 

J.JatlJ.J6az aJ.J condlç5e~.:, (a), (b) e (c) do Te.ohe.ma 1. 1. 

Para a demonstração da Proposição 1.4 vamos necessitar da se-

guinte proposição que enunciaremos como lema. 

1.5. LEMA: Seja N uma vJ..zinhança equiLi..bJLada da afLigem em (E,T). 

DEMONSTRAÇÃO: Se lwl = IÀI =O nada há a demonstrar, pois ÀN = 

~wN~{o}. 

Suponhamos lwl ~ IÀI ~O. Para todo zEN vem 

-1 
se À z E N, pois lw- 1 ÀI = 1 e N é equilibrada. Logo \N c IJN. 

Como a condição lwl ~ IÀI ~O e simétrica em À e "' wN c ÀN 

também é verdadeira. 

1.6. DEMONSTRAÇÃO DA PROPOSIÇÃO 1.4, 
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Evidentemente, B - -e nao vazia e todos os elementos de B sao con-

juntos não vazios: O E B, para todo B E B. Por outro lado, dados 

dois conjuntos s
1 

e B
2 

de B, sua intersecção s
1 

n B
2 

um conjunto B. Com efeito, existem 

e e de tais que 

e 

Como NE é um sistema fundamental de vizinhanças 

em (E,T), existe N
3 

E NE com N
3 

c N1 11 N
2

• 

Claramente, 

pertence a B e s
3 

c B
1 

n s
2 

da 

contém 

v E V 
' n ' 

origem 

(a) Seja W(v
1

, ... ,vr;N) E 8. Existe ME NE tal que M+MCN. 

Tomemos f e g E W{v
1

, ... ,vr;M). Para 

para todo x E X 

(v. f) (x) + (v.g) (x) EM+ M c N 
l l 

e portanto, 

l < i < r e 



lb) Sejam À E F, À ~ 

vizinhança M E ME tal que 

Para l < i < r e para todo 

-1 
vi lx) IA f) lxl 

Como v. (x)f(x) EM e 
l 

1. 5 que 
-1 

IÀV. lx)A )flxl 
l 

\-lM c N. Provamos que 

e portanto 

E M 

8 

o e W(v
1

, ... ,vr;N) E B. Existe uma 

M c AN. Tomemos f 

X E X, 

e por conseguinte, 

E W(v
1

, ... ,vr;M). 

temos pelo Lema 

v. lx) IA-lf) lxl E 
l 

(c) Mostraremos que W(v
1

, ... ,vr;N) e equilibrado. Sejam 

À E F com O < I À I < l e f E W(v
1

, ... ,v ;N). Para . r 1 < i < r 

e para todo x E X, 

v. lxl IH) lxl 
l 

-1 
AIA v.lx)A)flx). 

l 

Por hipótese, vi (x)f(x) E N e como lv1 (x) I 

pelo Lema 1.5 que 

-1 I À v. lxl À I , temos 
l 

e portanto, 

IA- 1v. lx)A)flx) E N 
l 

v. {x) (\f) (x) E AN c N porque N e equilibrada. 
l 
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Provamos que f E logo 

Demonstraremos agora que todo elemento de B e absorvente. 

Consideraremos, para esse efeito, uma função f E L e um elemento 

(v. f) (X) é limitado em 
l 

E e consequentemente, lvif)(X) e 

também limitado em E; assim, existe 6 > O tal que para todo 

À E F com l\12. ô, (vif)(X) c ÀN, l <i< r. Com isso, f E 

W(v
1

, ... ,vr;ÀN). Para todo x E X e l ~i~ r, 

À -l (À v. (x)À -li f (x). 
l 

-1 
tanto v. lxl À f (x) 

l 

Pelo Lema 1.5, e por-

Isto termina a demonstração da Proposição 1.4. Pelo Teorema 

1.1, existe uma topologia sobre L, que indicaremos por tal 

que (L, TV) e um espaço vetorial topológico sobre (F, I· ll e B e 

um sistema fundamental de vizinhanças da origem em (L,TV). 

1.7. DEFINIÇÃO: Se L c f(X;E) é um subespaço vetorial e -V e uma 

coleção de L-pesos, o espaço vetorial topológico (L,TV) é dito um 

e~pa~o de Na~hbin. 

O nome de espaço de Nachbin para os espaços (L,TV) foi suge-

rido por Machado e Prolla [ 9 ] . 
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Se (E,T) e um espaço vetorial topológico de Hausdorff e se V 

nao se anula em X, isto é dado x E X existe um elemento v E V 

tal que v(x) ~ O, a topologia TV é de Hausdorff. 

1.8. EXEMPLOS DE ESPAÇOS DE NACHBIN 

1.8.1: Consideremos o espaço vetorial L= C(X;E). Para cada sub-

conjunto compacto K c X, denotemos por XK a sua função carac­

terística, com valores em F. Tomemos uma função f em L e uma 

vizinhança aberta da origem N em (E,t). O conjunto 

B = {x E X; f(x) ~ N} 

é fechado por causa da continuidade de f. Como K e compacto vem 

que 

K ,1 B = {x E X; XK(x)f(x) <;' N} 

e compacto. Logo x f E B (X;E) para todo subconjunto compacto 
K o 

K 

de X. 

Em C(X;E), um sistema fundamental de vizinhanças do zero na 

topologia compacto-aberta, K, é dado por 

W(K;N) = {f E CIX;E); f(K) c N} 

para todo subconjunto compacto K de X e toda vizinhança aberta 
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'l'omemos subconjuntos compactos de X e 

r 
K = " K. 

i=l " 
então, 

W(K;N) = W(XK , ••• 
l 

X '
• N) 

' K 
r 

para toda vizinhança aberta e equilibrada N E NE . 

Concluímos que a topologia TV em L coincide com a topologia 

compacto-aberta K. 

1.8.2: Tomemos X localmente compacto, Hausdorff e L = C (X;E) 
o 

o conjunto das funções de C(X;E) que são nulas no infinito, isto 

e, C (X;E) = B (X;E) n C(X;E). Equivalentemente, 
o o 

C (X; E) 
o e o 

conjunto de todas as f E C(X;E) tais que, dada urna vizinhança N 

da origem em E existe um compacto K c X tal que f {x) E N para 

todo x ~ K. Vemos então que C0 (X;E) e um subespaço vetorial de 

C (X; E) • 

A função v de X em F definida por v (x) = 1 para todo x E X 

e um L-peso. 

Em Cb(X;E), um sistema fundamental de vizinhanças do zero na 

topologia da convergência uniforme, a, em X é dado por: 

W(N) {f E Cb(X;E); f(X) c N} 

para toda vizinhaça aberta e equillbrada N E NE . 

Por outro lado, a topologia TV em L tem para sistema 
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fundamental de vizinhanças da origem os conjuntos da forma 

W(l;N) ~ {f E L; f(x) E N, para todo x E X} 

para toda vizinhança aberta e equilibrada N E NE . 

Portanto, a topologia TV em L, coincide com a topologia da 

convergência uniforme a. 

l. 8. 3: Consideremos ainda X !ocamente compacto. 'I'omemos para L 

o espaço vetorial Cb(X;E). 

Para cada função f E Cb(X;E) e para cada vizinhança aberta e 

equilibrada N E NE existe 6 > O tal que para todo À E F com 

IÀI > O, f(X) C ÀN. Fixemos À
0 

E F satisfazendo 

Seja ~ uma função de C IX;F). Se x E X e tal que l,oixJI< 
o 

l 
então ,o(x)f(x) E "lx)À N c N. 

o 

Provamos que o conjunto fechado 

{x E X; ,(x)f(x) ~ N} 

está contido no compacto 

{x E X; l"ix) I > 
l } . 

Logo, {x E X; ,o(x)f(x) ~ N} e compacto e pJrtanto V=C
0

(X;E) 

e um conjunto de L-pesos. 

A topologia em L Cb(X;E) definida por V =C (X·F) sera o ' 
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chamada .topologia (UdJti.:ta (em analogia com o caso F = IR ou a:) 

e indicada por S. 

Vamos agora demonstrar o seguinte resultado: 

1.9. PROPOSIÇÃO' Em Cb (X; E), onde_ X e. um e.-6paç.o ioc_atmen:te. c.om-

pac..to e (E,1) é um eDpaç.o ve.tohitlf .topolÔgic.o Dobhe (F, 1·1 ), te.moh 

que a topologia c.ompac.:to-abc.Jt.ta K ~ menoh 6ina que a topologia 

ehtJti:ta s, eh.:ta, meno6 6ina que a topologia da c..onveng~nc..ia uni-

K < B < a. 

DEMONS"rRAÇÃO' Tomemos <P
1

,.p
2

, · ·. r'Pr E C
0 

(X; F). Como para cada i, 

r 
1 _:.i_:: r, .p, (X) é limitado em 

l 
F, temos que B = u .P i (X) 

i=l 

também um limitado em F, portanto existe O > O tal que 

todo À E F com IÀI > 6 e para todo b E B, 

e 

para 

Seja N E NE 

Ào E F com l\
0
1 

uma vizinhança aberta e equilibrada. 

> 6 e tomemos M = À-lN 

Fixemos 

o . 

Se g E W(l;M), para todo 1 <i< r e x E X, temos que 

..p, (x)g(x) E l{J. (x)M 
l l 

-1 
:::: l{J i (X) ÀO N C N 

o que implica que g E W(v
1

, ... ,vr;N). Com isto provamos que S~a. 

Tomemos K c X compacto, N E NE aberta e equilibrada e U 

uma vizinhança compacta de K. Seja r.p E C {X;F) a função definida 
o 

por r.p(x) == 1 se x E K, r.p(x) ==O se x ~ U e I 'i' I x) I < 1 

para todo x E X. 
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Se f E W (~;N), temos que para todo x E K, f (x) == <p {x) f (x) EN 

e portanto f ~ W(XK;N). 

Provamos finalmente que K < S. 

Vamos estabelecer um resultado de caracter auxiliar. 

1.10. PROPOSIÇÃO' Se v e uma 6mn1tla de_ L-puoh que na a •~' avu.ú'.a l?JJI 

x, então pafta c_ a da X E X, a aplic.aç.ã.o tinc.a.tt 8 (L I TV) ~ (E, T) 
X 

de.:jJ_n.i.da pM 8x I f) ~ f(x) -e c.ontivtLLa. 

DEMONSTRAÇÃo; Tomemos um ponto X E X, uma vizinhança aberta e o 

equilibrada N E NE e V E v tal que v(x
0

) " o . Seja M ~ 

v(x )N E 
o NE Sabemos que W(v;M) e uma vizinhança 

pologia 'v . Para toda função g E W(v;M) e para 

v(x)g(xl EM. Fazendo x == x
0

, vem que 

glx I 
o 

• glx I E 
o 

do zero 

todo 

Portanto, 6 x e contínua em O e, como e linear, 
o 

continua em L. 

na to-

X E X, 

e 

Outros conceitos que venhamos a utilizar sem definição expli-

cita poderão ser encontrados num dos tratados usuais de análise 

não arquimediana; Monna [ll] e Narici, Beckenstein e Bachman [14]. 
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CAPÍTULO 2 

ESPAÇOS VETORIAIS TOPOL0GICOS QUASE NÃO ARQUIMEDIANOS 

Consideremos um espaço vetorial topológico (E,T) sobre um anel 

de divisão não trivialmente valorizado (F, I • i). 

2 .l. DEFINIÇÃO' 
\ 

a~quimedlano, se 

Dizemos que um subconjunto S de 

existe 0
5 

> O tal que para todo 

E e qua.6 e. na o 

n E IN (con-

junto dos números naturais) e para todo À E F com 

S + S + ... + S c ÀS 

n-vezes 

2.2. DEFINIÇÃO' Um espaço vetorial topológico e qua.ôe. -na o 

aJtquime.d{.ano se existe um sistema fundamental de vizinhanças do 

-zero quase nao arquimedianas. 

Observamos que todo conjunto não arquimediano é quase nao ar-

quimediano. Com efeito, um conjunto S c E é dito 
-nao CVLquJ.me.cüano 

se S + S c S. Segue-se dai que S + S + + S C S r para todo 
'------ v-----" 

n-vezes 

n E NI. Consequentemente, todo espaço vetorial topolÓgico nao ar-

quimediano é um espaço vetorial topolÓgico quase nao arquimedi~. 

Vamos demonstrar agora um resultado básico. 
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2.3. PROPOSIÇÃO: Todo e.J.~paç.o ve.lo!Ua1 topológico qt.uue. nao a.tz.quA_me.dian.a 

pohhu-<'.. utn D-t-6te.ma: 6undame.nta-t de. viz--énhan.ç.a-6 do ze.Jto, abe./r.tcu, quMe. 

não aJtquime.diana-6 e. e.quiLLúnada-6. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam (E ,1) um espaço vetorial quase nao arquimediano 

e w um sistema fundamental de vizinhanças quase não arquimedianas 

do zero em (E, T) . Seja w E w. Existe ow > o tal que para todo 

n E lN e À E F com I À I > ow w + + w c ÀW. 

o-vezes 

Fixemos À E F com I À o I > ow o -

Designemos por K o núcleo equilibrado de w, que e por de fi-

nição o maior conjunto equilibrado contido em W. 

Como é equilibrado, temos que 
-1 

\
0 

K + ... + tam-

bérn é equilibrado. Mas, 

-1 
À K + ... + 

o 
-1 

À
0 

W + ... + 

e como K e o maior conjunto equilibrado contido em W, vem que 

+ ... + c K • 

Chamemos de V o interior de K, Então V e vizinhança aberta 

do zero e além disso, 

V+ ... +V c K + ... + K c À K 
o 



-l 
Mas como .\

0 
V + 

temos que 

-l 
+ À v o e aberto e + ... + 

Demonstramos pois que V e quase nao arquimediana. 

Mostraremos agora que V e equilibrada. 

17 

Seja ~ E F com ~~~ < l. Se ~ = O ent~o para todo x E V, 

wx ~ O E V. Suponhamos w i O. A aplicação ~ definida em E por 

t ~ \l'(t) )lt E E e um homeomorfismo e assim I{J(V) = pV e aber-

to em E. Além disso, ~(V) c lfJ(K) isto significa que fJV C JJK. 

Como K -e equilibrado, JJK c K e portanto 

w V c interior (w K) c interior (K) = V. 

Demonstramos pois que V e equilibrada. 

2.4. DEFINIÇÃO: Consideremos um espaço vetorial E e 11 , 11 uma 

-
seminorma em E. Diremos que (E, 11 • 11) e qua.6e. nao ah..qu.ime.dian.o se 

existe uma constante C > 1 tal que para toda familia finita 

11 x
1 

+ x 2 + ... + xn 11 < C max {li xi 11 i=l, ... ,n} 

qualquer que seja n E IN. 
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2.5, EXEMPLOS DE ESPAÇOS NORMADOS QUASE NÃO ARQUIMEDIANOS 

2.5.1: Seja (F, I· [l uma anel de divisão nao trivialmente valori-

zado tal que 1·1 é não arquimediano. Consideremos o espaço vetorial 

E = F x F. Definimos em E a norma 

li I X' y I li ~ I X I + I y I para todo x, y E F. 

-Esta norma nao e nao arquimediana. Com efej_to,. 

1111,01 + 10,1111 ~ 1111,1111 ~ 2 mas 11 11,0111 ~ 1 e 11 10,1111 ~1. 

Portanto 1111,01 + 10,1111 > max (li 11,0111, 1110,1111 ). Mas ela e 

quase não arquimediana com constante C = 2. Com efeito, para toda 

famÍlia finita de pontos (xi,yi) E E, l < i < n temos que 

< 

~ 2 

+ max I y. I 
1 

. l <1<n 

maxllx.l 
l<i<n 1 

n n 
= 11 ( L X. I L y. )li 

i=l l i=l 1 

< max llx.l 
l<i<n l 

2 max 
l<i<n 

li I X. 'y . I 11 . 
l l 

n 
~ I L X. I 

i=l l 

n 
+l2:y.l< 

i=l 
1 

max !ly.l+lx.l 1~ 
l<i<n 1 1 

2. 5. 2: Tomemos E = Fm m > 2, com a norma Q.l (isto é, 11 {x1 , ... ,xm)ll 

rn 
= L I x. I). Então E e quase não arquimediano com constante C =m. 

C=l 
1 

Demonstração análoga à do exemplo 2.5.1. 
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2. 5. 3' 
-Consideremos um espaço normado nao arquirnediano (E, 11 • 11 I 

e tomemos G = (Em, norma l
1

) então, G é um espaço normado quase 

-nao arquimediano. 

Vamos demonstrar a seguir que o exemplo 2.5.1 nao pode ser 

melhorado para E = F em vez de E = F x F. Com efeito vamos ver 

que para um anel de divisão F munido de uma valorização I· j, as 

noções de quase não arquimediana e de não arquimediana coincidem. 

2.6. PROPOSIÇÃO' Seja[·[, + F ~ IR uma vaton~zação no anet 

(li I · I 

( 2 I I • I ~ qua~e não anquimediana; 

(3) exi~~e uma con4tante M > l tal que lnl < M paha todo 

inte)..JLO natu.tt-al n E F. 

DEMONSTRAÇÃO: (l) ~ (2): é claro. 

(2) ~ (3): se I· I e quase nao arquimediano, existe uma cons-

tante C > 1 tal que para todo inteiro natural n E F, 

In I = fl + + l[ < c max (l, ... , l} = c, 

fazendo M = C segue o resultado. 

{3) => {1): tomemos x e y em F e suponhamos que lxl > IYI >O. 

N t t l > I X -ly I . es e caso, emos que 
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Então, qualquer que seja n E m tem-se: 

lxln · 

Portanto, 

lx + Yl < lxl . (M(n + l))l/n. 

Tomando o limite, quando n ~ oo, vem 

lx+yl<lxl max { I x I , I Y I J. 

Antes de enunciarmos a Proposição 2. 7 relembra:nos que um es­

paço vetorial topológico (E,T) é próprio se E F [õ}. 

2.7. PROPOSIÇÃO: Se. (E,-rl é. u.m e.,spaç.o ve.ton~:a.t topoiÔ9~i.c.o p!tÕp«o 

e. qu.a.6e. não anqu-Lme.diafto .6obJLe. (F, 1·1), e.n.tão a vaiofLizaç.ão 1·1 é 

DEMONSTRAÇÃO: Pela equivalência (l) <o> (3) da Proposição 2.6, basta 

demonstrarmos que existe uma constante M > 1 tal que lnl < M 

para todo inteiro natural n E F. 

Como (E,t) e próprio, tomemos x
0 

E E tal que x0 ~ {0}. 

Tomemos A = {nx
0

, n E F} c Fx0 c E e uma vizinhança do zero 
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W, quase nao arquimediana, e equilibrada (veja Proposição 2. 3) . 

Existe então ow > o tal que para todo mE lN e À E F com 

I À I > ow ' w + ... + w c ÀW. Fixemos À E F com I À I > ow - o o 
v 

m-vezes 

O conjunto À-lW é ainda uma vizinhança do zero e portanto e 
o 

absorvente. Logo, existe o > o tal que para todo ~ E F com 

I~ I > o ' X o E ~(À~lW) 

Tomemos n E F e ~o E F com 1~ 0 1 > 6. Então 

-1 
(l + l 1) -1 -1 -1 -1 

n . 
~o X = + ... + X = ~o X + jJ X + . .. + ~o X E 

o ~o o o o o o 

+ ... + + W + ... + W) C W. 

(Nas somas acima, todas as parcelas sao repetidas o mesmo numero 

de veLes, a saber n E lli) 

Como 
-1 

lf1
0 

nl, vem pelo Lema 1.5, nx
0 

E p
0

W. 

Concluímos que A é limitado em (E,T). 

Consideremos a aplicação linear 

Fx C E -+ F 
o 

definida por 

para todo À E F. Como ~ e continua, 

~(A) {1+ ... +1; nEIN}CF 
---------v---~ 

n-vezes 
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e limitado corno subconjunto de (F, I· I). Logo existe constante M 

que podemos supor M > 1, tal que para todo n E rn: 

11 + ... +li < M. 

n-vezes 
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CAPÍTULO 3 

LOCALIZABILIDADE 

Durante todo este capítulo X é um espaço topológico nao vazio; 

(F, 1·1) um anel de divisão com valorização nao trivial; (E,T) um 

espaço vetorial topológico, prÓprio, sobre (F, I • I) • 

Se A c C(X;F) é um subconjunto não vazio, definimos uma re-

!ação de equivalência em X da seguinte maneira: para todo par 

x,yE'X, x e equivalente a y módulo A se e somente se 

a(x) ~ a(y) para todo a E A. Denotaremos por 

{ lx,yl x = y (mod A) } C X X X, 

por ~(x) a classe de equivalência de x c X, e por PA 

junto de todas tais classes de equivalência módulo A. 

o con-

O conjunto A c C (X; F) é .óe..paJtadoJt em X se as classes de e::rui-

valência 6. (x) 1 X E X -sao conjuntos reduzidos a pontos; isto é, 

6(x) = {x} para todo x E X. 

Durante todo o restante deste capitulo, L sempre indicará um 

subespaço vetorial de F(X;E) e V um conjunto de L-pesos. Então 

(L,TV) indicará o correspondente espaço de Nachbin. 

Se A c C {X; F) é urna subálgebra e W c L um subespaço vetorial 

que e um A-módulo; isto é, se a E A e w E W então a • w E W; 

queremos descrever a aderência de W em L na topologia TV. Para 

tal, daremos o conceito de localizabilidade e mais dois resultados 
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básicos que estão enunciados como lemas. 

3.1. DEFINIÇÃO: Se W e um subespaço vetorial de L e A um sub~ 

conjunto de C (X; F), denotemos por LA (W) o eon.ju.n.to-6 da.ó bu.nç.Õe.-6 

f E L tai-6 que pa~a todo x E X, pana toda vizinhança N E NE' 

w tae de V, e.xi.6ie g 
X 

qr.ce. v i (y) (f (y) - gx (y)) E N, paJta :todo y E tJ. (x) 

em 

l < i < r. 

3.2. DEFINIÇÃO: Dizemos que o A-módulo W c L e toeatizávet 6ob 

A se W ~ LA(W), onde a barra indica o fecho na topologia TV. 

Observamos que W c LA(W), portanto W é localizável sob A se 

LA(W) C W. 

O;,, casos real e complexo auto-adjunto do problema de locali-

zabilidade foi introduzido e resolvido, para funções escalares, p:)r 

L. Nachbin [12] e [13]. 

O caso complexo não auto-adjunto foi resolvido por Machado e 

Prolla [ 8 ] . Uma exposição completa desses resultados se encontra 

em Prolla [16]. 

3.3. LEMA: Suponhamof.l (F. I • I ) -nao aJtqui.med-Lano e A C C* (X;F) U!1111 

-6ubát!]e.bJt.a c.onten.do a.-5 c.on.f.ltante.,s. Dada u.ma c.l:.a-6.6e. de. e.qu.;.vaté:ncia. 

LI I x) " U.lll Dubc.onjtw~to c.ompacA:o K c X d;.-6 junto d• 6 (x), exi.õte. 

uma 6Uftç.ão b E A tat que 

I l) I b lxl I < l pa!ta :todo X E X; 

I 2 I I b ltl I < l paha todo t c K; 
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(3) b(y) = 1 paJta .todo yEA(x). 

DEMONSTRAÇÃO: Escolhemos y 0 E fi(x). Para cada tE K, como A 

contém as constantes, existe at E A tal que 1 ===at (y
0

) I at (t) =O. 

Como (F,j • ll é não arquimediano, A contém as constantes e 

at (X) e compacto em F, podemos aplicar o Lema de Kaplansky [ 7 I. 

Portanto, existe um polinômio p com coeficientes em F, satisfa-

zendo: p(l) = 1, p(O) =O e lpisl I < 1 para sE at(X). 

Definimos bt =p(at). Obtemos então bt E A, 

o = bt (t) t' 1 e lbtlxll < 1 para todo X E X. 

Seja 

Ut é aberto em X e como bt (t) = O, temos que t E Ut . Da 

compacidade de K, existem t
1
,t

2
, ... ,tn E I<, tais que 

K c ut u ... u ut 
l n 

Tomemos b = bt b bt Então b E A, 
1 t2 n 

b(y) 1 para todo y E A (x) , 

I b lxl I < 1 para todo X E X e 

lb !ti I < 1 para todo t E K pois 

K C ut u ... u ut 
1 n 
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O primeiro lema está, pois, demonstrado. 

3.4. LEMA: Su.ponhamo6 (F, 1·1) n.ao ahqu-Lme.d-Lano e. A c C*(X;F) uma 

J..ubái9e.b!ta c.on.te..rtdo aJ.. C.OIH-tante..-6. Pana c.ada c.ia-06e. de e.qu.ivcü.ê.n.Ua 

!"J.(x), lle.Ja K C X 
X 

um C.Oinpac..to di6junta de 

dado 

I lI I ai lxl I < l paJta .todo X E X e i l, ... ,n; 

I 2 I I ai I ti I < cl pa!ta todo t E K 
X. e i ~ l, ... ,n; 

l 

n 
I 3 I L a. lxl ~ l pa!La todo X E X. 

i=l l 

DEMONSTRAÇÃO: Escolhamos um elemento /"J.(x1 ) em PA. Seja P a 

coleção de todos os tais que 6lxl n K 
xl 

r' p. 

Para cada /"J.(x) E P seja bx E A dada pelo Lema 3.3 e con-

sideremos o número real rx , dado por 

e o conjunto 

Para todo x Ex, temos que !J.(x) c Bx e a coleção {Bx; 6(x) EP} 

e uma cobertura aberta-fechada do compacto Por compacidade, 



existem LI (x
2
), .0. (x

3
), ••• ,!.l (xn) E P tais que a coleção 

e uma cobertura de 

Cada b. 
1 

b E A, i =;;; 2, ... , n é tal que 
xi 

bi (y) = l para todo y E b.(xi); 

1 b. C ti I > 1 para todo t E B ; 
1 X. 

1 

I b. C ti I < r. para todo t E K (onde 
1 1 X. 

1 

I bi Cxl I < l para todo X E X. 

Seja O < O < l. Tomemos o compacto 

aberto-fechado definido por 

D {ZEF;Izl>l}. 

n 
K = U 

j=2 

r. = 
1 

b. (X) 
J 

r 
X. 

1 
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finita 

I e 

e D o 

Consideremos x
0 

a função característica de D, que e contí-

nua. 

Por '\Veierstrass-Kaplansky [ 7 ], exite p, polinÔmio em F tal 

que lpCtl - x0 Ctl I < o para todo tE K. 

Sejam 

a2 = 

a3 = 

a = n 

p (b. ) E A, 
1 

g2 

(l - g2)g3 

(1 - g 2 I (l 

i 2, ... , n 

- g3) 

e 

(l - gn-l 1gn . 
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Então, a. E A, 
l 

I 1 - g. 1 I tI I g. I ti 
l- l 

para todo t E x e i=2, ... ,n. 

Para cada X E X e cada J = 2 I • • • ' n' temos dois casos 

considerar: 

191 se I b. lxl I < l então [1 - g. lxl I ~ [1 
J J 

29) se I b. lxl I ~ 
J 

l então [1-gj lxl [ = [1 

Ainda, se X E K x. então [ b. lxl [ < r. < 1 
J - J 

J 

Portanto, para 2 < i < n, temos que 

I a. I xl I < 6 para todo X E K 
l x. 

l 

[a. lxl [ < 1 para todo X E X. 
l 

Definiremos agora, para todo t E X, 

a. I ti 
l 

ll - g 2 I ti I 11 - g 3 I ti I ... 

plb.lxll[ 
J 

- p lbi lxl I I 

e 

e 

Seja x E X, 2 < i < n. Se I b. I xl I ~ 1 , então 
l 

[1-gilxl[ 

Se [b. lxl I < 1, então 
l 

~[1-plb.lxl[ 
l 

< i5 < l. 

[1- g.lxl[ 
l 

~ 1 

< 6. 

a 
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Portanto, para todo x E X. 

Se x E K 
x1 

então x E B para algum 
xi 

iE{2, ... ,n}. 

Logo lb.(xil=1 
' 

e 11 - g. ( x) I < 8. Portanto 

' 
la.(xil<o 

' 
se 

Finalmente, observemos que para todo X E X: 

n n 
l: ai (x I = 1 -

i=2 
TI (1 

i=2 
-gi(x)). 

Portanto, 

n 
J.: ai ( x) "" l, para todo 

i=l 

O Lema está, pois, demonstrado. 

x E X. 

3.5. TEOREMA: SeJam X um e.ópaço topoR..ôg-ic.o -na o vazio; (E, T) 

(F, 1·1); (L,Tv) um e.6paç.o de Nac.hbÁ.-n. c..on-t.{.do em F(X;E); A c C*(X;F) 

uma lJubálgebJta e W um .6ube.6paç.o vetoJt-iai de L qu.e ê um A-módulo. 

Ettt~o W ê loc.alizável .6ob A em L. 

DEMONSTRAÇÃO: Podemos sem perda de generalidades supor que A 

contém as constantes. 

Tomemos f E LA(W), v
1

,v
2

, .•. ,vr E V e uma vizinhança NENE. 
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Como (E,T) e quase nao arquimediano, existe uma vizinhança do zero 

em E, H, aberta, equilibrada e quase não arquimediana tal que 

M c N. Existe também tal que para todo À E F com 

> o ' - M M + ... + M c ÀM, qualquer que seja n E TIL 

n-vezes 

Fixemos 

Da definição de LA(W), temos que para toda classe de equiva-

lência A(x) E PA, existe g E W 
X 

tal que v. ly)(fly) -g ly))E U, 
l X 

para todo y E ~(x) e 1 <i < r. 

Como U e aberto e para cada l < i < r 

no infinito, o conjunto 

Ki ~ { t E X; v. I t) I f I t) - g I t) ) " u} 
X l X 

Consideremos o compacto 

K 
X 

~ 

r 
u 

i=l 

como Ki n ó(x) ~ 0, temos que 
X 

para cada 

fazendo: 

I< i 
X 

e compacto. 

tais que 

satis-

ll) I ai lx) I < l, \1 X E X e j=l, ... ,n; 

I 2) lajltll<ó, ldt E K. 
J 

~ K 
x. 

J 



( 3) a.(x) =1, 
J 

Denotemos por gj 

Tomemos 

B. 
l 

n 
u 

j =1 
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Vx E X. 

as correspondentes funções g 
x. 

J 

r 
e B = u B. 

i=l 
l 

Como B é limitado em E, existe 0-l > l tal que para todo 

À E F com IÀI ~ 0- 1 , B c ÀU. Para este l >O> O consideremos 

as funções a
1

,a
2

, ... ,an E A que satisfazem (1) a (3). Definire-

mos 

Então, g E W e para 1 < i < r e para x E X, 

tão 

v. (x) (f (x) - g (x) I 
l 

n 

=v. (x) (f(x) -
l 

n 
L 

j =1 

=vi (x) ( L a
3
. (x)f(x) -

j=1 
a. (x)g. (x)) 

J J 

n 
L a. (x) (f(x) - g. (x)). 

j =1 J J 

Vamos considerar dois casos 

19) x E K .. 
J 

l<a.(x)l- 1 1 
J 

Então 

-1 
> o 

ja.(x)j <O e ainda, se a.(x) i- O 
J J 

e portanto 
-1 (a. (x)) U ~ B. Logo 

J 

en-



a. (xlv. (xl (f(xl - g. (xll E a. (xiB c a. (xl 
J l J J J 

-1 (a.(xll U 
J 

e por causa do Lema 1.5, pois À-lM e equilibrado, 
o 

v. (xla. Cxl (f(xl - g.(xll E 
l J J 

-1 
À M. 

o 

= U =À- 1M 
o 
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291 X E K. Então I a. (xl I < 1 e da definição de K. e do 
J J - J 

fato de U ser equilibrada, temos que: 

a.(xlv.(xl(f(xl- g.(xll E a.(xiUC U =À-
1 M. 

J l J J o 

Novamente, usando o Lema 1.5, obtemos 

v. (xl a. (xl (f (xl - g. (xl I E À -lM. 
l J J o 

Portanto, para todo x E x 

v i (xl (f (xl - g (xl I = v. (x) 
l 

e 

n 
l; 

i =1 

-1 
+ ... + À o H C M C N 

n-vezes 

o que nos diz que 

1 < 1 < r. 

ai (xl (f(xl- gi(xll E 

Portanto, f pertence a aderência de W em TV . 
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3.6. OBSERVAÇÃO: Uma análise da demonstração do Teorema 3.5 mos-

tra que, se (E, L) e um espaço vetorial topológico vW:o aJtqu-Lme.diano 

sobre (F, I· I), e as outras hipóteses de 3. 5 permanecem inalteradas, 

vale o segueinte resultado (que sera utilizado em 3.9). Sejam 

-f E L, N uma vizinhança na o arquimediana 

da origem em E. Se, dado x E X, existe g E W tal que 
X 

l < i < r, 

para todo y E ó(x), então existe g E W tal que 

v. (x) (f (x) - g (x)) E N 
1 

para todo X E X. 

Veremos a seguir algumas consequências do Teorema 3.5. 

3. 7 . COLORÂRIO' Naõ hipÕ.te.J.> e..6 do Te.o!te.ma 3 • 5 t H A " uma f.Ub-

âfg e.b!ta .oe.panadoJta " v na o 6e anu.ta em X. Então fEL pVtt.enc.e 

a advcênc.J..a de w na .topotog-ia TV H ' .6ome.n.te. H f (x) pe!Lte.nc.e. 

a ade.Jtênc.ia de W (x) = {g(x); g E W} em (E I 1) • 

DEMONSTRAÇÃO' Ne.c_e..6.6idade (mesmo que 
-A nao seja separadora) . 

Tomemos x E X e f E W. Da continuidade da aplicação linear Ox, 

proposição 1.10 temos que f {x) = Ox {f) E Ox (W) c ôx (W)- W (x). 

Seja J 

Sejam f E L; 

{1 < i < r; v. (x) f 0). 
1 

e X E X. 



M c 

Tomemos 

n 
iEJ 

N. 
l 

-1 
=(v.(x)) N, 

l 
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para i E J. Seja com 

Como f(x) E W(x), existe g E W tal que f(x) - g {x) EM. 
X X 

Logo, para i E J, 

vi (x) (f(x) - gx(x)) E vi (x)M c vi (x)Ni N. 

Se i tf- J, 

v. (x) (f(x)- g (x)) =O E N. 
l X 

Mas como A é separadora, as classes de equivalência módulo A sao 

da forma 6(x) ~ {x}, para todo x E X, portanto f E LA(W). Pelo 

Teorema 3.5, f E W. 

Consideremos um subespaço vetorial W de L e A a subálgebra 

de C*(X;F) de todas as funções ~E C*(X;F) tais que <P•gEW 

para toda g E W. 

A é de fato uma subálgebra pois dadas <P
1 

e r.p
2 

E A e g E W, 

portanto r.p
1

r.p
2 

E A. E claro também que W é um A-módulo. 

Como consequência do Teorema 3.5, o seguinte resultado e va-

lido: 
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3.8. COROLÁRIO: Sejam X e (E,-r) c.omo no Teohe.ma 3.5. Seja W um 

-6ube..6paç_o ve.t:o!LJ.ai de L. Então pa!La toda 6unç_éio f E L, t:emo.ó que. 

f E w J.:.e e .6oment:e. J.>e f E LA (W), of'!.de. 

A:::: {IP E C*(X;F) i 1?'9 E W, Vg E W}. 

Observamos que se W contém as constantes então A ® E c W e 

assim, A® E C W = LA(W) 

3. 9. TEOREMA: X um e..ópaç.o R.oc.a.tme.n.te. c.ompac.t:o; 

(E, 11·11) um e.ópaç.o »OfLmado não aJLquime.d.{ano .oob11.e. (F, 1·1); A c 

C* (X; FI uma 1Jubá.tge.btw e w um 6ube.6paço ve-ton-ta-t de C
0

(X;E) que 

e um A-mÔdLtlo. Então, pa!ta toda f E C (X·E) 
o ' ' 

dist(f;W) = sup distifl~(x) wl~(x)l 
xEX 

onde 

dist(f;W) = inf { 11 f- gll g E W). 

DEMONSTRAÇÃO: Denotemos por d = dist(f;W) in f { 11 f - g 11 g E W) 

e por 

g E W). 

Temos sempre que c < d. 

Mostraremos que d < c + €, para todo s > O. Tomemos s > O. 

Como c e um sup, para todo x E X, 



g E W} < c + E 

Da definição de Ínfimo, existe h E w 
X 

llf(y)- h (y)ll <c+ e 
X 

tal que 
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para todo y E 6(x), Pela Observação 3,6, existe h E W tal que 

llf(x) - h(x)ll <c+ e 

para todo x E X. Assim 

d = inf {llf- gll g E W} < 11 f - h li < C + E 1 

conforme queríamos demonstrar. 

3.10. COROLÁRIO: Suponhamo~) que: X e_ um e .. .spaç.o Roc.afnH·nte. com-

pacto, 0-dimCri.~ÚJnaf e de 1/au-~do!]fl:í; que' (E, 11•11) é wn Chp((ço v1o~ 

ma do não cutqtüme.diaHo -5o bne_ (F, I· I) e 

n1Õdu.to. EHtã.o 

w c C (X;E) é um 
o 

dist(f;W) = sup dist(f(x); W(x)) 
xEX 

para todo f E C
0

(X;E). 

C*(X;F)-

DEMONSTRAÇÃO: Resulta das hipóteses feitas sobre -X que C*(X;F) 

é separador, isto é 6 (x) = {x}, para todo x E X, se A== C*(X;F). 
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CAPÍTULO 4 

ENVOLT0RIA DE STONE-WEIERSTRASS, ÁLGEBRAS POLINOMIAIS 

Consideremos um espaço topológico X nao vazio e Hausdorff, 

(E,T) um espaço vetorial topológico, próprio sobre um anel de di-

visão com valorização não trivial (F, I· I) e (L, lv) um espaço de 

Nachbin contido em F (X; E) . 

Se W é um subespaço vetorial de L, /:,W c X x X indicará o 

conjunto de todos os pares (x,y) tais que x y (mod W) (<> g(x)~ g(y) 

para toda g E W) . 

Definimos a função 

como segue 

o 

1 

se 

se 

/', ~ F w 

onde Oxlw e a restrição da aplicação 6x a W (veja a Propo­

sição 1.10) . 

Observamos que se (x,y) E ~W então f(x) = 6W(x,y)f(y) para 

toda f E W. 
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4 .1. DEFINIÇÃO: Seja W um subespaço vetorial de L. A eJwot:tô!U..a. 

de S:tone.-We.ie.Jt<S:tiLaó-6 de W c.m L, representada por [I,L (W) e defi­

nida como o conjunto das funções f E L tais que (x,y) E ~ então 

f(x) ~ ów(x,y)f(y). 

Demonstraremos algumas propriedades da envoltÓria de Stone-

Weierstrass. 

4.2, PROPOSIÇÃO: Suponhamo-6 que. V ê não-nu.fa -6obhe. X. Sl[ja W 

um ,sube..ôpaço ve.toJt-<-aR.- de. (L, LV). A e.nvoitÔJtia de. Stone.-We.i.eJL.6:tJtaJ..-6 

de. w e.m L ê um óube.-!!paç.o ve.toJtia.t be.c_hado que. c.ontê.m a adeJLê.nc.la 

de. w na topologia TV. 

DEMONSTRAÇÃO: ~ imediato que ~L(W) e um subespaço vetorial de L 

e que w c [I,L(W). 

Tomemos {fa}aE /1. um net em [I,L(W) convergindo para f E L 

na topologia 'v e (x,y) E "w 
f (y) converge para f (y) em E 

a 

temos que fa(x) 

que implica que f E ~L(W). 

Como f (x) converge para f(x), 
a 

e f E ú (W) 
a 

para todo a E A, 

o 

Como consequência, obtemos que W c 6L(W). 

A proposição está demonstrada. 

4.3. PROPOSIÇÃO: Covu.ide.Jte.mo-6 W um hu.be._opaç_o ve.toJtial de.. L. Pa--'ta 
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(2) a) .óe x E X ê .taf que. g(x) =O pa.Jta todo g E W, en-

tão f (x) = O 

b) .õe x, y E X .óa.o ;tai.f.. que. g(x) = g(y) pa!ta .todo g E W, 

entio f(x) = fly). 

DEMONSTRAÇÃO: (1) => (2}: a) tomemos x E X tal que g (X) = 0 

para toda g E W. Então O = 6 I e portanto 
X W 

Mas 

como por hipótese f E 6L(W), temos que 

f(x) = oWix,x)flx) =O· flx) =O; 

b) Tomemos x, y E X tais que g (x) = g (y) para todo g E W. 

Consideremos dois casos: Se 

o = o I = o I X W y W 
então 

Mas como por hipótese f E 6L (W) , obtemos que 

f (x) = owlx,ylflyl = O•f(y) = o 

e 

f(y) = ow(y,x)f(x) = 0 • f (X) = o 

e portanto f(x) = f(y). 

Se 
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então 

Mas como por hipótese f E 6L(W), obtemos que 

flx) ~ 6wlx,y) f(y) ~ l · f(y) f lyl . 

( 2) ='> ( l) Tomemos (x, y) E I".W . Consideremos dois casos: 

Se 

da definição de 6W vem que g(x) = g(y) =O para todo g E W. 

Por a) temos que f(x) =O = f(y) e portanto f(x) = 6W(x,y)f(y). 

Se 

também da definição de OW vem que g(x) = g(y) para todo g E W. 

Por b) temos que f(x) = f(y) e portanto f(x) = 6W(x,y)f(y). 

A proposição está demonstrada. 

4.4. PROPOSIÇÃO: Su.ponha.mo-6 que (E,l) e. de. Hau..t.doJt66- Coli6-tdvwno.6 

A c C(X;F) uma ,su.biiige.bJta e. w um t.u.be.J.Jpaç_o ve.toJt;_a,t de. {L,cv). 

Suponhamo.6 que. a.t. ela.t..t.e.t. de e.qu.iual~n.eia m~du.lo A e m~dulo W 

c.o.inc.idam. Então LA (W) c 6L (W) . 

DEMONSTRAÇÃO: Tomemos f E LA(W) e x E X tal que g (x) =O para 

toda g E W. Suponhamos que f (x) -1- O. Como E e Hausdorff, existe 
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N E NE tal que f(x) ~ N. 

Escolhamos v E v tal que v(x) r' O e M = V(X)N. Seja 

!J. (x) a classe de equivalência de x módulo A. Como por hipótese 

f E LA(W), existe g E W tal que 

v(y) (f(y) - g(y)) EM, para todo yE~(x). 

Em particular, fazendo y x, temos 

f (x) 
-1 

(v(x)) v(x) (f(x) -O) 

= (v(x) J- 1vix) (f(x) - g(x) I E lv(x) 1-1M= N. 

O que e uma contradição, portanto f(x) ~O. 

Tomemos x e y E X tais que g (x) g(y) para todo g E W. 

Suponhamos f(x) 'I f(y) Como E é Hausdorff, existe N E NE tal 

que flxl - flyl ~ N. 

Escolhamos e v 2 E V tais que v
1 

(x) 'I O e 

e ME NE tal que M - M C N. 

Como por hipótese as classes de equivalência módulo A e mo-

dulo W coincidem, temos que y E ~ lx) • 

Se f E LA(W), existe g E W tal que 

vi (t) (f(t) - g(t) I E v 1 (x)M n v
2

(y)M 

para todo tE !J.(x) e i= 1,2. 
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Em particular, para t = x obtemos 

e para t = y 

Assim, 

flxl - flyl = f(xl - g(xl - lflyl - glyll = 

-l = lv1 lxl I v 1 lxl (f (xl - glxll-
-1 

lv1 (yl I v 1 lyl (flyl - g (yl I E 

-l 
E (v1 lxll v 1 (xiM 

-1 
lv

1 
lyll v 1 (yiM c M- M c N. 

O que é uma contradição, portanto f(x) = f(y). 

Está, pois, demonstrada a proposição. 

4. 5. DEFINIÇÃO: Consideremos W um subespaço vetorial fechado de 

(L,1:V). Diremos que W é um e-6paç.o de Ston.e.-We.ie.Jtf..ttta.-6-6 se a en­

vol tória de Stone-Weierstrass de W em L coincide com W, isto é 

Quando V e nao nula sobre X, podemos reformular a Definição 

4.5 do seguinte modo: W e um espaço de Stone-Weierstrass se e 

só se 6L(W) c W. Com efeito basta aplicar a Proposição 4.2. 
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4.6. DEFINIÇÃO: Consideremos W um subespaço vetorial de C (X;E). 

Diremos que w é uma âtgebtc.a pot-Ln.om-i.a.t se o conjunto 

A={.pog; .pEE',gEW} 

e uma subálgebra de C(X;F) tal que A® E c W, onde A 0 E con-

siste de todas as somas finitas de funções da forma x -+ a(x)v 

onde a E A e v E E. 

Quando W c C(X;E), indicaremos por f1(W) a envolt.ória de Stone­

Weierstrass de W em C (X; E) . 

4. 7. PROPOSIÇÃO: Suponhamo~.:, que E', o duat topo.tâgic.o de E, .1e_Ja 

~.:,epatc.adotc. e w c C(X;E) ~.:,eja uma ~lgebtc.a polinomial. Ent~o 

DEMONSTRAÇÃO: Do fato de W ser uma álgebra polinomial temos que 

A ® E c W e portanto, LA (A ® E) c LA (W). Mas como A e W defi­

nem a mesma relação de equivalência em X, usando a Proposição 4.4 

obtemos LA(W) c !1(W). 

Tomemos f E !1(W), !1(x) E PA, y E f1(x) e g E W. Como A e W 

definem a mesma relação de equivalência, temos que g(x) = g(y) e 

do fato de f E 6(W), temos pela Proposição 4.3 que f(x) = f(y). 

Portanto, f é constante em 6(x). Seja u esse valor constante. 

Tomemos N E NE e v 1 ,v2 , •.• ,vr E V. 

Se u = O então O E A 0 E e v i (x) (f (x) - O) = O E N, para 
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l < i < r. 

Se u ~ O, fixemos x
0 

E ~(x). Mas como f E ó(W) e 

u f O, existe g E W tal que g(x) =v f O. Do fato de W e A 
o 

definirem a mesma relação de equivalência em X, temos que g e 

constante em 6(x). 

Tomemos 0 E E' tal que (21 (v) = l. Definamos h = (0 o g) 181 u, 

então h E A 0 E e para 1 < i < r e y E 6(x), temos que 

vi(y) lfly)- h(y)) = vily) (f(y)- IÕ(g(y)) • u) = 

= vi(y) (u- !Lllv) • uI = v. (y) (u - l · u) 
l 

Portanto, f E LA (A ® E) • 

4 .8. PROPOSIÇÃO: Conl.ideJte.mo.6 L uma llubáige.b!La po{'.{nomial de. 

C(X;E) e W um l.ube6paço ve.tohial de L. A e.nvolt~Jtia de Stone.­

We..J..e.Jt-b:tttal.-6 de. W em L e uma â:lge.bna polinomial. 

DEMONSTRAÇÃO: Primeiramente, mostraremos que 0 o f® u E 6L(W) 

para todo IÕ E E' 
' e u E E. 

Sejam (x,y) E 6W 

IÕiflxll · u = Ç'il6wlx,y)flyll • u = 6wlx,y)Ç'ilflyll • u 

Portanto, 

A® E c ~L(W) onde A = { ÇÕ O f i ÇÕ E E 1 
1 f E ÓL (W) } • 
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Mostraremos agora que A é um subespaço vetorial de C(X;F). 

:E': fácil ver que A é invariante sob a multiplicação por qual­

quer escalar À E F. 

Sejam ~of e lf!og em A. Se 

Se ~ ~ O, escolhamos v E E tal que 

temos que as aplicações x ...... íÕ(f(x))v 

íJ ~O, (Jof+~og~~og E A. 

!'l (v) ~ 1. Corno A ® E c "r, (W) 

e x ...... ~(g(x))v pertencem 

a [I. L (W) • Seja h E fi.L (W) a função definida por 

x ~ [\J(f(x)) + ~(g(x))]v então (JohEA e 

\J(h(x)) ~ [\J(f(x)) + ~(g(x))]\J(v) ~[!'lo f+ ~og](x) 

para todo x E X. Logo, A é um subespaço de C(X;F). 

Resta mostrarmos que A e uma subálgebra de C (X;F). Sejam 

0of e ljJog em A. Se íÕ :=O então (\Õof)(tjJog) O E A. 

Se 0 ~ O, escolhamos v E E tal que íÕ(v) = l. Como L e uma 

álgebra polinomial, a aplicação h definida por 

h(x) ~ 0(f(x)) • ~(g(x)) ·v pertence a L. 

Tomemos (x,y) E 6W • 

h(x) ~(J(f(x))~(g(x)lv~0(ow(x,y)f(y))~(ow(x,y)g{y)) ·v~ 
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portanto, h E ~L (W) e consequentemente, 0 o h E A e 

\<l(h(x)) ~ [\<llf(x))~lglx))jç;l(v) ~I (\<lo f) • (~og)J (x) 

para todo x E X. Logo, A é uma subâlgebra de C (X; F). 

4,9, PROPOSIÇÃO: ConJ.>-éde.Jte.mo~ (E,-r) um e..6paço ve.:toJtial .topolOgi.c.o 

qua.6e. fÚio a.Jtqu..ime.d)..ano ,5obJte. um anel de. d-<.vi,são c.om vafoJt-i.zação não 

a.Jtq t.ctm e.d-<.ana. (F, I · I ) c. o m E' 1.> e_pa.Jta.do Jt; (L, T vl um e-ópa.ço de. Na.c..hbi.Jt 

tal que. L c C(X;E) é: uma átge.bfl:a po.ti.nomi.ai, e V nao .6e anule. C'J/1 

X. Seja W c L uma. -subâlge.btw poLZ.nomial. Conl.idruteJl10l. a.6 -6e.­

guin:te.-6 a.6iJtma.çÕe-6: 

ll) fEW; 

ta..t que. vi (x) (f(x) - glx)) E N 

v. (y) (f(y) - gly)) E N, 
l 

pa!ta 1 < i < r; 

(3) a) -6e. x Ex ê_ ;ta.t que. g(x) =O pa.tw :todo gE w e.ft-tâ:o 

f(x) ~O; 

b) é..Q. X, y E X .6aO .tai.6 que. g(x) = g(y) pMa. .todo g E W 

então f (x) ~ f ly); 

(4) f E ~L(W); 

(5) f E LA(A <9 E), onde. A= {.,oog; .,o E E', g E W}. 
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Entio (li • 121 • 13) • (4) • (5). Se A C C*(X;F) en~~o 

(5) • (l). 

DEMONSTRAÇÃO: (1) ~ (2) claro; {2) ~ (3) decorre da demonstração 

da Proposição 4.4; (3) "* (4) Proposição 4.3; (4} "* (5) Proposição 

4. 7; (5) "* (1) Proposição 4. 7 e Teorema 3.5. 

4.10. COROLÁRIO: Na~ h~p0~e.6e.6 do Te.onema a~~eh~ok, 6 upo nhamo-5 

qtLe. A c C*(X;F), e que. w ê 6e.c.hado e.m (L, TV). Então w ê âi_ge.bJta 

-e unr e.ópaco de Stone.-Weie.Jt6tJta66. 

DEMONSTRAÇÃO: Aplicar o Teorem 4.9 e a Proposição 4.8. 
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CAPÍTULO 5 

APROXIMAÇÃO SIMULTÂNEA 

§ l. TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS PARA PORTADORES 

Neste capitulo vamos extender alguns resultados de Machado-

Prolla [16] para o caso de espaços normados não arquimedianos, e 

outros resultados de Prolla [191 para o caso em que X deixa de 

ser compacto, o que novamente nos obriga a considerar C*(X;F) em 

vez de Cb(X;F) = C(X;F) (X compacto). 

Consideremos X um espaço localmente compacto, Hausdorff, (E,II·II) 

um espaço normado sobre um anel de divisão não trivialmente valo-

rizado (F, j ·]l e o espaço vetorial C
0

(X;E) com a norma 

f~ 11 f li ~ sup (li f(x)ll 

Se A c C*(X;F) é uma subálgebra e 

x E X}. 

W C C (X;E) 
o um subespaço 

que é um A-módulo, temos sob as hipóteses do Teorema 3.9 que 

para toda f E C0 {X;E) 

dist(f;W) ~ sup dist(fl~(x) ;WI~(x)l. 
xEX 

Nosso objetivo agora e generalizar esta fórmula para funções 

de conjuntos. 

' 
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5 .1. DEFINIÇÃO: Um pohJ:adoJt (/) de X e_m E e uma aplicação de X 

nos subconjuntos não vazios de E. 

5. 2. DEFINIÇÃO: Consideremos 'fJ um portador de X em E. 

nimos a di-6-târtc.ia de. ..P a uma 6tutçã.o g E C
0

{X;E) por 

distl~;g) ~ sup { 
xcX 

sup 
yE~ lx) 

a um .õubc_ortjunto 

11 y- g lxl 11 I 

w c C (X;E) por 
o 

disti~;W) ~ inf {dist(~;g); g E W}. 

De fi-

5. 3. DEFINIÇÃO: Consideremos .P um portador de X em E. Di zernos 

que ..p e ~emic.ontZnuo ~upehioJLmente com he6peito a w c C
0

(X;E}, 

se dados w E W e r > O, para cada x E X tal que 

<P(x) E B(w(x);r) 

e dada s > O, existe uma vizinhança U de x tal que 

~ly) c Blwlyl; r+ c) 

para todo y EU. (Se v E E e O > O, denotamos por B(v;6) o 

conjunto {u E E; llu- vil < 6}). 

A seguir, daremos alguns exemplos de portadores semicontínuos 

superiormente. 
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5. 4. EXEMPLO' Tomemos f E C (X;E) e definimos 
o 

<P I x) ~ 

50 

{flx) }, 

x E X. Então ~ é semicontínuo superiormente com respeito a todo 

W c C
0

(X;E). Além disso, para cada w E W e r > O, o conjunto 

{x E X; <f'(x) c B(w(x);r)} ~ {x E X; llflxl- w(x)ll <r} 

e aberto. 

5.5. EXEMPLO: Consideremos N c C
0

{X;E) um subconjunto equicon­

tinuo. Definiremos um portador I.{J de X em E, pondo 

I.{J(x) = {f(x); f E N}, 

rJ para todo x E X. Mostraremos que ~ é semicontinuo superiormente 

1'--- com respeito a todo w c C
0

(X;E). Tomemos w E w, r >O e x E X 

com I.{J(x) c B(w(x);r). Seja E> O. Se N é equicontinuo então 

N - {w} também é equicontinuo, portanto existe U vizinhança de x 

tal que llf(y) - w(y) - (f(x) - w(x))ll <E para todo y E U. 

Assim, para todo y E u 

llfly)- wly)ll = llfly)- w(y)- (f(x)- w(x)) + (f(x)- wlx))ll < 

'llf(y) - wly) - (f(x) - w(x))ll + llf(x) - w(x)ll <E+ r. 

5. 6. DEFINIÇÃO: Consideremos l.fJ um portador de X em E e W c 

C (X; E). Dizemos que l.fJ 
o 

-e ~ufa ~o ~n6inito com ne~peito a W se 

f";·, 1,!;'. ,_' 
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para cada w E W e c > O, o conjunto 

{xE X; ~lx) n (E\B(w(x);E)) ;'0} 

e relativamente compacto. 

5.7. TEOREMA: Se. (E,II·II) e. um e.-Opaç_o ve.t.o!t-lal n.o!Lmado n.ã.oaJtqu-L-

me.d-L.ano .õobJte. (F,]·]J; AC C*(X;F) uma -OubO.lge.bJta e. W C C (X;E) 
o 

um .6ube..6paç.o ve.:toJtiai que. é. u.m A-módulo; e.vLtão paJta c.ada po!LtadoJt 

eom !Le.Ape.eto a W, te.mo.6: 

dist(~;W) ~ sup distl~["(x) ;w[ 6 (x)) 
xEX 

(Novamente 6. (x) denota a classe de equivalência de x modA) . 

DEMONSTRAÇÃO: Designemos 

sempre que À < dist(~;W). 

Dado c > O e x E X, existe 

isto implica que 

llt- gxlylll <À+ E para todo 

g E W tal que 
X 

tE<P(y) e 

Temos 

yE6.(x). 
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Como ..p e semicontínua superiormente com respeito a w, existe 

uma vizinhança U de x tal que 
X 

para todo 

consequentemente, 6 (x) c Ux . 

tE ~(y) e 

Como é nula no infinito com respeito a W, o fecho K de 
X 

Sx ~ {y E X; <P ly) n (E I B (w (y); À + c)) ,' íJ} 

e compacto e temos ainda que i"l(x) n Kx :j. ÇZI. De fato, se zE Mx)n 

K x' como 6 I X) c u e K e o fêcho de s existe yEUrlS. 
X X X X X 

Mas ~ ly) c B(w(y); À + c) todo E u -
pode estar para y e y na o 

X 

em s 
X 

Pelo Lema 3.4 existe um conjunto finito {x
1

,x
2

, ... ,x
0

} c X 

tal que para cada O < O < l existem funções 

satisfazendo: 

ll) la. lx) I 
1 

< 1 para todo X E X, i l, ... ,n; 

I 2) la. lt) I 
1 

< o para todo t E K i ~ l, ... ,n; 
X. 

1 

n 
I 3) L a. ( x) 

i=l l 

~ 1 para todo X E X· 
' 

onde A é a subálgebra gerada por A e pelas constantes. o 

Escolhamos 6 > O suficientemente pequeno para que 



o • max 11 t -
l<i<n 

g lxl 11 
X. 

l 
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< À + E 

e para esse O sejam a
1
,a

2
, ..• ,a

0 
E A

0 
satisfazendo (l) a (3). 

Definamos g ~ 

n 
L a. g 

i=l 1 xi 
Então g E W e para cada 

tE ~(x), temos que: 

Se 

11 t - g (x) 11 

Se x E K 
X. 

l 

~ 

~ 

n 
~ a. (x) 

i=l l 

n 
11 ~ a. (x) 
i=l l. 

então 

n 
t - I: a. (x) 

. l l 
F 

lt - 9x. lx) I li 
l 

lia. lx) lt- g lxlll 
1 xi 

<o· llt- gx(x)ll 
1. 

gx. (x) 11 ~ 

l 

< 

< 6 • max 11 t -
l<i<n 

g (x) 11 < À + € 

X 'f- então 

11 a. lx) (t -
l 

g lx)) 11 < 
xi 

X. 
l 

l·llt- g (x) 11 
X. 

< À + E 

l 

Assim, para todo x E X e tE ~(x), 

11 t - glx) 11 

n 
~ll>:a.(x)lt-g lxllll 

. l l xl. 

< 

F 

max 
l<i<n 

li ai (x) (t- gx))ll 
l 

< 

< À+ E. 

X E X e 
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Portanto, 

dist(tp;g) < À+ E 

e consequentemente, dist(.p;W) < À + c:, pois g era arbitrária em 

w. 

Como E > O foi tornado arbitrariamente, temos que 

dist(~;W) < À= sup distl~l 6 (x) ;WI 6 (x)) 
xEX 

Está, pois, demonstrado o teorema. 

5.8. DEFINIÇÃO: Uma família de funções N c C
0

(X;E) e dita cof~-

Livame.nte_ nula 110 irt6l._ni. . .to se, para cada E > O, existe um subcon 

junto compacto K c X tal que 11 f ( x) li < E para todo X 'f K e 

f E N. 

5.9. EXEMPLO; Seja N c C (X;E) um subconjunto totalmente 
o 

tado. Mostraremos que N é coletivamente nulo no infinito. 

limi-

Seja 

c > O. Como N e totalmente limitado, existe um conjunto finito 

{f
1
,f

2
, ... ,f

0
} c N tal que para cada f E N, existe 1 <i< n com 

11 f- fi 11 < s/2. Como para cada 1 < i < n, fi é nula no infinito, 

existe um conjunto compacto 

Seja K = 

11 f (x) 11 < E. 

n 
u K. 

i=ol ~ 

K. c X 
l 

tal que 

Então para todo 

11 f. (x)ll < E/2 
l 

X 'f K e f E 

se 

N, 
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5.10. PROPOSIÇÃO; 

\?(x) ~ {f(x); fEN}, 

-pa.Jta todo x E X, e nulo ~o in6inito eum ne~peito a w. 

DEMONSTRAÇÃO; Se N c C (X;E) é coletivamente nulo no infinito e 
o 

w E C
0

(X;E), entao G = {f- w; f E N} é ainda coletivamente nulo 

no infinito. 

Seja E > O e K c X o compacto tal que llf(x) - w(x)ll <E 

para todo x ~ K e f E N. 

Então, 

\?(x) c B(w(x); E) 

para todo x ~ K e 

X I {x E X; \?(x) C B(w(x); E)) ,0 0} C K. 

Portanto, o conjunto 

{x E X; \?(X) n (EIB(w(x);E)) ,0 0) 

e relativamente compacto. 

5.11. TEOREMA: Se.fam (E, 11·11) u.m e.~.>paço ve.tofLia.C 1101tmado não Mqu.A..-

me.diano õob!Le. (F, 1·1); A c C* (X;F) uma Dubâtge.b!taj W c C (X;E) 
o 
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um ~ubeApaço veto~ial que e um A-m6dulo; N c C (X;E) um f.lubcon.-
o 

junto totalmente limitado e de6inimo~ paha cada x E X, 

{f(x); f E N}. Então, 

dist(<P;W) = sup disti<Pi 61 x) ;Wj 6 (x) I. 
xEX 

<Pixl = 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Exemplo 5.5, ~ e semicontínuo superiormente 

com respeito a w. Pelo Exemplo 5.9, N é coletivamente nulo no 

infinito. Pela Proposição 5.10, ~ e nulo no infinito com respeitD 

a W e finalmente, pelo Teorema 5.7, temos que 

disti<P;W) = sup disti<PJ 61 x 1 :wJ 61 x 11. 
xEX 

§2. MELHOR APROXIMAÇÃO SIMULTÃNEA 

5.12. DEFINIÇÃO: Consideremos (N, 11 • 11) um espaço vetorial norrmdo 

sobre (F, 1·1), W c N e B um subconjunto limitado não vazio de N. 

Definimos o ttaio de ChebyJ.Jhev de B fLe_fativo a w por: 

radw(B) = inf { sup 
fEB 

llw- fll; w E WJ. 

Se W N, escrevemos 

radN(B) = rad(B) 
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e diremos que rad(B) é o ~a~o de Cheby~hev de B. 

Os elementos w
0 

E W onde o Ínfimo e assumido sao chamados 

eent~oh de Chebyhhe.v de B \elativo6 a w e sao denotados por 

centw (B) • 

Se W = N, escrevemos centN(B) = cent(B), e seus elementos 

são ditos c.e.ntfto.ó de_ Che.bl{,::,hev de_ B. 

Dizemos que W tem a p!topiLÚ?.dade. do.õ c.e.n.t!Lo.ó Jte.fat/.vo.t. de. 

Che.by.t.he.v em N se centw(B) ~ 0 para todo subconjunto 

limitado e não vazio. 

BC N, 

Quando W = N, e cent(B) ~ 0 para todo subconjunto limitado 

e não vazio B c N, dizemos que N admite. cent!to.6 de. Cheby.õhe.v. 

Os principais problemas da teoria da m('.thoh.. ap!tox-i..maçêio (.6-Úrlt.Ü-­

tâne.a) são os seguintes (em ordem decrescente de generalidade) : 

PROBLEMA 1: Dado W C N, determinar se W tem a propriedade dos 

centros relativos de Chebyshev em N. Em particular, determirurr se 

N admite centros de Chebyshev. 

PROBLEMA 2: Dado W c N, determinar a classe B de todos os li­

mitados não-vazios B c N tais que centW(B) ~ 0. 

PROBLEMA 3: Dado W c N, determinar se W é proximinal em N, isto 

é determinar se a classe B do problema 2 inclui todos os conjun­

tos da forma B = {f}, f E N. 



Supon;1amos que N = C
0

(X;E) com a norma do sup e 
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W C C (X;E). 
o 

Para cada B c C (X; E) , limitado e não vazio, define-se o portador o 

<P
8

1xl = {f(x); f E B} 

para todo x E X. Resulta então 

dist(tp
8

;W) radw (B) • 

Como l::onsequência imediata do Teorema 5.11 ternos a seguinte 

fórmula dt~ localizabilidade para os raios de Chebyshev 

5.13. TEOREMA: Sejam (E, 11·11) u.m e.6paço ve-ton-Lat noJunado nao aJtqu-l-

mediano f.l.Jbhe. (F, I • I>, A c C*(X;F) uma 6ub~lge.bna, e W c C (X; E) 
o 

um óube.óp.cç.o ve.toJtJ..af que é um A-mõduto. PaJta :todo i:,ubc.onjunto .to-

:tatme.n.te. U .. rni:tado 11ão vazio B c C (X·E) :temo6 o ' 

= sup radW[x[ (B[x[). 
xEX 

OBSERVAÇÃJ): Para cada x E X, W[ x] e B[ x] indicam as restri-

ções de 1.-l e B, respectivamente, a classe de equivalência !J.(x). 

Portanto :;ão ambos subconjuntos de C
0 

(f.. (x); E). 

5.14. DEF [NIÇÃO: Consideremos f.. uma relação de e qui valência em 

X e para cada x E X, Ll(x) a sua classe de equivalência m:Sdulo !J.. 



Dizemos que um portador ifJ de X em E e 6-LLmi..tado se 

~(o (x) I = u {~ (t); t E 6 (x)} 

e um subconjunto limitado de E, para todo x E X. 

Definimos também 

6(~) = sup rad(~(o(x))). 
xEX 
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5.15. TEOREMA: Sejam (E, 11 ·li) um e.-6paço no!tmado não aJtquime.diano 

oob!Le. (F, 1·1), A c C*(X;F) uma ~ub~ige.b!ta. Se. 

hube.~paco ve.:onial que. e um A-m6dulo, tal que, pa!ta cada x E X e. 

z E E, e.xi~t1· w E W tal que. w(t) = z pa!ta todo tE6(x). 

Entà.o pafla tcdo pontadu!t '-P de. X em E que. é ó.--fim-i..tado, .be.mi-

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Teorema 5.7, temos: 

= sup inf dist('-Pj{j(x) ;w) 
xEX wEW 

= sup inf 
xEX wEW 

sup sup 11 y- w(t)ll. 
tE o (x) yE~ I t) 



Tomemos X E X. Para z E E, escolhamos 

w2 (t) = z para todo tE 6(x). Assim, 

< 

inf sup 
w,~w tEL'I (x) 

sup lly - w(t) 11 < 

sup 
t=o lxl 

yE~(t) 

sup lly 
yE ~(t) 

-w
2

(t)ll = sup 
yE~(6ixl 

" w 

11 y - zll . 

Como z E E foi tomado arbitrariamente, obtemos: 

sup 
tE6(x) 

Portanto, 

sup lly- w(t)ll 
yE~ ( t) 

< inf 
zEE 

dist(~;W) < 8(~). 

sup 11 y - zll . 
yE~ (6 (x) 

§3. SUBESPAÇOS DE STONE-WEIERSTRASS 
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tal que 

5.16. DEFINIÇÃO: Um subespaço vetorial W c C0 (X;E) e dito um 

~ube~paço de Stone-Weien6tha66 se existe um espaço localmente 

compacto ele Hausdorff Y e uma sobrejeção contínua e própria 

n : X ~ Y tal que 

W {g on; g E C (Y;E)}. 
o 

Denot<lremos por W1T o subespaço de Stone-Weierstrass determinado 
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por TT. 

Se WTT c C0 (X;E) e um subespaço de Stone-Weierstrass então 

ATI = {.p OTI; <P E C*(Y;F)} 

é uma subálg~bra de C*(X;F) que contém as constantes e tal que 
-1 

{71 (y); y E Y} e o conjunto das classes de equivalência módulo 

A. Assim, W é um A-módulo. 

Observamos que w 
TI 

e fechado em C (X; E) . 
o 

Mostraremos a seguir que esta definição de espaço de Stone-

Weierstrass coincide com a Definição 4.5; para isso, mostraremos 

que 11 (Wn) c \\'rr , onde !J.(W ) é a envoltória de Stone- Weierstrass 
TI 

de W em 
TI 

C
0 

(X; E). 

Tomemos f E !J.(W). Devemos mostrar que f e constante em 
TI 

-1 
n (y) para todo y E Y. 

Sejam te t' em X tais que 1r(t) = Tr(t'). Então g(t) = g(e) 

para toda g E W 
TI 

Se 6(t,t')=O 

Assim, o par 

então 

(t,t' l E 11w 
TI 

o e como por 

tese f E 11n\1 ) , temos que f(t) =o 
TI 

f(t') =o. 

Se ó(t,l') =1 então - ó I e novamente - t' w 
TI 

f E L\.(W ), b'mos que f(t) = l • f(t 1
) == f(t'). 

TI 

Portanto, 

h i pÓ-

como 
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Tomemos f E C (X;E). Como TI é própria, 
o 

-1 
rr (y I é compacto 

e portanto f(TI-l(y)} é compacto, e assim limitado em E, para 

todo y E y. 

Defini:nos 

6 (f I 
-1 

= sup rad(f(rr (y) I I 
yEY 

Se w - Wn então 

llf ·· wll = sup 
yEY 

sup llf(t) - w(t)ll > ó (f). 
-l 

tE TI (y) 

Assim, 

5.17. TEOREMA: s. 

ó (f) < dist (f;W I. 
rr 

-{E, 11 • 11 I " um e..t.paço noJLmado -na o 

-t:.obne (F' I • I I e w c c 0 (X;E) um -t:.ube-t:.paço de Stovre-
' 

Ert-t:ão, pa!, a -toda f E c 
0 

(X; E) • 

dist(f;W I = ó(f) 
rr 

DEMONSTRAÇ'ÃO: Pelo Teorema 5. 15, 

dist(f;W I < ó(fl 
rr 

e pelas ob:;ervações anteriores, 

anq uim e.diavw 

Weietc6 .thaó .6 • 
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ô (f) < dist(f;W ) . 
TI 

O teorema está, pois, demonstrado. 

Vamos gen,~ralizar o resultado acima para o caso de aproximação 

simultânea. Consideremos então um subconjunto limitado e equicon-

tinuo B c C0 (X;E) e o portador ~B de X em E definido por 

.p
8

(x) = {f(x); f E B) 

para todo -
X X. 

Como B 2 limitado, segue que -e 6.-limitado 

relação de e c; ui v'alência 11 em X. 

Para cada y E Y, definimos 

-l 
U {f(TI (y)); fEB) 

e 

ô (B) 
-l 

sup {rad(BITI (y) ); y E Y). 

Então 

e com as hip(,teses do Teorema 5.15, 

radw (B) < ô (B) 
TI 

para toda 



para w 
TI 
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um espaço de Stone-Weierstrass. 

Invers.-tmente, cada w E WTT 

y E Y. Assim, 

é constante em 
-1 

11 (y) para cada 

Logo, 

sup 
yEY 

> sup 
- yEY 

= sup 
yEY 

== sup 
yEY 

sup 
-l 

tETI (y) 

sup llz- w(t)ll > 
zE..pB (t) 

in f 
vEE 

in f 
vEE 

sup 
-l 

tETI (y) 

sup 
-l 

t ETI (y) 

sup li z - v 11 = 
zE(JJB (t) 

sup 
fEN 

8 (B). 

llf(t) -vil = 

o(B) < dist(p ;W) = radW (B) 
B TI 

TI 

e provamos o seguinte resultado: 

5.18. TEOR!lMA; Se (E, 11·11) -e um e.õpa~o nohmado 
-na o aJtqui.me.diano 

w c C (X;E) e um e.6paço 
TI O 

de 

e.nt~o, paJt~ todo 6ubconjunto limitado e e.qui.continuo 

te.mo-6: 

ra.dw (B) = 
TI 

sup 
yEY 

-l 
rad(B(TI (y))). 

B C C (X; E), 
o 
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5. 19. DEFINIÇr\.o: Sejam (N, li • li ) um espaço normado sobre (F, I · I ) , 

M c N um subt:spaço vetorial fechado e f E N. Uma me.thoJt apnoxi-

ttJaçCio de. f e.tn M é um elemento g E M tal que 

11 t' - g 11 inf [[f- hll = dist(f;M). 
hEM 

Denotaremos por PM(f) o conjunto de todas as melhores apro-

ximações de em M. 

M e dito pnoximinai se PM(f) contém pelo menos um pontoprra 

toda f E N. 

S. 20. DEFINiç/\.0: Sejam X e Z espaços topológicos e if! um por­

tador de X e~1 z. Dizemos que ..p ê. ne.mlc.on.tlnuo ,LnQef(.-{.ohme.nte_ -6e. 

{x e X; -(x) n G ~ 01 

e aberto em :{ para todo subconjunto aberto G c Z. 

Uma aplic l.Ção contínua f : X-+ Z é chamada uma .t.e.le.ç.ão c.on-

tZnua pa!ta u.m po!ttado!t cp se f(x) E <p(x) para todo x E X. 

O seguint·.~ resultado e uma consequência de Michael [lO 1, Teo-

rema 2, págin,l 23 3. 

5.21. TEOREMA: Sejam X um e.-Opaç.o c.ompac.l:o, T
1 

e. 0-d-tme.f'l.o-tonai 

e. (E, 11 ·li) um e.6paço de Banach .oobne. um anei de diui.o~o n~o tnl-

u-talme.nte. valanizado (F, I· I>. Ent~o, todo pontadon ~ de. X em 



66 

.óubc..onjun..t,·& não vazio.!> e. 6echado4 de_ E que. e .óe.mlc.on.t:Znuo i.n6e.­

Jti.oJtme.n.te., admi:te. uma J..e.te.ç.ão c.ont1nua. 

5.22. LEMA' C (X ;E) 
w 

on.de. x 
w 

o c..ompac.ti.Qi.c..ado de. A.te.xandJto66 de. X. 

DEMONSTRAÇAO: Denotemos por Jw o subespaço vetorial de C(Xw;E) 

definido pnr Jw ={f E C(Xw;E); f(w) =O}. 

Mostraremos que J e fechado em 
w 

C (X ; E) 
w 

J e f E C(X ;E) tal que f~ converge para 
w w ~ 

11 f - f 11 = 
a sup 

xEX 
w 

llf lxl - flx)ll ~O 
a 

Tomemos {f a} a E A c 

f. Então 

pois, se '{E X então f (x) __,_ f(x) 
a 

em E e se x = w então 

f (x) = O para todo a E A 
a 

e J é f,:chado. 
w 

e segue que 

Tomemo; f E C
0

(X;E) e definamos f 
w 

se x E X e f (w) = O. 
w 

f (x) = O. Portanto, f E J 
w 

X _,_ E por 
w 

f lxl = O 
w 

Mostracemos que f e contínua. Tomemos 
w 

e X E X 
a w 

(a E AI • 

Se X e X E X como f = f em X, temos da continuidade 
a o w 

de f que f (x I w a 
~ f (x

0 
I. 

Se X = w, consideremos 6 = {a 
o 

E A; xa = wl. Tomemos E > o. 

Como f e nula no infinito, o conjunto K = {x E 
E 

X; 11 f (x) 11 > E} 
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de 

a 

Se 

go 

compacto e o complementar de K em X 
w ' 

v c c 

> 

w em X Como X 4 w, existe a E A w a o 

'~ ' X E v Consideremos a > a o a E o 

a f/ !J. então 11 fw(xa)ll ~ li f (X ) li < C 
a 

f (x ) 4 O ~ f (w). 
w a w 

Definamos agora a aplicação 

T C (X·E) ~ C(X ;E) 
o ' w 

f ~ T (f) ~ f 
w 

tal 

Se a 

pois 
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e uma vizinhança 

que para todo 

E o ' f (x ) ~ o. 
w a 

\x E v E: n x. Lo-

T está bem d( finida e e linear. Demonstraremos que T e uma iso-

metria. 

11 T (f) 11 ~ 

para toda f ' C (X; E) . o 

sup 11 f (x) 11 
xEX w 

~ sup 11 f (x) 11 -
xEX 

11 f 11 ' 

w 

Além diss( l, 11 Til < l. 

Tomemos 'í E J 
w e f a restrição de g a X, então fEC(X;E). 

Seja E > O. I la continuidade de g existe V vizinhança de w tal 

que t E V ü1plica li g ( t) 11 < E • Mas V é o complementar em X de 
w 

um compacto i\ c X. Se x E X\ K c V temos que llf {x) 11 = llg(x)ll < E 

e portanto f E C
0

(X;E). 

Além disse 1, g ~ f 
w 

= T(f) e mostramos que ~ T(C (X;E)). 
o 
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Podemo:'> identificar C (X;E) com o subespaço fechado J de 

C(X;E). 
w 

o w 

5.23. LEMA: O compacLL6icado de~ Afexand!to66 X 
w 

em um e-6 paç.o 

topol6glco X localmen~e compacto, Hau~don66 e 

ainda O-di.men6ional e Hau6do!t66-

DEMONSTRAÇ\0: Como X e localmente compacto e C (X;E) é isomé­
o 

trico a J 
J 

basta mostrarmos que C (X;F) e separador, o onde 

(F, j • j) e 'lffi anel de divisão com valorização nao arquimediana. 

Tomemo; x e y pontos distintos de X. Se X e localmente 

compacto e O-dimensional, existem compactos abertos fechados dis-

juntos K e 
X 

K 
y 

contendo x e y respectivamente. A função 

caracterís l:ica de Kx 1 XK , é contínua, nula no infinito e 

X (x) ~ l < O ~ 
K 

5.24. TEOREMA: 

X 

XK (y). Portanto, C
0

(X;F) é separador. 
X 

Conhidehemo-6 um e6paç.o topol&gico X, localmen~e. 

c.ompac.~o, O-d-{.me.n-6-(.onat e. T
1

. {E, 11·11) ttm e.-ópaç.o nonmado não a.!t­

qu.ime.d.{.a.no .6obJte. {F, 1·1) -tal que. cent{K) -1 ~ pa.Jta :todo -óubc_onjun.to 

c_ompac.-to K c E. 

E~t:tão todo e.-6paç.o de S.to~te.-We.ie.JL-ó:t!ta-6.6 
-w c C {X;E) e p!toxi-

'' o 
minal. 

DEMONSTRAÇ.'\.0: Seja 1T : X -+ Y a aplicação contínua e própria 

sobre um e3paço localmente compacto Y tal que 
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W ~ {go rr; g E C (Y;E)}. 
rr o 

Tomemos f E C0 (X;E) tal que f~ Wn Então 8 =dist(f;W )>O 
rr 

-
porque Wn C' um subespaço fechado. 

Considen·mos Y = Y u {w} o compactificado de 
w 

de Y. 

Para cad<~ y E Y seja <p(y) o seguinte conjunto 

.;(y) ~{sE E; sup llf(x)- sll < ô} 
-1 

xEn (y) 

Por outro la1,0 1 para cada y E y 
w 

definimos 

~ (y) 
w 

~ ly I se y E y 

e 

se y = w 

Alexandroff 

Afirmação: '{J e um portador de Yw nos subconjuntos fechados e 

-nao vazios d< · E. 

Tomemos y E y 
w Se y = w então '~'w(y) ~ {O} 

<p (y) é fechddo e diferente do vazio. Se y E Y 
w 

e portanto 

e fechado em E. Como n- 1 (y) é um subconjunto compacto de X e 

f é contínu.t, o conjunto 

K ~ -1 
f(x); x E rr (y)} -e compacto em E. 



Por hipótese existe s
0 

E E tal que 

sup llf(x) 
-1 

X E11 (y) 

s
0

11 = rad(K). 

Também ternos que rad(K) < 6. De fato, tomemos g E W. Então 

Como 

ra,l (K) = inf 
zEE 

sup llflx)- zll < 
-1 

xE·rr (y) 

< sup 11 f lx) - g (x) 11 < 11 f - g 11 
-1 

XETT (y) 

J era arbitrária, 

rad(K) < inf llf- gll. 
gEW 

Assim, terr:Js que s
0 

Elpw(y) = ~P(y) e portanto \f.l(J.J(y) F 0 

todo y E '{. 
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para 

Mostra remos que IP w e semicontínuo inferiormente. Seja G c E 

aberto tal que <p
0
J(y

0
) 11 G 1:- 0- Se y

0 
E Y, escolhamos s E o.p (y ) 

o w o 

n G. Corno '{Jw (y
0

) = IP (y0 ), temos que 

sup 11 f (x) - s
0 

11 < 6. 
-1 

xETT (y ) 
o 

Isto significa que 

11 s - s 11 < 6}. Notamos que 
o 

-1 -c E (B(s
0

;ó)). Como a aplicaçao 

onde B(s ·ó) = 
o' 

e aberta e que 

11 e fechada, existe um 



aberto saturado V em X com 

c v c -1 
f (Il(s ;oi I. 

o 

Então U = n(V) e aberto em Y (porque 

todo y E u, 

-1 
TT (y) C V C 

-1 
f (B(s ;611. 

o 

Assim, 
-] 

f(TT (y)) c B(s
0

;6) para todo y EU, isto e, 

para todo 

llf(t) - s 11 <o 
o 

-1 
t E TI (y) , y E U. 

Mas isto significa que s
0 

E ~(y) ~ ~w(y) para todo 

Portanto, ~w e semicontinuo inferiormente em Y. 

7l 

e para 

y E U. 

Se w, I{Jw(y
0

) n G = {O} n G f 0, portanto o E G. Como 

f e nula no infinito, o conjunto 

K0 {x E X; llf(x)ll >o} 

e compacto,(' como rr é continua, rr(K
6

) e compacto em Y. Se 

y ?' TI(K
0

) tenos que llf(TI-1 (y))ll < 8 e portanto 

-1 
sup llf(TI (y))ll <o 

-1 
TI (y)\i'K

0 
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assim O t 'fi (y) para 
w 

y ~ n(K
0
), obtemos que ~ (y) n G ,<çzJ pa­

w 

r a 

so, 

-1 
TI (y) ',1 K

0 
e é semicontínuo contínuo inferiormente. 

Pelo h'orerna da seleção de Michael, i. é., Teorema 5. 21, existe 

g (w) =O. Seja 
w 

y E Y , e além dis­
w 

g E C (Y;E) a restrição de 
o a Y. Então 

g(y) E 'fi(y) para todo y E Y. Tomemos W = g O'IT. Então, w E W
11 

e, 

para cada x E X, seja y = TI(x). Então 

Assim, 

llflx) - w(x)ll = llflx) - g(y)ll <o 

llf- wll < dist(f;W I 
rr 

Demonstram< s, pois, que W'IT e proxirninal em C (X; E). 
o 

5.25. TEORJ:MA: Con-:'.ide.ne.mo-6 um e.-6paço topotÔg.{.co X, .toc.alme.n.te 

c.ompac..to, (1-d,{.me.nó-L.onal e T
1 

. {E, 11 •li) um e..t:.paço no!Lmado nao 

aJtquime.dia;:o -60bfte. (F, 1·1). Se. E admite. c.e"nL·'t0-6 de. Che.by:5he.v, e 

C: um -6ube.-6paço de. S.tone.-We.ieJt-6:tfLai;,b, e.ntiio cen~ (B)~ !D 
TI 

paJta~:todo 'Ubc.onjun.to limitado B c C (X;E) que. ê e.quic.on:tZnuo em 
o 

todo ponto de X e co-Ee.t-Lvamente nulo no ~i.n6in-Lto. 

DEMONSTRAç.>.o: Seja 11 : X -• Y a aplicação contínua e própria 

sobre um e.-;paço localmente compacto Y tal que 



Seja B c C (X;E) um subconjunto 
o 

-nao vazio, limitado 

equicontínuo l~m todo ponto de X. 

Seja 

O radí'i" (I3) • 

CASO I: 6 > O. Consideremos Y ~ Y u {w} compactificado 
w 

Alexandroff d.~ Y. 

e 

Para cadc y E Y seja ~(y} o seguinte conjunto 

~ (y) {sEE;sup 
fEB 

sup llf(x)- Sll < 0}. 
-1 

xE 1r (y) 

Por outrc lado, para cada y E Yw' definimos 

p (y) 
w 

~(y) se y E y 

se y = w • 
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que e 

de 

Afirmamo.<:, que é um portador de Y nos subconjuntos fe­
w 

chados e nao vazios de E. De fato. Tomemos y E Yw. Se y = w 

então ~w(y) = {O} e portanto ~w(y) é fechado e diferente do 

vazio. Se y E Y então ~w(y) = ~(y) 

B c C (X;E) i~ limitado, 
o 

e fechado em E. Como 



B(y) 
-1 

= {f(x); xE n (y), f E B) 

é limitado em E, e por hipótese cent(B(y)) 1- ÇZI, i.é., 

s E E ta L que 
o 

sup 
fEB 

sup 11 f lx) -
-1 

xErr (y) 

s
0

11 =rad(Biy)). 

Para cada g E Wrr , ternos 

porque 

cad (B (y) I < sup 
fEB 

g e constante em 

:ad (B (y}) < sup 
- yEY 

sup 11 f (x) - g lx) 11 
-1 

xErr (y) 

-1 
TI (y) • Assim 

sup 
fEB 

sup llflxl - g(x)ll 
-1 

xE1r (y) 

== sup sup 
fEB yEY 

sup llf(x) - g(x)ll 
-1 

xEn (y) 

= sup llf - g 11 • 
fEB 

Como g era arbitrária, 

rad(B(y)) < inf 
gEWlT 

e portantc, 

sup llf- gll = radw (B) 
fEB TI 

rad(B(y)) < ô. 
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existe 



-e nao vazio. 

Mostraremos agora que '~'w e semicontínuo 

Seja G c E aberto tal que "'w(yo) 'l G ,' 

colhamos s ,, 
o '~'w(yol n G ~ <P(yo) n G, então 

sup 
fEB 

sup 11 f(x) - s
0

11 < O. 
-l 

xETT (y ) 
o 
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inferiormente. 

9). Se Yo E Y, es-

Como TT-l(y
0

) é um subconjunto compacto de X, existe urna co-

bertura abert,c e finita 

v. 
" 

l < i 

X 1 X 1 E v. 
" 

< n ' tal que 

'v n 

=> llf{x) - f(x 1 )11< O 

de com 

para toda f B. Isto é possível porque o conjunto B C C (X; E) 
o 

e equicontínu,l em todo ponto de X. 

Seja V0 

para todo x 

V. 
l 

tal que 

toda f E B 

Temos que 

f E B. Além disso, dado 

e escolhamos 

llf(x) - s
0

11 < 6 

X E V 
o 

escolhamos 

Então, para 

llf(x)- s 11 < max (llf(x)- f(t)ll, llf(t)- s
0

111 < 8. 
u 

Logo, 

n 
fEB 
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Como a aplicação TI e fechada, existe um aberto saturado V em 

X com 

-1 
TI (y ) C V C V 

o o 

Então U = n(V) é uma vizinhança aberta de em Y, e para todo 

y E U 1 para toda f E B. Assim, 

llf(x)- s
0

11 < 8 para todo 
-1 

X E TI (y) e f E B. 

Mas isto s;gnifica que s 0 E ~w(y) para todo 

semicontínuo inferiormente em Y. 

y E U, e ~w -e 

Se, y ~ w, ~ (y ) n G ~ {O) n G ~ 0, portanto O E G. 
(' w o Como 

B é colet1vamente nulo no infinito, o conjunto 

K
0 

= {x E X; llf(x)ll > 6, f E B} 

e compacto, e como n é contínua, n(K
0

) é compacto em 

y ~ n(K
6

) ~emas que llf(n- 1 Cy))ll < 6 para toda f E B 

e 

sup 
fEB 

sup llf(rr- 1 (y))ll < 8 

sup llf(rr- 1 (y))ll < 8 
-1 

TI (y) ílKO 

Y. Se 

e I_X.Jrtanto 
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e assim, O E ~w(y) para y ~ ~(K 6 ). Obtemos que 

para 
-1 

TI (y) \>' K
0 e é semicontínuo inferiormente. 

Pelo Teorema 5.21, existe gw E C(Yw;E) tal que gw(y) E ~w(y) 

para todo y .:: y 
w 

e além disso Seja g E C
0

(Y;E) a 

restrição de g a 
w 

Y. Então g(y) E ~(y) para todo y E Y. Seja 

w = g o 1T • En t.ão w E W e para cada 
TI 

x E X, seja y = 1T (X). Então 

para toda f r: B temos 

llf(x) - w(x)l! 

Assim, 

e portanto, 

CASO II' 

e dist(f;W) 
TI 

provarmos. 

5. 26. TEOREMA; 

llf(x) - g(y)ll < sup llf(t) - g(y)ll < 6 
-1 

tETI (y) 

sup llf - wll < O, 
fEB 

w E centw (B) • 
11 

O. Então radw (B) = O o que implica que B= {f} 
TI 

radw (B) 
TI 

O. Logo, f E W e nao há nada 
TI 

para 

Conõldene.mo~ um e~paço topoióg~~o X, ioc.alme.nte. 

-c.ompac.to, 0-déme.n-õ-Z.onal e T
1

; (E, 11·11) um e.õpaço no~mado na a 

aJtquime.d..i.a11o .'lobJte. (F, 1·1); A c C* (X;F) uma -ãubâtgebJta .t.epaJLadolta; 

um .6ube.6paço vetoJtlal 6ec.hado W c C0 (X;E) que. ~ um A-m6dulo tal 

que. W(x) ii p'toximinal e.m E pana .tudo x E x. 
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Então, w -e. pito xi..mina.t e"m C
0 

(X; E). 

DEMONSTRAÇÃO: Tomemos f E C (X; E) com f~ w e seja 6 = dist(f;W) >O. 
o 

Consideremos X ~ X U {w) 
w 

o compactificado de Alexandroff de X. 

Para cada x E X, seja ~(x) o seguinte conjunto 

e 

~?ix) ~ W(x) n {sE E; llf(x) - sll < ó}. 

Por outro lado, para cada X E X 
' w 

I' w (x) ~ I' (x) se 

I' w (x) {O) se 

Afirma:nos que ..P w e um portador de 

definimos: 

X E 

X ~ 

X 
w 

X 

w. 

nos 

fechados e não vazios de E. De fato. Seja x E Xw 

subconjuntos 

Se X = W 

então .pw(x) = {O} e assim, ..pw(x) e fechado e diferente do vazio. 

Se x E X, existe w E W tal que 

llwlx) - f(x)ll < dist(f(x) ;W(x)) < ó 

e portantc, lfJ (x) ~ 0 e como W {x) e fechado, temos que lfJ (x) e 

também fec !1ado. 

Mostra remos que <.pw e semicontinuo inferiormente. Seja G c E 

aberto ta] que " (x ) n G f 0- Se w o 

Existe w = W tal que s = w(x ) 
o o 

x E X, escolharros s E<.p(x )n G. 
o o o 

e 



79 

Assim, X 
o 

E (f- w)-l(B(0;6)) onde B (o ; 6 I ~ { s E E; li s li < 6 ) . 

Por continuidade, exite uma vizinhança U de x tal que w (x) E G 
o 

e X E 
-1 

(f- w) (B(O;ó)) para todo x E U, porque B(O;ó) e aber-

ta. Entâo, w(x) ~ ~(x) n G ~ <P (x) n G 
w 

para todo X E U e 

portanto o,pw rt2stri to a X e semi contínuo inferiormente. 

Se = w então 0 E G. 

Como f é nula no infinito, o conjunto 

K
0 

~ {x E X; llf(x)ll > 6) 

e compacto. Se x f/. K 0 , temos que O E B(f(x) ;6} e como O EW(x) 

vem que O E ..p(.xl ""..pw(x) e consequentemente, ..pw(x) n G = r.p(x)n G f:- 95 

para todo x'i'K. 
) 

Portanto, 'f 
o 

e semicontínuo inferiormente. 

Usando o Teocema 5.21, existe g E C(X ;E) tal que g (x) E o.p (x) 
w w w w 

para todo 

Seja 

E X 
X 0 ' alêm disso, g(úJ)::::::Q, 

w 

g E C (X;E) a restrição de g a x, então 
o w 

para todo x E X. 

g(x) E <P(x) 

Assim, g(x) E W(x). Devido ao Teorema 3.5, g E W. Como W e 

fechado, g E W. Por outro lado, 

llf(x) - f(x)ll 6 = dist(f;W) para todo x E X. 

Assim, 

llf- gll < dist(E;W) e portanto W e proximinal em C (X; E). 
o 
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5.27. TEOREMA: Suponhamoó X e E c.omo no Te.one.rna 5.26. Con.t.-ide.-

~e.mo.ó A c C*(X;F) uma .óubãlge.bna .óe.panado~a e. W C C (X;E) 
o um 

.õube..ópaç.o ve.:to!t.J.at 6e.c.hado c1u.e. ê u.m A-môdu.io e :ta.t que. pa!ta todo 

x E x, W(xl :te.m a phop!t.ie.dade. do.ó c.e.ntna.õ Jte.la:tivo6 de. Che.bif6he.v 

em E. 

Então, centw (B) 1- \i paJta -todo .óu.bc.onjun:to t-i..mi:tado, c.oteLt-

vame.n:te. nu(o no in6ini:to e equ.icontZnu.o B c C
0 

(X; E) • 

DEMONSTRAÇ/ÍO: Designemos por B c C (X;E) um subconjunto limita­
o 

do, equico·1tínuo em todo ponto x E X e coletivamente nulo no in 

finito. 

Seja o = raa,; (B) . Se ó = O então B = {f} com 

e não há ntda para provarmos. 

Suponhtmos 6 >O. 

Design,~mos por X o compactificado de Alexandroff 
w 

de 

Para cada x E X, seja ~(x) o seguinte conjunto 

e 

<Ph) = í\l(x) n {sE E; sup llf(x)- sll < ó}. 
fEB 

Por outro lado, para cada x E Xw , definimos 

<p (x) = <p (x) 
w 

<P (x) = {O) 
w 

se 

se 

X E X 

X w. 

f E W 

X. 



Afirmamos 

fechados e -na o 

então '~'w lx) 

tomemos B lx) 

existe w E w 

mas, 

e portanto 
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que '"w e um portador de X nos subconjuntos w 
vazios de De fato. Seja c; E. X X Se X = w 

w 

= {o} 
" I') 

e <P I X) e fechado em E. Se X " w, w 

= {flx); f E B}' então B lx) e limitado em E, e 

tal que 

sup llflx) - wlx)ll < radWix) IBix)) 
fEB 

== inf 
wEW 

sup llf(x) - wlx)ll 
fEB 

<P lx) = <P lx) f I') 

< inf 
wEW 

sup llf - wll =o 
fEB 

e também é fel-hado em E. 

Mostraremr->s agora que o.pw(x) e semicontínuo inferiormente; i.é. 

e aberto, pard 

Seja X o 

mente que X 
o 

que so = wlx ,, 

{x E X 
w 

<P lx) n G f I')} 
w 

todo subconjunto aberto 

X tal que <P I X ) n G 
w "' o 

G c 

" 1'). 

E X. Escolhamos so E o.p(xo) n 

) e sup 11 f lx
0

) - w lx
0

) 11 < o . -
fEB 

E. 

Suponhamos primeira-

G. Existe w E w tal 

Assim, 
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para toda f E B onde 

B(D;o) {sE E; llsll < o}. 

Por causa da continuidade de w e da equicontinuidade de 

{f- w; f E B}, existe uma vizinhaça aberta U de x t.al que 
o 

w (x) E G e 

Então 

-1 x E (f- w) (B(O;O)) para toda 

w(x) E IP(x) n G ~ ~ (x) n G 
w 

para todo x E U. 

f E B 

Se x = w, temos inicialmente que O E G pois 
o 

~ (x I n G - {O} n G ~ 0. w o 

e X E U. 

Como B é coletivamente nulo no infinito, existe um subconjunto 

compacto 1{
6 

tal que 11 f (x) 11 < O para todo x f/- K6 e f E B. 

Assim, O,;: B(f{x); 0) para todo x f/- K
6 

e toda f E B. Mas como 

O E W(x), vem que O E 1/)(x) para todo x f/- K
6 

. Consequentemente, 

~(x) n G i~ para todo x f/- K6 

Com isto, demonstramos que ~w e semicontínuo inferiormente 

em X 
w 

Novamente, devido ao Teorema 5.21, existe g E C(X ·E) 
w w' tal 
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que gw (x) E ~Pw (x) e gw (w) = O. 

Seja g E C
0

(X;E} a restrição de gw a X. Então g (x) E <P (x). 

Assim, g(x) E W(x) para todo x E X. Por causa do Teorema 3.5 1 

g E W. Como h' é fechado, g E W. 

Por outro lado, 

sup llf(x) - g(x)ll < 8 
fEB 

para todo x ( X e assim, 

Portanto, 

sup 11 f - g 11 < ó 
fEB 

radw (B) . 

g E centw (B) . 
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