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TOPICOS EM TEORIA DA APROXTIMACAO SOBRE

ANEIS VALORIZADOS

Marnia Zoradlde Mantins Costa Scares

INTRODUCAO

Em 1944, J. Dieudonné [ 5| provou um anadlogo do Teorema de
Stone-Weierystrass para o caso de fungaes a valores no corpo dos
numeros p-adicos. Este resultado foi estendido, em 1950, por I.
Kaplansky | 7] para fungdes com valores num corpo munido de um
valor absoiuto nao-arquimediano. Em 1968, Cherncff, Rasala a
Waterhouse {41 completaram a generalizagao estendendo o Tecorema
de Stone-Weierstrass para corpos munidos de valorizacao de Krull.

Quando consideramos fungoes a valores vetoriais, no casc real
ou complexo, tem-se a dificuldade extra da perda da estrutura de
algebra para C(¥;E). O caminho a seguir foi indicado por L. Nachbin,
que mesmo 1o caso escalar, introduziu a idéia de considerar sub-
espacos vetorias W de C(X;E) que sao modulos sobre uma algebra
A de fungoces escalares. (Ver Buck [2 ], Glicksberg |6 } e Nachbin
[12] e [13]). Esta idéia mostrou-se muito fecunda no estudo do
problema du caracterizar a aderencia de subespagos de C(X;E). Pa-
ra um apanhado geral dos resultados possiveis nesta linha ver, por

exemplo, Prolla [17].



No caso da espacgos localmente I'—convexos sobre um corpo valo-

rizado (F, ), em particular no caso de espagos normados nao
arguimedianos, os primeiros resultados para subespagos de fungoes

vetoriais foram cobtidos por Prolla [20], ¢ generalizados para es-

pagos ponderados por Carneiro |3 | .

Embora Carneirc tenha tratado o caso mais geral da aproximagdo
ponderada, em contraste com Prolla [15] gue considerocu apenas o©
caso da aproximagao uniforme sobre compactos, em sua Tese, Carneiro
restringiu-se ao caso de coipos Locafs. Nesta Tese vamos eliminar
esta hipdtese considerando modulos sobre algebras de fungoes esca-
lares continuas e que levam o espac¢o de definigao num subconjunto
relativamente compacto de F. Para isso, introduzimos no Capitulo
1 as definigoes necessarias e damos alguns exemplos de espagos dc
Nachbin. Como nossa generalizagao permite tratar uma classe mais
ampla de espagos vetoriails topoldgicos do que a classe dos espagos
localmente F-convexos definimos no Capitulo 2, a classe dos es-
pagos que c¢hamamos de guase nao arguimedianos, e gue servira de

reservatdorio de exemplos.

No Capitulo 3, apresentamos o resultado central da caracteri-
zagao da aderéncia de submddules. Utilizamos agui a nogac  de
localizabilidade introduzida por L. Nachbin. O método de demons-

tracao que utilizamos é baseado numa ideéia de Machado e Prollals].

No Capitulc 4, damos algumas aplicagoes dos resultados gerais
para poder descrever a aderéncia das algebras polinomials e dos

espacos de Stone-Weierstrass. Os resultados apresentados aqui



generalizam e estendem resultados de Carneiro [ 3] e Prolla e

Machado [1%5].

Em Teoria da Aproximagac ha dois problemas centrais: o primeiro
& de descrever a aderéncia de um subconjunto A (que em geral estd
munido de alguma estrutura algébrica adicional) num espago topold-
gico X; se o espago X for métrico, isto significa que gueremos

descrever ¢s pontos cuja distancia a A € nula:

f €EA <« dist(f;A) = 0.

Se f ¢ X @& tal que dist(f;A) > 0, surge o segundo problema:
gubstituir A por um elemento de A cometendo O menor €rro pos—
sivel. Isto significa gue buscamos um elemento de A gue melhor
aproxime f. Se em vez de um uUnico f lidamos com um certo conjun
to B, pde-se o problema da melhor aproximagas simufitanea: buscamos
um elemento de A gue melhor aproxime simultaneamente todos os
elementos e B. No Capitulo 5, tratamos deste problema no con-
texto dos ¢spagos normados nac arquimedianos, generalizando 0s

resultados de Prolla [19].



CAPITULO 1

DEFINIGAC E EXEMPLOS DE ESPACOS DE NACHBIN

Seja F um anel de divisao. Uma vaforaizacdo (ou valor absolu-

to) em F & uma aplicagao | +| :F = IR tal que, ¢uaisquer que
sejam A, W & ', se tem

(@) |r| > 0; |x] = 0 se, e 86 se, A = 0;

(b)  [auf = [x] « |ul;

tc) fa + ul < Ixl o+ ful.

Um anel de divisac vafoalzade &€ um par (F,|-|), onde F & um

anel de divisao e |-| & uma valorizagao em F,

Uma valorizagao em F & dita nac¢-arquimeddiana (n.a) se, quais-

quer gue sejam A, U € F, se tem
(@) |x + p| <max([r], Jup):

Em todo anel de divisio F sempre existe uma valoriza¢io n.a.,
dita valorizacdo fadivial, definida pondec |A| =1 se X} # O, e

} & dito um anel de divisag

|X| = 0 se X = 0. Neste caso (F,
trhiviatmente vafonrirzade; em casc contraric, isto & toda vez que

nac & a valorizacdo trivial de F, diremos gue (F,[-]) é um

anelf de divisao nao-trivialmente valorizado.

Os fatos basicos sobre anéis de divisao valorizados, necessa-

rios ao desenvolvimento desta Tese, podem ser encontrados no



Capituloc 1 de Prolla [18]. Lembramos, em particular, gue todo anel

de divisao valorizado (F,

) €, de modo natural, um espago topo-
1ogico, de fato & mesmo um espago métrico, definindo-se a distan-

cia entre X e uyu em F por

(*) A(x,u) =[x - pl.

Seja (F,

) um anel de divisao valorizado. Um espaco vefoaial
topologico sobre (F,]<|), @ um par (E, 1) onde E €& um espago
vetorial socbre F, e 1 & uma topologia sobre E tal que as apli-

cagoes
(x,v) € EXE >x +vy €E
(A,x) € F xE =2>Ax < Dk

sdo continuas, quando E x E e F x F estao munidos de suas to-
pologias produtos e a topologia de F sendo a sua topologia natural,

definida pela métrica (*).

Os fatos basicos sobre espagos vetoriais topoldgicos, neces-
sarios ao desenvolvimento, desta Tese podem ser encontrados no Ca
pitulo 2 de Prolla [19]. Lembramosg, em particular, o seguinte re-
sultado.

1.1. TEQOREMA: Seja (F, ) um anel de divisac nao -taivialmente

valorizado, ¢ seja B um espaco vetorial sovbre F. Sefa B wna base



de §iltro sobre E fal que
(a) para cada V € B, exdsde U € B ftal que U + U C v;

(b) para algum Ar € F, 0 < |A] < 1, dado VE B, existe W € B

fal gque W C AV;

(c) cada V € B ¢ equilibrado e absonvente.

Entae exdste uma topologia vt sobre B fal gque (E,T) e wm

) ¢ B ¢ um sistema funda-

espago vetornial topelogice sobre (F,

mental de vdzinhangas da cadlgem em (E,T1).

Para uma demonstracgao desse resultado ver teorema 2.153, Prolla

[18]), ou Caplitulo I, §1, ne 5, proposicao 4, Bourbaki [1 .

Seja X um conjunto nao vazio e E um espaco vetorial sobre um
anel de divisao F. O conjunto de todas as aplicagoes f : X - E
sera indicado por F(X;E). Este conjunto serd sempre munido da
estrutura de espago vetorial sobre F obtida por meio da definigao
pontual das operacgoes vetoriais: para todo X € X e X € F, de-

fine-se

(f + g)(x) = £{x} + g{x)

I
ooy
H\
"

(AL} (%)

quande £, g € F(X;E}.

Quando (E,t) & um espago vetorial topoldgico sobre (r,1 )

indicaremos por £ _(X;E) o subespaco vetorial de F(X;E) de todas



-

as aplicagoes £ :X > E fimitadas, isto &, tais que £(x) & um

subconjunto limitado de (E,1).

Quando X e um espago topoldgico e (E,T) € um espago vetorial

topoldgico sobre (F, ), indicaremos por C(X;E) © subespago

vetorial de F(X;E} de todas as aplicagoes f :X > E continuas.

Por definigao,

Cb(X:E) = C(x;E) N ¢ (X;E).

Finalmente, indicaremos por C(*(X;E) o subespago vetorial de
C(X;E) de todas as aplicagoes f : X =+ E continuas tais que £(X)

tem aderéncia compacta em E.

Quando E = F, F(X;E) sera munido de sua estrutura de @wa&a

£inean sobre F, definida por

(fg) (x) = £(x} + gi(x)

para todo x € X; f,g € F{X;E).

Quando {(E,t) & (F,|-|) munido de sua topologia natural, o es-
pago £ _(X;E) & uma subdalgebra de F(X;E). O mesmo acontece quando
estao definidos com C(X;F}, C, (X;F) e C* (X:F).

1.2. DEFINICAO: Seja X um espago topoldgico e (E,T) um  espago

vetorial topoldgico sobre (F,|-|). Uma fungao g :X > E & dita

nula no Lnfindito se, para toda vizinhanga aberta N da origem emn



{(E,T), o conjunto {x € X; g(x) & N} & compacto. Indicaremos por
BO(X;E) 0 conjunto de todas as g € { (X;E) que sao nulas no in-

finito, i.8.,

BO(X;E) = {g € Em(X;E); g @ nula no infinitol}.

1.3. DEFINIGAO: Seja X um espago topologico e (E,T) um espago

.

). Dado um subespago vetorial

vetorial topoldgico sobre (T,

L € F(X;E), diz-se que uma jun¢de v : X =+ T ¢ um L~peso se

vi € B (X;E) para toda fungao f € L.

De agora em diante, e até o fim deste capitulo, sempre supo-

) €& um anel

remos que X & um espago topologico nao vazio, (F,
de divisdo nao trivialmente valorizade e que (E,T) & um espago

). Mais ainda, L sempre indicara

vetorial topoldgico sobre (F,

um subespa¢o vetorial de F(X;E) e V um conjunto nao vazio de
L-pesos.
Nesta circunstancias, queremos definir uma topologia T, SO~

bre L gue torne ¢ par (L,TV) um espago vetorial topoldgico sobre

}. Para isso, vamos escolher e fixar um sistema fundamental

(7,
NE de vizinhangas da origem em (E,T), gue suporemos equilibradas
e abertas. Para cada v € V e N € NE definiremos

W(v;N) = {f € L; vi(x}f(x} € N, para todo x € X}.

S5e Vl



m
... ; = N -
W(vl,VZ, Vo N) K Wiv,;N)
Seja B a colegéo, evidentemente nao vazia, de todos os con-
juntos da forma W{v

l,vz,...,vm;N) onde MTACTERETAM € V, NEENE

e m& IN.

1.4. PROPOSIGAO: A colfegdo B ¢ uma base de §LLtrno scbre L que

satisfaz as conddcoes (a), (b) e (¢) do Tecrema 1.7.

Para a demonstracao da Propeosicao 1.4 vamos necessitar da se-

guinte proposicac gque enunciaremos como lema.

1.5. LEMA: Sejfa N uma vizinhanga equifibrada da origem em (E,T).

Se  |ul = |r]|, entde AN = uN.
DEMONSTRAGCAG: Se |u]| = |A| = 0 nada héd a demonstrar, pois N =
= uN = {0}.
Suponhamos |u| = [A] # 0. Para todo z € N ven
-1 -1, -1 -1

L Tz = U TAXA Tz € nu TAN C N

se k_lz € N, pois [u#lh| =1 e N & equilibrada. Logc AN C uN.
Como a condicdo |u| = |x| # 0 & simétricaem X e u, uN CAN

também & verdadeira.

1.6. DEMONSTRACAO DA PROPOSIGAC 1.4: B e base de {iltho sobre L:



Evidentemente, B & nao vazia e todos os elementos de B sao con-
juntos nao vazios: 0 € B, para todo B € B. Por outro lado, dados

dois conjuntos B, e B, de B, sua intersecgao B, N B, contém

1 2 1
um conjunto B3 de B. Com efeito, existem vl,v2 . e 'Vn & Vv,
. = i
W Wy - Vv e Nl e N2 de NE tais que
Bl = W(vl,vz,...,vn;Nl)
e
82 = W(wl,w2,...,wm;N2).

Como NE & um sistema fundamental de vizinhangas da origem
i S C A
em (E,T), existe N3 NE com N3 Nl | N2 .

Claramente,

< M -
pertence a B e B, B, B,

{a) Seja W(vl,...,vr;N) € B, Existe M € NE tal que M+MCN,
Tomemos f e g € W(Vl,...,vr;M). Para l1<i<r e

para todo x &€ X
(vif)(x) + (vig)(x) & M+ MCN

e portanto,

W (v .,vr;M) +W(Vl""’ vr;M) C W{Vl""’vr;N)'

17+°



(b} Sejam X € F, A A0 e W(Vl,...,v ;N) € B, Existe uma
vizinhanga M € NE tal que M C AN. Tomemos f € W(vl,...,vr;M).

Para 1 < 1 < r e para todo x € X,

vi(x)(x”lf)(x) = x'ltxvi(x)x“l)f(x).

Como v, (x)f(x) €M e |vi{x)| = |hvi(x)h_l| temos pelo Lema

-1

1.5 que (Avi(x)k yE(x) € M e por conseguinte, vi(x)(h_lf)(x) €

-1
A "M C N. Provamos que

—_ l .
= P b
AT w(vl . 'Vr N)

e portante

. - .
W(vl,...,vr,M) Aw(vl,...,vr,N).
{c} Mostraremos gque W(vl,...,vr;N) & equilibrado. Sejam
A€ F com 0 < |Af <1 e f€Wvy,...,v iN). Para 1 <1 <
e para todo x € X,
1

vi(x)(Af)(x) = (A vi(x)k)f(x).

Por hipdtese, vi(x)f(x) & N e como |vi(x)| = [kdlvi(x)k|, temos

pelo Lema 1.5 que

(x‘lvifx)x)f(x) € N

e portanto,

vi(x)(Xf)(x) € AN C N porque N & equilibrada.



Provamos que f & k_lW(vl,...,vr;N), logo

AW(Vl,...,vr;N) C W(vl,...,vr;N).

Demonstraremos agora gque todo elemento de B & absorvente.
Consideraremos, para esse efeito, uma fungéo f €L & um elemento

W(vl,...,vr;N) € B. Para cada i, 1 < i < r, vif = BO(X;E). Logo
r

(v, £) (%) e limitado em E e consequentemente, U (v, ©)(xX) &
i=1  *

também limitado em E; assim, existe ¢§ > 0  tal que para todo

A€ F com |A[ > &, (vif)(X) CAN, 1 <1i<r. Com isso, f €

W(v .,V iAN) . Para todo x & X e 1 < i <1, vi(x)l-lf(x) =

1

1 1

w027 E() . Pelo Lema 1.5, (v, (WA TE(x) € AN e por-

tanto Vi(x)h-lf(x) € N o que implica que k—lf = W(vl""’vr;N)

ou f & AW{vl,...,vr;N).

Isto termina a demonstragao da Proposicao 1.4. Pelo Teorema

1.1, existe uma topologia scbre L, que indicaremos por 1, tal

)y e B &

gue (L,TV) € um espago vetorial topoldgico sobre (F,

um sistema fundamental de vizinhangas da origem em (L,TV).

1.7. DEFINIGAO: Se L C F(X;E) & um subespaco vetorial e V & uma
colecao de L-pesos, o espago vetorial topoldgico (L,Tv] é dito um

espago de Nachbin.

0 nome de espago de Nachbin para os espagos (L,Tv) foi  suge-

rido por Machado e Prolla [9 ].
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Se (E,T) & um espag¢o vetorial topoldgico de Hausdorff e se V
nao se anula em X, isto é dado x € X existe um elemento v € V

tal que vi{x) # 0, a topologia Ty & de Hausdorff.

1.8. EXEMPLOS DE ESPAGOS DE NACHBIN

1.8.1: Consideremos o espago vetorial L = C(X;E). Para cada sub-
conjunto compactc K € X, denctemos por Xg a sua fungao carac-

teristica, com valores em F. Tomemos uma fungdo £ em L e uma

vizinhanga aberta da origem N em {(E,t}. O conjunto
B = {x¢€ X5 £(x) ¢ N}

& fechado por causa da continuidade de £. Como K & compacto vem

que

KB = {x € X; xK(x)f(x) ¢ N}

& compacto. Logo fo = BO(X;E) para todoe subconjunto compacto K

de X.

Em C(X;E), um sistema fundamental de vizinhancas do zero na

topologia compacto-aberta, x, & dado por

W{K;N} = {f € C(X;E); f£(K) C N}

para tedo subconjunto compacto K de X e toda vizinhanga aberta
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<
N NE .

Tomemos Kl ,K2 ;o ,Kr subconjuntos compactos de X e

r

K = N K. entao,

o i

i=1

WKN) = WX, .- s Xy PN
1 r

para toda vizinhanga aberta e equilibrada N € NE .
Concluimos que a topologia T, em L coincide can a topologia

compacto—-aberta «.

1.8.2: Tomemos X localmente compacto, Hausdorff e L = CO(X;E)
o conjuntc das fungées de C(X:;E) que sao nulas no infinito, iste
e, CO(X;E) = BO(X;E) N C(X;E). Equivalentemente, CO(X;E) & o
conjunto de todas as £ € (C(X;E) tais que, dada uma vizinhanga N
da origem em E existe um compacto K C X tal que £{x) & N para
todo x & K. Vemos entdo que CD{X;E) € um subespago vetorial de

C{X;E).

A fungcao v de X em F definida por wv({x) = 1 para todo x€X

e um L-peso.

Em Cb(X:E), um sistema fundamental de vizinhan¢as do zero na

topologia da convergéncia uniforme, o, em X & dado por:
win) = {f € C (X;E); £(X) C N}

para toda vizinhaca aberta e equilibrada N € NE .

Por ocutre ladeo, a topelogia Ty em L tem para sistema
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fundamental de wvizinhancas da origem os conjuntos da forma
W(l;N) = {f € L; f{x) € N, para todo x € X}

para toda vizinhanga aberta e equilibrada N € NE .
Portanto, a topologia Ty em L, coincide com a topolegia da

convergéncia uniforme o.

1.8.3: Consideremos ainda X locamente compacto. Tomemos para L
o espago vetorial Cb(X;E).

Para cada fungao f e Cb(X;E) e para cada vizinhanga aberta e
equilibrada N & N, , existe & > 0 tal que para tedo X2 € F com
[x] > &, £(X) € AN. Fixemos A_ € F satisfazendo |AO| > 5.

Q

Seja ¢ uma fungao de CO(X;F). Se x € X & tal que |¢(x}]|<

*ﬁ%;r entac w(x)f(x) € g(x)AON C N.

Provamos gue ¢ conjunto fechado
{x & ¥; p{x)E{x) &€ N}

estad contido no compacto

{x € X; lo(x)| > ﬁpﬁfr }.

Logo, {x € X; vi{x)E(x) € N} é compacto e portanto V=C_(X;E)
€ um conjunto de L-pesos.

A topologia 1, em L = ¢, (X;E) definida por V =CO(X;E1 serd
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chamada fopofogia estrita (em analogia com o caso F = IR ou ()

e indicada por B.

Vamos agora demonstrar o sequinte resultado:

1.9. PROPOSIGAO: Em () (X:E), onde X ¢ um espago Localmente com-

pacts e (E,1) e um espago vetorlal topologico sobre (F,|-|), temos
que a topologla compacto-abenta « o menos fina que a topologia
estndita B, esta, mencs fina que a topologia da convergencda und-

fonme o; Listo &, « < B < o.

DEMONSTRAQEO: Tomemos wl,wz,...,pr = CO(X;F). Como para cada i,

{119

r
1 <i<r, wi(X) e limitado em F, temos que B = U ¢, (X)

também um limitade em F, portanto existe ¢ » 0 tal que  para

todo X € F com |A] » 8§ e para todo b € B, [b] < |A].

Seja N € NE uma vizinhanga aberta e equilibrada. Fixemos

A_€F com |A ] >8 e tomemos M = 2w,
o 0 o

Se g & W(L;M}, para todo 1 <1 <r e x € X, temos gue
0. (x)g(x) € p. (M = ¢ (AN C N
i g Yy S | o

o que implica gque g € W(vl,...,vr;N). Com isto provamos dque R <qd.

Tomemos K C X compacto, N € NE aberta e equilibrada e U
uma vizinhanga compacta de K. Seja ¢ € CO(X:F) a fungao definida

por ¢(x) =1 se x€ K, ¢(x) =0 se x¢€U e fe(x)| <1

para todo x € X.
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Se f € W(¢;N), temos gque para tode x € K, f{x) = ¢{x)f{x) €N

e portante f € W(XK;N).
Provamos finalmente que k < B.

vamos estabelecer um resultado de caracter auxiliar.

1.10. PROPOSICAO: Se V ¢ uma famifia de L-pesvs que ndo se anula om

X, entao para cada x € X, a aplicagac Linear §, + {L,t,) > (E, 1)

p's \Y

deiinida pon Gx(f) = £(x) ¢ continua.

DEMONSTRAGAO: Tomemos um ponto X, € X, uma vizinhanga aberta e

equilibrada N € NE e v € V tal que v(xo) # 0. Seja M =

vix )N € No . Sabemos que W({v;M) & uma vizinhanga do zeroc na to-

pologia 1, . Para toda fungao g € W(v;M) e para todo x € X,

v(x)g{x) € M. Fazendo x = X, ¢ vem que
-1 1

g(xo) = (V(xo}) vix,) - g(xo) € (v(xo))_ M = N.

D1

Portanto, & & continua em 0 e, comec & linear, §

continua em L,

Outros conceitos gue venhames a utilizar sem definigéo expli-
cita poderao ser encontrados num dos tratados usuais de analise

ndo argquimediana: Monna [l1] e Narici, Beckenstein e Bachman {14].
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CAPITULO 2

ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS QUASE NAO ARQUIMEDIANOS

Consideremos um espago vetorial topoldgico (E, 1) scobre um anel

).

de divisae nao trivialmente valorizado (F,

2.1. DEFINIGCAQ: Dizemos que um subconjunto S de E & guase nao
N

arquimediane, se existe 58 > 0 tal gque para tocdo n &€ IN (con-

junto dos numeros naturais) e para todoe X € F  com |h| > 65 ’

S5+ 5+ ...+ 35 C X

[ "] R

n-vaezes

2.2, DEFINIGAO: Um espago vetorial topoldgico & quase naag
arnquimedi{any se existe um sistema fundamental de vizinhancas do

zero guase nao arquimedianas.

Observamos que todo conjunto nac arquimediano & quase nao ar-—
quimediano. Com efeito, um conjunto S C E & dito nac arguimedians
se S+ S C 5. Segue~se dai que S + S + ... + 8 C S, para todo

\ ed
W
n-vezes

n € NI. Consequentemente, todo espago vetorial topoldgico nac ar-

quimediano & um espago vetorial topologico gquase nao arguimedianc.

Vamos demonstrar agora um resultado basico.



16

2.3. PROPOSICAQ: Todo espago vetorlal topologico quase nac arquimedianc
possud um sdistema fundamental de vizinhancas do zero, abertas, quase

nao arquimedianas e equilibradas.

DEMONSTRAGCAQ: Sejam (E,T) um espa¢o vetorial quase ndo arquimediano
e W um sistema fundamental de vizinhangas quase nao arquimedianas
do zero em (E,T). Seja W € W. Existe 6W > 0 tal que para todo

n €N e AETF com |K| > § W+ ... + W C AW,

LN S
W

n-vezes

W r

Fixemos A, € F com | A

Designemos por K o nGclec equilibrado de W, gue & por defi-
nigao o maior conjunto eguilibrade contidc em W.
-1 -1
Como X K € equilibrado, temos que AR+ - 4 A K tame

bém e equilibrado. Mas,

1 =1

-1 R N R
O o O

ATK 4+ ..+ X

e como K & o maior conjunto equilibrado contido em W, vem gque

K< K.

e S
&)

Chamemos de V o interior de K. Entdo V & vizinhanga aberta

do zerc e alem disso,

v+ ... + VCK+ ... +KC kOK .
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_l —_ - —_ —
Mas como ho v+ ... + Aolv e aberto e Aolv + ... + A lV <K

temos que A TV + ... + A_lv C V.
o o

Demonstramos pois gue V € duase nao arquimediana.
Mostraremos agora gque V € equilibrada.

Seja 4 € F com fu[ < 1l. Se y =0 entao para todo x € V,
px = 0 € V. Suponhamos u # 0. A aplicacac ¢ definida em E por
t > ¢(t) = ut € E & um homeomerfismo e assim ¢ (V) = uv & aber-
to em E. Além disso, ¢{V) C ¢(K) isto significa gque uV C pK.

Como K & equilibrado, uK € K e portanto

pv C interior (pK) € interior (K) = V.

Demonstramos pois que V & equilibrada.

2.4. DEFINIGCAO: Consideremos um espago vetorial E e -l uma
seminorma em E. Diremos que (E, Il+1Il} & guase nao arquimediano se
existe uma constante C > 1 tal gue para toda famllia finita

{xl,xz,...,xn} C E,

It
bed

+ ...+ xnﬂ < C max {HxiH: i , n}

qualguer que seja n € IN,
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2.5: EXEMPLOS DE ESPACOS NORMADOS QUASE NAO ARQUIMEDIANOS

*

2.5.1: Seja (F,

) uma anel de divisdo nao trivialmente valori-

zado tal que |-| € nao arguimediano. Consideremos o espagoe vetorial
E = F x F. Definimog em E a norma
I (x,y)I= {x| + ly] para todo X, Yy € IF.

Esta norma nac & nao arquimediana. Com efeito,

(1,0} +(0,1)I

(L, 13 =2 mas I{(L,00II =1 e 1{0,1)1 =1.

Portanto I (1,0} + (O0,L) > max {IN (1,0, I (Q,1)I}. Mas ela &
quase nao arguimediana com constante C = 2. Com efeito, para toda

familia finita de pontos {(x;,vy.) € E, 1 £ 1 < n temos que

n n r n
I(Xy,yq) + wee + {x_,y ) =02 x, Zyl =|Zx |+ |2y, ]| <
11 noon i=1 - =1t i=1 * i=1 1
< max |x,| + max |yi[ < max {(]x,| + |yi|) + max {Iyi|+|xi|)=

l<i<n 1<i<n l<i<n % 1<i<n
=2 max {|x. | + |y,|} =2 max I (x ,y .
l<i<n * l<i<n ot
2.5.2: Tomemos E = F', m > 2, com a norma ﬁl (isto &, | {x ,”-;Xmﬂ
m
= I |x;|). Entdo E & guase nao arquimediano com constante C =m.
Cc=1

Demonstracac analoga d do exemplo 2.5.1.
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2.5.3: Consideremos um espago normado nac arquimediano (E, |l +1)
m ~ -
e tomemos G = (E , norma %“ entac, G e um espago normado guase

nao arquimediano.

Vamos demonstrar a seguir gque 0 exemplo 2.5.1 nao pode ser

melhorado para E = F em vez de E = F % F. Com efeito vamos ver

que para um anel de divisao ¥ munido de uma valorizagao ; as

nocoes de quase nao arquimediana e de nao arguimediana coincidem.

2.6. PROPOSICAO: Sefa || : F ~» IR' uma valorizacido no aneld  de

divisae F. Sao equivalentes:

nao arquimediana;

=

(1y |-]

@y

(2) quase nao arquimediana;

(3) exdiste uma constante M > 1 tal que |n| < M para todo

inteino natural n € F.

DEMONSTRAGAQ: (1) = (2): & claro.

(2) = (3): se |-| & gquase nao arquimediano, existe uma cons-

tante C > 1 tal que para todo inteiro natural n € F,

inf = |1 + ... + 1] < Cmax {1,...,1} = C,

fazendo M = C segue o resultado.

{3) = {1): tomemos x e y em F e suponhamos que [x|>ly| > 0.

Neste caso, temos que 1 > [x_ly
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Entao, gualguer que seja n € IN tem-se:

R R R L M YA S e L P A R A L
EIREN g (2)(xﬂly)k| < x|? ; I(£)| | -lylk < Ix|® oMo (n +1).
k=0 k=0
Portanto,
Ix + y| < x| « M+ )"
Tomando o limite, gquando n = =, ven
2+ y| < x| = max {[x]|, {v]}.

Antes de enunciarmos a Proposigao 2.7 relembramos gque um es-

pago vetorial topoldgico (E,T) é proprio se E # {0}.

2.7. PROPOSIGAO: Se (E,t) & um espago vetondal topologico propric

¢ guase nac arquimediano sobre (F,)- 3

), entao a valohizacdao |-

nae arqguimediana.

DEMONSTRAGAO: Pela equivaléncia (1) ¢ (3) da Proposigaoc 2.6, basta
demonstrarmos que existe uma constante M > 1 tal que |n| < M

para todo inteiro natural n &€ F.

Como (E,t) & proprio, tomemos x, € E tal que x_ & {0},

Tomemos A = {nxo, neE’rtc FXO C E e uma vizinhanga do zero
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W, quase nao arquimediana, e eguilibrada (veja Proposigao 2.3).
Existe entao 6W > 0 tal gque para todoc m € IN e A € F com
- o . i S
[ 2] > GW ' \W + . + W) AW. Fixemos Ao F  com |Ao] > éw
v
m-vezes

0 conjunto AOlW e ainda uma vizinhanga do zero e portanto &

absorvente. Logo, existe 4§ > 0 tal que para todo e F com

-1
[ul > 8, x, € uli W,

Tomemos n € F e u € F com | 1

-1

o %o =(1+1 + ... + l)p.O X_ = q

W o+ A;lw F ...+ N W= A;l(w + W+ ... + W CW.

k_l
o

(Nas somas acima, todas as parcelas sdo repetidas o mesmo nimero

de vezes, a saber n € IN).

-1
|

-1
. Z u W.
o n|, vem pelo Lema 1.5, nx_ Mo

Como |nu

Concluimos que A € limitado em (E,t1).

Consideremos a aplicagao linear
o Fxo C E-=>F definida por w{hxo) = A

para todo A € F. Como ¢ & continua,

p{A) ={1 + ... +1; n€ W} CF

)

v
n-veZes



e limitado como subconjunto de (F, ). Logo existe constante

que podemos supor M > 1, tal que para tecde n € IN:

1+ ... + 1] < M.
\ f

n-vezzes

22
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capITuLo 3

LOCALIZABILIDADE

Durante todo este capltulo X € um espago topoldgico nao vazio;

(F,[+|} um anel de divisdo com valorizagao ndo trivial; (E,T) um

*

).

espaco vetorial topolégico, préprio, sobre (T,

Se A C C{X;F) & um subconjunto nao vazio, definimos uma re-
lagao de equivaléncia em X da seguinte maneira: para todo par
X, v € X, x & equivalente a y mddulo A se e somente se

a{x) = aly) para todo a € A, Denotaremos por

A= {{x,y); x =vyv{medA)} € X x X,

por A(x) a classe de equivaléncia de x € X, e por PA o con-

junto de todas tais classes de equivaléncia moédulo A.

O conjunto A C C(X;F) & separador em X se as classes de equi~
valéncia A({x), x € X sao conjuntos reduzidos a pontos; isto &,
A{x) = {x} para todo x € X.

Durante todo o restante deste capitulo, L sempre indicara um
subespaco vetorial de F(X;E) e V um conjunto de L-pesos. Entao

(L, T,,) indicar& o correspondente espaco de Nachbin.

v
Se A C (C{X;F) & uma subdlgebra e W C L um subespago vetorial
que & um A-mddulo; isto &, se a €A e wEW entdao a+*w€E W;
queremos descrever a aderéncia de W em L na topoclogia TV. Para

tal, daremos © conceito de localizabilidade e mails dois resultados
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basicos que estdo enunciados como lemas.

3.1. DEFINIGAO: Se W € um subespaco vetorial de L e A um sub-
conjunto de (C(X;F), denotemos por LA(W) o conjuntos das funcoes
f €L tais que para tode x € X, para toda vizinhanga N € NE,
para toda famifia Vysivyreeyv, b de V, exdste g em W tal

que vi(y)(f(y) —gX(y)) € N, para Ltodo y € A(x) e 1 < 4i < r.

3.2. DEFINIGAQ: Dizemos que o A-mddulo W C L & focalizaveld s0b

A se W = LA(W), onde a barra indica o fecho na topologia =

v
Observamos gue W C L, (W), portanto W & localizavel sob A se
Lo W) < W
05 casos real e complexo auto-adjunto do problema de locali-

zabilidade foli introduzido e resolvido, para fungﬁes escalares,. por

L. Nachbin [12] e [13].

O caso complexo nac auto-adjunto foi resolvido por Machado e
Prolla [8 | . Uma exposigao completa desses resultados se encontra

em Prolla [161].

3.3. LEMA: Suponhamos (F, ) nao arquimeddianc e A C C*(X;F) uma
subafgebra contendo as constantes. Dada uma classe de equivaléncia
Alx) e um subconjunto compacto K C X disjunto de A(x), exdste

uma funcac b € A tal que

(LY  |bi(x)|

bA

1 para todo ¥ E X;

(2) |b{t)| <1 pata fodo t ¢ K;



25

(3) biy) =1 para todo y € A(x).

DEMONSTRAGAO: Escolhemos Y, & 84{x). Para cada t € K, como A

contém as constantes, existe a € A tal que ]_zatwb)yéattm = 0.

Como (F,|+{) & n2o arquimediano, A contém as constantes e

at(X) & compacto em F, podemos aplicar o Lema de Kaplansky {7 ].

Portanto, existe um polinomio p com cceficientes em F, satisfa-

zendo: p(l) =1, p{(0) =0 e |p(s)| <1 para s € a, (X).

Definimos b, = p(at). Obtemos entao b, € A, b, (y) =1,

0 =b (t)y #1 e !bt(x)[ < 1 para todo x € X.
Seja

U, = {x € x; [bt(x)| < 1}.

Ut & abertc em X e como bt(t) = 0, temos que t € Ut . Da

compacidade de K, existem tl’t2""’tn € K, tais que

1 n
Tomemos b = bt . bt C ot bt . Entac b € A,
1 2 n
b(y) =1 para todo Yy € A{x),
|[b(x)] <1 para todo X € X e
[b(t)| <1 para todo t € K pois
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O primeirc lema estd, pois, demonstrado.

3.4. LEMA: Suponhamos (F,|-]) naoc argquimedianc ¢ A C C*(X;F) uma
subalgebra contendo as constantes. Pana cada classe de equivalencia

Alx), seja K, & X um compacto disjunto de A(x). Entao existem

classes de equivaléncdia A(xl),ﬁ(xz),...,&{an tais que  dado
0 <& <1, exiastem ajrdy evnsa € A satisfazendo

(1) ja, 3] <1 para todo x € X e i =1,...,n;

(2) |ai(t)| < 8§ para tedo £ € K, e i =1,...,n;

n
(3) Z a, (x} =1 para Lodo x € X.

DEMONSTRAGCAO: Escolhamos um elemento Af{x ) em P . Seja P a

colecao de todos os A(x) € P tais gque A{x) N K 7 0.

A
Para cada A(x) € P seja b € A dada pelo Lema 3.3 e con-

sideremos o numero real £y dado por

1l
=

A
P.._'

0 <sup {[b (t)]; t €K

e o conjunto

B, = {t € X; le(t)1 > 1},
Para todo x € X, temos que A{x) C B, e acxﬂeg&J{BX;&(x)EP}

& uma cobertura aberta-fechada do compacto Kx . Por compacidade,
1
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existem A(X,), A(xg),...,A(x ) € P tais que a colecgao finita
(B ,B ,...,B_} & uma cobertura de K
x X X X
2 3 n 1
Cada bi = bx €A, 1 =2,...,n1 & tal gue
i
bi(y) =1 para todo y € a(xi);
[bi(t)f > 1 para todo t € B, ;
i
|b. (t)| < r, para todo t € K {onde v, = x_ ) e
1 1 X, 1 .
1 1
fbi(x)[ < 1 para todo x € X.
n
Seja 0 < § < 1. Tomemog o compactoc K = U bj(X) e D o
j=2

aberto-fechado definido por

D=1{2¢€F; |z] »1}.

Consideremos x, a fungdo caracteristica de D, que € conti-

nua.
Por Weierstrass—-Kaplansky [ 7], exite p, polindomio em F tal
que |plt) - xD(t)[ < § para todo t € K.
Sejam 9, = p(bi) € A, i=2,...,n e
42 79

a, = (1 - gz)g3

a = (1 - g2)(l - g3) e {1 - gn_l)gn .
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Entao, a, € A, ai(t) = (1 - qzﬁt)) . (L - gi_l(t))gi(t)
para toedo t € X e i =2,...,1.
Para cada x € ¥ e cada j =2 ,... ,n, temos dois cascs a

considerar:

M

N

19) se [bj(x)] 1entao|1—gj(x)| |l-p(bj(x))|=l

1

1 entdo |1 -g.(x)|

29} se [bj{x)[ 1 - p(bj(x))| < 4.

J
Ainda, se x € Kxj entdo |bj(x)] cry <l e
}gj(x)| = 1p(bj(X))| = lp(bj(x)) - o] < §.
Portanto, para 2 < 1 < n, temocs que
la, ()] <8 para todo x € KXi e
|ai(x)1 <1 para todo x € X.
Definiremos agora, para tedo t &€ X,
a {t) = ({1 - gy (e}l - gale)) ... (1~ g, ().
seja x € X, 2<i<mn. Se |b,(x)] =1, entao
|1 -9, 60] = |1 - pib, )] < & < 1.

Se lbi(x)l < 1, entao |1 - qi(x)| = j1 - p(bi(x))| = 1.
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Portanto, |a;(x}| <1, para todo x € X.

Se x € K, , entdo x € B, para algum i € {2,...,n}.
1 i
Logo |bi(x)] =1 e 1 - gi(x)l < 8. Portanto
la, (x)] < & se x € K_ .
1 X.l

Finalmente, observemos gque para todo x € X:

n n
_§ ai(x) =1 - ‘H (1 - gi(x)).
i=2 i=2
Portanto,
n
z ai(x) = 1, para todo x € X.
i=1

O Lema esta, pois, demonstrado.

3.5. TEOREMA: Secjam X um espago Lopologico ndo vazio; (E,T) um
espago vetorial topologico quase nde arquimediano phoprio s0bnre

-

(F, )V (L,Tv) um espaco de Nachbin contido em F(OGE); A C C*(X;F)

uma subafgebra ¢ W um subespage vetfordial de L que ¢ um A-modulo,

Entae W ¢ Localizavel sc¢b A em L.

DEMONSTRAGAC: Podemos sem perda de generalidades supor que A

contém as constantes.

Tomemos f € Lp(W), vq,Vy,...,v. € V e uma vizinhanga NENL.
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Como (E,T) & quase nao arquimediano, existe uma vizinhanga do zero
em E, M, aberta, equilibrada e guase nao arquimediana tal que

M C N. Existe também &, > 0 tal gue para todo X € F com

M
x> §yr M+ ...+ MCAM, qualguer que seja n € IN.
v
n-vezes
Fixemos XA € F com [Xx_ | < §, e tomemos U = A tu.
o ol = "M o

Da definigao de LA(W)’ temos que para toda classe de egquiva-

léncia A(x) € Poos existe 9, € W tal gue vi(ny(y) -qx(y))E u,

para todo y € A(x) e 1 <1 < r.

Como U & aberto e para cada 1 < i < r v, (£ - g) & nula

ne infinito, o conjunto

K, = e € x: v () (£l8) - g (£)) & U} & compacto.

Consideremos © compacto

coo4
K}{: Ut KX
i=1
como K; N A{x) = @, temos gue Kx N A(x) = @.

Pelo Lema 3.4 existem A(xl),&(xz),...,&(xn) € PA tais gue
para cada 0 < § < 1, existem fungoes al,az,...,an & A satis-
fazendo:

(1) |aj(x)1il, YXx € X e j=1,...,n;

(2) ]aj(t)1 <8, YrEKy =K
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n
(3) zZ a,(x)

3 1, ¥Yx € X.
3=1

Denotemos por 9y as correspondentes fungoes Iy, -

3
Tomemos
n r
B, = U v, (f - g.){X) e B = U B,.
tog=r t ] i=1 *
Como B & limitado em E, existe 6_1 > 1 tal gue para todo
AEF com (Al > 6_1, B € AU. Para este 1 > § > 0 consideremos

as fungoes al;az,...,an € A que satisfazem (1) a (3). Definire-

mos

Entac, g € W e para 1 < i < r e para X € X,

vi(x)(f(x) - g(x)) = vi(x)(f(x) - jgl ajIX)gj(x)) =
n I
= vi(x)(jzl aj(x)f(x) - jil aj(x)gj(x)) =
n
= v, (%) jzl aj(X)(f(x) - gj(x)).

Vvamos considerar dois casos

19) x € K. . Entao ]aj{x)l < § e ainda, se aj(x) A0 en-

> § . e portanto (aj(x)}_lU 2 B. Logo
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_ R |
aj(x)vi(x)(f(x) gj{x}) € aj(x)B - aj(x)(aj(x)) U =0 = ko M

e por causa do Lema 1.5, pois AOlM & equilibrado,

| _ S|
vi(x)aj(x)(f(x) gj(x)) € A M.

29} x € Kj . Entao [aj(x}l < 1 & da definicao de Kj e do

fato de U ser equilibrada, temos que:

aj(x)vi(x)(f(x) - gj(x)) € aj(x)U C U = ho M.

Novamente, usando © Lema 1.5, obtemos

v, ay (x) (£(x) ~ g, {x)) € A M.

Portanto, para todo x € X e 1 <i <rx.

vi(x)(f(x) - g(x)) = v, (x) T a.((x){f(x) - g.(x)) €
i ) 3
-1 -1
EAOM+...+ROMCMCN
N v —f
n-vezes

o dque nos diz gque
f-ge€ W(vl,v2,...,vr;N).

portanto, f pertence a aderéncia de W em T, .
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3.6. OBSERVAGAO: Uma andlise da demonstracao do Teorema 3.5 mos-
tra que, se {E,T) & um espacgo vetorial topoldgico nae arguimediano

}, € as outras hipdteses de 3.5 permanecem inalteradas,

sobre (F,
vale o segueinte resultado (que serd utilizado em 3.9). Sejam
f e L, vl’VZ""'Vr & V e N uma vizinhanga nao arquimediana

da origem em E. Se, dado x € X, existe g € W tal que
v (y) (Ely) - g
para todo y € A(x), entao existe g € W tal que

vi(x)(f{x) - gi{x)) €N para todo x € X.

Veremos a seguir algumas consequéncias do Teorema 3.5.

3.7. COLORARIO: Nas hipoteses do Tecrema 3.5, se¢ A e uma Aub-
afgebra separadona ¢ V nde se anula em X. Entac fE€ L pertence
a adencncia de W na topologia 1, 4e e somente se  f(x) pertence

a adereéncia de wW(ix) = {g(x); g € W} em (E, T) .

DEMONSTRACAQ: Necessidade (mesmo que A nao seja separadora).

Tomemos xX € X e £ € W. Da continuidade da aplicacao linear 6x'

proposicao 1.10 temos que f(x} = § (f) € 6X(ﬁ) < § (W)= W(x).

Sufieieneia: Sejam f € L; N € NE PV VeV €V e x € X.

Seja J = {1 < 1 < r; Vi(x) # 01].
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Tomemo s Ni = (vi(x))_lN, para 1 € J, Seja M € NE com
MC 0 N..

ieg *

Como f{x) € W(x), existe = € W tal que f(x) ~ gx(x) € M.
Logo, para 1 € J,

vi(x)(f{x) - gx(x)) € vi(x)M C vi(x)Ni = N.
Se 1 & J,
vi(x)(f(x) - gx(x)) = 0 € N.

Mas como A & separadora, as classes de eguivalencia modulo A gao

da forma A(x) = {x}, para todo x € X, portanto f € LA(W)' Pelo

Teorema 3.5, £ € W.

Consideremos um subespago vetorial W de L e A a subalgebra
de C*(X;F) de todas as funcces ¢ & C*(X;F} tais que ¢ * g EW

para toda g € W.

A & de fato uma subalgebra pois dadas vy e ¥, € Ae gEW,
(wlwz)q =9, (¥,9) & W

portanto ¢,#, € A. £ clarc também gque W & um A-mddulo.

Como conseguéncia do Teorema 3.5, o seguinte resultado & va-

lido:
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3.8. COROLARIO: Sejam X ¢ (B,t) como no Teorema 3.5. Seja W um
subespace vetorial de L. Entae para toda funcac f € L, Lemos que

f €W se e somente se¢ f € LA(W), onde

A={yg € C*(X;F); vg € W, ¥g € W}.

Observamos gque se W contém as constantes entac A Q@ E C W e

assim, A ® E C W = L, (W)

3.9. TEOREMA: Consdderemes X um espaco ALocalmente cempacto;
(B, I«l) um espace noamade nac arquimedianc socbre (F,|-|); A C
C*(X;F) uma subalgebra e W um subespago vetorial de C_ (GE) que

¢ um A-module. Entfac, para toda f € CO(X:E),

dist(f;W) = sup dist (£| : W )
YE X A{x) A(x)
onde
dist(f;w) = inf {IIf - gll; g € W}.
DEMONSTRACAQ: Denotemos por d = dist(f;W) = inf{llf - gll; g € W}
e por

c = sup dist(f]&(x);w|&(x)) = sup inf {“f|A(x) - g[&(x)u: g€ Wh.

x<X xeE X

Temos sempre qgque cC < d.

Mostraremos que d < ¢ + g, para todo ¢ > 0. Tomemos € > 0.

Como ¢ e um sup, para todo x € X,
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inf {”f[&(x) - glA(x)”; g EWH < ¢+ ¢
Da definic¢ao de infimo, existe h €y a1 que
pss

HE(y) = h (DI < ¢+ e

para todo y € A(x). Pela Observagac 3,6, existe h &€ W tal que

If{x) - h{x})ll < c + €

para todo x € X. Assim

d = inf {tf - gl; g €Wt <If=~nhl <c+ g,

conforme queriamos demconstrar.

3.10. COROLARIO: Supenhamos que X e um espaco focalmente com-

pacto, O-dimensional ¢ de Hausdonfd; que (E, D-l) & um espage noh

mado nao arquimediano sobre (F, ) ¢ W C C_(X:E) g um C*(X;F)-

modulo. Entdo

dist(f;W) = sup dist(f(x); W(x})
XEX

para tode f € CO(X;E).

DEMONSTRAGCAQ: Resulta das hipdteses feitas sobre .X que (*(X;F)

& separador, isto é A(x) = {x}, para todoc x € X, se A = C*{X;F).
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CAPITULO 4

ENVOLTORIA DE STONE-WEIERSTRASS, ALGEBRAS POLINOMIAIS

Consideremos um espag¢o topoldogice X nao vazio e Hausdorff,

(E,T) um espaco vetorial topoldgico, proprio sobre um anel de di-

visdao com valorizagao nao trivial (F, ) e (L,Tv} um espacgo de
Nachbin contido em F({X;E).
Se W & um subespago vetorial de L, &W C X x X indicara o

conjunto de todos os pares (X,y) tais gque x = y(modW) (® g(x)= gy}

para toda g € W).

Definimos a fungao

5W : AW - F
como segue
5W{x,y) =0 se 0 = 6x|w = Gylw
Gw(x,y) =1 se 0 # Gx]w = 5y|W
onde 6X|w € a restrigao da aplicagao §, a W (veja a Propo-
sigao 1.10).
Observamos que se (x,y) € &W entac fi(x) = Gw(x,y)f(y) para

tcda £ € W.
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4.1. DEFINIGAO: Seja W um subespago vetorial de L. A eaveltonia

de Stone-Weienstrass de W em L, representada por ﬂL(W) & defi-

nida como o conjunto das fungbes f € L tais que (x,y) € 4, entao

£ =
(x) S, Y)E(Y) .

Demonstraremos algumas propriedades da envoltdria de Stone-

Weierstrass.

4,2, PROPOSIGAO: Suponhamos que V e nac-nufa sobre X. Seja W

um subespaco vetfonial de (L,t.,). A envoltonia de Stone-Welenstrass

v
de W em L ¢ um subespaco vetforndal jfechado que contem a aderdnela

de W na fopologia T+

DEMONSTRACAO: FE imediato gue AL(W) g ulm subespaco vetorial de L

e que W C QL(W).
‘ €
Tomemos {fu}ue 4 um net em &L(W) convergindo para £ L

na topologia T, © (x,y) € &W . Como fu(x) converge para f(x),

fa(y) converge para f(y) em E e fu e A(W) para todo o € A,

temos gque fa(x) = § (x,y) £ (y), portanto f(x) = (x,v)E(y) O

o LSW
que implica que £ & A; (W).

Como consequéncia, obtemos que W C A_{W).

A proposigac estd demonstrada.

4.3. PROPOSICAQ: Consdidenemos W um subespace vetoalal de L. Para

toda guncac f € L, sac equivalentes:
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{1y £ € &L(W);
(2) a) 4e x € X ¢ tal que gix) =0 para tedo g € W, en-
tae fi(x) =0
b) se x, y € X sao fals que g(x) = gly) para tedo g € W,
entac fi(x) = fly}.
DEMONSTRAGCAO: (1) = (2}: a) tomemos x € X tal que gl(x) = 0
para toda g € W. Entaoc 0 = lew e portanto SW(x,x) = 0. Mas

como por hipOtese

£ € &L(W), temos que

f{x) = Gw(x,x)f(x) = 0 £(x) = 0;
b} Tomemos x, y € X tais que gi{x) = g(y) para todo g € W.
Consideremcs dois casos: Se
0 = 8 |y = GyJW entao Sy (x,y) = 0.

Mas como por hipdtese

f € &L(W), obtemos que

fix) = 6W(x,y)f(y) =0« fl{y) =0
e

Fly) = Gw[y,x)f{x) =0-+«f(x) =0
e portanto fi{x} = £({y).

Se
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0 # 8.1y = 6y|w entac  §(x,y) = 1.
Mas como por hipOtese f € A (W), obtemos que

fix) = ﬁw(x,y)f(y) =1 « £(y) = £{y}.

(2} = (1): Tomemos (x,y) € ﬂw . Consideremos dois casos:

Se

5W(X:Y) = 0,
da definigac de 6W vem que g(x) = g(y) = 0 para todo g € W.
Por a} temos que f({x} = 0 = f(y) e portanto £f(x) = Gw(x,y)f(y).
Se

SW(x,y) =1,

também da definicgao de §y vem que g(x) = gly) para todo g € W.

Por b) temos que f(x) = f(y) e portanto £(x) = SW(x,y)f(y).

A proposigac estd demonstrada.

4.4, PROPOSIGEO: Suponhamos que (E,1) e de Hausdonff. Consideremos

).

A C C(X;F) uma subalfgebra ¢ W um subespace vetforial de (L, Ty
Suponhamos que as classes de equivalencia modulo A e modulo W

coineLdam. Entao LA(W) C ﬂL(W).

DEMONSTRAGCAO: Tomemos f € L,{(W} e x & X tal que g(x) =0 para

toda g € W. Suponhamos que £(x) # 0. Como E & Hausdorff, existe
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N € NE tal que fi(x} & N.
Escolhamos v € V. tal que v(x) # 0 e M = v(x)}N. Seja
A{x) a classe de equivalencia de x mddulo A. Como por hipdtese

f € LA(W), existe g € W tal que

viy) (£E{y) - gly)) € M, para todo y € Ax).
Em particular, fazendo y = x, temos
F(x) = (vix)) Yv(x) (E(x) - 0) =
- -1 -1, _
= (v(x)) “vix}{f(x) - g({x)) € (v(x)) "M = N.
O que & uma contradigao, portanto f(x) = 0.
Tomemos x e y € X tails que g(x) = g(y) para todo g € W.

Suponhamos f(x) # f{y). Como E & Hausdorff, existe N € Np tal

que f{x) - f(y) & N.

Escolhamos vy e v, € V tais que vl(x) £ 0 e szy) # 0

e Mg NE tal que M - M C N.

-

Como por hipdtese as classes de equivaléncia mddulo A e md-
dulo W coincidem, temos que y € A(x).

Se f € LA{W), existe g € W tal que

Vi(t)(f(t) - g(t)) € vlfx)M N v2(y)M

para todo t € A(x) e i=1,2.
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Em particular, para t = x obtemos

vl(x)(f(x) - g(x)) € vl(x)M N vz(y)M C v, (xX)M

1

vz(y)(f(y) - gly)) € vl(x)M a v2(y)M - vz(y)M.

f£(x) - £ily) = £(x) - g(x) - (f(y) - gly}) =

= (v, ) Thy) ) (E (k) - gix)) - (v (v) e () (£(y) - gty)) €

= (vl(x)) vl(x)M - (vliy))_lvl(y)M ¢ M- MCN,.

0 que & uma contradigdo, portanto f£i(x) = £(y).

Esta, pois, demonstrada a proposicgdo.

4.5. DEFINIGAO: Consideremos W um subespaco vetorial fechado de
(L,TV). Diremos que W & um espaco de Stone-Wedlenstrass se a en-—
voltoria de Stone-Weierstrass de W em L coincide com W, isto &
se W = &L(W).

Quando V & nao nula sobre X, podemos reformular a Definigao
4.5 do seguinte modo: W & um espago de Stone-Welerstrass se e

sO se &, (W) € W, Com efeito basta aplicar a Proposigao 4.2.
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4.6. DEFINIGAO: Consideremos W um subespag¢go vetorial de C(X;E).

Diremos que W & uma afgebra polinomial se o conjunto

A= {pog; v €E', g€ W}

& uma subalgebra de C(X;F) tal que A ® EC W, onde A Q@ E con-
siste de todas as somas finitas de fungoes da forma X >a{xlv
onde a € A e v & E.

Quando W C C{X;E), indicaremos por A(W) a envoltbria de Stone-

Weierstrass de W em C(X:E).

4.7. PROPOSIGAO: Suponhames que E', ¢ dual topologico de E, seja

separador ¢ W C C(X;E) seja uma algebra polinomial. Entao

DEMONSTRAGAO: Do fato de W ser uma algebra polinomial temos que
A® ECW e portanto, LA(A ® E) C LA(W). Mas como A e W defi-
nem a mesma relacac de equivaléncia em X, usando a Proposigao 4.4

obtemos L, (W) € A(W).

A
Tomemos £ € A(W), A(x) € PA’ y € Ax) € g € W. Como A e W
definem a mesma relagao de equivaléncia, temos que g(x) = gly) e
do fato de f € A{W), temos pela Proposicao 4.3 que £(x) = £(y).

Portanto, f & constante em A{(Xx). Seja u esse valor constante.

Tomemos N € NE €@ VirVorees Vo € V.

Se u=10 entac 0 € A®E e vi(xJ(f(x} - 0) = 0 € N, para



1 <1 <r.
Se¢ u # 0, fixemos X € A{x). Mas
u # 0, existe g € W tal que g(xo) =

definirem a mesma relacao de eguivaléncia em X,

constante em A(x).

Tomemos @ € E' tal gque @(v) =
entac h € A®E epara 1 < i <r e
vi(y)(f(y) - hiy)) = vi(y)(f(y)
= vi(y)(u -~ @{v) +» u) = v ly)(u -1

Portanto, f € LA(A ® E).

4.8. PROPOSICAO: Consdderemos L uma

C(X;E} e W um subespaco vetfordial de

Wediernstrass de W em L 2 uma afgebhra

DEMONSTRACAO: Primeiramente,

para todo @ € E', f € AL(W) e u €
Sejam {(x,y) € Ay -
BUELx)) »u = F3(x,y}Tly)) ~u =38

Portanto,

L =

A®EC ﬂL(W) onde

L.

- @{g{y))

mostraremos gue
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como £ € A(W) e f(xo)

v # 0. Do fato de W e

[

temos que g

Definamos h =(@og) ® u,

y € A(x}), temos que

u)

c

-0 0 N.

1) v, =

l(y)

subafgebra polinomial  de

L. A envoltornia de Stone-

pelinomial .

P of @u € &L(W)

E.

w(x,y)ﬁ(f(y))

(of; g€E, £ 6,00},
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Mostraremos agora que A & um subespago vetorial de C{X;F).

E facil ver que A & invariante sob a multiplicagao por qual-
quer escalar X € F.

Sejam @Pof e Yog em A. Se @ =0, gof+yog=ypog € A,
Se @ # 0, escolhamos v € E tal gque @{v) = 1. Como A® Ec:;Lwﬂ

temos que as aplicagoes x - @(f({x})}v e x - Plg(x))v pertencem

a &L(w). Seja h € ﬂL(W) a fungao definida por

x > [@{f(x)} + Pl{g(x))]v entao foh € A e

Blhix)) = [@{£(x)) + Pl{gx))]IB{v) = [@of + Pog]x)

para todo x € X. Logo, A & um subespago de C(X;F).

Resta mostrarmos que A & uma subalgebra de C(X;F). Sejam
gof e Yyog em A, Se @ =0 entao (Pof)(pog) = 0 € A,
Se @ # 0, escolhamos v € E tal gque @(v) = 1. Comoc L € uma

dlgebra polinomial, a aplicagdo h definida por

hix) = @g{E£{(x)) - ¢v{g{x})) « v pertence a L.

Tomemos (x,y) € A -

h({x) =§25(f(x))w(g(X))v=®(6W(x,y)f(y))w(ﬁwtx,y)g(y)) -V =

= Sx,y)B(E(y)) - vigly))v = GW(x,y)h(y)
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portante, h € &L(W) e consequentemente, Joh € A e

Plhix)) = [BENDIPgx))IDBv) = [ (Pof) - (Pog)l (x)

para todo x € X, Logo, A & uma subalgebra de C(X;F).

4.9, PROPOSICAO: Consideremos (E,t) um espago vetornial ITopologiee
quase ndo arquimedianc scobre um anel de divisae com valorizagas nao

arquimediana (F,|-]) com E' separadon; (L,1.,) um espago de Nachbin

v
tal que L C C(X;E) 2 uma alfgebra polinemial, e V nac se anule em
X. Sefa W <L uma subalgebra polinomial. Consideremos as se-
guintes afirmaqoes:

(1} £ € W;

(2) dados x,vy € X, VirVoree v, €V, N & NE, exdiste g € W

tal que vi(x)(f(x) - gi{x)} € N

v oy {£(y) - gly)} € N,

(3) a) se x € X e tal gque g{x) =0 para ftodo g€ W enlao

b) s¢ x,v € X sa0 tais gue gi(x) = gly) para todec g € W
entac f£i(x) = £(y);

(4 f € AL(W);

(5) £ &L,(A6E), onde A={vog; v €E, ge Wk
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Entac (1) = (2) = (3) = (4) = (5). Se A C C*(X;F) entao

(5) = (1).

DEMONSTRAGAO: (1) = (2) claro; (2) = (3) decorre da demonstragao
da Proposigaoc 4.4; (3) = {(4) Proposigao 4.3; (4) = (5) Proposigao

4.7; {5} = (l) Proposigaoc 4.7 e Teorema 3.5.

4.10. COROLARIO: Nas hipofeses de Tecnema anterndorn, suponhamos

que A C C*¥(X;F), ¢ que W ¢ 4echade em (L,t,). Entdo W 2 algebra

Vv

polonomial se e 50 se W ¢ um espaco de Stone-Wedlernstrass.

DEMONSTRAGAOQ: Aplicar o Teorem 4.9 e a Proposigac 4.8.
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CAPITULO 5

APROXIMACAQO SIMULTANEA

§ 1. TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS PARA PORTADORES

Neste capitulo vamos extender alguns resultados de Machado-
Prolla [16] para o caso de espagos normados nao arguimedianos, e
outros resultados de Prolla [19] para o caso em que X deixa de
ser compacto, 0 que novamente nes obriga a considerar C*(X}F) em
vez de Cb(X;F) = C(X;F) (X compacto).

Consideremos X um espaco localmente compacto, Hausdorff, (E,ll«li)

um espag¢o normado sobre um anel de divisao nao trivialmente valo-

rizado (F, ) e o espago vetorial CO(X;E) COom a norma

f-> Ifli =sup{llf(x)l; x € X}.

Se A C C*(X;F) & uma subalgebra e W C CO(X;E) um subespaco
que € um A-modulo, temos sob as hipdteses do Teorema 3.9 que

para toda f € CO(X;E)

dist (£;W) = sup -ciist{fL“X

W] ).
XE X )AL

Nosso objetivo agora & generalizar esta formula para fungdes

de conjuntos.
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5.1. DEFINIGAO: Um porfador ¢ de X em E & uma aplicagao de X

nos subconjuntos nao vazics de E.

5.2. DEFINICAO: Consideremos ¢ um portador de X em E. Defi-

nimos a dJ{stancia de ¢ a uma funcde g € COfX;E) por

dist(v;g) = sup { sup Hy- g(x)l}
XEX  yeyix)

e a distancia de ¢ a um subconjunto W C CO(X;E) por

dist{¢;W) = inf {dist(e:;qg); g € W}.

5.3. DEFINIGAO: Consideremos ¢ um portador de X em E. Dizemos
que ¢ & semiconiinue supeniormente com respeito a W C C, (X:E),

se dados w € W e r > 0, para cada x € X tal que
vi{x) € Biw{x); )
e dada ¢ > 0, existe uma vizinhanga U de x tal que
vl{y) € Blw(y); r + g)

para todo y € U. (Se v &€ E e § > 0, denotamos por B(v;§) o

conjunto {u € E; lu- vl < &}).

A seguir, daremos alguns exemplos de portadores semicontinuos

superiormente.
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5.4. EXEMPLO: Tomemos f € CO(X;E) e definimos wix) = A{fi(x)},
X € X. Entdo ¢ & semicontinuo superiormente com respeitoc a todo

W C CO(X;E). Além disso, para cada w € W e r > 0, o conjunto

{x € X; ¢(x) € Blwi(x);r)} = {x € X; II£f(x) - wi{x)il < r}

& aberto.

5.5. EXEMPLO: Consideremos N C CO(X;E) um subcenjunto equicon--

tinuo. Definiremos um portador ¢ de X em E, pondo

p(x) = {£(x); £ € N},

para todo x € X. Mostraremos que ¢ & semicontinuo superiormente

com respeito a todo W C CO(X;E). Tomemos w &€ W, 1 >0 e x € X

com ¥(x) € B{w{x);r). Seja € > 0. 8Se N & equicontinuc entao
N - {w! também & eguicontinuo, portanto existe U vizinhanga de X
tal gque [£(y) - wiy) - (£{(x) - w{x))ll < € para todo vy € U.

Assim, para todo y € U

NE£(y) - wi{g)ll = H£{y) = wl{y) - (£(x) - wi{x)) + {(£(x) - wix))l <

< Ely) - wiy) = (f(x) = wi{x))l + HE(x) - wi{x)ll < + r.

5.6. DEFINIGCAO: Consideremos ¢ um portador de X em E e W C

C (X;E). Dizemos que ¢ e nulo no Lnfinlfo com nespeilto a W se

o

RO AN P

o Ere TenIRAL

v
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para cada we W e ¢ > (0, o conjunto

{x € X; ¢(x) N (E\Bw(x);e)) # @}

& relativamente compacto.

5.7. TEOREMA: Se (E, l-lI) e um espaco vetordal noamado naoc arqud-
mediano sobre (F,|-|); A C C*(X;F) uma subafgebra ¢ W C CO(X;E)
um subespaco vetornial que e um A-modufo; entae pana cada poﬁﬂuMn
v de X em B que 2 semicontinuc superdiormente e wnulo no inginito

com aespecto a W, Lemos:

dist{¢;W) = sup dist(¢[

W | )
<EX A(x) A{x)

(Novamente A(x) denota a classe de equivaléncia de x modA) .

DEMONSTRAGAO: Designemos A = fé?ﬁ dist(v], o ”’”A(x))‘ Temos

sempre que A < dist{y;W).

Dado e > 0 e x € X, existe 9. € W tal que

dist(w]&( ) < A+ e,

x);gxlﬂ{x)
isto implica que

e - gx(y)H < A+ g para todo t e ply) e y € Alx).
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Como ¢ & semicontinua superiormente com respeito a W, existe

uma vizinhanga [%{ de x tal que

It - g (2l < A + ¢ para todo t € ply) e z €U

consequentemente, A({x) C u, -

Como ¢ & nula no infinito com respeito a W, o fecho KX de

s, = {y € X; wly) " (ENBwily); X + ¢)) # ¢}

€ compacto e temos ainda que A{x) N Kx # . De fato, se z € A{x)N

K_, como A{x) C U, e K_ & o fecho de S_, existe y€ U_NS§
x X s X

X x"

Mas ¢(y) € Blw(y); A + ¢) para todo y & U_ e vy nao pode estar

em S_ .
X
Pelo Lema 3.4 existe um conjunto finito {xl,x2,_..,xn} C ¥
tal que para cada 0 < § < 1 existem fungoes B1:85, 000 Ay € AO
satisfazendo:
(1} ]ai(x)| <1 para todo x € X, i =1,...,n;
(2) |ai(t)[ < § para todo t € K, i=1,...,n;
i .
n
(3) Z a;(x) =1 para todo x € X;
i=1

onde A & a subdlgebra gerada por A e pelas constantes.

Escolhamos § > 0 suficientemente pequenco para que
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d » max It - g (x)l < A + g
. X.
1<i<n i
e para esse & sejam 8,85, --.,8, € AO satisfazende (1} a (3).
n
Definamos g = X a; 9, - Entao g € W e para cada x € X e
i=1 i
t € ¢(x), temos gue:
n 19"
lt - glx)ll =1 Z ai(x) t - Z ai(x) qxl(x)ﬂ =
i=1 i=1 i
n
=1 Z ai(X)(t - gx_(x)Hl.
i=1 i
Se x € KX , entao
i
Hai(x}(t - gxl(x)H < § It - gx_(x)H <
1 hE
< 4§ - max it - 9, (a0l < X + ¢

l<i<n i

Se x ¥ K , entao

Hai(x)(t - gxi(x)Hli 1 -1t - gxi(x)ﬂ < W + g

Asgim, para todo X € X e t € ¢(x),

n
It -« gix)lh =1 a; (x) {t - 9y (x))fh <
i=1 i
< max Hai{x)(t - gx‘))ﬂ < A+ €.

1<i<n i
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Portanto,

distiy;g) < A + €

e consequentemente, dist(p;W) < A + €, pois g era arbitraria em

W.

Comc ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, temos gque

dist(p;W) < A = sup dist{y| TW )
- <e X A (30) A(x)

Esta, pois, demonstrado o teorema.

5.8. DEFINIGAO: Uma familia de fungcoes N C C,(X:E) e dita cole-
tivamente nula no Linfinito se, para cada € > 0, existe um subcon
junto compacte K C X tal que [f(x)Il < & para todo x & K e

f € N,

5.9, EXEMPLO: Seja N C CO(X;E) um subconjunto totalmente limi-
tado. Mostraremocs que N & coletivamente nulo no infinito. Seja
£ > 0. Como N & totalmente limitado, existe um conjunto finito

{f, £ fn} C N tal que para cada f € N, existe 1<i <n com

l; 2;..-,

I £ - fill < ¢/2. Como para cada 1 < i < n, fi & nula no infinito,

existe um conjunto compacto K, C X tal que Hfi(x)ﬁ < e/2 se
n

X & Ki . Seja K = U K, . Entao para todo x € K e f € N,
i=1

el < g,
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5.10. PROPOSICAC: Se N C €, (¥ E) ¢ uma familia coletivamente nufa

RO Lrfindtoc ¢ N C CD(X;E), enfac o portadorn definddo pon

v{x) = {f{x); £ € N},

para todo x € X, 2 nulo no ingdinito com hespedito a W.

DEMONSTRAGAO: Se N C €, (X:E) & coletivamente nulc no infinito e
w € CO(X;E), entac G = {f - w; £ € N} e ainda coletivamente nulc
no infinito.

Seja € » 0 e K C X o compacto tal que fTfix) - wix)ll < €
para todo x € K e f € N.

Entao,
w(x) C B{w{x);e)
para todo x € K e
¥V {x € X; o(x) C Blwix);g)) # @} C K.

Portanto, o conjunto

{(x € X; ¢i(x) N (BEVNB(wix);e)) # @}

e relativamente compacto.

5.11. TEOREMA: Sejam (E, Il -1I) um espaco vetordial normado nao arqui-

mediano sobre {F,I-l); A C C*¥(¥X:F) uma 5ub&£gebna; W C CO(X:E)
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um subespago vetorial gue & um A-modufo; N C C (X;E) um subcon-
junto totalmente Limitado e definimos para cada =x € X, ¢(x) =

{f(x): £ € N}. Entde,

dist(v;W) = sup dist(¢] (W ).
e A(x) A(X)

DEMONSTRAGAO: Pelo Exemplo 5.5, ¢ & semicontinuo superiormente
com respeito a W. Pelo Exemplo 5.9, N & coletivamente nulo no
infinito. Pela Proposi¢aoc 5.10, ¢ & nulo no infinito com respeito

a W e finalmente, pelo Tecorema 5.7, temos que

dist{y;W) = sup dist (¢] W) ).
- A{x) & (x)

§2. MELHOR APROXIMAGCAO STMULTANEA

5.12. DEFINIGAO: Consideremos (N, ll*|l) um espage vetorial normado

), W CN e B um subconjunto limitado nao vazio de N.

sobre (F,

Definimos ¢ haio de Chebyshev de B nelative a W por:

radw(B) = inf {sup llw - fli; w € W}.
feR

Se W = N, escrevemos

radN(B) = rad (B}
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e diremos que rad(B) & o ralo de Chebyshev de B.

0s elementos W € W onde o Infimo & assumido s3ao chamados
centros de Chebyshev de B relfativos a W e sao denotados por

centw(B).

Se W = N, escrevenocs centN(B) = cent(B), e seus elementos

sao ditos centros de Chebyshev de B.
Dizemos que W fem a propiliedade dos centros nelativos de
Chebyshev em N se cent, (B) # ¢ para todo subconjunto B C N,

limitado e nao vazio.

Quando W = N, e cent(B) # @ para todo subconjunto limitadoc

e nao vazio B C N, dizemos gque N admite centrnos de Chebyshev.

Os principais problemas da teoria da melhoa aproxdmagdo (Admul-

tanea) sao os seguintes (em ordem decrescente de generalidade):

PROBLEMA 1: Dado W C N, determinar se W tem a propriedade dos
centros relativos de Chebyshev em N. Em particular, determinar se
N admite centros de Chebyshev.

PROBLEMA 2: Dado W C N, determinar a classe B de todos os 1li-
mitados nac-vazios B C N tais que centW(B) £ &

PROBLEMA 3: Dado W C N, determinar se W & proximinal em N, isto
é determinar se a classe B do problema 2 inclul todos os conjun-—

tos da forma B = {f}, f € N.
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Suponnamos que N = CO{X:E} com a norma do sup e W(ZCO(X;E).

Para cada B C CO[X;E), limitade e nao vazio, define-se o portador

wB(x) = {f{x); £ € B}

para tode X € X. Resulta entaoc
dlst(@B;W) = radW(B).

Como consequéncia imediata do Teorema 5.1l temos a seguinte

férmula de localizabilidade para os raios de Chebyshev

5.13. TEOREMA: Sejam (E, [[+1l) um espago vetoadlal nowmado nao arqud-

mediang sabre (F,

Y, A C C*(X;F) uma subalfgebra, e W(I(g(Xﬁﬂ
um subespico vetordial que e um A-modufo. Para fodo subconjunto to-
tafmente Cimitado nao vazic B € C,(X:E) temos

radw(B) = sup rad (B[lx]).

XEX Wix]

N
OBSERVAGAD: Para cada x € X, W[x] e B[x] indicam as restri-
cbes de W e B, respectivamente, & classe de equivaléncia A(x).

Portante 3ao ambos subconjuntos de Co(ﬂ(x);E).

5.14. DEFINICAO: Consideremos A uma relacgao de eguivaléncia em

X e para cada x € X, A{x) a sua classe de equivaléncia modulo A.
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Dizemos que um portador ¢ de X em E & A-fimitade se

p{A(x)) = U {p(t); t € A(x)}

€ um subconjunto limitado de E, para todo x € X.

Definimos também

S{y) = sup rad(v{a{x))).
xeX

5.15. TEQREMA: Sefam (E, |-0) um espaco normado nao arquimeddianoc
sobre (F,{-1), A C C*{X;F) uma subafgebra. Se W C CO(X;E) e um
subespaco veighial que 2 um A-module, fal que, para cada x € X ¢
z € E, exdsate w € W tal gue wit) =z para fodo t € A(x).
Entdo pana fede porntador ¢ de X em E que e A-Limitado, semi-

continue superniokmente ¢ nubo no Ainginito com rnespeiifo a W, Zemos:

dist{e;W) < &({p).

DEMONSTRACAO: Pelo Teorema 5.7, temos:

dist(v;W) = sup distlp], . iW|, ) =

xE X

= sup inf dist (¢} iw) =
xEX WEW 8 {x)

= sup inf sup sup by - w{t)l.
X€EX wEW teA(x) yEw(t)



Tomemos x € X. Para

wz(t) = z para todo

inf sup
wEW  teA(x)

sup
vEY (t)

< sup
t= A (x)

sup
vE w(t}

Iy - W,

Como 2z € E

inf
weEW

sup
EEA (%)

sup
vEy (t)

Portanto,

z € b,

t € Alx).

(L)l =

ly - wit}ll < inf
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escolhamos w_ & W tal que

Assim,

ly — w(t)ll <

zZil .

sup Iy -

y € WA (x)

foi tomado arbitrariamente, obtemos:

sup Ny - zi.

z€E yep (A{x)

dist{v;W) < S{g}.

§ 3. SUBESPACOS DE

5.16. DEFINICAO: Um subespacgo

subespace de Sione-Welernstrass
compacto de Hausdorff Y e uma
X+ Y

T o3 tal que

STONE-WEIERSTRASS

dito um

vetorial W C CO(X;E) &

se existe um espago localmente

sobrejecao continua e  propria

W= {gon; g€ CO(Y;E)}.

Denotaremos por W1T

o subespag¢o de Stone-Weierstrass determinado
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por .

Se WTT - CO(X;E) @ um subespago de Stone-Weierstrass entdo

A =d{pom ¢ € CX(Y;F)}
& uma subalgebra de C*(X;F) que contém as constantes e tal gue
-1 - - -
{m "(y); v € Y} & o conjunto das classes de equivaléncia modulo
A, Assim, W 2 um A-mddulo.

Observamos gue W & fechadc em COIX;E).

Mostraremos a seguir que esta definigao de espago de Stone-
Weierstrass coincide com a Definigéo 4.5; para isso, mostraremos
que &(Wﬂ) C wn, onde &(Wﬂ) & a envoltéria de Stone - Weierstrass

de W em C (X:E).
T e

Tomemos f € A(W_ ). Devemos mostrar que f & constante em

ﬂ_l(y) para todeo vy € Y.

Sejam t e t' em X tais que w({t) = w{t'). Entao g(t) = g(t")

para toeda g € W Assim, o par (t,t') € &W

m
= 0 e comc por hipb-

Se &§{(t,1') = 0 entao 6t|w = 6t'|W
T o
tese f € a(wﬂ), temos que f{t) =0 « £(t') = 0.
Se &8(t,1') =1 entao 0 # (St|wTT = St'iwﬂ e novamente Como
£ € A(Wﬂ), temos que f(t) =1 « £(t') = £(t').
Portanto,
f & W
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Tomemos f € CO(X;E). Como 7 & propria, T l(y) e compacto
e portanto f(ﬂ_l(y)) € compacto, e assim limitado em E, para
tode y € Y.

Definimos

5(£) = sup rad (£(r T(y)))

yeY
Se w = W1T entao
|£ - wil = sup sup HE{t) - wi{t)it > §(f).
yeY tEﬁi(y)
Assim,
§(£) < dist(f;w ).
5.17. TEOREMA: Se¢ (E, *() & um espaco noamade ndo arquimedianc
sobre (F,|+]) e W < C (X;E) um subespace de Stone- Wedlerstrass.

Entao, pata toda £ € CO(X;E),

dist(f;Wﬂ) = §{f)

DEMONSTRACAQ: Pelo Teorema 5.15,
dist(£;9 ) < §(£)

e pelas cbservagOes anteriores,
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§(f) < dist(£;W ).

O teorema estd, pois, demonstrado.

Vamos generalizar o resultado acima para o caso de aproximagao
simultdnea. Consideremos entao um subconjunto limitado e equicon-—

tinuc B C CO(X;E) e o portador Y de X em E definido por

v (x) = {f(x); £ € B}

B

para todo x = X.

(i

limitadoc, segue que ¢ ¢ A-limitado para toda

Como B B

relacao de eguivaléncia A em X.

Para cada vy € ¥, definimos

B(n Y (y)) = U {f(n T(y)); E € B)

(B} = sup {rad(B(ﬂ_l(y)): y E Y}.

Entao
§(B) = 6(y
e com as hipiteses do Tecorema 5.15,

rad.. (B) < &{B)
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para WTT um espago de Stone-Weierstrass.

Inversamente, cada w € WTr & constante em w_l(y) para cada

vy € Y. Agsim,

dist{¢n;w) = sup sup sup llz - w(t)l >
YEY tew“l(y) z€p (t)
> sup inf sup sup lz - vl =
e & - e
YEY VvEE oo l(y) z2Sp, (t)
= gup inf sup sup Hf(t) - vl =
=] < - =
yEY vVvEE . l(y) fEN
~ -1
= sup rad(B(w ~(y}) = §(B).
y&Y
Logo,

§(B) < dist(pB;Wﬁ) = radw (B)
T

e provamos o seguinte resultado:

5.18. TEOREMA: Se (E, l-li) 2 um espage noamado nao arquimedianc

sobre (F,|+]) e W € C (XE) ¢ um espaco de Stone-Welenstrass,

entdo, para todo subconfunto fLimitado e equicontinwo B C C(X;E),

Lemos:

radw {B) = sup rad(B(W_l(y))].
m VAR
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5.19. DEFINICAO: Sejam (N, { I} um espago normado sobre (F,|:]),
M C N um subespago vetorial fechado e £ &€ N. Uma melhon aphoxd-

magao de f ewm M & um elemento g € M tal que

It - gl = inf £ - hil = dist(f;M).
heMm

Denctaremos por PM(f) o conjunto de todas as melhores apro-

Ximagoes de I em M.

M & dito proximinal se Py (£) contém pelo mencs um ponto para

toda £ € N.

5.20. DEFINIGAO: Sejam X e 2 espacos topoldgicos e ¢ um por-

tador de X em Z. Dizemos que ¢ & semicontinuc Linferdiormente se

{(x € X; o{x) NG # @}

& aberto em X para todo subconjunto aberto G C 7.

Uma apliciacao continua f : X + Z & chamada uma sele¢ao con-
tinua para um portador ¢ se £(x) € ¢(X) para todo x € X.
0 seguinte resultado &€ uma consequéncia de Michael [101, Teo-

rema 2, pagina 233.

5.21. TEOREMA: Sejam X um espage compacto, T, ¢ 0-dimensional

e (E, Well) um espago de Banach scobre um anel de divisde nao Zrni-

). Entao, fodo portadorn ¢ de X em

vialmente valordizado (F,
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subconjuntcs nac vazios e fechados de E que 2 semicontinuo infe-

nioamente, admite uma sefecdao continua.

5.22. LEMA: Exdiste uma isoemetnia Linecan de CO(X;E) em C(ﬁjE)

onde X ¢ 0 compactificade de Alexandrofd de X.

DEMONSTRAQKO: Denotemos por Jm 0 subespago vetorial de C(XM;E)

definido por J = {f e C(Xw;E); f{w) = 0}.

Mostraremos que J & fechado em C{(X ;E). Tomemos {f } C
W o oo €A

j, e fE€ C(XN:E) tal que fa converge para f. Entac

£ - £il = sup If {x) - £(x)I| = O
£ <EX o
w
pois, se < € X entao fa(XJ -+ f(x) em E e se X = w entao
f (x) =0 para tecdo o € A e segue que f{x) = 0. Portanto, f € Jw

e J & f.ochado.

Tomemo:s f € CO(X;E) e definamocs fw : X - E por fw(x) =0

se x € X e f (w) = 0.

Mostraremos que f & continua. Tomemos X, € X e X € X

O -+ X < .
com X o (o 1)

f em X, temos da continuidade

I

Se x e X € X como f
s o w

de £ que fw(xa) > f(xo).

Se X, = 0 consideremos A = {a € A; X, = wt. Tomemos ¢ > 0,

Como £ & nula no infinito, o conjunto K_ = {x e X; IE(x)I > €}
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€& compacto e o complementar de K, em X ,V

ot e uma vizinhanga

de w em Xw. Como X7 Wy, existe o € A tal gque para todo

) X & V . Consideremos o > o_ . Se € =
- o' Ta £ =~ Yo @ © b £ k) 0.

Se o a = > i -
&€ A entao wa(xa)ﬂ Hf(xa)H < £ pois X, = v, N X. Lo

go fw(xa) - 0 = fm(w}.

Definamos agora a aplicagao

H

CO(X:E) - C(Xw;E)

£ > T(f) = fm

T esta bem definida e & linear. Demonstraremos gque T & uma iso-

metria.
WT(EYL - 1l fm” = sup £ (X =sup NEGHI = HNEN,
xex ¥ *EX
G
para toda £ ¢ CO(X;E).
Alem disso, itk < 1.
Tomemos « & J, e f a restricdo de g a X, entao fEC((XE).

Seja £ > 0. ba continuidade de ¢ existe V vizinhanc¢a de w tal
que t € V implica Ig(t)ll < €. Mas V & o complementar em X de
um compacto K C X. Se X € ¥XVK € V temos gue HE(x)I = lgx)l <«

e portanto f € CO(X;E).

Além dissv, g = £, = T(f) e mostramos que J = T(CO(X;EJ}.
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Podemos identificar CO(X;E) com o subespago fechado J =~ de

C(X :E).
w

5.23. LEMA: O compaciificade de Alexandrofdf X, em um espacgo
topologico X Localmente compacto, Hausdonff ¢ O-dimensional @

ainda O0-dimensionaf e Hausdongg.

DEMONSTRACAO: Como X € localmente compacto e CO(X;E) é isomé-

trico a Ju , basta mostrarmos que CO(X;F) é separador, onde
(F,|+|) & um anel de divisao com valorizagao ndo arguimediana.
Tomemo:s X e y pontos distintos de X. Se X €& localmente

compacto e O-dimensional, existem compactos abertos fechados dis-

Jjuntos K e KY contendo x e y respectivamente. A fungao
caracteristica de Ko v Xg o & continua, nula noc infinito e
X
xK(x) =1 £ 0 = Xg {(y}. Portanto, CO(X;F) & separador.
X .

5.24., TEOREMA: Consideremos um edpa¢o topelogico X, Localmente

compacto, 0-dimensional e T, (B, -0} am espago noamado nao ax-

-1) tal que cent(K) # g para Todo subconjunto

guimedianc sobre (F,
compactfo K C E.

Entac todo espago de Stone-Wedlenstrass W C (X:E) ¢ proxi-

minal.

DEMONSTRACAO: Seja m : X - Y a aplicagao continua e propria

sobre um espag¢o localmente compacto Y tal que
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W= {go m; g € CO(Y;E)}.
Tomemos £ € CO(X;E) tal que f W Entao § =dist(f;wﬁ)> 0

porque W_ ¢ um subespaco fechado.

Considervmos Y =Y U {w} o compactificado de  Alexandroff
de Y.

Para cada y € Y seja vl{y}) o seguinte conjunto

v(y) = {s € E; sup l£(x) - sl < &}
XEw_l(y)
Por outro lado, para cada y € Yuj , definimos
ww(Y) = ¢ (y) se y €Y
e
@m(y) = {0} se | vy = w

Afirmacgao: v & um portador de Y, nos subconjuntos fechados e
nac vazios do E.

Tomemos y € Y . Se y = w entao v, ly} = {0} e portanto
ww(y) & fech.do e diferente do vazio. Se y € Y entao gﬂ@)==w(y)
e fechado em E. Como ﬂ—l(y) & um subconijunto compacto de X e

f €& continu., o conjunto

K= .f(x); x & ﬂ_l(y)} e compacto en B,
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Por hipdotese existe s, € E tal que

sup £ (x) - SOH = rad (K} .

X Gﬂ_l(y)

Também temos que rad(K) < §. De fato, tomemos g € W. Entao

rai{K) = inf sup NIf(x) - zll <
z€E xew"l(y)
< sup he(x) - g(x)il <if - gl
xer Ty

Comc -y era arbitraria,

rad(K) < inf {f - gl.
gEW

Assim, temds que s €y (y) = ¢ly) e portanto ¢ (y) # ¢ para
todo y € Y.

Mostraremos que Y & semicontinuo inferiormente. Seja GC L

aberto tal que wm(yo) NG # 3. Se Yo, € Y, escolhamos s_ E¢m(yo)

" G. Como wm(yo) = w(yo), temos gue
sup Hf(x) - s I < &§.
_l O
XET (yo)
Isto significa que f(w_l(yo)) C Bis_i6), onde B(s ;) =
{s € BE; Is - sl < §}. Notamos que B(s_ ;&) & aberta & que

ﬂ"l(yo) C E_l(B(SO;G)). Como a aplicagcao w €& fechada, existe um
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aberto saturado V em X com

_l —_—
nhy ) € Ve £ Bls 58))
Entac U = 7(V) & aberto em Y (porque W_l(U) = V) e para
todo y € U,
_l -
nTy) CVC £ (B(s_58)).

Assim, f(w"](y)) C B(s_:;8) para todo y € U, isto &,

NE{L) - s I < 8
ol =
para todo t € 1 (v}, vy € U.
Mas isto significa que s_ € p{y) = ww(y) para todo y € U.

Portanto, ?, e semicontinuo inferiormente em Y.
Se y_ = w, ww(yo) NG =1{0}NG#¢g, portanto 0 € ¢. Como

0

f € nula no infinitc, o conjunto

Ks = {x € X; 1£00)0 > 8}

(D

compacto, « comc w & continua, w(Ka) é compacto em Y. Se

y & N(KGJ tenos que Hf(ﬂpl(y))ﬁ < § e portanto

sup ”f(ﬂ_l[Y))" < 8
-1
T (y)?—*l‘{(S
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assim 0 € ww(y) para y ¥ m(K;), obtemos que v, ¥y} NG @ pa-

ra m " (y) & Ko e ¢ & semicontinuo continuo inferiormente.

Pelo teorema da selecao de Michael, i.&., Teorema 5.21, existe
g, € C(Yw;E) tal que gw(y) € @w(y) para todo y € Y, € além dis-
SO, gw(w) = 0. Seja ¢ € CO(Y;E) a restrigao de g, & Y- Entao
gly) € ¢(y) para todo y € Y. Tomemos w = g om. Entdo, w E Wooe,

para cada x € X, seja y = m(x). Entao
If{x) - w{x}l = I£{x) - gy}l < 4§

Assim,

hf - wil < dist(f;ww)
Demonstrame:s, pois, que WTr & proximinal em CO(X;E).

5.25. TEORIMA: Considenemos um espaco topologice X, ZLocalmente
compacto, U-dimensional ¢ T, . AE, I-II) um espago normado nao
arquimediaio sobre (F,|+|). Se E admife centres de Chebyshev, e

W1T C CO(X;M) ¢ um subespace de Stone-Welenstrass, enIEOCEntW (BY#£ (&
m

para todo subconjunto Lémitado B € C_(X;E) que e equiconiinuo em

tedo ponto de X e coletdivamente nulo no Anfinilo.

DEMONSTRACAO: Seja w : X = Y a aplicagac continua e ©propria

sobre um e:pa¢o localmente compacto Y tal que
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W= {gom: g € CO(Y;E)}.

Seja B C CO(X;E) um subcenjunto nao vazio, limitado que &

equicontinuo om todo ponto de X.
Seja

§ = radW {(B).

CASO I: § > 0. Consideremos Y =Y U {w} compactificado de

Alexandroff d=2 Y.

Para cade y € Y seja v(y) o seguinte conjunto

¢yl = {s € E; sup sup I £{x) - sl < &}.

feB XEﬂ—l(y}

Por outrc lado, para cada vy € Yw, definimos

@w(y) = ¢ (y) se y €Y
e
2.y = {0} se Yy = w .

Afirmamos que @w & um portador de YUJ nos subconjuntos fe-
chados e nao vazios de E. De fato. Tomemos y € Y- Se vy o= w
entao v, y) = {0} e portanto ¢ (y) & fechado e diferente do
vazio. Se y € Y entao v, y) = wly) & fechado em E. Como

B C CO(X;E) ¢ limitado,
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Bly) = {f(x); x € w_l(y}, f € B}

& limitado em E, e por hipdtese cent(B(y)) # ¢, i.ée., existe

c .
S5 E tal que

sup sup HE{x) - s_ Il = rad(B{y)).
f&B e -1
x€m T (y)
Para cada g € Wﬂ , temos
rad (B(y}) < sup sup hf(x) - gix)I
fEB xe—n'l (y)
-1

porque g & constante em

rad (B(y}}

sup
vEY

| ~

L

sup
f€B

sup
f<B

Como ¢ era arbitraria,

rad (B(y))

e peortanto,

< inf

T ~{(y). Assim

sup sup I£(x) - g(x)l

E p—
£eB xem l(y)

sup . sup TE(x) - g(x}

yex xGw_l(y)

e - gl .

sup I £ - gl = rady (B)
feB m

rad(B(y)) < 6.
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e s S @m(y) = ¢y} e @m(y) € nao vazio.

Mostraremos agora que ¢ e semicontinuo inferiormente.

Seja G C E aberto tal que ww{yo) NG # @. Se Yo €Yy, es-

= ! == A 3
colhamos s, ¢ ww(yo) G @(yo) N G, entao

sup sup Il £{sx) - sOH < §.

£€p -1 -
XET (yo)

Como ﬁ_l{yo) € um subconjunto compacto de X, existe uma co-

bertura abert.: e finita Vl ,V2 ;e ’Vn de W_l(yo), com
-1 ; .
Vi N 5 (yo) A8, 1 <i<n, tal que
X, X' € Vi = |E{x) - £(x"}< &

para toda f ! B. Isto & possivel porque o conjunto B C C_(X;E)

é equicontinu. em todo ponto de X.

3 H U K - <
Seja V_ =V, UV, ... WV _ . Temos que £ (x) sl <8

para todo x i V_ e f € B. Além disso, dado x € VO escolhamos
Vi tal que x € Vi , @ escolhamos t € v, N w"l(yo). Entao, para

toda f € B
HEx) = s I < max (1f(x) - £(L), HE{L) - s M) < &.

Logo,

-1 -1
T T {y Yy cv_ < 0 f T (B{s_:;é8)).
o o) fen o)
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Como a aplicagao m € fechada, existe um aberto saturado V em
X com

‘n'_l(yo) cvcuv, .

Entdo U = n(V) & uma vizinhanga aberta de Y, em Y, e para todo
y € U, w-l(y) e V C f_l(B(so:é)) para tcda f € B. Assim,

I £(x) - SOH <8 para todo x € w_lty) e f € B.

Mas isto significa que s_ € ¢ (y) para todo y €U, e ¢ é
semicontinuo inferiormente em Y.
Se, y, = w ww(yo) NG =1{0}NG#@, portantoc 0 € G. Como
B & coletivamente nulo no infinito, o conjunto
Ky = {x e X; I£Ex)II > 8§, £ € B}
& compacto, e como w & continua, m{K) & compacto em Y. Se

vy & v(Ka) Lemos que Hf(ﬂ_l(y))H < § para toda f € B e portanto

sup  NE(r Tiy))l < &
ﬂ“l(y)QK6
o
-1
sup sup HE{r “{y))Il < &

f€p -1 (y) K,
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e assim, 0 € Qw(y) para y & W(KS). Obtemos que ww{y) NGg#dg

- l . - i -
para m ~{y) ¢ Ké e ww e gsemiccntinuc inferiormente.

Pelc Teorema 5.21, existe 9, € C(Yw;E) tal gque gw(y) S @w(y)
para tedo y Y, e além disso gw(m) = 0. Seja g € CO(Y;E) a
restrigao de g, & Y. Entao g{y) € v(y) para todo y € Y. Seja

w =go n. Entdo w € W e para cada x € X, seja y = m(x). Entdo

para toda f € B temos

NE(x) - wix)! = lI£(x) - gyl < sup £ty - gi{y)ll < &
tEw‘l(y)

Assim,

sup If - wi < &,
feB

@ porﬁanto, w & centw (B).
)

0. Entao rad, (B) = 0 o que implica que B= {£}
il

1
CAS0 IT: 8

e dist(f;w ) = rad, (B) = 0. Logo, £ € W e nao hd nada para
m i
provarmos.

5.26. TEOREMA: Consdideremos um espago topologico X, Localmente

compacto, O-dimensional e T/ (E, #-1) um espaco noramado nao

«]); A C C*(X;F) uma subalgebra separadonra;

arquimediance socbhre (F,
um subespaco vetordlal fechado W C CO(X;E) que e um A-modulo tak

que Wix) ¢ proximinal em E para tedo x € X.
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Entac, W ¢ proximinal em C _(X:E).

of
DEMONSTRAGAO: Tomemos f € C (X;E) com f W e seja & =dist(f;W) >0.
Consideremos X = X U {w} o compactificado de Alexandroff de X.

Para cada = € X, seja ¢(x) 0 seguinte conjunto

wix) = Wix) N {s € E; If{x} - sl < &}.
Por outro lado, para cada x € X, definimos:
e, 0 = ex) se x € X
e
@w(x) = {0} se ¥ = w,
Afirmancs que e & um portador de XUJ nos subconjuntos
fechados ¢ nao vazios de E. De fato. Seja x € XLU . Se X = W
entao @w(x) = {0} e assim, ww(x) e fechado e diferente do vazio.

Se x £ X, existe w € W tal qus

flw(x) = f£{x)II < dist(£(x);W(x)) < §

e portante v(x) # @ e como W({x) & fechado, temos que v (x) é
também fechado.

Mostraremos gue ww é semicontinuo inferiormente. Seja G CE
aberto tal que @w(xo) N G # @. Se X € X, escolhanos %DEW(%DVWG.

Existe w = W tal que s_ = w(xo) e Hf(xo) - w(xo)ﬂ < 6.
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Assim, x_ € (£ - w) '(B{0;6)) onde B(0;8) = {s € E; Ish < &J.
Por continuidade, exite uma vizinhanga U de X, tal que wi(x) € G
e X € (f - w)ul(B(O;ﬁ)) para tocdo x € U, porgue B{0;8) e aber-
ta. Entao, wi{x) € ¢(x) N G = ww(x) NG para todo x €U e

portanto e, rastritc a X & semicontinuo inferiormente.

Se X, = entao ',Ow(xo) NG ={0} "G #@ , portanto 0 €G.

Como f e nula no infinito, o conjunto

K6 = {x € X; W£x)I > &}
& compacto. Se x § K6 , temos gue 0 € B(ILf(xX);§8) e como 0 €W({x)
vem que 0 &€ ¢(x) = wm{x) e conseguentemente, ww(x)ﬂ G =N G # ¢

para todc X €& KS .

Portanto, 2 é semicontinuo inferiormente.

Usando o Teorema 5.21, existe g € C(X ;E) tal que g, (¥ € ¢ ()

para todo x & X além disso, g, w) = 0.

Seja g € CO(X;E} a restrigao de g, @ % entao gl{x) € ¢v(x)
para tode x € X.
Assim, 9g(x) € W(x). Devido ao Teorema 3.5, g € W. Como W &

fechado, g € W. Por ocutro lado,

HE(x) - £(x)l < § = dist(f;Ww) para todo x € X.
Assim,

If - gh < dist(E;W) e portanto W & proximinal em CO(X;E).
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5.27. TEOREMA: Suponhamos X e E como ne Teorema 5.26. Consdide-
remos B C C*(X;F) uma subalgebra separadora e wC CO(X;E) um
subespace vetorial fechado que ¢ um A-modulfo e tal que para fodo
x € X, Wix) ftem a propriedade dos centros nefativos de Chebyshev

em B,

Entao, centw(B) # 0 para todo subconjunto Limitado, coleii-

vamente aulo o inginifte ¢ equiconiinue B C C,(X;E).

DEMONSTRACAQ: Designemos por B C CO(X;E) um subconjunto limita-
do,lequicontinuo em todo ponto x € X e coletivamente nulo no in
finito.

Seja & = rad (B). Se & =0 entdio B = {(f} com fEW
e nac ha nada para provarmos.

Suponhamos & > 0.

Designemos por X = © compactificado de Alexandroff de X.

Para cada x € X, seja ¢(x}) o seguinte conjunto

¢lx) = W({x) n {s € E; sup If{x) - sl < &1}.
feER

Por ocutro lado, para cada x € Xw , definimocs

i

ww(x) v () se x € X

¢ (x) = {0} se X = W
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Afirmamos gue Y & um portador de Xm nos subconjuntos
fechados e nac vazios de E. De fato. Seja x € X - Se x = w
entao wm(x) = {0} #d e ww{x} & fechado em B. Se X # w,

i

tomemos B(x) {f{x); £ € B}, entao B(x) e limitado em E, e

existe w € W tal que

sup I£(x) - w(x)ll < rad (B(x))
feB W{x)

mas,

iB(x)}) = inf sup If(x) - w(x)lIl < inf sup If - wl =8
wEW fE€EB weW feEB

€ peortanto

p{x) = p(x) #¢

e também & fechado em E.

Mostraremos agora que wm(x) @ semicontinuo inferiormente; i.é.

{xEXw; t,Ow(x) NG # g}

é aberto, para todo subconjunto aberto G < E.

Seja Xy X tal que @w(xo) N G # ¢. Suponhamos primeira-

mente que X € X. Escolhamos So = w(xo) N G. Existe w € W tal

que s_ = w{xu) e E;g Hf(xo) - w(xD)H < 8. Assim,
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x. € (£ - w) M8 (0:8))

para toda f € B onde

B(0:8) = {s € E; sl < &}.
Por causa da continuidade de w e da equicontinuidade de
{f - w; £ € B}, existe uma vizinhaga aberta U de x, tal que
w{x) €EG ¢ x € (f - W)—l(B(O:ﬁ)) para tocda f € B e x € U.
Entao

Wix) € ¢(x) N G = LPm(X) NG

para todo x € U.

Se XO = y, temos inicialmente que 0 € G poils

P (x)) NG =1{010NG # g,

Como B & coletivamente nulo no infinito, existe um subconjunto
compacto K tal que |[f(x)Il < § para tode x & Ry @ f € B.
Assim, 0 < B{(f({x);8) para todo x & Ké e toda £ € B. Mas como
0 € W(x), vem que 0 € ¢(x) para todo x & KG . Consequentemente,

g{x) N G ¥ g para todo x & K6 ;

Com isto, demonstramos que ¢ & semicontinuo inferiormente
em X .
W
Novamente, devido ao Teorema 5.21, existe 9, € C(Xw;E) tal



que gw(x) € ww(x) e qw(w) = 0.

Seja g € (_(X;E) a restrigao de g, a X. Entdo
Assim, g{x) € W(x) para todo x € X. Por causa

g € W. Como W & fechado, g € W.

Por outro lado,

sup I£(x) - g{x)lI < ¢
fen

para todo x ¢ X e assim,

sup I f - gll < § = rad, (B).
fen

Portanto,

€ ;
q centW(B]

a3

g{x) € ¢(x).

do Tecrema 3.5,
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