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INTRODUCEO

A pzsca € uma das atividades mais antigas do ser humanc na

sua congstante luta pela sohrevivencia, pois o peixe & muito rico

em proteinas e existe em abundincia nos rios e oceanos.

A pesca, antigamente de subsisténcia , PAsSsSoUu a ser uma pes-
ca comercial atualmente, com sofisﬁicédos eguipamentos gue facili-
tou sobremaneira a iocalizagéo e captura de grandes cardunes, Isso
tem causado problemas, pols esse desenvolvimento tem elevado wmuilto
o "esforgo de pesca"‘fazendo com gue a captura do peixe acontega
numa fase subdtima do seu desenvolvimento, prejudicando com  iss0
© rendimento da pescaria. Um outro problema, certamente ials sério,
& o problema dos pericdos de_peéca que sdo constantemente desres-
peitados, prejudicando a procriacaoc dos peixes. Esses fatores,
aliados a4 poluicao desenfreada tem comprometido seriamente os es-

togques de peixes no mundo.  Tanto a pesca quanto a poluigido  fau

o«

parte @o contexto politico ¢ econbmico de cada pais, havenado



necessidade de uma regulamentacdo mais rigorosa poi parte de cada
pais, com © intuito de minimizar os efeitos dessas dues égées con-
tra a natureza. Issa regulamentagﬁq estd diretamente relacionada
com a diminuicao do “"esforgo de pesca", gue compreende os seguin-

tes Itens:

a) Limitagao da quantidade total de captora anual;
- limitando o tamanho da frota pesdueira;

- limitando a duragac dos pericdos de pesca;

limitando ©s equipamentos de pesca;

limitando as areas de pesca .

b} Protecao dos peixes para gue os mesmos possam atingir o tamanho
ideal de captura;
- isolando as &recas de procriagaoide peixes;
- determinando © ‘tamanho minimo das malhas das redes ¢ dos an-

L
2015,

- Para que possamos predizer os efeitos dessa requlamentacao ,
modelos matematicos tem sido usados, ainda gue pese sobre eles vi-

rias: criticas, sendo a principal delas a sua supersimplificagao.

Nosso trabalho serz desenvolyido em seis partes, sondc  ud

‘1 -

na primeira parte construimes modelos matematicos relacionidos

com o crescimento do peixe, que sao as Equagees de veon Beafelas idiv



para 0 crescimento animal; na segunda parte apresentamos os re-
sultados de um ensaio de Psicultura intensiva com machos albinos
de Tildpia do Nilo (Sarothercdon Niloticus), feito em viveiro na-
tural por pequilsadores do Departamento Nacional de Obras Contra a
Seca (DNOCS), na cidade de Pentecoste -CE. Da terceira a gquinta
parte faremog um estudo de uma pesca comercial, otimizando a -fun-
¢do "Producgdao de Pescado”™ (Modelo de Beverton -Holt), maximizan-
db 0s lucros; usando os dados obtidos na segunda parte. A sexta
parte consta de Apéndices sobre Regressao Linear, Bguaczo de Bu-
ler, Integracao Gaussiana e Valor Presente do Capital, conceitos
matematicos importantes para o desenvolvimento do trabalho propos-

to.
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(1)~ CONCEITOS BASICOS PARA A OTIMIZACAO DE UM MODELO DE PESCA CO-

- MERCIAL.

Nesta primeira parte faremos um estudo da teoria necessdria
a& otimizagdo de uma pesca comercial. Comegamos transformandc em no
delos matematicos alguns principlos biloldgicos afim de determinax
mos as equagﬁes de c¢rescimento animal de von Bertalanffy, bem como
a varisgao do nimero de peixes, em cativeiro, devido a mortalidads
natural, a mortalidade por pesca e devido as duas juntas, nao con-
siderando a reprodugﬁb. Foli montado também um wodelo matemdtico pa
ra o esfor¢go de pesca, ja que © Mesmo & um importante Item da pesce
come}cial_ Alguns conceitos econdmicos tambén foram introduzidos,
como a Fungdo Pradugao, Funcgao Lucro e Valor Presente do Lucro, cul
minaﬁdo com a otiwmizacao do Modelo de Beverton-Holt para uma Gnica

coorte (peixes de mesma idade), e para_vérias coortes.
(1.1) FUNCAO ALOMETRICA

Em hiologia a palavra alometria significa "o crescimento di
ferenciado em intensidade entre as varias partes do organismo ani-
mal". A fungdo simples, chamada fungao alométrica, que relacicond

esse crescimento relativo entre duas partes x € vy, gqualsguer, do

organismo, num determinade instante t, & representada por:



(53]

y () = Blx(t)]® | | C(1.3.1)

4
o, e M.

Conforme & conhecido (von Bertalanffy, 1973) muitos fenbme-

nos do metabolismo animal seguem essa egquagao simples.

A variagaoc instantanea de y em relagac ao tempe t & dada

por

dy _ dy | dx
at dx at

De (l‘l.i), vem

Ay _ o oefpy, 0l dx

dy o o ] " - - g_z:_

o= o e ® et

_@X = . N - ""l ._C}_}E

at g oo Yo ()] | 3L

lody Lo L . - |
vy at %% ae (1.1.2)

isto é: a proporgao do aumento da variavel y (variagao relativa)
para a variavel x & congtante, sendo o a constante de proporcio-

nalidade, chawada "taxa de crescimento relativo®™ dey emzxﬂag&uglxb



O principio da alometria ndo entrou para a biologia por cs-
se caminho, mas sim, quando em 1840, bidlogcs perceberam qua a ta-
ra metabolica em animais de diferentes pesos do corpo nao crosce

em proporgao ac pesc G0 COrpo mas antes em proporcio a superficie

do corpo.

Esta & a orfgem da "lei da superficie do metabolismo", que
& um caso especial da funcao alométrica, sendo vy ; represaentando
o metabolismo bAsico do animal em repouso, % O peso do animal.e o
expoente o variando entre 2/3 e'l; isto &, 2/3 < o < 1, conforme a

classe a que pertence o animal, sendo empilricamente determinado

o = 2/3 para o peixe, que & de nosso particular interecsse.
(1.2) TEORIA DO CRESCIMENTC ANIMAL: MODELCS DE VON BERTALANFFY.

(L.2.1) Equagao de von Bertalanffy, para o crescimento,em veso,

do peixe.

Seja w = w(t) 0 peso de um animal no instante *t.

Como © organismo animal & um sistema aberto (sistema em tro-
ca de matéria com o meic ambiente), a variagao instantanea de sua
taxa de crescimento (TC) pode,em geral,ser expressa paela eguagio

de cequilibrio da forma:

PC = =~ = SINTESE - PERDAS + SRR PO



isto &, o crescimento em peso de um animal & dado pela diferenga en
tre os processos de sintese e de perdas da matéria ingerida por es
s¢ animal mais um nGmero qualquer de fatores indeterminados que po

dem influixr no processo.

Se limitarmos nossas consideragbes ao esquema mais simples
de sistema aberto, podemos fazer Op = 0y = un = 0 {von Bertalan-—

£fy, 1973).

Teremos entio

dw _ SINTESE — PERDAS.

.

Os termos SINTESE ¢ PERDAS poderao ser admitidos como fun-

¢coes indefinidas das varidveis peso e tempo, entao

T dw
at

= fl{w,t) +E, (w, ).

Ora, fl e f2 nao podem depender do tempo t, pois, se assin
o fosse, nao poderia haver diferentes taxas de crescimento em de-
terminados intervalos de tempo, como geralmente acontece. Poritanto

e £ deven ser fungdes somente do peso do corpo, temos entio:
1 2 ¢ I

L fl(w) + f2 (W),



De acordo com © principio da alometria para o metabolismo, po
demos supor que as fungoes fl e f2 sejam poténcias do peso  do
corpo, isto @

' n Ta
—= = Hw + Pw

sendc H a constante do anabolismo, representando a taxa de sin-
tese de massa por unidade de superficie do animal e P a constan
te do catabolismo, representando a taxa de destruicao de massa Por
unidade de massa. Essas duas constantes H e P,.assim como m
e n Sao determinadas empiricamente. Para o peixe, que & de inte-

resse particular para o nosso trabalho, verificou-se que n = 2/3,

Fxperiéncias fisioldgicas demonstraram gue o catabolismo, cs
pecialmente o das protelnas, & aproximadamente proporcional a ras-

sa do corpo do peixe. Fazemos ertac m=1l.

Apds essas consideracoes e simplificagoes temos o modelo na-

tematico de von Bertalanffy do crescimento, em peso, do peixe

(1w 2/3 -
s = Hw Pw 1.2.10)
5T + {

gue & uma equagao difercncial orxdinaria de Bernoulli, sujeita as

condigoes



Condi¢ao inicial: w(t)| = 03 peso do peixe ao nascexr
=t
Condicao assintbtica: w(ﬁ)| = wo ; peso assintdtico ou peso
t--+oo
limite atingido pelo peixe.
Solugao da Equacao (1.2.1)
dw _ 2/3 S
a5 Hw Pw
“dw o, 2/3
e Pw Bw
s s ~ 2/3
dividindo todos os termos da equagae por W vem
-2/3 8w i/3 .
W 3L Pw H (a)

 Efetvando a substituicao

Y = Wﬁ2/3‘¥1 = wl/3

P T —_ .
at ¥ ax
Awr
Iselando =— , ven

at:



dw _ 2/3 Cdy
at 3w T

Substituindo essa expressao em {a), temos

dt
%+%Py=.%ﬂ (b)
Fazendo Yy = UV
Wown oy 2
Substituindo em (b){ vem
u%Erxr%%+§P11v:%1{
u(%% + % PV} + v g% = % ii {c) .

Igualemos a zero a expressaoc entre parénteses

av
at

Temos una equagae diferencial de varidvels separadas.



& = _ 2 pat
Integrando, vem
c~1/3 ph

Pt =>v =

anv:;é%

Para determinar 1, substitui-se {(d) em {c)

ewl/SPt du 1

a - 3H
du _ 1 1/3 Pt
JE T 3 He
du = .]:,J:, Hel/3 Pt at.
Integrando, wvem
0 - % el/BIH; +C (e)

@

1l



Como y = u-v, entao

" H l/JPt+

[ﬁ e 8"1/3 PL

il

cl-

v = % +Ce~«l/3 Pt

1/3

Come Y = w7, temos

JI/3 B /3Pt

{£)

o

CONDICDOES INICIALS

Para t =t =w = 0, ou seja,

b e {q)

Para t v ® =W =w_ , ou seja,

12
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Substituindo (g) em (f), vem

1 oy
N/BPtO

1/3 "B H ~1/3 Pt
v =3~ 5 e e
' . --1/3 Plt-t )
w1/3 = I—{(l - e ©
P
. ~P/3(t-t )
o, 3
W o= (%} [l -e © ]3
COm wm'z'(%)3 , entao
- K(t-t ) -
wit) =w_[l-e 937 (1.2.2)

com X = P/3.

K : fator de condicac ou ceeficiente de crescimento.

A equacdo (1.2.2) & chamada de "Eguagio dec von Bertalanffy pa

ra o crescinmento, em peso, do peixc.

(1.2.2) ESTUDO DA CURVA w = wii).

Temos qgue

Rttt ) 4
wlt) = v (L~-e 0
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Derivando em relagac a t, vem:

_ ~K(t-t_) . —K{t-t )
w'(t) = 3Kw_(1-e °)% e ©
e
~K{t-t ) ~K{t-t ) -K{t-t )
w"(t) = 3K2wm- e © .(1-e ) . (3e © L1
De w'({t) =0, temos t = to g Lt » e
t =t
8]
De w"{t) = 0, temos q £t + &
€=t  + n3/p . (1.2.3)

a) w'(t) > 0, portanto o pesoc & sempre crescente, tendo um valor

limite w_ quando t - e,

b) t* = £+ £ﬁ<3 & ponto de inflex3o, sendo
in 3
“K(t + == - )
X . : —-in 3,3
wit¥) =w_[1~-e ©° % e R S R R
Portanto,

wi{t®) = 0,296 w_ .
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O instante t* = t_ +‘£ER3 € o instante de maior variacio de
peso do peixe, pois
’ dW * . - )
¢ (t*)  atinge seu valor méximo.

wit)

Fig,l.2 - Curva de crescimento, cm peso, do peixe

(1.2.3) Equacdc de von Bertalanffy para o crescimento, em compri -

mento, do peixe.

De {(1.2.1), temos que

caw _ o 2/3
'dT Hw - Pw .

Pelo Principio da Alometria, de gue o crescimento do organis

mo & proporcional & superficie do corpo, podemos escrever a equagac
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(1.2.1), na forma

o
at - HS | Pw (1.2.4)

sendo S a superficie fisiclogica do organismo.

Finalmente, & necessario expressar S e w em termos da di
mensaoc comprimento linear £ do organismo. Se assumirmos que ¢ or-
ganisme cresce isometricamente e tem uma constante especifica gra-
vitacional, entao podemos escrever

- 2
S = pt

w = q£3 s P e g constantes.

Portanto

dw _ dlgt’) . 5,2 . 4L
at at q dc

gue substituide em (1.2.4), produz

de _ 2 _ 3
3947 g = Hp? Pgs
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ou se’ja

fazendo %% =E e -% = K, temos a equagao

X . pox.y (1.2.5)

K: coeficiente de crescimento

CONDICOES INICIAILS:

ﬂ(to) = 0: comprimento ao nascer

L{t » =) = L_: comprimento assintdtico

Solucao da equagao (1.2.5)

dL = (E ~-KRR)dt

E -K&(t)

[ as(e) J at
E - K2 (t)



—'%(- IN(E -K2(t))= t +c

I {E-RL(t))= ~K({t + c)

_E _ _ -Kt
,Q/(t) - FIE Ce

CONDICOES INICIAIS:
4(t ) = 0 , entao, C = B e ©
o ’ ! K
- - . E
L{t - ) = L_ , entao, L = 7

Substituindo (2} em (1), vem:
Rt
C=1L +e ©°

Substituinéo (25 e {3) em (1.2.6); vem:

-K(t-t )
O

2(t) = L_[1 - e ]

que € a equacgao de von Bertalanffy para o crescimente, em

mento, do peixe.

18

(1.2.6)

(1}

(2)

(3)

(L.2.7)

compri-
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f,(t)A

2
-
t

Fig.1l.3 - Curva de crescimento, em comprim‘ento do peixe

(1.3) Transformagac de Ford-Walford para o Calculo -dos Parametros

L e K.

o0

-K(t-t )
Seja a equagdo &(t) =L _(l-e °.

Para intervaleos de tempog de comprimento At, pcodemos escre-

ver
-K (t+At~t )
g(t+at) = L [L-e °3
—K(t+ﬁt~to} MK(tmto)
L(t+at) - L(t) = L [T - ] -~ L, [1-e ]
~K(t-t } - :
L{ttat) - o e K&t) (1)

oo

) =L e (1 -
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Como £ (t) L 1 ~-e 1 ,

entao

que substituide em (1), vem

§(EHAE) = 2(E) = (I - £(£)-(1-e KBE)

ou seja

L(trat) = L (1-e A% 4 o KAL (e,

20

Fazendo At = 1, temos a relacaoc entre &(i+1l) e £(t), chamada de

transformagéo de Ford-Walford, isto &,

2(t+1) = L_(l-e™) + e W2 (t)

(1.3.1)

A transformagao de Fofd~Walford & uma relacdo linear entre

g(t+1l) e it} e sua intersecgao com a reté bissetriz do primeiro

quadrante, 2(t+1l) = 2(t), d3 como abscissa L_ .
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A
L+
o 2{t+1l} = 2(t)

&{t+1)

I
!
!
|
|
!
|
f
I

. Lo | 2(£)
Fig.l.4 - Deterpminagac grdfica de L_.

(1.4) Estimagado de L_e X pela Andlise de Regressdo Linear

Esse método faz uso da transformagdo de Ford-Walford.

be {(1.3.1), fazendo a = Lw(l-e_K)' e b= e_K, temos

L(t+l) = a +b-&(t) (1.4.1)
Com os valores de &(t) e 2(t+l) determinam-se a e b
através de Regressao Linear (Apéndice 1). De posse desses valores

determinam-se L e K usando os argumentos (1) e {2) abaixo.

(1) Quando t =+ @, entao & (t+l) = L(t} = L_. Portantc de (1.4.1),



22

vem
LOO =a+ kb - LOo
L (L -Db) =a
portanto
. a .
L, = i =% {(1.4.2)
(2) Como b = e_K , entao
in b = =K
ou K=~ 2nb {(1.4.3)

(1.5) Relagéo entre Peso e Comprimento.

Do principio da alometria, sabemos que o pesc & proporcional

a uma poténcia ¢ do comprimento, isto &
wit) =6 - [aenn® | (1.5.1)

onde
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w{t) : peso do animal no instante t;
2(t) : comprimento do animal no instante t;

+
6,6 € R .

Essa relagao nem sempre & linear, contudo pode ser vista co-

mo linear se fizermos a sequinte transformagdo logaritmica:

en wi{t) = 4n 6 + ¢n (%) (1.5.2)
Fazendo

v = n w(t)

x = n 2{t}

m= ¢, temos de (1.5.2)

¥y =n + nmx {(1.5.3)

Com o uso de Regressiao Linear, calculamos m e n e conse-

gquentemente 0 e ¢.

(1.6) BEsforgo e colheita por unidade de esforgo.

O esforco e a colheita por unidade de esforgo sao grandezas
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de suma importancia para o estudo da pesca. A primeira estd rela-
cionada com a mortalidade de peixes através da pesca e a . segunda

com a densidade do estogue explorado.

A colheita por unidade de esforgo pode ser obtida de uma par
te da pescaria e € usada para estimar o estogue de peixes e o es~

forgo total.

Quando estamos operando com um Unico equipamento sobre uma
densidade uniforme de peixes é_bem simples medir o esforgo. .Por
exemplo, uma simples forma de operagao € a pesca num lago com Uni-
co barco por dia de modo que o© e;forgo é dado pelo nimero de dias
no iago e a colheita por unidade de esforco & a colheita de um dia

no lago.

Quando se trata de uma frota pesqueira devemos ter uma padro
‘nizagdo em relagdo ao tempo efetivo de pesca, distribuigdo da fro-
ta, forca de pesca, para o calculo do esforgo de pesca. 0 tempo
efetivo de pesca & obtido subtraindo do periodo em que a frota es-
teve pescando, o periodo nac diretamente ocupado com a colheita ou

localizagao do peixe.

A forca de pesca estd relacionada com a tonelagem e poténcia
de cada barco. A forca de pesca de um determinado equipamento é da
do através de duas grandezas a e Aq , sendo a a medida da area

ou volume de Agua sobre a gual os peixes estdo sujeitos a serem

capturados pelo equipamento e Agq a proporgao de peixes dentro
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dessa area, ou volume de dgua, em que os peixes sado de fato captu-

rados, em uma inica operacgao.

Supondoc N = N(t) o nimero de peixes no instante t, unifor-
memente distribuidos num lago de &rea ou volume de Agua A, entdo
a fracao do estoque total de peixes dentro dessa drea de influén —
cia do equipamento sera a/A,.e a colheita de uma operagao (AC), se

-

ra:

AC = Aq » 2. W ©(1.6.1)

Pip

Por outro lado, a variagao do nimero de peixes .nheste lago,

considerando somente a pesca,’ serd dado por

SN . L PN (1.6.2)

I: coeficiente de mortalidade devido & pesca, considerado constan

te em nosso estudo, mas podendo ser fungao de t em alguns casos.

Colocando a expressac (1.6.2) em termos de pegquenos interva-

los, temos:
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sendo AN a colheita deuma operag¢ao, entdo

AC AN = F.N-At

Pe (1.6.1), vem
. a =1 - -
ﬂq » E + N F-N-AtL

ou seja,

(1.6.3)

F oo 29 (1.6.4)

w
t+

(1.7) Equagao de variagao do crescimento de uma populagao de pei=~

xes, . .

Seja N = N(t) o nGmerc de peixes num velume de agua A, Se
naoc houver reprodugao, © nimero de peixes desse grupo diminui. Su-

poremos que essa variagac obedeca & seguinte lei,



27

aN _ ..
I = - MeN () | | .71

M : taxa de mortalidade natural.
cor-mllc_:ﬁ.o INICIAL
(o)

N(0)= N_ (nimero inicial de peixes)

O niimero de peixes N(t), no instante t, & dado pela solu-

gao da equagaoc (1.7.1), isto &

N{t) = No - e (1.7.2)

Das equacoes (1.2.2) e (1.7.2), concluimos que, enguanto o

peso de cada peixe aumenta, o nimerc de peixes diminui.

Considerando o efeito da pesca no modelo descrito acima, a
partir de um determinado instante tp, o declinio do nimero de pei-
. Xes serd maior, supondo que para isso haja um esforco de pesca cons

tante que produz uma taxa de mortalidade F, sendo

A variagio do nilmero de peixes agora sera:

an
av o . (M+F) N |, {1.7.3)



CONDICAO INICIAL

~-M-t
N(tgp) = N e A

Integrando (1.7.3) cbtém-se o nimero de peixes no

>
t tF

-t - (M+E) - (b=t )
N(t) =N .e . e F

N (&) e _ - -

\gecllnlo a4 taxa (M+F)

ﬁ f ;
_ l _ L.
= >

Pig.1.5 - Curva dé Variacgac de N{t) as taxas M e (M+F}.
Expressdes (1.7.2) e (1.7.4).

28

instante

(1.7.4)
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(1.8) Fungao biomassa natural.
Sejam N = N(t) o nilmero de peixes no instante t e w=w(t)
o peso de cada peixe neste instante. A funcao biomassa natural &

dada por

B(t) = N(t) - w(t) (.81

B(t)

e

s
o
H’\f .

Fig.l.6 - Curva de biomagsa natural
Ponto de maximo da biomassa natural
BY(t) = N'(t) w(t) + N(t)-w'(f)

De (1,7.1), temos N'{t) = -M . N(t}, portanto
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B'(t) = -M-N{t}) w(t) + N(t} w'(t)
' — W) gy
B'{t) = N(t)'w(t)'—m M)
Para mdximo devemos ter B'(t,) = 0, ou seja
Cwti{ty)
= M | (1.8.2)
wit,)

w' (t)

— ) + - - 4 - - -
A solugao t, € IR e unica pois w(gy ¢ uma funcao de-

crescente em relagao ao tempo.

(1.8%) FUNCAC PRODUGRO,

Essa fungio pode ser determinada de duas maneiras:

a) Considerando que todos os peixXes possam ser capturados ins-
tantaneamente, isto &, o esforgo aplicado & infinito, entao a

funglo producao coincide com a fungao biomassa, isto &,

Y(t} = B{L) ' {(1.9.1;

b} Considerando que uma taxa de mortalidade por pesca F seja

aplicada a partir de um instante tF’ devido a um esforco finito de
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pesca. Neste caso a colheita total dos peixes s& serid garantida

num intervalc de tempo [tF,oo} , sendo a fun¢do biomassa a soma con-

tinua das "biomassas infinitésimas", em cada instante, isto &,
© . .d[N.l. ‘T‘N.? 1(t)
Y (t) =J wit) | - Jat
tF dt

N, e N, mostrados na Fig. 1.5. De (1.7.1) e (1.7.3) temos que:

a {N_l. - N2] ()

" =--MN1(.t} + (M +F:)N2 () =-M(N1—N2) (t) + F-N, (t)

- Como sd nos interessa a mortalidade devido a pesca e, consi

derando N2(t) = N(t), temos o modelo de Beverton-Holt para uma 1

v
nica coorte.

Y(t) = J w(t) +P-N(t)dt (1.9.2)
tp

{1,10}) Fungac Lucro

N3o considerande gastos com ragao e mao-de-obra, a fungao lu-

cro & dada por

L(t) = J [p-Y(t) ~C-Fldt = J [p-w(t) F:N(t)-C-F]dt
t

tp F
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Portanto L{t) = J [p-w(t)-N(t) -C}jFAdt (1.10.1)
t .
B

C : custo por unidade de esforcgo.

p : preco por unidade de biomassa.

{(1.11) Valor Presente do Lucro

0 valor presente do lucro & uma funcgao importantissima neste
trabalho, visto que o nosso principal objetivo & maximizad-la. De
acordo com as expessoes (Ap. 5.5) e (1.10.1) o valor presente do lu-

cro & dade por

PV = J e % pwid) .N(t) -] .Fat (1.11.1)
t
E\

(1.12} Otimizacgdo dindmica do modelo de Beverton-Holt para uma
inica coorte.

. Iniciamos o estudo para pelxes de uma Unica coorte (peixes
de mesma idade) sendo colhidos Independentemente das outras
coortes. Seja F(t) coeficiénte de mortalidade, variando no tem-
po, sujeito as restfigaes 0 < ¥{t) <F F pode ser finito

max’ max

ou infinito. Se F(t) for infinito termos o controle por impulso.

Nosso problema, agora, € maximizar (1.11.1), determinando ©
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controle Otimo F*(t), isto &, determinar o valor

max I g0t pN{t}.w(t) -CJF(t)dt
0

sujeito a N'({t) =-(M+F (£)).N(t) -

N(0) = NO

De N'(t) =-(M+TF(t)-N(t}), temos

= N™(t)
F(t) = -M-~ N(E) ¢ (1.22,1}
Chamandd de
=8t
¢{t,N,N*) = e [pN({£)-wi(t) ~-C] -F(t)
entae de {1.12.1), vem
B - N(
- ¢ {t,N,N'} = e 6t{pN(t)-w(’c) -] -~ M —-wﬁ{{—;}
. C -8t
o (L,N,N"} = [ ~pMN (L) -w{t) + MC + (ﬁ - pw(tHN'(B)le (1.12.2)

A condig¢ac de maximo & dada pela egquagao de Eulexr {vide Ap.3.1),
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ou seja,

¢ _ d 9¢ .
N~ at BnT) - (a)

De (1.12.2), temos .

.-.a - . C “Gt . .
'c)N;‘}' = (W - pu{t))-.e (L)
entdo
4,8, __ ., C -5t vy L6t
agﬁﬁﬂ-—-MﬁET-ImUMe gzw) N'(t)+pw't) e
e
%% = [-pMw (L) - < . N'(t)]-e_ﬁt (c)
N () :
Substituindo (b) e {c) em (a) e isolando N{t)}, vem
. -1
N* (L) = R C3 (1.12.3)

wit)« [MtS—w' {t) /w(t)]

Como B*(t) = N*(t)-w(t), entac
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w1
B* (t) = p_-C-$ (1.12.4)
M+ 6 =w'(t)/wit)
e
: . . . . !
F*¥(£) = - M- AN*(E) ) (1.12.5)
N* (%)

F*¥{t) : controle G6timo singular.

Quande "t < tF,.-temos de {(1.12.1)

+ M-N(It) _
N(t)

F(t) =~-M - M +M

]
o

isto &, a pesca 6tima nao captura peixes imaturos.

Observe gue B*(t) tem uma assintota vertical em t = t

§
w'(té) :

Comoc w'({t)/w(t) & uma funcdo decrescente em relagao ao tem-

. w'(t,)
~ - . - ) *
po, a eguacao (1.12.6) tem uma Unica solucao. Observe gue ;TE;T- M,
sendo t, ponto de mdximo Jda funcgdo biomassa natural, de modo
que, -
Y - e



36

- . . . 1} L *
A nesca otima que havia iniciado em t= t, cessa quando t=t

pois para todo t>» t , pB(t) << C, de modo que uma receita posit;
- * -
va naco pode ser obtida a partir da pesca.

’

Com as consideracgles acima podemos contruir o graficoe do ni-

vel de biomassa Otima, que & representada pela curva mais forte.

Yo ta s

B(t) l

!

-/
3 ey it
|
|
l
]

€ tg t} £y -t
Ff@.l;?f—Curva de biomassa Otima para uma lnica coorte

Pela observagdo do grafico concluimos que a pesca Htima pode

ser resumida no seguinte esquena

F(t) = & F*{) > 0  para ¢

b para Lt » t
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OBS: Se a razdo entre o custo por unidade de esforgo para o prego
por unidade de biomassa € pequena (isto &, se uma grande propor-—
¢do da coorte tem biomassa de valor comercial), entdo a pesca Oti-

ma pode vir logo apds a coorte atingir a idade t dada pela equa

6'
cao (1.12.6), isto &

w'(ts)

w(ta)

=M + §

(1.13) ¢aAS0S EM QUE P(t) DEVE SER INFINITO.

Do item anterior podemos concluir gque um esforgo de pesca

infinito deve ser aplicado em dois casos especiais:

a) Quando § = 0, em gue a biomassa deve ser colhida, no seu
ponto méximo em t = t,, Fig. (1.8).

b) Quando C =0 e § > 0, em que a bilomassa deve ser colhi
da no ponto em que t = t, (fig. l.g). Este casc & muito importan-

§

te para o estudo de varias coortes.
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.B (t,)r\ . B/(\t)

£
= - — e e
g v
t6 t, t
Fig.l.8 - Curva de biomassa otima Fig.1l.? - Curva de biomassa &tima
para o caso § = 0 para o0 caso C=0e 850
Nos dois casos vistos acima pode acontecer de ndo conseguir
mos um esforgo infinito, isto &, F(t) < Fmax < «, Neste caso a po
litica Otima seria aplicarmos um esforgo F{t) = Flax Sobre algum

intervalo fechado tl < Tt < t2 contendo t no caso a) e conten-
- - *

do t6 no caso b)), com F(t) = 0 fora desse intervalo,

Estudaremos o casoc em que ¢ = 0. Neste casc. o valor presen-

te do lucro & dado por:

t t2 :

[pN(t) <w(t) -CIF dt = J ¢(t,t. )dt {1.13.1}
m ” 1

ax
1 1

_ -Mt - (M+F ) (E=t_)
sendo N(t) = Noe 1. e nax 1 {1.13.2)



39

~Mt - (M+F ) (t-t.)
_ 1 max 1
e d:(t,tl) = {pNoe ‘e wit) -C} Fmax {1.13.3)
maximizando J(tl,tz), vem
2d dlty,ty) = 0 (1.13.4)
ot
2
t2 :
B J L (t,t,0dt - ¢t k) =0 {1.13.5)
ot °t1 1 1
1 ty
De {1.13.3} e (1.13.4), temos que
T« =-(M+F &
_ max 1 T max”t o1 _
¢(tl,tl) = pNOFmaXe le .w{tl)
-~ ({M+F )t2
-e max i (t,)] (1.13.6)

De (1.13.5}, temos que

—-ME ~Mt - (M+F Y (b —t.)
1 max 2 1 —_
Noe .w(tl)—Noe . .w(tz)
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t

: 2 -Mt - (Mt+¥ ) (t-t.)
- 1 max 1
= NOFmax I e . e wit)dt
t
1
ou seja
B(tl) - B(tz) =F oox It B{t)dt - (1.13.7)
1

Por outro lado, sendo B(t) = N(t) -w{t), entao

~dB(t) _ _ ] dw (t)
ST = (M+FmaX)N(t) wi{t)+N (&) =
Temos entao
AB = B{t.) - B(t. ) = Jt2 gﬂt—). dt =—{M+F ) Jtz B{t)d: +
- 2 1 at max
t t
1 1
tz
+ I N(t} M dt
" at
1
Assim
"2 dw (t) ' ©2 '[tz
AB = J N(t) == dt ~F J B(t)dt -M | B(t)dt (1.13.8)
. dt max & }

1 "1 ty
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De (1.13.7) e (1.13.8), concluimos que

t t

2 2
f N(£) —‘?‘-‘g—‘i)— at = M J B(t)dt (1.13.9)
& t t

1 ' 1

Uma conclusdo muito interessante, pois afirma que durante a
exploragdo o crescimento e a mortalidade natural cancela um ao ou

tro, independente dos parametros econdmicos.

Esse resultado pode ser usadec para projetarmos um método nu-

mérico para determinar o intervalo [tl,tz].

Da equacgac (1.13.9) temos gque

t v

2 3
j [N(t)-dw(t)"MN(t)WVﬁﬂ}dtﬂ:{ Pp(t) =0 (1.13.10)
£, at ‘ t

De (1.13.2}, temos que

- (MAF t‘(dw{t)'

dt

ax)

Yt} = e

- Mw(t)), (1.13.11)
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vty A .

Fig.1.10 - Grafico da fungio y.(t)

A equagao (1.13.10) requer que t, e t, estejam em lados

opostos de t de modo que

+

t2
J P{t)dat = 0
tl )

De (1.13.4), t, e t2 devem satisfazer a equacgao

+7T
C-e(M Fmax)t2

(1.13.12)
1 F PN W(tz)

(1.14) Otimizacdo dindmica do modelo de Beverton-Holt para varios

coortes,

Trataremos, agora, da otimizagdo dinamica para uma populagaos
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de varias coortes, com reproducao periddica, sendo que todo més
NO, novos peixes atingem a idade k e sad incorporados a po
pulagao (recrutamento). Suporemos,. ainda, que o custo de pesca se

ja desprezivel, isto &, C = 0.

A unidade de tempo sera ecspecificada como o tempo entre dois

recrutamentos sucessivos, gue ocorrem em intervalos regulares.

Seja Nk(t) o nimero de peixes na k-&sima coorte, no ingtah—
te t. Vamos considerar que.os pelixes dessa coorte foram recruta-

dos no k—ésimo més,

A variacdo do nimero de peixes nessa coorte, nao consideran-

do a pesca, &

- :_MNkFt) r 2k (1.14.1)

Nk(%) = NQ
A biomassa a partir do recrutamento sera !

N (t)wlek) . &2k

B, (£) = < | . (1.14.2)

Introduzinde a pesca neste modelo,seija F(t) o coeficiente
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de mortalidade pela pesca. Se o equipamento possuir seletividade
"Knife~edge", isto &, os peixes abaixo da idade S ndo sao captu-
rados, mas todos os peixes com idade maior ou igual a S estdo igual

mente sujeitos 3 captura, teremos::

—MN {k < £ < k+8)

F
an, k |
= (1.14.3)

= (MFF (E) N, t > K4S

Inicialmente, assumindo que nac exista seletividade, isto &,
todo peixe estd, igualmente, sujeito a captura logo apds seja re-

crutado, o valor presente (para, C =0 e 6 * 0), sera dado por

. 1

PV = p f e 0t n(e) -F(e)at (1.14.4)
O .
onde
B{t) = I B (t) = I N (&) -wlt-k) (1.14.5)
J=moa )
Uma vez gue N _(t) =0 para k > t, entao o limite superior
do somatdrio serd Xk = [t] (maior inteiro menor que t). O limite

inferior -« & necessario para incluir a contribuicgaoc dos coortes

recrutados no passado.
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A série (1.14.5) & limitada, pois para qualguer t > k, nfo
considerando a pesca, temos

_ - M{t-k)
Bk(t) = Noe . W

o

U.—e"K(t"kJIB < Ce—M(t—k)

onde C = N_w_, pois [l-—e_K(t-k)]3

se aproxima de 1 quando t se
torna muito grande, de modo que

[t} '
B(t) < C- % o Mlt=k) €

- — C" ;
k== T1-e™

(limite da soma de uma Progressdo Geométrica decrescente, infinita),

C' e C" constantes. Assim,a biomassa total da populagdo estd limita

da por uma constante fixa C". Portanto a integral (1.14.4) e a sé&

rie (1.14.5) sdo convergentes(assumiﬁdb § > 0).

Temos entao o problema

maximizar pLJ e_St.B(t)-F(t}dt
0

an, (t)
sujeito a —J— =

e = ~MFED-N (E) .t 2>k

Nk(k) = No

F(t) > 6 (variavel de controle)
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0 Hamiltoniano desse problema &

i = @™ %% SN (E-K)F (000, (MHF (£)) - (1.14.7)

com fungdao de transferéncia

o(t) = e . ZNkw(t k)-—ZAka | {1.14.8)

sendo -{Ak} um sistema infinito de variaveis canalizadas, tais gque

ax .
k __ 8% _ _ ~6t “K) -
-l 3N, = —a w(t-k) F(t)+Ak (t) (M+F (£)) {1.14.9}

Derivando o (t} e igualando a zero {(para controle linear), te

mos

4o _ . =Sty . —t ,
9 - —se”tam wit-k) e Crw (t-k) N 4

S dhy
£ e EN W (k) - Bt N - B N (1.14.10)

Substituindo (1.14.9) em (1.14.10), e simplificando, vem
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) Nkw(t—-k) "__' E.Nk[w' {(t~k) =~ Mw(t~k)]

> Nk[ﬂw’ (t—»k).:-_b_fiw(t—_}gJ]

= §
ZNkw(tuk)
' (t-k)
LB, (£) (T - )
Bk W (t-k) - (1.14.11)
EBk(t)

Observando a expressao (1.14.11) concluimos gue a mesma nao
mudé em consequéncia da pesca, péis todas as coortes sao reduzidas
na mesma propor¢ao. Consequentemente a pesca continuard até gue to
. da .?opulagéo seja colhida (ou até o custo da pesca tornar a mes-
ma nao rentavel), Portanto, por simplicidade matematica, conside
remos uma sequéncia de controles-~impulsivos de tempos esvecificos
t = Tl'T2""’Tj «es CoOm a populagéo toda de peixes sendo colhi-
da em cada instante Tj’ J=1,2,...

Como © recrutamento nao é afetado pela pesca, entdc a biomas
sa cresce mais e mais com novas coortes sendo recrutadeos. Quando a

biomassa atinge determinado valor acontecera uma nova colheita, re

duzindo~a a nivel zero, ¢ ¢ processo é repetido.

Seja Vl(Tj - T, l} o biovalonr entre duas colheitas consecutivas,

_ 3=
isto &, Vl.{'I‘j - Tj“l) = p+B{T, - ‘I‘j_

3 }, sendo P ©O prego por

1
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unidade de biomassa B(T, - Tj—l)'

Como todos os parametros permanecem constantes, entao o intervalo

de tempo Tj - Tj-l entre duas colheitas devem ser iguais, isto é:

2 1 1 2 1
T3 - T2 = Tl = 'I'3 = 3Tl
TJ'-Tj-lzle = 'I‘:J = jTl
De modo geral, fazendo T, = T, teremos
Tyo= 3T . 3=1,2,... (1.14.12)

Portanto V, (T, =T, ;) =V (3T~ (3-1)T) = V,(T), onde V,(T)
denota o biovalor da populagdo T meses depois de uma colheita

completa.

Comoc C=0 e & >0, entac o valor presente do lucro para

todas colheitas futuras sera:
—GTl -6T2 —GTj _
= g - +. - . . +--'-
PV e Vl(Tl) + e Vl(T2 Tl) .. € vl(Tj Tj~l)

-8

PV = e T-Vl(’l‘) + e'z‘STvl(T) +ya et e_j‘sllvl(T) + ..
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=47 - =38 '
PV =(e P 8T L e e v, (T)
como e”9T < 1 entfic a expressdo entre pardnteses &  uma pro
gressao geométrica decrescente com infinitos termos e razao e o7T,
Portanto
=87 V. (T) o
V= S VM = e s
l-e e -1
- (1.14.13)
-1 '

Maximizando PV, com respeito a T, encontramos o tempo oti~-

mo entre duas colheitas sucessivas.

, 8T 5. 8T
apv Vl{T} {e 1) ~-8-e vlfT) - .
ar 8T 2 -
{e - 1)
AN . .
1 = J (1.14.14)

vy () 1 - e"GT
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0 ponto de maximo estd garantido, pois

B{t) >.0 para t € (0,+x)
Bt} =0 se t & (0,4w)

A foérmula (1.14.14) é denominada Formula de Faustmann (1.849),

e foi originalmente usada na exploracao florestal.
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(2) OTIMIZACAO DA FUNGAO VALOR PRESENTE DO LUCRO NA CRIACEO DE MA-
CHOS ALBINOS DA TILAPIA DO NILQ EM PSICULTURA (COORTE OUNICA),

NAO CONSIDERANDO DESPESAS COM RACAO E MAO-~-DE-OBRA.
{2.1) INTRODUGZO.

Nesta secac apresentaremos os resultados de um experimento
sobre a criagao de machos albinos da Tiljpia do Nilo, em Psicultu-
ra, no Centro de Pesquisas Ictioldgicas do DNOCS, em Pentecoste -

- CE.

0 experimento constou da criagaoc de 350 desses peixes num vi
veiro natural com area inundada de 350 mz. Mensalmente em uma amos
tra-de 15% desses peixes eram tomadas medidas do comprimento e pe-
so, com o fim especifico de determinar- as curvas de crescimento de

von Bertalanffy e curva de biomassa natural.
{(2.2) DESCRICAO DO EXPERIMENTO.

A Tilapia do Nilo € originaria da Costa do Marfim - Africa,
sendo .introduzida no Brasil em 1971, no Nordeste brasileiro, pelo’
DNOCS. Através de experiéncias cobteve-se a tildpia albina,de maior

valor econdmico.

A escolha dos machos albinos & justificada pela rapidez do
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seu crescimento tanto em comprimento quanto em peso (duas vezes

.

maior que o das fémeas).

As medidas de comprimento obtidas foram as de comprimento to

tal, istc &, distdncia anterior ao focinho & posterior da nadadei-

ra caudal,

Os peixes foram tratados com ragao balanceada para engorda de

galinaceos,

Os resultados obtidos do experimento, decorridos 244 dias de

estocagem, estac na Tabela I abaixo.

TABELRE I

.
4

pados obtidos da Tabela II do Boletim Técnico do DNOCS, Forta-—
leza~CE, 41(1}, 55-83, jan./jun. 1983, sobre © cultivo de machos
albinos da Tilipia do Nilo, SAROTHERCDON NILOTICUS, em viveiro de

350::12, no Centro de Pesguisas Ictiolfgicas do DNOCS, Pentecoste - (E.

ecrp. Peso _ Cons.
) nédio midio Biomagsa  Ragan
t Wy . ele wit) Bt} R(L)
(mes) {cn) ()] (q) {g}
25.08.61 0 350- 11,000 26,000 . 9.100 . -
25.09.81 1 3se 15,000 59,500  20.825  12.265
27.10.81 2 30 . 17,400 105,400  36.890  27.972
27.11.81 "3 50 20,500 200,000  70.000  49.788
29.12,81 4 350 22,700 239,500  81.825 56,700
28.01.82 5 350 25,300 264,300 127.505 65,390
26.02.82 6 350 27,400 421,700 © 147.595 95,625 ?
26.03.82 7. M5 28,000 476,000  164.696  106.272 '
27.04.82 8 346 29,300 488,200  168.900 128.463



53

(2.3) DETERMINACAO DAS EQUACOES DE CRESCIMENTCO DE von BERTALANFFY

{(2.3.1) Equagao de crescimento em comprimento.

A partir das medidas de comprimentoc da Tabela I, podemos cons—

truir a Tabela II para obtenc;:éo da transformacao de Ford-Walford

(mes)

2{t+1l) = a + b (t)

TABELA IT

et

{cm}

11,000
15,000
17,400
20,500
22,700
25,300
27,400

28,000

2 (t+1})

(cm)

15,000
17,400
20,500
22,700

25,300

27,400

28,000

29,300

(2.3.1)
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£{t+1)

30 4
25 B
20 | | ) x

I L 1

10

0 : b 2 SEEEE YY)
0 5 10 15 20 25 30 (o)

Fig.2.1 ~ Pntos de comprirmento pelo comprimento um mds
anterior, obtides na criagao de machos albinos
da Til&pia do Nilo, (Pontos de Ford-Walford).

L

Determinamos a e b em (2.3.1) através de Regressac Linear.

De (ap. 1.1), (Ap. 1:2) e (Ap. 2.1), obtemos:

a = 5,392
b = 0,852
r = 0,995

que substituidos em (2.3.1), vem
2(t+1l) = 5,392 4+ 0,852%(t)

De (1.2.7), {1.4.2) e (_1.4.3) temos re;sPéctivamente
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—K(t—to)
2(t) =L N1 -e ] (a)

L = — (comprimento limite assintotico)

K =-n b (coeficlente de crescimento)

a=>5,392 e b =10,852, entao

L = 24392 = 35 432 (cm) (b)
1-0,852 | -
K = - 2n{0,852) = 0,16 a {c)

Da equacao (1.2.7), temos:

t 4+ = « &n (2.3.2)

o0

Da +abela II, temos:

t =0 =2(0) = 11,000 (ad)

Subgtituindo (b}, (@) e (&) em (2.3.2), vem:
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1 36,432 -~ 11,000

t =0+
0,16 36,432

o ) = -2.25 (mes) (e)

Substituindo (b}, (¢) e (e} em (a), vem:

o~0/16(£42,25))

2(t) = 36,432 - [1 - (cm) - (2.3.2)

A fincdo 2(t) & a funcdo que representa o crescimento em com-

primenfo, do macho albino da Tilédpia do Nilo,

ECEE
(¢m)
- 404

36,42 s

30

20

F—-L_"""-I'-r-.__. "

O_L.i_-nlxlnj_allljlzlllx}ﬁ t (mes) .

0 10 20730 40 50 60 70 80 90 100

Flg.2.2 - Curva de crescimento, em comprimento, em
' ' "relacao ao tempo, obtida na criagio de
machos albinos da Tilépia do Nilo,



57

(2.3.2) Equagao de crescimento em peso.

onde

a

de

e

De (1.5.1), (1.5.2) e (1.5.3), temos respectivamente
Cwit) = ¢ 12 | . (2.3.3)

gnw (t) = n ¢+ 6 Ln(R(t))

(P
it

a + b«x ,
f = 4n w(t)
a = &n ¢
b =08
X.‘:

tn{f{t}),

b s30 determinados através de Regressao Linear usando dados

2{t) e w(t) da tabela IIT construida a partir da tabela I.



3]

-3

TABELA IIX

2{t)

{cm)

11,000

15,000
17,400
20,500
22,700
25,300
27,400
28,000

29,300

wit)

(g)

26,000

59,500
105,400
200,000
239,500
364,300
421,700

476,000

486,200

58
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W it] ‘
g}

500 A : o
450 ) - -

. [ ]
400 ¢ _
0 F | ' ‘
300 t
- 250 -
200 | o .
- 150 } .. "
100 | _ .

50 b .. 4
0

0 3 eV IS AT AT % .

Fig,2.3 ~ Pantos do peso em relacho ao compri~  &(t} {cnﬂ_
mento, cbtidos na criagao de machos

_ albinos da Tildpia do Nilo. (Tab.IIT) .

De acordo com as expressoes (Ap. 1.1), {Ap. 1.2) e (&p. 2.1),

temos:

a=-4,232

b = 3,113

r = 0,997
sendo a = &n ¢==>¢ = e => ¢ = e_4'232 = 0,015 (a}
e b =8 =>b = 3,113 - _ (b)

Substituinde {(a) e (b} em (2.3.3), vem:

wit) = 0,015 . [ £(t)] 143 | (c)
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em (¢}, vem:

Substituindo (2.3.2)

-0,16 (+2,25) 3,113

w{t) = 0,015.{36,432-[ 1-e

Portanto
- +2
0,16 (t '25)]3'113(g)

1088,900 [1-e

wi(t) =
(2.3.4)

-0,16(£+2,25)) 3,113 4

w(t} =1,089 [L-e

ou
A funcao acima & a fungao gue representa ©O crescimento em pe

so do macho albino da Tildpia do Nilo.

wit)
(Kg)
L2
1,089 — e
1,0 } ya
0,8 | //
!
!
0,6 }
0,4 }
!
0'2""
J!l .
4] [ DT SR SR S N ST S S .
20 30 40 50 60 70 80 90 Too

0 1o
Fig.2.4 - Curva de crescimento, em peso, em relagio
a0 tempo, obtida na criagao de machos al-

binos da Tildpia do Nilo.
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Observe que 0 = 3,113 estd bem proximo do valor calculado
analiticamente em (1;2.2), que era igual a 3. Observe, também, que
© peso limite do macho albino da Tilépia do Nilo w_ = 1,089 (Kg),

enguanto seu comprimento limite L, = 36,432 (cm).

Il

(2.4) DETERMINACAO DO PONTQO DE INFLEXAQ DA FUNGCAO w = w(t).
O ponto de inflexdo & dado pela expressao (1.2.3), substituin
do o 3 calculado analiticamente por 3,113 cbtido -empiricamente.

Entao

t% = -2,25 ¥4ﬁji€ n(3,113) = 4,847 (més)

-0,16{(t*+2,25). 3,113

I

w(t*) = 1,089l -e ]

ou seja,

wi{t*) = 0,326 (Xg).

Em t*= 4,847 (més) temos a maior variagdo do crescimento em
peso do macho albino da Tilapia do Nilo, serdo um importante para—

metro na otimizagﬁo de uma pesca comercial,

(2.5) FUNCAC BIOMASSA NATURAL.

A fungao biomassa natural é dada por (1.8.1), ou seja,
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B(t) = N{t) -w(t)

Como no experimento sé morreram 4 peixes, a taxa de mortali-

dade M & desprezivel (M = 0},

Temos, entao, de (1.7.2) que

il

N(t} Noe ST o= No = 350 pellxes

e sendo w{t) = 1,089 [l-e—o'lG(t+2’25)]3'113 (KRg) , entao

B(t) = 381,15 {1_9"0;16(t~§2,25)] 3,113

(xg)

B{t)

(Kg)

400
381,15 |
360 —

320 |-
280 [

240 |- Fe
200 L
160 |-
120 F
80 b
40 :f
K

0 PR U TR TR TR N U ST SR NN SU DU N NENPUNNY SR t[HﬁS)
6 10 20 30 40 50 60 70 8 90 ;mq

Fig.2.5.— Curva de biomassa natural em relagao ao
tempo, obtida na criagao & machos albi
nos da Tilapla do Nilo.
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Observando o grafico percebemos gque B(t) & sempre crescente,
atingindo seu limite em t4 + + «, Assim, para t, -+« == B(t,) =

+ B_ = 381,15 (Kg).

(2.6) TORNANDO O PROBLEMA MAIS REAL.

A taxa de mortalidade mais real ds condicgdOes brasileiras é
M = 0,02, istc &, numa criag¢ao de machos albinos da Tilapia do Ni-

lo 2% dos peixes morrerao em cada més. Entao, de (1.7.2), teremos:

-0,02¢t

N.(t) = 350-e (2.6.1)

N{t)

- 400 A

320
240
160

80

0 —t .*“TE:ZT"T“”?“~1~“VT’
0 30 60 90 120 150 180 210

- t (s}
Fig.2.6 - Curva de variagao do numero de peixes

em relagio ao tempo, obtida na criagaoc
de machos albinos da Tildpia-do Nilo.
-~ M =0,02).
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A nova fungdo biomassa natural passa a ser:

-0,02t . _ -0,16(t+2,25) 3,113

B(t) = 381,15-e 1~ ] {Kg) (2.6.2)

B(t)
(Kg)

200

200 | ,/'
150:- “f' \\

120

[ |
80 '_j' . ) \\
. '
|

40-;{
i

[ J00 DU WO TSN Y S UV WU AU NN ST SIS IO SRV e SR LY (7123 I
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fig.2.7 - Curva de biamassa natural em relacao ao
tempo, obtida na criagao de machos albi
nos da Tilapia do Nilo M = 0,02)

(2.7) DETERMINA(;KO DO PONTO DE MAXIMO DA FUNQEO BIOMASSA NATURAL
O ponto de maxime t, € dado por (1.8.2), ou seja,

w'(t,)

T =M | (2.7.1)

~0,16 (t+2,25), 3,113 ()

sendo w(t) = 1,089{1 ~e ]
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w' (t) = 0,498 %1,089 (1 -¢ 0r16(t+2,25),2,113

.o~0/16(t+2,25)

(b)
Substituindo (a) e (b) em (2.7.1) e simplificando, vem:
eo,lé?éiig;zsﬁ - v
ou seja{
t, = i8,089 (més), ponto maximo, e de (2.6.2), temos,
B(ty) = B(18f089) = 234,824 {(Xg),

gquantidade maxima de biomassa obtida na presente criagao de machos

albinos da Tildpia do Nilo, considerando M = 0,02.

(2.8) DETERMINAGAO DO INSTANTE OTIMO DE PESCA t6,r SENDO & UMA TA-

XA "INSTANTANEA DE DEPRECIACAO DO CAPITAL.

Supondo que a forca de pesca seja calculada considerando um
Gnico pescador, em um barco, trabalhando com uma tarrafa (aparelhc
de pesca) durante um periodo padrac em que seja possivel acionar o

aparelho 445 vezes (esse nimero serd justificado mais adiante), de
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modo gque uma unidade de esforgo seja igual aoc produto de um barco

pelo periocdo padrao.

Sendo C = Cr$ 100.000,00 o custo de uma unidade de esforgo

e p=Cr$ 4.000,00 o prego por unidade de biomassa (Kg) da Tila-
C 100.000

- C

pia do Nilo, entao o quociente b = 4000 " 25 & pequeno se
comparado com a biomassa maxima B(t,) = 234,824 (Kg), isto & ,
E = 0,11-B_. Portanto a pesca otima pode ter inicioc em tG dado

pela expressao (1.12.6), isto &,

seguindo o mesmo raciocinio utilizado em (2.7.1), temos

........ 0.’.49 8
0,16 (t . .+2,25)
e S

= 0,02 + &
-1

ou seja,

1 0,518 + &
— fn =L
$ 0,16 0,02 + &
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s
{més)
zp A
i-..-.'
15 T %
16
e
5 =
— . + >
% e .55 1 15 .2
' &

Fig.2.8 ~ Curva de.tempo Gtino de pesca em
relacdo a taxa de instantinea de
depreciagao de capital, obtida na
criagio de machos albinos da Tild
pia do Nilo (M =0,02)

Considerando um esforco de besca infinito;'com custo C=0 e
sendo & > 0, de modo que a expressac {(l1.12.6) continue valida, entao

o rendimento Otimo de biomassa serd dadg pela expressao:

Y(tﬁ) = B(ta)

ou seja

¥(tg) = 381,15 e [l -e ] (Kg)  (2.8.2)

Supondo que © preg¢o por quilo de biomassa seja p=Cr$ 4.000,00

entdo o presente valor do lucro sera dado por (Ap. 5.3), ou seja:
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PV = 4.000-e OF . Y(t ) (2.8.3)

Discretizando alguns valores de &, podemos construir a tabe

la abaixo.

TABELA IV
) ta Y(té) PV
(més) (Kg) {Cr$)
0 18,089 234,824 . 939,296,00
0,05 10,835 203,783 474,186,20
0,06 10,110 _ 195,833 427.073,71
0,10 7:,994 165,883 - 298.323,08
0,15 6,303 134,676 209,.289,04
0,20 5,143 110,105 157.453,29

(2.9) ANALISE DOS RESULTADOS,

Os resultados cobtidos na criagao de machos albinos da Tila-~
pia do Nilo, n@o considerando despesas com ragdo e mao-de-cbra po
dem ser censiderados bons nos seguintes aspectos: (a) a precocida-
de do peixe em atingir o momento de captura:; (bi o0 baixe Indice
de mortalidade e (¢} a boa aproximagao dos valores dos parametros

de von Bertalanffy calculados empiricamente para aqueles determinados
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analiticamente,

Observando, ainda, a tabela anterior percebemos que crescen-—

do §, t decresce, decrescendo 0 rendinmento de biomassa Y(ta) e

6

decrescendo consequentemente o presente valor do lucro PV,
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(3) OTIMIZAGAC DA FUNGCAO VALOR PRESENTE DO LUCRO NA CRIACAO DE MA-
CHOS ALBINOS DA TILAPIA DO NILO, EM PSICULTURA (COORTE ONICA),

CONSIDERANDO DESPESAS COM RACAO E MEO-DE-OBRA.
(3.1) INTRODUCAO,

Nesta seg@o estamos preocupados em otimizar a fungao valor
presente do lucro na criagao de machos albinos da Tiladpia do Nilo
considerando despesas com ragao, mao-de-obra e uma taxa instantinea
de depreciagao de capital & = 0,06 ao més. Para isso deveremos fa

zer uso de programas computaciocnais.
(3.2) FUNCAO LUCRO.

A funcao lucro & dada pela diferencga entre as receitas e as

despesas. Para o nosso problema o lucro tem o seguinte aspecto:

Receita com, _ (Despesas acugula—) _ (Despesas acumuladas)

Iucro= . =
Huer (a biomassa das com racgao com mao-de-obra

e a funcao lucro sera:

t rE _
L{t) = p(t)-B(t) - J c{r) -R{v)dr - J H{t)-.dt (3.2.1)
0

0
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onde:
L{t) : fungao lucro em (Cr$)
p(t) : funcao prego por guilo de biomassa (Cr$)
B(t) : funcao biomassa (XKg).
c(t}) : fungéo custo por qﬁilo de racao (Cr$)
R(t) :.fungéo consumo de ragao (Kg) ‘
H(t) : gasto com mao-de-obra (Cr$)

Através de .pesquisas de mercado em Campinas - SP, més de no-

vembro/84 e considerando uma inflagao gue provogue uma elevagao -

no indice setorial da pregos de 5% ac mé€s, chegamos as seguintes -

fungoes:
plt) = 4.,000-e°79%%  (a)
ct) = 500-e°79%%  (p)
: 0,05t . .
H(t) = 10.000-¢e (¢) (gastos direte com a psicultura).

(3.3) DETERMINAGEO DA FUNGAO CONSUMO DE RAGAO.

Da takela I podemos montar a tabela V abaixo para mostrar a
“relacdo que existe entre a biomassa natural e o consumo de racgao
(considerando um decréscimo de 2% em relagdo ao original devido a

taxa de mortalidade}.



TABELA V
t B(t) .R(t) (ragao)
(més) {Kg) (Kg)
1 22,263 12,042
2 40,180 : ' 26,875
3 61,348 46,880
4 83,450 52,341
5 105,746 59,167
6 127,015 84,812
-7 146,585 92,388
8 _ 164,072 109,469
R[B{t}]
{Ra) .
A ' : : ' 0
100 L
L]
80
60 - [
§
.
40 1.
E ]
20 1L
8
0 T RPN SN S SO G SR -
0 20 40 60 80 1o 120 140 160 B{L)
Fig.3.1 - Pontos d2 consume de ragao em relagao - (Kg)

& biomassa, obtida na criagdo de machos
albinos da Tilapia do Nile do Nilo.
{# = 0,02)

72
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Observando o grafico da figura 3.1 percebemos que existe, apro
ximadamente, uma relacao linear entxre o consumo de ragdo e a bio~-
massa natural, isto &,

R[B{t)] = a + b-B(t) (3.3.1)

De (Ap. 1.1}, (Ap. 1.2) e (Ap. 2.1), temos:

a=-0,141 (1)

(o2
I

0,646 (2)

r = 0,989

Substituindo (1}, (2) e (2.6.2) em (3.3.1) e simplificando ,

temos:

-0,02t 3,113

- +2
R(t) = 0,141 + 246,223 e o~ 0r16(t42,25)

ii- ] (Kg)

{(3.3.2)}
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R(t)
{Kq)

160 A
140 i j/“\‘
w |/

100 L .
8o | N

Iiz [ | | | \\“~\%MN\HHH%
T | |

20 {

[ PR WEPUUOT VRPUR [PE SPI SIO | ld

6 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 lﬁ

- Fig.3.2 - Curva de oonsumo de ragao em relagao ao & (res)

terpo, obtida na criagao de machos albi
nos da Tildpia do Nilo (M = 0,02)

Substituindo (a), (b}, (¢} e (3.3.2) em (3.2.1) e simplifi —

cando, temos:

L(t) = 1.524.600 e0r03F [1-¢"0,16(t+2,25),3,113

t

0,05t o 0:05T | 0,16 (1+2,25), 3,113

- 198590 (1~e )—l23lll,5f [1 dat
0

(3.3.3)

Considerando uma taxa instantdnea de depreciagao de capital
§ = 0,06 ao més, o valor presente do lucro serad dado por

~-0,06t
1=

PV = L{t) : (3.3.4)
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Para maximizar PV fazemos uso do programa computacional de
"maximizagao de fungoes por eliminacdo de intervalos", no final des

sa segao.

{3.4) RESULTADOS,

0 programa foi rodado para dois valores iniciais diferentes,
obtendo uma pequena diferencga entre os resultados, conforme a tabe

la abaixo.

TABELA VI
VALORES INICIAIS RESULTADOS OBTIDOS
T, T, D T : PV, nx
0 15 0,01 8,980 379.658,66
0 10 0,01 8,989 379.659,21

{3.5) ANALISE DOS RESULTADOS.

L3

A pequena variacdo entre os resultados obtidos nac comprome-
te o trabalho, pois a causa se deve ao critério de parada do pro-
grama. 0s resultados obtidos para Tyax € PVMAX estao coerentes
com agqueles obtidos na tabela IV para & = 0,06 onde nao foi levado

em consideragao o consumo de racgao ¢ mao-de-obra.
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'REM "MARIMIZACHD DR FUNCRO F
W .

UISP "OE-ME 0% YHLORES QE 9
B '4’-"['“' . .

ey

LA AT <
b (T Y
5{ KM Aol

M "FERIZES DO FOLIHMOMIO DE
LEGEHORE OE GRaU v

=
L}

REM "COMEARACAO EHTRE Y2 e CoouE 73
' I

S=S+AHC

MERT 1

. Yz
IF Y24v3E THEH COTO

it

Il‘”"”T “ SO ¥idy=— QTT
THPUT X4 P Eia=_:éé?
ﬁEEUT B _ S4G ¥i2y=- 239
= S56 SR E- TR GG
REM “LETERMIMACAD DE #2v : 55i &54)——.f1\
HEEAy. S esdenl -t STH NeEh=—=rif)
CrelE 450 588 REM "COEFICIEMTES CORRESFOH-
HEUE 4t 1 gn
GHELE 4ed G A= TR1
2= B OACYLa=. 38
Egn”:nETEEMIHHCHu OE x3* E SE§>=_45é
HImnz+l BORCEYSROET
Z=r2 B RC4r=AL:
E?:“E 4'ﬁ B BCSa=R(B?
LOSUE 480 B FOR I=A 70 5 STEP 1
' Z=H G M=ol
a
*

1M 5y

o0
|

b 0
Hj Ty

56
i

=g ) STy R Gy @ T T gy LN
(R R e ioUR E « R v st e R, I SN B VL VR

IF ¥vZ=53 THEW GUTO Z2a [}1 So SEOMI-N]NES

FEM "ELIMIHRR O INTERVALD EN 6 RETUEN

- _TREE RE e w4% A REM "FUNCAD 8 SER INTEGRADRY
maA=NI : , @ F1=123111 SEEYFPC. G150 (M2~
GOZUE ovh CEMEREER1DY

REM "ELIMIHAR O IHMTERVALG EM 748 F2=r1-ENPC-.BEFLCHI-N)ERR
- TEE :"'.1 1= :"‘:E“ . PdFied T35 113

HW1=¥2

F=h+d

RPEM YWERIFICACAD D MUMERD D

E INTERACOES" . : '

IF E->206 THEH SOTO :95

REM "WERIFICHCORD OO0 COMPRIME ELth

H Tt OO IHMTERMALGY . NE-ME 0% YALOFES DE X1, g

IF #d4-H1x240 THEH LOT0 28 ) oo & 5 w4
I

F=F1%F2
RETURHN

==
imoin

&

T
L

REM "CALCULRE O FGHTO HEDIH

EHTRE H2 & ®WI" o
gg: SECHTHRID) .
. {-_
e L
GOFLE 420 B a1 |
(a=H N e aa . Hmaxe 8. HIHISTIEAED  Vmaxs=
ISP "Hmax="in0: "VYmax="iYS ATRESS 657551 .

STOR
Oisp "wrzgp®

PEH TEOHCHD B OSERE MAXIMNIZAROR

H1=EHP{~f.BEiZ))

HE= 1SRRI EEFC Q2230 -ERF LI .

(Cootepedaz 253 0)ans 113 CGE-ME 0% WALDEES DE X1, %4 e [

HEs 19253 1—EXPC B33 0-% 2 ’ i

HeH1$(HE+HAY _ &

FETUREN ) o

FEM "CALCULD O/ INTEGRERL =H 16

t D0 QUADEATHRER GRUSSIRMA o

§ @t

R1=d Hmsx= 8 SSI0Z1457 PV
ATIRSH ZOREST
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(4) CRIACAO DE MACHOS ALBINOS DA TILAPIA DO NILO EM LAGO NATURAL

(COORTE ONICA).
(4.1) INTRODUCAO.

A criagaoc de peixes em lago natural pode deparar com um pro-
blema até antes nao enfrentado em psicultura artificial, que & a

aplicagao de um esforgo infinito no momento da despesca.

' Nesta segdo estamos interessados em determinar um intervalo
de tempo otimo [pl,tzl para efetvarmos a déspesca do lago, guan-
do dispomos de unm esforco de pesca Fmax finito. Com os valores de
tl e t2 podemos calcular o presente valor do lucro que & nosso

chjetive final.

(4.2) DETERMINACAO DO INTERVALO OTIMO DE PESCA [tl,tz] PARA FMAX

FINITO

Vamos supor gue a criagao de peixes em um lago natural seja
feita para uma Gnica coorte, ndo havendo despesas com ragdo e mao-de-obra e
ainda, que a taxa instantanea de depreciagao de capital & seja
igual a zero. Nao dispondo de um esforgo infinito no momento .daJ
despesca, entaoc a politica otima sera aplicarmos um esforgo F(t)=

= Fmax(flnlto}, tal que::



-

Flt) = <

F para t € Itl:tzl ,

max

0 caso contrario

t, : ponto de maximo da fungao biomassa,

t. et

1 2
com
p(t) = e
- sendo M= 0,02
e
wit)=1,089 [

t)
j ptldt =
t

- {M+F

0

max).t tdW(ﬁ)
tdt

o-Mt

devem satisfazer (1.13.10), ou seja,

wi{t)]

(taxa de mortalidade natural}

l-e

-0,16 (t+2,25)

]

3,113

(Kg}

B € Ity 1))

Substituindo (b) e (c) em {a) e simplificando, vem:

y{t) = 21,

. [25,904 e

78 e—(0,02+Fm

~0,16 (£+2,25)

ax

)

- 1]

-t

-[1-

-0,16 (t+2,25)
e

]

2,113

78

(4.2.1)

(a)

(b)

(c)

(4.2.2)
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)

s et S S S S po—2
1 o

s T~

— e

'.Fig.‘ 4.1 - Grafico da fungao ¥ {t) para o
cilculo do intervalo -Gtimo de
pesca [ty.t). .

Por outro lado t e L devem satisfazer (1.12.12), ou seja,

1 2
. . e(r¢1+5'mx)-t2
tl = F - 4n . : ‘ (4.2.3}
max p.NO.W(tz)

sendo M = 0,02 {(taxa de mortalidade natural) (b)
No = 350 (peixes) . (c)

wit,) = 1,080 » [1-g 0166 ¥24230) 3,103 g (@)

p = Cr$ 4,000 {preco por quilo da Tilapia do Nilo) (e)

Substituindo (b}, (), (3) e (e) em (4.2.3) e simplificando,

veli:
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£, = == 2n C.e 2 424
1 Trax "0,16(t2-+2725) 3,113 {(4.2.4)

(o,oz—meaX)-t

Com os valores de . t

1 © t, satisfazendo (4.2.1) e (4.2.4)
podemos calcular o presente valor do lucro dado por (1.13.1) ou’
seja

£ 52 .
PV = J(tl'tZ) = J [p'N(t}-W(t)'"C]Fmax dt = } ¢(t!tl)dt
t t
1 . 1
com ¢(t,tl) = [p'N(t)-w(t) - C]-FmaX : (4.2.5)
-0,02t -(0,02+F ) - (t-t.)
Sendo N(t) = 350 e 1. e max 1
e wit) = 1,089+ [L - 0r10{E¥2,25); 3,113 oy
que substituldos em (4.2.5}, produz:
F __t -(0,02+F___)-t
¢ (t,ty) = {1.524.600 ¢ MO¥ L. e max .

max
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(4.3) CALCULO DA TAXA F

DE TALI '
E MORTALIDADE POR PESCA.

Convencionando que uma unidade de esforco seja um pescador
trabalhando com uma tarrafa, de ralo R=1m, num lago de Area
A = 35Om2, tendo como unidade padrao de tempo o periodo gasto para
que a tarrafa seja acionada 445 vezes. Seja o custo por unidade de
esforco C = Cr$ 100.000,00 e gque somente 75% dos peixes sejam cap

turadogs em cada acionamento do aparelho.

De (1.6.4), temos:

* _- -a- -.I q
F=3T1
onde _
. 2
a = 1R = 112 m’) = a(n%)
A = 350 m2

t=1periodo padrao

q = 445.0,75 = 333,75

_ _m %333,75
max 350 % 1

Portanto F = 3,0

De posse desse resultado e considerando . as expressoes
(4.2.1), (4.2.4) e (4.2.5) elaboramos um programa computacional,
que estd no final dessa segﬁo,l,'para o calculo do intexrvalo de

tempo [tl't2] de aplicagao do esforgo de pesca ¥ e do presente

max
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valor do lucro PV,

(4.4) ANALISE DOS RESULTADOS.

O programa computacional foi rodado fazendo T2 = 18 (més),
Fmax =3 e C=Cr$ 100.000,00, obtendo Tl = 17,853 {(més), T2 =
= 18,6 (més) e PV = Sl = Cr$ 615.079,70. Em outras palavras signi
fica que a despesa deve ser iniciada em Tl = 17 meses e 26 dias e

terminar em Tz = 18 meses e 18 dias. Percebemos também gue te =

= 18,089 (ponto de biomassa maxima), pertence a esse intervalo.

0 lucro obtido nessa secao estd bem superior ao obtido na se
¢ao anterior onde nac tinhamos gastos com esforgo de pesca, mas ti
nhamos gastos com ragdo, mio-~de~cbra e, além do mais, havia uma ta

xa instantdnea de depreciagdo de capital & = 0,06 (mensal).
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K=x (A

GOSUE 7F16
Si=%S1+ACJ0%0
NEXT J

Sl=.58%xK2-¥12i51 '
PIZP "T1=";T1,"T2=";T72,"5 ="
iS1

STOP
ENY . ]
REM "FUHCHO R SEFR IHTEGRADA®
Hi=21 78%ENP (- S*{ FE24FI2%0(
HE-BIYEHEAHZER I 2D
HZ=C1l-ERP—-( BEYC (HA-R 1M EN+Y
SHRYIEA S22~ 113
J=250 04 EEHP - aad (i 8E-E1)
FE+NEITE144 S :
HeH13HE3(HZ~1 0
FETURN '
REWM YFLIHCHO B SEF IHTEGRROR"
Elﬂ15d4t@H¢E%P FEeEl2y¥ERP{~C.,
FC BEHFIFCCRE-FHI v EHAED YLD
by
Cﬁﬂui ExPao—-0 S0y
F4Al+d SorrEdx~3 112
_uabltG:—L}#F
RETURHN

—R13EE+R

E 0% URLGRES DOE T2, F=Fma
: _ .

EpEl
17 85342813856 Ta= 182 .8
CIoE?a Folivan

E 0% VALDRES OF T2,  F=Fma

C

E%] .
173249474567 Te= 18,4
422838 293612
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(5) DINAMICA OTIMA DE UMA PESCA COMERCIAT, ENVOLVENDO VARIAS COOR-

- TES DE MACHOS ALBINOS DA TILAPIA DO NILO.

(5.1) INTRODUCAO

Trataremos agora da otimizacg@o dinamica para uma populagdo

de varias coortes, com as seguintes hipGteses iniciais:

1
2}

3)

4)

5)

Recrutamento mensal de 1000 peixes (N_ = 1000).

A K-ésima coorte foi recrutada no K-&simo més.

0 custo da pesca & desprezivel (C = 0).
Sequéncia de controles impulsivos (F = =), colhendc, ins-
tantaneamente, toda a populacaoc de peixes.

o)
¥e foi colocado no viveiro).

Instante de recrutamento t} = 2,25 (instante em que o pei-

{5.2) MAXIMIZACAC DO VALOR PRESENTE DO IUCRO DE TODAS COLHEITAS FUTURAS,

O nosso objetivo € maximizar o valor presente do lucro (PV)

dado pela expressao (1.14,13), ou seja

v:L (T)

eér-l

PV =
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sendo T o periodo de rotacao otima, dado pela expressao (1.14.14),

Formula de Faustmann

‘.fViCP)

Vl(T) ' lL-e

Para simplicidade matemdtica, restringiremos T somente pa-
ra valores inteiros, de modo que Vl(T) denotando o biovalor da po
pulacdo no instante T meses apds uma colheita completa, & dado

por

‘ M-T -M(T-1)

Vl(T) = pN_-e w (T} + pN e w(T-1) + ... +

T
+_pNoe"M-w(f3 =pN, * I e_kM-w(k)

=1

Resolveremos © problema, primeiramente, usando aparelho de
captura nao seletivo, isto &, todos os peixes recrutados na popula

30 estdo, igualmente, sujeitos 3 serem capturados.
¢ g

Para a k-8sima coorte recrutada o peso de cada peixe € dado

por

0,16 (ktt{+2,25) 3,113
wik) = 1089 [l-e ] Ay
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Como té = 2,25, entao

—0,16(k+4.5)]3,113

wi{k} = 1089 [1-e (g) (5.2.1)

O valor da biomassa por peixe recrutado em T recrutamentos €
dado por:
V(T T

w(T) = = 3 e M,k
pNo =7

Sabendo~se que M = (0,02, entdo

T _ |
w(r) = 1089 5 e 07021 o=0,16(K+4;5),3,113
k=1 _
(5.2.,2)
Determinaremos T Otimo usando a igualdade
R (5.2.3)
w (T) Vl(T)

Aw (T}
w(T)

O calculo de & feito através da tabela a seguir.



TABELA VII - Biomassa por recruta

(mes)

106
1l
12
- 13
14
15
16
17

87

wi{T), taxa de crescimento

proporcional Aw/w e rendimento médio mensal para a

Tildpia do Nilo. w(T)/q: Equipamento nac seletivo.

wiT)
{g]

201,372
470,557
806,644

1.205,935

1.662,939

2.171,175
2.723,774
3.313,904
3,935,048

4,58),173

 5.246,818

5.927,124
6.617,829
7.315,239
8.016,182
8.717;960
95.418,298

“Aw (T)
w{T)

1,000

0,572

0,417

0,331
0,275
0,234
0,203
0,178
0,158
0,141
0,127
0,115
0,104
0,095
0,087
0,080

0,074

w{T)

T

201,372

235,279
268,881
301,484
332,588
361,863
389,111
414,238
437,228
458,117
476,983
493,927
509,064
522,517
534,412
544,873

554,018

cont.



cont.

(més)

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

| w(T)
[gl

10.115,289
10.807,351
11.493,180
12.171,712
12.842,087
13.503,620
14.155,770
14.798,123
15.430,367
16.052,278
16.663,704
17.264,555
17.854,789
18.434,408

" Aw (T)
w (T)

.0,069
0,064
0,060
0,056
0,052
0,049
0,046
0,043
0,041
0,039
0,037
0,035
0,033
0,031

0 grafico a seguir mostra a relacao entre

" Aw (T)

w{T)

561,961

568,808
574,659

579,605

583,731,

587,114

589,824
591,925
593,476
594,529
595,132
595,329
595,160
594,658

w(T)

e T.

88
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Aw

W

1,0 /t

0,9 —~
0,871
03? [~
0,6 -
L
'OI,5 .
[
0,4 =
0}3 i ‘
0,2 F b
0,1 }

0 P__L...n_a.._.‘;...l._;,..a_.._h;._l._.; —l....x.-.l_“\_...-l_l_...‘.l_l-...l..-l-wl_..l-—l—l
0 5 10 o a
' 15 20._ 25 30 T (ds)
Eig.5.1n;nm¢osdatmmadE\mruganpnxnnjamu
. Aw{TY/w(T) em relago ao tempo T (equi-
Pamgnto nae seletivo). ’

Observando o grafico acima concluimos gue a fungao -3¥E$; -
do tipo
a .
ﬁi?@i— = 9T (5.2.4)

Como esta funcao nem sempre & linear tomamos, os logaritmos
dos dois membros, obtendo assim uma nova fungao, neste caso, li-

near, ou seja

Aw(T)
An Wit fn ¢+ 6 4n T



“Aw (T)
Fazendo Yy = &n ~wI(T] -
a= nd
=9
e X =T, temos

Y = a + bx

a e b podem ser calculadas através de regressac linear.

Dos Apéndices 1 e 2, considerando-se ag fdrmulas

(Ap. 1.2} e (Ap. é.l}, temos

a= 90,319
b = ~1.050 (a)

‘r = ~0,9921
 Como a = tn¢ , entdo
¢ = e
. _ 0,319
ou seja d = e
¢ = 1,376 (b)

Substituindo (a) e (b} em (5.2.4), vem

- Aw (T) 1,05

—W(Tr‘ = 1,376 T_

90

(Ap.1.1),
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hw(T)y _ 1,376
~T S —_Tl,os (5.2.5)

A figura abaixo representa, sgimultaneamente, os graficos das

. vi{T)
o Aw (T} 1
expressoes = T e —————Vl )
vi(’r)
V. [T
0 50]74 '*,'l!";l'-.“}
r . i{,{\\;
0,40 + ‘ \\ N
0,30 & »
‘d;zo_r
‘0,10 L
0 Lvamdratas
0 12

T (mds)

'Fig.5.2 - Determinacdo grifica da rotagdo Stima pora
vériaé coortes de wachos albinos da Tilapia
do Wilo. Equipamento nio seletivo (tabelas
VIii e JX}.

Os valores de T podem ser calculados através da expressao

(5.2.3), ou seja
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Aw(m) Vo
w(T) VltTi

Substituindo em (5.2.3) as expressdes (1.14.14) e (5.2.5),

temos

1,376 5
= - : (5.2.6)
Pl 05 [ 9T _

T#0 e § >0

onde 6 & a taXa instantanea de depreciacdo de capital.

Simplificando a expressao (5.2.6), temos '

6Ty _ 5.pls05 _ g

1,376 (L -e

Resolveremos a equagao acima usando o método de Newton, para
valores arbitrarios de § dados na Tabela VIII, adiante.
seja F(T) = 1,376(1 -~ %) - &11/09%  ontio

!

8T

F'(T) = 1,376%5e" 0>

- 1,05-5.7°"

Fazendo F = F(T); Fl': F'(T) e D= 6§, temos, & seguir, o)
método Newton em linguagem computacional para a determinagao de T,
sendo que na Tabela VIII temos os resultados obtidos para valores

arbitrarios de 6.
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NE & FE
L PELO SETODO DE HCHTOHY
5OIXFUT 0O
1i THPUT T
20 =4
a4 le-T?E*"l E.:’\F"_-. T =045T ™
1. B25
40 Fi=1 Z7E30%E: Pi"{DiThh—1‘&5$
T~ . Bs
5@ IF ABSCFL»< . 831 THEM GOTO 13
5
GE TL=T-F~F1
TR Fo=l  ZFSEit-EXPI-0D§T1 -0k
Ti~1 .65
& IF AHBSOT1-THr{=.01 THEM GOTO
148
2f T=Tt i
136 K=K+1 _
118 1IF K:160 THEH GHTD 1458
1ow LOTo 3w
126 Disk “Fl ERETEh I
14 DIzPE "T=";1,"K=";¥
125 EHMND
TABELA VIII
8 0,01 g,05 0,06 0,10 a,15 0,20
T _ .
(més) 592,064 30,448 8,748 7,554 4,986 3,567 2,808
1
Quando § = 0, a expressac correspondente a !§%%% € inde-

terminada, e seu cilculo & feito através da "Regra de L'Hospital",

ou seja,
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v (T) 5 1

= lim
VI 550 1-e”

Portanto a expressao. (5.2.6) passa a ser

- . ‘1-,-3.76 — . ‘_1-
gl 05 T
w005 = 1 376 = T = 592,064 (més)

Com og valores § e T da tabels VIIT podemos calcular o valor

presente do lucro de todas colheitas futuras, dada por:

com Vl(T) = p-No-w(T}
w(T) obtide através de interpolagao na tabela VII para os par

ticulares valores de ¢ e T.

1) § =0 e T = 592,064
Nio é possivel calcular PV pela tabela.

Neste caso PV = Vl(T).



2) 6 =0,0L e T = 30,448

Da tabela VII temos:

T w(T)
30 '17.854,789
0,448 x|
1 { 30,448 y 579,619
31 18,434,408 |
1 579,619
0,448 X
x = 259,669

Como v = 17,854,789 + x,

entio y = 17.854,789 + 259,669 =

it

y 1.8,114,458 (g} ou

w(T) = 18,114 Xg, para T = 30,448 (més).

95

De posse de 6,7, w(T) e sabendo-se que o prego da Tilapia

do Nilo, p = cr$ 4000 por Kg- e NO = 1000 peixes para cada
crutamento, podemos calcular © valor presente do lucro para

colheitas futuras através da expresséo:

re-

todas



96

p-N_-w(T)
PV = 2

6T

ou seija,

. .4- . . .- - . N ‘.
= 2000-1000-18,114 _ 543 574.008,20

PV

Portanto, se as colheitas forem realizadas - a cada- 390,448 npeses,

teremos PV = Cr$ 203.574,008,20 de todas as colheitas  futuras.
De modo andlogo podemos calcular os valores restantes de PV

e de w(T)/T que est30 na tabela IX.

PABELA IX — Rotacdo Otimas~ Equipamento naoc seletivo.

5 0 0,01 0,05 006 0,10 0,15 0,20
3
(wis) 592,064 30,448 8,748 - ..7,554 4,986 3,567 2,808
(Cig) ~ 203.574.008 27.546.485 21.281.454 . 10.250.630 5.840.242 3.939.590
w(T) /T - 594,935 431,435 403,031 332,153 287,367 262 426
(g/ITES) ! r ! I 4 ' o=

Vamosg ,agora, resclver o mesmo problema anterior supondo que o

aparelho de captura possui seletividade "knife-edge" na idade S

= 8 meses ap8s 0 recrutamento. Neste caso a expressdo para V, (T) deve

ser mudada para:

Y S A I U S
Brpl A pL A w

e
R A
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T
Vi = pRe I e u(k)
=8
e
T _o,02¢ 0,16 (k+4.5) , 3,113
w(T} = 1089 ¢ e “f « [1-e 77 A (5.3.1}
k=8 :
Determinamos T Otimo usandc a igualdade
 ree fom CVIAT)
A (T} _ 71 (5.3.2)
w (T) v, (T)
) 1
- ’ Aw (T) - - - .
O calculo de ——— ¢ feito atraves da tabela a seguir.
w (T}
TABELA X - Biomassa por recruta ‘ w(T), taxa de crescimento Pro
poreional Aw(T)/w(T} e rendimento anual médio w(T)/T.
Parametro de Seletividade 8 meses
w(T) (T
T w (T) —wE T
{més) {g)
8 590,130 1000 73,766
9 1.211,274 0,513 134,586

10 1.857,399 0,348 185,740 cont.



cont.,

{més)

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25.
26
27

Al

w(‘l‘)
(g}

2.523,044
3,203,350
3.894,055
4,591,465
5,292,408
5.994,186

6.694,524

. 7.391,515

8.083,577
8.769,406
9.447,938
10.118,314
10.779,847
11.431,997
12.074,350
12.706,594

13.328,505

© AW(T)

w(T)

0,264
0,212
0,177
0,152
0,132
0,117
0,105
0,094
0,086
0,078
0,072
0,066
0,061

0,057

0,053
0,050

. 0,047

229,368
266,946
299,543
327,962
352,827
374,637

393,796

410,640

425,451
438,470
449,902
459,923
468,689
476,333
482,974

488,715

493,648

98
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&w (T}
wiT)
S 1,0 A o
0,9 b
: L
OfB e
0,7 k
0,6
05 b .
04
0,3 | )
0,2 ' ..
4 L]
0'1 - .‘0“. .
0 -J_llllnﬂl-ll_l_-|J|._n_:.|l|||1:::\T,.
0. 5 810 15 2 25 ° s

Fig,5.3 - Pontos da taxa & variacao proporcional

& (T} fw {T) em relaq;{io 20 tempo T {equi-
parento seletivo cam 5=8 (més))

Observando o grafico acima percebemos que a fungao & do tipo

Lw g;_ =10 (5.3.3)

A fungdo (5.3.3) nao € linear, mas se tornard linear se apli

carmos logaritmos nos dois membros, isto &,

Aw (T)

__,_._W(T) = 2n ¢ 4+ Hin T (5.3.4}

in



_ Aw (T)
fazendo y = &n —w(T]
a= 4n¢
b=28
e x=2nT, de (5,3.4), vem,
y =a + bx

a e b sao calculadas através de regressdo linear.

De (Ap. 1.1), (Ap. 1.2) e (Ap. 2.1), temos

a = 4,132
b = -2,225 (&)

r = 983

a _ 4,132
=

sendo a = Ln ¢== o= e = §2,302 (1)

Substituindo (3% e () em (5.3.3), vem

CAW(T)  _ 62,302
w(T) r-[\2,,225
| T # 0

A figura a seguir representa, simultaneamente, os

das exXpressoes M lii’li
Fpre! W (T v, (T)

100

(5.3.5)

graficos
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Yiﬂ}
YﬂTi
0,30/% t:;‘._l‘l, l
25 _ f“"'\\- O
or ll'l"‘._"l‘ \'x‘. \ W
n',.' 4 \% .
0,20 |- I'--“‘ - |H 6=0,20
E - .
S 8=0
0,15 \ . ! r‘. —— A5
0,301 x\\\;\_ N - >
i ' ! . "~ _'_""""‘-"--é—zg.ﬁi___
oost [ TS T
) . + | | !‘ . %
i . |- [ | | f -

- 5 810 15 20 25 30 35 40

T{mes)

Fig.5.4 — Detexminag@o grifica da rotaglo Stima para
varias coortes de machos albinos da Tilapia
do Nilo. Equipamento seletivo com 5=8 (mes),
{tabelas X e XI}. .

Os valores de T sao calculados através da expressao (5.2.3),

abaixo
Cawm o D
w (T) Vll‘l‘i

‘OU seja,
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= - | (5.3.6)
1-e T#0 e 8§ >0

§ : taxa Iinstantdnea de depreciacidc de capital,

simplificando a expressao acima, vem

62,302(1 - e °T) - §.p2r225 _

0.

Determinamos o valor de T, na equagéo acima, para o arbitré
rio, usando o métode de Newton para resolucao de equagdes,Como no
caso anterior. O presente valor do lucro (PV) também & calculado
de modo'anélogo aos da tabela IX, bem como os valores de w(T)/T |,

na Tabela XTI abaixo.

TABELA XI - Rotacao Otima - Equipamento seletivo com S = 8 (més)

8 0 0,01 0,05 0,06 0,10 0,15 0,20
(Hgs) 29,168 26,264 20,017 19,118 16,343 14,186 12,731
(Cig) 171.405.550 20.413.752  15.196.955 6.044.208 2.553,307 1.261.469
wT)/T ) .
(/s 490,017 438,664 426,987 381,200 332,587 290,774

Como no caso anterior, quande § = 0 devemos calcularx

V'(T)/V(T) através da "Regra L'Hospital", sendo a expressao (5.3.6)
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transformada para

62,302 _ 1
7,235 T F
ou
L1225 | g5 302

T = 29,168 (més)

(5.3) ANALISE DOS RESULTADOS.

Analisando os resultados dessa segéo podemos chegar &s se-

guintes conclusdes:

(1) A elaboracao de um modelo matemitico geral para a pesca comer-

cial & praticamente impossivel de ser conseguido.

{2) Quando o equipamento de pesca nao possui seletividade “knife-
-edge" a pesca, para algumas coortes, vird num periodo sub-dtimo ,

tornando a pesca predatdria.

(3) E de fundamental importdncia a taxa instantanea de depreclacgao
de capital, principalmente para peixes de longa duragao de vida,

pols o capital pode ser seriamente depreciade ao longo do tempo,

(4) Por #iltimo, vemos a grande importancia da Formula de Faustmann,
de rotacao florestal, para o estudo da pesca; € um exemplo de Como
a analogia entre modelos deve ser usada mostrando o inter-relacio-

namento entre as ciéncias.
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CONCLUSAO

Dos resultados obtidos no presente trabalho, conclui -se o

seguinte:

1) A criagac de machos albinos da Tildpia do Nilo em vivei-
ros & altamente rentivel, pois esse peixe atingiu idade Otima d=
venda com, apenas, t, = 8,97 meses de estocagem, levando-se . em
conta o consumo de ragﬁo, mao-de-obra, e uma taxa instantdnea de

depreciagac de capital 6 = 0,06 ao mes.

2} Se a criagao do peixe em estudo fosse feita em lago natural, onde
nao fosse necessario racao, mac~de-cbra e a taxa instantinea de depreciacao
de capital §=0, entso o instante Otimo de pesca passaria a ser t, = 18,09 me
ses do momento de estocagem. O lucro neste casc sera bem maior que o conseguido
anteriorrente. Na hipbtese de nao dispormos de um esforgo infinito para
efetuarmos a despesca (como esvaziar o lago), entao um intervalo
de tempo [tl’t21’ contendo © ponto de maximo t, seria requerido

para a despesca. Neste caso 0 lucro decrescera, pois havera um cus

to por unidade de esforgo.

3} E praticamente impossivel construirmos um modelo geral pa-
ra a pesca comercial envolvendo varias coortes, pols nao temos con
trole sobre a reproducdo e recrutamento. Além do mails, as hipdteses

adicionals de considerarmos o esforgo de pesca como um "controle-
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impulso", colhendo toda a populacac em cada aplicacao do controle,
custo de pescaria C = 0, recrutamento constante, sao realmente ne

-

cessarios para nao tornar o modelo complexo demais.

Com essas hipéteseé foi possivel montarmos dois medelos, con
siderando a seletividade do aparelho. 0O primeiro modelo, onde o©
aparelho era nac seletivo se apresentou mais eficaz, em termoé de
lucro, gue o segundo modelo, com aparelho seletivo. Por outro lado,
no primeiro modelo a pesca aconteciz num instante sub-otimo para
varias coortes, tornando-a uma pesca predatdéria, comprometendo se-

riamente os estoques de peixes,

+

4) Do exposto podemos concluir que a criagao de peixes em la
- gos & altamente rentadvel, mas devemos estar atentos a seletividade
gquando envelver mais de uma coorte, pois se assim nao for feito,
certamente capturaremos peixes em idade sub-Otima de pesca. Piorx
ainda pode acontecer em rios e oceanos pois a ndo seletividade do
aparelho pode afetar a reprodugao, comprometendo com isso o esto-

que de peixes nesses lugares.

)
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APENDICES

(Ap.1) REGRESSEO LINEAR DE DUAS VARIAVEIS.

A analise de.regressﬁo simples, entre duas variiveis, é usa-
da para testar hipdOteses relacionando uma variavel dependente, v,
e uma variavel independente, %, e para predigOes. b processo = se
inicia com a coloca§§0 dos pontos (xi,yi), i=11,2,...,n, em um
diagrama de dispersdo, determinando-se, pela inspecao grafica, se

hi uma relagdo aproximada:

+
Y3 = a+bx, ,a€ R e b€IR

Usando o método dos guadrados minimos calculamos os valores

de a e b através das fdormulas

It n
(¢ x,) «- (Z y.}
T wy, - A= 7 i=1 *
p = i=1 v n (Ap.1.1)
= . 5
{5 =)
g x? - Azl
i=1 " n
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1 . |
a=--[1I y. -b = !E x. 1 (Ap.1.2)

(Ap.2) COEFICIENTE DE CORRELAGAO ENTRE DUAS VARIAVEIS.

0 coeficiente de correlacao mede o grau de associagcdo entre as
duas variaveis x e y. O coeficiente de correlagao r para o .con-
junto de pontos (Xi,yi), i=1,2,3,..., & dado pela formula, obtida

através dos guadrados minimos

l§ X.y, - _i=l i=1
2 3=1 i“i : n
r" =b - ' = ' (Ap.2.1)
' (X ¥h
n 2 -1 i
Ly - ==
i=1 "t n
-1 <r <1
Se -1 < r <0 significa que x e y movem-se em diregaes opostas,

Neste caso temos uma correlacgac negativa.

Se 0 < r < 1 significa que X e'y movem-se na mesma direcgao. Nes

te caso temos uma correlacgao positiva.

Se r =0 slgnifica que ndo existe relagao linear entre X e Y.
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O sinal de r . & determinado pela inspecdo visual do diagra-

ma de dispersdo ou pelo sinal de b da regressic linear.

(Ap.3) EQUACAO DE EULER

A equagao de Buler serve para determinar os extremos de um

funcional do tipo

b

Jly) = J Fix,y,y'}dx
2

. 1 o _ . o
na ¢lasse C {(a,b), {fungoes continuas com derivadas primeiras con
tinuas definidas em (a,b)), com y(a) = A e y(b) = B; A e B nime
ros reais e F(x,y,y'}) continua com derivadas parciais primeira e

segunda continuas em X,y € y'.

As hipdteses sobre F garantem a existéncia de (BJ)y(a) e

2
(B J)y(a) .

Sejam vy € Cl(a,b) e he Cl(a,b). Para que y+h seja uma
variacao admissivel de vy, devemos ter

h(a) = h(b) = 0.

Entao,
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b )
(,&J)y(h) = J{yth) - J{y)l = J [F(x,y + h,y" + h') -~
18 ’
- F(X:Y:y')ldx

Por Taylor, vem

b

J{y+h} - J(y) = J [Fy(x,y,y')h + Fy.txfyfy')h"+

a

+ termos com hzi (h2)‘ , ete,...1dx

Portanto

b )
h} = "Jh Yy 'y
(BJ)y(_) Ja [Fy(x.y,y h + Fy,(x y,y')h'idx

Se J tiver um maximo em vy, entao (BJ)y(h) = 0 para todo

~h  admissivel, isto &, ™

b _
J [F {x,y,y')h + F_,(x,y,y')]ldx = 0
a Y Y ° -

Integrando por partes a primeira parcela, temos

x b b ox b
(J F ) - h‘ - J : J Fh'dx + J Foo(x,y,y')h'dx = 0



ou

b x
-J (- J E_+4+F ,h'dax =0
a Y Y

Lena (DU BOIS =~ REYMOND)

I .
Se J fix) h'({x)dx = 0 , para todo h{x} € Cl(a,b)
a .

com h(a}) = hi(b) =0 e £{x} continua, entao f(x) = C, sendo

constante,

b b
DEMONSTRAGAO. J h'{x)dx = h(x) =0
a ' a
Portanto
b
J h'{x): [f{x) ~Cldx =0 , ¥YC . Escolhendo
a
b
_ Ja f(x)dx b
c = para que J (£(x) - Cldx = 0 .

a

x
fx) = J (F(t) - C)dt esta em Cl(a,b)

110

c
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e H(a) = H(b} = 0. Também H'(x) = f(x) - C.

Portanto, podemos aplicar a hipbtese do lema para H(x) e ob

tenos,

b . b 5
I (f(x) - C)-(f(x}) - C)dx = J {f(x} = C)" @x =0
a a

e pela continuidade de £(x) e também de £(x) - C, temos Ff(x) -

c=20 c.q.d.
Voltando agora ao calculo do (aJ)y(h) = 0, obtemos do lema,
que
x
- J F 4+ F, =%k R k = constante,
Y Y o

e derivando membro a membro em relacaoc a x, vem

' - H@_ 1 -
Fy(x,y.y ) Sy Fy,(x,y,y ) 0 (Ap.3.1)
A equagaoc (Ap.3.1) é denominada de Equagao de Euler, sendo

uma condigéo necessaria para gue y Seja um extremo para o funcio
~ . . a ~

nal J. B uma equacao diferencial de 2~ ordem e, sua solugao depen

dera em geral de duas constantes arbitrarias a serem determinadas

a partir das condigdes de contorno yf(a) = A e yi{b) = B.
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(Ap.4) INTEGRACEO NUMERICA: QUADRATURA GAUSSIANA.

A técnica de Integracao numérica através da quadratura Gaus-
siana & muito usada devido ao seu baixo tempo de computagao, pois
ao contrario das regras do Trapézio-e de Simpson, a quadratura Gaus
siana requer somente uma iteragao para a determinacgao da integral
desejada. Ela & determinada pela pesquisa de uma fOrmula de inte-

~gragao do tipo,

f(xl) + ...t anf(xn) (Ap.4.1)

b .
J f(x)dx = aof(xo) +oay

a

onde ay e X (i =0,1,...,n) devem ser determinados de modo a se
obter a melhor precisao possivel, Como existem 2n+2 parametros ar
bitrarios, a formula a ser chtida deverad ser exata para polindmios

de grau menor ou igual a 2n+l.

O primeiro passo & transformar o intervalo [a,b]l no interva-

lo [~1,1] através da substituigao

(b-a)-t + %(a + b) ‘ (Ap.4.2)

b

x:

sendo
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dx = . .(_b.;;a.). 4dt
e
. L 1 ;
fx) = fl5 (b-alt + F(ath)] = F(t) ,
de modo que
b o 1 -
' J f{x)ax = iéjfél J F(t)at {(Ap.4.3)
Ya -1 , _ :
A fdormula a ser, agora, pesquisada sera do tipo
1
le F{t)dt = AOF(tO)'PAlF(tl)'+.f.-+AnF(tn) (Ap.4.4)
onde Ai e ti (i =0,1,...,n) a serem determinados, de modo que
a integral seja exata para todos os polindmios de grau menor ou

igual a 2n+l.

Suponhamos que F{t) represente os pclindmios especiais tk

(k = 1,...,2n+l), tais que

1 X :
J ttdk = 0 se k & impar
-1
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1 _
. k -— 2 -
J—l t'dk = k1 ¢ k é par.

Obtemos, assim, o sistema de 2n+2 equagoes nao lineares a

2n+l incdgnitas

-
+ =
AO Al + . . . 4 An 2
At + At .. L HAE = 0
< : (Ap.4.5)
2 ' 2
A =
oto +_Altl toeoe o F Antn 2
2n+1 2n+1 ' 2n+l1 _
Aoto Altl F oo W . + Antn = 0

A solugac do sistema (Ap.4.5) € trabalhosa. Contudo, podemos
mostrar que o sistema (Ap.4.5) possul uma @nica solucgao. Usando a
teoria dos polindmios ortogonais, € facil ver que os ty sdao rai-
zes de um conjunto de polindmios, denominados Pofinomiocs de lLegen-
d&e. De posse desses resultados, determinamos os valeores das incdg

nitas A, resolvendo o sistema {Ap.4.5).

A férmula do erro de {(Ap.4.3) & dada pela expressac

Ro= 20 - 27 | (Ap.4.6)



115

O conjunto dos polinomios de Legendre & definido pela seguin

te fOormula de recorréncia

P_(x) =1
l(xJ = X
. .l

b1 X = E{ (2m+1) -2 (x) —- mP . (x)} | (ap.4.7)

m=1,2,...

PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

1) Pm(x) @ um polindémio de grau m em X

2) As raizes de Pm{x) sao.todas reais e distintas e estao no in-

tervalo I[-1,1].

3) As raizes de P (x) estao simétricamente situadas com respeito

a origem.

4) Se m &€ Impar, uma raiz de P (x) & sempre zero.

Na tabela a seguir temos as raizes ty e os correspondentes

Ak para m=20, 1, 2, 3, 4, 5.
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£ = 0,000 A, = 2,000

€, = -t_ = 0,577 A, =A_ = 1,000
£, = 0,000 Ai = 0,889

£, =-t = 0,775 A, = A_ = 0,556
t, = ~t; = 0,340 Ay = By = 0,652
ty = -t = 0,861 B, =R, = 0,348
t, = -t_ = 0,906 A, =B = 0,237
£, = -t, = 0,538 A, =B = 0,479
t, = 0,000 A, = 0,569

£, = -t = 0,932 A, =A_ = 0,171
£, = -t, = 0,661 A, = A, = 0,361
ty = -t, = 0,239 ' A, = A, = 0,468

A formula Gaussiana quatro pontos (m = 3) &

1 |
'I F(t)dt = 0,348-F(-0,861) +0,652+F(-0,340) +
- 1 '

+ 0,652 F(0,340) + 0,348-F(0,861) | (Ap.4.8)

TN
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(Ap.5) VALOR FUTURO E VALOR PRESENTE DO CAPITAL,

Sejam P _: capital
i : taxa de juros (composto mensalmente)
n : niimero de meses .
-0 valor futuro FV de um capital Po, apbs n mesesde'apli

‘cacao mensal de taxa de juros compostos i, € determinado pela fOr

mula de recorréncia abaixo:

¥V =P
o) o)
FY, = P+ P_+i = P_(1+i)
. . n . oy L2
FV; = FV, +FV,-i = FV, (4+1) = P_(1+1) - (1+1) = P_(1+i)
V., = FV, +PFPV,*1 = Fv,,(]1+i) =P (l+ii2-(l+i) =P (l+i)3
3 2 2 2’ o o
FV =FV =FV. _4FV. _-i=PV. . (1+i)=p (1+i) 1. (1+1)=p (1+1)*
n t-1 t-1 t-1 O o)
ou seja
i — " i _
Y = PO-(1+1) {ap.5.1)
Introduzindo 6 = 2n{l+i) como a taxa de instantinea mensal

de juros ou taxa anual de juros (composta continuamente), entao

/)
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l1+41=e que substituido em (1.11.1), vem

8t

3

{(Ap.5.2)

gue & uma fOrmula mais geral para o futuro valor para um tempo ar-
bitrario t > 0.
Invertendo o processo podemos calcular o valor presente PV

de um capital PO que seria obtido apds t meses, incincindo so-

bre ele uma taxa instanténea de depreciacao de capital , ou seja,

PV = P .o (Ap.5.3)

0 valor presente total PV de uma sequéncia de pagamentos

'PO,?l,...,PN, recebidos nos meses 0,1,..,N, respeétivamente, e
dado por
N Pk
PV = [ — (Ap.5.4)
k=0 (1+i)

De modo similar o valor presente em tempo continuc de recei-

tas P(t), 0 < t < T, &€ dado por

T
PV = J e~ % (t)at (Ap.5.5)
0
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N e T podem ser finitos ou infinitos sendo gue no caso de serem

infinitos as expressoes (Ap.5.4) e (Ap.5.5) devem ser convergentes.
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