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IN'rRODUÇÃO 

A pesca é urna das atividades mais antigas do ser humano na 

sua constante luta pela sobrevivência, pois o peixe é nmi to rico 

em proteínas e existe em abundEm c ia no f_:; rios e oce~mos. 

A pesca, antigamente de subsistência 1 passou a ser uma pcs-

ca comercial atualmente_. com sofisticados equipu.mentos que facili-

tou sobremaneira a localizaçãc; e captura ele grandes cardurr.G>s. IssD 

tem causado problemas, pois esse desenvolvimento tem elevado rnu:itu 

o 11 esforço de pesca" fa~endo com que a captura do peixe acon'c::cça 

numa ·fase subÕtima do seu dc;;;cnvolvimento, prejudicando cem isso 

o rendirno.nto da pesc.:-n::ia. Um outro problema, certurnent.e r.1ais sC::::cio, 

e o problema dos período~.:; de pe:3ca que sao const..:_;_nt.cnicnu~ des1~e:~-

pci ta dos r prcjudicondo a proc.riaçâo dos peixes. Esse:; fatore:-~,-

toques de peixe~ no munao. 'J'::tnto a pc~-;ca quant.o a pol.uic,<"ío 

part_e do contexto polí t.ico (~ econômico de~ cada < 
p2l5, 
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necessidade de uma regulamentação mais rigorosa por purtc de cada 

país, com o intuito de minimizar os efeitos dessas duus uçõcs con--

tra a natureza. Essa rcgulamentcção está dinê:>tamentc:o rGlac:LonaC::a 

com a diminuição do 11 esforço de pesca'', que compreende segu.in-

tes itens: 

a) Limitação da quantidade tot.al c1e captura anual; 

limitundo o tamanho ela frota pesqueira; 

limitando a duração dos períodos de pesca; 

limi~cando os equipamentos ele pesca; 

limitando as áreas de pesca . 

b} Proteção dos peixes para ql?-e os ·mesmos possam atingir o tama,ÜJCl 

ideal de captura; 

isolando as árcns de procriação de peixes; 

determinando o 'tamanho mínimo das malhas das redes e c1os a.;:--

zóis. 

: Para que possamos prediL.er os efeitos dessa regul2mc:>ntaç.<"io 

modelos matemáticos tem sido usados, Dinda que pese sob1:c ele::-; vEv-

rias: crÍticas, sendo a principal delas a sua supersimplificaçS0. 

Nosso t:rabu.lho será dcé_c;cnvolyido em s;cis part:c:~, sendo q.c.,· 

construino~:; J~',0(1c1os mutcmf:t.tcos rc}.u.c:Lo~ ;-_. __ ·r_;··; 

com o crc:.·.scimento do pci.xc 1 que ' : ' 
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para o crescimento animal; na segunda parte aprcsentumos os rc-

sultados de um ensaio de Psicultura intensiva com machos albinos 

de Ti lá pia do Nilo (Sarotheroàon Nilot:Icus), feito em viveiro D·~-· 

tural por pequisadores do Departamento Nacional de Obras Contra a 

Seca (DNOCS}, na cidade de Pentecoste - CE. Da terceira -d quiné:.<-1 

parte fan2'IllOS um estudo de uma pesca comercial, otimiz2ndo a fun-

ção 11 Produção de Pescado" (}1odelo de Beverton -Holt), maxiJT~izan·-

do os lucros, usando os daclos obt.idos na segunda parte. A .scxt.Ct 

parte consta de Apêndices sobre Regressão Linear, Eguar;ão de J.::u"· 

ler, Integração Gaussiana e Valor Presente do Capital, conceito;; 

matemáticos importantes para o clesenvoJ vimento do trabalho propo::;-

to. 

I 
I 
L.:::. .. ,~_,_,_ .,.;.,,_,,'-".._.,,,;_.,_,. •-.c'""-- ~'-'.'<* ..• ~"-·'-'--c; • ,_,;_:__,"""'~...;;.,: .. J 

Fig. l.l - Exor:,p1or da T.il5pia do Ki.lo (SarotlicTocic.ln·-

-Nilotí.cus) 



(1)- CONCEI'fOS BÁSICOS PARA l\. OTIMIZl,çí\0 DE Ul'·1 HODELO DE PESCA CO-

!1ERCIAL. 

Nesta prirr.eira parte· faremos um estudo du teoria nccess5riEt 

a otimização de uma pesca comercial.· Começamos transfonr:andc em JWJ 

delas m<J.temâticos alguns princ.Ípios bio.l.Ógicos afim de deh:;rJ:linc·,;r 

mos as equações de crescimento animul de von Hcrtalanffy, bem co~:o 

a variação do número de pei-xes 1 em cat.1veiro, devido a mort:alidJclro: 

natural, a mortalidélde por pesca e devido às duas junta.s, nZlo con-

siderando a reprodução. Foi montado também um modelo matcomftt.ico p~ 

r'l o esforço de pesca, já que o mesmo é um i.np.Jrtilllte ítem du pese.:' 

' . comercial. Alguns conceitos economlcos também foram ini.Tocluzü1os, 

como a Função Produç2.o, Funçilo Lucro c Valor Presente do Ll:cro,cw.l_ 

mina,ndo com a o·timização cJ.o 1·1odelo de Deverton-Holt para uma Única. 

coorte (peixes de mesma idaãe), e para. várias coortes. 

(1.1) FUNÇÃO ALOl·l~'rJUCl\ 

Em biologia a palavra alo~e~rin significa ''o crescimento dj. 

ferenci<:.do em intC!nsidade eJ~tn~ as v5.rias partes do orgL.tni~.r.Jo a.Jü-

mal". A f\mçZio simples 1 chu.mn.d<:1. funç~lo alométrica, que 

esse crescimento relativo entre cluos pcu~t.es x e y 1 q:..l<::Ü,':;qucl~ 1 C:~ 1 

org::mismo 1 num dctenün.:tdo insL<mi:e t 1 é rep;:cscnt.ada pu;_·! 
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y (t) = B·lx(t)] a (l.J.l) 

Confor1r1e é conhecido (von Bertulanffy, 197 3) mui tos fcnôrl:'2·-

nos do metabolismo animal seguem essa equação simples. 

A variação instantânea de y em relação ao tempo t é dada 

por 

dy 
dt 

_cly_ dx 
dx dt 

De (1.1.1), vem 

~i = aB [x (t)] a-~l dx 
. dt 

dy -
dt nB 

. . -l 
[x(t)] 0 •[x(t)] 

) 

y 
cly -
di.: a 

l dx 
X • clf 

dx 
. dt 

dx 
dt 

(1.1.2) 

isto e: él propo:rçc:.o do u.umcnto da vcu:iãvel y (variuç~ío r.c,lo.Li-.,:,) 

para a v<1r.i .:ivel x é con.st<:ml~c, sendo c~ a constante de• prcpo~~c; ~> 

nall.dadc, cho.mc'.dd "ta.:a de crc.sc.:Lrncnto relativo" ele y c::1 n .. '.l:<~_:;;:,, ,, >: .. 
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O princípio da alornetria nao entrou· para a bj.oloqia r>or c~-~-

se caminho, mas sim, quando em 1840, biólogos perceberam quo a. ta-· 

xa metabólica em <:mimais de difeJ.-entes pesos do corpo nuo cresce 

em proporçao ao peso do corpo mas antes em proporç5o à supcr.fÍc.i.e 

do corpo. 

Esta é a oríqem da "lei da superfície do 111etabolismo", que 

é um caf;O especial da função alométrica, sendo y repre:3cnt.undo 

o metabolismo básico do animal em repouso, x o peso c1o <:tnimal.·Cõ" o 

expoente c;. variando entre 2/3 e 1, isto ê, 2/3 < a < 1 1 confonn..::· c.:. 

classe a que pertence o animoJ.l, sendo empiricamente dete:r.rdnado 

a = 2/3 para o peixe, que é de nosso particular interesse. 

(.1. 2 )_ 'rEORIA DO CRESCH1EN'l'O ANHil-\L: :tvlODELOS DE VON BER'l'h.Lt\NFFY < 

(1.2.1) Equação de von Bertalanffy, para o crescimento,em peso, 

do peixe. 

Seja w = w(t) o peso de um animal no instante t. 

Como o organismo animal é um sistema uberto (sistemc:: em t::~v· 

ca de matériu com o meio ambiente), a variação instantiJ.nect de ~·.u;1 

tazu. de cxcscimcnto (TC) pode, GJTI gerei!, ser expressa pela 

de equilíbrio da forrna: 

'l'C --
cl·.-1 
dt 

= S1NTESE - PEP..DJ\.S + o
1 

+ o
2 

+ ... 
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isto é 1 o crescimento em peso de< um animu.l· é daUo pela difcrenç:<1 en 

tre os processos de síntese e de perdas da matéria ingeridc. por cs 

se animal mais um número qualgw?:r de fai.~orcs indeterminados que p~ 

dem influir no processo. 

'd ~ . Se limitarmos nossas consJ. cra:çoes ao e.squCTíla meus simp1c:~3 

de sistema aberto, podemos fazer a·
1 

= a
2 

= ..• = O (von Bcrt.Jlcm-

ffy, 1973). 

're:remos então 

SÍNTESE -. :PERDAS. 

Os termN> SÍNTESE e PERDAS poderão ser admitidos como :Eun·-

çoes inc1efini.das das variáveis peso e t..empo, então 

Ora,. f
1 

e f
2 

nao podem depender do ternpo t, pois, se as:-nn 

0 fosse, não poderia haver diferentes taxas de crescüncnto em c!c·-

ternünados intervalos de tempo, corno geralmente u.contecc. P01:i.::o;nto 

e devem ser funções somente do peso do corpo, temos en l~i-io: 



De acordo com o principio da alometria para o metubolisr..Jo, p~ 

demos supor que as funções f
1 

e f
2

. sejam potência:~ do peso do 

-corpo 1 isto e 

dw 
dt 

n m 
Hw + Pw 

sendo H a constante do anabolismo, representando a taxa de < :::;J.n-

tese de massa por unidu.de de supcrflcic do animal e J? a ccmo;t.<ln 

te do cataboli.sn!o, repre.sentu.ndo a taxa de destruição de massa por 

unülade de massa. Essas duas cons.tantes H e P, assim como m 

e n são determi~adas empiricamcnte. Para o pe.ixe, que é de intc:·­

resse particular para o nosso trabalho, ve~-ificou-se que n = 2/3. 

Experiências fisio1Õgicas demonstraram gue o catabolisrr.o, c.:-: 

pecialrnent:.e o das proteínas, é aproximadamente proporcion2.l ã rr·as-

sa do corpo do peixe. Fazemos er:tão m=l. 

Após essus considerações e simplificações temos o modelo ln;_;.-· 

temático de von Dertalanffy do crescirnento, em peso 1 do pe5_xe 

dw 
dt 

2/" 
- H\.J .J t PW (1.2.1) 

que 6 uma equnçao diferencial ordinfiria de Bernoulli, 5Ujcitn 

condições: 



Condição inicial: 

Condiçilo assintót:tca: ,,, Lt) I 

Solução da Equação (.1. 2 .1) 

. dY-1 
+ dt 

t--+ 00 

9 

~ O; peso do peixe ao nascer 

peso assintótico ou peso 

l;tm.ite atingido pelo pcixr~~. 

dividindo todos os termos da equaçao por vem 

-2/3 
w 

. Efetuando a substi tnição 

y = w -2/3 + 1 

dv 
~--

1 -2/3 = ,.,. 
3 dt 

Isolando vem 

~ H (a) 

w 
l/3 



Substituindo essa expressão em {.a) , temos 

Fazendo 

dy + l p 
dl: 3 y 

dy 
dt 

y ~ U•V 

dv - u 
dt 

~ l H 
3 

+ v du 
dt 

Subo;; ti i:.uindo em (b) , vem 

dv 
u 

dt 

dv u(-­
dt 

+ v 

+ l 
3 

du 
dt 

+ l 
3 

Pv) ·r v 

Pu v 

clu 
dt 

l H 
3 

= l II 
3 

()J) 

(c) 

IgunlGmOs a zero il expressao ent.rc pnrêntescs 

(1\, l 
+ Pv -· O 

c1 t 3 

10 



· dv 
dt = 1 

- 3 

Separando as variáveis, vem 

dv 
v 

Integrando, vem 

= 
l 
3 

P.v • 

Pdt 

tn v l 
-- 3 Pt ~v = e -l/3 Pt 

Para'determinar u, substitui~se (d) em {_c) 

Jnteg:r:ünUo, vem 

-l/3Pt 
e 

du l 
dt = 

3 

du l 
= 

3 

l H 
3 

Hel/3 Pt 

Hcl/3 Pt dt. 

u _ H e 1/3 Pt + C 
p 

(e) 

ll 

(d) 



Como y = u·v, então 

y= 
·n 
lp-

y = H + C e -1/3 Pt 
p 

Como y = w1
/

3
, temos 

" 

CONDIÇÕES INICIAIS 

Para t = t
0 

='> w O, ou sejaf 

H -l/3 Pt 
+cc 0

--0 p 

c = -

Para t -· O> """ -~ 

l/3 
\•/ --

ro 

li l/3 Pt0 -- . e 
p 

w ' 
ou seja, 

ro 

H 
:;..H (.l_l) 3 

~-

p "' p 

12 

(f) 

( g) 

(h) 



Substituindo (g) em (f), vem 

com K ~ P/3. 

l/3 H 
Yl ::= 

H 
p 

1/3 l't . 
e o -1/3 Pt . e 

cnt.ão 

p 

-1/3 p 
H(l - e p . 

(t- t ) 
o ) 

-P/3(t-t ) o 3 ·[l-e J 

-K(t-t
0

) 
3 

w(t) ~ '" [1·-e ] ro 

·K fator de condição ou coeficiente de crcscim~nto. 
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(1.2.2) 

A equação ( 1. 2. 2) é cho.madc:1 de "Equação de von Dcl.tDl;:.r,ffy p.::::_ 

r a o crescimento, er:t peso, do peixe, 

{1.2.2) ES 1fUDO Dh ÇUHVA vJ;;;: w(t). 

'Temos que 

\<!(t.i -
-l;(t··t) 

vi(l-·e 0
)

3 
,., 



Derivando em relação a t, vem: 

e 

w" (t) 

-K (t-t ) 
w' [t) = 3Kww[l-e 0 )

2 
e 
-K(t-t ) . o 

2 = 3K w · w 

-K(t-t ) -K(t-t ) 
o ( o e • l-e ) 

-K (t-t ) 
(3e 0 - 1) 

De w' (t) = o' temos t = t e t + w 
o 

t = t o 

De w" {t) = o' temos t + w 

t" = to + tn3/K 

14 

(1.2.3) 

a) w' (t) > O, portanto o peso e sempre crescente, tendo um valor 

limite 

b) t* = 

w(t*) = 

w 
00 

t o 

w 
w 

quando 

+ Q,n 3 
K 

[ 1 -

Portanto, 

e ponto de inflexão, sendo 

\•l(t*)_ -

t ) 3 
o l 

0,296 \11 
00 

e ~~n 3)3 • -- woo(l -
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O instante t* tn 3 
~ t +. 

o :K é o instante de maior variação de 

peso do peixe, pois 

-~~ (t*}_ atinge seu valor máximo. 

wm 1------------

0,296w,., 

to t, t 

Fig.l.2 - Curva de crescimento, em peso, do peixe 

(1.2.3) Equação de von Bertalanffy para o crescimento, em compri -

menta, do peixe. 

De (1. 2. 1) , temos q'-1e 

dW = HW2/3 - Pw . 
dt 

Pelo Principio da Alometria, de que o crescimento do organi~ 

mo é proporcional à superfície do corpo, podemos escrever a equaÇ'IlO 



U.2.1), na forma 

dw 
dt 

HS - Pw 

sendo S a superfície fisiológica do organismo. 
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(1.2.4) 

Finalmente, é necessário expressar S e w em termos da di 

mensão comprimento linear t do organismo. Se assumirmos que o or-

ganismo cresce isometricamente e tem uma constante específica gra-

vitacional, então podemos escrever 

Portanto 

2 s = pt 

w 3 
q9. ' p e q constantes. 

que substituído em (1.2.4), produz 

dt 2 = Hpt dt 



ou seja 

fazendo !!J2 = E 
3g 

dt = Hp Pt 
dt 3g 3 

e 
p 

3 
= K, temos a equaçao 

K: coeficiente de crescimento 

CONDIÇÕES INICIAIS: 

i(t) = 0: comprimento ao nascer 
o 

t(t + oo) =L 
00 

comprimento assintótico 

Solução da equação (1.2.5) 

dt = (E -Kndt 

dt (t) 
dt 

E -Kt(t) 

f 
d.~ (t) 

E -Kt(t) 
= f dt 

17 



~ ~n(E -K~(t))= t +c 

~n(E-K~(t))= -K(t+c) 

E -K~(t) = e-K(t +c) - C·e-Kt 

~(t) 
E 

C e 
-Kt 

= -
K 

CONDIÇÔES INICIAIS: 

E 
Kt 

·t (t ) o então, c o = ' = . e o K 

qt oo) então, L 
E 

+ = Loo = -
' 00 K 

Substituindo (2) em (1) 1 vem: 

Kt 
c = L · e 0 

00 

substituindo (2) é {3) em {1. 2. 6).,- vem: 

~ (t) = 
-K (t-t ) 

L [1 - e 0 
] 

00 
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(1.2.6) 

(1) 

(2) 

( 3) 

(1.2.7) 

que e a equaçao de von Bertalanffy para o crescimento, em compri-

mento, do peixe. 
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t ( t) 

' 
~'J-----------------·------~> 

to t 

Fig.l.3- Curva de crescimento, em comprimento do peixe 

(1.3) Transformação de Ford-Walford para o Cálculo dos Parâmetros 

ver: 

L e K. 
00 

Seja a equaçao 
-K (t-t ) 

1 (t) = L (l -e · 0 ) . 
00 

Para intervalos de tempos de comprimento ~t, podemos escre-

-K(t+6t-t ) 
t (t+H) = L [1 -e 0 J 

00 

t(tHt) - ~(t) 

-K(t+6t-t ) 
-· L [l - o I 

00 

-K(t-t ) 

-K(t-t ) 
o - L [1 -e ] 

00 

t (t+6t) - qt) = L e 0 
• [1 

-Mt 
- e ) 

00 

(1) 



-K(t-t ) 
Como ~ (t) = 1,

00 
[1 - e 0 ] 

' 

então 

L . e 
ro 

-K (t-t ) 
o 

que substituído em (1), vem 

~ (tHt)- Htl (L 
00 

ou seja 

-K6t - Ht)).(l-e ) 

~ (t+~t) = L (l-e-K~t) -K~t ( ) +e 'i t . 
00 
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Fazendo ~t = 1, temos a relaçãà entre t(t+l) e t{t), chamada de 

transformação de Ford-Walford, isto é, 

~ (t+l) 
-K -K 

=L (l-e ) +e .l(t) 
ro 

(1.3.1) 

A transformação de Ford-íValford é uma relação linear entre 

t(t+l) e t(t) e sua intersecção com a reta bissetriz do primeiro 

quadrante_, t(t+ll = >!.(t), dá como abscj_ssa Lro 
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~(t+l) = i(t) 

i (t+l) 

L 
00 J. { t) 

Fig.l.4 - Determinação gráfica de L • 
00 

(1.4) Estimação de Loo e K pela Análise de Regressão Linear 

Esse método faz uso da tr~nsformação de Ford-Walford. 

De {1.3.1), fazendo a -K -K 
L (1-e ) e b ~ e , temos 

00 

~(t+l) a +b•J.{t) (1.4.1) 

Com os valores de ~ (t) e R. (t+l) determinam-se a c b 

através de Regressão Linear (Apêndice 1) . De posse desses valores 

determinam-se L
00 

e K usando os argumentos {1) e (2) abaixo. 

(1) Quando t + oo, então t(t+l) = t(t) - L
00

• Portanto de (1.4.1), 



vem 

portanto 

('I) Como 

ou 

a 
Loo = 

1 - b 

-K b = e , 

tn b ~ -K 

então 

K = - .tn b 

(1.5) Relação entre Peso e Comprimento. 
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(1.4.2) 

(1.4.3) 

Do princípio da alometria, sabemos que o peso é proporcional 

a uma potência ~ do comprimento, isto é 

w Ct J ~ e · 1 ~ ( t l J ~ (1.5.1.) 

onde 



w (t) peso do animal no instante ti 

i(t) : comprimento do animal no instante t; 

+ 
e,~EJR. 
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Essa relação nem sempre é linear, contudo pode ser vista co-

mo linear se fizermos a seguinte transformação logarítmica: 

~n w(t) = ~n e + ~~n t(t) (1.5.2) 

Fazerido 

y = ~n w (t) 

x = ~n t (t) 

n = .tn e 

rn tP, tE:mos de (1.5.2) 

y n + mx (1.5.3) 

Com o uso de Regressão Linear, calculamos rn e n e canse-

quentemente e e <P o 

(1.6) Esforço e colheita por unidade de esforço. 

o esforço e a colheita por unidade de esforço sao grandezas 
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de suma importância para o estudo da pesca. A primeira está rela­

cionada com a mortalidade de peixes através da pesca e a segunda 

com a densidade do estoque explorado. 

A colheita por unidade de esforço pode ser obtida de uma pa~ 

te da pescaria e é usada para estimar o estoque de peixes e o es-

forço total. 

Quando estamos operando com um único equipamento sobre uma 

densidade uniforme de peixes é bem simples medir o esforço. Por 

exemplo, uma simples forma de operação é a pesca num lago com úni-

co barco por dia de modo que o esforço e dado pelo número de dias 

no lago e a colheita por unidade de esforço é a colheita de um dia 

no lago. 

Quando se trata de uma frota pesqueira devemos ter uma padr~ 

nização em relação ao tempo efetivo de· pesca, distribuição da fro-

ta, força de pesca, para o cálculo do esforço de pesca. O tempo 

efetivo de pesca é obtido subtraindo do período em que a frota es-

teve pescando 1 o per.íodo não diretamente ocupado com a colheita ou 

localização do peixe. 

A força de pesca está relacionada com a tonelagem e potência 

de cadn barco. A força de pesca de um determinado equipamento é da 

do através de duas grandezas a e flq , sendo a a medida da area 

ou volume de água sobre a qual os peixes estão sujeitos a serem 

capturados pelo equipamento e LJq a proporçao de peixes dentro 
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dessa área, ou volume de água, em que os peixes sao de fato captu-

rados, em uma única operação. 

Supondo N = N(t) o número de peixes no instante t, unifor­

memente distribuídos num lago de área ou volume de água A, então 

a fração do estoque total de peixes dentro dessa área de influên -

cia do equipamento sera a/A, e a colheita de urna operação (ôC) 1 s~ 

r á: 

6C • N (1.6.1) 

Por outro lado, a variação do número de peixes .neste lago, 

considerando somente a pesca,· será dado por 

dN 
dt - - F•N (1.6.2) 

F: coeficiente de mortalidade devido à pesca, considerado constan 

te e~ nosso estudo, mas podendo ser função de t em alguns casos. 

Colocando a expressão (1.6.2) em termos de pequenos interva-

los,· temos : 

6N 
6t 

1\N = -F·N·i1t 



sendo 6N a colhei ta de uma operaçao, então 

ôC - ôN = FoNoôt 

De (1.6ol), vem 

ou seja, 

ôq o a o N = FoNoôt 
A 

F = a'ôq 
Aoôt 

Somando sobre um período de tempo de comprimento 

26 

(1.603) 

t, temos 

(1.6o4) 

(1.7) Equação de variação do crescimento de uma população de pei-

xes~ 

Seja N = N(t) o número de peixes num volume de água A. Se 

nao houver reprodução, o número de peixes desse grupo diminui. su­

poremos que essa variação obedeça à seguinte lei, 



dN 
~ 

dt 
-M·N(t) 

M taxa de mortalidade natural. 

CONDICÃ.O INICIAL 
' -

N(O)= N0 (número inicial de peixes) 
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(l. 7.1) 

O número de peixes N(t), no instante t 1 é dado pela solu-

çao da equação (1.7.1), isto é 

-M·t e (l. 7.2) 

Das equações {1.2.2) e (1.7.2), concluímos que, enquanto o 

peso de cada peixe aumenta, o número de peixes diminui. 

Considerando o efeito da pesca no modelo des_crito acima, a 

partir de um determinado instante tF, o declínio do número de pei­

xes será maior r supondo que para isso haja um esforço de r:esca cons 

tante que produz uma taxa de mortalidade F, sendo 

a t 

A variação do número de peixes agora será: 

dN 
dt=- (M+F)•N (1.7.3) 



CONDIÇÃO INICIAL 

-M·t 
= N e F 

o 
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' 

Integrando (1.7.3) obtém-se o número de peixes no instante 

N(t) 

N (t) 
-Mt 

F = N -e 
o 

1 .-declÍnio à taxa M 

1 ~cclínio ã. taxa (M+F) 

------~---~:r---____ -- --,-------- :----
L-----------~-----------__L 

tF 

Fig,l.S- Curva dé Variação de N(t) às taxas Me (M+F}. 

Expressões (L7 .. 2l e (1.7.4}. 

(1.7.4) 
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(1.8) Função biomassa natural. 

Sejam N = N (t) o número de peixes no instante t e w =w (t) 

o peso de cada peixe neste instante. A função biomassa natural é 

dada por 

B(t) 

, , 

B (t) N(t) • w(t) 

Fig.L6 - Curva de bloma~sa natural 

Ponto de máximo da biomassa natural 

B' (t) ~ N' (t) w(t) + N(t) ·w' (t) 

t 

De (1.7.1), ternos N 1 {t) =-H· N(t), portanto 

(1.8.1) 
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B'(t) = -H·N(t).w(t) + N(t)·w'(t) 

B' (t) = N(t).w(t).(W~i~~ -H) 

Para máximo devemos ter B',{t*) =O, ou seja 

---=H (1.8.2) 

A solução t E ]R+ 

* 
- - . e un1ca r.-ois w' (t) 

w (t) e uma função de-

crescente em relação ao tempo. 

(1.9) FUNÇÃO PRODUÇÃO, 

Essa função pode ser de~erminada de duas maneiras: 

a) Considerando que todos os peixes possam ser capturados ins-· 

tantaneamente, isto é 1 o esforço aplicado é infinito, então a 

função produção coincide com a função biomassa 1 isto é, 

Y(t) = B(t) {1.9.1) 

b} Considerando que uma taxa de mortalidade por pesca F seja 

apltcada a partir de um instante tF, devido a um esforço finito Ü"' 
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pesca. Neste caso a colheita total dos peixes só· será garantida 

num intervalo de tempo [tF,~), sendo a função biomassa a sorna con­

tínua das "biomassas infinitésimas 11
, em cada instante, isto é, 

Y(t) =r w(t) 

tF 

[ d[Nl -N2 ](t) 

dt 
J dt 

N
1 

e N
2 

mostrados na Fig. 1. 5. De (1. 7 .l) e (1. 7. 3) ternos que: 

Como só nos interessa a mortalidade devido a pesca e, consi 

derando N
2

(t) = N(t), temos o modelo de Beverton-Holt para uma u 
. ' --(_ 

nica coorte. 

Y(t) = Jw w(t) •F•N(t)dt 

tF 

{1.10} Função Lucro 

(1. 9 .2) 

Não considerando gastos com raçao e mão-de-obra, a função lu-

cro é dada por 

L(t) = r [ p·Y'(t) - C·F] dt 

tF 

= Jw [p•w(t) •F•N(t)-C·F)dt 

t 
·F 



-portanto L(t) =r [p·w(t) ·N(t) -C)Fdt 

_tF 

C custo por unidade de esforço. 

p preço por unidade de biomassa. 

(1.11) Valor Presente do Lucro 
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(1.10.1) 

O valor presente do lucro é uma função importantíssima neste 

trabalho, visto que o nosso principal objetivo é maximizá-la. De 

acordo com as expessões (Ap. 5.5) e (1.10.1) o vcllor presente do lu-

cro é dado por 

- f
ro e-ót 

PV- .[p·w(t) .N(t) -C] ·Fdt 

tF' 

(1.11.1) 

(1.12} Otimização dinâmica do modelo de Beverton-Holt para uma 

única coorte. 

Iníciamos o estudo para peixes de uma única coorte (peixes 

de mesma idade) sendo co·lhidos independentc·mente das outras 

coortes. Seja F(t) coeficiente de mortalidade, variando no tem-

po, sujeito às restrições O < F ( t) < F 
- max' 

F 
max 

pode ser finito 

ou infinito.~o Se F (t) for infinj_to· ter.1os o controle por lmpulso. 

Nosso pl·oblema, agora 1 é maxiHtizar (l.ll.l), determinando o 



controle Ótimo F*(t), isto é, determinar o valor 

f
oo -ót 

max 
0 

e !pN (t) •W (t) -C] F (t) dt 

sujeito a N' (t) ~-(11+F (t))·N(t) 

De N' (t) ~-(11+F(t))·N(t), temos 

F(t) ~· -11-

ChamandO de 

N' (t) 
N (t) ' 

q>(t,N,N') 
-ót e ·[pN(t) ·w(t) -C] ·F(t) 

então de (1. 12 .1) , vem 

~(t,N,N') 
-ót N'(t) 

~e [pN(t)·w(t)-C]·[-H- N(t) 

!p(t,N,N') 
c -ót 

~ [ -pHN (t) ·w(t) + MC + (N- pw(t))N' (t)] e 
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(1.12.1) 

(1.12.2) 

A condição de máximo c dada pela equaçao de Euler (vide 1~.3.1), 



ou seja, 

""' d a• -' = loN'') 3N dt o 

De (1.12.2), temos 

então 

e 

a~ c -ót 
3N' = (N (t) - P" (t) ) • e 

( c • N' (t)+pw'lt))e-ôt 
N2 

(t) 

~: = [-pMw (t) - ·N'(t)]·e-ót 

Substituindo (b) e (c) em (a) e isolando N{t), vem 

-1 
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(a) 

. (b) 

(c) 

N* (t) = p ·C·õ 11.12.3) 
w (.t) • [M+ô-w' (t) /w (t)] 

Como B*(t) = N*(t) ·w{t), então 



B*(t) = 

e 

F* (t) 

-1 
p ·C· ó 

M + ó -w' (t)/w(t) 

= -M- (N*(t) )
1 

N*(t) 

F*(t) : controle ótimo singular. 

Quando t< tF, .temos de (L12.1) 

F(t) =-M + M·N(t) 

N (t) 
=- M +M = o 

isto é, a pesca ótima nao captura peixes imaturos. 
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(1.12.4) 

(1.12.5) 

Observe que B*(t) tem uma assíntota vertical em t = t
6 

sendo (1.12.6) 

Como W1 {t)/w(t) é uma função decrescente- em relação ao tem-

po, a equaçao (l.l2. 6) tem uma única solução. Observe que 

sendo t*- ponto de máximo da função biomassa natural, 

que, 
i 'j 

w' (t*) 

w(t*) =N, 

de modo 
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A !?esca ótima que havia iniciado eJT\ t= cessa quando t=t , 

pois para todo t > t , pB (t) <C, de modo que uma receita 
- * va nao pode ser obtida a partir da pesca. 

* positl 

Com as considerações acima podemos contruir o gráfico do ní-

vel de biomassa ótima, que é representada pela curva mais forte. 

B ( t) 

c 
p 

v" ( t) 

* (t) 

/ ~.._. 

_L'_L __ -LL---~-------~----------~~-
t tó t6 t-. ~ t. 

Fi'g.l~7 -curva de biomassa ót:lma p<1.ra uma única coorte 

Pela observação do gráfico concluímos que a pesca Ótima. çode 

ser resumida no seguinte esquema 

o para o < t < t* 
5 

F (t) ~ F* (t} > o para t* < t < t. o - -

o para t > t. 
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OBS: Se a razão entre o custo por unidade de esforço para o preço 

por unidade de biomassa é pequena (isto é, se uma grande propor-

çao da coorte tem biomassa de valor comercial), então a pesca óti­

ma pode vir logo após a coorte atingir a idade t
0

, dada pela equ~ 

ç~o (1.12.6), isto é 

(1.13) CASOS.EH QUE F(t) DEVE SER INFINITO. 

Do ítem anterior podemos concluir que um esforço de pesca 

infinito deve ser aplicado em dois casos especiais: 

a) Quando õ ::: O, em que a bi.omassu deve ser colhida, no seu 

ponto máximo em t t* I Fig. (1. ~). 

b) Quando c -- O e ô .?_ O, em que a biomassa deve ser colhi 

da no ponto em que t = t (fig. l.g). Este caso é muito importan­
ó 

te para o estudo de várias coortes. 



B( 

c 
p 

B t) 

38 

t 

Fig.l.8 - Curva de biomassa ótima 

para o caso ô ~ O 
Fig.l,9- Curva de biomassa ótima 

para o caso C =O e ó 2:. O 

Nos dois casos vistos acima pode acontecer de nao consegui!_ 

mos um esforço infinito, isto é, F(t) <F < w, Neste caso a pQ 
- max -

lítica ótima seria aplicarmos um esforço F(t)· = F 
max sobre algum 

intervalo fechado t 
* 

no caso a) e conten-

do t
0 

no caso b), com F(t) o fora desse intervalo. 

Estudaremos o caso em que O O. Neste caso o valor presen-

te do lucro é dado por: 

t2 =f lpN(t) ·w(t.) 

. t1 

-C] F dt max 
(1.13.1) 

sendo N (t) 
-Mt 

- N e 1 
o 

-(H+ F ) (t-t I 
e max 1 (1.13.2) 



e 
-11t 

= [ pN e 1 
o 

- (11+F ) (t-t
1

) 
max ·e .w(t) 

M.axirnizando 

De {1.13.3) e (1.13.4), temos que 

-C] F 
rnax 

F •t - (M+F ) t 
~(t1,t1) = pN F e max l[e . max l .w(t1) -

o max 

- (M+F ) t 
-e max 2.w(t2)] 

De (1.13.5), temos que 
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(1.13.3) 

(1.13.4) 

(1.13.5) 

(1.13.6) 



= N F 
o max f

t2 e-Mt -(M+F ) (t-t ) 
l.e max l •w(t)dt 

tl 

ou seja 

Por outro lado, sendo 

F 
max 

B (t) = N(t) ·>~(t), então 

dB(t) = -(M+F )N[t) •w(t)+N(t)·dw(t) 
dt roax dt 

Temos então 
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(1.13.7) 

dB(t) dt 
dt 

t2 

=-(M+F ) f B(t)dt + 
max t 

Assim 

N[t)·~(t) 
dt. 

dw(t) dt 
dt 

dt- F 
max c 

l 

B(t)dt -M 

l 

t 
r 2 
' 

B(t)dt (1.13.8) 
!t 

l 



De (1.13.7) e (1.13.8), concluímos que 

dw (t) 
dt 

t2 

dt = M. I B(t)dt 

tl 
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(1.13.9) 

Uma conclusão muito interessante, pois afirma que durante a 

exploração o crescimento e a mortalidade natural c<mcela um ao ou 

tro, independente dos parâmetros econômicos. 

Esse resultado pode ser usado para projetarmos um método nu-

mérico para determinar o intervalo ft1 ,t2J. 

Da equação (1.13.9) temos que 

(1.13.10) 

De (1.13.2), temos que 

" ( t) 
- (M+F ma) t. (dw (t) 

~ e · dt - M«(t)) 
' 

(1.13.11) 
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• ( t) 

Fig.l.lO - Gráfico da função ~l_(t} 

A equaçao (1.13.10) requer que t
1 

e t
2 

estejam em lados 

opostos de t*, de modo que 

De (1.13.4), t
1 

e t
2 

devem satisfazer a equaçao 

1 
F max 

(H+F ) t
2 C·e max 

p·N ·W(t ) 
o 2 

(1.13.12) 

(1.14)- Otimização dinâmica do modelo de Beverton-Holt para vários 

coortes. 

Trataremos, agora, da o·timização dinâmica para uma populaçã-o 
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de várias coortes, com reprodução periódica, sendo que todo mês 

N
0

. novos peixes àtingem a idade k -. e sao incorporados a p~ 

pulação (recrutamento). Suporemos,. ainda, que o custo de pesca se 

ja desprezível, isto é, C = O. 

A unidade de tempo sera especificada como o tempo entre dois 

recrutamentos sucessivos, que ocorrem em intervalos regulares. 

Seja Nk(t) o número de peixes na k-ésima coorte, no in~tan­

te t. Vamos considerar que.os peixes dessa coorte foram recruta-

dos no k-ésimo mês. 

A variação çlo número de peixes nessa coorte, nao consideran-

do a pesca, é 

dNk (t) 

dt 
=-MN (t) 

k 

N 
o 

t> k (1.14.1) 

A biomassa a partir do recrutamento sera 

Nk (t) ·W (t-k) ' t > k 

I\ (t) = (1.14.2) 

o ' 
t < k 

Introduzindo a pesca neste modelo,seja F(t) o coeficiente 
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de mortalidade pela pesca. Se o equipamento possuir seletividade 

"Knife-edge", isto é, os peixes abaiXo da idade S nao são captu-

rados, ma E; todos os peixes com id~de maior ou igual a S estão igua_! 

mente sujeitos à captura, teremos:: 

-MN 
k ' (k < t < k+S) 

-(M+F(t))Nk, t > k+S 

(1.14.3) 

Inicialmente 1 assumindo que nao exist~ seletividade, isto é, 

todo peixe está 1 igualmente, sujeito a captura logo após seja re·-

crutado, o valor presente (pàra C = O e O ~ O), será dado por 

PV p 
roo 

J o 
.-at.i(tl·F(t)at (1.14.4) 

onde 

00 00 

B (t) ~ E Bk (t) ~ E N,. (t) ·w(t-k) (1.14.5) 
~ 

k=-oo k=-oo 

Uma vez que Nk(t) =O para k > t, então o limite superior 

do somatório será Jç: = [ t] (m<:üor inteiro menor que t). O limj.te 

inferíor é necessário para in~luir a contribuição dos coortes 

recrutados no pass,::tdo. 
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A série (1.14.5) é limitada, pois para qualquer t > k, nao 

considerando a pesca, temos 

onde C= N w, pois [l-e-K(t-k)] 3 
o 00 

torna muito grande, de modo que 

B (t) 
[t] 

< C• E e-M(t-k) < 
k=-oo 

C' 
-}< 1 -e ~ 

' 

se aproxima de 1 quando t se 

= C" 

(limite da soma de uma Progressão Geométrica decrescente, infinita), 

C' e C" constantes. Assim ,a biomassa total da população está limita 

da por uma constante fixa C 11
• Portanto a integral (1.14.4) e a se 

rie (1.14:5) são convergentes(assumindÜ ó > 0). 

Temos então o problema 

roo 
maximizar p·-J e-Ot.B(t) ·P(t)dt 

. o 

sujeito a 
dNk ( t) 
-· ~ - (M+F (t))·N (t) 
dt k 

N 
o 

t > k 

F (t) > O (variável de controle) 
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O Hamiltoniano desse problema e 

(1.14. 7) 

com função de transferência 

o (t) 
-ot 

~ e (1.14.8) 

sendo {Àk} um siptema infinito de variáveis canalizadas, tais que 

mos 

3JC 
dt =- 3Nk 

-ot 
~ -e ·W (t-k) ·F (t) +;\k (t) (M+F (t)) (1.14.9) 

Derivando o(t) e igualando a zero (para controle linear), te 

dO 
dt 

-o•~ -ot 
~ -óe -wk·w(t-k)+e Ew(t-k) ·Nk + 

(1.14.10) 

Substituindo (1.14.9) em (1.14.10) 1 e simplificando, vem 



w' (t-k) 
w ( t-k) 

- M) 

~ o 

o 
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(1.14.11) 

Observando a expressao {1.14.11) concluímos que a mesma nao 

muda em consequência da pesca, pois todas as coortes são reduzidas 

na mesma proporção. Consequentemente a pesca continuará até que t~ 

da .população seja colhida (ou até o custo da pesca tornar a mes-

ma não rentável) . Portanto, por simplicidade matemática, consid~ 

remos uma sequência de controles-impulsivos de tempos específicos 

t = T
1

,T
2

, .•. ,Tj ••. com a população toda de peixes sendo colhi­

da em cada instante Tj, j = 1,2, ... 

Como o recrutamento não é afetado pela pesca, então a biomas 

sa cresce mais e mais cum nova3 coortes sendo recrutados. Quando a 

biomassa atinge determinado valor acontecerá uma nova colheita, re 

duzindo-a a nível zero, e o processo é repetido. 

Seja v
1 

(Tj - Tj-l) o b-iova.toJr. entre duas colheitas consecutivas_, 

isto él v 1 {T. - T. 1 ) = p·B{T. - T. 
1
}, sendo p o preço por 

J )- J J-
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unidade de biomassa B(T.- T. 
1
). 

J ]-

Como todos os parâmetros permanecem constantes, então o intervalo 

de tempo T. - T, 
1 

entre duas colheitas devem ser iguais, isto é: 
J r 

T. -T. 
1 
~T 1 = T. ~ jT

1 J J- J 

De modo geral, fazendo T
1 

= T, teremos 

Tj - jT j~l,2,... (1.14.12) 

Portanto v
1 
(Tj- Tj_

1
) ~ v

1 
(jT- (j-1)Tl ~ v

1 
(T), onde v

1 
(T) 

denota o biovalor da população T meses depois de uma colheita 

completa. 

Como C = O e ê ~ O, então o valor presente do lucro para 

todas colheitas futuras será: 
-óT

1 
-óT

2 PV ~e v
1 

(T
1

) +e Vl (Tz -T
1

) 

PV 
-ÓT 

~e .v
1

(T) + ••• + 

-óT. 
+ ... e Jv

1 
(Tj 

e -j ó~'v (T) 
1 + ..• 

-T.l)+ ... 
)-
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óT 2óT -jóT . 
PV=(e- +e· + ••• +e + ••• )·v

1
(T) 

Como então a expressao entre parênteses e uma pr~ 

gressão geométrica decrescente com infinitos termos e 

Portanto 

-óT 
e 

PV =-"---r.;; 
1- e -óT 

v
1 

(T) 
•Vl (T) = "õ"'T"-­

e - l 

óT 
e > 1 

- -óT razao e 

(1.14.13) 

Maximizando PV, com respeito a T, encontramos o tempo Óti-

mo entre duas colheitas sucessivas. 

dPV 
d'r 

Vi (T) · (eóT -l) 
óT -ó·e v

1 
(T) 

ó = _ _::_y;;;-
·-6T 

l-e 

= o 

(1.14.14) 
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O ponto de máximo está garantido, pois 

B(t) >·O para t E (O ,+oo) 

B(t) = O se t fJ (O ,+oo) 

A fórmula (1.14.14) é denominada FÕJLmu.ta de Fau~:tmann (1.849), 

e foi originalmente usada na explor2.ção florestal. 
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(2) OTIMIZAÇÃO DA FUNÇÃO VALOR PRESENTE DO LUCRO NA CRIAÇÃO DE MA­

CHOS ALBINOS DA TILÂPIA DO NIL9 EM PSICULTURA (COORTE ÚNICA), 

NÃO CONSIDERANDO DESPESAS COM RAÇÃO E MÃO-DE-OBRA. 

(2.1) INTRODUÇÃO. 

Nesta seçao apresentaremos os resultados de um experimento 

sobre a criação de machos albinos da Tilápia do Nilo, em Psicultu­

ra, no Centro dE Pesquisas Ictiológicas do DNOCS, em Pentecoste -

- CE. 

o experimento constou da criação de 350 desses peixes num vi 

veiro natural com área inundada de 350m2 . Mensalmente em uma amos 

tra-de 15% desses peixes eram tomadas medidas do comprimento e pe-

so, com o fim especÍfico de determinar·as curvas de crescimento de 

von Bertalanffy e curva de biomassa natural. 

(2.2) DESCRIÇÃO DO EXPERIMENTO. 

A Tilápia do Nilo é originária da Costa do Marfim - África, 

sendo .introduzida no Brasil em 1971, no Nordeste brasileiro, pelo 

DNOCS. Através de experiências obteve-se a tilápia albina,de maior 

valor econômico. 

A escolha dos machos albinos é justificada pela rapidez do 



seu crEscimento tanto em comprimento quanto em peso 

maior que o das fêmeas). 

(duas 
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vezes 

As medidas de comprimento obtidas foram as de comprimento t~ 

tal, isto é, distância anterior ao focinho à poste~rior da nadadei-

ra caudal. 

Os peixes foram tratados com raçao balanceada para engorda de 

galináceos. 

Os resultados obtidos do experimento, decorridos 244 dias de 

estocagem, estão na Tabela I abaixo. 

TABELA I 

Dados obtidos da Tabela li do Boletim Técnico do DNOCS, Forta­

leza-CE, 41(1), 55-83, jan./jun. 1983 1 , sobre o cultivo de machos 

albinos da Tilápia do Nilo, SAROTHERODON NILOTICUS, em viveiro de 

350m2 no Centro de Pesquisas !etiológicas do D::.<OCS, Pentec:oste - CE. ' . . 

-· ...., """· 
""""' ..,o Bianassa ~ 

t N{t} t(t) w{t) B(t) R(t) 

(nês) {&I) (g) (g) (g) 

25.08.81 o 350 11,000 26,000 9.100 

25.09.81 l 350 15,:100 59,500 20.825 12.265 

27.10.81 2 350 17,400 ~05,400 36.89Q 27.972 

27.11.81 3 35<l 20,500 200,000 70.000 49.788 

29.12.81 4 350 22,700 239,500 83.825 56.700 

28.01.82 s 350 25,300 36·1,300 127.505 65.390 

26.02 .1!2 6 350 27,400 421,700 147.595 95.625 

26.03.82 7 346 28,000 476,000 164.696 106.272 

27.0<1.82 B 346 29,300 488,200 168.900 128.463 
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(2.3) DETERMINAÇÃO DAS EQUAÇÔES DE CRESCIMENTO DE von BERTALANFFY 

(2.3.1) Equação de crescimento em comprimento. 

A partir das medidas de comprimento da Tatela I, JXXlerros oons­

truir a Tabela II para obtenção da transformação de Ford-Walford 

t 

(mês) 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

~(t+l) -a+ b~(t) 

TABELA II 

~ (t) 

(em} 

11,000 

15,000 

17,400 

20,500 

22,700 

25,300 

27,400 

28,000 

~(t+l) 

(em) 

15,000 

17,400 

20,500 

22,700 

25,300 

27,400 

28,000 

29,300 

(2.3.1) 



t(t+l) 

(ao\!, 

30 I 
25 

20 

15 

10 

o 5 

~. 

10 

• 

~--·~-~--c;)> l(t) 

15 20 25 30 (an) 

Fig.2.1 - Pcntos de o::::nprirrento ~lo o::rrprirrento um nêS 
anterior, obtidos na criação de nachos. albinos 

da Tilãpia do Nilo. (Pontos de Ford-Walford) • 
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Determinamos a e b em (2. 3 .1) através de Regressão Linear. 

De (Ap. 1.1), (Ap. 1;2) e (Ap. 2.1), obtemos: 

a = 5,392 

b = 0,852 

que substituídos em (2.3.1), vem 

tlt+l) ~ 5,392 + 0,852~(t) 

De (_1.2.7), (1.4.2) e (1.4.3) temos respéctivamente 



e 

-K (t-t ) 
~(t)=L 00 [1-e 

0
] 

(comprimento limite assintótico) 

K =-tn b (coeficiente de crescimento) 

Como a = 5,392 e 

s-,3·92 

1-0,852 

b = 0,852, então 

= 36,432 (em) 

K =- ~n(0,852) = 0,16 

Da eguaçao (1.2.7) 1 temos: 

t + 1 . ~n 
K 

L 
00 

Da tabela II, temos: 

- ~ (t) 

t =o =~CO)= 11,000 

Substituindo (h), (C) e {c:l') em (2.3.2), vem: 
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(a) 

(b) 

(c) 

(2.3.2) 

(d) 



A to~ 0 +-l-tn(36,432- 11,ooo 1 0 •16 . 36,432 
= -2.25 Cmes) 

Substituindo (b) , (c) e (e) ·em (a) , vem: 

t(t) ~ 36,432 · [1- e-O,l6 (t+2 • 251 J (em) 
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(e) 

(2.3.2) 

A função t (t) é a função que representa o crescimento em com­

primento, do macho albino da Tilápia do Nilo. 

t (ti . 
(6.) 

40. 

36 ,432f----c:=~---.,-·---

30 ( 

20 I 
I 

10 

f 
o L~~~~~---~~~~~~~~> 

o 10 20 . 30 40 50 60 70 80 90 100 

F1g.2.2 - Ctu:va éE crescirrento, em corrprirrento, em 

· relação ao t:enp:l, obtida na criação de 

~chos albinos da Tilápia do Nilo, 

t (rrês) 



{2.3.2) Equação de crescimento em peso. 

e 

onde 

De (1.5.1), [1.5.2) e (1.5.3.), temos respectivamente 

w (t) = ~ 1 qt) 1 e 

tn w (t) = tn ~ + e tn (t (t)) 

y -"" a + bo_x , 

y =· tn w(t) 

a = tn ~ 

b = e 

x = tn[t(t)), 
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(2.3.3) 

a e b sao determinados através de Regressão Linear usando dados 

de t(t) e w{t) da tabela III construída a partir da tabela I. 
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TABELA III 

t ~ (t) w (t) 

(mês) (em) (g) 

o 11,000 26,000 

1 15,000 59,500 

2 17,400 105,400 

3 20,500 200,000 

4 22,700 239,500 

5 25,300 364,300 

6 27,400 421,700 

7 28,000 476,000 

8 29,300 488,200 



-, __ 

w(tJ 
(g) 

500 • • 
450 

• 
400 

350 • 
300 

250 • 
200 • 

150 

100 • 

50 • 

o 
o 3 6 9 12 iSi82i--z427-'?o 

Fig.2 •. 3-_Pontos do p3so em relação oo crnpri- Jl.(t) (em} 

~to 1 obtidos na criação de ~chos 

a.J.hlnos da Tilápia do Nilo. (Tab.III). 

59 

De acordo com as expressoes (Ap. 1.1), (Ap. 1.2) e (Ap. 2.1), 

temos: 

b = 3,113 

r= 0,997 

sendo a = tn cfl -==:> <f! ea ~<jl = e-4,232 = 0,015 (a) 

e b =e ->b = 3.,113 (b) 

Substituindo (a) e (_b) em (2.3.3.), vem: 

wltl = 0,015. [ 1(t)] 3 •113 (c) 
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Substituindo (2.3.2) em (c), vem: 

w(t) = 0,015·{36,432·[ 1-e-0,16(t+2,25)] }3,113 

Portanto 

w(t) • 1088,900 U-e-0,16(t+2,25)]3,113(g) 

ou 

w(t) = 1 , 089 [1-e-0,16 (t+2,25)] 3,113 (Kg) (2.3.4) 

A função acima e a função que representa o crescimento em p~ 

so do macho albinO da Tilápia do· Nilo. 

w(t) 
(Kg) 

1,2 (it. 

1,089 f-----=-----_;_-'-~-,---
1,0 /"" 

0,8 I 
I 
I 

0,6 

I 0,4 

I 
0,2 I 

' ' 
o v. ' ' ' ' ' 8~-fta o lO 20 30 40 50 60 70 

Fig.?.4 - Curva de crescirrento, em peso, em relação 

ao terrpo, obtida na criação de machos al­

binos da Tilápia do Nilo. 
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Observe que e= 3,113 está bem próximo do valor calculado 

analiticamente em (_1.2.2), que era igual a 3. Observe, também, que 

o peso limite do macho albino da Tilápia do Nilo w = 1,089 (Kg), 
00 

enquanto seu comprimento limite L ~ 36,432 (em). 
00 

(2.4) DETERMINAÇÃO DO PONTO DE INFLEXÃO DA FUNÇÃO w ~ w(t). 

O ponto de inflexão é dado pela expressao (1.2.3), sub~t~ 

do o 3 calculado analiticamente por 3,113 obtido ~ernpiricamente. 

Então 

1 t*- -2,25 + .
0 16 

~n(3,1131 -
' 

4,847 (mês) 

e 

w(t*) ~ 1 , 089 [l-e-0,16(t•+2,25)) 3,113 

ou seja, 

w(t*) 0,326 (Kg). 

Em t*= 4,847 (mês) temos a maior variação do crescimento em 

peso do macho albino da Tilápia do Nilo, sendo um importante parâ-

metro na otimização de uma pesca comercial. 

(2.5) FUNÇÃO BIOHASSA NATURhL. 

A função biomassa natural é dada por {1.8.1), ou seja, 
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B(t) ~ N(t) •w(t) 

Como no experimento só morreram 4 peixes, a taxa de mortali-

dade M é desprezível (M =O}. 

Temos, então, de {1.7.2) que 

N (t) 
-Mt 

~ N e - N o - o == 350 peixes 

e sendo w(t) ~1,089[1-e- 0 • 16 (t+ 2 • 25 )] 3 • 113 (Kg), então 

B(t) ~ 381 , 15 11 _e-0,16(t+2,25)] 3,113 (Kg) 

B(tl 
(K ) 

400 
381,15 f------

360 

320 

280 

240 

200 

160 

120 

80 

40 

·------

.- .... 

0 L_,__,c....,__,_......__, _ __.__j____.__.,__. ~L......-.J.,~~~ J ~ t (rrês} 
20 30 40 50 60 70 80 90 100 o .10 

Fig.2.5 - Curva de biomassa natural em :relação ao 

tempo, obtida na criação 00 madlos aJ.hi 
nos da Tilápia do Nilo. 
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Observando o gráfico percebemos que B(t) e sempre crescente, 

atingindo seu limite em t*-+ + oo, Assim, para t* -++oo :::::=:::;:.. B(t*) -+ 

+ B = 381,15 (Kg). 
00 

(2.6) TORNANDO O PROBLEMA MAIS REAL. 

A taxa de mortalidade mais rE.al às condiçÕes brasileiras e 

M = 0,02, isto é, numa criação de machos albinos da Tilãpia dO Ni­

lo 2% dos peixes morrerão em cada mês. Então, de (1.7.2), teremos: 

N(t) = 350·e- 0 ' 02
t 

N(t) 

400 

320 

\ 
240 

160 

' 

SOL~-~-
0 J_--~~_L ~~ 

o 30 60 90 120 150 lBO 210 

Fig.2,6 - o.rrva de variação do nürrero de pciY.es 

em relação ao tenpJ, obtida na criação 

&, machos albinos da Tilãpi.a-õo Nilo. 

(!1 = 0,02) ~ 

(2.6.1) 

t (nês) 



A nova função biomassa naturõ.l pass~ a ser: 

B(t) ~ 381,15·e-0,02t. [1-e-0,16(t+2,25)] 3,113(Kg) 

B(t) 
(Kg) 

f!.. 
240 ~ 

200l 1 r~. 
16o ~ I "'' 
uo I "-, 

I , 
80' i ................ 

ri -------40 ' t1 
r . 

Q _ __,_....____..._J_'-:'::-'~~*-'- ' I '.....,. t (rrês) 
0 10 20 Jo 40 so 6o 10 ao 90 :ruo 

.E'ig.2. 7- Curva de bicrnassa natural em relação ao­

terrpo, obtida na c,riação de uachos alb,!. 

nos da Tilápia ào Nilo (M "= 0,02)· 
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(2.6.2) 

(2.7) DETERMINAÇÃO DO PONTO DE MJiXIMO DA FUNÇÃO BIOMASSA NATURAL 

o ponto de máximo t* é dado por (1.8.2), ou seja, 

~M (2.7.1) 

sendo w(t) ~ 1 , 089 [1 -e-0,1G(t+2,25)]3,113 (a) 
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w' (t) = 0,498 xl,089 [l-e-0,16(t+2,25)12,113 

-O,l6(t+2,25) ·e . (b) 

Substituindo (_a) e (b) em (2.7.1) e simplificando, vem: 

0,498 
= 0,02 eO,l6-(i:~+i,2S) 

-1 

ou seja, 

t* = 18,089 (mês), ponto máximo, e de (2.6.2}, temos, 

B(t 0 ) = 8(18,089) = 234,824 (Kg), 

quantidade máxima de biomassa obtida na presente criação de machos 

albinos da Tilãpia do Nilo, éonsiderando M = 0,02. 

(2. 8) DETERMINAÇÃO DO INSTANTE ÓTIMO DE PESCA t
8

, SENDO 8 UMA TA­

XA"INSTfu~TÂNEA DE DEPRECIAÇÃO DO CAPITAL. 

Supondo que a força de pesca seja calculada considerando um 

único pescador, em um barco, trabalhando com uma tarrafa (aparelho 

de pesca) durante um período padrão em que sejz. possível acionar o 

aparelho 445 vezes (esse número será justificado mais adiante) , de 
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modo que uma unidade de esforço seja igual ao produto de um barco 

pelo período padrão. 

Sendo C= Cr$ 100.000,00 o custo de urna unidade de esforço 

e p = Cr$ 4.000,00 o preço por unidade de biomassa (Kg) da Tilá­

pia do Nilo, então o quociente Ç = 100 · 000 = 25 é 2equeno se p 4. 000 

comparado com a biomassa máxima B(t*) = 234,824 (Kg), isto é , 
c - = O,ll·B . Portanto a pesca ótima pode ter início em t~ p 00 o 

pela expressão (1.12. 6) , isto é, 

- M + ó 

seguindo o mesmo raciocínio utilizado em (2.7.1), temos 

ou seja, 

0,498 

t = - 2 '25 + 
ó 

1 

- 0,02 + 6 

tn '0",'518 + 6 

0,02 + ó 

dado 



tó 

(nês) 

2ij í 
1 5 

1 ü 

5 

o 

\\ 

\,~ 
....,:..__...._ . 

---~ 

----)> 
o _1)5 . 1 1 5 . 2 

8 
Fig.2.8- Curva de.terr;:o Óti..nn de t=esca ern 

relação à taxa àe in.starrtânea de 

êepreciação de capital, obtida na 

criação 00. machos albinos da Til-ª. 

pia oo Nilo (M ~ 0,02) 
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Considerando um esforço de pesca infinito;· com custo c =O e 

sendo 6 .::_ O, de modo que a expressão { 1.12. 6) continue válida, "então 

o rendimento ótimo de biomassa será dado pela expressão; 

ou seja 

~ 381,15 
-o,o2t

0 e 
-0,16(t0+2,2Sl 3,113 

[1 -e ) (Kg) (2.8.2) 

Supondo que o preço por quilo de biomassa seja p=Cr$ 4.000,00 

então o presente valor do lucro será dado por (Ap._ 5.3), ou seja: 
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PV (2o8o3) 

Discretizando alguns valores de ô, podemos construir a tabe 

la abaixo. 

TABELA IV 

to Y <to) PV 

(mês) (Kg) (Cr$) 

o 18,089 234,824 939o296,00 

0,05 10,835 203,783 474.186,20 

0,06 10,110 195,833 427.073,71 

0,10 7,994 165,883 298o323,08 

0,15 6,303 134,676 2090289,04 

0,20 5,143 110,105 1570453,29 

(2 o 9) ANÂLISE DOS RESUM'ADOS o 

Os resultados obtidos na criação de machos albinos da Tilá­

pia do Nilo, não considerando despesas com raçao e mão-de-obra . PQ 

dem ser considerados bons nos seguintes aspectos: (a) a precocida-

de do peixe em atingir o momento de captura; (b) o baixo índice 

de mortalidade e (_c) a boa aproximctção dos valores dos parâmetros 

de von Bertalanffy calculados empiri~te para aqueles dete:rminados 
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analiticamente. 

Observando, ainda, a tabela anterior percebemos que crescen­

do ô, t
0 

decresce, decrescendo o rendimento de biomassa Y(t
6

) e 

decrescendo consequentemente o presente valor do lucro PV. 



70 

(3) OTIMIZAÇÃO DA FUNÇÃO VALOR PRESENTE DO LUCRO NA CRIAÇÃO DE MA­

CHOS ALBINOS DA TILÃPIA DO NILO, EM PSICULTURA (COORTE ÜNICA), 

CONSIDERANDO DESPESAS COM RAÇÃO E MÃO-DE-OBRA. 

(3 .1) INTRODUÇÃO. 

Nesta seçao estamos preocupados em otimizar a função valor 

presente do lucro na criação de machos albinos da Tilápia do Nilo 

considerando despesas com ração, mão-de-obra e uma taxa instantânea 

de depreciação. de. capital ô = O, 06 ao mês. Para isso deveremos f a 

zer uso de programas computacionais. 

(3.2) FUNÇÃO LUCRO. 

A função lucro é dada pela diferença entre as receitas e as 

despesas. Para o nosso problema o lucro tem o seguinte aspecto: 

L (Receita com) ucro= . -a b~omassa 

e a função lucro sera: 

(Despesas acu~ula-) _ 
·das com raçao 

{Despesa~ acumuladas) 
com mao-de-obra-

L(t) = p[t) ·B(t) - J: c [T) ·R(-c)dT- I: H[T) ·dT (3.2.1) 
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onde: 

L (t) função lucro em (Cr$) 

p (t) função preço por quilo de biomassa (Cr$) 

B (t) função biomassa (Kg) • 

c (t) função custo por quilo de raçao (Cr$) 

R (t) função consumo de ração (Kg) 

H (t) gasto com mão-de-obra (Cr$) 

Através de .pesquisas de mercado em Campinas - SP, mes de no-

vembro/8~ e considerando um~ inflação que provoque uma elevação -

no índice setorial de preços de 5% ao mêsr chegamos às seguintes -

funções: 

p(t) ~ 4.000·e 0 • 05 t (a) 

500·e0,05t c (t) (b) 

H(t) = 10.000·e0105t(c) (gastos direto com a psicultura). 

(3.3) DETERMINAÇÃO DA FUNÇÃO CONSUMO DE RAÇÃO. 

Da tabela I podemos montar a tabela V abaixo para mostrar a 

· relação gue existe entre a biomassa natural e o consumo de raçao 

(considerando um decréscimo de 2% em relação ao original devido à 

taxa de mortalidade). 



t 

(mês) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

TABELA V 

B (t) . R(t) (ração) 

(Kg) (Kg) 

22,263 12,042 

40,180 26,875 

61,348 46,880 

83 '45 o 52,341 

105,746 59,167 

127,015 84,812 

146,585 92,388 

164,072 109,469 

' 

• 
' 

• 
• 

80 100 120 140 160 B(t) 

(Kg) 
Fig.3.1- P0.!1tos de oon..suito Õ;! ração em relação 

à bic.massa, obtida na criação de mad10S 

alb:i.n05 da Tilápia do Nilo do Nilo. 

{M = 0,02) 
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Observando o gráfico da figura 3.1 percebemos que existe, apr~ 

ximadamente, uma relação linear entre o consumo de ração e a bio­

massa natural, isto é, 

R[B(t)] ~a+ b·B(t) (3.3.1) 

De (Ap. 1.1), (Ap. 1.2) e (Ap. 2.1), temos: 

a~ -0,141 (1) 

b ~ 0,646 (2) 

r=0,989 

Substituindo (1), (2) e (2.6.2) em {3.3.1) e simplificando , 

temos: 

R (t) 
~ _

0 141 
+ 246 223 8

-0,02t. [1-e-0,16(t+2,25)] 3,113 (Kg) 
' ' 

(3.3.2) 



ll(t) 
. (Kg) 

160 /!r 

140 

120 

100 

80 

60 

40 

'
I 

20 

~ 
O L........._.L.-..o........_......_.---1---l_..L-.1......... •. ~-':o~''--'--~1> 

o 10 20 30 40 .50 60 70 80 90 100 
t 

Fig.3.2 - curva de ronsuno de ração em relação ao 

terrp::>, obtida na .criação de ma.chos alb! 
nos da Tilápia do Nilo (M = 0,02) 
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rrrês) 

Substituindo (a), (b} 1 (c) e (3.3.2) em (3.2.1) e sirnplifi-

cando, temos: 

L(t) ~ 1. 524 • 600 e0,03t.[l-e-O,l6(t+2,25)]3,ll3 _ 

- l98590(l-eo,ost)-l23lll,5J: eo,osr[l-eO,l6(T+2,25)l3,113 de 

(3.3.3) 

Considerando uma taxa instantânea de dr:preciação de capital 

O = 0,06 ao mês, o valor presente do lucro será dado por 

PV ~ e-0,0 6 t L(t) (3.3.4) 
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Para maximizar PV fazemos uso do programa computacional de 

"maximização d€"~ funções por eliminação de intervalos", no final des 

sa seçao. 

(3. 4) RESULTADOS. 

O programa foi rodado para dois valores iniciais diferentes, 

obtendo uma pequena diferença entre os resultados, conforme a tabe 

la abaixo. 

o 

o 

TABELA VI 

VALORES INICIAIS 

15 

10 

D 

0,01 

0,01 

(3.5) ANALISE DOS RESULTADOS. 

RESULTADOS OBTIDOS 

8,980 

8,989 

PVMAX 

379.658,66 

379.659,21 

A pequena variação entre os resultados obtidos nao comprome­

te o trabalho, pois a causa se deve ao critério de parada do pro­

grama. Os resultados obtidos para TMAX e PVMAX estão coerentes 

com aqueles obtidos na tabela IV para 6 = 0,06 onde não foi levado 

em consideração o consumo de ração e mão-de-obra. 



~-·. -- -···· - ~ . .. 

lO"REM ''MA);JMIZACAO DA FUt~CRO f· 
~1 " 

20 DlSP ''OE:ME OS VALORES OE ~~1 

·' i~4 12 O" 
3•3 lt1PIJT ;,;1 
4(1 l I~F'UT :<:4 
50 I t·WUT D 
6t1 1(=1) 
78 REM "DETEPMINACAO DE 
80-X2=X1+.5~:(X4-Xl-0) 

._,.-," .-. .::. 
90 

1013 
11 ü 
120 
1 .?:ü 
14(1 
150 
16f:' 
170 
f8(1 
19~3 

200 
210 
220 

23(1 
240 
25(1 

2t.o 
27(1 
2e~3 

29(1 
3f10 

310 
320 

330 
2:40 
350 
360 
370 
3:::0 
39tt 
400 
410 

420 
430 

44(1 
4 50 
460 
470 

7-•,.•·-:> .... - ..... 
GOSUB 480 
GOt;lJB 420 
Y2=H 
REM ''OETERMINACAO DE X~'' 

co~:;uB 4:::e 
c;o::;UB 420 
Y3=H 
REM ''COMPARACAO EI~TRE Y2 e 

Y3" 
IF Y2(Y3 THEI~ GOTO 260. 
JF Y2=Y3 THEt~ GOTO 330 
REM ''ELIMit~AR O INTERVALO EN 

TRE ~<:?: ~ X4 '1 

X4=:":3 
GO::;UB 270 
REM "ELIMINAR O INTERVALO EN 

TRE ~~1 e- X2" 

I<=K+1 
PEM ·''VERIFICACAO DO NUMERO O 
~ INTERACOESH . 
IF K>208 THEN GOTO 390 
REM ''VERIFICRCAO 00 COMPRIME 
N TO 00 INTERVALO'' 
!F X4-X1>3i:O THEt~ GOTO 80 
REf'l "CALCULA!? O F'OHTü t·lEO I O 

"""'-'··'<=" .::...-.---.. _. 
GO·::UE: 420 
'-c"S=H 
Dl::;f• ";-;ri!-='J~;=="_;;:-c:5.• "Vrn-~~<=-";'r'5 

:.=:TO F' 
DI:::;p "K>20ü" 
EHD 
REM •rFUNCAO A SER f'1AXIMI2AOA .. 
Hi=E>(F'(-{ .0612)) 
H2=1524600l"EXP( 03~2)~(1-EXP 
(-(.16~(2+2 25))))A3.113 
H?=19859C~Cl-EXPC.05~2))-S 

H=H1l(H2+H3) 
PElUF:H 
REM ''CALCULO DA INTEGRAL USn 
t-l 00 OUHDFJ1TUF:R GAU~;:::1HtlFl .. 

4 9~1 ~<2=2 

50f1 S=O 
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510 F:EI't "F:í1IZES DO F"OLit/OMIO DE 
LEGENDRE DE GRAU 5" 

52tt X0::13)=-.932 
53(1 X<l)=-.661 
540 X(2)=- 239 
550 X(3")=-~~:(2) 

560 >o:(4)=->::( 1) 
57(-1 X<~·)=-X((D 

588 REM "COEFICIENTES CORRESF'ON-
DEt~TES" 

5:?0 H(O)= .171 
60€1 H(1)=.3t.l 
610 A<2>=.468 
620 Ac"3)=f1(2) 
630 AC4)=A(1} 
640 A(5Y=A(0) 
650 FOR !=0 TO 5 STEP 1 
660 }<<---:<I} 
67H c;o:::uE: 730 
680 S=S+A(J)=*=F 
690 ND~T I 
700 S=.S*<X2-Xl)%S 
710 RETURN 
720 REM ''FUNCAO A SER INTEGRADA" 
730 F1=123111 .5*EXP(.015*((X2-X! 

):'1:~<:+?::2+~<1)) 

740 F2=(1-EXPC-(.08t((X2-X1)t~+X 
2+X1+4.5))))A3.113 

750 F=Fl*F2 
760 F.:ETURH 

F:Ufl 
OE-ME OS VALORES DE X1, ., 
(1 
? 

?. 
0.01 
Xmax= 8.98026746055 

31:365:::.6575151 

RU!--l 
DE-t·lE O~; 

'? 
o 
? 
10 
'? 
0.01 
Xmax= 8.~89021497 

:;::?9659 2C,9:?.57 

\'U!.:":!X= 

\' fil -Õ! ~~ = 
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(4) CRIAÇÃO DE MACHOS ALBINOS DA TILÂPIA DO NILO EM LAGO NATURAL 

(COORTE ONICA) . 

(4.1) INTRODUÇÃO. 

A criação de peixes em lago natural pode deparar com um pro-

blema até antes não enfrentado em psicultura artificial, -que e a 

aplicação de um esforço infinito no momento da despesca. 

Nesta seção estamos interessados em determinar um intervalo 

de tempo ótimo [ :t
1

, t 2 1 para efetuarmos a despesca do lago, quan­

do dispomos de um esforço de pesca Fmax finito. Com os valores de 

t
1 

e t
2 

podemos calcular o presente valor do lucro que e nosso 

objetivo final. 

(4.2) DETERMINAÇÃO DO INTERVALO ÓTIMO DE PESCA 

FINITO 

Vamos supor que a criação de peixes em um lago natural seja 

feita para uma única ccorte, não havendo despesas com ração e mão-de-obra e 

ainda 1 que a taxa instantânea de depreciação de capital O seja 

igual a zero. Não dispondo de um esforço infinito no momento da 

despesca, então a politica ótima será aplicarmos um esforço F(t)= 

= Fmax (finito), tal que:: 
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F max para t E [t1 , t 2] 

F (t) ~ 

O caso contrário 

t* : ponto de máximo da função biomassa, 

t
1 

e t
2 

devem satisfazer (1.13.10), ou seja, 

(4.2.1) 

com 

1j! (t) 
-(M+Fma) ·t [ dw(t} 

= e · dt - M•w(t}] (a) 

sendo M = 0,02 (taxa de mortalidade natural) (b} 

e 

w(t}~ 1 , 089 [ 1_e-0,16 (t+2,25}] 3,113 (Kg} (c} 

Substituindo (b) e (c) em {a) e simplificando, vem: 

(} 2 8 
-(0,02+F }•t [1 -0,16(t+2,25}]2,113 

1)! t ~ 1, 7 e max · -e • 

• [25,904 e-0,16 (t+2,25} - 1] (4.2.2) 



sendo 

vem; 

~(t) 

Fig~ 4.1 -·Gráfico da f1mção ljJ(t) para o 

cálculo do intervalo ·ótirro de 

,esca ('1_, t 2l • 
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Por outro lado t
1 

e t
2 

devem satisfazer (1.13.12) 1 ou seja, 

(M +F ) • t
2 C 

max .e . 
(4.2.3) 

r-1 = O, 02 (taxa de mortalidade natural) (b) 

N
0 

~ 350 (peixes) (c') 

w(t2) ~ 1,089 • [l-e-O,l6(t2+2,2S)l3,113(Kg) (d) 

p ~ Cr$ 4.000 (preço por quilo da Tilápia do Nilo) (e) 

Substituindo (b), (c'), (d) e (e) em (4.2.3) e simplificando, 



80 

ro,o2 +F > ·t2 c.e max 

1524600 
-o,16<t2 +2,25) 3,n3 

[1-e ] 

(4.2.4) 

Com os valores de e satisfazendo (4.2.1) e (4.2.4) 

podemos calcular o presente valor do lucro dado por (1.13.1~ ou 

seja 

-C] F dt ~ f 
t2 

max t 

com ~(t,t 1 ) ~ [p·N(t)·w(t) C ]·F max 

Sendo 

e 

N(t) ~ 350 
-0,02t1 

e e 
-(0,02+F ) · (t-t

1
) 

rnax 

w(t) ~ 1 , 089 • [l-e-O,l6(t+2,25) 13,ll3 (Kg) , 

que substituídos em (4.2.5}, produz: 

F t 
Ht,t

1
) ~ {1.524.600 e max 1 

-(0,02+F ) ·t 
e max • 

. [l- -0,16 (t+2,25)]3,ll3 _ C}F 
e · max 

1 

(4.2.5) 

(4.2.6) 



81 

(4.3) CÂLCULO DA TAXA FMAX DE MORTALIDADE POR PESCA. 

Convencionando que uma unidade de esforço seja um pescador 

trabalhando com uma tarrafa, de raio R= lm, num lago de área 

2 
A = 350m , tendo como unidade padrão de tempo o período gasto para 

que a tarrafa seja acionada 445 vezes. Seja o custo por unidade de 

esforço C = Cr$ 100.000,00 e que somente 75% dos peixes sejam caE 

turados em cada acionamento do aparelho. 

onde 

De (1.6.4}, temos: 

..,a_:_-;eq 
F-~ A t 

2 2 2 a ~ 1rR = 1T ·l (1\1 ) = 

A = 350 
2 

m 

t = 1 período padrão 

q = 445·0,75 = 333,75 

Portanto Fmax = 
·n x 333,75 

350 X 1 
"' 3,0 

De posse desse resultado e considerando 

(4.2.1), (4.2.4) e (4.2.5) elaboramos um programa 

-as expressoes 

computacional, 

que está no final dessa seçao, , para o cálculo do intervalo de 

de aplicarão do esforço de peE-ca F e do presente 
~ max 
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valor do lucro PV. 

(4.4) ANÁLISE DOS RESULTADOS. 

O programa computacional foi rodado fazendo T
2 

= 18 (mês) , 

Fmax = 3 e C= Cr$ 100.000,00, obtendo T1 = 17,853 (mês), T
2 

= 

= 18,6 (mês) e PV- s
1 

=Cr$ 615.079,70. Em outras palavras sign~ 

fica que a despesa deve ser iniciada em T
1 

= 17 meses e 26 d±as e 

terminar em T2 = 18 meses e 18 dias. Percebemos também que t* = 

= 18,089. (ponto de biom.;1ssa máxima), pertence a esse intervalo. 

O lucro obti_do nessa seção está bem super'ior ao obtido na se 

çao anterior onde nãc tínhamos gastos com esforço de pesca, mas tí 

nharnos gastos com ração, mão-de-cbra e, além do mais, havia uma ta 

xa instantânea de depreciação de capital O = 0,06 {mensal). 



5 REM ~COLCULO 00 ItlTfRVALO DE 
TEMPO [l1.T2J PAPA F1~~x 

FJill- íO" 
18 DJSP "DE-ME OS IIRLOPES DE T2 

~ F=Fm.;..x €- C'1 

20 HWUT 12 
30 I t~PIJT F 
40 I HF'IJT C 
50 REM "OETERMINRCAO DE TI" 
~~ T3=CtEXP(( 02+F)tl2) 
78-T4=152460Bt<1-EXP(-(.16t(T2t 

2.25);.))"'3..113 
80 Tl=L0G(T3/T4)/F 
9~ REM 11 CALCULO DA INTEGRAL POR 

QUADRATURA GAUSS1AI1A" 
lÜÜ XOJ)=-.932 
d(1 X<i)=-.661 
121?1 X(2)=- 239 
[30 ~<;(3)=-:·-<(2) 

140 ~~(4)=->::(:1> 

l5ü X•~5)=-~·JO) 
i61::i fi(0)= 1?1 
1.70 A(1)=.361 
180 R·~2)=.4f.8. 

193 A(3)=fl(2) 
200 fl(4)=fl(1) 
210 A<5>=A((1) 
220 ~; l =T 1 
230 )<2=T2 
2413 ::;=0 
25B FOR I=P TO 5 STEP 1 
26ü ~~=>·; (I) 
27f1 GOSUE: 650 
280 S=.O::;+A (I) :t;:H 
290 HE:=H I 
308 S=.5t(X2-X1)%S 
310 REM ''VERIFICAR SE A INTEGRAL 

ESTA PROXIMA DE ZERO'' 
320 IF A8S($)(5.E-26 THEN GOTO 4 

20 
330 IF S<G THEN GOTO 360 
340 1F S>0 THEN GOTO 390 
350 REM ''DIMINUIR T2° 
36~1 T2=T2....:. 05 
370 GCtTO f.ü 
388 REM ''AliMENTAR T2'' 
390 T2::::T2+ 05 
400 GOTO f.O 
418 REM ''C:ALCULO DA INTEGRAL POR 

OUAOPATURA GAUSSIANA'' 
420 X<0>=-.932 
430 }{(l:l:::::-.661 
440 ~\(:2).::-. 2-"39 
4~·0 ~<<3)=->-:(2) 

4E:O X<-4>=-:o<(l) 
4?f\ i~(-~.;·=-~<(0) 

4:;:o AO:O)=.t71 
490 R(1)=.361 
-5f1P A(2>=.4E.8 
51(1 ft0::3)=R0:2) 

520 
530 
5.!1€1 
550 
5bf1 
57~J 

58(1 
590 
6121(1 
610 

620 
63.(1 
640 
65f1 

66171 

670 

6g0 
69(1 
700 
710 

720 

?30 
74(1 

RUI~ 

ti(4):::::R( l) 
Ar.5);;:A(Ü) 
s 1 :::(1 
FOP J=0 TO 5 STEP ! 
~\=X (..J) 

GOSUE: ?10 
S!=SI+R(JJ~G 

NEXT _I 
S1-=.5t(X2-Xl)tS1 
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DISP "Tl=o·TI "T?=''·T~ ~~~-· ~ ~ - ~ _, -=- -; s 1 
STOP 
END 
REM "FUIICRO A SER l~TEGRAOA" 
H1=21 .78iE~P<-< 5tC.ü2+F)t(( 
X2-X1)%X+X2+Xl))) 
H2=(1-EWP'-( A~~-,·(Y~-vi'~~+X . • ,, ' . ~·~·-"1·. ,,_ ,., '., .... 
2+X1+4.5))))A2.113 
H3=25.904tEXP(-(.08tC<X2-X1> 
tX+X2+X1+4.5))) · 
H=Hl:.tH2l(H:3-1) 
REHIFON 
REM 1'FUt4CAO A SER INTEGRADA'' 
Gi=1524600~EXP(FXXi)~EXP(-(. 

5*(.02+F)*((X2-X1)tX+X2+X1)) 
) 
G2= ( 1-E>~P o:- r r1·~·-~- { ~"':}·::'-'><'I'·~·',!+'' . ' . - '-'.t· ., '...... .. ' ·"t-•"• ,'\ 
2+X1+4.5))))A3.113 
G=(G1:tG2-C)JF 
RETURH 

DE-ME OS VALORES DE T2. 
;:--~ !? c 

F=Fma 

? 
18 
? 
3 
? 
100000 
Tl~ 17.8534861856 
Si= 615079.781795 

F: 1_1 t-~ 

T2= 1t:.6 

DE-ME OS VALORES OE T2. 
x e C 

F=Fru-:'1 

C> 

18 
? 

200000 
Tl= 17.8844474667 
51= 429836.893612 

T2= 1::.:.4 
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(5) DINÂMICA 0TIMA DE UMA PESCA COMERCIAL ENVOLVENDO VARIAS COOR­

TES DE MACHOS ALBINOS DA TILÃPIA DO NILO. 

(5.1) INTRODUÇÃO 
o 

Trataremos agora da otimização dinâmica para uma população 

de várias coortes, com as seguintes hipóteses iniciais: 

1) Recrutamento mensal de 1000 peixes (N
0 

= 1000). 

2) A K-ésima coorte foi recrutada no K-ésimo mês. 

3) o custo da pesca é desprezível (C= O). 

4) Sequência de controles impulsivos (F = oo), colhendo, ins­

tantaneamente, toda a população de peixes. 

5) Instante de recrutamenLo t.Õ = 2,25 (instante em que o pei­

xe foi colocado no viveiro). 

(5. 2) MAXIMIZAÇÃO DO VAWR PRESENTE DO LUCRO DE TODAS COLHEITAS FU'IURAS. 

O nosso objetivo é maximizar o valor presente do lucro (PV) 

dado pela expressão (1.14.13) 1 ou seja 

V 
1 

(T) 
PV = -T,;;----6'1' 

e -1 
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sendo T o pe:rí.odo de rotação ótima, dado pela expressão (1.14.14), 

Fórmula de Faustrnann 

ó 
-óT 1- e · 

Para simplicidade matemática, restringiremos T somente pa-

ra valores inteiros, de modo que v
1 

{T} denotando o biovalor da p~ 

pulação no instante T meses após uma colheita completa, e dado 

por 

-M·T 
~ pN

0
·e •w(T) + pN e-M(T-1 ) ·w(T-1) 

o 

-M ' + pN e •w(lJ . o pN 
o 

T . [ 

k~1 

-kM e ·w(k) 

+ • • . + 

Resolveremos o problema, primeiramente,usando aparelho de 

captura não seletivo, isto é, todos os peixes recrutados na popul~ 

çao estão, igualmente, sujeitOs à serem capturados. 

Para a k-ésima coorte recrutada o peso de cada peixe é dado 

por 

w(k) ~ 1 089 
-0,16(k+t8+2,25) 3,113 

·[1-e · l (g) 



Como t' = 2,25, ô então 

w(k) ~ 1 o8 9 [1 -e-0,16 lk+4.S) 13,ll3 (g) 
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(5.2.1) 

-O valor da biomassa por peixe recrutado em T recrutamentos e 

dado por: 

w[T) ~ 

T 
[ 

k~1 

-kM e ·w(k) • 

Sabendo-se que M = 0,02, então 

Determinaremos T Ótimo usando a igualdade 

~>J(T) 
~ 

Vi (T) 

w (T) v
1 

(T) 

O cálculo de 
~w(T) - feito através da tabela a w (T) e 

(5.2.2) 

(5.2.3) 

seguir. 
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TABELA VII - Biomassa Por recruta w{T), taxa de crescimento 

T 

(mês) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

lO 

11 

12 

l3 

14 

15 

16 

17 

proporcional ~w/w e rendimento médio mensal para a 

Tilápia do Nilo_ w(T)/T: Equipamento não seletivo. 

w(Tl 

[g] 

201,372 

470,557 

806,644 

l. 205' 935 

1.662',939 

2.171,175 

2. 723,774 

3.313,904 

3.935,048 

4.581,173 

5.246,818 

5.927,124 

6.617,829 

7.315,239 

8.016,182 

8.717,960 

9.418,298 

L\w (T) 
w{T) 

1,000 

o' 572 

0,417 

0,331 

0,275 

0,234 

0,203 

0,178 

0,158 

0,141 

0,127 

0,115 

0,104 

0,095 

0,087 

0,080 

0,074 

w(T) 
T 

201' 372 

235,279 

268,881 

301,484 

332,588 

361,863 

389,111 

414,238 

437,228 

458,117 

476,983 

493,927 

509,064 

522,517 

534,412 

544,873 

554,018 

cont. 



cont. 

T 

(mês) 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

w(T) 

[g] 

10.115,289 

10.807,351 

11.493 '180 

12.171,712 

12.842,087 

13.503,620 

14.155' 770 

14.798,123 

15.430,367 

16.052,278 

16.663,704 

17.264,555 

17.854,789 

18.434,408 

ów(T) 

w(T) 

o ,069 

0,064 

0,060 

0,056 

0,052 

0,049 

0,046 

0,043 

0,041 

0,039 

0,037 

0,035 

0,033 

0,031 

o gráfico a seguir mostra a relação entre 

W(T) 

T 

561,961 

568,808 

574,659 

579,605 

583,731. 

587' 114 

589,824 

591,925 

593,476 

594,529 

5 ~5, 1.32 

595,329 

595,160 

594,658 

ów(T) 
w(T) 

e T. 
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ów 
w 

1,0 t· 
0,9 

0,8 

0,7 

0,6 • . 
. 0,5 

0,4 • 

0,3 • 
0,2 •• • 
0,1 

o 
o 5 10 15 20 25 30 

T (rrês) 
Fig. S.L...: Pontos da taxa de variaçélo proporcional. 

.6w{Tf/w(T) em relação ao terrp:;. T (equi­

_pam:mto não seletivo) . 

Observando o gráfico acima concluímos que a função 

do tipo 

llw (T) 
w (T) 

6W (T) 
w (T) 
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-e 

(5.2.4) 

Como esta função nem sempre é linear tomamos, os logaritmos 

dos dois membros, obtendo assim uma nova função, neste caso, li-

near, ou seja 

6w(T) 
w (T) 

=tntP+EltnT 



Fa2endo y = ~n 
llW (T) 
w(Tl 

a= ~n $ 

b= e 

e :x= R.n T , temos 

a e b podem ser calculadas através de regressao linear. 

Dos Apêndices 1 e 2, considerando-se as fórmulas 

. 
(llp. 1. 2 J e (llp. 2. 1l , ternos 

ou 

a= 0,319 

b = -1.050 (a) 

r= -0,991 

Como a = tn $ ' então 

$ 
a = e 

s.eja $ = e0,319 

$ = 1,376 (b) 

Substitu;lndo la) e (b) em (5.2.4), vem 

ów(T) = 1 , 376 T-1.05 
w (T) 

90 

(Ap.1.1), 



Aw(T) 
wlT) 

1 ,376 
Tl,OS 
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(5.2.5) 

A figura abaixo representa, simultaneamente, os gráficos das 

expressoes 
,1w(T) 

w (T) 

Vi (T) 

Vigf 
0,50~1 

'0,40 r. 

0,30 

0,20 

'0,10 

e 

o I I ' ~.~..Lr I ~ ' • ' I ' ~....J...J......___.__j_,_........J........~L-......CL._._~ 

o 12345678910 

~.(m?_s) 

fi.g.S.2 - Detenninação grfifica da rotação ótima pcu:-a 

várias ccortes de l1'ad1os albinos da Tilápia 

do Nilo. Equipa:·:ento não seletivo (tarelas 

VII e JX). 

Os valores de T podem ser calculados através da expressao 

(5.2.3), ou seja 



temos 

.lcw (Tl 
w (T) 

= 

Substituindo em (_5. 2. 3) as expressões (1.14 .14} e 

1,376 
Tl,o5 

= 
-ÔT 

l-e 
T;'Oeo>O 

onde 6 e a taxa instantânea de depreciação de capital. 

Simplificando a expressao (5.2.6), temos 
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(5.2.5), 

(5.2.6) 

Resolveremos a equaçao acima usando o método de Newton, para 

valores arbitrários de O dados na Tabela VIII, adiante. 

-oT , 1 O" -.seja F(T)=l,376(1-e }-oT'-,entao 

F' (T) -oT = 1,376·.S·e l,OS·O·TO,OS 

Fazendo F= F(T); F
1 

= F 1 (T) e D =O, temos, a seguir, o 

método Newton em linguagem computacional para a determinação de T, 

sendo que na Tabela VIII temos os resultados obtidos para valores 

arbitrários de ó. 



ó 

T 

(mês} 

o 

1 I?Et·1 "CtiLCULO nt"t F: r:•: 1 :· ~~E F FE 
L PELO I"IETO[IO DE ~~C~·ll (!ti" 

'5 It-WUT O 
H• Jllf'UT T 
20 f<"-'13 
30 F=l.376t(l-E~P(-~D1T'))-OtTA 

1 . 05 
40 F1=1 .3?6tDtEXP(-(0iTl'-1.05t 

OtT-~-. O~· 

50 IF ABS<F1~<.0B1 TliEI-! GOTO 1~ 

o 
60 Tt'='T-F/f-1 
70 F2=1 .376t<1-EXP(-(0tT1)))-Q:t 

Tl'"·1.L)5 
80 IF R8S(T1-T><=.01 THE~I GOTO 

14 c 
90 T::::Tl 

1(1(1 J::>t<+i 
110 IF K>100 THEN GOTO 148 
1 ?(i GOT G .:;(~ 

130 OiSP "F1<0.001'' 
14Cl' OI~:p "T=".;l,''f.:::::"_;l( 
1-5~~1 EHD 

TABELA VIII 

0,01 0,05 0,06 0,10 

592,064 30,448 8,748 7,554 4,986 

Quando ó = O, a express~o correspondente a 

0,15 

3,567 

V' (T) 
V (T) 

e 
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0,20 

2,808 

in de-

terminada, e seu cálculo é feito através da 11 Regra de L'Ho5pital 11
, 

ou seja, 



V' (T) 
V (T) 

= lim 
ó-+0 

ó 
_ _:_"""" = lim 
1- e-óT ó-+0 

1 
-óT 

T·e 

1 
T 

Portanto a expressão. l5. 2. 6) passa a ser 

··1,376 .1 
TI, 05 T 

TO,OS = 1,376 > T- 592,064 (mês) 

Com os valores ó e T da tabela. VIII podemos calcular 

presente do lucro de tod~s colheitas futuras, dada por: 

PV = 

com V (T) = p·N ·w(T) 1 o 

94 

o valor 

w(T) obtido através de interpolação na tabela VII para os pa~ 

ticulares valores de 6 e T. 

1) ó = O e T = 592,064 

Não é possível calcular PV pela tabela. 

Neste caso PV=V
1

CT). 



2) 6 = 0,01 e T = 30,448 

Da tabela VII temos: 

T 

30 
1 0,448 

1 30,448 

31 

1 

0,448 

X= 259,669 

Como y = 17.854,789 + x, 

X 

w (T) 

17.854,789 

y 

18.434,408 

579,619 

X 

então y = 17.854,789 + 259,669 = 

y = 18,114,458 (g) ou 

w(T) = 18,ll.4 Kg, para T = 30,448 (mês). 
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579,619 

De posse de ó,T, w(T) e sabendo-se que o preço da Tilápia 

do Nilo, p = cr$ 4000 por Kg e N = 1000 peixes para Cfl_da r.e­
o 

crutamenLo, podemos calcular o valor presente do lucro para todas 

colheitas futuras através da expressao: 



ou seja, 

PV 

PV = 

~UOO·l000·18,114 = =::.::_=:.o:....=<-==.:'-

0,01'.30,448 1 e -

96 

= 203.574.008,20 

Portanto, se as colheitas forem-xe<ilizadas . a. cada 30,448 meses, 

teremos PV =Cr$' 203.574,008,20 de todas as colheitas futuras. 

De modo análogo podemos calcular os valores restantes de PV 

e de~ ~1 (T) /T que estão na tabela IX. 

TABELA IX- Rotação ótima~- Equipamento na o seletivo. 

ô o 0,01 0,05 o;oG 0,10 0,15 0,20 

T 

(rnE;s) 592,064 30,448 8,748 . -7,554 4,986 3,567 2,808 

PV 203.574.008 27.546.485 21.281.454 10.250.639 5.840.242 3.939.690 -
(Cr$) 

w(T)/T 594,935 431,435 403,031 332,153 287,367 262, ~29 
(g/rrês) 

vamos,agora, resolver o mesmo problemn anterior supondo que o 

aparelho de captura possui seletividade "knife-edge" na idade S ""' 

= 8 meses após o recrutamento. Neste caso a expressao r:xrra v 1 (T) deve 

ser mudada para: 

, ___ : ,---. \. 
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T -Mk v
1 

CTl - p·R· E e ·w lk) 
k'=8 

e 

T 
-0,02k [1 -0,160<+4.5)]3,113 w(T) - 1089 E e · -e (5.3.1) 

k=B 

Determinamos T ótimo usando a igualdade 

· 6w (T) Vi (T) 
= ---=-- (5.3.2) 

· 6w(T) 
O cálculo de e feito através da tabela a seguir. 

wlT) 

TABELA X - Biomassa por recruta w(T), taxa de crésc~to pr~ 

porcional nw{T)/w(T) e rendimento anual médio w(T)/T. 

Parâmetro de Seletividade 8 meses 

T wlT) 
6w (T) w (T) 

w (T) T 
(mês) (g) 

8 590,130 LOOO 73,766 

9 1.211,274 0,513 134,586 

10 1.857,399 0,348 185,740 cont. 



cont. 

T 

(mês) 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

w(T) 

(g) 

2.523,044 

3.203,350 

3.894,055 

4.591,465 

5.292,408 

5.994,186 

6.694,524 

7.391,515 

8.083,577 

8.769,406 

9.447,938 

10.118' 314 

10.779,847 

11.431,997 

12.074,350 

12.706,594 

13.328,505 

IM(T) 
w (T) 

0,264 

0,212 

0,177 

0,152 

0,132 

o, 117 

0,105 

0,094 

0,086 

0,078 

o' 072 

0,066 

o, 061 

0,057 

o' 053 

0,050 

0,047 

98 

w(T) 
T 

229,368 

266,946 

299,543 

327' 962 

352,B27 

374,637 

393,796 

410' 640 

425,451 

438,470 

449,902 

459,923 

468,689 

476,333 

482,974 

488,715 

493,648 



6w(T) 
>/(T) 

1,0 • 
0,9 

0,8 

o, 7 

0,6 

0,5 • 

0,4 
• 

0,3 
• 

0,2 • • • 
0,1 

o <-~ o 5 

• • • 
• • • • • • • ·' • ' T 

·-'-~"-a _,_1o~-~15'-'-~~2-'-o~-'-'2s -'--"7 !nêsl 

Fig.S,3 - Peritos da taxa de variação proporcional 

t.w (T) /w {T) em relação p,o t.eJtpJ T {equi­

{xãrEI'lto seletivo CO."ll ~ (rrês)) 
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Observando o gráfico acima percebemos que a função e do tipo 

llw(T) 
w (T) 

(5.3.3) 

A função (5.3.3) não é linear, mas se tornará linear se apl~ 

carmos logar{tmos nos dois membros, isto é, 

~n 
6w(T) 
w 11,) : ~n ~ + B ~n T (5.3.4) 



.fazendo ~n 
t.w lT) 

y - w[T) 

a = ~n ~ 

b = e 

e x= in T, de [5.3.4). vem, 

y-a+bx 

a e h sao calculadas através de regressao linear. 

sendo 

De [1\p. l.l), (1\p. 1.2) e [1\p. 2.1), temos 

a= 4,132 

b = -2,225 la') 

r = 983 

a = in 4J ;::; cjl= e 
a 

e 4 •132 = 62,302 

Substituindo (a\) e {b') em (5.3.3), vem 

t.w [T) 
wlT) 

T 7' O 

[b') 

A figura a seguir represent,a 1 simultaneamente, os 

das expressoes 
t.w (T) 

w (T) e 
vi (T) 

v
1 

(T) 

lO O 

(5.3.5) 

gráficos 



V' (T} 
1 

v
1 

(T) 
0,30 

0,25 

0,20 

0,15 

0,10-

0,05 

o 

"T(rrês) 

.Fig-5.4 - Determinação gráfica da rotação ÕtiJl1a para 

-várias CXXJrtes de machos albinos da Tilápia 

do Nilo. Equiparrento seletivo cem S=8 (nês), 

( t:abelas X e XI) • 

TOl 

Os valores de T sao calculados através da expressao (5.2.3), 

abaixo 

uu seja, 

6W(T) 
wÜ') 

V' (T) 
l 



62 <302 

T2,225 

ó 

T ;-! O e ó > O 

O taxa instantânea de depreciação de capital. 

Simplifi.cando a expressao acima, vem 
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(5.3.6) 

Determinamos o valor de T, na equaçao acima, para O arbi tr-ª 

r~o, usando o método de Newton para resolução de equações,como no 

caso anterior. O presente valor do lucro {PV) também é calculado 

de modo análogo aos da tabela IX, bem como os valores de w(T)/T 
' 

na Tabela XI abaixo. 

TABELA XI - Rotação Ótima Equipamento seletivo com S = 8 (mês) 

6 o 0,01 0,05 0,06 0,10 0,15 0,20 

T 29,168 26,264 20,017 19,118 16,343 14,186 12,731 (rrês) 

PV 171.405.550 20.413.752 15.196.955 6.044.208 2.553.307 1.261.469 
(Cr$) 

w(T)/T 490,017 438,664 426,987 381,209 332,587 290,774 (g/rrês) 

Como no caso anterior, quando ó = O devemos calcular 

V' (T)/V(T) através da "Regra L 1 Hospital", sendo a expressão (5.3.6) 



transformada para 

ou 

62,302 
T2,225 

T1 ' 225 = 62,302 

T = 29,168 (mês) 

(.5. 3) ANÁLISE DOS RESULTADOS. 
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Anü~isando os resultados dessa seçao podemos chegar as se­

guintes conclusões: 

(1) A elaboração de um modelo matemático geral para a pesca comer-

cial é praticamente impossível de ser conseguido. 

-(2) Quando o equipamento de pesca nao possui seletividade "knife-

-edge" a pescar para algumas coortes, virá num período sub-ótimo , 

tornando a pesca predatória. 

(3) ~ de fundamental importância a taxa instantânea de depreciação 

de capital, principalmente para peixes de longa duração de vida, 

pois o capital pode ser seriamente depreciado ao longo do tempo. 

(4) Por Último, vemos a grande importância da Fórmula de Faustmann, 

de rotação florestal, para o estudo da pesca; é um exemplo de como 

a analogia entre modelos deve ser usad~ mostrando o inter-relacio­

namento entre as ciências. 
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CONCLUSÃO 

Dos resultados obtidos no presente trabalho, conclui -se o 

seguinte: 

1) A criação de machos albinos da Tilápia do Nilo em vivei­

ros é altamente rentável, pois esse peixe atingiu idade ótima à~ 

venda com, apenas, t* = 8,97 meses de estocagem, levando-se em 

conta o consumo de r~ção, mão-de-obra, e uma taxa instantânea de 

depreciação de capital ó = 0,06 ao mês. 

~) Se a criação do p2_ixe em estudo fosse feita em lago natural, onde 

nao fosse necessário ração, mão-de-obra e a taxa instantânea de depreciação 

de capital 8 =O, então o instante ótimo de pesca passaria a ser t* = 18,09 rre 

ses do norrento de estocagem. O lucro nesi:;.e caso será bem maior que o conseguido 

anteriorrrente. Na hip:Stese Oe não disrorrros de um esforço infinito para 

efetuarmos a despesca (como esvaziar o lago) , então um intervalo 

de tempo [t
1
,t

2
1, contendo o ponto de máximo t* será requerido 

para a despesca. Neste caso o lucro decrescerá, pois haverá um cus 

to por unidade de esforço. 

3) E praticamente impossível construi:anos um modelo geral pa­

ra a pesca comercial envolvendo várias coortes, pois não temos c.::on 

trole sobre a reprodução e recrutamento. Além do mais, as hipóteses 

aàicionais de consid<;;'!rarmos o esforço de pesca como um "controle-
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impulso 11
, colhendo toda a população em cada aplicação do controle, 

custo de pescaria C= O, recrutamento constante, são realmente ne 

cessários para não tornar o modelo complexo demais. 

Com essas hipóteses foi possível montarmos dois modelos, co~ 

siderando a seletividade do aparelho. O primeiro modelo, onde o 

aparelho era não seletivo se apresentou mais eficaz, em termos de 

lucro, que o segundo modelo, com aparelho seletivo. Por outro lado, 

no primeiro modelo a pesca acontecia num instante sub-ótimo para 

várias coortes, tornando-a uma pesca predatória, comprometendo se­

riamente os estoques de peixes. 

41 Do exposto podemos concluir que a criação de peixes em la 

gos é altamente rentável, mas devemos estar atentos à seletividade 

quando envolver mais de uma coorte, pois se assim nao for feito, 

certamente capturaremos peixes em idad~ sub-Ótima de pesca. Pior 

ainda pode acontecer em rios e oceanos pois a não seletividade do 

aparelho pode afetar a reprodução, comprometendo com isso o esto­

que de peixes nesses lugares. 

o 
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• 
APENDICES 

(Ap.l) REGRESSÃO LINEAR DE DUAS VARIÁVEIS. 

A análise de regressao simples, entre duas variáveis, é usa-

da para testar hipóteses relacionando uma variável dependente, y, 

e uma variável independente, x, e para predições. O processo se 

inicia com a colocação dos pontos (x
1

, y i)_ , i = l, 2 , .... , n, em um 

diagrama de dispersão, determinando-se, pela inspeção gráfica, se 

há uma relação aproximada: 

e 

Usando o método dos quadrados mínimos calculamos.os valores 

de a e b através das fórmulas 

n n 
( E X.) ( E yi) n i=l ' i=l 

E xiyi -
i=l n (Ap.l.l) 

b ~ n 2 
( E X •) 

n 2 i=l ' E X. -
:t~l ' n 
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a= (Ap.l. 2) 

(Ap.2) COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO ENTRE DUAS VARIÁVEIS. 

O coeficiente de correlação mede o grau de associação entre as 

duas variáveis x e y. O coeficiente de correlação r para o,con­

junto de pontos (x
1

,y
1
), i=l,2,3, ... 1 é dado pela fórmula, obtida 

através dos quadrados mínimos 

n n 

n L xi) ( L y i) 
i=l i=l 

L xiyi -
2 i=l 

n 
r = b . (Ap. 2 .1) 

n 2 
( L y i) n 2 i=l L yi 

i=l n 

-1 < r < 1 

se -1 <.r< O significa que x e y movem-se em direções opostas. 

Neste caso temos uma correlacão negativa. 

se O< r< 1 significa que x e y movem-se na mesma direção.Nes 

te caso temos uma correlação positiva. 

se r = O significa que não existe relação linear entre x e y. 
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O sinal de r é determinado pela inspeção visual do diagra­

ma de dispersão ou pelo sinal de b da regressão linear. 

(Ap. 3) EQUAÇÃO DE EULER 

A equaçao de Euler serve para determinar os extremos de um 

funcional do tipo 

Jlyl - Jba F (x,y ,y•) dx 

na élasse 1 C (a,b), (funções contínuas com derivadas primeiras con 

tínuas definidas em (a,b)), com y (a) = A e y (b} = B; A e B núme 

ros reais e F(x,y,y') contínua com derivadas parciais primeira e 

segunda contínuas em x, y e· y' . 

As hipóteses sobre 

lil
2
Jlyla). 

F garantem a existência de ( aJ) (a) 
y 

e 

Sejam 
1 y E c (a,b) e 1 h E c (a,b) . Para que y +h seja urna 

variação admissível de y, devemos ter 

h(a) ~ h(b) ~ O. 

Então, 



= Iha (M)y(h) = J(y+h) - J(y) [F(x,y + h,y' +h') -

- F(,x,y,y')]dx 

Por Taylor, vem 

J(y+h) - J(y) =I: (l;'y(x,y,y')h + FY, (x,y,y')h' + 

+termos com h
2

; (h2}' , etc, ••. ldx 

Portanto 

(3J) y (h) = Jb [F _(x,y,y')h +F 1 (x,y,y'lh'].dx 
a Y Y 

Se J tiver um máximo em 

h admissível, isto é, 

y, então (3J) (h) = o 
y 

J: [Fy(x,y,y')h + Fy' (x,y,y')]dx =O 

Integrando por partes a primeira parcela, temos 

para 

F ) 
y 

F h'dx + 
y 

F , (x,y,v'}h'dx =o 
y -

109 

todo 
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ou 

. Jba (- Jx Fy + Fy,)h'dx = O 

Lema (DU BOIS - REYMOND) 

b 
Se t f (x) ·h' (x) dx = O , para todo h (x) E c1 (a,b) 

com h(a) = h(b) = O e f(x) continua, então f(x) = C, sendo C 

constante. 

DEMONSTRAÇÃO. J: h' (x) dx = h (x) o . 

Portanto 

J: h' (x) • [f (x) -C] dx = O VC . Escolhendo 

b 
f f(x)dx 

C = -"a ___ _ para que 
b 

Ia [f(x) - C)dx = O . 
b - a 

Então 

f(x) -r (f(t) - C)dt está em c
1 (a,b) 

a 
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e H(a) = Hlbl - O. Também H' (xl = f(xl - c. 

temos, 

Portanto, podemos aplicar a hipótese do lema para H(x) e ob 

f: (f (x) - C) • (f (x) - C) dx = Jb (f(x) - C) 2 dx =O 
a 

e pela continuidade de f Cxl e também de f (x) - C, temos f (x) 

c = o c.q.d. 

Voltando a~ora ao cálculo do 

que 

' 

(dJ) (h) = O, obtemos do lema, 
y 

k = constante, 

e derivando membro a membro em relação a x, vem 

d Fy(x,y,y') - dx Fy,lx,y,y') =O (Ap.3.1) 

A equaçao (Ap.3.1) é denominada de Equação de Euler, sendo 

uma condição necessária para que y seja um extremo para o funcio 

nal J. ~uma equaçao diferencial de 2~ ordem e, sua solução depen 

derá em geral d~ duas constantes arbitrárias a serem determinadas 

a partir das condições de coni~orno y (a) = A e y (b) = B. 
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(Ap.4) INTEGRAÇÃO NUMtRICA: QUADRATURA GAUSSIANA. 

A técnica de Integração numérica através da quadratura Gaus­

siana é muito usada devido ao seu baixo tempo de computação, pois 

ao contrário das regras do Trapézio-e de Simpson, a quadratura Ga~ 

siana requer somente uma iteração para a determinação da integral 

desejada. Ela é determinada pela pesquisa de urna fórmula de inte­

gração do tipo, 

b I f(x)dx = a
0
f(x

0
) + a 1f(x

1
) + ... + anf(xn) 

a 
(Ap.4.1) 

onde ai e xi (i= O,l, ••• ,n) devem ser determinados de modo a se 

obter a melhor precisão possível. Como existem 2n+2 parâmetros ar 

bitrários, a fórmula a ser obtida deverá ser exata para polinômios 

de grau menor ou igual a 2n+l. 

o primeiro passo e transformar o intervalo [a,b] no interva­

lo ~1,1] através da substituição 

sendo 

1 
x=-zCb-a)·t 

1 + -(a 
2 

+ b) (Ap. 4 .2) 



dx 

e 

(b - a) dt 
2 

ftx) =f I~ tb-alt + ~(a+b)] - F(tl 

de modo que 

t a 
f (x) dx Cb -a) = 

2 F (t) dt 

' 

A fórmula a ser, agora, pesquisada será do tipo 

113 

(Ap.4.3) 

(Ap.4.4) 

onde Ai e ti (_i= 0,1, ••• ,n) a serem determinados, de modo que 

a integral seja exata para todos os polinômios de grau menor ou 

igua~ a 2n+l. 

Suponhamos que F(t} represente os polinômios especiais tk 

(k ::= 1, ... ,2n+l), tais que 

se k é ímpar 

e 
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2 
= k+l se k é par. 

-Obtemos, assim, o sistema de 2n+2 equaçoes nao lineares a 

2n+l incógnitas 

A + A1 o 

A t + o o 

A t 2 
+ o o 

A t2n+l 
o o 

A1t1 

2 
A1t1 

A t2n+l 
1 1 

+ . . . + 

+ • . . + 

+ • • • + 

+ • • o + 

A - 2 
n 

A t 
n n 

o 

A t 2 
~ 2 

n n 

A t2n+1 ~ o 
n n 

(Ap.4.5) 

A solução do sistema (Ap.4.5) é trabalhosa. Contudo, podemos 

mostrar que o sistema (Ap.4.5) possui uma única solução. Usando a 

teoria dos polinômios ortogonais, é fácil ver que os 

zes de um conjunto de polinômios, denominados Po.linômio.b de. Le.ge.n-

d~e.. De posse desses resultados, determinamos os valores das incó~ 

nitas ~ resolvendo o sistema (Ap.4.5). 

A fórmula do erro de (Ap.4.3) é dada pela expressao 

(b ) 2n+ l r~,, 4 2 -a · ~ ... 1 • f .n e_;) (Ap.4.6) 

[(2n!l]
3

. (2n +1) 

-1 < f, < 1 . 
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O conjunto dos polinômios de Legendre é defi-nido pela segui!!_ 

te fórmula de recorrência 

P txl 1 o 

:\ [x) = x 

Prn+1 (x) = .:.L{ C2rn+1)x·P tx) - rnPrn_
1 

[x) l 
m+l m 

(Ap.4.7) 

m=l,2, •.• 

PROPRIEDADES DOS POLINÔMIOS DE LEGENDRE 

1) Pm(x) é um polinômio de grau. m em x 

2) As raízes de 

tervalo [-1,1] . 

P (x) são.todas reais e distintas e estão no m. in-

3) As raízes de P (x) estão simétricamente situadas com respeito 
m 

à origem. 

4) Se m é Ímpar, uma raíz de p (x) 
m 

é sempre zero. 

Na tabela a seguir temos as raízes tK e os correspondentes 

~ para m = O, 1, 2, 3, 4, S. 



o 

1 

2 

3 

4 

5 

to = 0,000 A = 2,000 o 

tl = -t - 0,577 Al - A = 1,000 o o 

tl = 0,000 Al = 0,889 

t2 =-t = o, 775 A2 - A = 0,556 o o 

t2 = -tl = 0,340 A2 = Al = 0,652 

t3 -t - o' 861 A3 = A = 0,348 o o 

t4 = -t = 0,906 A4 = A = 0,237 o .. o 

t3 - -t - 0,538 A3 = Al = 0,479 . 1 

tz = 0,000 A2 = 0,569 

ts = -t = 0,932 As = A = 0,171 o o 

-t 0,661 0,361 t4 - = A4 - A1 = 1 

t3 = -t2 = 0,239 A3 = A2 = 0,468 

A fórmula Gaussiana quatro pontos (m = 3} é 

f
1 

F(t}dt = 0,348·F(-0,861) +0,652•F(-0,340) + 
-1 

+ 0,652·Fl0,340) + 0,348·F(0,861) 
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( 
' ' 

(Ap.4.8) 
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(Ap.S) VALOR FUTURO E VALOR PRESENTE DO CAPITAL. 

Sejam P
0 

: capital 

i taxa de juros (composto mensalmente) 

n : número de meses . 

. O valor futuro FV de um capital P 
0

, após n meses de· aplf_ 

caçao mensal de taxa de juros compostos i, é determinado pela fór 

mula de recorrência abaixo: 

FV = p 
o o 

FV1 = p + p ·i = p (l+i) 
o o o 

FV
2 = FV

1 
+FV

1
·i = FV

1
Ü+1) = p (l+i) • ll+i) = Po(l+i)2 

o 

FV
3 

= FV
2 

+FV2 ·i = FV
2

(l+i) = p ll+i) 2 • (l+i) = p (l+i)3 
o o 

. . 
FVn ·= FV = FV t-

1 
+FVt_

1
• i=FV t-

1 
(l+i) =P 

0 
(1+i) t-

1
. (l+i) =P

0 
(l+i) t 

ou seja 

FV = p • ( l+i) t o . (Ap.5.1) 

Introduzindo ô = tn{l+i) como a taxa de instantânea mensal 

de juros ou taxa anual de juros (composta continuamente), então 

í 
\___. 
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l + 1 que substitu!do em (1.11.1), vem 

FV (Ap.5.2) 

que é uma fÓrmula mais geral para o futuro valor para um tempo ar-

bitrário t > O. 

Invertendo o processo podemos calcular o valor presente PV 

de um capital P
0 

que seria obtido após t meses, incincindo so­

bre ele urna taxa instantânea de depreciação de capital , ou seja, 

(Ap.5.3) 

O valor presente total PV de uma sequência de pagamentos 

P
0

,P
1

, ••• ,PN' recebidos nos meses O,l, .. ,N, respectivamente, e 

dado por 

N 
PV ~ I 

k~O 

(Ap.5.4) 

De modo similar o valor presente em tempo contínuo de recei-

tas P(t), O < t < T, é dado por 

Pv ~ JTO e-ôt.p (t)dt (Ap. 5. 5) 

.---
./ 
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N e T podem ser finitos ou infinitos sendo que no caso de serem 

infinitos as expressões (.Ap. s-. 4} e (Ap. 5. 5) devem ser convergentes. 

( 
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