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RESUMO

O objetivo da tese é estudar algumas propriedades de solugoes de equacoes diferenciais dis-
persivas. Primeiro, estabelecemos uma teoria de boa colocacao local e global para a equacao
de Benjamin-Ono regularizada no contexto periédico, depois mostramos que o problema de
Cauchy para esta equacao (em ambos os casos periédico e nao peridédico) nao pode ser re-
solvido usando um esquema iterativo baseado na férmula de Duhamel em espagos de Sobolev
com indice negativo. Adicionalmente, apresentamos a prova da existéncia de uma curva
suave de solucoes ondas viajantes periddicas, para a equagao Benjamin-Ono regularizada,
via o Teorema do Somatério de Poisson, com periodo minimal 2L fixo. Também é mostrado
que estas solucoes sao nao linearmente estaveis no espago de energia H;e/f por perturbagoes
do mesmo periodo. Como uma extensao da teoria estabelecida para a equacao Benjamin-Ono
regularizada é provado que as solucoes ondas periddicas associadas as equacoes Benjamin-
Bona-Mahony, Benjamin-Bona-Mahony modificada e 4-Benjamin-Bona-Mahony sao nao li-
nearmente estaveis em H, .. Finalmente, provamos a existéncia e estabilidade nao linear de
uma familia de solugoes ondas dnoidal associadas ao sistema de Zakharov. Neste ultimo

caso, para obter as propriedades espectrais requeridas na prova da estabilidade foi usada a

teoria de Floquet.
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ABSTRACT

The goal of this thesis is to study the properties of solutions of some dispersive differential
equations. First, we develop a local and global well-posedness theory for the regularized
Benjamin-Ono equation in the periodic setting, then, we show that the Cauchy problem
for this equation (in both periodic and nonperiodic cases) cannot be solved by an iteration
scheme based on the Duhamel formula for negative Sobolev indices. Additionally, a proof
of the existence of a smooth curve of periodic travelling wave solutions, for the regularized
Benjamin-Ono equation, with fixed minimal period 2L, is given. It is also shown that
these solutions are nonlinearly stable in the energy space H%f by perturbations of the
same wavelength. An extension of the theory developed for the regularized Benjamin-Ono
equation is given and as examples it is proved that the periodic wave solutions associated
to the Benjamin-Bona-Mahony, modified Benjamin-Bona-Mahony and 4-Benjamin-Bona-
Mahony equations are nonlinearly stable in H;er. Finally, we prove the existence and the
nonlinear estability of a family of dnoidal wave solutions associated to the Zakharov system.
The Floquet theory is used in the last case to obtain the spectral properties required to

prove the stability.
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INTRODUCAO

A nao linearidade é um fenomeno fascinante da natureza cujos efeitos tém sido apreciados
durante muitos anos quando o objeto em consideracao sao solugoes ondas viajantes para
equagoes dispersivas. O estudo da existéncia e estabilidade/instabilidade destes estados
especiais de movimento é muito importante para o entendimento de diferentes fendmenos
observados em varios campos cientificos tais como fluidos, plasmas e 6ptica nao linear. As
solugoes ondas viajantes (nas quais estamos interessados) dependendo das condigoes de fron-
teira sao de dois tipos: solitarias ou periddicas. A existéncia, estabilidade e instabilidade nao
linear de solugoes ondas solitarias tém sido discutidos nas ultimas duas décadas sob muitos
pontos de vista. Por exemplo, do ponto de vista variacional ou via uma anélise local através
do método de Lyapunov. Diversas técnicas foram criadas para encontrar solucoes e condicoes
suficientes tém sido obtidas para garantir a estabilidade ou instabilidade para este tipo de
ondas, veja por exemplo [3], [4], [6], [14], [15], [18], [37], [38], [58], [73], [74]. Em contraste
com o estudo de ondas solitarias, as solugoes ondas viajantes peridédicas tém recebido menos
atencao. O primeiro trabalho sobre a existéncia e estabilidade orbital de ondas viajantes
periddicas foi feito por Benjamin em [13], onde ele estudou ondas periédicas do tipo cnoidal
para a equagao Korteweg-de Vries. Este trabalho tinha algumas lacunas em partes centrais da
teoria de estabilidade as quais foram recentemente revisadas e complementadas por Angulo,
Bona e Scialom em [10]. Nos tltimos anos, varios artigos a respeito de solugoes ondas via-
jantes periddicas apareceram na literatura tratando-se existéncia, propriedades das solucoes,

estabilidade/instabilidade nao linear e também estabilidade espectral, a qual é outro aspecto
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interesante deste tipo de solugoes, veja por exemplo [8, 9, 10, 11, 12, 34, 35, 41, 55].

Nesta tese estamos interessados em provar a existéncia e estabilidade orbital de solugoes
ondas viajantes periddicas para véarios modelos dispersivos, mais precisamente estudaremos
as equacgoes Benjamin-Ono regularizada, Benjamin-Bona-Mahony, Benjamin-Bona-Mahony
modificada, 4-Benjamin-Bona-Mahony e o sistema de Zakharov. A técnica usada para obter
nossos resultados de estabilidade é a mesma para todos os modelos estudados, o método de
Lyapunov, mais especificamente adaptaremos a teoria estabelecida por Benjamin [14], Bona

[18] e Weinstein[74] ao caso periédico.

Na primeira parte da tese estudaremos a equagao de Benjamin-Ono regularizada (rBO
de aqui em diante)

Uy + Uy + Uty + Huy =0, (1)

onde u é uma funcao a valores reais e H denota a transformada de Hilbert periddica definida,

via a transformada de Fourier, como

I f (k) = —isgn(k)f(k),

onde
-1, k<O

1, k>0.

sgn(k) =

A equagao Benjamin-Ono regularizada ¢ um modelo para a evolugao de ondas na interface
entre dois liquidos que nao se misturam. Esta equacao é aproximadamente valida para
ondas longas com amplitude pequena se uma das camadas de um dos fluidos tem grande
profundidade e a outra é muito fina. Uma situacao real na qual a equacgao surge é quando
temos duas camadas geradas pelo encontro de dgua doce do rio com a agua salgado do mar,

veja Kalisch [46]. Esta equacao é formalmente equivalente a equagao Benjamin-Ono,
vy + v, — Hug, = 0, (2)

a qual foi introduzida pela primeira vez por Benjamin em [15] e mais tarde por Ono em
[58] como um modelo para os mesmos tipos de situac¢oes que a equagao rBO. Para ser mais
especifico, para condigoes iniciais convenientemente restritas, as solugoes u de (1) e v de

(2) sdo quase idénticas, pelo menos para valores de t em [0,7], onde T é bastante grande,
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veja Albert e Bona [5] para mais detalhes. Em [5] também sao estudadas de maneira mais
detalhada as vantagens e desvantagens de usar a equagao (2) ou a equacao (1) para modelar

a propagacao de ondas longas de amplitude pequena.

O primeiro passo para obter um resultado de estabilidade nao linear é estabelecer um re-
sultado de boa colocagao para a equagao estudada. Neste caso, para a equagao (1) provamos

que o problema de valor inicial

U + Uy + utty, + Huyy =0, v €R, t € R,

(3)
u(z,0) = up(x),

com dados iniciais nos espagos de Sobolev periddicos H. .([—~L,L]) estd localmente bem
colocado se s > 1/2, e globalmente bem colocado se s > 3/2. Este resultado de existéncia,
unicidade, persisténcia e dependéncia continua dos dados iniciais para (3) nao apresenta di-
ficuldades especiais e foi estabelecido seguindo as ideias de Bona e Kalisch em [20], onde um
resultado similar foi obtido no caso continuo. A boa colocacgao local é provada usando um
argumento de ponto fixo no espago C([0, T}; H,,,,.) e usando uma estimativa a priori podemos

estender a solucao de maneira global no tempo.

A equagao rBO possui trés leis de conservagao bem conhecidas, duas das quais serao

usadas no decorrer desta tese, a saber:
1 1 4 1 9
E(u) := 5 (uHu, — U Jdr e F(u):= 5 (u® 4+ uHuy, )dz. (4)

A lei de conservacao F' dada acima sugere que o espago H %(R) (ou Hp%er) ¢ um bom can-
didato para estabelecer uma teoria de boa colocagao global para o problema de Cauchy
associado a (1). Este problema estd em aberto para dados iniciais em H*(R) (ou H,,), com
s < 1/2, e um dos objetivos desta tese é apresentar alguns inconvenientes que aparecem
quando queremos usar um método iterativo para resolver o problema. Mais precisamente,
provamos que a aplicacao dado-solucao nao pode ser C? na origem para s < 0, em ambos
os casos periddico e nao periddico. Este tipo de ma-colocacao ja foi estudada por Bourgain
em [24] e Tzvetkov em [69] para a equacao de Korteweg-de Vries. Molinet, Saut e Tzvetkov
em [53] e [54] fizeram o mesmo para as equagoes de Benjamin-Ono e Kadomsev-Petviashvili

I (KPI), respectivamente. De acordo com o nosso melhor conhecimento, nao existe nenhum
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resultado de mé-colocagao para a equagao rBO no caso periddico nem no caso continuo.

Conforme fora mencionado no comego da introdugao, um dos objetivos da tese é estabe-
lecer uma teoria de estabilidade para as solugoes ondas viajantes peridédicas para a equagao
nao linear dispersiva (1). As solugoes ondas viajantes periddicas que serdo consideradas nos

Capitulos 3 e 4 desta tese sao da forma geral,

u(z, 1) = ¢e(a — ct), ()

onde ¢, : R — R é uma fungao suave periédica (de periodo 2L no caso da rBO) e ¢ € R
um parametro. Entdo, substituindo este tipo de solugao em (1), integrando e supondo a

constante de integracao igual a zero, obtemos a seguinte equacao pseudo-diferencial
1
I+ (e~ )6 — 507 =0, ()

No contexto de ondas viajantes do tipo solitaria (isto é, solugoes da forma (5) tais que ela

¢ todas as suas derivadas de qualquer ordem convergem a zero quando |[{| — o0), é bem
conhecida a existéncia de solugoes para (6) da forma
4(c—1)

&) = T
+ ()

onde ¢ > 1. A teoria de estabilidade para estas ondas solitdrias foi estabelecida por Albert,

(7)

Bona e Henry em [4]. Adicionalmente, Kalisch em [46] apresentou uma familia periédica de
solugoes ondas viajantes (dependendo da velocidade ¢) com periodo 27, para a equagao rBO
e a usou para testar a rapidez de convergéncia de um esquema numérico, o qual foi intro-
duzido em [20] para provar que a equagao (1) ndo constitui um sistema infinito-dimensional

completamente integravel.

Para L > mec > L—fﬁ, provamos a existéncia de uma curva suave de solugoes ondas
viajantes periddicas pares para (1). A construgao destas solugoes é baseada no Teorema do

Somatério de Poisson. A familia de solugoes esta dada por

_ 2cm sinh(n)
9e(8) = L (Cosh(n) — cos (%)) 7 ®

com 7 satisfazendo
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Com respeito a estabilidade nao linear desta familia de solugoes periddicas, estendemos a
abordagem classica desenvolvida por Benjamin [14], Bona [18] e Weinstein [73] para o caso
peridédico. Mais precisamente, usamos as leis de conservagao dadas em (4) para provar que a
érbita Oy, = {¢c(- +v) : y € R} gerada pela onda ¢, é orbitalmente estdvel em HEET([—L, L])

com respeito ao fluxo periédico da equacao rBO.

A fim de obter as condicoes espectrais requeridas para provar a estabilidade nao linear,
usamos a teoria recentemente desenvolvida por Angulo e Natali em [12]. Embora esta teoria
tenha sido estabelecida para uma familia de equagoes que nao inclui a equacao rBO, ainda
podemos aplica-la para obter uma estrutura espectral especifica associada ao operador nao

local dado por,

L= cHo, + (c— 1) — 6. (10)

No Capitulo 4 da tese a teoria estabelecida para a equagao rBO ¢é estendida para uma

familia mais geral de equacoes regularizadas. Estudamos uma classe de equacgoes da forma
uy + uy + uPu, + Huy = 0, (11)

onde p € N, p > 1, e H é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no contexto de

fungoes periddicas, definido como
Hu(n) = a(n)i(n), ne€Z.

O simbolo « é assumido como uma func¢ao real, mensuravel, localmente limitada e par

definida em R, satisfazendo as condi¢oes
Aln]™ < a(n) < Ax(1+ |n[)™, (12)

com 1 <my < mg, |n| >ng, a(n) >bparatodon € Ze A; >0, para i = 1,2. Observe que
um nimero considerdvel de equagoes da forma dada em (11) surgem na prética. Por exem-
plo, se consideramos H = —d? obtemos a equacao generalizada Benjamin-Bona-Mahony, e
se escolhnemos H = H0, obtemos a equacao generalizada Benjamin-Ono regularizada. O
tipo de generalizagao dado em (11) no contexto de ondas solitérias ja foi estudado por vérios

autores, veja por exemplo Albert, Bona e Henry [4] e Bona e Chen [19].
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No que concerne a equacao (11), as solugbes ondas viajantes periddicas nas quais estamos

interessados devem satisfazer

1

CH¢C -+ (C — 1)@250 — mgﬁg—i_l =0. (13)

Seguindo a prova da estabilidade das ondas periédicas estabelecida para a equagao rBO, ve-
rificamos que as condi¢oes que garantem a estabilidade nao linear de solu¢oes ondas viajantes

periddicas associadas a equagoes do tipo (11) sao as seguintes:

(Cp) existe uma curva nao trivial suave de solugoes periédicas para (13)

da forma c € I CR — ¢. € H2([—L, L]);
(Cy) L tem um unico autovalor negativo o qual é simples; (14)
(Cy) o autovalor zero é simples;

(Cs) £ ,LL(Q%HQZ% + ¢2)dz > 0.

Estas condigoes no caso de ondas solitarias sao bem conhecidas e foram estabelecidas nos
trabalhos de Benjamin, Bona, Weinstein, Grillakis, Shatah e Strauss. Em (4.5) o operador
L estd dado por L := cH + (¢ — 1) — ¢?. Ainda no Capitulo 4, estabelecemos condigoes
suficientes para obter as propriedades espectrais do operador £ dadas em (C) e (C2) e como
exemplos de aplicagao obtemos a estabilidade orbital de solugoes ondas viajantes peridédicas
nao constantes para a equagao generalizada Benjamin-Bona-Mahony (¢gBBM de aqui em
diante), a saber

g+ ug + (p+ DuPuy — gy =0, (15)

onde p € N, p > 1, e u é uma fungao a valores reais, nos casos particulares p = 1 (BBM),
p =2 (mBBM) e p = 4 (4-BBM). O caso p = 1 corresponde a equagao BBM, a qual foi
derivada como um modelo que descreve ondas de dgua com amplitude pequena e longo com-
primento de onda, veja por exemplo [16, 61, 62]. Para p = 2, a equagao obtida em (15) é
conhecida como equacao BBM modificada, a qual descreve ondas unidimensionais em lattices
nao lineares, veja [70, 71], portanto a generalizacao considerada em (15) nao é somente de
interesse matematico. Os outros casos possiveis de interesse p = 3,5 nao sao considerados
aqui porque os métodos que usamos para encontrar solucoes apresentam dificuldades. Por
exemplo, se p = 3 nao conhecemos explicitamente a transformada de Fourier das solugoes
ondas solitarias associadas a equagao 3-BBM (veja (17) abaixo), a qual é necessaria para

aplicar o Teorema do Somatorio de Poisson. Usando o método de quadratura acreditamos
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que temos alguma chance de obter solugoes periédicas para os casos nao estudados aqui, o

que serd feito futuramente.

Recentemente, no contexto periédico, Haragus em [41] provou a estabilidade espectral
de ondas periddicas para a equacao generalizada BBM que sao perturbagoes pequenas da
solugdo constante u = (c — 1)'/? em ambos os casos L*(R) e Cy(R). Se 1 < p < 2, a autora
obteve estabilidade espectral para todo ¢ > 1. No caso p = 3, comprova-se a existéncia de
c3 > 1 tal que as ondas sdo estdveis para ¢ > c3 e instaveis em (1,¢3), e no caso p > 3
existe uma velocidade critica ¢, tal que as ondas periddicas sao espectralmente estdveis para
¢ € (¢p, ;55), e instéveis para ¢ € (1,¢,) U (;%5,00). Vale a pena notar que Hakkaev, Iliev e
Kirchev em [40] estudaram a estabilidade orbital para um tipo de equagao generalizada BBM
e para equacao Camassa Holm. A familia de equacoes do tipo BBM que eles pesquisaram é
da forma

Uy + 2wy, + 3ut, — Uz = 0, w € R

Os autores provaram a existéncia de solugoes do tipo ondas cnoidal, mas somente mostraram
a estabilidade orbital destas solugoes no caso particular w = 0, o que nos permite concluir

que esta abordagem é bem diferente dos assuntos estabelecidos nesta tese.

Novamente, as ondas viajantes periddicas que consideraremos no Capitulo 4 sao da forma
(5), no caso da BBM, mBBM e 4-BBM a fungao ¢, tera periodo minimal L. Substituindo

este tipo de soluc¢ao em (15) e assumindo zero como a constante de integragao, obtemos

cdy = (c=1)ge+ 7 =0. (16)

Para ¢ > 1, a equacao ordinaria anterior possui solugoes ondas solitarias da forma

pel) = [W] " et <§ﬁ5> . (17)

Estas ondas solitarias sao orbitalmente estdveis para todas as velocidades ¢ > 1se 1 < p < 4,

para cada p > 5 existe uma velocidade critica ¢, > 1 tal que as ondas solitdrias sao nao
linearmente estaveis se ¢ > ¢,, e ndo linearmente instaveis quando ¢ € (1, ¢,), veja Souganidis
e Strauss [65] e Weinstein [72]. No caso particular da equa¢ao BBM foi provado por El Dika

em [33] e Miller e Weinstein em [52] que as ondas solitdrias sdo assintoticamente estaveis.
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Outro resultado interessante foi obtido em [78] por Zeng, onde fora provada a existéncia e
estabilidade de ondas solitarias para uma familia de equagoes do tipo BBM usando métodos

variacionais.

No caso da equacao BBM, usando o Teorema do Somatério de Poisson, provamos a
existéncia de uma curva suave de solugoes ondas viajantes periddicas para (16) (com p = 1)

do tipo cnoidal com periodo minimal L > 27 e cuja velocidades de onda satisfaz

L2
c> —L2 YRS
As solucoes neste caso sao da forma,
¢e(r) = Bo + (B3 — () e’ ( 5315661 ; k) , (18)

onde (1, B, B3 dependem suavemente de ¢ e c¢n denota a funcao eliptica de Jacobi cnoidal
(veja Apéndice A). Para a equagdo mBBM, novamente usando o Teorema do Somatério de

Poisson, obtemos a existéncia de uma curva suave de solucoes ondas viajantes periddicas do

tipo dnoidal para (16) (com p = 2) com perfodo minimal L > /27 e ¢ > LQE—;Q As solugoes
neste caso sao dadas por,
nx
(x)=ndn | —=;k |, 19
oufe) = (258 (19

onde 7 e k sao fungoes positivas que dependem suavemente de ¢ e dn representa a fungao
eliptica de Jacobi dnoidal (veja Apéndice A). Finalmente, para a equacao 4-BBM seguindo

as ideias em Angulo e Natali [11] provamos que existe uma familia explicita de solugoes
2

Neste caso nao usamos o Teorema do Somatério de Poisson pois nao sabemos explicitamente

ondas viajantes periddicas para (16) (com p = 4), com periodo minimal L > 7 e ¢ >

para onde converge a série de Fourier gerada por este método. A curva suave de solucoes

periédicas é dada por
2 .
dn (gTaﬁ ’ ’f)

\/1 — a?sn? (95375; k)

onde os parametros 73, g, « k dependem suavemente da velocidade de onda ¢ e sn denota a

¢e(&) = /s

(20)

fungao eliptica de Jacobi snoidal. A estabilidade nao linear das ondas viajantes periodicas
(18), (19) e (20) associadas as equagoes BBM, mBBM e 4-BBM, respectivamente, é esta-
2

belecida para perturbagoes de periodo L, com as condigoes L > <X e ¢ >

pL® z
/P Zm (e ClaI‘O,
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p = 1,2,4 para a BBM, mBBM e 4-BBM, respectivamente). Vale a pena ressaltar que
todos os nossos resultados de estabilidade valem para qualquer periodo fixo L > 0 tal que

pL? > 472, e nao somente para periodos grandes. O caso pL? < 47? serd também analisado.

Com respeito ao problema de Cauchy associado a equagao (15) no caso periddico, a boa
colocacao global no espaco de Sobolev H;er([(), L]) é suficiente para nosso propésito, uma vez

que neste caso H;er é o0 espago de energia associado a equacao. Este resultado é diretamente
obtido seguindo as ideias de Albert em [2] onde um resultado similar foi estabelecido no caso
continuo. Vale a pena notar que no caso nao periédico (isto é, dados iniciais em H*(R)) para
a equagao BBM existe um resultado muito melhor obtido por Bona e Tzvetkov em [22] onde
eles provaram que o problema de valor inicial associado a equacao BBM ¢é globalmente bem
colocado em H*(R) com s > 0. Este resultado é 6timo no sentido que a equagao BBM nao
pode ser resolvida aplicando o método de ponto fixo em H*(R) para s < 0. Bona e Chen
em [21] obtiveram resultados adicionais de boa colocagao no caso nao periédico para uma

familia de equagoes que inclui a equacao gBBM.

Na ultima parte do Capitulo 4 desta tese, é apresentada a estabilidade de solugoes cons-
tantes para a equacao generalizada BBM. Neste caso, usamos a abordagem dada por Angulo,
Bona e Scialom em [10] para obter um resultado de estabilidade nao linear para uma familia

de solugoes de (16) da forma,

do(€) = (c — 1)VP, VE € R.

.~ , . o7 pL?
Observe que as restricoes no periodo L e na velocidade ¢ dadas por L > 75 € C> s g

sempre emergem quando provamos a estabilidade de solucoes periédicas nao constantes para

as equacoes BBM, mBBM e 4-BBM. Se impusermos a mesma restricao em L e considerarmos
2 ~ ~ 2

l<e< ﬁ, para as solugoes constantes da equagao gBBM, obteremos também a esta-

bilidade, mas se supusermos 0 < L < 2T obteremos a estabilidade orbital usando somente a

/P
hipdtese ¢ > 1, a qual é necesséria para ter a existéncia de solugoes constantes.

Ainda respeito da equacao gBBM, podemos ressaltar que recentemente Johnson em [44]

estudou a estabilidade de soluc¢oes peridédicas para uma equagao do tipo BBM da forma,

Ut — Uggt + Uy + (f(u)>z = 07 (21)
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onde z,t € R e f € C*(R). Neste trabalho, condigoes suficientes para obter a estabilidade
nao linear de solugdes ondas viajantes periddicas (por perturbagoes periédicas com o mesmo
periodo que as ondas) foram estabelecidas em termos dos Jacobianos de vérias aplicagoes
definidas no espago de parametros (a, E, ¢), onde a, E' sdo constantes de integragdo e ¢ é a
velocidade da onda. As aplicagbes anteriormente mencionadas sao o periodo, a massa e o
momento. Todas as solucgoes estudadas por Johnson nao sao encontradas explicitamente e o
perfodo delas depende continuamente das varidveis a, F e c. No caso particular f(u) = uP*?
os resultados de estabilidade/instabilidade obtidos em [44] foram estabelecidos para a su-
ficientemente pequeno, T'(a, E, ¢) suficientemente grande e p # 4. Um resultado similar foi
também estabelecido por Johnson em [45] para a equacao de Korteweg-de Vries generali-
zada. Observe que o nosso trabalho é bem diferente, pois em todos os casos estudados nesta
tese, sempre é construida explicitamente uma familia de solu¢oes ondas viajantes periédicas
com um periodo minimal fixo L, o qual ndao depende da velocidade de onda ¢ e os casos

relacionados com a gBBM o periodo é tal que L > 2—’;, mas nao necessariamente grande.

No Capitulo 5, estudamos o sistema de Zakharov,

WUy + Upy = UV 5
o (22)
Vit — Uga = <|U| )acaca

onde u = u(z,t) € C, v =v(z,t) € R, e x,t € R. Este sistema foi introduzido por Zakharov
em [77] para descrever a propagacao de turbuléncia das ondas de Langmuir em um plasma.
A funcao u denota a envolvente de variacao lenta do campo elétrico F com frequéncia w
tal que E(z,t) = Re(u(z,t)exp(—iwt)) e a fungao v denota o desvio do ion densidade do

equilibrio.

Nosso objetivo com o sistema (22) tange a estabilidade de solugoes ondas viajantes

peridédicas. Mais exatamente, estamos interessados em solugoes do tipo
u(x,t) = e 2@ Ny (x—ct), v(x,t) =1, (z —ct), (23)

onde w,c € R e ¢y, ¥, : R — R sao fungoes suaves periédicas com um mesmo periodo
fundamental L > 0. De acordo com o nosso melhor conhecimento, nenhum resultado de

estabilidade para este tipo de ondas fora estabelecido. Substituindo o tipo de solugoes dado
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em (23) no sistema (22) segue que ¢ = ¢, . ¢ ¥ = 1, . devem satisfazer o seguinte sistema

de equacoes diferenciais ordinarias,
(02 . 1) " _ (ng)//7

¢ (24)
¢" + (‘”2) ¢ = ¢v.

Integrando a primeira equagao do sistema (24), obtemos ap6s uma dlgebra que a solugao ¢.

deve satisfazer
1

(¢) = mF((ﬁ),

onde F' é o polinomio dado por

62

Ft)=—t"4+2(1 - ¢?) (—w - Z) t+4(1— Ay
e A, ¢ uma constante de integracao. E claro que as solugoes da equagao (22) dependem das
raizes do polinomio F. Provaremos nesta tese a existéncia de duas familias de solugoes, a

saber,

(1) Se F tem raizes +m; e £y com 0 < 1y < 71, obtemos uma curva suave de ondas
dnoidal

ve (2 o0) o (00 60) € HE(0,2]) x Hy (0,2,

com ¢, e v, dadas por

2
¢»(§) = mdn (\/2(TTT2)£7k> € (€)= 1 YICanz (\/2(1711_62)§§k) .

2 9
Estas solucoes sao construidas com periodo minimal L fixado. Aqui, k* = 77177—2"2,
1

v=— (w + %) e dn representa a funcao eliptica de Jacobi do tipo dnoidal.

(17) Se F tem raizes +a e £bi, com a,b € R e a > 0, podemos obter duas curvas suaves de

ondas tipo cnoidal, a primeira
Ve (07+OO) — (ww(bl’) S H;Ler([()?L]) X H;Ler([()?L])

com ¢, e 1, dadas por

¢>y<£)—acn( @ —vo «s;k> e wy<£)——“—2cn2( G £;k>.
(0% (0%

«
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, [ 2 e
Neste caso, o médulo k estd dado como k? = =7 A segunda familia é

ve (< T50) () € B, (0.80) x HLL (0. L)

onde ¢, e 1, vém dadas por

o, (&) = V2va + b%en ( ya+62£; k) e Y, (&) = —b2+ﬂCn2 ( al/+b2§;k> ,

o « o
. , . 2 L .
onde o médulo é definido como k* = 2bb2122l; ~. [Estas solugoes sao construidas com
, o . . . 2
periodo minimal L fixado arbitrariamente. Em ambos os casos, v = — (w + %) ,

a =1 —¢? e cn representa a funcao eliptica de Jacobi do tipo cnoidal.

Em ordem de estabelecer o estudo espectral relacionado aos diferentes operadores lineares
que surgirao na prova da estabilidade, usaremos a teoria de Floquet. Nossa andlise espectral
depende basicamente dos problemas de autovalores periédicos e semi-periddicos associados

a equacao de Lamé, dados respectivamente por

Y+ [\ = m(m + 1)k*sn’(z, k)]y = 0
y(0) = y(2K(K)), ¥'(0) =y (2K(k)),

y'+A = m(m + 1)k*sn’(z, k)]y = 0
y(0) = —y(2K(k)), y'(0) = —y' (2K (k)),

onde A € R, m € N, sn denota a funcao eliptica de Jacobi do tipo snoidal e K é a integral
eliptica completa do primeiro tipo (veja Apéndice A). Recentemente, Neves em [56] provou
que é possivel caracterizar os autovalores do operador de Hill L(y) = —y”+Q(z)y em L?[0, 7]
se conhecemos explicitamente uma das autofungoes associadas ao autovalor (neste caso, Q)
é uma funcao de classe C? periédica com periodo 7). Infelizmente, sé tivemos acesso a este
trabalho quando ja estavamos concluindo nossos resultados estudando a equacao de Lamé
associada. Acreditamos que esta nova teoria poderia ser usada para obter as propriedades

espectrais da maioria dos operadores diferenciais estudados nesta tese.

Com intuito de obter o resultado de estabilidade para as solugoes do tipo ondas dnoidal,
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escrevemos o sistema de Zakharov da seguinte forma

L
vy = —V,, / V(z,t)dz =0
0

Vi = —(u+ [u?), (25)

Wy + Upy = UV

e aplicamos novamente o método de Lyapunov ao sistema dado acima, impondo a restri¢ao

L L
/Ovo(a:)dxg/o W, (z)dz,
22

onde v(z,0) = vy(x), obtemos que as ondas tipo dnoidal com ¢ € (—1,1) fixo e v > =%~ sao

orbitalmente estaveis em

X =1L ([OvLD X ZQ ([OvL]) x H) ([OvL])v

per per per

pelo fluxo periédico do sistema de Zakharov. Aqui, ZZQM ¢ dado por

B 0.0 = {1200 [ sonae =0}

Vale a pena notar que no caso continuo a restricao imposta acima para o dado inicial vg
nao se faz necessaria, posto que usando a propriedade em que as solugoes tendem a zero no

infinito, desaparece o termo que obriga a imposicao dessa condigao.

Em relacao as ondas do tipo cnoidal, o problema é muito mais delicado. Apesar de ter-
mos uma teoria espectral completa em maos, o método usado anteriormente para obter um
resultado de estabilidade nao é aplicavel. Tentaremos no futuro estabelecer algum resultado

de estabilidade ou instabilidade para este caso.

Dividiremos esta tese da seguinte forma. No Capitulo 1 introduzimos as notacoes que
serao usadas no decorrer da tese, inclusive o Teorema do Somatério de Poisson, a definicao
da classe PF(2) discreto bem como algumas de suas propriedades. O Capitulo 2 é dedicado
ao estudo dos resultados de boa colocacao necessarios para estabelecer a estabilidade, mais
especificamente, provamos a boa e ma colocacao da equacao rBO e a boa colocacao da
equagao gBBM. A existéncia e estabilidade de solugoes ondas viajantes periddicas para a

equagao rBO ¢é provada no Capitulo 3, usando o Teorema do Somatorio de Poisson e o
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método de Lyapunov, respectivamente. No Capitulo 4 a teoria estabelecida para a equagao
rBO ¢ estendida a uma familia mais geral de equagoes regularizadas, e como exemplos
provamos a estabilidade de solugoes periddicas para as equagoes BBM, mBBM e 4-BBM. O
sistema de Zakharov é estudado no Capitulo 5 e usando novamente o método de Lyapunov
obtemos um resultado de estabilidade para solucoes peridédicas do tipo ondas dnoidal. O
Capfitulo 6 apresenta as conclusoes que foram obtidas nesta tese e eventuais estudos futuros
a serem pesquisados posteriormente. Finalmente, no Capitulo 7 temos os Apéndices A e B,
os quais contem as defini¢oes e propriedades fundamentais das fungoes elipticas de Jacobi, e

os principais elementos da Teoria de Floquet que usaremos no decorrer da tese.



CAPITULO 1

NOTACAO E PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos algumas notacoes e resultados béasicos que serao utilizadas no
decorrer desta tese. A maioria dos resultados contidos aqui podem ser encontrados em Iério
e Iério [43].

Os espagos LP(Q2), onde  C Re 1 < p < oo sao definidos como sendo os espagos de

fungoes definidas em €2 a valores reais ou complexos e mensuraveis a Lebesgue tais que

I = ([ 15@Pde) " <00, 1<p <o
0
| fll oo = supess,er|f(z)] < 00, p=o00.

Os espagos LP(€2) munidos com as normas acima sao espacos de Banach, em particular

quando p = 2, L*() é um espago de Hilbert com produto interno dado por

(Fo)p = (.9) = [ f@g@ds.  f.g€ Q).
Q
Neste contexto definimos a transformada de Fourier como segue

Definigao 1.0.1. A transformada de Fourier de uma fungio f € L*(R), que denotaremos

f, ¢ definida como

J/E\(f) = /Rf(x)e_mgd:z:, para £ € R.

15
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Observagao 1.0.2. Usando o Teorema de Plancherel é possivel definir a transformada de
Fourier para uma funcio em L*(R). Em qualquer dos casos f € LY(R) ou L*(R) expre-
ssaremos a transformada de Fourier de f como ﬁR para nao ter perigo de confusio com a

transformada de Fourier no caso periddico, que serd definida depois.

A seguir definimos os espagos de Sobolev periédicos. Denote por P = C, a colegao de
todas as funcoes f : R — C que sao infinitamente diferenciaveis e periédicas com periodo
2L > 0. A colegao P’ de todos os funcionais lineares e continuos definidos de P em C é
denominado o conjunto das distribuicoes periddicas. Se W € P’ denotamos o valor de ¥ em

¢ € P como
Y(p) = (¥, ).
Defina as funcoes O (x) = exp(mikz/L), com k € Z e x € R. A transformada de Fourier de

U € P é a fungao U : Z — C dada pela férmula

- 1
U(k) = 57 (V.05), kEZ.

Portanto, se ¥ é uma funcao periédica com periodo 2L, temos que
W) = o [ Wi
= — x.
2L |,

O espago das sequéncias @ = (ay,)nez de quadrado somdvel denotado por I? := [*(Z) é
definido como )
2
P=<a:l|alpg:= <Z |an\2> < o0
neL
Para s € R, o espago de Sobolev de ordem s, denotado por Hy,,. := H.,([~L, L]) é o conjunto

de todas as f € P’ tais que (14 |k[2)5 f(k) € (2(Z), com norma

., = 2L Z + [k | (R).

k=—o00

1FI17

A colegao H,,. ¢ um espago de Hilbert com relagao ao produto interno

(flg)s = 2L D> (1 + [k[)* f(k)g(k).

n=-—oo
No caso s = 0, H,, é um espaco de Hilbert que ¢ isometricamente isomorfo a L*([-L, L]) e

L

(flg)o = (f.9) = B fq dx.
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O espaco H))

er

serd denotado por L7, e sua norma serd | - ||z . Claramente H;,, C L

per per?

para qualquer s > 0. Além disso, (HZ,.)’, o dual topolégico de H2,., é isometricamente

per per?

isomorfo a H_* para todo s € R. A dualidade é implementada concretamente pelo par

per

—ZLZf )g(k), para feH,, g€H,,,.

k=—o00

eg € HS,  coms > 0,segue que (f, g)s = (f,g). Adicionalmente,

per?

Desta maneira, se f € Lper

no caso particular s = % denotaremos o par (f, g)s simplesmente por (f, g). Neste contexto

o Lema de Sobolev nos diz que se s > % e
Cper ={f:R— C | f ¢é continua e periédica com periodo 2L},

entao H>,, — Cpe,.

per

Se Y é um espago de Banach do tipo H,. e T > 0, entao C([0,T];Y) é o espaco das
aplicagoes continuas de [0,7] em Y e para k > 0, C*([0,T];Y) é o subespaco das fungoes
t — u(t) tais que du € C([0,T];Y) para 0 < j < k, onde as derivadas sao consideradas no

sentido das distribuicoes de valores vetoriais. Este espaco carrega a norma padrao

BN

lullerore) = 3 ma 3ut)]y-
7=0 -

No decorrer desta tese, ¢y denotara constantes numeéricas as quais podem mudar de linha
em linha. Para qualquer nimeros positivos A e B a notagao A < B (respectivamente,
A > B) significa que existe uma constante positiva ¢y tal que A < ¢yB (respectivamente,
A > ¢yB). A notagao A ~ B significa que A < B < A. Finalmente denotaremos por j(A) a

medida de Lebesgue do conjunto A.

A convolugao de duas sequéncias « e 3, que denotaremos por a3, é a sequéncia definida
por

(05 * ﬁ)k - Z akfmﬁma

meZ
sempre que o lado direito da igualdade anterior faca sentido.
Apresentaremos agora o Teorema de Parseval. Denote por PC)., o espaco das funcoes

continuas por partes e periédicas de periodo 2L. Dada f € PC).,, a transformada de Fourier
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de f é a sequéncia de niimeros complexos f: (f(k)) definida por
kEZ

~ L —iknx
f(k)=cp = i/L f(z)e L dz.

-~

Os numeros f(k) = ¢ s@o os coeficientes de Fourier de f e a série

itkx
ECkBL,

kEZ

é chamada a série de Fourier gerada por f.

Teorema 1.0.3. Seja f € Cpe, € assuma que ' € PC,.,.. Entdo a série de Fourier gerada

por f converge uniformemente a f sobre R. Além disso, temos a identidade

- 1
I = o7 111,
2"

Ou equivalentemente,

~ 1 [ 1
(F.aw =3 Fng® =5 [ F)a@ds = 5o(F.0)s.
keZ
A dltima igualdade é conhecida como identidade de Parseval.
Agora apresentaremos o Teorema do Somatdério de Poisson que serd usado repetidamente
nesta tese para encontrar a maioria das ondas viajantes peridédicas aqui estudadas.
Teorema 1.0.4. Seja fR(Q = [T f(@)e ™ dx e f(z) = [ fR(@emgdf satisfazendo

4
(14 fght+

A

e IRGIE

()] <

onde A>0e0d >0 (entio [ e J/"\podem ser assumidas continuas). Entao, para L > 0

As duas séries acima convergem absolutamente.
Demonstragao. Veja Capitulo 7 de Stein e Weiss [67], por exemplo. ]

Terminaremos esta se¢ao apresentando a definicao da classe PF(2) discreto e as pro-

priedades que serao usadas repetidamente nesta tese.
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Definigao 1.0.5. Definimos a clase PF(2) discreto como o conjunto de sequéncias o =
(an)nez C R tal que

1) o, >0 para todo n € 7,
(2) p @

(13) Qny—my Ong—my — Qg —myQny—my > 0 para ny < mng e my < mo.
A definigao anterior é uma discretizagao da defini¢ao usual dada no caso continuo, isto €,
quando estamos trabalhando com fungoes a valores reais. Mais especificamente, se f: R —

R, diremos que f estd na classe PF(2) continuo se

(1) f(x) >0, paratodo z € R,

(ii) f(wr —y1)f(v2 —y2) — flo1 —y2) f(x2 — 1) > 0 para x1 <29 € Y1 <y

Para maiores detalhes veja Capitulo 7 de Karlin [47]. E claro que se f estéd na classe
PF(2) continuo, entdo a sequéncia a, := f(n) esta na classe PF(2) discreto. A seguir,
apresentamos duas propriedades que serao usadas varias vezes neste trabalho. A prova da
primeira propriedade foi estabelecida por Albert e Bona em [6]. A demostragao da segunda

pode ser encontrada no Capitulo 8 de [47].

Lema 1.0.6. Suponha que f € uma funcao positiva, duas vezes diferencidvel sobre R e
satisfazendo %(log(f(l’))) <0, para cada x # 0. Entao f € PF(2) continuo.

Teorema 1.0.7. Sejam « e 3 duas sequéncias pares na classe PF(2) discreto, entdo a

convolugdo o (3 estd em PF(2) discreto (se a convolugao fizer sentido).



CAPITULO 2

RESULTADOS DE BOA E MA
COLOCACAO

Neste capitulo estabeleceremos os resultados de boa colocacao para as equacoes rBO e gBBM.
Para obter o resultado de boa colocacao para a equacao rBO seguimos as ideais de Bona
e Kalisch em [18] onde um resultado similar foi obtido para o caso continuo. No caso da
g¢BBM a abordagem é um pouco mais simples posto que a norma H;er é uma quantidade

conservada. No final do capitulo apresentaremos um resultado de ma colocagao para a rBO

no espirito dos trabalhos de Bourgain em [24] e Molinet, Saut e Tzvetkov em [53, 54].

2.1 Boa Colocacao para a Equacao rBO

Nesta secao estudaremos a boa colocagao associada ao problema de valor inicial,

Uy + Uy + vty + Huyy =0, v €R, t € R,
u(z,0) = uo(x),

(2.1)

com dados iniciais nos espagos de Sobolev periédicos H,,.([~L, L]). Para maior simplicidade

nesta se¢ao consideraremos L = 7. Primeiramente, rescreva (2.1) como sendo
_ 1,2
(1 4+ Hop)uy = —(u + u”),,

21
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usando os fatos que 1+ Hd, > 0 e que 9, e (1 + Hd,)~' comutam, temos que
u = —0, (14 Ho,) ™ (u+ 3u”) = K * (u+ $u?), (2.2)
onde K ¢é dado explicitamente pela transformada de Fourier como

— —ik

Integrando (2.2) e usando a condigao inicial obtemos
u(z,t) / K * (u+ iu*)(z,7)dr, z€R, t>0. (2.3)

Agora, pelo fato de H,,, com s >1 /2 ser uma algebra de Banach, obtemos por argumentos

tipicos de ponto fixo o seguinte resultado.

Teorema 2.1.1. Suponha s > 1/2, entio para todo ug € Hp,, eziste T =T(|uo| w3, ) >0 e

uma unica solu¢ao de (2.3) no intervalo [=T,T), tal que uw € C([-T,T); H,,). Além disso,

per

para todo T" < T existe uma vizinhanca V de ug em H?_ tal que o fluxo dado-solugdo

per
F:V— C(-T,T7; H;er) o — u(t),

¢ Lipschitz.

Demonstracao. Apresentaremos a prova somente para a conveniéncia do leitor. Sejam s > %
e T >0, defina X := C([0,T], Hp,), lullx = sup,epor |u(t)|ms,, €

per per

t
t) =g +/ K * (u+ $u®)(-, 7)dr.
0

Entao,
t
| Au(®)lliy, < llwollms, + / 1K (o 3u2) (),
0
Mas,
K 2. =2L 1+ k)| K (k)| 2—-9L (14 |k Lk k|2
I < wlfy, =20 3 @+ IR W k;oo + ) o )
<21 3 (U R = ey, (2.4)

k=—o00
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Agora, pela estimativa (2.4) e usando o fato que H;,,. com s > 1 é uma algebra de Banach,

temos

A, < Tl + [ 1+ 37
< ol + / (T >||HW @numr%%) ar
< Nuollx + T(llullx + S ull%),
para todo 0 <t < T. Portanto
| Aullx < Jluollc + 7 (Nlullx + Sl ) (2.5)

Por outro lado, se u,w € X, entao para todo 0 <t < T tem-se

JAule) — Aw(®)l, < [ [H(u— W) (0)g, + 20 =) (), ] dr
< [ =)l [t + L1+ )0, ] i
< Tllu—wx [ + §(Hu||x +Jlewll)]
Assim
lAu = Awllx < T = wlx [1+ F(lullx + fwllx)] (2.6)

Agora, defina M :={u € X : ||u||x < R}. Se u,w € M de (2.5) e (2.6) temos que
¢
|Aullx < lluollx +T (R+ SR2) e [l Au— Awlx < Tllu—wlx (1+cR).
Tomando R :=2||ug||x ¢ T < 3(1+ ¢oR)™", tem-se que para todo u, w € M

+> =R

| 5

R R
|Aullx < 5+ RT(1+ C—QOR) < 5+ RT(1+R) <

1
lAu — Awllx < Fllu —w]x.

Portanto A : M — M ¢é uma contracdo, entao existe um tnico u € M tal que Au(t) = u(t)
para todo t € [0, 7.
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Provaremos agora a dependéncia continua dos dados iniciais. Primeiro provaremos que

para todo 7" < T, existe uma vizinhanga V' de uy em Hp., tal que a aplicagao

F:V —C(-T,T1,H:.,), uy— ult),

per

onde @ ¢ a solugao da equacao integral (2.3) com dado inicial @, é Lipschitz.

De fato, defina V := {v € X : |[v —up||x <}, com 0 < < ﬁ(% — 7). Note que se vy € V,
entao
l|lvo] Hy,p S l|lvo — UOHH;,'E,, + [Juo| Hs, <O+ || uo Hy,, -
Logo
]. + CORvg = ]. + 200“1}0| ngr S 1 + 2005 + 2C0||U0‘ st,er = ]. + 2005 + C()R
1 1
= — + 2¢y0 ) 2.
5T + 2¢p0 < o7 ( 7)
Portanto
1 1

> T

T, =
© 2(14coRy)  2(1+ 2collvollms,, )

per

Agora, considere v e w solugoes do problema (2.3) com dados iniciais vy e wy respectivamente.
Se vy, wy € V, pelas estimativas dadas acima temos que v(t) e w(t) estdo definidas para todo
t €10, 7", logo

[0(t) — w(?)]

H%sn%—wmx+ﬁ+%«mu+wwuﬂAWwﬂ—www%¢h
< oo = wollx + |1+ Zlllellx + wllx)] v = w]xT"
Desta forma,
ot —w(®)llx {1 = [1+ Zollx + w07 } < oo = wollx,

para todo 0 < ¢t < T". Como vy, wy € V, tem-se

R
lvollx < |lvo — uol|lx + [Juol|x <+ 7

Assim, pelo estabelecido anteriormente e (2.7) obtemos
Co ’ [ Co ’
1+ S Uwlx + ol 77 < |1+ Z@lleollx +2lwoll )| 7

= [1 + colJvollx + [[wollx)] T" < [1+ co(20 + R)] T"
[ 1 1
= |2 — T < =
- (SC()—F 2T:| < 5
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Portanto para todo vy, wg € V' temos que
[o(t) = w(t)||lx < Klvo — wollx,
onde X é uma constante positiva. O que prova a dependéncia continua dos dados iniciais. []

Os seguintes lemas serao tteis para estabelecer uma estimativa a priori a qual sera usada

para obter boa colocacao global.

Lema 2.1.2. Seja u uma solugao de (2.3) com u € C([0,T), H,,) para s > %, entio para
todo t € [0,T]

OIS RO

Lema 2.1.3. Se 5o < s < s1, com s = 0sg+ (1 —@)sy, e 0 < 0 < 1, entao existe uma

constante C' > 0, tal que

17° fllzz,, < ClITOfll7s,,

per —

i (2.8)

onde J* = (1 + A)2 ¢ o potencial de Bessel de ordem s.

Lema 2.1.4. Seja s > 1, entao existe uma constante C = C(s) > 0 tal que

17°(£9) = £-7°9lss,, < € {1014l

per

szt T 110 f]

per

glla} . (2.9)

Hyo?
onde ||glla = Y = _ [g(k)].

A prova do Lema 2.1.2 segue por argumentos padroes de métodos de energia, veja por
exemplo Benjamin, Bona e Mahony [16]. A demostra¢ao do Lema 2.1.3 pode ser encontrada
em Bergh e Lofstrom [17] e o Lema 2.1.4 nos d4 uma estimativa do tipo commutator, veja

Lema B.3 em Iério e Iério [43].

Teorema 2.1.5. Seja s > 3/2. Seu € C([0,T], H,,) € uma solugao de (2.1) em [0,T] x R,

per

com dado inicial uy, entao existem constantes C' = C’(||u0||H% ) >0 eCs=Cys(||uollms,,) >0
per

tais que

sup [[u(t)]

m,, < CyeT (2.10)
te[0,T

Demonstra¢ao. Como u € C([0,T], HS,,) com s > 1/2, pelas propriedades de K temos que

per

(2.2) vale para u, portanto u € C'([0,T], H,,). Provaremos primeiro o resultado no caso

per
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s = 3/2. Para este fim considere uma sequéncia {u"}°°, em C*([0,T], H ), convergindo a

per
3
uwem CY([0,T], HZ,) e defina
F(v) = v 4 vy + vv, + Hogy.

Note que

105" (t )II2 y =27 Z (1+ |K[2) "2 22am (k)2 < 2m > (14 [KI2) 2 k| (k)

Hpe k=—00 k=—o0
<2n Y0 (14 TR = [EROE
k=—0c0
Logo {9?u™}°°, é limitada em C([0,T], per) Como HH—CuxH < ||u|]H% , temos que
7‘ per
1 2 2
Iy < =l g+ =l g+ 1960 — um>||H§W I @y

<ol —lly Il g + LR )

per per per

per per

<2l —wll g + |1+ o]y *”“”H,,%j] Ju —ull 5 -

Entao F(u") — 0, quando n — oo, em C([0,T], HZ,). Portanto, (F'(u™), 9*u™) — 0, quando
n — oo, em C([0,77]). Sendo u" suave e (uy, Hul) = (Hul,, u"), temos que
d ™
n 2, m\ _ " |,,mn. . — n\3
2P () 00) =~y — [ (s (211)

per —

1
A imersio de Sobolev Hy%r — L3 e 0 Lema 2.1.3 (com 0 = 1/3,5s =7/6,s0 = 1/2 e s; = 3/2)

implicam que existe uma constante positiva cq tal que

/ @1 < 10.51y, < coldad Iy <alfIE; <alfly M2, . (212
Integrando (2.11) de 0 a ¢ e usando (2.12) obtemos,
t
2 / (F).02uydr <01y~ 601 +a / Jur (o) (e DI g
P per

Da 1ltima desigualdade tem-se

Oy < GOy +IECOI, < IeClE, +IeColr,
H H H

per per per

t
te / o)l IR g =2 [ (PG

per
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Pelo Lema 2.1.2 e tomando o limite quando n — oo, obtemos
otz < 2lanl?y +ealolly [ 7)1 dr
HZ, HZ, Hier
Finalmente pela desigualdade de Gronwall temos que

lu(, )12y < 2luol® 5 explealluol?® , 0

per per per

para todo t € [0,7], o que implica o resultado desejado no caso s = %

Para o caso geral suponha que (2.10) vale para ry > 3/2. Defina s = ry + «, com
0 <a<1/2 er=s—1/2. Provaremos que a desigualdade vale para s via indugao. De fato,

considere {u"};2, uma sequéncia em C*([0,T7, HpS,) tal que u* — u, em C'([0,T], H;,,).

per

Procedendo similarmente ao caso s = 3/2, temos que F(u") — 0, em C([0,T], H;.') e
1
{J"u"}52, é limitado em C([0,7], Hper). Portanto, (J™u™, J"F(u")) — 0 em C([0,T]),

quando n — oo.

Definamos v := u™, entao
(J"v, JTF(v)) = (J"v, J"v + J" Huog) + (Jv, J"v,) + (J"v, J"(vv,)).
Como J"0, = 0,J" é facil ver que

d
—(J"v, J v+ J Hu,) +2(J v, J" (vuy)).

2(J v, J'F(v)) = dt<

Integrando a ltima desigualdade de 0 a t, usando o fato que
1
(J'v, J"(vv,)) = —E(JTU,’UZJTU) + (J"v, J"(vu,) — vJ v,) (2.13)
e como s = r + 1/2, temos

lo(-, )]

fs, <21 (L4 KA (1 + [RDIO(R) P = (J7v, J70) + (J7v, J Ho,)
=(J"v(0), J"v(0) + J"Hv,(0)) + 2 /t(JTU7 J'F(v))dr —2 /t<JTU7 J"(vvg))dr

<cs

¢ t
sy, 2/ (J'v, J'F(v))dr — 2/ (J™v, J"(vv,))dT
0 0
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Passando limite quando n — oo na tltima desigualdade, obtemos

[u(-, )]

De (2.13) e do Lema 2.1.4 tem-se

2o < cslluol

per

t
%I;er — 2 lim / (J"v, J"(vvy))dr. (2.14)
n—od 0

2/(J7v, I (o)) < T2z, Nvalloe + coll Tl 2

per per

Vel allval gy

per

< |lvlz

g, 10zlloo + collollZsg,, 1zl

per per per

< collvll?

r ||U
Hpe'r

567‘ )
onde na ultima desigualdade usamos os seguintes fatos

H,, — L paral>1/2 e |g,]

w3t < collg]

per

lglla < collgllae, .,

per’

Hs

per”

Por conveniéncia do leitor provaremos a primeira desigualdade dada acima. Note que

Z (1+|k*)™" < ¢y, paratodo [>1/2.

k=—o0

Assim, aplicando a desigualdade de Holder obtemos

(1 [k S et )
lglla= > T IkP)L' g < lgllae,, | D @ +I[kP) < collgllm,, -
k=—oc0 2

Voltando a (2.14) temos que

k=—o0

t
b, o [ o )l

per

lul, )1, < eslluol

Agora, como s > r, 19 > r e a ultima desigualdade, obtemos de (2.14) que

u(-,7)|

Hs dT

per

wmm@wswmm%+%/uu ),

%%+%Auwmm@

Portanto, a hipotese indutiva implica

-, 1) %W+awﬂjuu

Finalmente, o resultado desejado segue pela desigualdade de Gronwall. U]

uls 1), lu
u:, )|

< ¢4

2
Hs,, dr.

% < cllul

Hé

Corolario 2.1.6. O problema de valor inicial periddico (2.1) estd globalmente bem colocado
em H?. para s> 3/2.

per
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2.2 Boa Colocacao para a Equacao gBBM

Nesta secao estudaremos o problema de Cauchy periédico associado a equacao gBBM, a
saber
U + Uy + (p+ DuPuy — upyy =0, z € R, t € R,
(2.15)
u(z,0) = u(x),
onde p > 1 é um inteiro e u é uma funcao a valores reais. O resultado de boa colocacao local
segue as mesmas ideias que a prova estabelecida no caso da rBO e a boa colocacao global
segue de maneira direta posto que neste caso temos que a norma H;er é conservada.
Primeiro, escreva a equacao (15) como (1 — 0*)u; = —0,(u + uP™). Como 1 — 92 > 0,

temos que
wy = K (u 4 ul™h), (2.16)
onde K esta dado explicitamente como

11“22@/{), vk € Z.

Ku(k) =
Integrando (2.16) e impondo a condicao inicial obtemos
t
u(z,t) = uo(x) + / K (u+u"™) (z, 7)dr.
0

Usando argumentos do tipo ponto fixo como na se¢ao anterior, obtemos o seguinte resul-

tado.

Teorema 2.2.1. Suponha que s > 1/2, entdo o problema de Cauchy periddico (2.15) é
localmente bem colocado em H,,..

Como a norma H! é conservada pelo fluxo da equacao gBBM o seguinte resultado de

per

boa colocacao global é imediatamente obtido.

Corolario 2.2.2. O problema de Cauchy periddico (2.15) estd globalmente bem colocado em
Hl

per:
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2.3 Resultado de Ma Colocacao para a Equacao rBO

Nesta secao mostraremos que a aplicagao dado-solucao para o problema de Cauchy asso-
ciado & equagao rBO nao é suave (nao é C?) na origem para dados iniciais em H;.,. (ou
H*(R)), com s < 0. Portanto, nao podemos aplicar o Principio de Contragao para resolver
a equagao integral (2.17) abaixo, pois caso conseguissemos, teriamos, usando o teorema da
Funcao Implicita, que a aplicacao dado-solugao seria suave, veja por exemplo Corolario 5.21

em Linares e Ponce [50].

Primeiro estudaremos o problema no caso periddico. Por simplicidade consideraremos

fungoes de periodo 27. Comecemos estudando o problema linear
Uy + Uy + Hugy = 0.

Usando a transformada de Fourier temos que

Esta EDO ¢ facilmente resolvida, a saber,

+o00

ulz,t) = S(t)p(z) = Y e G(n).

n=—oo

Agora, se u é solugao de (1), entao pelo principio de Duhamel temos que

u(z,t) = S(t)p(x) — /o S(t — 7)Au(x, 7)u,(x, 7)]dr, (2.17)

onde Au(n) = (1 + |n|)~'(n), para todo n € Z.

O seguinte teorema é o resultado principal desta secao.

Teorema 2.3.1. Seja s < 0 e T um numero positivo. Entao nao existe um espaco Xt

continuamente imerso em C([=T,T1; H,,.) tal que exista co > 0 satisfazendo

1Sl xr < coll .., Vo€ Hp,, V€ [=T,T] (2.18)

/0 S(t — ) A[us (7)u(r)|dr

1

<collullk,, Vue Xr, Vte[-T,T] (2.19)

X7
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Demonstragao. Suponha por contradigao que exista um tal espago. Considere ¢ € H,,, e

defina u := S(t)¢. Entdo, temos que u € X7 e como X¢ — C([-T,T]; H,,), obtém-se

Provaremos que (5.38) nao se verifica escolhendo ¢ de maneira apropriada. De fato, considere

2 (2.20)

per

< coll9ll?

/0 S(t — T)AISH)S(S(E)0).]dr

Hy

er

¢(x) == N %cos(Nx), com NeN, N> 1.

Entao,

S(t)é(x) = N~* cos <Nx - HLNt)

Portanto,
(o, t) = / S(t — )A[S() () (S(t)b(a))Jdr

t
= / S(t—T1)A [(—N_%Jr1 cos (N:r - HLNT) sen (NJ; — HLNT))] dr
0

— 1 25+1/ S(t—T1)A [sen(QN:c—

—3 T)] dr.

1+N

Agora, usando a definicao de A obtemos

1 1 ) )
St —1)A [sen (2Nm — 1+NT)] = — o TN T ot (2NT— T35 (t-7))

2i 142N
_ l 1 o ﬂvre—i(szf%(H))
2i1 42N
_ l 1 ol i(2Nz— 28 1) e—ir(%)
211+ 2N
— l ! —i(2Na— 1+2Nt) (Wﬁzm)
2114 2N
Assim,
1 2Nz — t INg—-2N_¢
/St—T)A[Sln(QNJI—1+N )]dT— m[e( 1+2N)_e( 1+N)i|
+ ; [ —i(2Ne—2f5t) _ e~ i(2Na— liJQVNt)i| ’
20+ 2Ny
onde yy = % Portanto

1 1 2N 2N
t)= N2t ____— 2Nx — t) — 2Nx — ——t | | .
P(x,t) 5 NN {cos( T 1+2N) cos( T 1+N>]
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Logo,
A _ 2
(e, )3, ~ N7 [e7 0wt — e HN! L (14 AN?)",
Como
2N, ;2N |2 2N 2N
12N ' — +N =292 t— t
‘ ‘ COS(HN 1+2N' )
temos que
1
() mg,, ~ N7 (1 = cos (ynt))2
Pela definigao de ¢ obtemos que HQSH%J;W ~ 1. Portanto para todo t € (0,7 tem-se
*y t s
”1/)”(¢||2)H'H_W ~ N7 (1 — cos (VNt))% .

per

Sem perda de generalidade suponha que 0 < T" < 27 e considere s < 0 fixo, entao como
yn — 17, quando N — +oo, temos que

Hw(7t)“HZS;er

1]

quando N — 400, o qual contradiz (5.38). Isso termina a prova do teorema. O

— +m7

2
Hs

per

Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Corolario 2.3.2. Fize s < 0. Nao existe T > 0 tal que (1) admita uma tnica solug¢ao local

definida no intervalo [=T,T] e tal que a aplica¢ao dado-solugdo
pr—u(t), te|-T,T]

; 2 J; ¥ s s
seja C= diferencidvel em zero de H,. em Hy,.

Demonstracao. Considere o problema de Cauchy

Uy + Uy + utty, + Hugy = 0,
(2.21)
w(z,0) =¢y(z), 0O0<y<K1

onde ¢, (z) := y¢(z). Suponha que u(y,t,z) é uma solugao local de (2.21) e que a aplicacao

dado-solugao seja C* na origem de H3,. em H7, . Entao

g—;«% 2o = S()6(x)



Resultados de Boa e Ma Colocagao 33

%—;‘w, N / S(t = A L(S()E)(S(7))s] dr-

Usando a suposicao, temos que

A tultima estimativa é a mesma dada em (5.38), a qual ja foi provado no Teorema anterior

2
Hg,.

per

/0 S(t — 1)A[(S(7))(S(7))aldr

< ¢ol[¢]
Hs

per

que nao ¢ valida para todo ¢ em H; ., com s < 0. O que termina a prova do coroldrio. [

Agora estabelecemos o mesmo tipo de resultado anterior no contexto continuo, isto é em

H*(R). Neste caso temos que

~ 7 x—Lt —
s(t)(p(m):/ng)e(& ”‘5'>d€ e Au(§) = (L+g)a(s).

A prova do seguinte lema segue as mesmas ideias do Lema 1 em [53], apresentaremos a prova

unicamente para conveniéncia do leitor.

Lema 2.3.3.

Y _ iep©n_ & 303 e —1
| st = nalsmesmenlir=a [ oL g - n e
onde p(€) = i ¢ x(&n) = p(n) +p(€ —n) — p(&).

Demonstracao.
| stt=nals@esolar
= [ [etemonema [ smosmene) dedr
t

_ i(€a—p©)0) P& & [(o=ip() ()Y 5 (e~

=i [ [ e L mO50) « (T OG)|€dsr
R S SR S VARG U Rt e P

if e gt —n) / eirll drdnde

. iea—p(e)t) £ ~ ~ B e—iT[p(n)+p(€—n)—p(£)]_1d y

K T e e = — o M
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Agora defina .
ol 1) = / S(t — T)AS(1)B) (S (7)) ]dr.

Entao, usando o Lema anterior obtemos

&,
1+ [¢]

—X(f} o dn. (2.22)

BEt) = o ~in(e) / Hn)d(E —n)

Neste caso considere

0(€) == N xwvvsn(€), com NeN, N>1,

onde x4 denota a funcdo caracteristica de A. Note que ||¢[|gs@) ~ 1. Usando (2.22) temos

que
e~ ix(Em) _q

> _ § —p(&)t \y—2s
Plet) T o X&)

com Q¢ = {n : n € supp $ e &—mn € supp (E} Como s < 0, podemos escolher € > 0 tal

dn,

que —s — € > 0. Agora, considere t = N~¢ e note que para £ € (2N + %,QN + 1) tem-se
1(S2e) 2 1. Além disso, é facil ver que

n€—n2+¢)
T+ +&—n(1+8)

Entao, para N suficientemente grande temos que

x(&n) = <3, Vn{—-ne[N,N+1].

) 2N+1 e o s |§|2 ) e—itx({,n) -1
loC =@y 2 (L4 [EF°)° N —— = |t] ————dn| &
Q
3

aN+1 (1+ ) tx(&n)

2N+ e sin(ty(€,m) |
> 1 2sN 4s 2 d d
N/M( PNt | | S e

> N745N23t2 )

Portanto
1~ |||

o qual é uma contradi¢ao para N > 1. O que completa a prova no caso nao periédico. [

ae®) 2 oG ) |asm 2 N7°7°°,



CAPITULO 3

ESTABILIDADE PARA A
EQUACAO BENJAMIN-ONO
REGULARIZADA

Este capitulo da tese estd dedicado ao estudo da estabilidade nao linear da equacao Benjamin-

Ono regularizada. Para rapida referéncia a equagao que queremos estudar é
Uy + Uy + Uty + Huyy =0, (3.1)

onde u ¢ uma fungao a valores reais e H denota a transformada de Hilbert. Comecaremos
mostrando a existéncia de solucoes ondas viajantes periddicas explicitas com periodo minimal
L para a equagao acima mencionada, usando o Teorema do Somatorio de Poisson. Depois,
usaremos a teoria estabelecida por Angulo e Natali em [12] para conseguir as propriedades
espectrais requeridas para obter estabilidade e finalmente na ultima secao, usando o método
de Lyapunov, provaremos a estabilidade orbital das ondas periédicas dadas em (8), por

perturbacoes de mesmo periodo L.

35
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3.1 Solucoes Ondas Viajantes Periddicas

O objetivo deste segao ¢ mostrar a existéncia de uma curva suave de ondas viajantes
periddicas para a equagao (3.1). Para tal fim, usaremos o Teorema do Somatério de Poisson
para obter uma funcgao periddica que depende da velocidade da onda solitaria w, a qual serd
depois ajustada (e talvez a amplitude também) para encontrar uma solugao onda viajante
periddica para a equagao rBO. A vantagem deste método é que nos permite conhecer ime-

diatamente a transformada de Fourier de nossa solucao.

Estamos interessados em solugbes para a equagao (3.1) da forma

u(z,t) = 6ule — cb) (3.2)
onde ¢. : R — R é uma fungao periédica suave com periodo fundamental 2L > 0 e ¢ um

parametro real. Substituindo (3.2) em (3.1), integrando uma vez e considerando zero a

constante de integracao, segue que ¢. deve satisfazer a equagao pseudo-diferencial
1
CHe+ (= 160 — 502 = 0. (3.3)

A equagao anterior possui solugoes de tipo onda solitarias, a saber, ¢ : R — R tal que
limie| oo (&) = 0, veja Albert, Bona e Henry [4]. Mais precisamente, para w > 1, ¢,

definido como

4(w —1)
ng(.I') = T , T € R. (34)
L+ (*5+e)
satisfaz a equacao .
wHel, + (w = 1)pw = 55, = 0.

A transformada de Fourier da funcao ¢,, em (3.4) estda dada por
{5}5(5) = 47Twe_‘ﬁ§|, ¢ eR.

Portanto, pelo teorema do Somatdério de Poisson (veja Teorema 1.0.4 no Capitulo 2), obtemos

a seguinte fungao periédica (de periodo 2L) para todo w > 1

o0 o0

” ( ) 2w ,2<w\n1\)L rina 2mw — ey (mrx)

T):=—— e 2w-1Le I = —— E €, € 2w-DL cos | —
v L L " L

n=-—00 n=0

_ 27w senh <2(wl—01)L> ’ (3.5)

L cosh (ﬁ) — cos (%x)
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onde
1, se n=20

€n —

2, se n=1,23, ...

Agora, considere ¢ # 1, como ¢. é uma funcio suave podemos expresar ¢, e ¢> como

de(x) = Z ane% e ¢X(r) = Z bnem%. (3.6)

n=—oo n=—oo

Além disso,

iTnT

er . (3.7)

Hol(a) = 7 D anln

n=-—oo

Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.3) obtemos

o0 o0 o0 (o]
ITNT CT intnx imnx ]. innx
c E ape T +f E |n|ae & — g ape L —5 g bpe T = 0.

Assim,
1
ca, + %W% — =g b, =0, Vn € Z. (3.8)
Mas,
bn = ¢2(n) = Pe * Pe(n) = Z QZ)\c(” - m)q/b\c(m) = Z Un—mQm-

Logo, substituindo b, dado pela igualdade anterior em (3.8) temos que

1 o0
ca,, [1 + %|n|] —a, = §mZoo U Op—mm, V10 € 7. (3.9)
Agora, inspirados em (3.5) escolha a,, = 2%36*’7‘”‘ com 1 > 0 (observe que < 0 ndo pode

acontecer, pois nesse caso as séries dadas em (3.6) nao convergiriam), entdo obtemos

4 2.2
] = T C emlnl (|n| + cothn).

In|+1+ 226_2”k
k=1

3 AT o
A Oy, = e

L? L?

Substituindo a igualdade anterior e a forma que escolhemos para a,, em (3.9) tem-se
c[1+%\n@ —1:%6(\n]+coth77), Vn ez (3.10)

A 1ltima desigualdade é satisfeita para todo n inteiro desde que

e

tanh(n) = A

(3.11)
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Observe que nossa andlise mostra exatamente o valor da velocidade w que precisamos usar

para que ¥, em (3.5) (talvez com um ajuste na amplitude) seja de fato uma solucao em

onda viajante de (3.3). Com efeito, definindo n = —2(wf1) + e considerando ¢ # 1 tal que
0 < -4 < L escolhemos w = w(c) > 1 tal que tanh(n) = w1z Pe (3.10) e (3.5) obtemos

que ¢, = Sty () ¢ de fato solugao de (3.3). Além disso, ¢, tem a forma

_ 2cm senh(n)
¢c(£) - I (COSh(n) oS (%)) ) (312)

com 7 > 0 satisfazendo (3.11).

Vale a pena notar que é possivel encontrar a solu¢ao dada em (3.12) modificando um
pouco as ideias de Benjamin em [15], onde ondas viajantes periddicas para a equagao de
Benjamin-Ono sao estudadas. Preferimos usar o método acima pois fica clara a escolha dos

coeficientes de Fourier a,, da fungao ¢..

Observacao 3.1.1. (1) Como ¢ # 1 satisfaz 0 < =% < L temos trés casos:

(1) Se L =, entao ¢ € (—0,0).

(it) Se L < m, entio c € (££=,0).

(ii1) Se L > m, entio ¢ € (—o0,0) U (£, 4+00).

(2) Observe que o sinal da solu¢dao ¢. depende do sinal de ¢, como estamos interessados em

solugdes positivas (para poder aplicar a teoria em [12]) vamos supor que L > 1 e ¢ > ﬁ

Observe que se consideramos ¢ = 1 em (3.3), entao a tinica solugao real suave que obtemos
¢ ¢1 = 0. De fato, neste caso ¢, satisfaz H¢) — %gb% = 0. Tomando transformada de Fourier
obtemos,

+o0o
2nlgi(n) — Y di(n—k)di(k) =0, VneN.

k=—c

Em particular para n = 0, tem-se 37> _&1(—k)p1(k) = 0. Como ¢; é real temos que

k=—o00

¢Al(—k) = q?l(k) Portanto ||¢1||%%er = 0, assim pela suavidade de ¢; temos que ¢; = 0.

Como 7(c) = tanh™! <(cf71r) L) ¢ uma funcao diferenciavel se ¢ # 1, pelo Teorema da

Fungao Inversa obtemos o seguinte resultado.
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Proposicao 3.1.2. Seja L > w. Entdao a curva

per

L
o (L—’m) — ¢c € Hp, ((FL, L)), n>0, neN

¢ de classe C1, onde ¢, é dado por (3.12). Além disso, como ¢ > 0, temos que ¢. > 0.

3.2 Analise Espectral

Esta se¢ao é dedicada ao estudo de propriedades espectrais especificas do operador linear
L=cHI+ (c—1)— ¢, (3.13)

onde ¢, é a solugao periddica (3.12) dada pela Proposigao 3.1.2 com periodo fundamental
2L, L >mec> L—fﬂ Esta informagao sera béasica na nossa teoria de estabilidade para a

equagao rBO. Neste momento usaremos a teoria estabelecida por Angulo e Natali em [12].

Nossa andlise concentra-se no problema de autovalores periédico considerado em [—L, L]
Lx = Ay
1 1
x(—=L) =x(L), D2x(—L)= Dzx(L).

Mostraremos que o problema (3.14) determina exatamente a existéncia de um tinico autovalor

(3.14)

negativo, o qual é simples; zero é também um autovalor simples com autofungao ¢’ e o resto
do espectro é limitado longe de zero (de fato vai ser discreto). Inicialmente notemos de (3.3)
que ¢ satisfaz L¢! = 0. Portanto zero é um autovalor de £ com autofuncao associada ¢..
A teoria de operadores compactos auto-adjuntos aplicada a (3.14) implica que o espectro de

L é um conjunto infinito enumerdvel de autovalores {\,}22, com
)‘OS)\lg)\QS---y
onde A, — oo quando n — oo (veja por exemplo Proposi¢ao 3.1 em [12]).
Com o propésito de tornar a leitura mais agradavel faremos aqui um pequeno resumo

da teoria estabelecida por Angulo e Natali em [12]. Em [12] foi estudada a existéncia e

estabilidade nao linear de ondas viajantes periédicas para uma familia de equacoes da forma

up + uPu, — (Mu), =0, (3.15)
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onde p > 1 é um inteiro e M é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no contexto

das fungoes periddicas. M é definido como um operador multiplicador de Fourier por
Mg(k) = C(k)g(k), paratodo k € Z,
cujo simbolo ¢ é uma funcgao real, mensurdavel, localmente limitada e par satisfazendo
Ag[n[™ < [C(n)| < Ag(1 + [n])™, (3.16)

com 1 <my < mg, |n|>ng, ((n)>bparatodone€ZeA; >0,i=1,2.

O resultado principal obtido em [12] é o seguinte.

Teorema 3.2.1. Considere o operador Lo : D(Ly) — L2, ([~L, L)) dado por

per
Lou = (M + c)u — p’u, (3.17)

onde D(Lo) ¢ denso em L2, .([=L,L]) e p. ¢ uma solugio de onda viajante periddica para
a equagao (3.15). Suponha que p. € uma solugdo positiva par de (3.15) tal que p. > 0 e
g/og € PF(2) discreto. Entao

(1) Lo tem um dnico autovalor negativo A, o qual € simples;

(17) o autovalor zero € simples.

Definimos a clase PF'(2) discreto como o conjunto de sequéncias o = (a,)nez C R tal

que

(1) a, > 0 para todo n € Z,
(3.18)

(19) iy —my Qg —my — Qny—myQny—my > 0 para ny < ng e my < ma.

Embora a equagdao rBO nao tem a forma dada em (3.15), ainda podemos aplicar o
Teorema 3.2.1 para obter a informagcao espectral requerida do operador £ dado em (3.13).
Para isso, assuma L > 7, ¢ > L—fw e defina M := ¢Hox — 1, entdao L = (M + ¢) — ¢.. Neste
caso ]\/47(16) = C(k)f(k), para todo k € Z, onde C(k) := c|k| — 1. Considerando A; = ¢/2,
Ay = c+1emy = my = 1, temos que existe Ny € N tal que ( satifaz (3.16) para todo

k > Np. Além disso, é claro que a,, = qz?c(n) = %6_77'”' > 0.

Antes de continuar com o estudo do espectro de L, note que o Teorema 3.2.1 é ainda

vélido se substituimos (47) em (3.18) pela condi¢ao mais fraca
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(i) Oy —1my Oy —mmy — Qg —my Ong—my > 0, para todo ny < ny e my < ma,
)

Oy —my Ong—mmy — Ong—ma Qng—my > 0, s€ gy < ng, my < Mgy, ng > my, eny < Mmes.

_ 2cm —

Para provar que a, € PF(2) discreto, sé temos que mostrar que a, = e nl satisfaz (i4'),

o qual é equivalente a provar que
(@) |ny —ma| + |ng —ma| < |ny —ma| + |ne —myl|, se ny <ny e my <may;e

(D) Ing —ma| + |ng — ma| < |nqg — ma| + [ng — my|, se ng < ng, My < Mg, Ny > My e

ny < ms.

A prova de (a) e (b) segue diretamente, portanto omitiremos os detalhes. Como consequéncia

da analise anterior obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.2. Seja ¢. a solugao onda viajante periodica obtida na Proposicao 3.1.2,
com L > m ec > 2. Entdo, o operador linear L definido em (3.13) com dominio

H! ([-L,L)) C L? I

per ver([=L, L]) tem seus dois primeiros autovalores simples sendo zero o se-

gundo. Além disso, o resto do espectro € constituido por um conjunto discreto de autovalores

positivos que convergem a +o0.

3.3 Estabilidade de Solucoes Ondas Viajantes

Nesta secao usaremos o método de Lyapunov para estudar a estabilidade nao linear das
solucoes da forma wu(z,t) = ¢.(x — ct) com ¢. dadas pela Proposigao 3.1.2. Neste momento

faremos uso de duas leis de conservacao para a equagao (3.1), a saber

E(u) = 5/_ ((D%u)2 - %u?’)d:t e F(u) = %/_L(tﬂ + (D%u)2)d:1;.

O tipo de estabilidade que provaremos é estabilidade orbital, veja Definicao 4.1.2 abaixo, a
qual é dada num contexto mais geral. No caso da equagao rBO consideraremos ms = 1 e

1
como nao temos um resultado de boa colocacao em Hjer, escolhemos sg = 3 / 2.

Antes de estabelecer o resultado principal desta se¢ao, provaremos alguns lemas que serao

uteis futuramente.
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Lema 3.3.1. Seja ¢. a solugdo onda viajante periodica dada pela Proposicao 3.1.2 com

L>mec> L—fﬁ Entao, o operador linear L = ¢cHOx — 1 + ¢ — ¢, satisfaz

(@) a:==if{(Lf, f): [ fllrz, =1 e (f ¢+ Hep) =0} =0, (3.19)
(0) B :=f{(Lf, f): W fllre, =1, (f, b+ He) =0 e (f, ¢er) =0} >0 (3.20)

Demonstragao. (a). Como ¢, é limitada, temos que « é finito. Sendo que (¢, p. + He.) =0
e L¢!. = 0 obtemos o < 0. Provaremos que o infimo em (3.19) é atingido. De fato, como «

1
é finito existe uma sequéncia { f;}52, C Hper tal que

HfjHLger =1, (fj,0.+He.)=0 e (Lf}, f;) = « quando j — oc.

Considere € > 0, entao existe J € N tal que se j > J, tem-se

[(Lfi fi) —al <e

ou equivalentemente

eID2 1., + (= DI I35, — (Befinf)) —al <e.

per

Assim,
. L
0<c—1<c|D2fill72 +(c=D|fill7: <e+a +/ gbcffdx <e+a+ ||de]leo- (3.21)
per per L

1
Portanto, como || |2 p cHD%fHQQ + (c— 1)HfH22 temos que Hfj||H1 ¢ uniformemente
er
per per
limitada em j. Logo existe uma subsequenma de f;, que denotaremos {f;} novamente e
uma funcao f* € Hpe,« tal que f; — f* em Hpe,« Como a imersao Hper — Lfm é compacta

obtemos,
(f*7¢c + f]{ng’c) =0 e (d)cfj?fj) - ((bcf*?f*) quando ] — O0.

Provaremos que f* # 0. De fato, podemos passar ao limite em (3.21) quando j — oo de

modo a obter

L
0<c—1§e+a+/ of*2da.
—L

Suponha que f* = 0, entao
O<c—1<e+a<e
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como € ¢é arbitrario temos que 0 < ¢ — 1 < 0, o qual é absurdo, assim f* # 0. Como a

convergencia fraca é inferiormente continua tem-se
3 px)|2 L 342
1D27° 3, < tmint D13,

Agora, defina f =

» entao (f, ¢ + Hep) =0, | fllez,, = Le

per

L .
o < (UL ) < ;=

r

Portanto, o é um minimo. Provaremos agora que o > 0. Para isso aplicaremos o Lema E1
estabelecido por Weinstein em [73] (o qual vale no caso periédico) com A = L e R = ¢.+H..
De fato, pela Proposicao 3.2.2, L tem as propriedades espectrais requeridas pelo Lema E1.
Precisamos encontrar x tal que Lx = ¢. + He., e (x, ¢ + H¢p) < 0. Pela Proposicao 3.1.2
temos que a aplicagao
L 1
ceE (L—_W,Jroo) — ¢ € Hper([—L, L))

é de classe C', entao diferenciando (3.3) com respeito a ¢ obtemos que y = —dic@ satisfaz
L(x) = ¢+ Hel. Observe que

87720 = ol
(X, b + HoL) ——L— Z (1+ In])|e(n)? = > (L [n])e 2

’I’L*—OO n=-—oo

87T Adn &
+ 77 2 (1t Inf)nleh.

n=—oo

De (3.11) e usando o fato que ¢ > =, tem-se

2o ()]

Portanto (x, ¢. + Hde.) < 0, o que implica que o > 0. Isto termina a prova de (3.19).

(b). Usando a parte (a) obtemos # > 0. Suponha por absurdo que § = 0. Entdo
usando um argumento similar ao estabelecido na parte (a), temos que existe f satisfazendo
[fllzz,. = 1e (f, ¢ +Ho,) = (f, de¢,) = (L f, f) = 0. Portanto existe pelo menos um ponto



SECAO 3.3 ¢ Estabilidade de Solugoes Ondas Viajantes 44

critico (f,~,0,v) para o problema de Multiplicadores de Lagrange

Lg=r9+0(¢+H)+vog!
Sujeito aos vinculos

9112z, =1, (9,0¢") =0, (9,6 + H¢') = 0.

per

Como (Lf, f) = 0, entao (vf + 0(¢. + H.) + voedl, f) = 0, assim v = 0. Usando que
£/, = 0, obtemos (86, + Ho,) + voudh 6l) = (LF,60) = (£.L6L) = 0, logo (v, o) = 0
e como (¢e¢l, @) = [ ¢e(¢.)* > 0, temos que v = 0. Agora considere x = —d%(bc, segue
que L(f — By) = 0, entio (f — By, 6. + H6L) = 0 = (£, b+ HL) — B(x, 6, + H]). Assim
0 =0, pois (x, ¢ + Hel) # 0, logo Lf = 0 Como zero é um autovalor simples de L temos
que existe A € R\ {0} tal que f = A¢., o que implica que ¢/, é ortogonal a ¢.¢., mas isto é

absurdo. Assim (> 0, o que termina a prova do lema. O]

A prova do seguinte lema foi estabelecida durante a prova do lema anterior.

Lema 3.3.2. A fungdo h(c) := F(¢.) definida em (=, +00) € estritamente crescente.

Agora, usando os fatos que h é continua, estritamente crescente e a continuidade de F

1
em Hpe, é facil provar o seguinte.

Lema 3.3.3. Se ¢ € (+2,400) e 0 < 3 < ¢ — (

jp— 1), entio eviste 5y > 0 tal que se

I
|v — qbc||H% < 0o, existe um unico e com |e —c| < 3 tal que F(v) = F(¢e).
per

A seguir apresentamos uma das estimativas mais importantes para obter nosso resultado

de estabilidade, a prova é consequéncia do Lema 3.3.1.

Observacgao 3.3.4. Seja f € Hp%er com (f,o+He') =0 e (f,¢¢") =0, entao existe By tal

que

(Lf. )= Boll 117 4
Hye

s
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Demonstragao. Seja b uma constante positiva, entao
3 2 2 32 b
1D fIi,, + I3, < ID2FIE,, + 5(LF.6)

L 1 b 12 é B Q_E 2\ gy
_/_L{(E+E)C(Dwf) +6(c 1)f ﬁqﬁcf}d

_ (%+%) (Lf,f)—%/L(c—l—cbc)dew

L

1,9 "
< (3+5) @rn et

I,

Portanto,

1 1 b
DA, + O~ =521y, < (545 ) (€.,

Assim

1T ob\ 'y, 2
wrnz (3+3) {10, + 0 - 1=2210101E,, }.

per

Escolhendo b tal que b — ||#”oo > 0, obtemos o resultado desejado. O

O resultado principal desta segao é o seguinte.

Teorema 3.3.5. Seja L > 7 e ¢, a solucao onda periodica dada pela Proposi¢ao 3.1.2 com
cE (L—fﬁ, +oo) . Entao a orbita Oy, € nao linearmente estdvel com respeito ao fluxo periddico

gerado pela equacao rBO.

Demonstragao. A prova é baseada nas ideias desenvolvidas em [14], [18], [74]. Inicialmente
note que F'(u) = u + Hu, e E'(u) = Hu, — tu?, entdo ¢. ¢ um ponto critico do funcional
B := F+ (c—1)F. Adicionalmente, como F"(u) =1+ H0, e £ (u) = HI, — u, temos que

EN(¢C) + (C - 1)F//(¢c) = cHO, + (C - 1) - ¢)c =L.
Parar € [-L,L] e t € R defina
() i= [IDbu+1,0) = Do, + =l +rt) — ol

3 3
Como uy € Hper € 0 problema (2.1) estd bem colocado globalmente em Hj.,, entao existe

3
u(t) solucao do problema (2.1) tal que u(t) € Hp.r para todo t > 0. Como H?,. — Cper

per

para todo s > 1, temos que u(t), D%u(t) € Cy, para cada t, logo para qualquer ¢t > 0 fixo,
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a fungao (-) é continua. Entao o [inf ]Qt(r) ¢ atingido em algum v = 7(t), para cada
re[—L,L

t > 0. Portanto,
Q(y(t) = irellg Qu(r). (3.22)

Agora, considere a perturbagao da onda viajante periddica ¢,
u(@ +7,1) = de(x) + v(z,t) (3.23)

para t € [0,T] e v = (t) determinada por (3.22). Entao diferenciando €,(r) com respeito
a r, avaliando nos valores que minimizam £;(r) e usando (3.23) obtemos que v satisfaz a

relacao de compatibilidade
L
/ oL (x)pe(z)v(x, t)dz = 0, (3.24)
-L

para todo t € [0,T]. Usando que E e F' sao quantidades conservadas, a representacao (3.23)
e os fatos que ¢, satisfaz (3.3) e (¢, Hv,) = (H¢.,v), obtém-se

AB(t) = B(ug) — B(pe) = B(pe +v(-, 1)) — B(¢e) = %/ (cvHv, — v + cv® — ¢.?)dx

-L
1 [t , ) [t 1 1t
+ = | (2cvHP, + 2cpv — 200 — pov)dr — = vidr = =(Lv,v) — = vdz.
2/, 6/, 2 6/,
1
Portanto, da imersio Hpg,([—L, L]) — L3*([—L, L]), temos que
1
AB(t) > =(Lv,v) — col|v]|® 1 (3.25)
2 HS

per
onde ¢y é uma constante positiva. Para obter nosso resultado de estabilidade precisamos
estabelecer uma limitagdo conveniente para a forma quadrética em (3.25). Consideraremos
dois casos.

Caso 1: Suponha primeiro que F(ug) = F(¢.), entao

L

L . A
/ (42(0) + (DFu(t))?) dr = / (62 + (Dig0)?) do (3.26)
L —L
para todo ¢ € [0, T]. Portanto de (3.23) e (3.26) segue que
—2(0, 60+ H6) = vl + Dol (327)

Sem perda de generalidade suponha que ||¢. + He.|| 12

per

= 1. Defina v e v; como

v = (U» Ge + J‘CQZJ/C) (Qsc + J_CQSIC) e v =v—7
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Assim usando (3.27) temos que (v, ¢. + Hel) = 0. Além disso, usando (3.27), (3.3) e a
relacdo de compatibilidade (3.24) obtemos

per

(os,0n6t) = (04 3ol + IDR0ly, Yo+ 9660), 0t

per

1 1 1 [* 1
= (w00 + {0l + 1Dkl 1 [ (0n+ Get)60ido =0,
er” o I 2
Logo, pelo Lema 3.3.1-(b) e (3.27) segue que

(Lvr,vr) 2 Bllvelizz, = Blvllis,, — Bl(v, e + HeL) [l + HALIIZ

per per per

ﬁ 1 2 ~
= Bllollty, = 5 [loly, +ID3vlE,, | 2 Bl — Allell, - (329

com (3, B3 > 0. Por outro lado,

1 ,
(L, v) = ;l{llvHi2 +ID2vzz, 3 (L(6 + H), & + Hd).

per

Vamos supor que (L(¢. + Hde.), p. + Hel) < 0, entao

(Loj,vy) > —@HUH‘;% : (3.29)

Se (L(¢p. + Hel), d. + Hel) > 0, a desigualdade (3.29) é imediata. Além disso, usando a
desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

1 1 ,
(Lo, vr) = —§{Ilv\liz +[D2vll7s, Y (L(¢ + He'), v1)

per

’UJ_HLZ

per per”

1 1
> Lol + Db, IS+ %)y

Mas
villzz, < lvllzz, + (v, + Hé)||ld + FHe'| L2

per — per per

< 2[jv]rz,, -

per

Entao

(Lo v1) = =Bollv@)
Hper

: (3.30)

onde Bj > 0, para j = 3, 4.

Agora, usando (3.28), (3.29), (3.30), a forma especifica de £ e uma argumento similar ao

estabelecido na Observacao 3.3.4 tem-se

(’C’U7U) 2 ﬂOHU(t) ) (3'31)

12, - Billo@®IP
H H

per per

— Al

per
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onde 3; > 0, para j = 0,1,2. Portanto, de (3.22), (3.25) e (3.31) segue que para todo
t€[0,7]

AB(1) 2 g (vl (3.32)

onde HfH§£1==H17%in;T4—9%leH%&W(39(8)¢==n82—-§:i:3dk0ﬂ8k7Conln,dk2>(1«ASIH0—
priedades essenciais de g sdo g(0) = 0 e g(s) > 0 para todo s pequeno. O resultado de esta-
bilidade é uma consequéncia imediata de (3.32). De fato, seja € > 0 suficientemente pequeno
tal que g(e) > 0. Como B ¢ uniformemente continua em S := {u € Hp%eT c F(u) = F(¢c)} ,

temos que existe 0 < dz(€) < € tal que se v € Se |lv — @c[[1 . < J; entdo

B(v) = B(e)| < g(e).

Suponha que [[ug — ¢cl|1 < d2. Como ug € S e AB(t) ¢ constante no tempo obtém-se

g (lo@®lly.) < AB() = AB(0) < |AB(0)] < g(c) (3.33)

para t € [0,T]. Finalmente como ¢ — |[v(t)||3 , é uma fungao continua,
3

[0(O)]3.c = lluo = dell1 e <e

2

pela forma especifica de g, (3.33) e o Teorema do Valor Intermediério, temos que

lo(@)ls, <€ (3.34)

2

para todo t € [0,7T]. A desigualdade (3.34) é ainda vélida para todo t > 0, isto é consequéncia
imediata do fato que 7" foi escolhido arbitrariamente. O que prova que O,4, ¢é orbitalmente

1 1
estavel em Hpg.r([—L, L]) com respeito a pequenas perturbagoes que preservam a norma H,.

Caso 2: Caso geral, nao necessariamente F(ug) = F(¢.). Fixe ¢ > 2 e € > 0 como

L 1
se(pomoe)mone (Hhal 1, )

uma aplicacao continua, existe 0 < d; < ¢ — ﬁ tal que se

acima. Sendo,

)
L 50) e |s—c| <0y, entdo |¢s— el 1 < = (3.35)

se (7, b <7
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onde d, foi escolhido no Caso 1. Defina § = min{dy, 22} (onde dy estd dado pelo Lema 3.3.3

considerando [ = 01) e suponha que ||uy — gbCHH 1 < 4. Pelo Lema 3.3.3 podemos escolher

e > ﬁ tal que
le —c| <01 e F(ug) = F(¢pe).

Por (3.35) temos que ||¢. — gbCHH% <2 logo

02

per

l|uo — ¢e||Hp%w < luo — qu”H%T + | — ¢e|lH% <o+ ) < dy.

pe
Finalmente, aplicando o resultado ja provado para e tem-se,

inf - {|u(t) — o +7)||

1
re[-L,L] Hier

re[—L,L] pe

O que termina a prova do teorema.

<t fu(t) =G+ )y o= el ) <

€

2

)
+§2§€.

O



CAPITULO 4

GENERALIZACAO DA TEORIA E
ESTABILIDADE PARA EQUACOES
DO TIPO BBM

Neste capitulo a teoria estabelecida para a equagao rBO sera estendida para uma familia de

equacoes da forma,

uy + Uy + uPu, + Huy = 0, (4.1)

onde p > 1 é um inteiro e H é um operador diferencial ou pseudo-diferencial no contexto
das funcgoes periodicas. Note que se p = 1 e H = H0, obtemos a equagao rBO estudada
no capitulo anterior. Um ntmero consideravel de equagoes podem ser escritas da forma
(4.1), adicionalmente a equagao rBO. Nesta tese, estamos interessados em estudar existéncia
e estabilidade de solugoes periddicas para equagoes do tipo Benjamin Bona Mahony. Mais
especificamente, estabeleceremos condicoes suficientes para obter estabilidade nao linear de
ondas periddicas associadas & equagao (4.1) e provaremos existéncia e estabilidade de solugoes
periddicas para as equagoes BBM, mBBM e 4-BBM, isto ¢, H = —0%? e p=1,2,4 em (4.1).
Além disso, no final deste capitulo sera estabelecida a estabilidade nao linear de solucoes

constantes para a equagao gBBM (i.e., H = —9? em (4.1)).

o1
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4.1 Generalizacao da Teoria

Nesta secao estenderemos a teoria desenvolvida para a equagao rBO a uma familia de

equagoes da forma (4.1), com H definido como
ﬁ(n) = a(n)u(n), VneZ.

O simbolo « é assumido como uma funcgao real, mensuravel, localmente limitada e par

definida em R, satisfazendo as condi¢oes
Aifn|™ < a(n) < Ay(1 4+ [n])™, (4.2)

onde 1 < my < my, |n| >ng, a(n) >bparatodon €Z e A; >0, comi=1,2.

Novamente, estamos interessados em solucoes ondas viajantes da forma

u(z,t) = ¢o(x — ct),

onde ¢. é uma funcdo com valores reais periddica (de periodo 2L) e suave. Substituindo esta

forma em (4.1), obtemos apds integragao
1
Ho, — 1 — ——P = A 4.3
CHO.+ (e = Voo — 0% = A, (43)

onde a constante de integracao A4 ¢ assumida nula. E bem conhecido que a equagao (4.1)

possui treés leis de conservacao, duas delas serao usadas na nossa teoria, a saber

E(u) = %/_LL (uHu - mu;"“) dr e F(u):= %/_LL (uHu + u?) dz.

Se consideramos a priori a existéncia de solugoes viajantes periddicas ¢. para a equagao

(4.3), temos que
El<¢c) =+ (C - 1>F/(¢c) =0.

isto é, ¢, é um ponto critico para o funcional B := E + (¢ — 1)F,

Agora, defina

L:=E"(¢.)+ (c—1)F"(¢p.) = cH + (¢ — 1) — ¢L. (4.4)
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Entao L : D(L) — L2, ([—L, L]) ¢ um operador linear, fechado, nao limitado e auto-adjunto

per

definido num subconjunto denso de L2, .([—L, L]). Além disso, derivando (4.3) com respeito

a variavel x temos que L¢/, = 0.

Seguindo a prova da estabilidade orbital das solugoes ondas viajantes periddicas para a

equacao rBO obtemos as seguintes condig¢oes que provam a estabilidade:

(Cp) Existe uma curva nao trivial suave de solugdes periddicas para (4.3)
daformace Il CR — ¢. € H2([—L, L]);

per

) L tem um unico autovalor negativo o qual é simples; (4.5)

Ch

(Cy) o autovalor zero é simples;
L

Cs) g J7y (9cH e + @2) du > 0.

A seguir estabelecemos condigoes suficientes para obter C e Cy para o operador L asso-
ciado ao problema (4.1). De fato, comecemos notando que o espectro essencial do operador
L é vazio. A prova segue as mesmas linhas dos argumentos estabelecidos no caso da equacgao
rBO, logo o espectro de L ¢é discreto.

O resultado principal desta se¢ao é o seguinte.

Teorema 4.1.1. Seja ¢. uma solugao positiva e par de (4.3). Assuma g’b\c >0e qgf;’ € PF(2)
discreto, entao (Ch) e (C2) em (4.5) ocorrem para o operador L em (4.4).

Demonstracao. Note que o operador L pode ser escrito como
Lu = (M + c)u — ¢u,

onde M =: cH — 1. O simbolo de M é ((n) := ca(n) — 1. Usando (4.2) temos que para todo
¢ # 0, existe Ny € N tal que,

Bifn|™ < |¢(n)] < Ba(1+ [nf)™, ¥V n = N,

onde By = CA% e By = cAs + 1. Entao aplicando o Teorema 3.2.1 tem-se que C e Cy valem

para o operador L. O]

A seguir apresentamos a definigao de estabilidade na qual estamos interessados na maior

parte desta tese.
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Definigao 4.1.2. Seja ¢. uma solugao onda viajante periddica com periodo 2L de (4.3).

Definimos a orbita gerada por ¢., como
m2
Oy, :={f € Hpér : f = ¢c(- +71) para algum r € R},
e para qualquer v > 0

ﬂ .
Uy =Af € e inf I =gl =2 <}

per

ma
Com esta terminologia, dizemos que ¢, € orbitalmente estdvel em Hpé. pelo fluxo gerado pela

equagao (4.1) se,
mo

(1) existe sy tal que H30, C Hyér e o problema de valor inicial associado a (4.1) € globalmente

bem colocado em H,?,.

(7i) Para todo € > 0, eziste 6 > 0 tal que para todo ug € Us N H | a solu¢ao u de (4.1) com

per?

u(0, ) = uo(z) satisfaz u(t) € U, para todo t > 0.

m2
Caso contrdrio, dizemos que ¢, € instavel em Hpé, .

A condigao (i) na definigdo anterior é importante quando o espago no qual temos boa
colocacgao global é menor que o espaco onde estao bem definidas e sao continuas as leis de
conservagao usadas para provar estabilidade, o que ocorre no caso da equacao rBO. Note que
esta condicao nao interfere muito no resultado de estabilidade, pois estamos interessados em

dados iniciais perto da solucao onda viajante, a qual sempre é suave.

A prova do seguinte teorema geral de estabilidade segue as ideias usadas no teorema de

estabilidade da equacao rBO.

Teorema 4.1.3. Seja ¢. uma solu¢ao onda viajante periddica de (4.3), e suponha que a
parte (1) da definicao de estabilidade ocorre. Suponha também que o operador L definido

anteriormente em (4.4) tem as propriedades (Cy) e (Co) em (4.5). Escolha x € L2, tal que

per

Lx = ¢+ Ho. e defina I = (x, ¢ + H¢C>L%er' Se I < 0 entao ¢. é orbitalmente estavel.

Observacao 4.1.4. Nos nossos problemas, devido a suavidade da aplicacdo ¢ — ¢. a funcdo

x no Teorema 4.1.3 é y = —< Vale a pena ressaltar que seria interessante encontrar

dc ¢

alguma outra funcao x diferente da escolhida anteriormente tal que Ly = ¢.+ H¢.., tal como

ocorre no caso das ondas solitarias.
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4.2 Estabilidade de Ondas Viajantes Periédicas para
a Equacao mBBM

Nesta parte da tese aplicaremos o Teorema 4.1.1 para obter a estabilidade nao linear das

ondas viajantes periddicas associadas a equacao mBBM
2 —
Uy + Uy + 3U Uy — Uy = 0. (4.6)

Primeiro, vamos encontrar solu¢oes ondas viajantes periddicas para (4.6) usando o Teorema

1.0.4. Neste caso a EDO que determina as solugoes é

cge — (e = D)o+ ¢¢ = 0. (4.7)

As ondas solitarias para a equacao mBBM sao dadas por
V() = V2w —1) Sech( vl 90) , w>1, reR, (4.8)

onde a transformada de Fourier é

PR(€) = V2wr sech (%5 ﬁ) , £eR.

Entao, pelo Teorema do Somatério de Poisson obtemos a seguinte funcao periédica

Qwr  2V2wT ~— ™ 2mnx
o)1= VIO 2 (2 ) G
() 7 + 7 ;sec 57\ o COS( 7 ) (4.9)

onde w > 1 serd escolhido mais tarde de maneira que v, seja uma onda viajante periddica

da equacao BBM.

Por outro lado, considere a expansao em série de Fourier da funcao eliptica de Jacobi
dnoidal de periodo L (veja Oberhettinger [57]), a saber

2K . (2KE )\ w21 nrK' 2nmé
Tdn (T’ k) =7 + T ;SeCh ( 7 ) cos (T) , (4.10)

onde K = K (k) é a integral completa do primeiro tipo e K'(k) = K(v1 — k?).
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Comparando (4.9) e (4.10) vemos que um candidato natural ¢. a solucao de (4.7) é

¢c(x) = ndn (\Z—;C—C k) : (4.11)

comn > 0ek e (0,1) fixo. Entao, substituindo este tipo de solu¢ao em (4.7) e usando o
fato que o periodo fundamental da funcao dnoidal é 2K, obtemos as seguintes relagoes de

compatibilidade

772

c—1:2—(2—k2) nzm.

L
Portanto ¢ — 1 > 0. Além disso, para k € (0,1) devemos ter que n € (ve—1,1/2(c—1)) e

c—1
c

(4.12)

> QLL; Combinando as duas equagoes dadas em (4.12) obtemos

4c(2 — K2 K2 (k)

L? =
c—1 ’

e como ¢ > 1 tem-se a estimativa L > v/27. As relacdes de compatibilidade em (4.12)
também implicam que
LZ
= = fr(k). 4.13

Assim, usando novamente o fato que ¢ > 1 temos que existe k;, € (0, 1) satisfazendo

L? —4(2 — K*)K*(k) > 0, para todo k € (0,kyz). (4.14)
Por exemplo para L =5 o programa Maple nos fornece k;, = 0.9041841218 (veja Figura 4.1

abaixo).

Se consideramos ¢. dada em (4.11) com periodo Ty, , obtemos de (4.12) que o periodo

fundamental de ¢, é uma funcao de n dada por

c
Ty, () = 2K (VI = 2 [,
com k* = 2 — 2(;1). Se n — vc—1, entao k — 0%, portanto T, (n) — ﬂwﬂ/ﬁ. Se

n — y/2(c—1), entao k — 17, portanto Ty (n) — +o0c0. Como n +— T}, (n) é uma funcao

estritamente crescente (provaremos isso mais tarde), temos que Ty (1) > v2m,/-5.

Observagao 4.2.1. Note que se n — \/2(c — 1), entdo

¢e(x) = /2(c — 1)sech <\/C;1x>, r€R, c>1
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¢ a solugao onda solitdria para a equagcao mBBM. Se n — +/c — 1, obtemos a solu¢ao con-
stante ¢.(x) = v/c — 1 para a equagao mBBM. O estudo destas solugdes constantes serd feito

na ultima secdo deste capitulo.

300

200+

100

-100

-200

-300-

Figura 4.1: Grafico de ¢(k) com L =5

A seguir, construiremos uma familia de solucoes tipo dnoidal com periodo L > /27 para
a equacao mBBM, Via o Teorema da Fungao Implicita. Seja k; € (0, 1) satisfazendo (4.14)
e considere ¢y > L2 5. Lscolha o tinico kg € (0, kr) tal que ¢o = fr(ko), onde fr é definido
em (4.13). Entao existe um tnico 19 = n(cp) tal que ny € <\/C()Tl, \/Q(T—l)> e o periodo
fundamental de ¢, é Ty, (10) = L.

Agora estamos aptos a enunciar nosso resultado de existéncia.

Teorema 4.2.2. Seja L > /2 fizo e ky, € (0,1) satisfazendo (4.14). Considere ¢y >
e o tnico 1y = 1(co) tal que Ty, (M) = L, entdo

L2 27r2

(1) existe um intervalo aberto I(cy) contendo ¢y, um intervalo aberto J(ny) contendo gy

e uma unica fungao suave A : I(cy) — J(no) tal que A(co) =mo e

22— k2K (k) Cf =L (4.15)

onde ¢ € I(cy), n = A(c) € J(no) e k = k(c) é dado por k* =2 — ; D
(1) As solugoes ondas dnoidal ¢. dadas por (4.11), determinadas por n = n(c), tem

periodo fundamental L e satisfazem (4.7). Além disso, a aplicagdo

cc I<CO) L— ¢C € ngr([O’LD’
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¢ suave, para todo n € N.

(133) I(co) pode ser escolhido como I = (LQE—;Q, +00).

Demonstragao. A prova segue as mesmas ideias estabelecidas por Angulo em [9], por causa

disso s6 faremos um esquema da demostracao. Para isso, defina

o={moe® >t ene (Ve Ty 1))
el : Q) — R dado por

C
_17

[(n,¢) = 2K(k(n, ) v/2 = k*(n, c)

onde kQ(n, c)=2-— 2(C Y Note que ['(g, o) = L. Provaremos que I »(n,¢) > 0 para todo

c> De fato, para k> = 1 — k? temos que

L222

2 dk [
kle, / k?

Como & d_n = % >0ek— (2—Kk)E(k) — 2k?K(k) é uma fungio positiva em (0,1),

obtemos que I',(n,¢) > 0. Portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita temos que existe

T,(n,c) = @—k%E—QH%ﬂ.

uma unica aplicacdo suave A definida numa vizinhanca I(cg) de ¢ tal que I'(A(c),¢) = L
para todo ¢ € I(cy). Como ¢ foi fixado arbitrariamente no intervalo J = (LQE—;Q,%—OO),

tem-se da unicidade de A que podemos extender /(cy) a todo J.

Agora, observe que (4.15) é equivalente a

1 L2 4(2 - K2(0)K2(k(c)

c L? ’
Como ¢ > 0, temos que k(c) € (0, k) para todo ¢ € J. O resto da prova segue da suavidade

das fungoes envolvidas e usando o fato que k*(c) = 2 — 2(2( ? e (4.15) implicam as relagoes

de compatibilidade dadas em (4.12). O

No préximo Corolério, escolhemos a velocidade w = w(c) de tal modo que v, em (4.9)

se transforma numa onda viajante periédica do tipo dnoidal.

Corolario 4.2.3. Defina

16¢(2 — k)K"

_ 4.16
W) = e = I R? — o1 1 (4.16)

onde k = k(c) € (0,kz) e c > W - Bntao ¢ = | [ 550 w(e)-
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Demonstragao. Pela definiciao de w e (4.13) temos que /- = 2L Entdo, usando (4.9) e
(4.10) obtemos
2V 2w K 2K¢ w
w = d 7k = —Pc )
() = 27 an (250) = /Lot
onde na segunda igualdade usamos a relacao \/LTC = % a qual pode ser obtida de (4.12). Isto
termina a prova do corolério. ]

Os dois préximos Coroldrios serao tuteis para obter o resultado de estabilidade para a

equacao mBBM.

Corolario 4.2.4. Considere a aplicagcao A : I(co) — J(no) determinada pelo Teorema

4.2.2. Entao, A € uma fun¢ao estritamente crescente em I(co).

Demonstrag¢ao. Temos que I'(A(c),c¢) = L, para todo ¢ € I(cy). Pelo Teorema da Fungao

Implicita obtemos

Como I';, > 0, somente temos que provar que I'. < 0. De fato, como

c—1 2c P P V2 - k2K
T.(n,c) = {(C_ T [% K—(1+k )E] - (c——1)2} (4.17)

C

e 2° K (k) — (14 k*)E(k) < 0, para todo k € (0,1), tem-se . < 0, 0 qual termina a prova

do Corolario. O

Corolario 4.2.5. Considere w : (Lz,f—;rgﬂ—oo) — R, onde w é dado por (4.16). Entao
dw
e > 0.

Demonstragao. Para K'(k) = K(v/1—k?) e E'(k) = E(v/1 — k?) temos que

dK' (B — KK’
dk k' '

Portanto, segue que

dw  16(2 — k)K" + 2L2NEd (5 j2) B — K2 K]

de [16¢(2 — k2)K”2 — ¢ + 1]
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Usando a identidade E' > K’, obtemos (2 — k*)E'(k) — k*K'(k) > 0, para todo k € (0,1).
Entao, para finalizar a prova s6 temos que mostrar que % > (. Para isso é suficiente estudar

a sinal de 2(c — 1)% — ) em

dk 1 dn
Sk P YPCR | b A I
de  kn? [ (c )dc 77]
O Corolario 4.2.4 implica Z—Z = —E—; e note que
r(nc) = —e= b ¢ [(1 L EE - 2/@’21{] .
T E2R2mpP/1 4+ K2\ c—1

Assim, de (4.17) obtemos

dn n kkPn?(1+ K*)K n
20 5 s = + A.
de 2(c—1) " 2c(c =12 [(1+FHE - 2k7°K] " 2(c—1)

Portanto 2(c — 1)% — = 2(c — 1)A > 0. O
A seguir apresentamos nosso teorema de estabilidade para a equagao mBBM.

Teorema 4.2.6. Seja L > /21 e ¢ > L Entdo a solucdo onda viajante dnoidal ¢,

L2—-272"

construida no Teorema 4.2.2 € estdvel em HY, ([0, L]) pelo fluzo da equagdao mBBM.

per

Demonstragao. O intuito é aplicar o Teorema 4.1.3. De fato, primeiro provaremos que (C1)

e (Cy) dados em (4.5) ocorrem para o operador
Ly=—c0?—1+c—3¢2

Como ¢, é positiva e par, pelo Teorema 4.1.1 somente temos que mostrar que qgc >0e ng

pertence a PF(2) discreto. De fato, o Corolario 4.2.3 implica

&\c(n) = E12;(n), para todo n € Z.
w

1 —~R

Entao pelo Teorema do Somatério de Poisson obtemos 171;(71) = 7Pw (1), onde ¢, ¢ aonda

solitaria dada em (4.8). Portanto

beln) = ?w sech (% %) neL

Como f(z) = Asech(Bz) € PF(2) continuo para A > 0 e B € R\ {0}, concluimos que
g/zﬁ\c € PF(2) discreto . Pelo Terema 1.0.7, temos que q?g = ggc * ggc € PF(2) discreto. Como
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gbc > 0, tem-se gb? ¢c*(bc > 0, entao as condigdes (C1) e (Cy) sao validas para o operador L.

Agora, provaremos que (C3) dada em (4.5) é valido. Como a aplicagao

c— ¢. € H”

per

([0,L]), Vn €N,

é suave, derivando (4.7) com respeito a ¢ temos que L (—%qbc) = ¢. — ¢". Portanto usando

a identidade de Parseval obtemos

Ld =
1= 52 (10l ) =~ (10 +1-P)3IR).
Mas
2em? ™m W
1L+ )23 = T 3 0t et (ﬁ /m) |
Portanto

i(u<1+r-\2>%$cu%2)=% Z (14 nP)sech (27 /)

w_1) 7\/ —1dw i (1+|nf? nsech2<2L — 1)tanh( L\/>)

onde a constante C' = C(c,L) > 0. Como a sequéncia {n tanh <2L %)} é positiva,

w

usando o Corolario 4.2.5 temos que
d 1~
(a1 piduz) > o

o que prova a estabilidade de ¢.. O

4.3 Estabilidade de Ondas Viajantes Periédicas para
a Equacao BBM

A seguir aplicaremos os resultados obtidos na secao 4.1 para provar a estabilidade de solucoes

ondas do tipo cnoidal associadas a equacao BBM,

Up + Uy + Uy — Ugyy = 0. (4.18)
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Com respeito a existéncia de solugoes periddicas para a equagao BBM, a boa colocagao global
em H;er é suficiente para nosso propédsito, este resultado foi estabelecido no Capitulo 2. Vale

a pena notar que existe um resultado melhor estabelecido por Chen em [28] provando boa

2
per*

colocacao global em L

Considere ¢ > 1. Neste caso as solugoes ondas viajantes peridédicas associadas a (4.18)

satisfazem .
¢, — (c—1)pe + §¢>i =0. (4.19)

E bem conhecido que as solugoes ondas solitarias para (4.18) sao dadas por

—1
¢w(x) = 3(w — 1)sech? (\ / ng) , T€eR,

com w > 1. Como anteriormente, podemos calcular a transformada de Fourier destas ondas

solitarias as quais sao

w

w—1

PR(€) = 12mwécsch ( 77&) . EeR.

Entao pelo Teorema do Somatério de Poisson (veja Teorema 1.0.4 no Capitulo 1) obtemos

a seguinte funcao periédica

1271w <+ TN\ 2rinz
V(&) = 72 Z ncsch <, /%T> e L
12w - 24nw > ™ 2mné
TV b (/755 ) cos (=) 4.20
I W T 72 nzzzlncsc = cos( 7 ( )

onde w > 1 serd escolhido mais tarde para que v, seja uma onda viajante periddica.

Agora, considere a expansao em série de Fourier do quadrado da func¢ao eliptica de Jacobi
dnoidal (veja Oberhettinger [57]) de periodo L, a saber

2K¢ E = ng" 2mné
2 2 —_— —_—— — _— —
K [dn ( 7 ,k) ] 27r§ 1_ancos< 7 ),

n=1

rK'
onde E = E(k) denota a integral eliptica completa do segundo tipo, ¢ = 67( K ) e

1 b nr K’
2 cse 7 )
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Portanto

K? {an (%, k) - %] = Wincsch (m;(K’) Ccos (2?5) . (4.21)
n=1

Devido a forma da série que determina 1), considere ¢.(x) = a+b [dnz(df k) — %] uma
soluc@o onda viajante periddica para (4.19) com k € (0,1) fixo e periodo minimal L. Depois

de substituir este tipo de solu¢ao em (4.19), o seguinte sistema é obtido,

¥ — 6cbd? =0
4bd?c (1 + ) +ab—0E —(c—1)b=0
C —abZ + L(£)2— (c—1)a+ (c— )DL — 2cbd?k™ = 0.

Como ¢, foi escolhida com periodo L segue que d = % Entao, a primeira equagao do sistema

48cK?

72— Substituindo os valores de d e b na segunda equagao obtemos

acima implica b =

al? = 48cKE — 16 K%c(2 — k*) + cL* — L*.

Colocando os valores de aL?, d e b na terceira equacio do sistema tem-se a seguinte equacao
quadratica
[256 K4 (1 — k* + k') — L*] ¢ +2¢L* — L* = 0. (4.22)

Pela igualdade (4.22) obtemos

16cVE  — k2 + 1K2(k)

L =
c—1

Sendo ¢ > 1, temos que L deve satisfazer a estimativa L > 27. Resolvendo a equacao (4.22)

para ¢, obtemos duas solucoes

L? L?
= (S c = .
L2+ 16K2V1 — k2 + k* L? —16K2V1 — k? + k*

Novamente, como ¢ > 1, escolhemos ¢ sendo

L2
c= . (4.23)
L2 — 16 K21 — k% + k4

Note que o fato ¢ > 1 implica que deve existir k;, € (0, 1) tal que

L? —16K*V1 — k2 + k* > 0 para todo k € (0,k;).



SEQAO 4.3 o Estabilidade de Ondas Viajantes Periédicas para a Equacao BBM 64

1004 3.54

3.0

2.5

T T T T 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0|
2.0

=50+

T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-100- k

Figura 4.2: Grafico de ¢(k) com L = 8. Figura 4.3: Grafico de a(k) com L = 8.

Usando (4.23) temos que para L > 27 fixo, a aplicacao k — c(k) é estritamente crescente
2

em (0, kr) (veja Figura 4.2 ), portanto ¢ € (¢*, +00), para todo k € (0, k), onde ¢* = z2—.

A seguir escrevemos ¢. em termos da funcao eliptica de Jacobi cnoidal como

Ge() = B2 + (B3 — Ba) cn? ( % x; k) , (4.24)
onde Y ,
52:166[(([2/5 _1)‘1’0—17 53:16;;( (1+k)+c—1

’ 2
e 3 é tal que 3 — () = 4825 .

Fazendo uma andlise similar como no caso da mBBM (através do Teorema da Fungao
Implicita), obtemos uma curva suave de ondas positivas do tipo cnoidal todas com o mesmo

periodo minimal L e com a forma (4.24),
c € (c",+00) — ¢. € H,, ([0, L])

para todo n € N, tal que k := k(c) é uma funcao de ¢ suave e estritamente crescente.
A seguir, vamos escolher a velocidade w da fungao 1, dada em (4.20) de modo que esta

se transforme em uma solugao onda viajante periédica para (4.18). De fato, defina w = w(c)

@ 16cv/kT— K2 + 1K"(k)
wic) .=
16cv/kT — k2 + 1K2(k) — ¢ + 1,

como
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onde k = k(c) € (0,kz) e ¢ é dado por (4.23). Usando a defini¢do de w e (4.23) pode-se

determinar que ,/—*5 = K?/L, onde K’ foi definido na se¢ao anterior. Entao de (4.20) e
(4.21) obtém-se
12w\/T1 24 K w , (2K¢ E
= — /%= dn® (| —k | — =] . 4.2
Como % € (0,L), para todo k € (0,ky), segue que para ¢ € (¢*,4+00) obtemos w(c) €

(1,+00). Portanto, pela suavidade das fungoes envolvidas temos que a aplicagao

cc (C*,+OO) = ww(c) € H, ([O’LD

per

¢ uma curva suave para todo n € N.

O resultado de estabilidade para a equacao BBM ¢ o seguinte.

2 ~ ~ ..
ﬁ, entao a solugao onda viajante

periddica ¢. dada em (4.24) € estavel pelo fluxo periddico da equa¢ao BBM.

Teorema 4.3.1. Assuma L > 27w fizado. Se ¢ >

Demonstracao. Note que

24c¢ Jw—1 2c
c — k - 5 - — Yw(c)s
¢e = a(k(c)) 7 L A0
onde
16cK ,
alk) = = [3E—(1+k2)K}+c—1.

Portanto, ¢.(z) = s(k(c)) + 2t (z), com

s(k(e)) = alk(e)) — oy /U

w

Usando o Teorema do Somatério de Poisson temos que os coeficientes de Fourier de ¢, sao

5() a(k), n=0
c\N) =
12C”ncsch( L%), n#0, né€Z.

L? w—1

De (4.23) temos que <t = L16K3Y1 k> k? VKR ogo

s(k) = ¢ {16;52 (m_ 21K+ 3%) _ gﬁ((m —: ()
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a(k)

B 16K2%c [ FE
- K

7 3— —2+ K+ 1—k2+k4] =: ca(k).

Observe que a fungao s é positiva em (0, 1) e a(k) é uma aplicagao estritamente crescente em

(0,kr) (pois @ é estritamente crescente e positiva em (0, 1), veja Figura 4.3). Como s > 0

24¢ Jw—1 12¢ Jw —1
k) >N TV O

onde f: R — R é definida por,

12
flx) = Lc;rxcsch (, /%%) :

Usando o Lema 1.0.6, obtemos que f € PF(2) continuo, provaremos que czAﬁc € PF(2) dis-

temos que

creto. De fato, como a(k) > f(0) podemos redefinir a fungao f acima por uma fungao
h:R — R e assim obter uma fungao diferencidvel da seguinte forma. Para todo k € (0, kr)
fixado considere h(0) = a(k), h(z) = f(z) em R\ (—1,1) e sobre o intervalo (—1,1) pode-
mos “completar” f de maneira diferencidvel, de tal modo que h € PF(2) continuo. Como
h(m) = ¢.(m), para todo m € Z, tem-se que ¢, € PF(2) discreto.

A seguir provaremos que (C3) dado em (4.5) ocorre. De fato, como ¢ — ¢, é suave, temos

que xy = —dicqﬁc satisfaz Lx = ¢. — ¢7. Entao pelo Teorema de Parseval, segue que
Ld 1~
1= (00— o) = =52 (I +]-P)IGR)
Mas,

L1041 PIR) = 2000 2% 1 0 371+ e ntescn (/25 %2)
€Z

n
n#0

+ O ((w - 1)310))_1/2 ili_:% (1+ \n[Q)n3csch2 0/%%) coth (E%) ,

nez
n#0

onde Cy = Cy(L,c) > 0 e Cy = Cy(L,c) > 0. Para provar que I < 0 somente temos que

dw .
mostrar que - > 0, pois

_ 2y,.3 2 w_mn w_mn
b, = (1 + |n|")n° csch (”w—lL)COth( w—lL)
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¢ uma sequéncia positiva e k = k(c) é uma fungao estritamente crescente. De fato, como

— 12712
le = % temos que w = %, portanto para k' = v/1 — k2 temos que

dw 2LPK'K [k — K9]

Py e Yk € (0, k).

Como % >0e dd—llj < 0 obtemos que Ucll—lfg’ > 0 em (0, k). Portanto, I < 0 e as ondas cnoidal

¢, sdo estaveis em HL ([0, L]) pelo fluxo periédico da equacao BBM. O

per

4.4 Estabilidade de Ondas Viajantes Periédicas para
a Equacao 4-BBM

O objetivo desta secao ¢ provar a existéncia e estabilidade de solugoes ondas viajantes
periddicas a equacao 4-BBM. Comecamos encontrando solugoes ondas viajantes periédicas
¢. para a equacao

Uy + Uy + Sutuy — Uggy = 0. (4.26)

Para esta equagao nao aplicaremos o Teorema do Somatorio de Poisson usado nas duas segoes
anteriores, posto que nao conhecemos explicitamente a onde converge a série de Fourier que
surge desta técnica. Para esta equacao usaremos o método de quadratura. De fato, neste
caso ¢, satisfaz

cd! — (¢ —1)p. + ¢.° = 0. (4.27)

Multiplicando (4.27) por ¢, e integrando temos que

() = % [—6c5 +3(c — 1)¢? + 644, , (4.28)

onde A,, é uma constante nao nula. Como estamos interessados em solugoes positivas (para
aplicar a teoria estabelecida na primeira se¢ao deste capitulo) vamos supor que ¢. = /1,

entao (4.28) se converte em

(YL)? = 4 [—1pe* +3(c — )92 + 643.] . (4.29)

3c
Seja 11,72 e 3 as raizes nao nulas do polinomio F(t) = —t* + 3(c — 1)t* + 6At. Entao, de
(4.29) obtemos

() = - P0) = ot — m) e = m)ns — o). (4.30)
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m+n+n=0
mnz + nans +mns = —3(c — 1) (4.31)
mianz = 644,

Assumindo 7 < 0 < 19 < 13, tem-se 1y < 1. < n3. Outras possibilidades para 1,12 € 73

serao discutidas mais tarde (veja Observagao 4.4.1 abaixo).

Agora, considere ¢ > 1 arbitrariamente fixado. Como (4.27) é invariante por translagoes
(consequentemente (4.29) também) podemos supor que a solugao periddica nao constante v,
tem seus valores maximo e minimo em [0, L] dados por 1.(0) = n3 e ©¥.(&) = 12, para algum

& € (0, L), respectivamente. Assim, de (4.30) e usando a regra Leibnitz concluimos que

UE dt 9 )
/w@) Vs — )t —m)t —m) st B =y (m(g + Bc)> 7

onde B, é uma constante de integragao e g é definido abaixo. Pela suposigao ¥.(0) = ns,

tem-se B, = 0. Portanto, de [27] obtemos que

B n3(n2 — m) + m(ng — n2)sn? <gj3?§; k?)

vu(6) = —
(2 —m) + (73 — m2)sn (9@5; k)
onde g = ——2— ¢ k2 = ~mW=m) A funcio o), pode ser escrita de forma mais simples
NoT=—) 712 =711)
como
dn? (Lg- k)
\/5 )
(€)= s |2 L] (432
1 — a?sn (g\/%f;k>
com a? = %kQ < 0. Como queremos . com periodo minimal L > 0, tem-se g\/ii = %
De (4.31) temos que 72 e 13 satisfazem
M+ 03 + s = 3(c — 1), (4.33)

o que implica g, < Ve—1<n3 </3(c—1)e

[ = 2V () (4.34)

7a
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onde a := 12(c — 1)n3 — 3n3. Usando (4.31) e (4.33) temos que
—1n3+/12(c — 1) — 32 —1n3 —/12(c — 1) — 33
772 _ 773 \/ ( ) ?73 7,’1 _ ?73 \/ ( ) 773 ) (435)
2 2
Portanto, podemos expressar k& como uma funcao de 73
303 —6(c—1
2\/a
Combinando (4.34) e (4.36) obtemos o seguinte sistema
mL? —2(c — 1)L* = 4c(2k* — 1) K2, (437)
d(c — D)3 L* — n3L* = 48c* K™, .
Substituindo 72 L%, obtido na primeira equagao de (4.37), na segunda conseguimos
(c—1)2L* =162 (K* — kK* + 1)K* = 0. (4.38)

Assim, para k € (0,1) obtemos das propriedades assintdticas de K que ¢ > L2L—_27r2 Usando
(4.38) também obtém-se

12 devkr — k2?2 + 1K2(k:)
N c—1 '

Entao, como fora assumido ¢ > 1, temos a estimativa L > . Note que (4.38) é equivalente

Y L2
c= (k) = gr(k), (4.39)

onde r(k) := 4v/k* — k? + 1K?(k). Portanto devemos ter que existe k € (0,1) tal que
L? — 4Vk* — k2 + 1K?(k) > 0, para todo k € (0, ky,). (4.40)

Por exemplo para L = 4 e L = 7 usando o programa Maple obtemos k; = 0.8515822215 e
k7 = 0.9927289494 (veja Figura 4.4).

Se consideramos ). dado em (4.32) com periodo fundamental 7}, , obtemos de (4.31) que

2v/3cK (k(13))

[12(c — 1)n2 — 34"/

Suponhamos que 73 € (v/c — 1,1/3(c — 1)) — Ty, (1) é estritamente crescente (provaremos

este fato mais tarde), entdo obtemos a seguinte estimativa

c
c—1"

Ty (n3) >m
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Figura 4.4: Grdfico de ¢(k) com L =4

Observacgao 4.4.1. (i) Note que se n3 — \/er, entdo k — 0% e, — \/c — 1. Portanto
obtemos a solucdo constante ¢.(&) = v/c— 1. Por outro lado, se n3 — +/3(c— 1) , entdo
k— 1" e.(§) — msech (2 %f) a qual € o quadrado da solugao onda solitdria
para a equacao 4-BBM.

(17) Se supomos 1.(0) = na e ¥.(&) = n3 para algum & € (0, L), obtemos usando a formula
256.00 em [27] que

(€)= AL . (4.41)

\/773 — (s = m)sn? (i )

Esta solucdao positiva converge a zero quando k — 1. Vale a pena observar que Angulo

e Natali em [11] encontraram ondas viajantes periddicas para a Critica KdV, similares a
fungdao dada em (4.41). Num trabalho futuro a estabilidade para a familia de solugoes dada
em (4.41) serd estudada.

(1ii) Outras possiveis escolhas para ny, ne e N3 sempre produzem uma solugao que € negativa
ou zero em algum ponto. Até agora ndo temos uma teoria satisfatoria para solugoes que

possam ser negativas.

Agora, provamos a existéncia de uma curva suave de solucoes periédicas com periodo
minimal fixado L > 7 para a equacao (4.26). Como a raiz quadrada é uma fungao suave em

(0, +00) e os periodos fundamentais de ¢, e ¥, sdo os mesmos, estudaremos a curva

L2
(S (m,+0®) — 1), € H;GTQO,LD
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Seja L > m fixo e k;, € (0,1) tal que (4.40) é satisfeito. Considere ¢y > LQL—;Q e escolha
o tnico kg € (0,kz) tal que gp(ko) = co, onde gy foi definido em (4.39). Entdo existe
ns0 = N3(co) tal que mz0 € (Ve — 1,/3(co — 1)) e o perfodo fundamental de 1, é dado
por Ty, (130) = L. Portanto de (4.35) e (4.36) obtemos uma solugao explicita de (4.30) na
forma (4.32) e dependendo unicamente de n = n3. O seguinte teorema mostra que a escolha

¢ — 1(c) é suave.

Teorema 4.4.2. seja L > 7 fizo e k, € (0,1) satisfazendo (4.40). Considere ¢y > LQL—_QWQ e
N30 tal que T%O(ngﬁ) = L. Entao,
(i) existem intervalos abertos I(cy) contendo ¢y, J(130) contendo nso e uma unica fungdo

suave A : I(co) — J(n30) tal que A(co) =30 €

2v/3cK
[12(c — 1)n — 3n3]
onde c € 1(cy), n3 = A(c) e k =k(c) € (0,kr) € dado por (4.56).
(it) A funcdo ¢. = /1., onde 1 é dado por (4.32), determinada por nz tem periodo
fundamental L e satifaz (4.27). Além disso

=L (4.42)

c € I(co) — ¥ € H},, ([0, L])

per

€ suave, para todon € N

(1ii) I(co) pode ser escolhido como J = (LQL—_:Q, —I—oo) )

Demonstracao. A prova segue as mesmas ideias do Teorema 4.2.2 e por isso serd apresentado

apenas um esquema da prova. Defina

O {(777@ ERZ - ¢> L2L_27T2 ene <\/c—1,\/3(c—1))}

el : Q2 — R como

2v/3eK (k(,0))

[12(c — )2 — 341"

onde k?(n,c) é dado por (4.36). Denote a := 12(c — 1)n* — 3n*, entao
2V/3¢ [dK dk

= —-— _—a J—
Vad | dk dn

Usando (4.36) obtemos que 3—’; > (. Consideraremos dois casos:

Caso 1: n € [\/2(0 —1),/3(c— 1)) . Neste caso 2(c — 1) —n* < 0, portanto g—g > 0.

[(n,c) =

L, (n,c) 3n[2(c—1) —n? K] : (4.43)
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Caso 2: 7 € <\/c —1,v/2(c— 1)) . Entao temos que a[2(c — 1) — n?]> < 9(c —1)*. Portanto
usando (4.43) obtemos

Varl, 1 {6(0— 1)2 dK

6nv3c Va ko dk

1 [6(c—1)2dK 3(c—1)2

A O T N g e

~ \/a{ ok el } k2% /a

Como 2F — (2 + kQ)k’QK > (, temos que g—}; > (. Assim, pelo Teorema da Funcgao Implicita

- Vale-1) - ) |

{QE —(2+ kQ)k’QK} .

existe uma tnica fung¢ao suave A definida numa vizinhanga I(cy) de ¢ tal que I'(A(c),¢) = L
para todo ¢ € I(cg). Como escolhemos ¢y arbitrariamente no intervalo J, pela unicidade de
A, estendemos I(cg) ao intervalo J.

Agora, observe que (4.42) é equivalente a

1 L*—r(k(e)
c L? ’
Portanto obtemos que k(c) € (0, k1), para todo ¢ € J. O resto da prova segue pela suavidade

das funcoes envolvidas. OJ

Os seguintes corolarios sao uteis para obter nosso resultado de estabilidade para a equacao
4-BBM.

Corolario 4.4.3. Considere A : I(cy) — J(13,0) determinada pelo teorema anterior. Entdo

A\ € estritamente crescente.

Demonstragao. Pelo Teorema 4.4.2; temos que I'(A(c),¢) = L para todo ¢ € I(cp). Entéao

usando o Teorema da Funcao Implicita obtemos,

dA(c) I.
=——. 4.44
dc r, (4.44)

Ja provamos que I';) > 0, portanto s6 resta mostrar que I'. < 0. De fato,

K
Lo(n,c) =a" 5/4\/_{ K+ 2ad—%—6n2K}

dk d
Como flk 9(;:/%772, tem-se

T.(n,¢) = n*a”*/3c [\/_ (J — 6) K — wg] . (4.45)
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Consideraremos dois casos. Se 7> > 2(¢ — 1) — 2, entdo ¢ — 65° < 0, portanto I'; < 0. Se
n* < 2(c—1) — 2, usando n? > ¢ — 1, devemos ter que ¢ > 3. Como

ne (Vem1,v20e—-1-2),

temos que y/a (C;]LQ - 6) <9(c—1)(=2). Assim

T. < 9%(c — 1)V3c a7/ k2K [k’2(2 +EK — QE} .
Como k(2 + k*)K — 2E < 0, entao I'. < 0, o que termina a prova do coroldrio. O

Corolario 4.4.4. Considere L > 7, ¢ > L;,L—_Zﬂ, ns(c) = A(c) e fungao mddulo

1/2
. (3?7;? —6(c— 1)+ /12(c — )n3 —377§> /

2\/12(c — 1)n3 — 3n}
Entao > 0.

Demonstracao. No Corolario 4.4.3 provamos que ¢ € < L 7 +oo> — n3(c) é diferencidvel,

entao usando (4.36) obtemos

dk  9(c—1)[2(c— 1) — m)my
de ka3/? ’

onde a := 12(c — 1)n32 — 3ni. De (4.43), (4.44) e (4.45) temos que
—1)2
| B — Vale 1) (g - 6) K]
B IEL (e 1)K

2(c — 1)n

Portanto
ng e K [1 — <]

/ _
2c— 1) —ns = IR 3 o [2(c— 1) — 2] K

(4.46)

Como ¢ > 1 e o denominador em (4.46) é positivo (foi provado no Teorema 4.4.2), obtemos

que 2(c — 1)ny — n3 > 0. Isto prova o resultado desejado. O

Expansao em série de Fourier para v.: Usando uma anélise muito similar a [11]
para a equacao Critica KAV, obtemos a seguinte expansao em série da solu¢ao onda viajante
periddica dada em (4.32)
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onde Ay é a funcao Lambda de Heuman, veja [27]. A funcdo Ag(p, k) é definida em termos

das integrais elipticas de primeiro e segundo tipo pela formula,
s
Aol k) = SIE(R)E(p, k) = K(R)F (o, k) + E(R)F (e, K],

onde ¢ € [0,7] e k € (0,1). Veja o Apéndice A onde a defini¢do das integrais elipticas do

primeiro e segundo tipo sao dadas.

Escrevemos 1,12, € 73 em termos do médulo k € (0, ky), este fato serd necessario para
estabelecer nosso resultado de estabilidade para a equagao 4-BBM. Substituindo ¢ dado em

(4.39) na primeira equacao em (4.37) obtemos

2/cK
s = ‘/LE \/2\/k4—k2+1+2k2—1.

Entao, pela identidade anterior e (4.35) temos que

\/EK {\/5\/2m—(2/@2—1)+\/2\/m”k2—1}

m=—-

VK
N2 = I

{\/ﬁ\/2m—(2k2—1)—\/2mjt2k2—1} .

50 4
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Figura 4.5: Grafico de Pr(k) com L = 4. Figura 4.6: Grafico de Pr(k) com L =T7.

A seguir apresentamos nosso teorema de estabilidade para a equacao 4-BBM. Vale a pena
notar que o seguinte resultado difere do obtido por Angulo e Natali em [11] para solugoes

ondas viajantes periddicas ¢. da equagao Critica KdV e com forma similar a ¢. dada em
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(20). De fato, esses autores provaram a existéncia de uma velocidade critica ¢y, tal que as
solugoes periddicas ¢, (de periodo L) sao orbitalmente estével se ¢ € (2—2, cr) e orbitalmente

instavel se ¢ > ¢;. Em nosso caso nao temos tal velocidade critica.

Teorema 4.4.5. Seja L > w. Considere ¢ > 15—, entao a solugao onda viajante periddica
e = Ve, onde V. estd dada em (4.52) € estavel em H,,.([0,L]) pelo fluzo periddico da
equacao 4-BBM.

Demonstra¢ao. Primeiro provaremos que I = (y, ¢.) < 0 para ¢ > LQL—;, onde y é tal que

Lix = ¢. — ¢. Como a aplicagao

L2
& 6 <L2 29 OO) = ¢C E H;T)Ler([()? L])

é suave escolhemos y = —%gﬁc. entao

~1d »  1d 2 4 (4)?
Py odty, =g ([ o+ o).

Como 0 < —a? < +o0, a férmula 410.04 em [27] implica para w = sin™!y/ af‘—ka que

/K dn?(x; k) dp = m(k? — a®)Ao(w; k)
o 1—a?sn?(xik) 2¢/a?(1 — a?)(a? — k2)

Consequentemente, usando (4.32) obtemos que

/L¢ (€)ds — 2V 2VE — k2 + 1 +2/<;2—1 V1+ (k)G (w, k)
o T VIR +K2F(R)

Y

onde G(w, k) := FAo(w, k) e

VVE = k2 + 1+ 2k2 — 1

N3
i) =~ = .

MV R R LT 2R — 1V 2R R T - (262 1)
Observe que w = sin™* % Se definimos a fungao m (a qual nao depende do periodo
L) como

) IVVET — K2+ 142k — 1T+ f(k)G(w, k:
m(k) :=
VIR +R2f (k)]

temos que

/0 $2(€)de = /0 el€)dE = Ve (k). (4.47)
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Por outro lado, multiplicando (4.27) por ¢, e integrando de 0 a L obtemos

L L L
— DPdE — (c—1 2d Sd¢ = 0. 4.48
o [ @rde— (e [ ozt [ onae (4.48)
Além disso, integrando (4.28) de 0 a L tem-se
L L L
N2 610 a(n_ 2 _
3¢ /0 (612 + /0 ¢8de — 3(c — 1) /0 ¢ = 6A, L. (4.49)

Combinando (4.48) e (4.49) temos que
L —
[rac =t [ orae s St
0

Pela ultima identidade, (4.47), (4.31) e a expressao dada por 7y, 1, e 13, temos

[ 16t @) de = @ {m + S )+ mis
onde
n(k) = (28 — 1= VE =R+ 1) VoV K2+ 14282 — 1 K (k)
- KTk + 1
Assim, de (4.39) obtemos a seguinte expressao
[ o T = e o)+ G ) ) = P
Entao,

dPL(k) dk
( / b+ ( ) dk dc’
Pelo Corolario 4.4.4 ¢ o fato de que para qualquer L > 7 a funcao Pp, é estritamente crescente

em (0, k) (veja Figuras 4.5 e 4.6), tem-se <4 (fOL o+ ((b’c)de) > 0 em <L2 2,+oo)

Finalmente, usando uma anélise similar como em [11] provamos que g;‘* € PF(2)e qAb(n) >

0, para todo n € Z, o que termina a prova do teorema. ]

4.5 Estabilidade de Solucoes Constantes para a
Equacao gBBM

Nesta secao provamos a estabilidade nao linear de solugoes constantes para para a equacao
gBBM, a saber

g+ uy + (p+ DuPuy — gy = 0, (4.50)
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com p > 1 um inteiro. A prova segue as ideias estabelecidas por Angulo, Bona e Scialom em

[10]. Para ¢ > 1, as solugbes ondas viajantes periddicas para (4.50) satisfazem

cpr —(c— 1)+ @2 =0

com solugoes constantes dadas por ¢g(z) = (¢ — 1)1/,

A prova de nosso resultado de estabilidades é baseada nas seguintes quantidades conser-

vadas:
1

1 L 2
F(u) = 5 /u2 +uidr e E(u) = 5/0 u? — P 2up+2dx. (4.51)

Observe que Lg := &"(¢g) + (¢ — 1)F"(¢o) = —cd? — p(c — 1).

Comecemos estudando as propriedades espectrais do operador L.

Proposigao 4.5.1. Seja L > 0, ¢ > 1 e considere o operador Ly : D(Lo) — L2, definido

per’
acima com dominio D(Lo) = H2 ([0, L]). Entdo,

per

. 7,2 . . .
(1) Se L > \2/—’% ec< m, o operador Lo tem seu primeiro autovalor negativo e o resto

dos autovalores sdo duplos e positivos.

.. P o pL2
(17) Se L > T € C= s g

autovalor duplo e o resto dos autovalores sao duplos e positivos.

o operador L tem seu primeiro autovalor negativo, zero é um

(173) Se L < \2/—7%, obtemos o mesmo resultado dado em (i) para todo ¢ > 1.

Demonstracao. Estamos interessados em estudar o problema de autovalores
Lof =Af
f(0) = f(L), f(0)=f'(L).

Este ultimo problema é equivalente a

~f'=0f

Ap(c—1
(&

onde 0 = ). E bem conhecido que og =0 e

4(m + 1)*x?
O2m+1 = O2m+2 = T,
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para m > 0, com autofungoes dadas por fo =1,

o) =sen (2T o) = cos (0.

Portanto \g = —p(c—1) <0 e
4e(m + 1)°m?

Aol = Aot = 7z plc—1).
Agora
4em? c—1 4n?
1 2 L2 p(C ) 0= c pL2 ?

o que implica (i7). E facil ver que

c—1 472

Aomi1 = Aomy2 > 060 < < —,
c pL?

portanto obtemos (7). Finalmente, observe que se pL?> < 472, entao ;%i >1> % para todo

¢ > 1. Assim Agpi1 = Agpmio > 0, para todo m > 0, o que prova (i), O

A seguir apresentamos nosso teorema de estabilidade para as solugoes constantes.

Teorema 4.5.2. Seja L > 2X. Entdo para todo c satisfazendo 1 < ¢ < I)L%Zﬂg, a solucao

VP
constante ¢o(z) = (c — 1)/ € orbitalmente estdvel pelo fluzo periddico da equacio gBBM.

Demonstrag¢ao. Considere os funcionais &,F : H! ([0,L]) — R dados em (4.51). & e F

per

estao bem definidos em H},, e sao continuos. Considere v :=u — ¢ € H,,, e seja ug o dado

per

inicial associado ao problema periddico
U+ Uy + (p+ DPuy — Uy =0, >0, z€R
u(z,0) = up(z).

Defina B := £+ (c—1)F. Entao, pela imersao H;er — L., para todo ¢ > 2 e um argumento

muito similar ao estabelecido na prova da estabilidade para a equacao rBO, temos que
AB(t) = B(ug) — B(co) = B(v(t) + ¢o) — B(¢o)

1 1 22 pr2\ [F
= — —_—— p+27k k
2<L0U7U) p+2 k=0 ( k ) /0 : #ods

1 - B
> 5 (Lov,0) = Clep) Y il (4.52)
k=0
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Assuma F(ug) = F(¢o), entao F(u(t)) = F(¢o), para todo ¢ > 0. Como v = u — ¢y obtemos

que
—2(v, do) = |lvll7p,, -

per

(4.53)

Defina v+ := v—7, onde v = % fOL vdz. Note que fOL vtdx = 0. Assim, segue da desigualdade

de Poincaré-Wintinger que

L 4 2 L
/ (v)2dx > i2 (v*)2da.
0 L2 Jo

Usando a ultima desigualdade, obtemos

(Lovt,vb) = /O ’ c(wh)? — ple — 1)(v*)2de > (ng —ple— 1)) /O L(UL)Qdaz.

42
L?p>

tem-se 3, = 4mc _ p(c—1) > 0, entao

c—1
Como 0 < == < 72

(Lov* vh) = Bllo |2,

Por outro lado, usando (4.53) obtemos

I 1 1
o= | vde = (o dn) =~ ol

Lo
Assim,
Iz, = o2, + 912, = It 12, + o, Lo Ollollly, -

Portanto de (4.54) temos que

(Lovt,vh) = Bullollgs, — Ballvllzy,, -

per

Observe que
(Lov,7) = —plc = D[[Ol7s, = —Bsllvll7, -

per per

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

(Lov,v") = —=C(p, L, c)||0]| 2

per

per

Portanto, de (4.55), (4.56), (4.57) e da forma especifica de L, concluimos que

(Lov,v) > Bollvllzy,, — Bullvllzy,, — Bellvlly,, -

per per

vz, = =Ballolly, — Bsllvl,, -

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)
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Assim, por (4.52) e (4.58) obtemos

AB(1) 2 g (Il

per

). vz,
onde g(s) = 8% — P70 aps? > * e oy = (e, p, L) > 0. Como

= ollm,, V=0

dy(u(t), ¢o) := Int [u(®) = do(- + y)lm

tem-se AB(t) > g (di(u(t), ¢o)), para todo t > 0. Isto termina a prova do teorema. O

27

Observacao 4.5.3. Em particular, se L < 7

o Teorema 4.5.2 vale para todo ¢ > 1.



CAPITULO 5

ESTABILIDADE PARA O SISTEMA
DE ZAKHAROV

Neste capitulo, estamos preocupados em provar a existéncia e estabilidade nao linear de
solugoes ondas viajantes periddicas para o sistema de Zakharov,

Uy + Upe = UV

) (5.1)

Uit — Uge = (|U| )am:a
onde u = u(x,t) € C, v =v(x,t) € R, e x,t € R. A técnica que usaremos para obter nosso
resultado de estabilidade vai ser a mesma, o método de Lyapunov, e usaremos a Teoria de
Floquet para obter as propriedades espectrais requeridas de certos operadores que apare-

cerao durante nossa analise.

Com respeito ao problema de boa colocagao, no caso periédico, para o sistema (5.1), este
foi estudado previamente por Bourgain em [23], onde um resultado de boa colocacao global
foi obtido para dados iniciais (u(0),v(0),v¢(0)) € H,,, x L2, x H .. Vale a pena notar que
no caso periodico, outro resultado um pouco mais geral foi obtido por Takaoka em [68], mas
para nosso objetivo o resultado de Bourgain é suficiente. No caso continuo o problema de
Cauchy associado ao sistema (5.1) em uma ou varias dimensoes tem sido estudado extensi-

vamente, veja por exemplo [1, 25, 30, 36, 49, 59, 60, 64, 66].

81
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Neste caso, estamos interessados em solugoes do sistema (5.1) da forma
u(x,t) = e 3@ Ny (z—ct), v(z,t) =Y,(z — ct), (5.2)

onde w,c € R e ¢y, ¥, : R — R sao fungoes suaves periédicas com um mesmo periodo
fundamental L > 0. Como queremos que u seja periédica (com periodo L), para ¢ # 0
suporemos que existe m € N tal que L = “Tm. Note que para ¢ = 0 claramente u é L-
periddica. Sustituindo (5.2) em (5.1) segue que ¢ = ¢, € Y = 1, . devem satisfazer o

seguinte sistema nao linear de equacoes diferenciais ordindrias,

(CZ o 1) " _ (ng)//7
2 (5.3)
¢+ (wtT)o = oy

Comecaremos achando solugoes do tipo ondas dnoidal para o sistema acima.

5.1 Existéncia de Solugoes do Tipo Ondas Dnoidal

Como ja mencionamos na introducao do capitulo, nesta secao estamos interessados em
mostrar a existéncia de uma curva suave de solucoes do tipo ondas dnoidal com o mesmo
periodo fundamental para o sistema de Zakharov. Com efeito, integrando a primeira equagao

em (5.3) obtemos
(= 1)¢" = (¢*)' + ao. (5.4)
Usando o fato que ¢? e 9 sao periédicas tém-se ag = 0. Portanto

(& =)' = (¢*) (5.5)

Integrando (5.5) e considerando a constante de integragdo como sendo nula, temos que para
todo ¢ # 1

—¢2
=" 5.6
v="2 (5.6)
Sustituindo (5.6) na segunda equagao de (5.3) tem-se
/! 62 ¢3
¢ +(w+z>¢+1_—02—0. (57)
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Agora, multiplicando (5.7) por ¢’ e integrando uma vez, obtemos

N2
AT Y

2 4) 2  A1-c?)
Logo,
() = s F(0)
2(1 = ¢?) ’
onde A, é uma constante de integragao e F' é o polinomio dado por
2
F(t) = —t4 + 2(1 - 02) <—w - Z) t2 + 4(1 — 02)A¢.

Suponha que F tem raizes +1; e £, (note que F' é par) e sem perda de generalidade que

0 < my < 1. Assim podemos escrever

1

(¢)* = m(éf)? —n3) (0} — &°). (5.8)

Suponha também que 1 — ¢* > 0, portanto como o lado esquerdo de (5.8) é nao negativo
temos que 75 < ¢? < n?. Como queremos estudar solugoes positivas, da desigualdade anterior
obtemos 75 < ¢ < ;. Note que por (5.8) os ;s satisfazem
2
2(1 - ¢ <—w - CZ) =1 + 1
A1 =) Ay = —nim.

Da equacao anterior podemos concluir que —4w — ¢ > 0.

Agora defina o(§) = %, k? = @ e suponha que o(0) = 1. Entdo podemos reescrever
1
a equacao (5.8) como

O = - A+ - ), (5.9)

Finalmente, defina y pela relacio ¢* = 1 — k?sen?y, com x(0) = 0, entao (5.9) pode ser
reduzido a

V]2 = ﬁ(l — k*sen?y). (5.10)

Desta forma por (5.10) temos ap6s integracao,

x (&) dt

——I—1 (5.11)
o V1—Fk¥sent /2(1-¢2)
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Pela igualdade (5.11), segue pela definigao das fungoes elipticas de Jacobi, que

sen(x(€)) = sn <’7—) & k) .

2(1 —¢?

Portanto obtemos

0(6) = VT~ Fsen (1 (6)) = \/1—k2sn2 (a 6h) = o (i 658,

onde usamos o fato que k%sn? + dn® = 1. Voltando & variavel ¢ tem-se

6.(6) = man (k) (5.12)

e usando (5.6) temos que

2
Yoel§) = —1 TCQ dn® (\/h& k) . (5.13)

Agora, como dn tem periodo fundamental 2K, onde K = K (k) é a integral eliptica
completa do primeiro tipo, segue que ¢ e 1 tem periodo fundamental dado por

Ty=T,= w[((k)

Fixe w e ¢ tais que 1 —¢? > 0 e 4w + ¢ < 0. Além disso defina

v = w+02 e a=1—¢?
— 1 — :

entao nf + 75 = 2va, assim 0 < 1y < /va < n < V2va. Adicionalmente, podemos ver T,

e T, como fun¢oes unicamente do parametro 7;,

Tyl = Thl) = ()

com ,
2va — 21
k? = "2
Note que se 175 — 0, temos que k(n;) — 17, donde K(k(n2)) — 400 e consequentemente

Ty, Ty — +oo. Por outro lado, quando 72 — /va obtemos que k(n;) — 0% e portanto
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K(k(n2)) — 5 e segue que Ty, Ty, — %5 Como a fungao ny € (0, v/va) — Ty(n2) = Ty(n2)

¢ estritamente decrescente (o qual provaremos depois) obtemos que

7T\/§

vZa

Agora, para L > 0 e 1 — ¢? > 0 fixados, escolha v > 0 tal que /v > %ﬁ Entao segue
da andlise acima que existe um unico 17, = n2(v) € (0,+/ra) tal que as ondas dnoidal

¢ =¢(:mv),n(v)) ey = (;m(v),n2(v)) tem periodo fundamental L = Ty (n2) = Ty(12).

Observacao 5.1.1. A formula (5.12) e (5.13) contém, formalmente, as solugoes ondas

T¢:Tw>

solitdrias do sistema (5.1) encontradas em [75]. De fato, se ny — 0% obtemos que m; —
V2va, k() — 17 e dn(x,17) = sech(x). Consequentemente

Vewlr) = (2w + %2) sech? (@ x) |

Teorema 5.1.2. Seja L > 0 e 1 — ¢ > 0 arbitrariamente fizados. Considere vy > QLL; eo
inico na = M20(vo) € (0, Vo) tal que T, = L = T¢,,. Entao,
(1) existem intervalos I(vy) e B(nep) entorno de vy e ny0 respectivamente, e uma unica

fungao suave A : I(vy) — B(nep) tal que A(vg) = o e

24/2
_AVEY e

k) =L,
V2va — 3
para todo v € 1(vg), n2 = A(v) e
2ua — 203
B = k() = o0 (5.14)
2va — 13

Além disso, podemos escolher I(vy) = (QLL;, +00).

(i) As ondas dnoidal ¥(-;m1,m2) € ¢(-;m1,m2) dadas por (5.12) e (5.13), e determinadas
porny = ni(v), n2 = na(v) = A(v), com n? + 13 = 2va, tem periodo L e satisfazem (5.7) e
(5.6). Além disso, a aplicagao

vel(n) — (m@),m)), ¢(smw),n(v))) € Hy, ([0, L]) x Hy,.([0, L])

¢ de clase C*, para todo inteiro n > 1.
(111) A aplicagao A : I(vy) — B(np) € estritamente decrescente. Portanto, de (5.14),

v — k(v) € uma funcao estritamente crescente.
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Demonstracao. A demostracao deste fato segue as mesmas ideias do Teorema 4.2.2 e para
este fim usaremos o Teorema da Funcao Implicita. Para isso, considere o conjunto aberto

272

Q:{(n,u)ERQ:V> I

ene(O,\/ﬁ)}

el : Q — R dada por

P(Ua”): 5 K(k(n’y))_La
2va — 1
onde )
2va — 2
k? = —F. 5.15
() = Gt (5.15)

Por hipétese, temos que I'(n2,0, ) = 0. Provaremos que Z—g < 0 em €). De fato, usaremos a

seguinte relacao

dK(k)  E(k)—k?K(k)
= e , com k€ (0,1), (5.16)

onde E = FE(k) é a integral eliptica completa do segundo tipo e k”? = 1 — k% é o mddulo

complementar, veja Apéndice A. Derivando (5.15) com respeito a 7, temos

ok 2nra
B = a7 (5.17)

Entao, por (5.16) e (5.17) obtemos

o
o (2ua—n?):

dnvan/2a [ E(k) — K%K (k)
(2va — 772)% K2k .
Logo,
or 212 2 2
9 < 0 < k°k*(2va —n*)K (k) < 2vaE(k) — 2vak™ K (k)
Ui
& K2 (2va — 2n*)K (k) + 2vak” K (k) < 2vaE(k)
2vak”
1

T3 ) K0 <vab(k) & (1+ K*)E(k) — 2k K (k) > 0.

Ja provamos no Teorema 4.2.2 que esta iltima desigualdade é sempre valida, portanto g—g < 0.
Pelo teorema da Fungao Implicita temos que existe um intervalo /(1) a redor de (1), um
intervalo B(n2) ao redor de 7,0 e uma tnica aplicacao suave A : I(vy) — B(ns) tal que
A(vy) =map €

['(A(v),v) =0, Vv € 1(v).
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Além disso, desde que 1 foi escolhido arbitrariamente em [ = <2L”—22, +oo) e pela unicidade

de A, podemos estender A a I. A parte (i7) é imediata pela suavidade das fungoes em questao.

Provaremos agora que A é uma funcao estritamente decrescente. Temos que I'(A(v),v) =
L para todo v € (1), usando novamente o Teorema da Fungao Implicita temos

;o or/ov
¥) = =5t Jan

Como ‘?)—1; < 0, somente temos que provar que ‘3—1; < 0 em I(1vg). De fato, como

or  2av2a K4 dK n?
ov  (2ua —n?)3/2 dk kQ2va —n?)

e sendo n? = (2va — n?)k?, obtemos

r 2 K dK
T e 7 2 Ke kK <.
ov \/2Va - 772\/2Va — o2 dk dk

Novamente de (5.16), tem-se

r E —k’K
a—<0<=>>——kK'<O(:>E<K'.
v k

Como esta tltima desigualdade é sempre vélida (veja Byrd e Friedman [27]), temos o resul-

tado desejado.

Finalmente, derivando k em relacao a v, obtemos

dk _ an(n —2nv)
dv  kQ2ua —n?)?

donde segue que k é estritamente crescente, o que termina o prova do teorema. ]

O seguinte resultado serd usado na prova da estabilidade das ondas dnoidal

Corolario 5.1.3. Sejam L > 0 e ¢ tal que 1 — ¢® > 0, arbitrariamente fizados. Considere
a curva suave de ondas dnoidal v € (QLL;,—I—oo) — ¢y (;m(v),me(v)) determinada pelo

Teorema 5.1.2. Entao -
a 2
& [ o
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Demonstragao. Usando os fatos que m L = 24/2(1 — ¢?)K e fo dn®(y)dy = E(k) (Veja [27])

segue que
2
/¢2 )dE = 21/ 2 1—02/ dn®(y; k dy—8( )KE

Como k — K(k)E(k) e v — k(v) s@o fungoes estritamente crescentes obtemos

d [+, 8(1—c?) d dk
= [ oo =L KkwEGR) G >0

o que termina a prova do corolario. ]

5.2 Existéncia de Solucoes do Tipo Ondas Cnoidal

Seguiremos buscando solugoes para o sistema (5.1) que sejam do tipo (5.2). Temos que

() = o

= CQ)F(¢>7 (5.18)

onde F' é um polinémio dado por

Fit)=—t"+2(1 - ) (~w— CZ?)tQ +4(1 — *) Ay,

com Ay uma constante de integragao e 1 — ¢ > 0. Lembremos que para obter solugoes do
tipo ondas dnoidal assumimos que F' possuia raizes £1; e £1.. Suporemos agora que F
possui raizes +a e £bi, com a > 0. De (5.18) obtém-se

1

m(¢2 + bQ)(CLQ — ¢2) (519)

(¢')" =

Com01—02>0temosque—a§¢§ae

2
a® — b =-2(1-¢? (w + C—)
4 (5.20)
a’b* = 4(1 — *) Ay.

Agora, defina o(§) = ¢(§) e suponha que o(0) = 1, entao usando (5.19) obtemos

) = 5= (@' + B)(1 = ),

temos que

Definindo y pela relagio ¢* = 1 — sen?y, com x(0) =0, e k? = az‘l—ij,

1

2(1—_02)(a2 +b%)(1 — k*sen®y).

() =
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Tomando raiz e integrando obtemos

x (&) dt a? + b?
_— = ¢
0 V11— k2sin’t 2(1 —c?)

Pela definicao das funcgoes elipticas Jacobianas tem-se

2 4 2
seny () = sn ( QC(ll—tcz) §;k> :

Voltando a ¢ temos o(£) = cn < % & k;) , onde usamos que sn? +cn? = 1. Finalmente,
obtém-se
a? + b2 a’ a? + b?
w,c = 571 oSy k w,c = ———cn’ 571 oS k.
Buel€) acn< S ) e tel) = —en ( e )

Como as funcoes cn e cn? tem perfodos fundamentais 4K e 2K respectivamente, temos que

¢ e 1, tem periodos fundamentais,

2(1—¢?)
a? + b?

2(1 —¢?)

T, = 2K (k)

Como queremos obter uma curva suave de ondas tipo cnoidal, com o mesmo periodo L > 0
fixo, analisaremos o comportamento de T} e Tj;.

De novo defina o :=1—c* e v := — (w + %) Por (5.20) podemos ter v positivo ou
negativo.

Caso 1: v > 0 fixo. Neste caso, de (5.20) tem-se a® > 2va e a® > b?, logo k* € [1,1).
Podemos ver T}, e T}, como funcoes de a,

2T¢(a) == T¢(CL> =1

a? —va

onde k*(a) = % Portanto se a — +o0, entdo k*(a) — 3, logo K(k(a)) — K (ﬁ),
assim 27 (a) = Ty(a) — 0. Quando a — \/%Jr, temos que k*(a) — 17, assim K (k(a)) —
+00 e portanto 2Ty (a) = Ty(a) — +oo. Como a aplicagio a € (V2va, +00) +— Ty(a) é
estritamente decrescente (o que provaremos mais tarde), temos que dados L > 0e 1—c* > 0

fixos, para qualquer v > 0, existe um tnico a = a(v) tal que Ty(a) = L e Ty(a) = L/2.
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Caso 2: v < 0 fixo. Neste caso, de (5.20) tem-se a* < b%, logo k*(b) € (0,4). Podemos

ver T;, e T,como fungoes somente de b,

2,(6) = Ty(b) = 4y | 5 K (kD))

com k*(b) = % Se b — +oo, temos que k*(b) — 37, assim 2T(b) = Ty(b) — 0T,

Além disso, se b — /—2va ", temos que k*(b) — 0% e portanto 27T, (b) = T,(b) — \%
Como a aplicacao b € (vV/—2va, +00) — T,(b) é estritamente decrescente, dados 1 — ¢* > 0

e0< L < \/2—% fixos, para qualquer v < 0, existe um tunico b = b(v) tal que as ondas cnoidal
Y e ¢ tem perfodo fundamental Ty (b) = L e Ty (b) = L/2.

Teorema 5.2.1. Sejam L >0 e 1 —¢® > 0 firos. Entdo,
(i) Sev > 0, existe um tinico a = a(v) coma € (v2va,+00), tal que L = 4,/ —=*— K(k).
O médulo k = k(v) ¢ dado por k? = >

(ii) As ondas cnoidal

2a2—2va’”

a?

¢V<§>=acn< — ak) c wy<g>=—‘§cn2< — w)

(07 (67

tem periodo fundamental L e L/2, respectivamente e satisfazem (5.3). Além disso, a aplicagdo.

v € (0,+00) — (¥, ¢y) € Hy,, ([0, L]) x Hy,,([0, L])

per

é suave, para todo n € N.

Demonstragao. Usaremos novamente o Teorema da Fungao Implicita. Para isso defina
Q={(r,a)eR?>:v>0ea>V2va}

el': Q2 — R dado por
4K (k(v,a))ya

I'(v,a) = > ,
va? —va
2 s . . . s .
onde k?(v,a) = 55%—. Pela anélise feita acima, para cada vy > 0 existe um tnico ag =
) 2a°—2va )

ao(vo) tal que I'(vy, ag) = L. Além disso,

ok 2ava

e~ R —aa) < 0. (5.21)
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Por outro lado,
or 4/« dK 0k aK

V)= T e @ —va

Como K ¢ uma funcao estritamente crescente (veja Apéndice A) e usando (5.21) temos que

g—g < 0. Portanto pelo Teorema da Fun¢ao Implicita existe uma tinica fung¢ao suave a = a(v),
numa vizinhanga de vy, tal que
I'(v,a(v)) = L.

Pela unicidade de a e a arbitrariedade de vy, podemos definir @ em I = (0, 4+00). A parte

(71) segue da suavidade das fungoes envolvidas. O

Teorema 5.2.2. Sejam L >0 e 1 —c®> > 0 fizos. Entdo,

(i) se v € (—%,0), existe um nico b = b(v) com b € (v/—2wa,+o0) tal que L =
\/%K(k), O médulo k = k(v) € dado por k* = 21’;2122’20;.

(ii) As ondas cnoidal

« (0% (07

¢,,<§>:¢2ua+bzcn< ”““’%k) ‘ m):—wcrﬁ( “”“’25;k>

tem periodo fundamental L e L/2, respectivamente e satisfazem (5.3). Além disso, a aplicagdo

) (—%,o) s (Guit) € HY(0, 1)) x H,([0, L))

¢ suave, para todo n € N.

Demonstracao. Defina

472

0= {(V,b) ER’:ve (_F’()) ebe (\/—QVoz,—l—oo)} :
Considere I' : 2 — R, dado por

T(v,b) = 4\/5—2(11(2 ’Qb))

2 P . . . ;.
onde k?(v,b) = be;fQ”Vaa. Pela andlise feita acima, para cada 1y > 0 existe um tnico by = by(1p)

tal que I'(vg, by) = L. Além disso,

ok bra

A )
b~ 2Bt va)?
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Por outro lado,

OF _ L dKOk _ bK K _ 2K(+va)K
on dk 0b ~ b?>+va dk rva
2k2k"2 (b2 K b2+ 2
& F—KPK < — (" +va) @E<k’2(1—ﬂ>l{
|46 |46
b2 b2
@E<—ﬂk¢’2K@E<( )K
| 46% — L/

Como E < K e b®> > —2va, temos que E < K < %K. Portanto ‘3—1; < 0. O resto da prova

¢é similar a do teorema anterior. O]

5.3 Analise Espectral

Neste parte da tese, estudaremos algumas propriedades espectrais de certos operadores as
)
quais serao necessarias para obter nosso resultado de estabilidade. Primeiro note que o

sistema (5.1) pode ser reescrito como

L
v =—V,, / V(z,t)dz =0
0
V=~ [uP), 022
Uy + Ugpy = UV
Portanto, temos a estrutura Hamiltoniana %—(tj = JE'(U) onde U = (v, V,u)*, J é o operador

linear anti-simétrico dado por

d
0o -4 ¢
J=| -4 0 0
0

e E é o funcional de energia definido como
1 L
E(v,V,u) = —/ 2ug|* +v* + V? + 20[ul? da. (5.23)

2 Jo

Considere também @)1 e ()5 definidos como

L L
Ql(v,‘/,u):/() uV + Im(u,u) de e Qg(v,V,u):/O lu|*da. (5.24)
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Uma andlise padrao prova que F, @)1 e Q)2 sao quantidades conservadas do sistema (5.22),

E(o(t), V(t),u(t)) = E(v(0),V(0),u(0),  Qi(v(t),V(t),u(t)) = Q:(v(0), V(0),u(0))
e Qa(v(t), V(1),u(t)) = Q2(v(0), V(0), u(0))

para todo ¢t € [T, T], onde T' o tempo maximal de existéncia das solucoes.

5.3.1 Analise Espectral para Ondas Dnoidal

Nesta se¢ao estudaremos a estrutura espectral dos operadores que surgem na prova da esta-

bilidade das ondas dnoidal. Para isso usaremos a teoria de Floquet.

Primeramente, suponha que V(z,t) = ¢, .(x — ct), com ¢, . : R — R uma funcdo suave

e L—periddica, é solucao de v; = —V,,, entao

WUle = Pl (5.25)

Portanto temos que c» = ¢ + dy, onde dy é uma constante de integracao. Como queremos

que ¢ seja de média zero, obtemos dy = £ fOL 1dx. Usando o fato que fOK dn®(z, k)dx = E(k)

temos que dy(k) = — fﬁz % Portanto

(5.26)

2
cny 2 mé E(k)
=——— |dn" | —/——;k | — —=%
#(¢) 1—¢? [ <\/2(1 —2) > K (k)
Vale a pena notar que se 17, — 07, entao 17, — +/2av e portanto k& — 1. Como
dn(u,17) = sech(u), E(1) = § e K(1) = 400 temos que
2 o (V4w —
sech” | ——¢ |,

¢(§):c(2w+% 5

a qual é a solucao de onda viajante solitaria para (5.25).

Agora, usando o Teorema 5.1.2 temos que existem ondas viajantes periédicas para (5.22)

dadas por

wwc x—ct y Pw,e\ U — ct >€_th€i%(m_Ct)¢wc x—ct ’
k) Cp ’ )
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onde

2(1—¢? (1 —¢?

2
Cn 2 1S E(k)
e welé) = — dn® | ———;k | — —=
Puw, (g) 1—¢2 [ ( 2(1 _ CQ) ) K(kj)
Os operadores a seguir serao uteis na prova da estabilidade das solugoes do tipo ondas
dnoidal:

2
ww,c@):l_";an( s );k), Due(€) = mdn (2’7—5)%> (5.27)

(5.28)

d? c? d? c?
ng—@—<w+z>+3¢ € 542—@—<w+z>+¢- (5.29)

Estudaremos as propriedades espectrais dos operadores L;, ¢ = 3,4. Lembre que o(L;) =
Oess(Li) U 0gise(L) onde oess(L;) € 0gise(L;) denotam, respectivamente, o espectro essencial

e o espectro pontual de L; (veja [63]). Inicialmente como

d? ?

d? c?
Ly= <—w— <w+z>>+w:ZL+Mg,

onde L = —% —(w+ %) e My, M, sao relativamente compactos com respeito a L, segue
do teorema do Espectro Essencial de Weyl (veja [63]) que 0es(Li) = 0ess(L) = 0, com
i = 3,4. Entao 0(L;) = 04s.(L;), para i = 3,4. Portanto, temos que analisar o problema de

autovalores periédico considerado em [0, L]

Lix = Ax

(5.30)
X(0) = x(L), x'(0) = x'(L).

O problema (5.30) determina que o espectro de £; é um conjunto enumeravel de autovalores
{A:n=0,1,2,3,..} com
A< A< A3

onde os autovalores duplos sao contados duas vezes e A\ — +oo quando n — oo. Deno-
taremos por Yy, a autofuncao associada ao autovalor A,. E claro pelas condigoes x(0) =
X(L),x'(0) = x'(L) que x,, pode ser estendida a todo (—o0, +00) como uma fungao contin-

uamente diferencidavel com periodo L. Sabemos pela teoria de Floquet que o problema de
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autovalores periddico (5.30) esta relacionado ao estudo do seguinte problema de autovalores

semi-periédico considerado em [0, L]

o qual é também um problema auto-adjunto e portanto determina uma sequéncia de auto-

valores {p, : n=0,1,2,3...} com

o < pup <pg <z <eee

onde os autovalores duplos sao contados duas vezes e u — +oo quando n — o0o. Denotaremos

por 7, a autofuncao associada ao autovalor .

Teorema 5.3.1. Sejam ¢, = ¢ e, = 1 as ondas dnoidal dadas pelo Teorema 5.1.2. Entao,
(i) o operador Lg em (5.29) definido em L2 ([0, L]) e com dominio H},.([0, L]) tem seus
trés primeiros autovalores simples, sendo zero o sequndo autovalor cuja autofuncao associada
é¢'. Além disso, o restante do espectro é constituido por un conjunto discreto de autovalores
que sao duplos.
(i1) O operador Ly em (5.29) definido em L2, ([0, L]) e com dominio H,.([0, L]) tem zero

como seu primeiro autovalor o qual € simples cuja autofuncao associada € ¢. Além disso, o

restante do espectro ¢ constituido por um conjunto discreto de autovalores.

Demonstragao. (i) A prova é baseada na teoria de Floquet (Veja [32], [51]). Derivando (5.7)
e usando (5.6) temos que L3¢’ = 0. Assim zero é um autovalor de L3 com autofungao
¢'. Como ¢’ tem exatamente dois zeros em [0, L), temos que zero é o segundo, ou terceiro
autovalor de L3. Provaremos que de fato zero é o segundo. Para isso devemos estudar o
problema peridédico

Lax = Ax

x(0) = x(L), X'(0) = x'(L).

Seja A(x) = x(nz) onde n = m Entéao pela forma explicita de ¥ e a relacao k%sn?+dn? = 1,

(5.31)

temos que o problema (5.31) e equivalente a

AN'+[p — 6k%*sn?(z; k)]A =0

(5.32)
A0) = A2K), N'(0) = A'(2K),
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onde

2« )\+w+62+31ﬁ
F=2\2 10 )

A equacao de segunda ordem em (5.32) é chamada forma Jacobiana da equacgao de Lamé.
E bem conhecido que tal equacao determina a existéncia de exatos trés intervalos de insta-
bilidade (Veja [51] Teorema 7.8). Mostraremos que estes intervalos sdo os trés primeiros.
Primeiro, observe que p; = 4 + k? e Ay(z) = cn(z; k)sn(x; k) satisfazem o problema (5.32).

Além disso, seguindo Ince [42] temos que as fungoes
Ao(z) =1 — (1 + k> — V1 + k2 + kEY)sn?(x; k),

Ao(z) =1 — (L + K%+ V1 + k2 + kY)sn’(x; k),
as quais tém periodo 2K sao autofungoes de (5.32), com autovalores dados por

p0:2<1+k‘2—m> e p2:2<1+k2—\/m>.

Como Ag nao tem zeros em [0,2K], segue que py é o primeiro autovalor de (5.32). Além
disso, como Ay tem dois zeros em [0,2K) e p; < pa, segue que p; ¢ o segundo autovalor de
(5.32) e pg é o terceiro. Também temos que py, p1, p2 sdo simples. Agora, como os autovalores
de (5.31) e (5.32) estao relacionados por

A="(p—6)+2,
«

podemos ver A como uma funcao de p, a qual é crescente. Como k% — 2 = 2;”—2”, temos que
1

A(p1) =0 = A1 e como A\g < A; < Ay, temos finalmente que
/\0 <0=X < Mo

O que termina a prova da parte ().

(77) Usando (5.6) e (5.7) temos que L4¢ = 0. Assim zero é um autovalor de L, com
autofuncao associada ¢. Como ¢ nao tem zeros em [0, L] temos que zero é o primeiro

autovalor de £, e portanto é simples. O]
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5.3.2 Analise Espectral para Ondas Cnoidal

Nesta se¢ao estudaremos as propriedades espectrais de alguns operadores que serao necessarias
na analise de estabilidade nao linear das ondas cnoidal.

Os seguintes operadores surgirao no estudo da estabilidade para as solucoes do tipo ondas
cnoidal:

c d2 02 c d2 62
L:S,z' - _w - (w + Z) +3¢Y; e 84,1‘ = —@ — (w + Z) + 5, (5.33)

onde v;, com ¢ = 1,2, é a onda cnoidal dada pelos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2 respectivamente.
Queremos ressaltar que o espectro dos operadores dados acima, sera estudado no espaco

L?([0, L]) e que a fungoes v; tem periodo minimal L /2.

Comecemos encontrando uma solugao para o problema ciy, . = ¢/, .. Analogamente que
para as ondas dnoidal temos que ¢ = ¢ — dp, onde dy = fOL wdz. Usando o fato que
fOK cn?(z, k)dx = k2[FE — K? K] obtemos que

ca>  E(k) ca® k"

o) =G rm T

Como k%cn? = dn® — k2, obtém-se

—ca? ) a2 + b2 . E(k)
A0 [d“ ( mf’“) G

Assim, pelos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2 temos que existem ondas viajantes periddicas para (5.22)

dadas por
(ol = ct), uelx — cb), e e 5 Dg, (o — ct))

onde

a? + b2

2+b2
Pue(§) = a cn < W= §§k’> , Puelé) = —%CQCIP ( h 3 k) ;

B —ca? ) a? + b? ) E(k)
¢ ) = [dn ( zu—_)f’“) " K®

Agora apresentamos nosso teorema sobre a andlise espectral para as ondas cnoidal.
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Teorema 5.3.2. Sejam 1;, com © = 1,2, as ondas cnoidal dadas pelos Teoremas 5.2.1 e
5.2.2 respectivamente. FEntao,

(1) o operador L§; em (5.33) definido em L .([0,L]) e com dominio H},.([0,L]) tem
exatamente dois autovalores negativos, os quais sao simples, o autovalor zero é simples com
autofuncao qb; Além disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de
autovalores.

(1) O operador LS, em (5.33) definido em L2 ([0, L]) e com dominio H?, ([0, L]) tem
exatamente um autovalor negativo, o qual € simples, zero é também um autovalor simples com
autofuncao associada ¢;. Além disso, o restante do espectro é constituido por um conjunto

discreto de autovalores.

Demonstragao. (i) Usando (5.3) temos que L§,¢ = 0, portanto zero é um autovalor de L,
com autofuncao associada ¢;. Como ¢} tem exatamente dois zeros em [0, L), temos que zero
¢ o segundo ou terceiro autovalor de Lf5,. Provaremos que é o terceiro. De fato, para isso

devemos analisar o problema de autovalores

Laix = A (5.34)
x(0) = x(L), xX'(0) = x'(L).

Seja A(x) = x(nx) onde n = Entao usando o fato que sn® + cn? = 1 o problema

2a
a?+b2"

(5.34) é equivalente ao seguinte problema periédico associado a equagao de Lamé

AN'+[p — 6k%*sn?(z; k)]A =0

(5.35)
A(0) = A(4K), N(0) = A'(4K),
onde ,
p=n? |:—V+3%+%:| .

Note que sn? tem perfodo fundamental 2K e 4K = 2(2K), entao o Coroldrio 1.3.1 em
Eastham [32] (ou veja Apéndice B) diz que as solugoes de (5.35) devem possuir periodo 2K

ou semi-periodo 2K, por tanto p deve ser autovalor do problema periédico

A'+[p — 6k*sn?(z; k)]JA =0
A0) = A(2K), N'(0) = N(2K)
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ou do problema semi-periédico

A'+[p — 6k*sn?(z; k)]A =0
A(0) = —A(2K), N'(0) = —A'(2K)

Agora, temos que py = 1 + k? e p; = 1 + 4k? sao os dois primeiros autovalores do problema
semi-periédico anterior, cujas autofungoes sao respectivamente Ag s, (r) = cn(z; k)dn(z; k) e
Ay on(7) = sn(x; k)dn(z; k). Note que A = 0 se, e somente se p = 1 + 4k?. Portanto zero é o

terceiro autovalor, além disso é simples.

(77) Por (5.3) temos que L§,¢; = 0, assim zero ¢ um autovalor de L, com autofuncao
associada ¢;. Como ¢; tem exatamente dois zeros em [0, L) temos que zero é o segundo o

terceiro autovalor.

2 2 .
Para o operador L ;, temos que A1 = " (onde a® = b*+2v) e Ay ; = - sao autovalores

- a

com respectivas autofungoes dadas por

2 _ 2 _
770,1=dn< aora a:;lc) e 1 :sn< @ ore x;kz),
o o

com k* = . Como A\g1 > 0 e 7o tem exatamente dois zeros em [0, L), temos que zero

__a
2a2—2va

¢ o segundo autovalor de L§,, além disso, o autovalor zero é simples.

’ 2 2 ~
De forma andloga, para o operador L ,, temos que Aoz = —% e Ao = %= sao autovalores

com autofuncoes dadas por

b2 b2
ma — dn (1 [Piva k) ¢ s (, [Piva k) |
« (0%

b2 2va
2b2+2va

de L ,, o qual ¢ simples. O]

com k? = . De igual forma que anteriormente, obtemos que zero é o segundo autovalor
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5.4 Estabilidade Nao linear

5.4.1 Estabilidade das Solugoes Ondas Dnoidal

Nesta secao estudaremos as propriedades de estabilidade nao linear da solugao onda viajante

periédica ®(€) = (¥(€), p(€), #(€)) onde 1, ¢ e ¢ sdo dadas por (5.27), (5.28), ¢(€) = €'5¢p(€)

el—c®>0. A continnacao definimos o tipo de estabilidade na qual estamos interessados:
Seja X := L2 ([0, L]) x L%,.([0, L]) x HX ([0, L), onde

per per per

L2,(00.0 = { s 12, 0.2): [ onde =0}

Inicialmente, observe que o sistema (5.22) possui duas simetrias bdsicas: translagoes e
rotagoes. O qual significa que se (v(z,t),V(x,t),u(z,t)) é uma solugdo de (5.22) entao
os pares de fungoes (v(x +y),V(z +y),u(z +y)) e (v(z,t), V(z,t), e u(z,t)) também sao
solucoes, para qualquer constantes reais y e s. Desta forma, nossa nogao de estabilidade serda

moédulo tais simetrias. Mais exatamente,

Definigao 5.4.1. Dizemos que a drbita gerada por (), a saber

O = { (¥ + 1)) 9+ 1)), "3 +1)) : (6.4) € [0,27) x R}

¢ estavel em X pelo fluxo gerado pelo sistema (5.22), se para todo € > 0, eziste 6 > 0 tal que
para todo (vy, Vo, ug) € X satisfazendo

lvo — |z

per

<6, Vo= ¢llz, <8 e lluo— o, <9,
temos que (v, V,u) solugao de (5.22) com (v(0),V(0),u(0)) = (vo, Vo, wo), satisfaz

(v, V,u) € C(R; L;,..([0, L)) x C(R; L., ([0, L])) x C(R; H,,([0, L])),

per per per

f o490 = 0lliz, <6l V30 =l <e (5.36)
inf Bl +y,t) — ol < e 5.37
‘ 06[0,52)4/61&”6 ul-+y,t) ¢HHP€T ‘ ( )

Caso contrdrio, dizemos que ® € X -instdvel.

Agora, apresentamos nosso resultado de estabilidade para as ondas dnoidal.
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Teorema 5.4.2. Sejam L > 0 e 1 — ¢?

> 0 numeros fixos. Considere a curva suave de
solugoes ondas viajantes periddicas para (5.22), v (¥, ¢y, ¢,), determinada pelo Teorema
5.1.2 e (5.26). Entao para v > QLLQ a orbita gerada por ®,(z,t) = (¢U($>,g0y<$),$y($)> é

estdvel em X pelo fluxo periddico gerado pelo sistema (5.22), se o dado inicial (vo, Vo, uo)

/OL vo(z)dz < /OL o(w)da.

Demonstragao. Considere (wy,gp,,,cg,,) a solugao de (5.22) dada pelo Teorema 5.1.2. Para
(vo, Vo, ug) € L2([0,L]) x L2,,([0,L]) x HL, ([0,L]) e (v,V,u) a solucio global para (5.22)

per per

c e e . 2
correspondente a estes dados iniciais, definimos parat > 0e v > QLLQ

satisfaz

Q(y, 0) = le”(Tew)' (- + y, 1) — S llZz,, + v]|e”(Teu)(- +y,t) — o P
onde denotaremos por T, o operador linear limitado definido como
(Tou)(z, t) = e~ @D/ 2y (g 1)
Entao, o desvio da solugao u(t) da 6rbita gerada por 5 é medida por
pu(u(-t), )% == inf {Q(y,0) : (y,0) € [0, L] x [0,27]}. (5.38)

Portanto, de (5.38) temos que o inf Q;(y,0) é atingido em (0,y) = (0(t), y(t)). Considere a

perturbacao da onda periddica (¢, ¢, @)

z,1) = e (Tu)(w + y,t) — 6 (x)
n V(z+y,t) — p,(x) (5.39)
V(@ 1) = v(z +y,t) — Yy (x).

Pela propiedade de minimo de (0, y) = (6(t),y(t)), obtemos de (5.39) que p(z,t) = Re({(x,t))

e q(z,t) = Im(&(x,t)) satisfazem as relagoes de compatibilidade

(
(

x,t)

’ (5.40)

| vl @)yds =0

Agora, considere o funcional continuo B definido em X como

B(v,V,u) := E(v,V,u) — cQ1(v,V,u) — wQa(v, V,u),
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onde E, Q)1 e @2 foram definidos em (5.23) e (5.24). Entao de (5.39) e (5.40), tem-se

AB = B(u(t), V (1), ut) — B, v, )

1 L
= (Lap,p) + (Lag,q) + 5 / Y+ 29(p* + ¢*) — 4up® + dypo da
0

1 (L
+ = / 291 + 17 4 2n¢ + 27¢* — 2cyn — 2y — 2en dx
0

2
Onde d2 2 d2 2
c c
L3:—@—(w+z>+3w e L4:_@_<W+Z)+w
Usando os fatos que mp—gp:doefOLndx:O, obtemos
AB(t) = (Lap,p) + (£ag. q) + / [wl—cﬁw i ¥ } dz
\/l—c2 V1—¢c2
1t 2 Aop(p* + %) | (P* + ¢)? .
+5/0(07—?7) dl’—/o B R dr+/0 (ey = n)(c¥ — p)dz
P+
= (L3p,p) + (Lag,q) + / [Vl—CQW‘f’ + } dx
1—c2 J1-=¢2

1 L 4 2 2\2 L
+—/(C’y—n)2dx—/ (" +q)+(p +Q)dsﬁ—calg/ ydz.
0 0

2 1—¢2 1—¢c2

Como cdy < 0, fo vodr < fo z)dz e [v(t,x)dr = [vo(x)dz, temos que cdy fo ~vdx > 0.

Portanto

+
AB() 2 (Lapp) + (Eaa) 4y [ [VIm o+ 2L D _qcz} o
1 L
+3 [ er—npde—cilly, - Calely (5.41)
0

com C; >0,i=1,2.

As estimativas para (L3p,p) e (L4q,q) serdo obtidas dos seguintes teoremas.

Teorema 5.4.3. Sejam 1 —c?> >0 ev > LQ numeros fizos. Considere ¢, a onda dnoidal

dada pelo Teorema 5.1.2. Entao
(a) f{(Laf, £) ¢ If =1 e (f,6) = 0} = ag = 0
(b) inf{(Lsf, f) : (IfIl =1, (f, ) =0 e (f,(dth)) =0} =2 > 0.
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Demonstragao. (a) Como Lg (%gb,,) =0e (%qﬁy,gbl,) = 0, entdao agp < 0. Provaremos que
ap > 0 usando o Lema E.1 em Weinstein [73]. Mostremos primeiro que o infimo ¢ atingido.
De fato, como ¢, é limitada temos que « é finito, entao existe {f;} < H...([0,L]) com

per

15l =1, (fisé0) = 0 e limj_ (L3f), fj) = a. Como {f;} é limitada em H},.([0, L])

per

existe uma subsequéncia de {f;}, que denotamos ainda f;, tal que f; — ¢ fracamente em

H,,.([0, L]), logo f; — g em L2, ([0, L]). Portanto (g,¢,) = 0 e (¢.f;, f;) — (bg,9) quando
< liminf [| f}|| 22

per”

Jj — +oo. Assim g # 0 e ||¢']| 2

per

Agora, defina f = g/|g[l1z2,, entdo (f,4.) =0, ||fllzz, =1e

a0§(£’3f7f)§

ay
m = Q.
Portanto o infimo é atingido. Mostraremos agora que ag > 0. De fato, L3 tem as pro-
priedades espectrais requeridas pelo Lema E.1, precisamos achar y tal que L3y = ¢, e
(x, ) < 0. Pelo Teorema 5.1.2 temos que v € <2Li22, —|—oo> — ¢, € H),.([0, L]) é de classe
C1, entao diferenciando (5.7) com respeito a v obtemos que x = —d%qﬁy satisfaz L3y = ¢,.

Usando o Corolério 5.1.3 temos que

L
(o) =54 [ GO ds <0

Portanto (x, ¢,) < 0, o que prova que ag > 0. Isto termina a prova da parte (a).

(b) Usando a parte (a), temos que a > 0. Suponha que o = 0. Por um argumento

similar ao estabelecido na parte (a) temos que existe f € H;er([(), L]) tal que ||f|lzz. =1e

per

(f, o) = (f, (p,0)") = 0. Entao pela teoria de Multiplicadores de Lagrange, existe A\, 6 e ¢
tais que

L3f = )\f + 0¢u + 5(¢lﬂ/}u)/-
Como (Lsf, f) =0, obtemos A = 0. Pelo fato que L3¢, = 0 tem-se

30

1—¢2

L L
0=3s /0 & (6 )V dE = — /0 (61767, de.

A ltima desigualdade implica 6 = 0, assim L3f = 6¢,. Considerando y = —%gél,, segue
que Ls(f —0x) =0, logo
0= (f - 9Xa ¢V) = _9<X7 ¢l/>
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Portanto 6 = 0. Assim existe s € R\ {0} tal que f = s¢/, o qual ¢ absurdo. Portanto a > 0,

0 que termina a prova do teorema. [

o2

Teorema 5.4.4. Sejam 1 —c* >0 ev > =z numeros fizos. Considere ¢, e 1, as ondas

dnoidal dadas pelo Teorema 5.1.2. Entao,

inf{(’£‘4f7 f) : ||f”L2 =1ce (f7 (buwu) - 0} = /6 >0

Ber
Demonstracao. Pelas propriedades espectrais de L4 é claro que L4 é um operador nao ne-
gativo, portanto # > 0. Suponha que § = 0. Entao seguindo as mesmas ideias da prova
do Teorema 5.4.3, temos que o minimo é atingido numa fun¢ao admissivel g # 0 e existe
(A, 0) € R? tal que

Lag = Ag+ 00,0,
Como (g, ¢,10,) = 0, entdo A = 0. Além disso,

L
0= (Lud,g) = 0 /0 524, de.

O que implica # = 0. Como zero ¢ um autovalor simples para L4, existe s € R\ {0} tal que

g = s¢, o que é absurdo. Este argumento finaliza a prova do teorema. O]

Nosso objetivo é estimar os termos (L3p,p) e (L4q,q), onde p e ¢ satisfazem (5.40).

Usando o Teorema 5.4.4 e a definicao de L4, temos que existe Cy > 0 tal que

(L4g.9) > CollgllF - (5.42)

per

Agora estimaremos (L3p, p). Suponha sem perda de generalidade que ||¢, |72 = 1. Escreva

PL=D—D onde P = (pa ¢1/)¢U7 entao de (540) obtemos (pLa ¢u) =0e (pLu (¢ku)/) =0.
Pelo Teorema 5.4.3 se segue que (Lsp1,p1) > Collpi|3: -

Consideremos também a normalizagao Q2(ug) = Q2(¢), i-e., |[uollzz,, = [|dullr2,, . Entao
llu(t)|z2. =1, para todo t > 0, logo —2(p, ¢,) = HSH%ZQM. Portanto

per

(Lapr,pi) = Collpiliz, = Collplzs, — Cilléllzy,, -

per

Como (L3¢, 0,) < 0, se segue que (Lng,p”) > —5’2||§||‘}LI1 . Pela desigualdade de Cauchy-
' per
Schwarz temos que (Lng, P L) > —C5]|€|3: - Portanto pela forma especifica do operador
per

L3 concluimos que

(L3p,p) = Dilpllzs,, — Dallplizy,, — Dsllpllay,, (5.43)

per per
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onde D; > 0 para j = 1,2, 3.

Agora, usando (5.41), (5.42) e (5.43) obtemos

AB(t) > di€]ly, — d2ll€|IT, — dsllgly,,

onde d; > 0, parai = 1,2,3 ¢ || |1, == ||f3. +v|fl]|3. . Por um argumento similar ao
) per per
usado na prova da estabilidade para a equacao rBO, temos que para qualquer € > 0, existe

d(e) > 0 tal que se

o = @l <8, Vo —llz, <8 e lloo—¥llz, <3,

per per

entao
po(u(t), ,)? = [EDIT, <€, (5.44)

para todo ¢ > 0. Portanto obtemos a desigualdade (5.36).

Agora, usando (5.41) e a andlise feita acima para & obtém-se

L 2¢p P +¢ 7’ L
1—c2v+ + } dr <e e / vy —n)idr < e.
/0 [\/ "t e ice < i (cy —m) dx <

Usando estas duas tultimas desigualdades, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (5.44) obte-

mos (5.36), o que prova que (¢, ¢, ¢) é estavel com respeito a pequenas perturbagdes que

2

2er ([0, L]) de . O caso geral segue da continuidade da aplicacao

preservan a norma L

2 ~
ve (Fr ) - (e



CAPITULO 6

CONCLUSOES E ESTUDOS
FUTUROS

De acordo com os resultados obtidos nesta tese, podemos concluir o seguinte:

e O estudo da estabilidade para as solugoes ondas viajantes periddicas ¢. (dadas pelo
Teorema 3.1.2) para a equacao rBO, com periodo minimal fixado L > 7 e velocidade
c> ﬁ estd completo. Neste caso, a teoria de Angulo e Natali dada em [12] é eficiente
de modo que nossa andlise espectral é suficientemente boa para aplicar o método de
Lyapunov e obter um resultado de estabilidade por por perturbagoes periddicas de

periodo L.

e A teoria de Angulo e Natali estabelecida em [12] foi estendida a um grupo de equagoes
do tipo regularizada, de modo que é possivel obter a estrutura espectral requerida para
provar estabilidade orbital de solugoes ondas viajantes periddicas, impondo algumas

condigoes sobre as solucoes.

e Nossa teoria estabelecida para equacoes regularizadas é usada para provar a estabili-

dade de ondas viajantes periddicas associadas as equacoes BBM, mBBM e 4-BBM, com

, .. 2 . pL?
periodo minimal L > 7 © velocidade ¢ > Yt

Adicionalmente, as solugoes constantes da equacao gBBM sao estdveis para periodos

onde p = 1, 2,4, respectivamente.

107
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. 2 .
fixos L > % e velocidades 1 < ¢ < pLé’;_zw, epara 0 < L < 4—’;, somente precisamos

¢ > 1. Neste caso, também a estabilidade foi provada por perturbacoes periddicas de

periodo L.

e O estudo da estabilidade das solugoes ondas viajantes periédicas do tipo dnoidal (dadas

2
2LL2
estd completa. Neste caso, a Teoria de Floquet nos fornece uma anélise espectral

pelo Teorema 5.1.2) com periodo minimal L > 0, ¢ € (—=1,1) fixoe v = —(w+§) >

satisfatéria para aplicar, novamente o método de Lyapunov e obter um resultado de

estabilidade por perturbacées periédicas de periodo L.
Para possiveis estudos futuros, podemos ressaltar os seguintes:

e Para obter nosso resultado de estabilidade para a equagao rBO, provamos um resultado
de boa colocagao local para a equagao antes mencionada em H, . como s > 1/2.

Também provamos um resultado de ma colocagao em espagos de Sobolev com indice

negativo. Portanto, nossa primeira proposta de estudo futuro é pesquisar que acontece

1

para s no intervalo [0, 5] para o problema de Cauchy associado a equagao rBO.

e No caso da equacao rBO, ainda para periodos 0 < L < 7 temos solu¢oes ondas
viajantes periddicas, mas estas sao negativas. Portanto a teoria de Angulo e Natali
[12] nao poder ser aplicada. A teoria de Floquet também nao poder ser aplicada, pois
neste caso temos um operador linear nao local. Seria interessante achar uma forma
diferente de obter as propriedades espectrais requeridas para obter algum resultado de

estabilidade ou instabilidade com estas condigoes sobre o periodo.

e Como foi mencionado no Capitulo 4, existe uma outra solugao positiva para a equagao

4-BBM dada por
V112773

\/773 - (773 - 772)8112 (Q\Q/—%; k) |

Nos propomos também num futuro estabelecer uma teoria de estabilidade para esta

¢e(§) =

solucao.

e Quando estabelecemos nosso resultado de estabilidade para o sistema de Zakharov,
impomos uma limitacao sobre a média de um dos dados iniciais para o problema de

Cauchy associado ao sistema antes mencionado. Esta limitacao depende da média de
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uma das solugoes ondas viajantes peridédicas. Portanto, uma outra proposta é continuar
investigando este problema e ver se é possivel tirar tal restricao ou mostrar que esta é

completamente necessaria.

e No caso das solucoes ondas viajantes periddicas do tipo cnoidal para o sistema de Za-
kharov, obtivemos uma andlise espectral completa para os operador lineares envolvidos
na prova da estabilidade, mas nao conseguimos provar estabilidade neste caso. Nos
propomos futuramente obter algum resultado de estabilidade ou instabilidade para este

tipo de solugoes.

e Ao estudar a estabilidade de ondas periédicas para o sistema de Zakharov, percebemos
que o resultado de estabilidade no caso continuo, estabelecido por Ya Ping em [75],

nao esta totalmente correto. Neste caso, ele considera o sistema equivalente

Uy = Va::zra
Vi = v+ |uf’ (6.1)
WUy + Upy = UV

Portanto, a solucao tipo onda viajante solitaria V(x,t) = ¢.(x — ct) é dada por

(&) = ¢V —4w — ® tanh <#§> .

Observe que esta solugao nao estd em nenhum espago de Sobolev H*(R) onde Ya ping
prova a estabilidade. E claro que ele pode provar estabilidade em outro espaco, por
exemplo num espaco tipo Zhidkov, mas primeiramente um resultado de boa colocagao
nesse espago deve ser estabelecido, resultado nao conhecido até agora na literatura.
Além disso, o resultado de boa colocacao que ele faz referéncia em seu artigo jamais
foi publicado. Portanto, nos propomos melhorar o trabalho de Ya Ping num futuro e

obter um resultado de estabilidade no caso continuo usando o método de Lyapunov.
e O sistema de Zakharov pode ser generalizado para o seguinte sistema

Uy + Uy + |ulPu + Blul|fu = uv

el »
Uit — Ugg = (’U;’ )acam

onde u = u(z,t) € C, v = v(x,t) € R, z,t € Re a,0,p,q > 0 sdo constantes

positivas. Note que se a = § = 0, obtemos o sistema de Zakharov. O sistema (6.2)
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jé foi estudado por Guo em [39] e Yang em [76], onde um resultado de boa colocagao
global e de estabilidade, respectivamente, foram obtidos. O resultado de Yang somente
foi estabelecido para os valores p = 2 e ¢ = 4. Nos propomos num futuro melhorar o
problema de boa colocacao periddico do sistema antes mencionado e obter um resultado

de estabilidade para solugoes ondas periddicas para (6.2).

e Todos os resultados de estabilidade obtidos nesta tese foram estabelecidos por per-
turbacoes peridédicas de periodo igual do que as ondas estudadas, assim uma outra
proposta é continuar investigando a estabilidade/instabilidade nao linear de todas es-
tas solucoes por perturbagoes periddicas de periodo nL, n = 1,2,3.... Um tal estudo
talvez possa ser feito usando a teoria recentemente estabelecida por Deconinck e Ka-
pitula em [31], onde foi estudado a estabilidade espectral e orbital de ondas periédicas
para o sistema

u, =JIE(w), w(0) =uy
num espaco de Hilbert X, com J : X — X um operador anti-simétrico e € : X — R
um funcional de classe C2. Neste trabalho ([31]), eles permitem que o operador J seja
singular, mas assumem que J| ker(s)- tem uma inversa limitada. Com hip6teses mais
gerais os autores provam que a estabilidade linear das ondas implica a estabilidade
orbital (ndo linear) assumindo que nao existem autovalores imagindrios puros com
assinatura de Krein negativa. Como aplicacao desta teoria, eles provam a estabilidade
nao linear de solucgoes tipo ondas cnoidal associadas a equacao KdV por perturbacgoes

periddicas tais que o periodo delas é um multiplo inteiro do periodo da onda cnoidal.

e Também estamos interessados em aplicar as mesmas ideias desenvolvidas nesta tese a
outro tipo de equacoes regularizadas que aparecem na fisica matematica. Dentro das

quais queremos ressaltar a seguinte
U — Ugy + f(u)mt — Uggztt = Oa (63)

onde f é uma funcao C, e estd relacionada aos efeitos nao lineares que sofrem as ondas
que estao sendo modeladas. A equacdo (6.3) é uma versao geral da equagao simétrica
regularizada de ondas-longas, isto é f(u) = “72, a qual tém varias aplicacoes em actstica
e eletronica. Um resultado de estabilidade e instabilidade foi obtido para a equagao
(6.3), no caso continuo, por Chen em [29]. Estos resultados de estabilidade ou instabil-

idade, ¢ claro dependem do tipo de nao linearidade que se esta considerando. Nenhum
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resultado de boa colocagao nem de estabilidade/instabilidade no caso periédico é co-

nhecido até agora para esta equagao.



CAPITULO 7

APENDICE

7.1 Apéndice A

Estabeleceremos algumas propriedades bésicas das integrais elipticas Jacobianas, para maiores

detalhes veja [27]. A integral eliptica do primeiro tipo é definida por

Yy dt ®
/0 VA1 ke /0 T reans | oh)

onde y = senp e k € (0,1). A integral eliptica do sequndo tipo é definida por

1 — k22
1—12

%)
dt = / V1 — k2sen?0 df = E(p, k)
0

O numero k é chamado de médulo eliptico. O numero &' = v/1 — k? é chamado de médulo
eliptico complementar. O parametro ¢ é chamado o argumento das integrais elipticas. E

usualmente entendido que 0 < y < 1 ou ainda que 0 < y < 7. Para y = 1, as integrais

acima sao ditas ser completas. Neste caso, escrevemos,

F(r/2,k)=K(k)=K

/1 dt B / d B
o /(1 —2)(1— k22 0 V1—k2sin’6

1 — k2t2
1—¢2

dt = / VI~ k%sen?d df = E(r/2,k) = B(k) = E
0

113
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Claramente temos que K(0) = E(0) = 7, enquanto que E(1) = 1 e K(1) = 4o00. Para

ko€ (0,1), temos L > 0, LK >~ o & < o LL < e B(k) < K(k). Além disso,

E(k) + K(k) e E(k)K(k) sao fungoes estritamente crescentes de k € (0,1). As integrais

elipticas completas K e F satisfazem as seguintes equacoes diferenciais hipergeométricas

*K dK
kE™ 1 —3k%)— — kK =
dk? + (1= 3k dk 0
d*FE dE
kE?—— + k*— + kE =
aiz TR gy TRE=D
e suas derivadas sao dadas pelas relagoes
dK _ E— k2K
dk — kk?
dE  E—-K
dk — k

As fungoes Jacobianas elipticas serao definidas como segue. Considere a integral eliptica,

[ st e
uly k) = V(1= t2 — k2t?) 0o V1— k?sen?f i

que ¢ uma fungao estritamente crescente na variavel y;. Sua inversa ¢é escrita como sendo

y1 = senp = sn(u, k), onde ¢ = am(u; k). A fungao sn(u; k) é chamada senoidal e a fungao
am(u; k) é chamada a fun¢ao amplitude de u. Podemos escrever ainda, y; = snu quando
nao é necessario enfatizar o médulo k. As outras duas fungoes elipticas basicas, as fungoes

cnoidal e dnoidal, sao definidas em termos de sn por,

en(u; k) = /11—y = /1 —sn?(u; k)

dn(u; k) = /1 — k2y? = \/1 — k2sn2(u; k)

Notemos que estas fungoes sao normalizadas fazendo-se uso de sn(0;k) = 0, en(0;k) =1 e
dn(0; k) = 1. As fungoes cn(-; k) e dn(-, k) sdo pares enquanto sn(+; k) é impar. Estas fungoes

sao periddicas com respectivos periodos minimais dados por 4K, 2K e 4K, ou seja,
sn(u+4K;k) =sn(u; k), en(u+4K;k) = cen(u; k), dn(u+ 2K;k) = dn(u; k)
Além disso, temos as relagoes,

sn’u + en’u = 1, k%snu+ dnu =1, K%sn’u + en’u = dn’u,
—1<sn(u; k) <1, =1 <cn(u; k) <1, K <dn(u; k) <1,
sn(u+ 2K;k) = —sn(u; k), en(u+ 2K;k) = —en(u; k),
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ocorrem para todo k € (0,1) e u € R. Alguns valores especificos sao dados abaixo
sn(0) =0, cn(0) =1, sn(K) =1, en(K) =0,

Para os valores especificos de k = 0,1 temos
sn(u;0) = senu, cn(u;0) = cosu, dn(u,0) =1,

sn(u; 1) = tanhu, cn(u; 1) = sechu, dn(u, 1) = sechu.

Finalmente, tem-se as férmulas para as derivadas,

%(snu) = cnu dnu, %(cnu) = —snu dnu, %(dnu) = —k*cnu snu.

7.2 Apéndice B

Neste Apéndice serao apresentadas as principais propriedades do operador de Schrodinger

H = —wJFCJ(LC) (71)

onde ¢(z) € R é suave e tem periodo minimal L > 0. Estamos interessados no espectro do

2

2 ([0, L]). Considere a equagao diferencial ordindria

operador H no espaco L
Hv =M, MeR (7.2)

Todas as solugoes periddicas de (7.2) podem ser caracterizadas da seguinte forma: Sejam
d1(z, N) e oz, N) as solugdes de (7.2) satisfazendo

¢1(0a)‘) =1, ¢/1(07>‘) =0, ¢2(07)‘) =0, qﬁ/Q(Oa)‘) =1,
respectivamente, e defina

A prova do seguinte Teorema, conhecido como Teorema de Floquet, pode ser encontrado em
[32]:

Teorema 7.2.1. Nas condi¢oes acima tem-se
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(i) Se D > 2. Ezistem duas solugoes linearmente independentes do tipo

V1(z) = ™ pi(z), Vo) = e " pa(z),
onde m € R\ {0} e pr, k=1,2, sdo periddicas de periodo L.
(ii) Se D < —2. Andlogo ao caso (i) com m substituido por m + 7.

(iii) Se —2 < D < 2. Ezistem v € R com 0 < aL <7 ou (—7 < aL < 0) e duas solugoes

linearmente independentes da forma
Pi(x) = e“Tpi(x),  a(x) = e py(x),
onde py e py sao periodicas de periodo L.
(iv) Se D = 2. Existem duas solugoes linearmente independentes do tipo
Ui(@) =pi(x),  P2(x) = pa(x)

ou do tipo
n(z) =pi(x),  a(z) = zpi(z) + pa(),

onde p1 e py sao periodicas de periodo L.
(v) Se D = —2. Existem duas solugdes linearmente independentes do tipo
Yi(z) = 6%%1(90) = Py(z), Ua(z) = G%Ipz(l’) = P(7)

ou do tipo
Vi) = Pi(x),  tolz) = aPi(z) + Po(w),

onde p1 e py sao periodicas de periodo L.

Note que no caso (v) as fungoes P; e P, sao semi-periddicas com semi-periodo L, ou seja,
satisfazem Py(z + L) = —Py(z), k= 1,2.

Observacgao 7.2.2. Nos casos (iii) - (v) sempre existe uma solug¢ao do tipo

v(z) = e*p(x)

onde o € (—%, %} e p € periddica de periodo L. Além disso, nestes casos e somente nestes

casos, o problema (7.2) possui uma solu¢ao limitada.
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A seguir, enunciamos um corolario o qual sera usado na analise espectral para as solugoes

ondas cnoidal associadas ao sistema de Zakharov. A prova pode ser encontrada em [32].

Corolario 7.2.3. Uma solug¢ao nao trivial de (7.2) que tem periodo 2L também tem periodo

L ou semi-periodo L.

No que segue, denotaremos por o(H) o espectro de H em L2 ([0, L]).

per

Consideremos o problema de autovalores periddico

Hu = \u

(7.3)
w(0) = u(L), v (0) =/ (L).

2

Dessa forma, determinar o espectro de H em L.,

([0, L]) equivale a encontrar os valores de
A para os quais o problema (7.3) possui uma solugao nao trivial. Pela teoria dos operadores
compactos simétricos segue que o(H) é constituido por uma sequéncia de autovalores {\, } nen
satisfazendo \g < i < Ay < ..., onde autovalores duplos sdo enumerados duas vezes e
A, — o0 quando n — oo. Denotaremos por Yy, a autofuncao associada a A,. O problema

(7.3) estd relacionado com o problema de autovalores semi-periddico

Hu = pu

(7.4)
uw(0) = —u(L), u'(0) = —u/(L).

Os autovalores de (7.4) podem ser enumerados numa sequéncia {ji, }neny com pg < gy <

fo < ..., e, — oo quando n — oco. Novamente autovalores duplos sao enumerados duas

vezes. Denotaremos por 7, a autofungao associada a .

A equagao (7.2) possui uma solugao de periodo L se, e somente se, A = \,, n =0, 1,2...
e possui uma solucao de periodo 2L se, e somente se, A = A\, ou A = u,, n = 0,1,2.... Se
todas as solugbes de (7.2) sao limitadas dizemos que (7.2) é estdvel. Se (7.2) possui pelo
menos uma soluc¢ao nao trivial limitada, dizemos que (7.2) é condicionalmente estdvel. Caso
contrério, dizemos que a equagao (7.2) é instdvel. Além disso, o Teorema de Oscilagao (veja

Teorema 2.1 em [51]) nos diz que os autovalores A, e p, satisfazem a relacao:
Ao <po S pr <A S A <pp Spug < A3 < A<

Os intervalos (Ao, o), (f41, A1), ... sdo chamados intervalos de estabilidade, posto que todas as

solugoes de (7.2) sao limitadas se A € (Ao, f10) U (g1, A1) U.... Os intervalos [Ao, o], [A1, 1], -,



SECAO 7.2 ¢ Apéndice B 118

sao chamados de intervalos de estabilidade condicional, posto que (7.2) possiu pelo menos
uma soluc@o nao trivial limitada se A € [\, po] U [pe1, 1] U ... e, finalmente os intervalos
(—00, Ao), (o, p11), (A1, A2), ... sao chamados intervalos de instabilidade posto que todas as
solugoes de (7.2) sao ilimitadas se A € (—o0, A\g) U (o, pt1) U (A1, A2) U ..., sendo que alguns
destes intervalos sao omitidos sempre que temos um autovalor duplo. Note que o intervalo

de instabilidade (—o0, A\g) sempre aparece na sequéncia acima.
Agora temos a caracterizagao do niimero de zeros das autofungoes x,, e 7, associadas aos
problemas de autovalores (7.3) e (7.4), a saber,
(1) xo nao tem zeros em [0, L],
(i1) X2n+1 € X2nt2 tem exatamente 2n + 2 zeros em [0, L),
(iil) 72, € Mons1 tem exatamente 2n + 1 zeros em [0, L).

Exemplo 7.2.4. (A Equagao de Lamé) Consideremos a equacao de Lamé.
Y+ [N —m(m + 1)k*sn?(z; k)]y = 0, (7.5)

onde m € um parametro real, sn denota a funcao eliptica Jacobiana denominada senoidal e
k* é o mddulo eliptico (veja Apéndice A). Entdo a equagio (7.5) possui solugées de periodo
2K ou 4K se, e somente se, m € um inteiro. Se |l € definido por | = m se m é um inteiro
ndo negativo e por | = —m — 1 se m é um inteiro negativo, entao a equagao de Lamé (7.5)
terd mo mdzimo | + 1 intervalos de instabilidade (incluindo o intervalo (—oo, \g)). Mais
ainda, se m € um inteiro nao negativo entao (7.5) possui exatamente m + 1 intervalos de
instabilidade (veja [51]).
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