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Resumo

Muitos métodos de estimacao tém sido desenvolvidos para estimar o Valor
em Risco (VaR) de um portfélio. Uma das maiores dificuldades na estimacao
do VaR ¢ conseguir modelar a dependéncia temporal e contemporanea dos
ativos. A teoria de acoplamentos, que é uma ferramenta muito importante
para modelar a distribuicao conjunta multivariada, pode ser 1til nessa tare-
fa. Por outro lado, o VaR estd mais ligado a ocorréncia de eventos extremos
no mercado financeiro e, desta forma, os retornos podem ser analisados sob
o ponto de vista da Teoria de Valores Extremos. O objetivo deste trabal-
ho é apresentar um método de aplicacao de acoplamentos para estimar o
VaR num portfélio. O modelo utilizado foi o ARMA(pl, ¢;)+GARCH(ps, ¢2)
para modelar as séries de retornos individuais. As inovagoes dos mode-
los marginais foram modeladas através da classe de acoplamentos de val-
ores extremos utilizando-se distribuicoes marginais empiricas e distribuicoes
marginais GPD (Distribuicdo Generalizada de Pareto).

Essa metodologia foi aplicada a um portfélio com duas séries financeiras.
Para essa aplicacao foram utilizados dados diarios do IBOVESPA, indice da
Bolsa de Valores de Sao Paulo, e dados diarios do MERVAL, indice da Bolsa
de Valores da Argentina no periodo de 04/03/1997 a4 07/11/2000 totalizando
900 observacoes.



Abstract

Many methods of estimation has been developed for estimating the Value
at Risk (VaR) of a portfolio. An of great dificult at estimation of VaR is
become modelling the temporal and contemporanea dependence of assets.
The copula theory, that is a tool very important for modelling the joint
multivariate distribution, can be useful in this work. On the other hand, the
VaR is more linked in the ocurrency of extremes events at financial market
and, so, the returns can be analyseds under the view point of the Extreme
Value Theory. The aim of this work is to present a method of estimation
of copulas functions for estimating the VaR at portfolio. The model used
was the ARMA (p1, ¢1)+GARCH(py, ¢2) for modelling the series of individual
returns. The innovations of the marginal models were modelled through
class of copulas extreme value with empirical and GPD (Generalized Pareto
Distribution) marginals distributions.

This methodology were applied to portfolio with two financial series. For
this application were used daily data of the IBOVESPA, Sao Paulo Stock
Exchange Index,and daily data of the MERVAL, Argentina Stock Exchange
Index at period 03/04/1997 to 11/07/2000 totaling 900 observations.
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Introducao

Uma das principais preocupacoes no mercado financeiro é medir a exposicao
ao risco. Essa preocupacao aumentou com a ocorréncia de grandes perdas,
tais como, Orange County, Proctor and Gamble, NatWest, Barings, Daiwa
Bank e Long Term Capital Management. Devido a esses problemas surgiu a
necessidade de se encontrar medidas de risco adequadas. A medida de risco
mais utilizada atualmente é a metodologia Valor em Risco, mais conhecida
como VaR (Value at Risk). Genericamente falando, VaR é a perda méxima
esperada de uma carteira de investimentos, em um certo periodo de tempo,

com um nivel de significancia especificado.

A administracao de riscos financeiros envolve modelagem usando dis-
tribuicoes com caudas pesadas, com mudancas de regime, com interdependén-
cias complexas, fazendo com que seja necessario o uso de metodologias mais

sofisticadas baseadas em suposicoes mais realistas.

As carteiras sao constituidas por uma combinacao linear de ativos. Con-
siderando sua composicao atual fixa ao longo do tempo poderia ser apli-
cada a teoria de valores extremos (TVE) univariada a série dos precos da
carteira. Em Souza e Silva(1999) essa metodologia é aplicada e comparada a

duas séries financeiras: retornos de C-Bond e retornos de Telebrds. Em Pin-



to e Valls Pereira(2002) é verificado a adequagao do ajuste as distribuigoes
de probabilidades dos retornos financeiros, seguindo um procedimento semi-

paramétrico baseado em duplo-bootstraping.

Entretanto, em um portfélio cuja composicao varia ao longo do tempo,
surge a necessidade de se trabalhar com modelos multivariados. Poucos tra-
balhos foram desenvolvidos para a teoria de valores extremos multivariada,
pois nao existe uma noc¢ao padrao de ordem, e conseqiientemente, nao existe
uma no¢ao padrao de extremos. Em Embrechts e Huang(1999) é apresen-
tado uma modelagem das caudas no caso bi-variado. Em Gonzdalez-Lopes
e Tanaka(2003) é apresentado uma modelagem de dados bi-variados através
de acoplamentos arquimedianos generalizados onde as distribui¢coes marginais
sao escolhidas entre a empirica, gaussiana, GEV(Distribuigao Generalizada
de Valores Extremos) ou GPD(Distribui¢ao Generalizada de Pareto). Em
Bouyé at al(2000) é aplicado, no caso-bivariado, acoplamentos de valores ex-
tremos no banco de dados LME (London Metal Exchange). Em Patton(2001)
o teorema de Sklar nao condicional é extendido para o caso condicional e é
feito uma aplicacao para modelar a distribuicao conjunta variando no tempo

com dados do délar americano e o yen.

Nesse trabalho, é proposto um método de aplicacao de acoplamentos para
estimar o VaR num portfélio com dois ativos. O modelo utilizado foi o
ARMA (p1, ¢1)+GARCH(p2, ¢2) para modelar as séries de retornos individu-
ais. As inovacoes dos modelos marginais foram modeladas através da classe

de acoplamentos de valores extremos utilizando-se distribuicoes marginais



empiricas e distribui¢goes marginais GPD.

O trabalho estd dividido da seguinte forma: no capitulo I, é apresentado
uma revisao sobre os pricipais conceitos e propriedades dos acoplamentos;
no capitulo II, é apresentado os métodos de estimacao dos acoplamentos
e distribuicoes marginais; no capitulo III, é apresentado o modelo e uma
aplicacao dessa metodologia para dados reais do IBOVESPA e MERVAL; e

o apéndice apresenta uma revisao tedrica sobre a teoria de valores extremos.



Capitulo 1

Acoplamentos

A principal dificuldade da teoria de valores extremos multivariada classica,
estd na falta de um caminho eficiente para descrever estruturas de dependén-
cia multivariada, ou seja, as dependéncias entre as componentes de um vetor
aleatorio. O objetivo desse capitulo sera procurar uma maneira para descr-
ever a estrutura de dependéncia existente entre as distribuicoes marginais
das componentes de um vetor aleatorio.

Um bom caminho para atingir esse objetivo serd dado pelo conceito de

acoplamentos, que serd introduzido na proxima secao.

1.1 Acoplamentos Nao-Condicionais

Nelsen(1998) é um bom livro introdutério sobre acoplamentos, onde sao ap-
resentadas suas principais propriedades e algumas aplicacoes. De acordo com
Nelsen, acoplamentos podem ser vistos sob dois pontos de vista: ”sob um
ponto de vista, acoplamentos sao fungoes que juntam ou ”acoplam”funcoes

distribuicoes conjuntas a suas funcoes distribui¢oes marginais. Alternativa-
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mente, acomplamentos sao fungoes distribui¢oes multivariadas, cujas margi-

nais unidimensionais sdo distribuigoes uniformes no intervalo (0,1)”.

1.1.1 Definicoes e Propriedades

Nesta secao serao dadas algumas definicoes e propriedades para uma boa

compreensao do estudo de acoplamentos.

Definicao 1.1.1. Um acoplamento de dimensao d é uma funcao de dis-
tribuigao de um vetor aleatério em R com marginais uniformes (0,1). Ou
seja, uma fungao acoplamento C' é qualquer funcao C : [0,1]¢ — [0, 1] que
satisfaca as seguintes propriedades:

(i) C(uy,...,uq) é crescente em cada componente;
(i) C(1,...,Lu,1,...,1) =u;, Vi € {1, ...,d},u; € [0,1]; e

(iii) Para todo (ay,...,aq), (b1, ..., bg) € [0,1]? com a; < b; tem-se que:
Zl?l v -Zfd(—l)i”'““dC(uul, ...,Udid) Z 0, onde Uj1 = aj € Ujo = b]'

para todo 5 € {1,...,d}.

A funcao de acoplamento também é chamada simplesmente de acopla-
mento. Da defini¢do tem-se que se u = F(z) e v = G(y), onde F e G sao
fungoes de distribuigoes (marginais) das varidveis aleatérias X e Y, respec-
tivamente, entdo C'(F(z),G(y)) é uma fungao de distribui¢ao conjunta das
variaveis aleatérias X e Y. Isso é dado formalmente pelo teorema de Sklar

que é o teorema fundamental desse capitulo.

Teorema 1.1.1. (Sklar)
Seja H uma funcao de distribuicdo d-dimensional com marginais Fi, ..., Fy.

Entao existe um acoplamento C' de modo que para todo X € R’ onde R =
R U {00},

H(zy,...,xq) = C(Fi(x1), ..., Fa(zq)).



Se Fi,..., F; sao todas continuas, entao C € unico. Reciprocamente, para
um acoplamento C' e marginais continuas Fi, ..., Fy a funcao H definida em
(1.1.1) € uma funcao de distribuigao com marginais Fi, ..., Fy.

Assim, conforme visto no teorema anterior, se todas as marginais forem
continuas o acoplamento C' serd tnico.

Como todas as marginais de qualquer distribuicao de valor extremo mul-
tivariada sao continuas, serao considerados vetores aleatérios com marginais
continuas.

Esse teorema mostra duas formas de se utilizar fungoes acoplamentos.
Nas aplicagoes em financas, em geral, ele é utilizado para encontrar a dis-
tribuicao multivariada a partir das marginais, que devem reproduzir os fatos
estilizados e a estrutura de dependéncia entre as variaveis. Nesse sentido, o
problema de modelagem segue dois passos importantes:

e identificacao e estimacao das marginais; e

e escolha adequada da funcao acoplamento de forma a representar de
maneira conveniente a estrutura de dependéncia entre as variaveis.

A seguir, sao apresentados alguns exemplos de acoplamentos.

Exemplo 1.1.2. (Acoplamento independente ou acoplamento produto):
CH(u,y oy ug) = [T, us.

Exemplo 1.1.3. Considere a distribuicao logistica bivariada de Gumbel dada
por F(z1,m9) = (1+e “ +e "2)"1. As marginais correspondentes sio dadas
por: Fi(zy) = (1 +e )7 e Fy(xo) = (1 +e722)~. Com essas informagoes
pode-se encontrar a funcao acoplamento correspondente da sequinte forma:

Clur,u) = F(FT (wn), Fy ' (u2)) = it

ultu2—uUiu2



Exemplo 1.1.4. (Acoplamento Gaussiano)
O acoplamento normal ou gaussiano é dado da sequinte forma:

d(z) po! —(s%—2pst+1?
Cla,y) = [7, 7 [0 smms exp{ e s,

— 00 — 00

onde =1 < p<1le® éa funcio de distribuicao normal padrdao univariada.

1.1.2 Medidas de Dependéncia

Sendo a distribuicao conjunta definida através da distribuicao das marginais
e da estrutura de dependéncia, é de fundamental importancia o conhecimento
da dependéncia. A medida cldssica de correlacao linear é adequada apenas
para distribuicoes elipticas que, geralmente, nao é o caso dos dados em fi-
nancas. Antes de apresentar algumas medidas de dependéncia é necessério
ter uma nocao de dependéncia perfeita entre duas variaveis. Para isso, é
necessario compreender o que significa um acoplamento ser menor que outro.

Definicao 1.1.2. Diz-se que um acoplamento C; é menor que um acopla-
mento (5, e escreve-se C < Uy, se:

\V/(Ul, ...,Ud) S Rdaol(ula ...,Ud) S CZ(U’la ...,Ud).

Como acoplamentos sao funcgoes de distribuicao multivariadas, pode-se

aplicar os limites de Fréchet e mostrar que:
C-<C=<C*
onde:

C™(Uty ooy Ujy oy Ug) = max(zgl:l u;+1—4d,0)

CH(uy, ooy U, ooy ug) = mMin(uy, ..., Uy, ..., Ugq)

7



Pode-se mostrar que para d = 2, C~ e C'" sao acoplamentos, enquanto
que, para d > 2 somente C" é um acoplamento. Mais precisamente, C~ ¢é a
fungao de distribui¢ao do vetor aleatério (U,1 — U) e C'" do vetor aleatério
(U,U), onde U ~ U(0,1).

A distribuigao de (U,1 — U) tem toda a sua massa sobre a diagonal en-
tre (0,1) e (1,0), e a distribuicao de (U,U) tem toda a sua massa sobre a
diagonal entre (0,0) e (1,1). Dessa maneira, pode-se dizer que C~ e C*
descrevem dependéncia perfeita positiva e dependéncia perfeita negativa, re-
spectivamente. Para d = 2, C~ é chamado de acoplamento limitante inferior
de Fréchet ou acoplamento ”anti-monotonico”, enquanto que para d > 2,
C* é chamado de acoplamento limitante superior de Fréchet ou acoplamento
”co-monotonico”.

A definicao acima de dependéncia perfeita implica que esse tipo de de-
pendéncia é uma propriedade do acoplamento, isto é, nao é influenciada
pelas marginais. Assim, se for considerado um vetor aleatério (X,Y") ten-
do acoplamento C~ ou C*, é suficiente dizer que X e Y sao perfeitamente
dependentes.

Agora, serd dado um resultado que mostra que as funcoes acoplamentos

sao invariantes em relacao a transformacoes continuas crescentes.

Proposicao 1.1.5. Seja (X1, ..., X4) um vetor aleatério com acoplamento C
e sejam Ty, ..., Ty fungoes estritamente crescentes. Entao, (T1(X1), ..., Tu(Xa))
também tem acoplamento C.

A dependéncia entre varidaveis aleatérias é caracterizada inteiramente pelo

acoplamento da correspondente distribuicao multivariada. Entretanto, para



possibilitar o uso dessa informacao na identificacao da funcao de acopla-
mento adequada, deve-se ter uma forma mais adequada de caracterizar essa
dependeéncia, se possivel, através de um indice. Dado a invariancia do acopla-
mento a transformacoes das variaveis aleatérias através de funcoes monotonas
crescentes é natural procurar uma medida que também seja invariante a esse
tipo de transformacoes. Essa propriedade de invariancia estd intimamente

ligada ao conceito de concordancia.

Definicao 1.1.3. Uma medida numérica k de associacao entre duas variaveis
aleatdrias continuas X; e Xy cujo acoplamento seja C, denotada por kx, x,
ou por ko é uma medida de concordancia se satisfaz as seguintes pro-
priedades:

1. k é definida para todo par X, X, de varidveis aleatérias continuas;

2. —1=kx_x <kc<kxx=1

3. le,Xz = IfX2,X1;

4. Se X; e X, sao independentes, entao kx, x, = kcr = 0;

5. k_x,x» = kx,—xo = —kx, x»;

6. Se C < Oy, entao ke, < ke,; e

7. Se {(X1,;; X2,;)} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias continuas com

acoplamentos Cj, e se {C;} — C entdo k¢, — k.

Algumas medidas de concordancia que satisfazem a propriedade de in-

variancia sao apresentadas no exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.6. Algumas medidas de concordancia:
tau de Kendall: 7 =4 [ [ C(uy, u2)dC(uy, uz) — 1
rho de Spearman: p =12 [ [ ujuedC(uy, us) — 3
indice Gini: v =2 [ [(Jug +uz — 1| = Jug — ua])dC(uq, us)

9



Alguns acoplamentos nao cobrem o intervalo [-1,1] de valores possiveis
para as medidas de concordancia. Por exemplo, os acoplamentos de Gumbel,
Gumbel A e Galambos, que serao apresentados mais adiante, nao permitem
dependéncia negativa.

Definigao 1.1.4. Uma medida numérica ¢ de associacao entre duas variaveis
aleatérias continuas X e X, cujo acoplamento seja C', denotada por dx, x, ou
por ¢ ¢ uma medida de dependéncia se satisfaz as seguintes propriedades:

1. ¢ é definida para todo par X, X, de variaveis aleatorias continuas;
2. 0=9001 < ¢ <o+ =1,

3. 0x,.X, = 0X,,X15

4. dx, x, = 0cL = 0 se, e somente se, X; e X, sao independentes;

5. 0x,,x, = 0c+ = 1 se, e somente se, cada uma de X; e Xy é quase-
certamente uma funcao estritamente monétona da outra;

6. Se T e T5 sao quase-certamente funcgoes estritamente mondtonas sobre
Im(Xy) e Im(X,), respectivamente, entao: oy (x,),7(xs) = Ox;,x,} ©

7. Se {(X1,;; X2,;)} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias continuas com

acoplamentos Cj, e se {C;} — C entdo d¢, — d¢.

Seguem dois exemplos de medidas de dependéncia:

Exemplo 1.1.7. 0 = 12 [ [ |C(uy, uz) — C*(u1, uz)|dusdus
@2 =90 f f |C(U1, UQ) — CJ'(Ul, U2)|2dU1dU2

No estudo de acoplamentos é bom ter atengao as seguintes caracteristicas

encontradas nas séries financeiras:

1. Dependéncia é normalmente maior nas caudas do que nos valores cen-

trais da distribuicao;
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2. Dependencia ¢ assimétrica para valores positivos e negativos;

3. Dependencia pode modificar ao longo do tempo, inclusive com quebras

estruturais; e

4. Valores aberrantes podem ocorrer com certa freqiiéncia.

Sabe-se que para calcular o VaR ha interesse no comportamento nas cau-
das das distribuicoes. Assim, é natural que se procure analisar a dependéncia
nesta regiao. Uma medida de dependéncia nas caudas entre duas varidveis
aleatorias X e Y pode ser dada por:

Definicao 1.1.5. Se uma funcao de acoplamento bivariada C' é tal que

C(u,u)

i = ) existe,
—U

hmu%l

entdo C' tem dependéncia na cauda superior para A € (0,1] e nao tem de-
pendéncia na cauda superior quando A = 0.

Observacdo 1.1.1. C é a funcdo de sobrevivéncia conjunta que é da forma:

C(uy,ug) =1 —uy — ug + C(uy, uz).

A medida A pode ser vista como a probabilidade de uma variavel ser
extrema dado que a outra também é extrema, ou seja:

Au) = P(Uy > u|Uy > u) = S

1.2 Acoplamentos Condicionais

Nessa secao serao apresentados o conceito de acoplamentos condicionais e
o teorema de Sklar para o caso condicional, permitindo utilizar a teoria de

acoplamentos para modelar distribuicoes condicionais.
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Definicao 1.2.1. Um acoplamento bi-variado, condicionado a um conjunto
de informacoes F, é uma fungao C : [0,1] x [0,1] — [0, 1] com as seguintes
propriedades:

(i) C(u,0|F) = C(0,v|F) =0,e C(u,1|F) =ue C(l,v|F) = v, Yu,v €
[0,1]

(i) C(uz,v2lF) — Clur, v2|F) — Clug, v1|F) + C(uy,v1|F) > 0 para todo
uy, ug, v1,v9 € [0,1], de modo que u; > uy e vy > vy.

A primeira condicao da definicao 1.2.1 mostra o limite inferior da dis-
tribuigao, e assegura que as distribui¢oes marginais, C'(u, 1|F) e C(1,v|F),
sao uniformes. A segunda condicao assegura que a probabilidade de um
ponto observado na regido [uy, ug] X [v1, vs] é ndo-negativa.

Alternativamente, a partir dessas condicoes, pode-se definir acoplamento
condicional como uma funcao de distribuicao condicional bi-variada de um
par de vetores aleatérios (U, V') cujas distribui¢des marginais sao uniformes
(0,1). Com essa defini¢do torna-se mais intuitivo quando considera-se a tran-
formagao integral de probabilidade, ou seja, a variavel aleatéria Uy = F(Xy|F)
é a transformada integral de probabilidade de X;, e é conhecida ter dis-
tribui¢do uniforme (0,1).

Uma extensao do resultado chave da teoria de acoplamentos é o teorema

de Sklar para distribuicoes condicionais.

Teorema 1.2.1. Seja H uma funcao distribuicao condicional bi-variada com
marginais continuas F' e G, e considere F algum conjunto de informagaes.
Entdo existe um unico acoplamento condicional C : [0,1] x [0,1] — [0,1] de
modo que

H(z,y|F) = C(F(z|F),GylF)|F), Yo,y €R
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Reciprocamente, se C' é um acoplamento condicional e F e G sdo as
funcoes distribui¢oes condicionais de duas varidveis aleatorias X e Y, entao
a funcaio H definida acima é uma funcdo de distribuicao condicional bi-
variada com marginais F' e G.

Uma conseqiiéncia do teorema 1.2.1 garante que é possivel construir um
acoplamento condicional a partir de qualquer funcao de distribuicao condi-
cional bi-variada, mas primeiro é necessaria a definicao de quasi-inversa de

uma fungao.

Definigdo 1.2.2. A quasi-inversa, F(*Y, de uma funcao de distribuicio F é
definida como:

FY(u) = inf{x : F(z) > u},u € [0,1].

Observagao 1.2.1. Se F' é uma funcao estritamente crescente entao a definicao
1.2.2 fornece a funcao inversa usual de F'.

Corolario 1.2.2. Seja H uma funcao de distribui¢cao condicional bi-variada
com distribuicoes marginais continuas, F e G, e sejam FCY e GOV as
funcoes quasi-inversas das distribuicoes marginais. Considere - um conjunto
de informagoes. Entao eriste uma inico acoplamento condicional C' : [0, 1] X
[0,1] — [0,1] de tal maneira que:

C(u,v|F) = H(FEY (u|F), GEV(|F)|F),Yu,v € [0,1]

Esse corolario completa a idéia que uma funcao de distribuicao bi-variada
pode ser decomposta em trés partes: dadas quaisquer duas distribuicoes
marginais e qualquer acoplamento tem-se uma funcao de distribuicao conjun-
ta, e vindo de uma dada distribuicao conjunta pode-se extrair as distribuicoes

marginais e um acoplamento.
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1.3 Acoplamentos de Valores Extremos

Nesta secao serd dada uma versao multivariada do teorema de Fisher-Tippet
bem como definicao, propriedades e alguns exemplos de acoplamentos de
valores extremos. Serao apresentados, também, os acoplamentos de Gumbel
e Gumbel A que serao utilizados nesse trabalho.

Sabe-se que se H é uma distribuicao de valor extremo, entao suas mar-
ginais pertencem a familia GEV (Distribui¢do Generalizada de Valores Ex-
tremos), ou seja, H; é do tipo Hy, para algum &;, ¢ = 1,...,d. Ainda mais,
como H tem marginais continuas entao tera um tnico acoplamento Cy. Para
uma revisao sobre definicoes e outros aspectos teéricos da teoria de valores

extremos, ver Apéndice.

Teorema 1.3.1. (Fisher-Tippet multivariado)
Suponha F = (Fi,...,F,) € MDA(H) (Dominio de atragio do mdzimo de
H) e H(x) = Cy(Hy (1), ..., Hi(xq)). Entao:

(i) As marginais H;, i = 1,...,d de H sao do tipo He,, para algum & € R
e F; € MDA(H;); e

(ii) Co(u') = Ck(u), para todo t > 0.

Agora, suponha que o acoplamento C' satisfaca C'(u*) = C*(u) para todo

t > 0. Tome F; € MDA(H;),i=1,...,d e defina
F(X) = C(Fl(xl)v ey Fd(l‘d))a €
H(x) = C(Hi(z1), ..., Ha(za))-

Considere um vetor aleatério X ~ F' e defina o bloco de méaximos M,,.

Sabe-se que para k = 1,...,d existem nimeros a, > 0 e by, tais que

14



F{(agn® + b ) — Hi(z), quando n — oo.

Sejam a, = (a1, ..., @Gapn) € by = (b1, ..., ban). Observe que:

PM, <a,rz+b,| =F"(a,x+b,) = C"(Fi(a1,x1 +b1 ), ..., Fa(agnra+
ban)) = C(FT (a1 nx1 + b10)s -y F(QanTa + ban))

Logo, C(Hy(z1),..., Hi(z4)) = H(x), quando n — o0, ou seja, F €
MDA(H).

Com essas consideragoes acima, tem-se o seguinte teorema:

Teorema 1.3.2. Uma funcao de distribuicao d-variada H com acoplamento
associado C' é uma distribuicdo de valor extremo se, e somente se:

(i) As marginais H; sdo do mesmo tipo que He para algum £ € R,

(ii) C(u*) = C*(u) para todo t > 0.

Com isto, segue a definicao 1.3.1:

Definigao 1.3.1. Um acoplamento C' que satisfaz C'(u’) = C*(u) para todo
t > 0, é denominado de acoplamento de valor extremo.

Exemplo 1.3.3. (Acoplamento Independente)
O exemplo mais simples de acoplamento de valor extremo é dado pelo
acoplamento independente:

CH(w)' = (TTi, w)' = O (w).
Exemplo 1.3.4. (Acoplamento de Galambos)
Um outro exemplo de acoplamento de wvalor extremo € o acoplamento de
Galambos:
-1
Cs(u,v) = uvexp{[(—logu) " + (—logv) ?] 5,6 € [0,00).
Como dito no inicio dessa secao, os acoplamentos de valores extremos que

serao trabalhados sao o de Gumbel e Gumbel A.

O acoplamento de Gumbel ¢é apresentado da seguinte forma:

15



C(uy, ..., uq) = exp{—[(=logu)'"# 4 --- 4+ (= logug)"/?|?}

onde 0 < f<lel<u;<1,i=1,...,d.

Esse é um acoplamento de valor extremo, pois:

C(uy, ..., uq)t = exp{—t[(—loguy)"/? + - - + (= logug)'/#]%}

= exp{—[(~tlogu)!/? + -+ (~tlogua)' )’}

=C(ut, ..., u})

O parametro 0 < 8 < 1 controla a quantidade de dependéncia entre as
componentes de uma variavel aleatéria; S = 1 indica independéncia e o limite
de C para 8 — 0" indica uma dependéncia perfeita. A dependéncia de cauda
superior é dada por: A =2 — 2°.

O acoplamento de Gumbel A tem a seguinte forma:

Cs(u,v) = uv exp{ —§oarlavy

log uv

Também é um acoplamento de valor extremo, pois:

Cs(u,v)! = utv! exp{—§tloaulogy iolig:;g”} = Cs(u',v").

Esses dois acoplamentos sdo simétricos, isto é, C(u,v) = C(v,u).

1.4 Diagnoéstico e Acoplamento Empirico

Para selecionar o acoplamento que apresenta um melhor ajuste, nao existe
uma forma automadtica de selecao do modelo, mas ferramentas que podem
auxiliar nessa escolha. Em Junker at al(2003) é apresentado seis métodos

para selecao de acoplamentos. Nesse trabalho serao utilizadas duas maneiras
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para selecao de acoplamentos: uma é a escolha de uma norma apropria-
da para medir a distancia entre o acoplamento estimado e o acoplamen-
to empirico, e a outra é o método grafico construindo as curvas de nivel
do acoplamento estimado e acoplamento empirico, num mesmo grafico, que
também sera bastante util.
Para esse tipo de diagndstico é preciso apresentar o acoplamento empirico.
Considere os dados amostrais x = {(z4, ..., z%)}L ;.

Assim, o acoplamento empirico é dado por:

~ T N
Oty 59) = H ST Tyt

onde x,(f) sao as estatisticas de ordem e 1 < ty,....ty <T.

A densidade do acoplamento empirico tem a seguinte expressao:

-~

o8y ) = 0y T (F1 R (O) (B, )

Seja {Cy}1<k<k 0 conjunto de acoplamentos sob consideragao. Entdo a

distancia utilizada é dada por:

dn(C,C) = [Chimr - 2y (O s ) = CrlB, o )2

1.5 Estimacao

Nessa secao serao mostrados os métodos utilizados para a estimacgao dos

parametros dos acoplamentos.
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1.5.1 O Método de Maxima Verossimilhanga

Considere f sendo a densidade da funcao distribuicao conjunta F'. Entao:

f(x17"'7xn|F) :C(Fl(x1|F)7"'7Fn(xn|F)) H:‘L:I f1(331|F),

onde f; é a densidade univariada da distribuicao marginal F; e ¢ é a densidade

do acoplamento dada pela seguinte expressao:

Agora, considere um conjunto de 7" dados empiricos de n retornos y =
{(z,...,2t} . Seja ¥ = (U, ...,9,,0) o vetor de pardmetros & serem esti-
mados, onde 9J;, 7 = 1, ...,n é o vetor de parametros da distribuicdo marginal
F; e 8 é o vetor de parametros do acoplamento. Assim, a funcao de log-

verossimilhanca serd a seguinte:

T T n
[WOIF,x) = log e(Fy(@h; 01|F ), ooy Fulal; 0l F);0)+> ) log filah; 04]F).
t=1 t=1 i=1
(1.5.1)

Dessa forma, o estimador de maxima verossimilhanga (EMV) 9 do vetor

de parametros ¢ é aquele que maximiza a expressao anterior, ou seja:
Y = argmax [(V|F,x).

O estimador de méxima verossimilhanca tem uma distribuicao assintoti-

camente normal, ou seja:
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VT (ar = 9) = N(0,I7'(9))),

onde I(1)) é a matriz de informagao de Fisher.

Esse método apresenta um grande custo computacional para estimar
os parametros do acoplamento e de suas distribuicoes marginais conjunta-
mente. Assim, é necessario a utilizacao de outros métodos de estimacao

desses parametros conforme serao apresentados nas duas proximas segoes.

1.5.2 O método IFM

Para se calcular o VaR, nesse trabalho, um dos modelos que sera utilizado,
primeiramente, estimara os parametros da GPD sobre os residuos do modelo
ARMA+GARCH, para posterior estimacao dos parametros dos acoplamen-
tos.

De acordo com o método IFM (Inference Functions for Margins), apre-
sentado em Joe and Xu(1996), os parametros das distribui¢oes marginais
sao estimados separadamente dos parametros do acoplamento. Em outras

palavras, o processo de estimacao é dividido em dois passos:
(i) estima os parametros ¥;, i = 1,...,n das distribui¢bes marginais F;
utilizando o método de maxima verossimilhancga:
J; = argmax [(0;|F , ) = arg max ST log fi(#HF)

onde ' é a funcao de log-verossimilhanca da distribuicao marginal Fj;

(i) estima os parametros da acoplamento 6, dado as estimativas encon-

tradas no passo (i):
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T
0 = arg max [(0|F) = arg maleog c(Fy(xt; 1/9\1), ooy B (2h; 1/9\,1), 0|F)

t=1

onde [¢ é a funcao de log-verossimilhanca do acoplamento.

Sob condi¢oes usuais de regularidade Patton(2001) mostrou que o esti-
mador de maxima verossimilhanca condicional em dois estdgios é assintoti-

camente consistente e normal.

1.5.3 O método CML

Um outro modelo que serd utilizado para calculo do VaR, serd a partir
de distribuicoes marginais empiricas estimadas sobre os residuos do mod-
elo ARMA+GARCH aplicado as séries de retornos. Com essas distribuicoes
marginais empiricas estimadas serao estimados os parametros dos acopla-
mentos.

O método de Maxima Verossimilhanga Canonica (CML) é andlogo ao
método ITFM exceto que, na estimacao dos acoplamentos, as distribuicoes
marginais sao estimadas pelas distribui¢oes marginais empiricas. O processo

de estimacao esta dividido em dois passos:

(i) transforma o conjunto de dados (z%,...,2%), t = 1,...,T, em varidveis

uniformes (4}, ...,a'), usando as distribui¢oes empiricas;
(ii) estima os parametros do acoplamento como segue:

9 = argmax Y1 Inc(@t, ..., ak; 9| F).
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onde F é um conjunto de informacoes.

Esse método também é consistente sob condigoes de regularidade (ver

Nelson e Cao(1992)).
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Capitulo 2

Modelo para o Portfdlio

Esse capitulo tem por objetivo apresentar a forma de como serd construido o
modelo para um Portfélio. Para simplificar a notacao o modelo serd apresen-
tado para dois ativos. Primeiramente, as séries de retornos serao modeladas
por um modelo ARMA+GARCH. Sobre as inovacoes do modelo GARCH
serao estimados os acomplamentos utilizando distribui¢oes marginais GPD e

distribuicoes marginais empiricas.

2.1 Modelo ARMA(pi, q1)+GARCH(ps, ¢2)

Nessa secao sera apresentada apenas uma breve revisao sobre o modelo
ARMA (p1, ¢1)+GARCH(p2, ¢2). Os modelos ARCH foram introduzidos orig-
inalmente por Engle(1982), para modelar a inflagio do Reino Unido. Em
principio, o interesse foi tentar modelar as perturbacoes de modelos mais
complexos como os ARMA ou de regressao, com o objetivo de melhorar as
estimativas e obter intervalos de confianca mais precisos. Posteriormente, ess-

es modelos passaram a ser fortemente associados a modelagem da variancia
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condicional das séries financeiras.
Considerando rj como o retorno do ativo j no instante de tempo ¢, o
modelo do tipo ARMA(p1, ¢1)+GARCH(ps, ¢2) tem a seguinte estrutura ger-

al:

Tt = it + €t

€t = TNyt

onde a média pj; é modelada pelo ARMA(p;,¢1) e as pertubagdes €, sdo

modeladas pelo GARCH (p,, ¢2), ou seja:

Wit = jo + D7) Giirj—i) — i Ogiice-i)

2 _ p2 2 @ a2
Tj = Qo + >icn ji€l—i) T Py 5Jk0j(t—k)v

onde {e;;} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias iid com média 0 e variancia
1, Q50 > 0, Q4 > 0, Bjk > 0, € Z?;alx(m’(n)(aji + Bgz) < 1, \V/]

As restricoes anteriores sao para garantir que 0]2- > 0 é finito. Nesse
trabalho, serd considerado que ¢, assume uma distribuicao normal N (0, 0%,).

Por exemplo, o modelo AR(1)+GARCH(1,1) apresenta a seguinte estru-

tura:

it = @jo + GjTje—1) + Eji
€5t = Oj5tNjt, Mt ~ N(0,1)
ngt =a;+ 5]"7]2'(1571) + ijg?(tfl)’
onde a; >0, 8; >0, v >0,e 3 +v; <1,Vj.
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Esses modelos serao utilizados para explicar a distribuicao marginal con-
dicional dos retornos, e a distribuigao conjunta das inovacoes (11, ..., nt) Sera
modelada através de acoplamentos de valores extremos utilizando distribui-

¢oes marginais GPD e distribui¢oes marginais empiricas.

2.2 VaR

O Valor em Risco (VaR) é uma estimativa de perda ao longo de um periodo
futuro de tempo, para uma certa probabilidade. Nao hé regra para o tamanho
do periodo e normalmente as institui¢oes financeiras estimam perda para
um dia. Para periodos de d dias, deve ser analisado o comportamento das
variacoes de precos em periodos de d dias, ou seja, de retornos diarios para
periodos de um dia, de retornos semanais para estimar perdas ao longo dos
préximos cinco dias, e assim por diante. Nesse trabalho sera estimado perda
para um dia, e para calcular o VaR em um portfélio com dois ativos sera
feito da seguinte forma:

Considere, por exemplo, o0 modelo AR(1)+GARCH(1,1). Entao:

Tt = $jo + djTje-1) + \/(aj + Bjaf(t—n + 7]'5?(:5—1))77]'157 J=12.

Considerando que os retornos sao pequenos o retorno do portfélio é dado
- k . -
por r; & ijl zjrjs, onde x4, 7 =1,..., k sdo os pesos dos retornos.
Assim, para o exemplo em questao, atribuindo-se o mesmo peso a cada
um dos ativos, a proporcao dos retornos que estarao abaixo do VaR pode ser

dado da seguinte forma:
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A2 B < VR

O valor do VaR pode ser calculado caso se conheca a distribuicao conjunta
de (n,...,m,). Caso nao exista uma solu¢do analitica isso pode ser feito a

partir de simulacao utilizando o acoplamento.

< 2VaR7¢1r1(t,1)7¢2r2(t,1) . \/(Oéz-i-ﬁz(fg(t_1)+72Eg(t_1))

Ny < Tlot
\/(0‘1+ﬁ10—%(t71)+715%(t71)) \/(al+ﬁ10%(t71)+715%(t71))
Assim,
M < a— by (2.2.1)
onde:
_ 2VaR—¢1rii—1)—P2T2(t—1)
J0@rbiod Ly 4met )’
e

\/(0‘2+52”§(t71)+725§(t71))
\/(0‘1+ﬁ1”%(t—1)+715%(t—1))

Dessa forma, para calcular o VaR, basta verificar a proporcao das ino-
vacoes que estarao abaixo da equacao 2.2.1. Essa equagao ird variar de acordo

com o tempo.
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2.3 Distribuicao das Inovacoes

A Distribuigao Generalizada de Pareto (GPD) é uma distribuigao preocupada
em modelar os excessos além de um certo limiar pré-fixado (para maiores
detalhes sobre a distribuicao GPD, ver Apéndice). Abaixo desse limiar serd
utilizada a distribuicao empirica, pois o interesse maior estd em trabalhar
nos extremos das distribuicoes para o calculo do VaR, e com esse tipo de
distribuicao fica mais facil para simular as inovacoes.

Inicialmente, serd apresentado o estimador de méaxima verossimilhanca
para estimar os parametros da GPD, que serd utilizada para modelar a dis-
tribuicao das inovacoes.

Considere X1, X, ..., X,, uma amostra iid com funcao de distribuicao F'.

Defina zo = sup{x : F(z) < 1}. Agora, defina a funcao de distribuicao

condicional de X — u dado X > u como sendo F,(y). Assim,

onde u < zgel<y<zy—u.

A distribuicao GPD é representada por:

Wy(y) =1— (1+yy/e)~.

Pickands(1974) mostrou que a GPD acima é uma boa aproximacao de

F,, no sentido que

limy 4 SUPg < y<p—u | Ful(y) — Won(y)| =
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se, e somente se, F' pertence ao dominio de atragao de uma das tres dis-
tribuicoes limites da GEV. (ver Apéndice)

Fixe o limiar v e denote por N o nimero de excedentes a u. Represente
esses excessos por Y7, Yo, ..., Yy, ouseja, Y =X —u > 0.

Utilizando o resultado de Pickands, citado anteriormente, com a expressao

de F, tem-se que:

L= (14 yy o)~ = Hetn=tl,

N

Observe que, -~ é um estimador para 1 — F'(u). Portanto,

~

L= Flu+y) = (1+79/0)717,

onde 7 e 1) sao os estimadores de maxima verossimilhanca de ~y e 1), respec-
tivamente, baseando-se somente nos excessos Y7, Y5, ..., Yy.
Dessa maneira, os estimadores de maxima verossimilhanca minimizam a

fungao de log-verossimilhanca:

L, 9591, y2, o yw) = =N log () — (£) 300, log(1 + Zy,).

Maiores detalhes sobre as propriedades desses estimadores podem ser en-

contrados em Smith(1987).

2.4 Estimacao do Acoplamento de Valor Ex-
tremo

O procedimento adotado para estimar os parametros dos acoplamentos, sera

apresentado para o caso bivariado.
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Considere rq; e r9; as duas séries de retornos financeiros. Primeiramente,
serda aplicado o modelo ARMA (py, ¢1)+GARCH(ps, ¢2) para explicar a dis-
tribuicao condicional dos retornos, conforme descrito anteriormente.

Depois de estimados os parametros desses modelos, calculam-se os residuos
padronizados 7n;; = % para j = 1,2. Sobre esses residuos 7;;, (j = 1,2) sdo
calculados todos os excessos considerando um limiar de 10% sobre as perdas
para cada um dos ativos.

A partir dos excessos encontrados para as duas séries, estima-se os parametros
das GPD’s conforme descrito em (2.3).

O restante da distribuicao é estimada utilizando-se distribuicoes marginais
empiricas.

A figura 2.1 mostra a situacao em estudo para a estimacao dos acopla-

mentos.

10%

Figura 2.1: Grafico Ilustrativo para a estimacao dos acoplamentos

A funcao de verossimilhanga para o acoplamento serd da seguinte forma:
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1O) = {B[0ne, n2) € AIY™ Tae c(F1(me), F2(1121); 6)

onde:

F} e F; sao estimadas via GPD e n; representa o nimero de pontos que
pertencem a regiao A.

Agora, surge o problema de como estimar os parametros do acoplamento.
Como o interesse é trabalhar somente com valores extremos, nao interessa
como os pontos se comportam dentro da regiao A apresentada no grafico
2.1, pois quando o VaR (5% ou 1%) do portfdlio forem calculados, estes
nao pertencerao a regiao A, ou seja, para o calculo do VaR serd utilizada
apenas a regiao na qual as distribui¢oes marginais foram estimadas pelas
GPD’s. Dessa forma, tem-se uma classe maior de acoplamentos que podem
ser utilizados para o calculo do VaR, pois o interesse maior é no extremo
da distribuicao. Sendo assim, o problema de assimetria de dependéncia nao
influencia na estimacao dos acoplamentos.

Para se estimar a distribuicao referente aos 7;’s que pertencem a regiao
A, foi utilizado o Método de simulacao de Monte Carlo, no qual para os
dados simulados foram contados quantos pertenciam a regiao A. Fora da
regiao A foi utilizada a distribuicao GPD para estimar as marginais e dentro
dessa regiao foi utilizada a distribuicao empirica. Dessa forma, foi estimada

a probabilidade:

Pyl(mhe,mae) € Al = t(gﬁzl

onde:
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1A representa a quantidade de dados simulados que pertencem a A; e

total representa o numero total de pontos simulados.

Uma vez estimada a probabilidade anterior e as GPD’s para os excessos,
agora a verossimilhanga (1.5.1) do acoplamento é conhecida. Pelo método
[F'M, como os parametros das marginais ja estao estimados, basta estimar os
parametros do acoplamento via método de maxima verossimilhanca.

O outro método de estimacao utilizado foi utilizando acoplamentos de
valores extremos sobre as inovagoes, conforme visto no inicio dessa secao,
cujas distribuicoes marginais sao todas empiricas. Pelo método CML, como
as distribuicoes marginais foram estimadas pela empirica, basta estimar os

parametros do acoplamento via método de maxima verossimilhanca.
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Capitulo 3

Aplicacao

Neste capitulo serd realizada uma aplicacao de alguns tipos de acoplamentos
de valores extremos, comparando-os em relagao ao acoplamento empirico, uti-
lizando as séries de retornos diarios r; e ro do IBOVESPA e MERVAL, respec-
tivamente. Os dados do IBOVESPA foram coletados no site www.ipea.gov.br
e os dados do MERVAL em www.bolsar.com. Na secao 3.1 sera apresentado
como as distribui¢oes marginais serao modeladas, na secao 3.2 a estimagao e
diagnéstico dos acoplamentos utilizados serao feitos e na secao 3.3 o modelo

construido sera utilizado para calcular o VaR.

3.1 Modelagem das distribuicoes marginais

O IBOVESPA corresponde ao indice de a¢oes do mercado brasileiro enquanto
que o MERVAL corresponde ao indice de agoes do mercado argentino.

Os dados foram tomados no periodo de 04/03/1997 & 07/11/2000 total-
izando 900 observacoes. Para andlise dos dados, os dias em que a bolsa

nao funcionou no Brasil e funcionou na Argentina (e vice-versa) esse tipo
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de dado nao foi considerado. Foram considerados somente os dias em que
as duas bolsas estavam funcionando nos dois paises. Dessa forma foram
descartados 49 dias onde nenhum desses dias apresentou grandes perdas. No
periodo analisado houve a crise do Leste Asidtico (julho de 1997), passando
pela moratéria Russa (outubro de 1998), pela mudanga do regime cambial
brasileiro (janeiro de 1999) e pela crise na bolsa Nasdaq (abril de 2000).

A figura 3.1 apresenta os graficos das séries financeiras, a figura 3.2 ap-

resenta os retornos e a figura 3.3 apresenta o diagrama de dispersao dos

retornos do IBOVESPA e MERVAL.
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Figura 3.1: Séries Financeiras dos indices do BOVESPA e MERVAL durante
o periodo de 04/03/1997 - 07/11/2000

A tabela 3.1 apresenta uma andlise descritiva univariada das duas séries

de retornos.

As estatisticas descritivas indicam, para cada série, que os retornos tém
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Figura 3.2: Retornos IBOVESPA e MERVAL durante o periodo de
04/03/1997 - 07/11/2000

excesso de curtose e distribuicoes assimétricas.

Pelo que foi apresentado fica confirmado que as duas série apresentam

distribuicoes com caudas pesadas descartando a possibilidade de distribuicao

normal.
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Figura 3.3: Diagrama de dispersao dos retornos MERVAL versus IBOVESPA

Estatisticas IBOVESPA | MERVAL
média 0,00055 -0,00059
mediana 0,00146 0,00025
erro padrao 0,00101 0,00079
desvio-padrao 0,03042 0,02364
excesso de curtose 12,58184 0,92814
assimetria 0,509857 -0,62118
minimo -0,17229 -0,14765
maximo 0,28818 0,11565

Tabela 3.1: Estatisticas Descritivas das Séries de Retornos

Observagao 3.1.1. A partir daqui, para a estimacao dos parametros, os re-
tornos foram multiplicados por -1.

Os graficos das auto-correlacoes dos retornos apresentado na figura 3.4
para verificar a existéncia de correlacao no nivel. O teste de Lyung-Box
foi nao-significativo, com 10% de significancia, indicando nao ser necessario
o emprego dos modelos ARMA. Os valores-p associados aos retornos do

IBOVESPA e MERVAL foram 0,13 e 0,17, respectivamente. Esse teste, com
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10% de significancia, nao rejeitou a hipdtese de nao correlacao, nos primeiros
lags. Os graficos de auto-correlagoes dos quadrados dos retornos dados na

figura 3.5 sugerem o uso do modelo GARCH(1,1).
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Figura 3.4: Auto-correlacoes e auto-correlacoes parciais dos retornos
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Figura 3.5: Auto-correlacoes e auto-correlacoes parciais dos quadrados dos
retornos
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Os parametros estimados do modelo GARCH(1,1) para as duas séries sao

apresentados na tabela 3.2.

Parametros | IBOVESPA | Desvio-padrao | MERVAL | Desvio-padrao
Q 3,7513.107° | 8,5937.107°% | 2,8423.107° | 5,6956.107°
g 0,2117 0,0226 0,1621 0,0147
0% 0,7539 0,0269 0,7952 0,0198

Tabela 3.2: Estimativas dos Pardmetros para o modelo GARCH(1,1) e re-
spectivas estimativas dos desvios-padroes.

A figura 3.6 apresenta os graficos das auto-correlagoes e auto-correlagoes

parciais do quadrado das inovagoes, para verificar se, de fato, o modelo

GARCH(1,1) explicou toda a dependéncia dos quadrados dos retornos.
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Figura 3.6: Auto-correlagoes dos quadrados das inovagoes

Pela analise das auto-correlacoes e auto-correlacoes parciais do quadrado
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das inovagoes, verifica-se que o modelo GARCH(1,1) explicou toda a de-
pendéncia dos quadrados dos retornos.
A figura 3.7 apresenta o grafico dos residuos padronizados das duas séries

em questao:

Residuos Padronizados — GARCH(1,1)
T T T T T

Residuos MERVAL

I I I I I I I I I
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5
Residuos IBOVESPA

Figura 3.7: Residuos Padronizados - GARCH(1,1)

A partir dos residuos estimados, considerando um limiar de 10% para
determinacao dos excessos, os parametros estimados da GPD para as séries

sao dados na tabela 3.3.

Parametros GPD IBOVESPA MERVAL
limiar 1,2171 1,1548
¥ 0,1499 (0,0143) | 0,0150 (0,0086)
P 0,5417 (0,0098) | 0,8118 (0,0145)

Tabela 3.3: Estimativas dos Parametros da GPD e entre parénteses estima-
tivas dos desvios-padroes.
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3.2 Estimacao do Acoplamento e Diagnéstico

Na secao anterior as distribuicoes marginais foram estimadas. Agora, uti-

lizando a metodologia descrita no capitulo 2 foi possivel obter as estimativas

dos parametros dos acoplamentos que sao apresentadas na tabela 3.4.

Acoplamentos (Marginais)

Parametros

Gumbel (GPD)
Gumbel (Empirica)
Gumbel A (GPD)

Gumbel A (Empirica)

0,5304 (0,0478)
0,6008 (0,0467)
0,8235 (0,0526)
0,9579 (0,0183)

Tabela 3.4: Estimativa dos Parametros das Acoplamentos e entre parénteses

estimativas dos desvios-padroes.

Com as estimativas desses parametros, foram construidos os graficos das

curvas de nivel comparando os acoplamentos estimados com o acoplamento

empirico considerando somente o extremo superior, onde se encontram as

maiores observagoes referentes a 20% dos dados.
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Gumbel (GPD) — Extremos

180
-
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Figura 3.8: Curvas de Nivel - Acoplamento de Gumbel(GPD) - dados ex-
tremos, onde as perdas sao dadas a partir do extremo superior direito da
figura (1%, 5%, 10%, 15%, e assim por diante)

Gumbel (Empirica) — Extremos

L
60

Figura 3.9: Curvas de Nivel - Acoplamento de Gumbel(Empirica) - dados
extremos, onde as perdas sao dadas a partir do extremo superior direito da
figura (1%, 5%, 10%, 15%, e assim por diante)
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Gumbel A (GPD) — Extremos

Figura 3.10: Curvas de Nivel - Acoplamento de Gumbel A(GPD) - dados
extremos, onde as perdas sao dadas a partir do extremo superior direito da
figura (1%, 5%, 10%, 15%, e assim por diante)

Gumbel A (Empirica) — Extremos

L
60

Figura 3.11: Curvas de Nivel - Acoplamento de Gumbel A(Empirica) - dados
extremos, onde as perdas sao dadas a partir do extremo superior direito da
figura (1%, 5%, 10%, 15%, e assim por diante)
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Como pode-se observar pelos gréaficos anteriores, quando é utilizado a
GPD para estimar as distribui¢coes marginais, verifica-se que os acoplamentos
ficam bem ajustados nos extremos, enquanto que, no centro da distribuicao
o ajuste fica ruim. Confirmando, que a distribuicao GPD esta interessada
apenas nos extremos da distribuigao.

Como o interesse principal é trabalhar com os extremos, foram calculadas
as distancias dos acoplamentos em relacao ao acoplamento empirico utilizan-
do somente esses extremos, lembrando que os dados foram multiplicados por

-1. Lembrando que, a medida de distancia utilizada foi:

du(C,Cr) =[] 1o S (O, ) = Ol .o, )22

Onde: C} corresponde ao acoplamento em consideracao e C' corresponde
ao acoplamento empirico.

As distancias encontradas estao na tabela 3.5.

Acoplamentos (Marginais) | 20%  10% 5% 1%

Gumbel (GPD) 1,0500 0,2452 0,0899 0,0041
Gumbel (Empirica) 0,3806 0,2218 0,0713 0,0056
Gumbel A (GPD) 1,1083 0,4365 0,1559 0,0079

Gumbel A (Empirica) 0,3856 10,2283 0,0738 0,0057

Tabela 3.5: Distancias entre o acoplamento empirico e os acoplamentos esti-
mados para 20%, 10%, 5% e 1% das maiores perdas

Utilizando-se acoplamentos com distribuicoes marginais empiricas estes
apresentam menores distancias em relacao ao acoplamento empirico, quan-

do trabalha-se com 20%, 10% e 5% das maiores perdas. Acoplamentos com
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distribuicoes marginais GPD se ajustam melhor que os acoplamentos com
marginais empiricas para 1% das maiores perdas quando utiliza-se o acopla-

mento de Gumbel.

3.3 Calculo do VaR

O VaR pode ser estimado através de simulagao. Para verificar se os valores
estimados condizem com os dados pode-se utilizar a seguinte metodologia:
um modelo é ajustado as primeiras ng observacgoes. Através de simulacao
das inovagoes (nimero de simulagao igual a 2000) é estimado o VaR de um
dia a varios niveis de confianca onde verifica se a perda excede o valor do
VaR estimado. Observado o proximo valor dos retornos aplica-se novamente
os passos anteriores, tomando-se sempre uma janela de ng observagoes para
estimar o proximo VaR. Essa operacao é repetida até o final da série. Feito
isso, pode-se comparar a proporcao de valores fora dos limites estimados.
Entretanto, como esse método é muito trabalhoso e considerando que nao
se espera muita mudanca ao mudar apenas poucas observagoes, o modelo
foi estimado apenas a cada 50 observagoes, tomando-se ng = 450. Dessa
forma, o modelo estima apenas 9 vezes. Verifique que dessa forma, o mesmo
conjunto de valores simulados das inovacoes podem ser utilizados 50 vezes ja
que o modelo é o mesmo. Entretanto, o VaR estimado é modificado a cada
passo pois a média e variancia condicional sao alteradas.

A figura 3.12 apresenta um grifico do VaR (5%) estimado para uma

visualizacao dos pontos que estao abaixo dessa estimativa. Na abscissa do
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grafico, encontram-se as projecoes (denotadas por x) dos retornos que estao

abaixo do VaR estimado.

A proporcao de valores observados fora dos limites sao apresentados na

tabela 3.6.
Marginais
Empirica GPD
Acoplamento 10% 5% 1% 10% 5% 1%
Gumbel 0,1210 (54) 0,0798 (36) 0,0254 (11) | 0,0811 (36) 0,0427 (19) 0,0075 (4)
Gumbel A | 0,1982 (89) 0,1225 (55) 0,0270 (12) | 0,1314 (59) 0,0724 (32) 0,025 (11)

Tabela 3.6: Proporcao de observacoes com perdas do Portfélio maiores que

o VaR estimado para o = 10%,5% e 1%.

correspondem a quantidade de observacoes.

Os numeros entre parénteses

Conforme verifica-se na tabela 3.6, quando utiliza-se marginais empiricas,

o risco fica subestimado utilizando-se os dois acoplamentos em questao. Esti-

mando as marginais via GPD, obtem-se melhores resultados para as estima-

tivas do VaR. Observa-se, ainda, que o acoplamento de Gumbel apresenta,

para esse caso, uma melhor performance que o acoplamento Gumbel A.
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Capitulo 4

Conclusoes

A principal proposta desse trabalho, foi aplicar as teorias de acoplamentos e
de valores extremos para calcular o VaR num portfélio. O método de esti-
macao dos acoplamentos proposto proporcionou bons resultados quando foi
utilizada a distribuicao GPD para estimativa das marginais quando compara-
da com a utilizacao das marginais empiricas. O método mostrou, também,
que a estimacao claramente enfatiza o ajuste na cauda da distribuicao. Esse
procedimento aumenta a quantidade de funcoes de acoplamento que podem
ser usadas nao sendo, necessariamente, acoplamentos com dependéncia as-
simétrica. Foi utilizado o software Matlab 6.0 para execugao dos programas
e construcao dos graficos aqui apresentados. O grande problema que surgiu
nesse trabalho, foi o tempo computacional gasto para execucao das rotinas
que foi muito alto. Para pesquisas futuras, a extensao desses conceitos para
um portfolio com trés ou mais ativos e a utilizacao de outros tipos de acopla-

mentos serao de grande utilidade préatica para o calculo do VaR.
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Apeéendice A

Teoria de Valores Extremos

As caracterizacoes dos dominios de atracao das distribuicoes de valores ex-
tremos sao uteis, pois para se trabalhar com as distribuicoes GPD a funcao
de distribuicao F' de uma varidvel aleatéria X, tem que pertencer ao dominio

de atracao de uma das trés distribuicoes de valores extremos.

A Teoria de Valores Extremos estd preocupada com a andlise estatistica
de eventos raros ou extremos, ou seja, com a analise de valores maximos ou
minimos de uma varidvel aleatoria, estatisticas de ordem e valores que exce-
dem um certo limite. Com a sua utilizacao pode-se estimar probabilidades
com razoavel precisao nos limites encontrados dentro da amostra, e mesmo
além deles. Assim, modelar valores extremos significa ajustar apenas a cauda
da distribuicao dos dados originais, ressaltando o carater pouco informativo
que se pode ter no interior da distribuicao para as ocorréncias de baixissima

freqiiéncia.
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A.1 Caso Univariado

Esta secao tem por objetivo mostrar os principais resultados da Teoria de
Valores Extremos univariada, resultados esses que serao, posteriormente, ex-
tendidos para o caso multivariado.

Considere uma seqiiéncia de varidveis aleatorias iid { X1, X, ..., X;,} com
uma funcao de distribuicao comum F'. Defina M, e L, como o maximo e

minimo da amostra, respectivamente. Ou seja:

Mn = maX{Xl,Xg, . Xn};
Ln = min{Xl,XQ, ,Xn}

O objetivo é estudar o comportamento assintotico de M, e L,. Todos os

resultados serao referentes somente ao maximo, pois:

maX{Xl, XZ; ceey Xn} = — min{—Xl, —XQ, ey _Xn}

Assim, a distribuicdo do maximo é determinada da seguinte forma:

PM, <z]|=P[X; <z, Xy <uz,..,X, <z|=F"(x).

Defina zy = sup{z : F(z) < 1}. Agora, observe que F"(z) — 0,Vx <
e F" — 1,Vx > x, conseqiientemente, nao existe uma distribuicao limite

nao-degenerada para o maximo, a menos que o mesmo seja normalizado.
Definicao A.1.1. Se existem constantes a, > 0, b, € R, de modo que
lim,, o0 F™(anz + b,) = H(z)

para alguma funcao de distribuicao nao-degenerada H, entao H é conhecida
como uma distribuicao do valor extremo do mdximo e F' é dita pertencer ao
dominio de atra¢ao do mdximo de H, ou seja, F € MDA(H).
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Definigao A.1.2. Duas func¢oes de distribuicao H(z) e G(x) sdo do mesmo
tipo, se existem nimeros reais a e b, com b > 0, tais que G(x) = H(a + bx),
para todo z € R.

O resultado central da teoria de valores extremos é dado a seguir:

Teorema A.l.1. Seja {X,,} uma seqiéncia de varidveis aleatérias iid. Se
existem constantes a,, > 0, b, € R e alguma fun¢do distribuicao nao-degenerada
H de modo que

Myp—bp, _>d H

Gn

entao H pertence a um dos trés tipos de distribuicao:

Fréchet:(ac > 0)

0 ,x <0
exp(—z~*) ,z>0

Weibull: (o > 0)

Gumbel:

A(z) = exp(—e ™) ,z€R

Definicao A.1.3. As funcoes distribuicoes ®,, ¥, e A sdao chamadas de
distribuicoes de valor extremo.

A.1.1 Distribuicao Generalizada do Valor Extremo (GEV)

Uma duvida que pode surgir até aqui, é como identificar a distribuicao cor-
reta do extremo de uma determinada amostra, entre as trés possiveis. Apods
uma mudanca paramétrica locagao/escala pode-se representar os trés casos

padrao das distribuicoes de valor extremo numa tnica familia paramétrica

49



que engloba as trés distribuicoes. Esta familia é conhecida como Distribuigao

Generalizada do Valor Extremo (GEV) e é definida como:

g eap{—(1+&x) €} se £#0
He(x) =1 exp{—exp(—z)} se £=0

onde: 1+ &x > 0.

O parametro £ pode ser interpretado como um parametro de cauda e a
ligacdo entre as tres distribuicoes padrao com a GEV é dada da seguinte
forma:

& =a ! > 0 corresponde a distribuicao de Fréchet ®,,

& = 0 corresponde a distribuicao de Gumbel A,

£ = —a ! <0 corresponde a distribuicao de Weibull W,,.

E conhecida na literatura a relacao entre Gumbel, Fréchet e Weibull que
¢ dada por:

X ~ Frechet(a) & In(X?) ~ Gumbel & — X' ~ Weibull(a)

A seguir, tem-se algumas defini¢oes e proposicao que serao uteis para
caracterizagao de dominios de atragao.

Definicao A.1.4. Seja X uma varidvel aletoria com fungao de distribuigao
F. Entao F(x) = P[X > z] = 1-F(z) é chamada de func¢ao de sobrevivéncia
de F'.

Proposicao A.1.2. A funcdo de distribuicio F pertence ao dominio de
atracao do mdrimo da distribuicao de valor extremo H se, e somente se,
existem constantes a,, > 0 e b, € R tais que:

limy, 00 nF (anx + b,) = —logH (z), 7 € R.

Quando H(x) =0 o limite é interpretado como oc.
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Definicao A.1.5. Uma funcdo medida U : Rt — R* é dita de variagdo
reqular no infinito com indice p > 0, se para x > 0,

lim;_, o % = z”.

p € definido como coeficiente de variacao e se p = 0, U é definida como
uma fungao de baiza variagdao e serd representada por L(x).

Exemplo A.1.3. Fun¢des de baiza variagdo: log(1+ ), loglog(e + x)

Observagao A.1.1. Para uma possivel escolha das constantes normalizadoras
ver, por exemplo, Embrechts, Kliippelberg e Mikosch(1997).

Nas trés proximas subsecoes serao apresentadas algumas caracterizagoes
dos dominios de atracao de Fréchet, Weibull e Gumbel. As demonstracoes
dos resultados podem ser encontradas em Embrechts, Kliippelberg e Mikosch

(1997).

A.1.2 Dominio de Atracao de Fréchet

Teorema A.1.4. A funcao de distribuicdao F pertence ao dominio de atracdo
de ®,, a > 0 se, e somente se:

F(z) = 2°L(x)
para alguma funcao de baira variagdo L(x).
Teorema A.1.5. (Gnedenko)Uma fungao de distribui¢ao F' pertence ao dominio

de atragao do mdximo de P, se, e somente se,

lim;_, o % =z %z >0.

Exemplo A.1.6. (Distribuicao de Pareto): Para a distribuicdo de Pareto
tem-se que:

Observe que:

limy_y o0 % —27% = F € MDA(®,).
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A.1.3 Dominio de Atracao de Weibull

Dar condigoes sobre F' para pertencer ao dominio de atracao de Weibull
é similar ao caso anterior. Uma primeira diferenca que se encontra entre
funcoes pertencentes ao dominio de atracao de Fréchet e pertencentes ao
dominio de atragao de Weibull é que este iltimo tem ponto final a direita

finito. (zo < o0)

Teorema A.1.7. A funcao de distribuicdao F' pertence ao dominio de atracdo
do mdzimo de ¥, a > 0 se, e somente se, ¥g < 00 e F(zg—z7") =2 *L(x)
para alguma funcdao de baiza variacdao L.

Teorema A.1.8. (Gnedenko):A funcdo de distribui¢io F' pertence ao dominio
de atracao do mdximo de ¥V, se, e somente se,

limy_, o+ % = (—x)*, = <0.

Exemplo A.1.9. (Distribui¢ao Uniforme (0,1))
Neste caso, tem-se que xyg =1 e para x € (0,1), F(x) =x e
F(1 — 27 =z7%. Portanto, F € MDA(V,).

A.1.4 Dominio de Atracao de Gumbel

Foi visto que o dominio de atracao de Fréchet contém somente distribuicoes
com caudas pesadas e o de Weibull contém somente fungoes de distribuicoes
com ponto final direito finito. Agora, o dominio de atracao de Gumbel consite
de uma grande variedade de distribuicoes, permitindo que o ponto direito
final seja finito ou infinito.

Neste caso, uma ferramenta 1til é representada pelas fungoes de von Mises

definidas abaixo:

52



Definicao A.1.6. Seja F' uma funcao de distribuicao com ponto final direito
o < 0o. Suponha que exista algum z < xy de modo que F' tenha a seguinte
representacao:

F(z) = cexp(— [} %dt), z < 1 < o,

onde ¢ é uma constante positiva, a(.) é uma funcao positiva e absoluta-

mente continua com densidade o’ e lim_, - a'(z) = 0. Entao, F' é denomi-
0

nada de fun¢ao de von Mises e a funcao a(.) de funcgao auxiliar de F.

Proposicao A.1.10. Toda funcdio de von Mises pertence ao dominio de
atracao de Gumbel.

Exemplo A.1.11. (Distribui¢io Exponencial)

Para a distribuicdo exponencial tem-se que F(x) = exp(—\z) para x > 0
e A > 0. Portanto, F é uma funcao de von Mises com funcdo auziliar
a(z) = A1, consegiientemente, F pertence ao dominio de atragao de Gumbel.

A.1.5 Estimador de Hill para ¢

A partir de agora, ao invés de se assumir que os maximos provém de uma
GEV, pode-se relaxar essa hipdtese para que os maximos observados sejam
iid e provenientes de uma distribuicao F' que pertenca ao dominio de atracao
do méximo de H;.

Assim, surge a seguinte questao: ”Como estimar £ = é > 077

Para responder tal questao, suponha uma amostra X, ...X,, de variaveis
aleatorias iid cuja distribuicao F' pertenca ao dominio de atracao de Fréchet.
Nesse caso, como visto no teorema (A.1.4), segue que F é da forma F(z) =
x~*L(x), onde x > 0 e L(z) uma fun¢ao de baixa variacao.

Supondo a funcao L(z) = ¢, onde ¢ é uma constante, o estimador de Hill

pode ser obtido como o estimador de méxima verossimilhanca, considerando
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a funcdo de distribuigdo F(z) vélida para um dominio onde z > u > 0,
com u = Xj,, onde X}, é uma estatistica de ordem k. Os estimadores de
maxima verossimilhanca para «a e ¢, condicionados a um valor de k, e para

uma amostra de tamanho n, serao dados por:
~ 1\ k -1 ,~_ k a
Ok = (21 InXj 0 — InXp )7 e T = Z(Xpp)%m,

E possivel obter consisténcia fraca quando tem-se uma seqiiéncia de variaveis
aleatorias iid. Para kK — oo e % — 0, n — oo tem-se que Ok, — « em
probabilidade. Sob restricoes adicionais, é possivel obter consisténcia forte
(convergéncia quase-certa), e ainda normalidade assintdtica.

Conforme visto, o estimador de Hill depende do valor de k, a tltima
estatistica de ordem utilizada. E a partir do valor desse k£ onde inicia-se a
cauda da distribuicao, a partir de onde a teoria de valor extremo torna-se
valida para a descricao da cauda da distribuicao.

Na literatura, nao existe nenhuma forma definida para a escolha adequada
de k. A estimativa do indice de cauda é altamente sensivel a escolha de k,
principalmente em amostras consideradas pequenas, uma vez que a variancia
do estimador cai com o aumento do tamanho da amostra, e o conseqiiente
aumento de k. Da mesma forma, é possivel mostrar a existéncia de um
vicio crescente com a escolha de k. Assim, ao aumentar-se o valor de k,
simultaneamente, aumenta-se o vicio e reduz-se a variancia do estimador de

Hill, indicando que deve existir um ponto 6timo £* entre vicio e variancia.

Uma maneira para encontrar o valor desse £* 6timo seria pelo método
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grafico, o qual consiste em se tracar o grafico conhecido como Hill-plot e
procurar a regiao mais proxima das caudas onde o valor do indice de caudas
estimado se estabiliza. O gréfico é constituido dos pares {(k,0k,) : k =
1,...,n}. A idéia é que a medida que um k maior é escolhido, avanga-se em
direcao ao interior da distribuicao e menos peso é dado as observacoes da
cauda, o real interesse da modelagem. Entretanto, um valor pequeno de k
incorpora muito poucas observacoes extremas e produz um estimador com
alta variancia.

Em Danielsson e de Vries(1997b) é generalizada a metodologia de boot-
strap proposta por Hall(1990) para a estimacao do erro quadritico médio
(EQM) do estimador de Hill.

Na metodologia de Hall o bootstrapping é feito sobre o EQM do estimador
de Hill, enquanto que na metodologia de Danielsson et al é feito sobre uma
estatistica auxiliar que converge a mesma taxa que o estimador de Hill. Ao
contrario da metodologia de Hall onde nao se conhece o valor ao qual converge
o estimador de Hill, na metodologia geral sabe-se que a estatistica auxiliar

converge a zero.

A.1.6 Distribuicao Generalizada de Pareto (GPD)

Na secao anterior, foi visto uma metodologia para modelar a distribuicao dos
maximos coletados em blocos de um mesmo tamanho. Agora, serd apresen-
tada a Distribuicao Generalizada de Pareto (GPD) que estd preocupada em

modelar os excessos de uma variavel aleatéria X além de um limiar u, ou
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seja, modelar X — u. E apresentado uma definicao formal de excessos.

Definicao A.1.7. Considere X1, Xy, ..., Xy varidveis aleatorias iid com fun¢ao
de distribui¢do Fx onde Fxy € MDA(H.) para algum ¢ € R. Serdo denomi-
nados de excessos aqueles valores de X; tais que X; > u, onde u é um limiar
pré-definido.

Denota-se por N, o numero de excedentes do limiar u, ou seja, N, =
1 seX;>u

S T(XG > w), onde T(X; > u) = { o "

Os valores X; — u > 0, que sao os excessos além do limiar u, serao
representados por Y7, Ys, ..., Y, .

Assim como as distribuicoes de valores extremos sao as distribui¢oes limite
para o maximo, a distribuicao generalizada de Pareto é a forma paramétrica
para distribuicoes limite de excessos.

As distribuicoes generalizadas de Pareto sao a Exponencial, a Pareto e a

Beta, cuja representacoes sao da seguinte forma:

Exponencial:

Pareto, a > 0:

Beta, a < 0:
0 yy < —1
Woaly) ={1-(-y)™ ,-1<y>0
1 yy >0



A distribuigao generalizada de Pareto (GPD) representa as trés distribui-
¢Oes em uma tUnica forma, sob a y-parametrizagao: W, (y) =1—(1 —i—’yy)‘lm

A familia de locacao e escala W, 5, pode ser obtida substituindo-se o
argumento y por yT_‘S, onde d e Re vy > 0.

Dentro dessa familia W, 5,, a distribui¢cao de maior interesse nas apli-
cagoes praticas é a W, o, para 7 > 0. Desta forma, a partir desse ponto,
quando for referida a distribui¢ao GPD, serd considerada a W, o, com v > 0
ey > 0.

A relacao existente entre a GEV e a GPD ¢é dada por:

W(z)=1+InH(x), paraln H(x) > —1.

Para estimar os parametros v e ¢ da GPD, varios procedimentos tém si-
do propostos na literatura. Por exemplo, Smith(1987) propos um estimador
baseado nos estimadores de maxima verossimilhanca que seria altamente efi-
ciente se o limiar escolhido fosse 6timo. Neste trabalho sera utilizado esse
estimador de maxima verossimilhanca (EMYV), conforme serd discutido no
capitulo 3.

-~

Observagao A.1.2. Os EMV (7, ) possuem suas boas propriedades quando
v > —3. (ver Smith(1987))

Para se encontrar o limiar étimo u para a definicao dos excessos tem-se
o mesmo problema quanto a escolha do numero 6timo k£ de estatisticas de
ordem a serem usadas pelo estimador de Hill. Neste trabalho, sera utilizado
um limiar u tal que 10% das maiores observacoes fiquem acima dele, conforme

foi utilizado em Gonzalez-Lopez and Tanaka(2003).
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A.2 Caso Multivariado

Apés a introducao dos principais resultados da Teoria de Valores Extremos
univariada, nao parece natural uma extensao desses resultados para o caso
multivariado. Nao existe uma maneira unica para extensao desses resulta-
dos. Serd considerado que a distribuicao de cada componente da distribuicao

multivariada seja uma distribuicao de valor extremo.

Definicao A.2.1. Considere X; ¢ = 1,2,...,d vetores aleatérios iid com
funcao de distribuicao multivariada F'. Defina o maximo como sendo M,, =
(Ml,na . Md,n) onde Mj,n = max{Xl,j, . Xn,j}aj = ]_, . d.

Observagcao A.2.1. Como no caso univariado, estudar o comportamento de
L, = (Liy,..., Lapn), € similar ao estudo de M,,.

Observagao A.2.2. Sobre algumas notacoes que serao utilizadas, sera utiliza-
do que: parak € Re a,b,x,y € R? escreve-se X < y e ax + b para denotar
as relagoes z; < y; para todo i = 1,...,d e o vetor (ayzy + by, ..., aqxq + bg),
respectivamente. Mais ainda, x/y = (x1/y1, ..., Ta/ya), € se k,t € R entdo
x+kéovetor (z1+k,..,0q+k)ext = (2}, .., 2,).

O interesse esta em estudar o comportamento assintético de M,,. Como
no caso univariado, o objetivo da teoria de valores extremos multivariada esta
em procurar condi¢oes sobre a funcao de distribuicao F' de X, sob as quais
existam seqiiéncias a,, e b, de modo que P[M,, < a,x + b,| = F"(a,x +

b,), convirja para uma fun¢ao de distribui¢do nao-degenerada d-variada H

quando n — oo.

Definicdo A.2.2. Suponha que existam seqiiéncias a, > 0,b, € R, tais
que lim,_,, F"(a,x + b,,) = H(x) para alguma funcao de distribui¢ao nao-
degenerada H, entao H é denominada como distribuicao de valor extremo
multivariada e F' pertence ao dominio de atracao de H.
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Conhecido que a convergencia em distribuicao de X,, para Y implica na
convergencia em distribuicao de X, para Y; para cada ¢ = 1, ..., d aplicando-
se o teorema de Fisher-Tippet, pode-se concluir que se a distribuicao limite
acima existe entao cada uma das marginais pertence a familia GEV. Con-
seqiientemente, as seqiiéncias normalizadoras a,, e b, podem ser determi-
nadas componente a componente usando os teoremas univariados.

Caracterizacoes de alguns dominios de atracao podem ser feitas de maneira
similar ao caso univariado utilizando algumas adaptacoes. Para tais carac-
terizacoes veja, por exemplo, Marshall e Olkin(1987).

No entanto, problemas podem surgir quando se trabalha com a dis-
tribuicao multivariada num caminho mais geral, isto é, quando o interesse
é compreender as relagoes existentes entre varias componentes de um vetor
aleatorio. Nesse sentido, ainda faltam muitos resultados. Esta dificuldade

esta, principalmente, na descricao da dependéncia entre as variaveis.
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