ASPECTOS GEOMETRICOS E TOPOLOGICOS
DA QUANTIZACAO DE TEORIAS DE CAMPO

Alex Ttiro Shimabukuro

Prof. Dr. Méarcio Antdénio de Faria
Rosa
ORIENTADOR

IMECC-UNICAMP

Novembro de 1998



UNIDADE.._.
N’ CHAMALA:

CM~001R1872-0

' FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

Shimabukuro, Alex Htiro
Sho2a Aspeclos geométricos ¢ topoldgicos da quantizagio de teorias do

campo / Alex ltiro Shimabukure -~ Campinas, [8.P. :s.n.], 1999,

Oricniandor : Marcio Anldnioc de Faria Rosa

Tesc {doutorado) - Universidade Estattual de Casopinas, Instituto

de Matemdtica, Cstalistica ¢ Ct putag” : Cicntifica,

1. Teoria dos quania. 2. Espagos fibrados (Matemadtica), 3.
Topologia diferencial. 4. Teoria do né. I. Rosa, Marcio Antdnio de
Faria. I Universidade Estadual de Campinas, Institulo de Matemitica,

Estatistica ¢ Computagdo Cicniifica, I1L. Titulo,




ASPECTOS GEOMETRICOS E TOPOLOGICOS
DA QUANTIZACAO DE TEORIAS DE CAMPO

Este exemplar corresponde a
redacdo final da tese devidamente
corrigida e defendida por Alex Htiro
Shimabukuro e  aprovada pela
conussio julgadora.

Campinas, 03 de novembro de 1998

Prof, Dr. Mircio Antbnio de Faria

Rosa
ORIENTADOR

Tese apresentada ao Instituo de
Matematica, Estatistica e Computagdo
Cientifica, UNICAMP, como requisito
parcial para a obtengdo do Titulo de
DOUTOR em Matematica Aplicada.



Tese de Doutorado defendida e aprovada em 03 de novembro de 1998

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof (a). Dr (2}, MARCIO ANTONIO DE FARIA ROSA

2000 | —

/’“‘""Q/Mﬁ»&ﬁ j
Prof (a). Dr (a). ALBERTO VAZQUEZ SAA

.j o - [ e

Prof (a). Dr (a). LUIZ ANTONIO BARRERA SAN MARTIN

' &;M\jr—a?f\}f;y l%/aq

Prof (a). Dr (a). SIDDHARTHA SEN

S Al —

Prof (a). Dr (a). LUIZAGOSTINHO FERREIRA




A Mirio Schemberg,
{(in memorian).

A meus pais Kanitiro ¢ Tieko,
com todo meu amorfi!!



Num certe momento dificll por gque passa durante cste doutoramento, uma
grande pessoa (¢ elas sempre aparecem...) falou-me mais ou menos assim: ”...
o que o cstado espora de voed ndo ¢ wma lese gendal.,”  De falo, scja o que
for esta tese, encerra-se aqui muito mais do que uma gama tmensa de teoremas,
construgoes, ele... Talvez este ponto em gue para nds culmina todo um perfodo,
ventha a scr apchas mais wm volume a engordar a biblioteca. Entretanto esta
magnifica experiéneia, todos os enfrentamentos, o inquestiondvel amadurceimento
em varias diregbes, isto tudo ancorard moeus vdrios passos dagul ao por vir.

Neste sentido, o primeiro agradecimento {e anterior a tudo, até a esta tese) é
para este grande pove brasileiro que, via os drgaos de fomento como a CAPES
e o CNPq (dos quais fui bolsista), concederam-me a oportunidade de viver este
processo ¢ realizar este trabalho. Cabe a mim retornar a sociedade todo investi-
mento leito. Pois, que este volume seja apenas wmn principio.

Neste periodo, vdrias pessoas compartitharam os diversos momentos. Dificil
seria mencionar todos e fazer jus ao vivenciado.

Meus velhos companheiros de todos os momentos, Br e Gi, Kiko, Ju, Junior,
Queta,.... (e temos ainda muito chaolll); os UNICAMPs: do DRCC, Biral (como
pode wn ser desse?l!}, Helido, Casca, Alvaro, Paulao, Mara, ¢ turma..., dos
virios cantos: Juan {(alumbra-te hombrell), Mazza (e os 88s), Sorala (muita
forca), Suzana, Silllll..., os amigos de 244: Rogérinho (parabéns!!), Ricardo, Terra
{sinda temos muito a falar meu chapa), Adilson,..., companheiros cotidianos Kaé-
nia, Fmerson ¢ Ré (cujas palavras de owro, e a preciosa presenca, ainda que
 ansente, presente em siléncio-latente, apoiaram-me muito}, os novos amigos de
batalha:Wilter (este jd entrou pra arrebentar), Rod (muita calma garoto), Marisa,
Mitie, Ari, Eduardo, Ebenézer, Profa. Karina (muita forga rapaziadalll). Enfim

Virios sao os prolessores que, cada um a sua maneira, marcaram-me a pas-
sagem: o Grande Mestre Professor Caticha, aos eternos mestres Paulo Freire ¢
Florestan Fernades (cuja mensagem hd de perpetuar), a Profa. Vera (mais uma
ver na luta juntos, professora), Gilli e sua eterna disponibilidade no ensinar, pro-
fessor Torriani (Maths. Rev.), Nathan e Luis do IFT, sempre receptivos, Gus-
tavo {que me encontro em débito} que me apresentou ao grupo das trangas ¢ ao
Prof. Sen, os novos batalhadores da Fisica-Matemstica, Alberto e Jaime (que
jé de principio imprimem muita seriedade), o Prof. Waldyr ¢ Escobar, sempre
exemplares na determinacio e obstinagio no trabathar, Profs. San Martin, Caio,
Cabrera, Sacha, portas sempre abertas para que o conhecimento espalthe... Muito
Obrigadfssimo!!}!



Participagaoc muito especial teve ag varas secretarias que conseguiram evitar
€ COTTIgIr as IMensas asueiras gue en nsistia em fazer: o pessoal da pds principal-
mente a0 anjo-Cidinha , o powo da pré-reitoria e do CNPq, que proporcionaram-
e a ida e a volta de viagem, as meninag do Trinity College.... Esles sio mila-
greiros 1! Bejjaoll! _

Falando em viagem, tantas sfo as pessoas giganbes neste mundao: thanx-
million to all common-room guys {(Giovanna, Fabian, Alan, Bea, Rossana, Gio-
vapni, Fmil,....}, viva el comandante-lerrera e sus mil-companeros-de-mil-cantos
(Evita, Vasiliki, Olga,...), Kakuse-Mladen & Katarina olhos-luz {messetina, mes-
selina yo-yoll). Um agradecimento especial a duas pessoas: men grande irmao
Alfre, a quemn devo muito desta tese, sua alegria ¢ paixao que transbordam de si,
> Steph {the blue-skeyes) céu-e-mar em seus olhos 1 Muito amor a vocés!!

Muito obrigado a AMIC, por fazer-me voltar a cantar "canchos amigas’, a
todos os irmaos ueridos da 7 caginha”, sempre companheiros, flores V... com esta
estranha mania de ter & na vida...” deste 1tmenso jardim.

Um agradecimento muito especial aos meus lamiliares, principalmente a min-
has wméas Kiatia e Monica, tao diversas, cada wna com wma {orma diferente de
amar, mais ainda assim, tho intenso o amor. Nada melhor do que apre(e)nder a
diversidade em casa. I ainda temos mutto......

Agora, gratidao especialissima aocs mets ortentadores: Primeiro o Prof. Sid-
hartha Sen, gue me recebeu, apresentou-me Chern-Simons, e aléin de me orientar,
demostrou uma grande dedicacao e respeito pelas geragoes vindowras, fora a con-
tagiante paixdo pelo trabalho. F o Marcido. Creio gue ele nao tem idéia de sua
tmmporténcia na minha formacao. A magia em detalhes, a grandiosidade nas gen-
eralidades do conhecimento ndo-mesquinho {parafraseande Jay Gould), o apaixo-
nante exercicio de ver estas magnificas formas na natureza. Sem mencionar seu
grande mvestimento em ENSINAR, sem csperar glérias ¢ retornos, sempre com
muita seriedade e magia. Trabalhar com o Marcide foi uma oportunidade {mpar
gue espero (ue outros venham a ter (Vida longa ao ensino piblico, gratuito e de
qualidade HIT).

Por fim, a Belém - Casa do Pao IX, gue com sua maravithosa eguipe, ancorada
pela irma Ehana, espalba grande Taw aos quatro canlos, € ao Pai, pela divina
criagao, por ter nos dado "olhos” para vislutabré-la (e o que é esta tese se nao
esta tentativa}, pela dadiva de estanmos neste navegar em rio-Vida, com todas
estas pessoas maravilhosas, circundado em tanta beleza, eterno aprender.

Que Deus abengoe a todos!!!



7. mar e 0 ventoe formam um composto de forcas. O navio é um composto
de mdgquinas. As forcas séo mdguinas infinitas, as mdquinas sio forcas imitadas.
Entre os dois organismos, wm inesgotdvel, oulro inteligente, frava-se o combate
que se¢ chamae navegacdo.

Uma ventade no mecanismeo faz confrapeso ao mfinito. Também o infinito
encervg, um mecanismo. s elementos sabem o que fazem ¢ para onde vdo. Ndo
hd forga cega. Cobe ao homem espreilar as forgas e descobrir-lhes o itinerdrio...”

{Vietor Huge, "Os Trabalhadores do Mar”, tradugho de Machado de Assis)



Indice

1 - PRE-QUANTIZACAC E QUANTIZACAO DE SISTEMAS CLASSICOS

Introdugio

Sistemas Classicos
Pré-Quantizagio Geoméirica
Quantizacio Geométrica

e+ .« J 5 R

4

2- APECTOS SOBRE A QUANTIZACAO DE SISTEMAS DE ESTADOS COERENTES.

Sistemas de estados Coerentes 20
Construgiio Algébrica 27
Construgiio Geométrica 33

3 ~ TEORIA DE CHERN-SIMONS

Teoria de Calibre de Chern-Simons 43
Construgio Algébrica 55
O Teorema de Indice, Anomalis e Polariza¢8o do Vacuo 60

4 - QUANTIZACAO E GRUPOS QUANTICOS

Estados Coerentes e Grupos Quénticos 69

Incorporagio dos Nos na Teoria de Chern-Simons 73
APENDICE

A - O Grupo de Holonomia 82

B — Divisores e Fibrados Lineares 83

REFERENCIAS E BIBLIOGRAFIA 88



Capitulo 1

PRE-QUANTIZACAO E
QUANTIZACAO DE SISTEMAS

INTRODUCAO

A discussao sobre a quantizagac {primeira ou segunda) de sistemas fisicos
{cldasicos ou primeiro-quantizados) eolocs-nos dois questionamentos que gostariamos
de tratar. O primero concerne a codificaciio, o segundo a cognicio, -

Primeiramente gostarfamos de estabelecer uma lingnagem ¢ axiomatizacao
na qual iremos nos bhasear para as discussoes posteriores. Estas serao acerca da
adequagio ou nao deste material basico na formalizacho e conseqgiiente inteleccio
de alguns sistemas fisicos.

Portanto, o estudo consistird de dois movitnentos: um onde tentamos, a partiv
de principios ¢ “insights® bdsicos, extrair e codificar as informactes sobre o univer-
so quéntico, e a seguir, retornar estes cddigos, agora enguanto procedimentos, para
o munde fisico (observavel e/ou especulativo) visando nao s6 por a prova, mas
acima de tudo, termos nm meio de refletir sobre alguns aspectos que concernem
o “guanta 7.

A pré-quantizagio ou a antiga teoria quantica (quantizagio de Bohr-Sommerfeld)
introduz, na digscussao da discretizagio dos niveis energéticos a varidvel de agdo
J = § p.dg, a ser quantizada, onde p é o momento conjugado a coordenadla candni-
ca ¢. A integral fechada, chamada integral de fase, ¢ tomada num periodo da
partfcula “quase-cldssica” durante seu movimento (note que falamos ainda em
movimento da particula e portanto ainda ndo tratamos de uma teoria ondulatéria).

A guantizacho da agio § p.dg = 2rh(n+3) , levanos & quantizacio das érbitas
ou dos niveis energéticos (fixamos a energia mais baixa corno sendo #n#).

Por exemplo, wn elétron atdmico ligado, sendo a energia total

iy
1] 2 s e e 2 — 1.1
E r ¥ 2m + 2rn ¥ ( )

¢ resolvendo para ¢ momentfo radial p. . temos:

¥ AN ) Ze? 2 .
Jo=2 f \/ 2mlj + S - %ﬁeir, (1.2)
1
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onde os Iimites de inlegracao sio respecitivamente o raio minimo e méxime
% '
(portantn, quando p, = m r={, decorre a nogaa de 6rhita fechada, neste caso).
Obtenda J, = ~2mp, + 2w Ze®, /-2, e isolando para energia B, temos:
m (Ze*)? m (2m)*{Ze?)?

B i

P& rpy 2 s ag) (43

onde J; = 2mpy.

Aplicando a regra de quantizacio Jy = lh ¢ J. = sh, sendo [ e 5 inteiros
positivos (na verdade J = sh + k, onde & é uma constante. Fscolheu-se k = 0 a
titulo ilustrative (ver Bohn, etc.}), obtemos para a energia

m(Ze*) 1 Rch
2R (t+s)E w?
onde n = | + 5 & o mimero gufintico prineipal.
De forma geral, se escrevermos a agdo J = j; p 9 dt, obtemos para pequenas
variagoes 8.J = f(; (g 6p — pd Q)dt + 1p{q 6t) + §¢1 |i. Como para o perfodo {ou,
6rhita cstaciondria) o tltimo termo se anula, ¢, considerando E{g, p) a energia

\ L, =B _ dp , 0F __ d - N
lotal de forma que S = = e 5 = 2, podemos relacionar a variagiio da acio

comn @ variagio energética na forma 61 = fﬁt’ S Edt.

Segue obviamente gue se o gsistema for tal gque as drbitas sao periddicas, inde-
pendente de snas condigGes iniciaig, neste caso a variagdo energélica é constante
e 612 = wél. Daf que, quantizando a agao, quantizamos os nfveis energéiicos e
vice-versa.

Este método de quantizagao aplica-se para uma mirfade de sistemas. Por hora,
nao entraremos no mérito de sua aplicabilidade ou ndo. Somente ressaliamos que
suas imprecisdes e ambigliidades sho (parcialmente) corrigidas com a teoria ondu-
latéria, ou quaniizacio (propriamente dita), em contrapartida a pré-quantizacao.

Temos insistido em enfatizar a varidvel de agiio na quantizagio enecrgética,
pois esta serd fundamental no decorrer do traballio. A parie a discussio sobre os
niveis energéticos discretos, lembremos gque a integral § pdg ¢ & drea contida muna
irajeldria fechada da particula, no espaco de fase clédssico. Com a quantizacio,
fixamos uma drea minima {(a célula de Planck) de valor 27/, correspondente A
cada estado quintico (estaciondrio). Ainda, expressando tal drea por Apdz, a
quantizacao nos fornece wma relacio de incerteza minima (para n = 83, da ordem
da constante de Planck. _

Se por um lado temos expresso um principio de incerteza {sendo Ape Az a
acurdcia nas medidas), por outro, temos v ponte de visla geomélrico, gue serd
fundamental no decorrer de nossa andlise, a {pré} quantizacho geométrica.

A pré-quantizacio geométrica {gue estudaremos no que segue) estabelece tam-
bém um vinculo formal entre estes dois fatos {a incerteza na media e a célula
minima do espago de fase). Necessitamos, no entanto, dos elementos da teoria

B=- (1.4)

malricial.
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A transicdo da guantizacdo de Bohr para a teoria matricial introduziu-nos
um algoritmo algébrice de quantizaciio, onde os observéveis cléssicos seriam sub-
stituidos por operadores hermitiancs sobre wm espago de Hilbert, bem como as
trajetérias das particulas cldssicas no espago de fase, dariam lugar a fungoes difer-
encidveis sobre o espago de fase {vetores do espago de Hilbert).

Precisamos entdo estabelecer as condiges para tal transicho lexicogrdlica.

Dirac, que concomitante a Heisenberg-Born-Jordan, houvera estabelecido os
principios da teoria matricial da MecAnica Quantica {no seu ver, teoria algébri-
ca}, enfatizou a quantizacio enquanto transicho da dlgebra comutativa dos ol
servdveis cldssicos para uma nova dlgebra, a varldveis nao comutativas, Nesta,
o parfnteses de Polsson dos observdveis cldssicos corresponderiam ao comutador
dos observdveis quénticos, e as transformagdes candnicas {com respeito 8s var-
idveis candnicas cldssicas), corresponderiam a {ransformacoes unitdrias, geradas
pelos observdvels qunticos. Expressamos da segointe {ormas:

Seja f 1 M — R um observivel cldssico, sendo M o espaco de fase, e seja |
o correspondente observivel quintico, que age sobre um espagoe de HilbertH .

Fntao:

{Q1) o mapa [ +— f & linear

(Q2) se f for constante, f age multiplicando (como elemento do corpo)

(Q‘}) 8 {fbf?} = f3 ,enf;a"io [flfz] = “‘iﬁfay

sendo [.,.] o comutador quéntico,

Lxistem vérios métodos de quantizagio, por exemplo de Weyl [Tak] , Berezin
{ Berl.

Iremios, como ja fora antecipado, estudar o método de quantizagao geométrico.

E bascados neste método, iremos discntir dum ponte de vista geométrico, a
quantizagio de Sistemas de Estado Coerentes e a teoria de Chern-Simons, dis-
cussiio estas que servirfo de cendrio para na verdade falarmos de segunda quan-
tizacho geoméirica, grupos quinticos e outros tépicos.

SISTEMAS CLASSICOS
VARIEDADES SIMPLETICAS

Antes de introduzirmos o formalismo quintico geométrico, precisamos deser-
ever geomelricamente wm sistema clissico.

Um sistemna mecinico cldssico ¢ descrito por wma variedade simplética (M, w),
ie, wma variedade diferencial M (o espago de fase) e numa 2- forma fechada nao-
degenerada w definida em toda variedade M, ie,
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(a)dw = 01.6 (1.1}
(DIVX #£ 0,37 tal que w{X,Y)#0,X,Y € T, M e em lodo 2 € M.

A descricio de sistemas cldssicos em termos de variedades simpléticas é en-
contrada em livros como [Arn]. Trataremos aqui de dois exemplos gue nos serao
titeis.

Ez.1- Espagos Vetoriais Simpléticos No case em que M ¢ um espacgo ve
torial 2n-dimensional, M = R®, sendo (g;),.,..n n—coordenadas ¢ {P:)iz1,.n
n—momentos, temos que @ = Ldp; A dg;. 1 imediato ver que dw = 0 ¢ que w é
nao degenerada.
: Note que se formarmos em cada ponto x € M os campos {3, = X, 3, =
Y7}, 5=1,.m como base de T, M, w ¢ tal que, w(X*, X)) = (Y, V) = 0,V 5

e w{X%Y") = &. Tal sistema de referéncia é chamado referencial simplético.
Transformacoes hineares entre referéncias simpléticas formam o grupo simplético.
Tal grapo formado por p: Vo Vo (Ve T M) tal que w(p X, pY) = w(X,Y).

Uma nogio importante a ser introduzida & a de complemento simplético. Seja
F, ¢V, =T,M , o complemente simplético de F;, denotado por F3, é dado por:

Fr={X e T,M /w(X,Y)=0,¥Y € F,}.

Um subespago F, < V; é dito lagrangeano se I = F, . Torna-se ébvio que
subspagos lagrangeanos sao formados (a menos de transformagho simplética) por
apenas vetores coordenados {J;) ou vetores momentos (G-

Fz.2- O teorema de Darboux: Outro exemplo importante ¢ quando M =
T*(}, fibrado cotangente sobre uma variedade real n-dimensional .

Seja {U;} wma cobertura de €, tomamos como coordenadas Iocais de M (em
1202, o conjunto {¢',p; = dgf}ij-1,..« sendo {gi} as ecordenadas em Use d¢f a
hase de co-vetores sobre U, (duais & 8,).

ki
A esirvbura simplética ¢ dada em termos das coordenadas locals por w =3
£l
dp,; A dqt

Com efeito se £ € T(T; )p » 1e £ & um vetor tangente no ponto p € 170,
temos que a derivada 7, 1 T(T™Q) — TQ da projegio natural 7 : T*Q — @ leva
o vetor £ para 7€ tangente 4 () no ponto ¢. Definimos wma 1-forma (canénica) ¢
cn T} por 0(8) = p(n.E) (p € T"Q).

Fan coordenadas locals 0 = 3, pudg’. Usta & noloriamente nao ~degenerada ¢,
por construgao , fechada.

A construcdo acima & intrinceca, ie, independe dos sistema de coordenadas
em (J. # & chamada 1-forma canénica,

Tipicamente, ) ¢ o espago de conlignragao de sistemas cldssicos, ¢ T7Q) o
espaco de fase,
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A importancia de fibrado cotangente ¢ fundamentada pele teorema de Dar-
bowx que assevera que todas as vartedades simpléticas sao localmente descritas
como um fibrado cotangente, ie, se (M,w) for wma variedade simplética Zn-
dimensional, para qualquer m € M existe wm aberto {fjanjendo 1 e um sishenmﬁg
de coordenadas {p; ¢* }em tal que w =dp; Ad¢ em U, -~

A denominacio de tal teorema pode ser visla, por excmnplo em [Wool,

Decorre gque localmente podemos achar uma 1-forma ¢ tal que w = df. Nem
sempre existe tal 1-forma & delinida globalmente.

Por exemplo em variedades siznpléticas sem bordo, nao pode existir tal -forma
global. Com cfeito, se w = df globalmente, entao,

/ w" m'/‘;ff/\..../‘\w::‘[ d(@Aw™ ) = 0. (1.7}

M n—REZES

onde w" é o elemento de volume.,
Mas [ w" ndo pode ser identicamente nulo; o que nos leva & contradigao.
M

As coordenadas {p; ¢} de M sdo chamadas candnicas. [istas ndo sao tinicas.
De fato, o grupoe simplético leva um sistema de coordenadas canénicas em outro.

Associado aos fibrades cotangentes existe outra nogdo importante, que so as
foliaghes verbicais.

Seja M = T*(Q e tomemos o conjunto das hipersuperficies de ¢'s constantes.
O espago tangente a tais hipersuperficies sao subespacos do espago tangente T'M.

Tal construcao define wmma distribuicao, gue & de forma genérica um sub-cspago
de fibrado tangente.

No caso, a distribuicao & wna foliacgo, a foliagao vertical, por termos subvar-
iedades em M que geral a distribuigao.

Dizemos entdo que o fibrado cotangente é foliado por espago colangentes -
dividuais (as superficies de ¢ constante).

Posteriormente veremos comn mais acurdcia as definigoes de foliagbes, dis-
inbuiches e polarizagtes.

CAMPOS VETORIAIS HAMILTONIANOS

Dado que consideramos {M,w) espago de sistemas cldssicos, C™ (M) é o con-
juntos dos observdveis cldssicos. Quando M é o fibrado cotangente dum espago
de configuracho, f € C®{M) ¢é simplesmente wma fungao da posigho ¢ do mo-
mento. Os observavels cldssicos, além de serem as quantidades mensurdvels que
adguirem valores para um dado estado do sistema, sao também geradores de
familias uniparamétricas de transformagoes canodnicas. Por exemplo, a fungao
Hamiltoniana gera a evolugio temporal, os componentes do momento linear e
angular, as translagoes e rotagoes.
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A ligaciio geométrica entre estes dols agpectos é consiruido como segue: Seja
J & C® (M) ¢ sgja X; win campo velorial dado por:

w{Xp)(Y)+df (V) =0 (1.8)

Ay preserva w no sentido quer

L g (¥, 2) = dw (X)) (Y, 2) +d (w (X)) (¥, Z) = =d(df) (¥, Z) = 0

onde Ly, denota a derivada de Lie associada a0 campo X

Segue que o fluxo p, de X; ¢ uma familia uniparamétrica de difeomorfismos
candnicos locais de M (X gera win difeomorforfismo global somemnte no caso em
que for completo).

Chamamos p, ¢ A o fluxo candnico e o campo vetorial Hamiltoniano gerado

por f.
m coordenadas locais temos:

w = dp*Adgl9 (1.9
T,
i af
Xy = 0 Oy + Ba; dyy,

¢ p, € a solugho da equacao diferencial

g’ = ?—, ;= f‘;{ (1.10}
Pi oq
Por outro latdo, se X for mina campeo vetorial que conserva w, 1e, Lyw = 0,
entdo diw{X)) = 0 (j4 que dw = 0), ¢ porlanio, pelo menos localmente, oxiste
uma fungao [ tal que X = X;; [ sendo determinada por X a menos de uma
constante aditiva. "Tals campos sao chamados campos Hamiltonianos locais. Se,
X = X; estiver definido globalmente para algum f € C° (M), entdo [ ¢é dito
Hamilloniano. ) conjunto dos campos vetoriais Hammllonianos locais ¢ denota-
do VEH(M) ¢ V(i) o conjunto dos canipos veboriais Hamiltonianos (globais).
Obviamente VY {M) ¢ VFH{M).
Proposicao: Se X, Y ¢ Z € VIH{A]), entho [X, Y} = X, onde [ = 2u(X,Y).
Ja que L, = 0 e d{w(Y)) = 0, temos

WX, Y(Z) = Law(Y)(2) ~ (Lw)(¥) (%) 111 (L.11)
= (dw(Y)0) (2) + (@Y )()) (2)
- —df (2)

Decorre que VI (M) é wma dlgebra de Lie sob o parénteses de Lie e que
VH(M) & wn ideal da dlgebra.
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SISTEMAS CLASSICOS

Exemplo: Os geradores do Grupo Simplético

Seja {(V,w) um espago vetorial simplético e sejn g vma forma quadrédtica em
V. Defininos f(r) = % g{x,z}. O fluxo candnico associado a f & wn subgrupo a
wmn pardmetro de SP(V,w). Em coordenadas se

[ = —Clg'py ~ D¢ + B papy
Logo,

Xy = Ctog + Clpdgy + E*padg, + Ep, g, (1.12)

R:(*;})m}(g, _fit)@’) (1.13)

A forma quadrdtica g ¢é relacionada com a matriz R por:

a(X,Y) = 2 X, RY).

Todas estas definighes podem sor generalizadas se extendermos o corpo para
oa complexos

PARENTESES DE POISSON

Os parénteses de Poisson de f,g € C®(M) & a funcao | f, g] € V(M) definida
por:
{9} = Xi(g)

em coordenadas locais Lemos:
_ Mo _ 0y
Op; Og;  Op; Og;

{f,9}

‘Temos as propriedades:

p/ f.9,h € C°(M)

al{f,9} = —{g, [ Hantisimetria)

D)Xy, Xo] = Xigg

g b+ {h{f.0}} + {g,{h [}} =0 (id de Jacobi)

(1.14)
Xilg) = dg(Xy) = ~(w{X (X)) = 2(X; X,)

Entao decorre a anti-simetria do parénteses da antisimetria de w.

Por inspecac verifica-se também a identidade de Jacobi.

A segunda decorre da propriedade de fechamento dos campos localmente
Hamitonianos com relagio ao parénteses de Lie.

Cabe observar que a identidade de Jacobi é de fato equivalente & propriedade
de fechamento de w.
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O paréuteses de Poisson mune C™(AM) de woa estrutura de dlgebra de Lie
de dimnensao infinita (a dlgebra dos observiveis cldssicos) ¢ f — X; ¢ um ho-
momorfismo de dlgebra de Lie de (C(M), {,}) em (Vu{Af),[]). O miclkeo do
Homomorfismo é o conjunto das fungdes constantes, de forma que (Vi {M},[,])
. O micleo do homomorfismo 6 o conjunto das fungdes constantes, de forma que
V(M) ~ C(M,R) (isomorfismo de Algebra de Lie).

Podemnos novamente extender naturalmente as definigdes para o corpo com-
plexo.

PRE-QUANTIZACAO GEOMETRICA
FIBRADOS LINEARES COMPLEXOS

O que desejaunos agora é estabelecer nm método matemdatico para a descrigio
de quantizagao. Para quantizarmos um sistema mechnico-cldssico, precisamos
de wna forma de associarmos grandezas Uipicas da mecnica cldssica, lais como
momento, energia, momento angular, posicio, etc., a operadores hermitianos sohre
as funcoes de onda.

De forma geral temos grandezas cldssicas descritas por luncoes sobre a var-
tedade simplética (M, w), que serdo associadas com operadores hermitianos que
agem sobre o espaco de Hilbert H.

Vimos que os ”observiveis cldssicos ¥ (em contraposi¢io aos observaveis gquén-
ticos), geram [amilias uniparamétricas de transformagdes candnicas. A esta trans-
formacao candmica sobre a varledade, iremos corresponder wma transformagta
unitdria sobre H. {Neste sentido, a ¢uantizacio torna-se similar A teoria de rep-
resentacio em espagos de Hilbert), geradas pelos operadores hermitianos, os tais
observivels quinticos.

Ainda scgundo as idéias bdsicas da quantizacio, ao parénteses de Poisson
sobre as fungoes, equivalerd o comutador dos observdveis quanticos (sendo wmn
homomoriismo Lie-Algébrico).

Vamos enunciar estes fatos da seguintes forma:

A
se [ — R for o "ebservdvel 7 cldssico € f o operador hermitiano associado
entao
A *
{1) f —[ ¢ lincar (sobre R}
A . A
(2) se [ € constante, entdo f corresponde ao operador produto (f.f =f )

MA
(3} o paréuteses de Poision {[1, 2} é mapeado em [y, fo] = —il {f1, 2}

(1.15)

Como j# dissemos, as fungbes de onda sao elementos do espago de Hilbert {ra-
ias ou distribnigoes). Entretanto, conforme o nosso interesse objetivo, ie, conforme
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o fendmeno especfico ou a medida especifica do sistemna que desejamos descrev-

er ou fazer, selecionamos um sub-conjunto do espage de Hilbert, cuja base seja
A

composta por atto-fungoes de determinados operadores { [ ¢ {yue correspondem

a3 medidas oun fendmenos desejados). De falo, das regras de comutagao dos oper-
A

adores < [; ¢ .1 € I, como em (1.15) acima, podemos saber quais os operadores

simultaneamente diagonaliziveis (mensurdveis) e daf escolhermos o conjunto de
fungdes {¥;}, auto-fungdes destes operadores simultaneamente diagonalizdveis,
que desejamos encontrar/trabalhar, Este conjunio ¢ descrito geometricamente
por seqies de polarizagdes dum fibrado linear complexo sobre M. Desta forma,
nao nos basta a variedade simplética {M,w) para descrevermos os fenémenos

guinticos. Precisamos desta estrutura geométrica, os fibrados lineares complexos,
_ A .
para descreverinos os operadores ¢ f; 7, associado 3¢ grandezas do sistema, e as

fungdes de onda {¥,}, descrevendo a natureza do sistema.

Um fibrado de linha complexo é o caso particular 1-dimensional de fibrados
vetoriais complexos .

Seja M uma variedade diferencisvel genérica, e (V,C) um espago vetorial
n-dimensional. Um fibrado vetorial (B, M, V, 7} consiste de mna variedade difer-
encidvel B espacgo total | e uma projecac 7w : B — M, tal que, se {U;} é cobertura
de M a imagem do " pull-pack ” da projegio de uma aberto U; é difeomorfo ao pro-
duto U; x V., Isto ¢ localmente, a variedade B se parece com Uy x V. Temos entao
difeomorfismos {1, I;} chamados trivializagoes locais ;7 : U x V(= C") de forma
que, ponto a ponto, ie, para cada m € M, temos 7, 2 {m} x C" — V™ = a7},
de forma que Vi, a fibra sobre m, tem estrutura de espaco vetorial.

Observe que, da forma construida acima, o mapa composte wo7; : U; x C* &
tal que wori{m, f) =m.

No caso o ¢que n = 1, e, as fibras sfo difeomorfas & €, temos os fibrados de
linhas complexos, obietos estes gue irataremos a partir de entao.

A partir da colecio de difeomorfismos {7, U;} , construfmos as fungoes de
transicao oy  {U; NI x C = (U;nU;) x G, e = T;JT,;, Ny,

Tais funcio {c;;} tém as propriedades:

iz, = 1 sempre que Uunu,#¢ 1.16 {1.16)
CiiCius = 1 sempre que U, NU;NUL # ¢

De forma equivalente, a partir de wma cobertura {U;} de M e um conjunto
de fungdes {¢;} definidas sobre cada intersecgdo nao vazia, com as propriedades
acima & possivel construirmos um fibrado de hinba L.
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Basta considerarmos o espago tolal como a unido disjunta dos abertos U; x C
mGchlo a relagio de equivaléneia iy, 2} ~ (my, ;) sempre que (my, 5) € Uy x C
e{my 2} €U x C, my =my e 2z = c(my)z

Portanto, os tipos de fibrados de linha sio definidos pelo anel de fungdes {0 :
U; nUjjque tomamos. Por exemplo, se M for variedade complexa, tomando-se
{ei; € O(U;nU;)} onde O*(U;) sao as fungoes holomérfas nio-nulas, construfmos
fibrados de linha holomdérficas.

SECOES, CONEXOES E CURVATURA

Vamos voltar a tratar os fibrados vetoriais B de forma genériea.

Uma secao ¢ dum fibrado vetorial 7 : B — M sobre U7 ¢ M ¢ uma mapa
C®{M] o : U — B ial que o{z) € V,(~ C)..

: No caso de fibrados de Iinha, as seqdes serdo mapas de cada pouto da variedade

em C (essencialenmte), ie, v{z) € V, ~ C,.

As secbes fario "o papel 7 das funges de onda sobre a variedade M (que por
sna vez descreve o espaco de fase do sistema cldssico).

Portanto os operadores {}:} {descritos em 1.15) deveriio ser operadores que
agem no espago das segdes,

Operadores diferenciais sobre as segoes sao obtidos via wima conexdo. Uma
conexio V mun fibrado vetorial complexo B — M & uma mapa C—lincar ¥V :
AP(BY — AYB).onde A* & o espago das i-formas V.valorizadas, satisfazendo a
regra de Leibiniz:

Vifo)=df ©® o+ [Vo

para guaisquer segdes o € Ab) e funcbes [ € C°(M).

Desta forma, urma conexdo & uma maneira de diferenciarmos secoes {em primeira
ordem). :

Se tomarmos um referencial {e;},..; ., para B sobre U € M ({e;}, ¢ base para
eada fibra V, = n71(x)), entao dada uma conexio V sobre B, podemos decompor
Ve; em componerdes , a saber:

Ve, =Y Oye; =3 0;(w)e;(x) (1.17)

A matriz 0 = {04) de 1-formas é a matriz conexfio de V com respeito a {e;}.

Uma segao genérica o pode ser escrita como 3 0y¢;. Desta forma

Vo = ) i(doj + 3, 0:)

A escolha do referencial {e;}:-y,. ,, e da matriz ¢ determinam completamente
2 COnexXan.

A matriz # num ponto 1, qualquer, depende da escolha de referencial numa
vizinhanga de z, {veja como definimos acima a escolha de {e;} sobre U).

Se &’= {e;} for outro referencial tal que
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ez) =Y gi(z)e;lz)

entdo g;;(z) € SL{C) o,

Ve, =Y dgge; + Zyz‘k(/’feﬁ’-; (1.18)
tal ¢ue,

ge' = dgg™ + 90,97, (g = (g;)).

Interessa-nos os fibrados de linha complexos.

Primeiro, definimos as segbes unitdrias por € = 7(., 1} (para fibrados vetoriais
gualsquer eg{z) = 7{z, &), sendo (U, 1) as trivializagdes locals, que sao elementos
nao nulos de CF{M).

A conexdo, com relacho a segio unitdria e, escreve-se: {eq{1.17))

Ve = fe

Se derivariuos na dirvegio dum camipo X definido na base temos:

Ve = 0{X)e (1.19)

E para wma secao (unitdria ou nao) gualquer o = ¥e, temos,

V(o) = V(¥e) = dle + Ve = (d + 0)Te (1.20)

Ainda, em relacio a wina troca de trivializacao v — 77, fernos outro relerencial
e = 1'{,, 1}, tal que ¢(2) = £(z)e{z) (como em (1.18)), e para o termo da conexio,
temos:

9¢ = de(2)(z)"" + Oe (1.21)
onde £(z) € SL{1,C).

Definimos tambér o levantamento horizontal de nma curva v € M . Este
serd wma curva Y'no fibrado B que se projeta em -, ie, #{v*) = -, €, cujos
vetores tangentes & curva sdo horizontais. Denotamos, da mesma forma, por X
o levantamento horzontal dum campo X tangente & .

A conexao pode também ser definida como a separacio do espago tangente
TE do fibrado em uma parte vertical (com vetores tangentes & fibra) ¢ uma
parte horizontal. Deline-se a 1-forma de conexao o de modo que, se ¥ for vetor
horizontal oY) = 0.

Ambas nogies sio equivalentes, e sna equivaléncia pode ser vista em [Sny).
Neste trabalho apds longa manipulacio podemos ler:

Vx0 = 2nioc* (X))o (1.22)
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:onde Vy ¢ a derivadda covarianie na diregao dum campo X dolinide na base
My o 6 wma segiio e o ¢ o "pull-back " aplicadeo & 1-forma o.

Desta [orma vemos gue # {gue no primeiro sentido {1,17) define a conexao) é
a 1-forma local (na base) da I-forma de conexao «.

Hstas vdrias nogoes de conexao permitem-nos ter uma visao geométrica da
quantizacdo de Bohr-Sommerfeld, que chamaremos de pré-quantizacio.

Os fibrados lineares com conexao (L — (M,w)}) serfio nosso espage ambiente,
onde a variedade de base M serd o nosso espago de fase cldssico, as secdes do
fibrado formario o espago de Hilbert das fungoes de onda.

A conexao estd associada & derivada covariante. ¢ em beorias de calibre sao
os potenciais de calibre.

Nestes termos diremos que o fibrado linear L & a pré-quantizagdo duma var-
iedade simplética M se (M, w) for fibrado com base M e

dov = —(2rh) " rtw (1.23)

ie, a curvabura do projeta-se na forma simplética w. (It ¢ a constante de
Planck). Tal fibrade linear existe se ¢ somente se (2nh) ™ 'w deliniv wina classe de
cohamologia de dellbam inteira (sobre 2). Expressada de outra forma ;

Cl- se a classe de (27h)~'w em H2{ M, R) estiver na imagem de (M, Z) .

() sentido fisico desta, que & chamada, condigao de pré-quantizacao on condicao
de integrabilidade, ¢ muito simples.

Come temos definido as himgoes de onda enquanto segoes sobre M | lmag-
incmoes uma brajetdria cldssica fechada (tnn lago) sobre o espago de fase M. O
levantamento horizontal de tal trajetdnia é indicado na figura abaixo.

Se o levantamento é realizado por wma segho ¥ (ou {¥} gnando nio tivermos
nma segio globalmente definida, v que é mais usual), para que ¥ esteja bem
definida é necessdrio que:

exp(% %f?) = exp(_m;i Lw) s 7, {1.24)
= ’}’ s

onde 95 = .

Iistas fases adqguiridas pela fungio de onda numa trajetdria fechada definem
o grupo de holonomia.

A existéncia de tais fases ndo triviais explicam efeilos como Aharanov-Bohn
¢ as [ases de Berry (ver [Nak]).

Antes de delinirmos mais precisamente do grupoe de holonomia, e, uma vez que
18 definimos as fungdes de onda, precisamos estabelecer a dlgebra de operadoves:

Dada wna fungdo [ definida em (M,w) queremos encontrar um operador

Pl
linear § sobre o espace de segbes .
Da mesma forma que [ geram familias uniparamétricas de transforiagoes
candnicas {ver (1.8}), ie, a [ associa-se o campo vetorial X de forma que Ly w = 0
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(_fo = derivada de Lie); esperamos definir um campo £ ¢ o fibrado inteiro,
de forma que preserve o, Lembrando, o ¢ o "pulk-back 7 de w. Desta forma:
{/{ : o = {}.

Partindo-se deste fato, ¢ possivel mostrar [Sny] que:

£,9 = (—ihVx, + [)¥ (1.25)

onde Xy & o campo vetorial hamiltoniano associada & f e Vi, & derivada
covariante definida anteriormente.
Desta forma, definimnes o seguinte homomorfismo de dlgebra de Lie:

fof= £, = =ik, + 1 (1.26)

que satisfaz as condigbes requeridas em (1.15).

Usna desericao mas acurada do grupo de holenomia pode ser vista no apéndice
L. Para o momento, mteressa-nos a informagao descrita acimoa, e, a fungio de onda
num ponto fica definida a menos de uma fase integral exp(} §, 0) = exp(; [yw).

Tomando-se a imagem dos vdrios possiveis lagos {7y} na base, definimos o
grupo de holonomia {exp(4 £, 01

A condicio de quantizacio também é expressada em bermos de tais fases como
em {1.24).

Entretanto, as condicoes {1.23 ¢ 1.24) de quantizagio, nio estabelecem a uni-
cidade de quantizacao. De fato, como a condigao de quantivacio € expressada por
dee = (2mh) " r*w, podemos achar mais de um fibrado linear L; com conexao V;
nao equivalentes cuja curvatura da projeta-se na forma simpletica w.

A saber, se, por exemplo (I, V} & um fibrado linear com conexao, se constru-
irmos wm oulre fibrado (I = L ® F, V'), onde F ¢ um fibrado de inha com
conexao plana, o fibrado L' tem a mesma curvatura, expressa na base por w.

Explicitainente, podemos verificar esta construgio em termos das fungoes de
transicao. Temos viste que wm conjunio de fungoes {¢y;} definidas nos abertos
{U; nU;} jonde {U;} € cobertura de M, salislazendo (1.16) deflinem unicamente
um fibrado de linha.

Vamos tomar em cada U; um potencial simplético 8; (a existéncia de tal
potencial & garantida pelo teorema de Darboux {descrito no comeco do capitulo)),
e seja wma colecio de fungbes u;y, definidas nas intersecgdes nao triviais U,N, 5 ¢
(u € C; M) ou O(U; 1N Uy) conforme convenidneia), tais gues

i) dugp = £(#; — O} semprequell; N U, # ¢

i) (27h) " Vg + g + wy) € Lsemprequel; N U, N UL # ¢

(1.27)

Tomando-se ¢;;, = exp(in /), enlao
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{iftf,‘jk 1 .-
—== = = —(,}1.28 by
= -0 (1.28)

2m
CikCxiCim = €Xp ; {1jp + g -+ )

Tais {cn} definidas exponenciando-se {1} sdo fungdes de bransicio dwmn
fibrado de linha L tal que '8 determina uma conexo e i™'w nma curvatura.

Iixiste entrelanio uma iberdade de definicdo de L e V (ou, de [orma equiva-
lente, 63.

Na equagio (1.27), poderfamos trocar e por -+ ¥ onde ¥, sao constantes
tais que

ik = =Yg © (208 g+ + yy) € Z, (1.29)

para toda interseccao U; N U N # 0.

Desta forma, definimos a fungoes de transicao by, = exp{iys,7h), correspon-
dentes a um fibrado de linbha com curvatura nula F| ¢ o librade total I/ = L® I

Por fim precisamos apenas alguns resultados relacionando os fibrados de linha
I como o8 constriidos com a teoria de representacio do grupo fundamental.

Logo apds (1.26) relacionamos o grupo de holonomia com uma dada conexéo.

Vemos que para cada lago v : [0, 1] — M, temos umn elemento do grupo de
holonomia e}\:péfﬁy ¢ onde @ ¢ a conexao. Vemos entao que o grupo de holonomia
¢ representacio do grupo fandamental de M {(ver Ap) sobre o esago de Hilbert de
segoes H.

Vimos também que a liberdade que temos para escolher I/ ¢ relacionada co-
mo fibrados planos. Do teorema de Ambrose-Singer, sabemos que os grupos de
holonomia de fibrados planos séo discretos (Ap).

Porianto as representagtes discretas do grupo de holonomia no espago de se¢io
também classificam os fibradoes de linha correspondentes & guantizacio de (M, w).

Iremos necessitar destas idéias.

QUANTIZACAO GEOMETRICA
POLARIZACOES E DISTRIBUICOES

() problema da pré-quantizacao desenvolvida antertormente € que o espaco
de Iilhert obtido ¢ ”demasiado grande ” para representar o espago de fase de
sislemas quinticos fisicamente admissiveis,

Por exemplo, no caso dos fibrados cotangentes, o espaco de Hilbert obtido
contém fungdes de ambas varidvels (p, ¢) posigao e momento.

Devemos entdo hmitarmo-nos a escolha de segdes estas, que se restrinjam
a algum sub-fibrado do fibrado linear. Para tal, escolheremos segies que sao
paralelas ao longo de uma polarizacio.
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Iremos agora desenvolver com brevidade fais conceitos (para um estudo mais
acurado, veja {Wool). )

DISTRIBUICOES

Uma disiribuicio F de dimensio r muna varicdade M, ¢ um subfibrado de
fibrado tangente TM, ie, é uma designacio cada ponto m de M, um subespaco
r-dimensional (a fibra) P, de T,,M. I dita diferencidvel se para cada ponto
1, existiv vizishanca I/ 3 o e r-campos veloriais diferencidveis { X, ..., X} gue
formam uma base para F),, em todo ponlo i € M.

Um campo vetorial X pertence & P se X, € P, para todo m € M. Denotare-
mos Vo,{ M} o conjunio dos campos tangentes 3 12, Finalmenie, P € dita involutiva
se [X, Y] pertencer A V(M) sempre que dois campos X,V pertencerem 3 V,,(M).

A existéneia de campos velorials pertencentes a uma distribuigao tais gne
ponto a ponto formam uma base para Vp (M), nos garanle que a dimensao da
distribuicio & constante. Thalg dislribnicbes a0 chamadas regulares e sord o caso
de agora o por vir. No caso de distribuigoes complexas trabalharemos fambém
com distribuighes de dimensdo complexa constante.

Uma subvariedade conexa &V de A ¢ wma vanedade integral da disiribuicao
Pse [+ (I(N}) =1}, para todo p€ N, onde [ é o imersfo de N em M,

Se nao existir outra variedade inlegral de P contendo N, estd ¢ dita variedade
mtegral maximal da distribuicao F.

Se por wn lado, gostariamos de estabelecer o suporte para as secoes admissiveis
{no sentide fisice), substitnindo o espage de Hilbert H da préquantizagao pelo
subespago das segdes polarizadas quadrado integrdvels, por ouire, havemos de
ohservar duas dificuldades ao fazé-lo (on para fazé-lo), a saber:

A
1) para que os operadores {f } correspondentes & {f} sejam bem definidas
sobre as segoes polarizadas, e, mapeiem segoes polarizadas em secoes polarizadas,

o {luxo X deve preservar a polanzacao P.
IS

A

Fute [ato vem de Vi (} o) =f (Vxo) — ihVix x,, ou seja, para que [ ¢ seja
polarizada sempre que o o for [X, X/] deve pertencer a V(M) para X € V,{M).

i1} pode ser que nio existam seches polarizadas quadrado inlegraveis.

A primena condigan Impoe restrigies sobre o espaco de observiveis cldssicos
que podem ser gquantizados. Por exemplo, para polarizacoes reals temog que f
deve ser na forma [ = v*(q)p, + u(q) {ver [Woo]}, 1, e » imgbes C°° da posigao.
No caso Killer, [ deve ser tal que A seja um campo de Killing,

A segunda condicao nos fornece umsa restricio sobre a estruiura geomélrica
tdla polarizagao.

No caso Killer, precisamos que o potencial seja positivo-delinido.

N qque segue trataremos deste easo, ie, polarizacoes Killer positivas.

O teorema de Frobenius nos garante a existéneia local de variedades maximais
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de distribuicoes, ie, se P for uma distribuicio numa variedade M, através de cada
ponto p @ M, passa inica variedade integral maximal N de I (ver [Kob]).

Uma distribuigdio integravel é chamada foliagdo, ¢ as variedades integrais max-
irnais da foliagao sho chamadas folhas.

A foliacao P ¢ redutivel se o espago das fothas for uma variedade HansdoriT.

‘Uma se¢iio ¢ uma subvariedade 3 de M que intercepta cada folha transver-
salmente em exatamente um ponto.

Das definicoes acima, vemos que as distribuigdes véem ao enconiro, enguan-
{0 objetos matematicos, do que precisamos. Temos definido a foliagho vertical
tomando-se como superficies integrais as superficies onde a fungées coordenadas
{g} sejam constantes. Desta forma a distribui¢io vertical lica delinida em fungéo
de apenas mn conjunto de varidveis {p}. Observe que sobre os campuos definidos
na distribuicio, a forma simplética amila-se identicamente {a base neste caso é
(B}

Definimos, desta forma, uma polarizagio real duma variedade simplética (M, w)
comno sendo uma foliaghe por subvariedades Lagrangeanas, le, wma distribuigac /2
sendeo:

(1) integrdvel: se X,Y € M entdo [X,Y] € M,

(2) Lagrangeana: ie, para cada m € M, P, ¢ um subspago Lagrangeano de
T M.

(1.30)

A necessidade <de definirmos as polarizacoes € que nem sempre nos convém
traballiar com as varidveis (p,q). Por exemplo, é comun trabalharmos a repre-
sentagiio de Fock, onde definimos varidvels como {z = p +iq, 2).

Na representacio de Fock, trabalhamos com segoes holomdrficas, ie, as fungoes
de onda sao apenas fungdes de z, ie, ¥ = L(z).

Para definirmos de forma geral as coordenadas de Fock a partir de uim espaco
vetorial real, precisaremos definir a complexilicacao desie epago e tomar entao
um subespago cujas coordenadas sejam na forma requerida, Definiremos repre-
sentaghes mais gerais, onde as de Fock incluem-se, complexificando o espago de
representacao. Bepresentagdes complexas aparecem de polarizagoes complexas.

Vamos relembrar primeiro alguns fatos de espagos vetoriats sobre C.

Se (V, w) for espago vetorial 2n-dimensional (sobre R}, uma estrutura complexa
J em V & um operador definido em V com as propriedades:

DX = —X

Ww {(JX, JX) =w (X, X)

titjw (X, JX) = 0

A, X eV

(1.31)
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Desta forma {V, J) ¢ espago vetorial complexo com dimensao complexa n.que
denotaremos por V). i

Consideremos também a complexilicacio Vo de V (dimensao complexa de
Ve = 2n), para onde extende-se w — wg e J — Jg, de maneira natural.. Fm Vo
a extensao complexa Jo de J tem os anto-valores ¢ e —1, decorrente da definigao.

Os respoctivos aubo espagos w € w a0 sub-espacos Lagrangeanos com relacio
8 el

Em w deflinitnos wn doica {orma bilinear sinéirica hermitiana 1 por :

H (X, X") = w(X, JX') + iw (X, X') (1.32)

Dentro de w exaste uwm subespago 2, = {X — {J X} lagrangeano com relagio a
w. Reciprocamente nm subespago lagrangeano P C Vo tal que PR P= 0 determina
uma inica estrutora complexa J tal que P = Pi(= (P, J)).0 subespago F; define
a representagio de Fock.

Para ver a equivaléncia destas definigoes comn as usuais na [{isica, basta tomar-
mos por exempio um referencial siiaplético { X%, Y} em (V,w), {gw) nma matriz
nao singular n x n, de forma que:

JXG = gap,ybl.33 (133)
JYy = —guX®

Desta forma as coordenadas em P escrevermn-se £ = X% — ig,,Y}.

Vimos acima que vma estrutura complexa em (V) w) equivale a vm subespage
lagrangeano P < Vg tal que P P= 0, Por outro lado, extremisarm-se espagos
vetorials lagranganos reals £ C Vo tais que £ =72,

No caso geral temos nma siluagho intermedidria, onde PN P varia entre () e
.

Tendo definido estruturas complexas em espacos veboriais, podemnos trans-
portar btais definigdes para o fibrado cotangente. Pelo teorema de Darboux,
podemos também estender a vanedades simpléticas gquaisquer. Devemos entre-
tanto tomar o cuidado com as mudangas de carta para que preservemn a estrutura
desejada. Por excemplo, se localmente temos trabalthado com coordenadas de Fock,
desejamos que estas coordenadas possam ser definidas sobre toda variedade de for-
ma compativel.

Definimos uma polarizacio complexa duma variedade simplética (M, w) ¢ uma
distribuicio P em M tal que:

i)para cada m € M, P, C (I;,M) seja lagrangeana,

it)a dimensao de D = PN P OTM seja constante

i} seja integrdvel.

(1.34)
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Nole que a condigao, uinica a nao aparceer na definicio de polarizacbes reals,
garante a rigidez acima mencionada. “

Definimos também polanzacies fortemente integraveis se J5 = D = (P+ f';)ﬂ
TM for integrivel.

As demais definigées feitas com relagio a polarizagdes reais estendem-se para
o caso complexo

Como exemplo, seja o caso em que { M, J,w) é variedade Kihler 2n—dimensional,
com estrulura simaplética w, e estrubura complexa J eompativel com @ em toda
variedade M.

Iixiste win potencial K e coordenadas locais 2% {(a = 1,....,n}, tals quer w =
iwadz® Ad 3= 0 § K (da definicio de variedades Kahler)

Bxistem cduas polarizacics naturais: a holomérfa P e a antiholomérfa 2, ex-
pailidas pelos vetores 3/8, e 8/0; respectivamente.

Como (localmente} w = d0, decorre que ¢ = ~i9K. J4 que ¢ aniquila vetores
/3, 0 & wm potencial adaptado & polarizagao P (reciprocamente g ¢ adaptado &

P).

QUANTIZACAO

Finalmente vamos estudar o método de quantizagao geométrica, propriamente
dito.

J4 temos definido as polarizagoes fortemente integraveis duma variedade sim-
plética (M, w), e seja L um fibrado pré«quéntico sobre M.

Definimos as segoes polarizadas, entao, como sendo segdes diferencidvels o :
M — B tal que Vyo = 0 para todo X € VM.

No caso das polarizacdes reais, 1sto signilica localmente que a seciio, em hangao
das coordenadas canduicas (p, g), estao definidas somente em fun¢éo de p (ou g).

Secoes localmente polarizadas existemn sempre, por construgio, dado que a
curvabura de V se anula na restrigao ds diregtes em £,

Podemos representd-las explicitamente, lembrando que localmente existem co-
ordenadas (p;,¢;) (reais) e (2*) {complexas) e wma fungdo real K (o escalar de
Kihler) tal que P & expandido por 8, ¢ 8,, ¢

0 = pudga — iggdza - %ggdqa (1.36)
¢ o potencial simplético adaptade & P.
Na trivializacao local onde a forma de conexao & /i1, as segoes polarizadas
sao fungoes da lorma $(q, 2), holomdrficas em z.
No caso Kahler § = —dK e @ ¢ uma fungao holomdria de 2.
Neste caso, adicionando uma constante & K, podemoes escrever a estruiura

Hermitiana em B3 na lorma
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(®,.B) = P K7 (1.37)

(note que este rpoduto inlerno é tomado sobre uma fibra).

Este € o material bdsico que necessitaremos para a nossa andlise.

Como dissernos, este resumo nao se prefendia um texio bésico, de lorma que,
para melhor apreciacio recomendamos [Woo|, ¢ {Sny].



Capitulo 2

ASPECTOS SOBRE A
QUANTIZAGAO DE SISTEMAS
DE ESTADOS COERENTES

SISTEMAS DE ESTADOS COERENTES
O GRUPO DE WEYL-HEISENBERG

Com base no repertdrio tedrico até enbao desenvolvido, gostariamos de diseutir
algumas questoes concarnentes & quantizagao de Sistemas de Estados Coerentes.

Embora estes sejam usualmente apresentados com uma formulacao fechada ¢
consistente {[Per],[Wool) mostraremos algumas sutilezas que podem vir a ganhar
alguma relevincia.

Vammos primeiro apresentar os Distemas de Estados Coerentes no &mbito da
teoria de representacao do grupo de Weyl-Hesenberg.

Sem perda de generalidade, vamos considerar um espaco veborial com forma
simplética (V,w) bidimensional, com base {p,¢}). Seja H o espago de Hilbert das
fungdes de onda (segoes de fibradoe linear complexo L ~—:rV).

AN A
Temos definido o3 operadores P, q, correspondentes ds ngbes coordenaclas,

com as relagoes de comutacgao:

' M
ba] = he2s @1

AA AA
] = [i] -

A
onde h € o termo central da dlgebra,
A AL . . _

Fm geral i € apresentado na forma 5= #il, sendo [ a identidade, ¢ fi &
constante de Planck (z‘ = /=1,

Todavia, cabe ressaltar que as representactes irredutiveis do grupo de Weyl-

A
Heisenberg dependem de forma estrita dos valores agsumidos por h e cada rep-
resentacac:
A .

No que segue, e até gue se torne relevante & generalizacio, fixaremos j== i/il,

a titulo de ilustraciho.

20
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O grupo de Weyl-Teisenberg & gerado pela dlgebra de Lic aciina deserita.

Usaromos W para indicar o grupo ¢ w para a dlgebra.

Outra representagio de w muito utilizada, é a representacio de Tock,

Nesta, consideramos a complexilicacao de w (w, C), e tomamos o subespaco
vetorial (que serd essencialmente real, ou unidimensional sobre C}, com os op-
cradores de criagao e anigquilagho (at, n) vomo geradores, ¢ as usuais relagdes de
cormmitagao

9+ip , G—ip

— 2 ‘{' — 0y &
o= T8 g TP 2.2
V2h V2h (22)
la,al =1, [0, 1] = la?, 1] = 0.

Flementos genéricos de w sao descritos, nas bases (1 ,_'2’, &) ¢ (1,a,al) por:

&; e w,

w=isl 4 (PG —Q D) = isl + (ca— @ a') (2.3)

veler ry == 3 : 1>
onde o = —={(} + iP).
Desta forma, segue o comutador de dois elementos z,y € w, x = (8,21, %2),
(L1, 12):

[z,y] = i1 B(z, ), (2.4)

onde B:V x ¥V — R é mna forma bilinear antisimétnica, dada por:

Desta forma, B ¢ nada mais nada menos que a forma sunplética w no plano
(2, %y}, segundo a notagio acima (perdoe-nos a mistura de notagio mas o fazemos
para lenbar seguir a literalura wsual da drea).

Os elementos do grupo sao obiidos exponenciando og clementos da dlgebra, ie

ge W,

g = exp(z) = exp(is]) D{a), (2.6}

onde D {a) = exp {a— & al) (ver 2.2 ¢ 2.3).
A representacao de Weyl {(exponencial da relagio de comutagao (2.4)) também
serd fundamental para nossas posteriores andlises; a saber:

exp Aexp B = exp (% (4, B]) exp {4+ B) (2.7}
ou

exp Aexp B = exp [A, Blexp Aexp B (2.8)

A andlise da equivaléncia entre tais representacoes, ie, a representacao expo-
nencial da representacio infinitesimal, (embora aparentemente ¢bvia) pode ser
vista em [Car].
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Para os operadores D{a), D{f#) obtemos, na representacao de Weyl

D{a)D(B) = exp(ilm(a B))D(a+ B) 2.9 (2.9)
D(e)D(B) = exp(2iIm(a B))D{e) D(S)

QO termo Im{o /:i) tem um sentido geométrico stmples, representa a 4rea do
tridngulo com vértices (0, o, v4-3). Esta nocio serd importanie para a quantizacao
do sistema.

As representagtes unitdrias irredutiveis do grupo de Weyl-Heisenberg sao car-
acterizadas pelo teorema de von Neumann (ou Stone-von-Newmann).

A saber, j4 vimos que a dlgebra de Heisenberg & um espago vetorial gerado
por {1 ,;7, 3’) munido de um produto-comutador. O subespago £ gerado por 1 é
chamado o contro da dlgebra (o conmutador anula-se em qualquer elanenio do
centro). Passando para a representagio de Weyl, um elemento do grupo é wn par
{t, ) onde ¢ & um nimero real {o termo central) ¢ v um vebor em V {gerado por

AA
P,4) com o produio

(&, )t , v )=+ + %B(i?,i‘?),‘ﬂ +0) (2.10)

onde B é a forma bilinear antisimétrica (2,4).

) Teorema nos assevera (ue as representagoes irredutiveis do grupo de Heisen-
berg sao caracterizadas pela representacio da parte central da algehra.

Para ser mais claro, vamos passar para a representacao {73, H) do grupo W
sobre H{=Espage de Hilbert). O termo central (1, 6) ¢ mapeado om exp(2miAt),
de forma que a parte central do produte (¢, v)(t, 5#) ¢ dada por:

Talz: {60, )} — exp2mhi(t + 1 + %B(?}, 7)) (2.11)

() nmero real X & arbitrario ¢ é justamente A quem fixa as representacoes
brredutivels. Esta representacio fixada por A é chamada representagao cardcter
(no vaso do centro Z).

O cardeter de wm grupo de Lie € ma funcio complexa y em G tal que x{g) = 1
e x(g¢) = x(g)x(¢') para g, € G.

Note que representagbes conjugadas tem o mesmo cardcter.

O {eorema de von Nemmann e Stone tem a seguinte clagsificacio:

{a) Para tode A # 0, existe, a menos de equivaléncia unitdria, exatamente
wma representacio irredutivel (7, H) de W no espaco de Hilbert H.

(b} para X = 0, temos a representagdo trivial no centro Z de W,

Infinjtestmalmente temos também tal caracterizagao (dada pelo cardeter in-

Iinitesimal).
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Se escolhermos uma base candnica (I, p;, ;) para a dlgebra, wma represen-
bagho (s, M), podemos expressar o carclor infinitesimal como seguoe:

) A . -
ma(p) = P malq) =¢;, 2,12 (2.12)

A A
[ﬁ, fa} = {z&, h} =0,
[f?i; ‘;‘:} = 2wAb;; = wy (1)

Por exemplo, quando A = Ji, sabemos que o valor 27k estd intimamente lg-
ado com o tamanho da céhula de Planck. Caso tenhamos A = 272/, onde k €
um muiltiplo inteiro de /i fixo positivo e n é inleiro existe uma equivaléncia de

- representacoes para vanos n, dada por:

fi ;

exp (zm}s) = exp (mféﬁ) para 1 € kZ2.13 (2.13)
N .

exp (Em i:) no exp (271"3};1‘:,) para n € i

Representagoes em espacos de Hilbert da dlgebra de Hewenberg podem ser
achadas em [Vil].

SISTEMAS DE ESTADOS COERENTES

Eimn particular estamos interessados na representacao de estados coorentes, do
grupo de Heisenberg.

Seja T wma representacao unitdria irredutivel de W associada {ry, € a repre-
sentacho infinitesimal}, ¢ | ¥g) wn vetor fixo de H.

O vetor | ¥} ¢ estdvel com relagho & agao dos elementos do centro T{(s, 0 s
iwto €, o subgrupo de isotropia [ para wmn arbritrdrio estado | ¥y) contém os
elementos na forma (s, 6) Podemos, de {orma genérica, representar um elemento
(t,a0—~ & al) na forma T\({{,¢)) = exp((A)D(ce). Agindo no estado | @),
geramos para cada mimero complexo o um estado |, | o) = D(o} | Pg), jé que a
parte central ¢ wma fase irrelevante (daf o porgue de ser do centro, o grapo de
isotropia).

O sistema {| 0} } ¢ chamado de Sistema de estados coerentes generalizado do
tipo {Ta{9), 1 ¥o)}. Caso tomemos | Yo como sendo o vetor-véeulo | 1), estamos
tratando dos estados coerentes padrao. :

O sistema de estados coerentes {| o)} tem a propriedade de gerar o espago
de Hilbert H. Esta propriedade decorre do fato da representacao ser wreduifvel.
De fato, sistema & chamado ”mais-que-completo ” {em inglés-overcomplete). Esta
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propriedade estd ligada ao fato de nio termos ortogonalidade nnitua entre os
vetores, ou soja,

< alB>=< 0| D()D(3) ] 0) =exp(ilm(B a)) <0} D(B - o) | 0)$244)
I <alf>P=l<0] DB - o) |0 |’=p(B - )

Bsta amplitude p{# — «) pode nao ser identicamenie nula. Fsta é uina questao
central do problema. O fato do sislema ser mais-que-completo, nos leva a duas
discussces basicas:

i} Como expressar a resolucgao da identidade

i) Como achar um sistema completo a partir deste mais-que-completo

O problema da resolugio da unidade ds vezes ¢ colocado como wma pro-
- priedacle bdsica dos sistemas de estados coerentes (ver [Kla]).

A resoluciio da unidade é emuinciada da seguinte forma:

Existe wma medida positiva du{a) no a — plane tal que o operador identidade
I admiie a seguinte resolucio da unidade:

1= /du(ac) fa ><a (2.15)

A questdo da mais-que-completeza evidencia-se no fato dos projetores uni-
dimensionais | ¢ >< « | ndo serem mutualmente ortogonais, como usual na
resolucio da unidade.

Como j4 dissemos, queremos saber se podemos ot nao achar uma base com-
pleta a partir desta base mais-que-completa, que, em sua resolugao da unidade,
aparegain projetores uni-dimensionais mutualmente ortogonais, ou seja, se podemos
achar mna base ortogonal para tal sistema.

A solugdo deste problema foi anunciada por V.Neumann.

Antes de entrarmos nesta andlise, vamos ver algumas propriedades dos estados
coerentes. Duas propriedades, que muitas vezes aparecem enduanto definigoes
dum estado coerente, sao:

a) O conjunto de estados coerentes & formado por auto-estados o operador de
destruicao o ,ie, e la>=alo>.

Note que, como a nao é operador auto-adjunto e tio pouco limitado, seu
espectro nao tem de ser discreto {como néo o &),

Esta propriedade & muito 1itil para a generalizagdo dos estados coerentes,
para 0 caso em que temos wma teoria com un grupo de simetria & semi-simples
qualquer.

Iista propriedade decorre imedhatamente de:

Dio)taD{a) =a +q,

quando aplicada ao estado de vdeuo | 0 >

YO sistema de estados coerentes {| )} & wn sistema de estados gue mini-
mizam o principio da incerteza, ie, Ap,Aa, = %, para qualguer o.
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Com isso, dizemos que os estados coerentes sa0 os que mals se aproximain de
catados cldasicos,

Esta propriedade pode ser enfocada de uina outra forma se representarmos
wm estado | & > nog anto-estados {| n >} do oscilador harménico .

Para tal, expandimos D{a) = exp(oa-— & al) em série e aplicamos no estado
tie vaenlo obtendo:

o >e= exp(—-l (;] ) Z 3; {1 > (2.16)

Umn estado | o), nesta representacio, é entdo uma superposicac ponderada.
{por wm coeficiente muito semelhante A distribuigao de Polsson), de estados de
energia. ¥, de fato, estados de superposigao sao mais préximos do mundo cldssico,

‘sem mencionar a inclusio dos estados altamente energéticos (a demonstracio pode
ser vista em [Per]).

Voltando & guestio da (mais-que-) completeza, da irreducibalidade da repre-
sentagao do grupo de Weyl em H sabemos gue {| o)} expande o8 estados em H,
sem ser, entretanto, mutualmente ortogonais.

Istados nao-oriogonais (isuais) aparecem em fisica em problemas de espectro
continno.

Por exemplo, © operador posicao bem por base os vetores {] z)} cuja normal-
wacho ¢ deltiforme. Da mesma forma, ondas planas e%%, sao usuahinente usadas
para expressarmos estados livres, cujo espectro energético € continuo,

Todavia, por ser um espago de Hilbert sabemos da existéncia de uma base
enumerdvel ortogonal. {por exemplo, pela expansao acima | n > € base). QQuere-
mos wma, no entanto que preserve a naturalidade da representacao do Grupo de
Weyl,

von-Neumann anuncion a existénela de um subespago com base enunerdvel
lag >, tal que o8 velores sgjam mufualmente ortogonais, ¢ que {la; >} seja
completo em H.

Para constnir {{o >} consideramos tm reliculado no o~ plano, gerado pelos
velores wy e wy,ie, 0y = Qymn == M0 + Miwe, tal que Im{w; we) # 0 (condigao de
independéncia linear entrew, e wy), para m,n € Z.

Temos, entdo, para estes reticulados o segmnte resultado:

i) O subsistema & mais que completo se a drea da célula bédsica Im{w,
} = 8§ < 7, ¢ permancce mais-que-completo se for retirado wm mimero finito de
estados de log, > .

1)) subsistema nao ¢ completo se S > w

it} O subsistema é completo se S = x, ¢ permanece completo se um estado (e
somente 1 estado) for removido do sistema.

(2.17)
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Primetramente vamos estudar o reticulado. A condigao de completeza, como
foi visto, relaciona-se com a drea do paralelogiamo formado pelos vetores wy e wa.
Note que o conjunto {}ax >} tem a propriedade de serem gerados por operadores
D{oy) que comutam entre si, jJ& que, como {oi visto

D{e)D(F) = expilm{a §)D{a+ )

Note ainda que se expressarines a equacio de Weyl acima na forma:

D(@) DB D — ) = expiTma: f) (2.18)
e recordando que sobre as coordenadas {, p) os operadores geram translacoes
1o espaco de fase, vemos gue equagao a esquerda gera um ciclo fechado no espago
de fase. Portanto, a exponencial & esquerda age nas segbes (fungdes de onda) como
um elemento do grupo de holonomia.
Desta forma, a condigao de existénela de um reticulado eguivale & prépria
condicio de quantizacao de Bolir, numa interpretacao geométrica.

(fg. 2.1}

tsp (L )] >

-

S-Indg

(espaco de fage)

Portanto o reticulado {a .} gera uma base enumerével {ja,,, >}, sendo que
a enumerabilidade expressa wma condigio de quantizagio.

Ainda, ao "reticularmos 7 o espago de fase, estamos estabelecendo uma cor-
respondéncia entre win estado quANtico |om, > por célula (considerando o vértice
mwy + nw,) indiciande a célula. Ora, visto que a drea das células do reticu-
lado & igual a 7R, estas sdo os células de Planck, e portanto, temos vm estado
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quintico por céhdda de Planck. Ista ¢ a condigio de gas ideal (particulas nao
interagenies) na mecnica estatistica. intao, o fato dos estados coerentes seremn
"quase-cldssicos 7, ¢ tomando-los em equivaléncia com pontos do reticulado de
von-Neumann, estando assum propriamente guantizando o sistema, cris-nos um
"ambiente ¥ adequado para falarmes de sistemas de mmilos corpos nae intera-
gentes, 1e, meclnica estatistica.

Nesse ponto perguntamo-nos, se, aumentando a densidade de pontos por célu-
la de Planck, ou equivalentemente, modificando as condigbes de quantizagao ou
grupo de holonomia, poderfamos falar em inberagbes?

Uma observagio importante nesse estdgio & que, embora, declarada completa
a base {|o, >} esta ndo gera estados | > que ndw estejam no proprio conjunto
{lowmn >} .
 Se tentarmos expandir um estado genérico [ > na base {Jogn >}, e, [F >=
3 by o >, aplicando-se o operador de destruicao a, ¢lembrando-se que os
cstados coerentes 830 auto-estados deste operador, temos :

a|,(3 o= (L(Z bmnl(,\imn >) = meﬂa[amu > 2.10 (219}
ﬁlﬁ > =} (Z bmﬂlamn >‘) = (Z bmn“mniamn >)

Ora, para que a igualdade seja satisfeita precisamos que os coclicienies y,, =
3, ou seja que |F > faga parte do reticulado, reduzindo a igualdade & trivialidade.

Ohbservados tais fatos, o que [aremos entao € tomarmos um sislema de estados
cocrentes gerados por wm reticulado cuja drea da célula bdsica S = Im{w, ws)
seja menor que T, por exemplo S = 7w 7k, onde £ € N*.

Desta forma, estaremos populando uma célula de Planck com & cstados (j4
gue estamos tomando um estado |oy,, > por céhda de drea S = 7,7k}, e por
outro lade, do ponto geométrico, violando a condigao de guantizacio de Bohr-
Sommerfeld. Estudaremos o significado da sobre-completeza desse ponto de vista.

Vamos primneiro analisar dum ponto de vista analitico, para posteriormente
fazé-lo geometricamente.

CONSTRUCAO ALGEBRICA

Como ja vimos, os estados coerentes surgem ao estudarmos a representagao
do Grupo de Weyl-leisenberg em espagos de Ihlbert. Por ontro lade, precisamos
agora estudar a representacio do grupo de Weyl-Heisenberg em reticulados.

Cartier, em trabalho mencionado, fez, de forma muio prépria esta andlise.

Vamos descrever brevemente este (rabalho.

J4 vimmos que o reticulado € sobre o espago de fase. O espagoe de fase, no
presente trabalho, serd {como tem sido) visto como wm espago vetorial V', com
base (p, q), nuntido com uma forra simplética bilinear, je, 8 : V xV — R. Vimos
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cue a forma simplética, {az, na representacio de Weyl, o papel do comutador {2.4)
para as relagoes canéuicas de commutagio.

Vamos definir um reticulado L sobre V, como wn sub-conjunto discreto de V),
que o gera, enquanto espago vetorial; ou, equivalentemiente, o conjunto de vetores
de V' a coelicientes inteiros, sobre uma base {wy, wy) que gera V.,

Sobre o reticulado L, a forma bilincar B assume valores inteires, ie,

B:LxL—-Z (2.20)

A rede dual I de I, é constituida por vetores v € V tais que B (v, A — Z
para todo A € L. Obviamente I coutém L.

Sem perda de generalidade, consideraremos dim¥ = 2.

Quando I’ = L o reticulado ¢ dito autedual,sendo o caso do reticulado de
V. Neumann,

Temos visto ue no caso da rede -ou reticulado (usaremos indiscriminadamente
ambas Lerminologias)- de von Neumann, o conjunto de operadores {D (oum)}
comutam entre si (2.9 ¢ 2.10). Desta forma, seria natural indagarmos por wma
auto-funcio [@ > commun a tal conjunto de operadores.

Jé que os operadores sho determinados completamente pelo reticulado {oy, }
e, j4 que o reticulado é formado a partir de vetores unitdrios de base {(wy, un), a
vetor [@ > deve, de forma geral, ser caracterizada por dois bimeros (g1, £3), tals
que;

DH{w) |0, >= expline)]O: >, i = 1,2 (2.21)

Naturalmente (1, £2) assumem valoves reais médulo 2, correspondendo, por-
tanto a pontos num toro bi-dimensional.

Ainda, cada ponto do toro fixa wmna representagio para a agdo discreta do
Grupo de IHeisenberg-Weyl.

Considerando uma escolha (£, &2}, € chamando a correspondente auto-fungio
de |8, >, podemos expressar o3 estados coerentes em fungio deste estado na
forma:

18, >= [Ha)]O, >, (2.22)

—
€ PATA Qmy oy = O == TWY + gy, = (M, )

D ()]0 >=exp (mzf; (;,,;)) 19, >, (2.23)

onde Fr ¢ uma fungio a valores reais (1uma exposicao precisa da [ungio F' que
estd intimamente com os cardcieres da reppresentacao pode ser visto em [Carf. em
geral esta deve ser vma fungio real definida mdédudo 2 satisfazendo a congruéncia

AN+ p) = F(A) + F{p) +mB (A, 1)).
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Observe que a equacio ankerior & uma equagao de invaridncia. Logo, o sub-
grupo formado por operadores na forma {{a; )} estao contidos no subgrupe de
isolropia da representacio 7). Desta forma, esta funcao ( m), caracterizada
pela escolha dos valores (¢, £5), fixam a representacao cardcter associada,

Portanio, na cvonstrucao feita, dois fatores fundamentais sdor a escotha do
reticulado, caracterizada pela escolhia dos vetores base {(wy, 1), e a representagao,
caracterizada pelos valores (g7, 29) .

Vamos agora expressar a relagio acima na representacho holomérfa (de Fock).

Fsta representacio equivale & polarizagao holomdrfa, vista no capitulo anteri-
or, onde as segdes dependem apenas das coordenadas complexas 2 (= (%‘ﬁ ) 3

Em tais covrdenadas temos a agdo dum elemento genérico I (e} do grupo W
na forma:

D () @(z) = exp {~aXA (I {z,2) 72+ H(2,a))} Pz + ) (2.24)

onde H : Ve X Vg -+ R é uma forma anti-simétrica hermiiiana (inica} com-
pativel com a complexilicacido do eapago vetortal V. De forma explicita:

H(z,2) = B(z,Jz) +iB(2,2). (2.25)

{J & estrutura complexa (ver (1.31), on {Carl}).
Expressando a equacho de invariincia (2.22 ¢ 2.24) om tais coordenadas,

temos:

B (2 +oy) = @ (2)exp {ma (H{o,, 05),/2+ H (z,0,)) +irlF (o)} (2.26)

Fsta equagio tem como solugio mais geral no espago das fungoes inteiras a
funcac © theta de Jacobi.

Lembremos (ue tudo isto se refere ao caso de reticulado anlo-duails, ou, exuiv-
alentemente A rede de von Newnann.,

Ocorre que, caso L' > L, e, o reticulado dual L seja maior gue o reticulado
[, a representacio do grupo de Weyl-Heisenberg sofre significantes alteraces.

E estas alleragdes sao similares ds que aparecem no caso de sistemas de esta-
dos coerentes mais que completos gerados por reticuladoes de densidade dada por
Im{uy ) < .

Entao vamos gerar, como jé enunciado, um sistema de estados coerentes
{ltnn >}, onde, como antes, (hy, = mw; + 'n:u);, onde Im(w; ’s.u;) =7k, ondek
& wimn nteiro posifivo nao nulo.

Para tal, podemos, por exemplo, fixar w, = w0, /k ¢ w;, = 1wy oude (wy, ws)
gevam a rede de von Neumann, ie, Im{w, o) = 7 (eq.2.28)
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J4 vimos que o fator Im(w, w,) além de expressar uma drea no espago de
fase, expresss bambém o comutador B(w;,w;), sendo B : V xV — R a forma
simplética que determina o comutador {ver 2.8, 2.17).

Sendo que w;,w; sdo os geradores de L', e j& que temos nos restringido a
analizar a representagio do grupo sobre reticulados L e L'; decorre que o termo
Im{w, wy) = 7,/k estd fixando a representacio (por ser wn bermo central do
Grupo), da mesma forma que, no caso continuo as representacoes irredutiveis do
Grupo de Weyl-Heisemberg eram fixadas por {p, ¢}.

Ou sejs, anteriormente, sendo {p, ¢} os geradores do grupo, ¢ por permitirmos
translacoes irrestritamente pequenas (infinitesimais), o termo central da dlgebra
era obtido por [p, ¢]. Agora, sendo que nossas translages fundamentais sao finitas,
os geradores sae (w;, w;) e o termo central & Im{w, wy).

Observemos aqui que, ¢aso quizéssemos recuperar a rede de von Newrnann
poderiamos tomar um subconjunto de {a,,,} formado por elementos na forma
Cpn = Mty + nufy ;onde m € kZ en e Z.

Na verdade existem &k + 1 sub-reticulados em I/, cuja densidade equivale 4 de
von Neumann, a saber:

Ly = {w|{1+kn),wym}2.27 (2.17)
Lo = [w)(2+kn),wim}

Li-y = {wylk — 1 +kn),wym}

e = {ulk(+n), uhm) ‘
Lysr = {win,uhkm}

.....

Todos estes casos tem a particulanidade de preservar o tamanbo do "passo ”
sobre o reticulado, como sendo de tamanho (1,1) com relagao a base (wy, w,).

Portanto, sobre umn reticulado de passos (minimos) (1,7k, 1) {com relacgiio & (wy, wq)),
tomamos as possivels sub-reticulado de passo(minimo) (1,1).

(fig. 2.2)
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Ora, torna-se claro porque descartarmos o iliimo caso.

Lembremos o signilicado deste reticulados lodos. No caso de von Neumann
do fato de retringtrmo-nos a umn reticulado, obtivermos wma equagao funcional de
imvaridncia (a menos de fase) (eq. 2.23 e 2.26), cuja solugho era uma funcio (6
de Jacobi) invariante {a menos de wma fase) por translagGes sobre o reticulado,
ou seja, por acio do subgrupo disereto | {I{om, )} onde toy,, = mawy + naws.

No presente momento, estamos desejando a mesma Invaridncia, porém num
reticulado cujos passos minimos sao menores que os deslocamentos gerados pela
acio do sub-grupo, cuja invaridncia & requerida.

Neste sentido poderfamos dizer que desejamos invariineing por translagoes de
tananho # € k2 sobre um reticulado de célula unitdria {(drea 1).

Cabe ressaliar que, embora algebricamente equivalentes; fisicamente nao equiv-
alem os dois enunclados aciima, j& que a primeira invanéncia estd intimamente
ligada & quantizacio de Bohr-Sommerficid, por ter densidade de um estado por
céhula e Planck.

Vamos,pois, transcrever formalmente as invarincias de interesse.

Temos v grupo I de translagtes finitas, subgrupo do grupo de Weyl-Heisemberg,
descrito por:

= {{l,a,0) e W, a,be Z} (2.28)

{note que o centro esté fixo).
Tomemos wmn subgrapo deste acima, na forma:

I = {(Lka,b) e W,0,b€ Z,}, (2.29)

k inteiro positivo fixo.

O espaco das funcdes inteiras f(z) invarianles com respeitc & D{my), com
exp{ Ot — mn @) € I & um espago k—dimensional. (ver [Vil-III])

¥ste espaco ¢ representacao irredutivel de outro subgrupo Ny, de W, a saber:

| Z
Ne={(Aa,0) € W,a €+, expA € Cr} (2.30}

onde

Cy, = {exp{2mim 7k},m=0,1,.. k- 1}.

Q) gerador de tal grupo Ni € o elemento Ty = (%, {q, 1).

Desta forma para gerar base para o espago k-dimensional supra citado, basta
tomarmos a funcio theta de Jacobi © usual, j4 que esta pertence ao espago em
questao, e, pela irreducibilidade da representacao, agimos com Ty, k—vezes, ie,

Ojp = 15,8 = D(7,0,1)@ (2.31)

Estas fungtes ©q/ 880 chamadas fungoes theta com caracteristica a e nivel k.
Qs detalhes podem ser achados em [Vil].
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Recordemos que, no caso do reticulado de von Newnann, a equacao de invar-
iancia (Bq. funcional 2.26) tinha por solugao, wma tinica lungio theta de Jacobi.

No case presente, a rede € mais densa que a de von Neumann, na verdade,
eomportande e st k reticulados de von Neumann distintos. Dai, ao buscarmos
solugdes da equagio de invanidncia {2.26), obtermos k solugdes independentes.

A cada Tungio theta de Jacobi ©,; com caracteristica a equivale um reticulado
tle von Meuwmann.

Lembremos também que da FEquacho {2.23) a funcho theta de Jacobi gerava
todo o sistema de estados coerentes {D{mn 1O, >= exp(inFL(m)|O, >} desta
forma para cada fungho theta de Jacobi Qu com caracteristica, ie, para cada
reticulado de ron Netmann, temos um sistema de estados coerentes, ¢ cada um
desses sistemas de estados coerentes ¢ um sistemna completo.

Vamaos discatir somente mais wm aspecto da teoria de representacao antes de
discutirmos geometricamente a contrugao.

Ternos visto que a funcao theta de Jacobi © encerra em si todo um espago de
Hilbert {amn}. Nao seria no minimo estranho este fato?

Cartier [Car] elucida-nos mwito propriamente.

Fquagoes de invaridncia como (2.26) tém como espago de solugoes distribuigdes
sobre o espaco de Hilbert M de representacao irredutivel do grupo de Weyl-
Heigenberg,.

Para provar tal fato faz-se uso do seguinte teorema:

Seja {H,w} representacao irredutivel de W, nao trivial no centro £ de We
scia F7 wm subespago Lagrangeano (ver defini¢io no cap. I) n-dimensional de V
{(dimV = 2n). O conjunto de solugbes da eqguagao:

w{X).f =0,
para todo X € V, & um subespaco unidimensional de H_o, {espaco dual &
Heo)-

Fste Teoremn ¢ um teoremma geral que no casc em questdao aplica-se para o
seguinie teorema de classificacao:

Seja I um reticulado em V tal que B assuma valores mteiros em I X L, e
seja ' qualquer solucao da equacao (2.23) (ver também a observagao posterior).
Seja L' a rede dual a L tal que [I/ : L] = ¢.!Finalmente, seja {w, H) qualquer
representacio irredutivel de W, tal que w(t) = exp{2nirt).] para t pertencente ao
centro de W,

a)A representacio induzida Dy p relativa ao reticulade L, ¢ isomorfa a soma
direta de e copias de (w,H).

b)O conjunto de equactes

wle,).f = exp(niF(v)).f, parav € L,

& wm espago e—dimensional de M.,

YO fndice [L¢ ; L] = ¢ & igual ao determinante da matriz {B (v, u;)} onde {uy, ..., v9.} €
base de V com relacio a qual L & o conjunto de vetores a coefientes inteiros. No caso em gue
e = 1, a rede & dita anle dual, case do reticulado de Von Neumann.
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Ou seja, as fungoes @ residem no completamento do espaco expandido pelos
velores de base, o8 estados coerentes. Entretanto se considerarmos que os Fsta-
dos Coerentes, velores do espaco de Hilbert, sdo os objetos de realidade fisica, as
fungtes theta de Jacobl ©, estdo a nos auxiliar a andlise destas questoes concer-
nentes a mais-gue-completeza de Sistemas de Estados Coerentes ¢ a natureza da
quantizacao.

CONSTRUCAQO GEOMETRICA

Vamos analisar 0 que temos visto até entao, porém dum ponto de vista ge-
oméirico.
J& vimos que o sisitema de estados coerentes aparece naturalmente da agao
do grupo de Weyl.
' Seja , entao, (V,w) espago vetorial simplético 2n- dimensional. Existe uma
préquantizacio bem definida, a saber:
1
2
sende @y um potencial simplético e w = dp; A do? a carvatura.
Seja wma fungao linear em V na forma:

6{} == (f),;dqi - qidj?g) (2.32:]

flp, q) = v'p; — wg' = (X, W), (2.33)
para X = p,b,, — ¢ Op e W = 0,8, + 0/ 0.
() observavel quintico correspondente & [ &

A . 1. . ,
f= —ih{w0y, — 010 ) + 5 (v'pi — u;e’) . {2.34)

o 4w M
Seja gy o fluxe gerado por f, passando por W. Entac o operador 1Y corre-

M
" A - * - F
spondenic & p,, ou scja, a exponencial da agdo de [} &

(;&‘z azr) (X) = ¥ (X + W) exp(—iw(W, X) /). (2.35)

Tal acio define representacio do grupo de Weyl-tleisenberg, descrito antert-
ormente como V x T {1 = 51), com produto na forma :

(W, w){Z,z) = (W + Z,wzexp (iw (W, Z) /). (2.36)

Sem maiores consideracdes, ammceiamos que o espago de segdes holomdrfas
sobre V & o espaco de representagao irredutivel para a acao acima.

A saber, sendo (V) w) espago vetorial simplético, tomemos uma estrutura cormn-
plexa. J compalivel com V. Sendo (p, q) o sistcma candnico de coordenadas em V
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tomemos Z° = giip; +igh. Fnlio % 3 sio coordenadas holomorfas, ¢ ' = g2t 2
¢ o (super)potencial Kahleriano tal gue

w =dp; Adg = %gﬁdz“' A2 =i0 g K. (2.37)
O potencial simplético 6 = ?-% gid2* 27 & adaptado & polarizacio P, deter-
minando uma trnvializacao global de B na gual as secdes polarizadas sao seghes
holomorfas ${z).
Como a pré-quantizacio ¢ bem delinida, os potenciais 8y ¢ # se relacionam
por transformacao de calibre, 6y = 4 + lz?dfx
Portanto, no calibre 8y, as fungoes de onda polarizadas sao da forma:

- 1 .
¥ (z,2) =D (z)exp ("‘"“—“:‘ggjza z’) (2.38)
4h
¢ o produto mterno;
3 ! 1 Y -
<¥ T >= / & § exp ("""""‘_f}{jz z*’) dzd Z (2.39)
S 2h

A - v - e
Os operadores W do grupe de Weyl-Heisenberg, agem sobre tals segtes na
forma.

;,3' ((I> {z) exp (“:{lﬁzi zj)) =& (z +wjexp (—-%(2 Wy 24w w5 z*))
{2.40)

Portanto a representacao do Grupo de Weyl-Heisenberg € irredutivel (6 trivial
ver a auséncia de subespagos mvariantes).

Como j4 dissemos, a representacho holomorfa & também chamada de repre-
sentacao de Fock.

Dentro deste contexto, tomando-se uma segio Wg = @ = 1 (estado de mals
baixa energia)}, e denominando,

o
Uy = {(— W)¥g (2.41)

geramos { ¥}, o conjunto de estados coerentes.

Ohbscrve que para cada ponto de (u,7) temos wmna secho Wiy,

Vamos considerar agora as equagoes (2.34) ¢ (2.38).

Notamos ¢ue

AA e .
W 2= expliw(W, 2))(¥ + 2), (2.42)
sendo w (W, Z) a fase do termo de holonomia refente ao levantamento do lago

et |
{caminho fechado) gerado por ‘[ﬁ\/’ Z (W + Z) (ver aeq. (2.138))
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O [ato desie termo ser o termo de fase de holonomia pode ser visto ja que ne
ealibre 8{] = %p\gdqt — qz’t‘,ng Lemos: ’

{14.,04) 1 . ‘
/ By = ;‘é’(?}x;ﬂg — ) = w (X, W) (2.43)
Jo

onde X = pid, — ¢'0p e W = w;0,, + v/ 8,5 como em (2.33).

Ainda, do teorema de Ambrose-Singer (ap II), sabemnos que o grupo de holono-
mia & gerado por contragoes da curvatura w com compos horizontais { X} ..

Desla forma, a condigho de integrabilidade é expressa em termos da acio do
grupo de Weyl, na forma:

w (W, %) € 2nhZ. (2.44)

Desta forma, tomando-se wina secao bdsica Wy como em (2.40), a condigao
de integrabilidade leva-nos a considerar wm conjunto de segtes { ¥y}, tal que os
vetores {W;} satisfagam a condicho (2.42) acima.

A selecao deste conjunto de vetores {W;} equivale a escolha de um reticulado
Lem V, gerado por vetores de base {(wy,wy}, como em (2.17).

Podemos agora transportar toda andlise feita anteriormente para o ponto de
vista geométrico. Fsta anabsava 08 reticulados mais-que-completos 7, ie , tratava
de sistemas de estados coerentes gerados por reticulados no espago de fase, de
densidade maitor que a do reticulado de von Newmann, ou seja Im{wy @) < 7.

Tomemos, por exewplo, (w1, ws) como antes, tais que lm{wy ) = 77k, &k
gendo um inteiro posibivo mator que zero.

Se quisermos gerar sistemas completos, ou como temos visto, um conjunto
de vetores {W; = a,w, + by} tais que os "lagos ¥ gerados por quaisquer dois
deles verifiquem a condi¢gio de quantizacao (2.43), somos levados a selecionar no
reticnlade L' = {nw; +mwy, n,m € Z} um subreticulado de densidade ignal A de
von Neumann, Ocorre que, como visto em {2.27), temos k& manciras de selecionar
tal sub-reticulado.

B cada escolha equivale A uma quantizacao do sistema.

A interpretacio geométrica destes reticulados e sub-reticulados é feita como
SegUe:

Temos visto gue ao tomarmos dois vetores {w;, wy) nao colineares no plano
complexo C, estes estabelecem o reticulado L{wy,un). Sabemos que o espaco
quaciente C,/L{twy, we) ¢ homeomdrfico a um toro T{= §* x §).

Dois reticulados L{wi,ws) e F'{w),wy) coincidem se os pontos de wm per-
{encerem aos pontos de outro. Desla forma obtemos que dois reticulados coinci-

wy Y _ [ a b wy .
( y ) B ( e d ) ( wy ) ’ (2.45)

dem se;
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a b -
onde ( ¢ d ) e 5L{(2,2).

Vejamos como ficam as parametrizagdes do toro vista em termos de (wy, wn).
Sejam dois atlas {I/;, 0.}, {Vi, ;] com fungdes de transicdo holomorfas. A estru-
tura compleexa ¢ uma classe de equivaléncia entre tais atlas (e de forma geral para
variedades complexas [Sin], [Na]). O par (wy, w,) define a estrutura complexa do
toro.

JA vimos que pares (wy, wq) e (w), w)) definem o mesmo reiiculado de forem
SL(2,2) —relacionados. Estes definem a mesma estrutura complexa sobre o toro
se forem PSL(2, Z) (= SL{2,2) /' Z,) —relacionados { a menos de uma constante
multiplicativa comum).

Vamos expressar tal equivaléncia em fungao de uma outra base (1,7) rela-
cionada com (wy,wy). Definimos o médulo 7 de (wy,wy) por 7 = wy un, €
tomamos o par (1, 7} como geradores do reticulado.

Sejam agora (w,w,, 7) e (w), wh, ') duas bases. T e 77 deflinem a mesma
estrutura complexa (ie (wy,wy) e {uy, wh) sho PSL{2,7)) se:

» _{ar+b)
rE (e +d)

,(Zg)ePﬂﬂﬁy (2.46)

As transformactes v — 7° acima so as transformacgGes modulares, e sao
geradas por 7 —+ 7 + 1 {chamamos de transformacso T) e 7 — —~1/7 {chamamocs
de transformacho S}, :

Entso, reticulados (1,7) e (1,7} definem a mesma estrutura complexa sobre
o toro se forem relacionados por transformacgtes modulares.

Pictoricamente temos:

v Y

N7 ¢ -
N T

2% A
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Desta forma vemos que as transformagtes modulares sio difeomorfismos globais
sobre o Loro. )

Vimos em (2.26, 2.30 e 2.31) que, as fungoes © de Jacobi sio as solucdes
das relacoes funcionais fundamentais gque caracterizam os sistemas completos e
mais-que-cornpletos de estados coerentes sobre reticulados.

Geometricamente, as fungdes © de Jacobi sao de fato segdes sobre o toro
C/L. Na verdade, as fungdes © de Jacobi caracterizam totalmente os fibrados
lineares complexos sobre o toro. Em [Igu] {ver também [Gri}), é construido um
homomorfismo sobrejetivo entre o conjunto das fungdes © de Jacobi sobre o toro
C/L ¢ o conjunto divisores [1] de C/L, sendo os divisores uma outra forma de
constritir os librades lineares complexos {(ap IT) (as fungoes © de Jacobi triviais o
nicleo deste homomorfismo).

Ora, ja& que a questdo da quantizagio contrange-nos a trabalhar sobre retic-
“ulados, e portanto foros, e sendo as fungbes ©, scgbes (Tungbes de onda) que
classificam os fibrados holomoficos sobre estes, temos gue s quantizacao do sis-
tema nos lova a analizar os aspectos geomélnicos da represeniacio do grupo de
Heisenberg, sobre o conjunto das fungtes © de Jacobi.

De forma geral, a agao do grupe de Heisenbearg sobre as fungoes holomorfas
em termos do parAmetro modular 7 é pa forma:

para (A, a,b) (X, V) = (AN exp (2miB{e, V) ,a + o, b+ V),

temos:

T(0,0,0) [ (2) = exp (ima’r + 2minz) f (2 + ar), 247 (2.47)
70,00 f(2) = [f{z+8).

Pois bem, por wmn lado, como vimos em (2.27, 2.30 ¢ 2.31), no caso de ter-
mos wm toro gerado por {(wy, ws) tal que Im(w,; W) = 7/k%, sendo 7 a estrutu-
ra complexa do toro, temos & fungbes © de Jacobi, formando base para repre-
sentacho de Ny = {g € W,g = g(},a,0) ,a € Z(modk),A € Cy}, médulo L onde
Cr = {exp{2:«'ri-?), m =0,1,..,.k— 1} . O subgrupo N; tem por gerador o elemen-
to Tye = (1, 1/k,0). Ocorre gue, em funcao das (1,7), fazendo uso das equgbes
{2.46, 2.47} acima, mostra-se que esta acao equivale exatamene a esta transfor-
magao {fig. 2.3) sobre o toro.

Por outro lado, como mencionado, a cada funcao ©, corresponde um fibrado
linear holomorfo sobre T' = C/ L.

Recordemos também que, caso fixemos wma curvatura w, vimos em (1.29)
que a liberdade que temos para escothermos o fibrado linear {I;,w) ¢ dada por
HY(T, 0.

Ora, se sobre o toro montamos wm fibrado com segoes {€;},_, . | este fi-
brado & uma colecio de fibrados {I;,w} sobre M = T'. E o grupo, cuja base

e fixarmos por exemplo e sem perdn de generalidade |un] = 1, temos equivalentemente
Imir =w/k.
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da representagio & {€;},_, ,  age intercambiando os fibrades { L, w}. Ora, mas
como fol visto no capitule 1 cada fibrado é wma quantizacho.

Resumindo, vimos que a quantizagio levou-nos a traballiar com reticulados
cija célula minima é do tamanho da célula de Planck. Caso tomemos reticulados
com densidade maior que esta obtemos um sistema com mais de wma quantizacio,
ie, mais de wn estado de vdcuo, por exemplo k estados, gerando b espacos de
Hilbert.

Algebricamente obtivernos estes k espagos representados por k funges 6 de
Jacobi comn caracteristica.

Geometricamente, estas & fungoes equivalem a & fibrados de linha de mesma
curvatura w.no entanto inequivalentes. Esta inequivaléncia decorre do fato que,
para mapearmos um fibrado no outro, agimos com um sub-grupo discreto do
grupe de Weyl, equivalendo geometricamente a difeomorfismos globals no tore
C/L, obiido do reticulado L.

Vamos agora precisar melhor o sentido geoméirico da agiio do grupo Ny sobre
os fibrados {I;} diretamente.

Seja { L, 8) wm fibrado linear holomorfo tal que localmente d6 = w. Os fibrados
lineares (1;,0;) mequeivalentes, tals que df; = w (localmente) sdo equivalentes A
fibrados na forma {L; = L ® B}, onde B; sdo fibrados sobre M com curvatura
nula.

Cada ©; é wina secao sobre L;. Como vimos em (2.17), o sistema de estados
coerentes ¢ gerado pela agio do grupo de Heisenberg restrito a vetores no reticu-
lado. Ainda, cada translacio no reticulado completo ¢ mapeada em wm lago no
toro. Logo femos wma equivaléncia entre o grupo de Heisenberg no reticulado e
o grupo de holopomia no foro, € portanto, o grupo de holonomia agindo sobre
a segdo ©; gerard todo espago de Hilbert de interesse H;, o sistema de estados
eoerentes 2.22).

Sabemod também gue o conjunto {©;} forma representagio irredutivel para o
grupo Ny.

Ainda, a cada ©; equivale wm fbrado L; e um sistema completo de estados
coeventes H;. Logo, Ny age sobre o conjunto de fibrados {7;} intercambiando os
fibrados, ou, equivalentemente, intercambiando os espagos H;.

Intercambiar os espacos H;, significa trocar as representagoes do grupo de
holonomia. Bste fato deve obviamente equivaler s trocas do fibrado.

Por um lado sabemos que os fibrados I; séo na forma L ® B; | ¢ portanto, os
grupo de holonomia de vem diferir apenas pela contribuigao vinda de B;. B; séo
fibrados lineares com curvatura nula, e pelo teorema de Ambrose-Singer, o8 grupo
de holonomia sao discretos.

Por outro lado sabemos que os grupo de holonomia sao imagens do grupo de
homotopia da base. O grupo de homotopia é fixado escolhendo-se sen gerador,
e wna vez que nao oxiste escolha candnica para tal, diferentes representacgoes
do grupoe de homotopia equivale a diferentes geradores. uma vez que nao existe
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sscilha candnica para tal.

Por exemplo, podemos tomar por gerador o lacos

o G

Desta forma, os diferentes grupos de holonomsa discrelos sao iumgen;de difer-
entes escothas da base. Pictoricamente temos:

I =R
— R

De fato a acdo de Ny equivale a deformagio nao trivial dos lagos na base,
vimos que os geradores Ny (S’, 70 1y /k) so difeomorfismos globais. Ora podemos
ver que a8 agdes, equivalem a:

p——

(’ (fig. 2.6)
O Qe
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Desta forma o que na base representa infercambiar os lagos, na construcao ger-
al estamos intercambiande fibrades, ou, intercambiande representagdes do grupo
de holonomia, ou ainda, trocando de quantizacio do sistema cldssico.

Vamos agora, interpretar fisicamente todos estes fatos.

Temos visto que para um sistema de estados coerentes mais-que-completo,
oriundo de wn reticulado com céhula bisica de tamanho § = /k Letos k cspagos
de Hilbert gerado por k sistemas coerentes completos.

Estaria este fato em desacorde com os principios MecAnicos Quénticos?

Isto é, gque sistema & este?

Tembremos que, a0 tomarmos uma célula basica de drea § = w/k, estdvaanos
populando mwna céhda de Planck (de drea ) com k estados. Daf termos & espaco
de Hilbert e operadores que agem {dentro da célula de Planck) intercambiando os
“espagos.  Estes operadores, como foi visto em (2.14 e 2.17} estao associados com

os micleos < afff >.
2 2

) A% AR
Seja a hamiltoniana de oscilador harménico Hy = %(P + 9 —h) sendo |{¥g >
seu estado de mais baixa anergia, e, [y ¥y >= 0. Se mapearmos [¥y > em wm
estado coerente o >= D (@) |¥, >, ¢ agirmos por conjugacio em Iy, na forma:

Ha = D(a)HoD(a)™ = % {0 -Py +(@-Q7 -1} (2.48)

para @ = P 4+ i),

beros (ue
Halo >=10 (2.49)

Portanto os estados o > sao estados de vdcuo dos hamiltonianos /1,. Istas
hamiltonianas sio refercntes a osciladores harnménicos centrados em (7, Q).

Entao, estamos populande uma célula de Planck com k-anto estados de viceno
de hamiltonianas conjugadas. Este panorama assemelha-se deveras com a con-
strucao de Atiyah que relaciona as anomalias gqunticas com o teorema de {ndice
(cap }, onde estes estados de vicuo (para o caso em que H & o operador de Dirac)
sao polarizagoes do vicuo.

Fstarfamos “quase - segundo-quantizando o estado de vdcuo?

"Quase ™ no sentido de nao darmos origemn a infinibos vécuos.

Varmos analisar esta questao.

Uma abordagem heurisiica de segunda quantizacao ¢ feita como segue:

Numa teoria caanpo escalar, o campo ¢ (2,1) toma o hugar de varidvel (1), ¢
descreve um sistema com um niimero infinito de grans de liberdade, j4 que, para
cada tempo {, assame virios valores em cada ponto do eapago.

Tonos a Lagrangeana [ e a densidade de Lagrangeana £ que regem a fisica
do problema, relacionando-se por:

f I (d)(s),g}% (z,-)) dt = / / c (rf;(;x:, 0,4 (z, z)) ot
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Para quantizar o campo ¢ ponto a ponto, quaniizamos antes valores médios
de ¢ em pequenas células 8V, ou seja, dividiimos o espago em céhias 0V, (veja
a nogao do reticulado aparecendo) e tomainos a média ¢, de ¢(zx) nesta célula.
Além disso, a cada céiula associamos uma Lagrangeana £, que € a média da
densidade do Lagrangeana £ na célula §V;. O momento p, candnico & dado por:

P = ?L = 6%-—%&* = 6V, (L) (2.50)
94,0 94
onde
L
e (1) = . (2.51)
a¢{x,t)
Desta [orma, das relagbes candnicas
{9, (1), ps ()] = ihby,, 2.52 {252)
. (1), ¢, (O] = Ip- (£),pa ()] =0
obtemos a quantizagdo nas células
[, (), 70, ()] = iy, 6V (2.53)
No limnite 8V, — 0 oblemos a quantizacao canduica:
i (x,1),m (7', 0)] = ihd(x —2)2.54 {2.54)

(@ (x 1),z 8)] = [{xt),n{z,t)] =0.

Notemos que a quantizacio na célula é equivalente & quantizagao de sistemas
de estados coerentes mais que complelos, cuja densidade é maior que um esiado
por célula de Planck {eq. 2.17).

Note também que nao se irata simplesmente de aumentarmeoes os graus de
hiberdade, e sim adentrarnmos em teorias de fendmenos abaixo de uma dimensao
erilica,

Para finalizar, lembremos a apresentacao da nogio de quantizagio de uma
teoria de muitos corpos. Denoctamos H o espaco de uma particula ¢ HO n-vezes
o produto tensional de H. Segundo [Wey], uma teoria de n—bdsons idénticos &
descrita pela simetrizagao [H®"] de H®™ (para fermions antimetrizagho).

A segoes W (ny, g, ...) do espago unitdrio [H®"] trapsformanm-se como os monémnios

T,

\/‘h] Tig... ( )

Esta apresentaciio chama-se redugao simétrica de H® & [HO,
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Em [Wey] tetnos uma apresentacao do métode de segunda quantizacio como
sende um métode equivalente (no que concerne a descrigio da fisica de n-corpos)
ao método e reducao sitnétrica, porém sem necessariamente ter a prescrigao no
nimere n de corpos, '

Obgerve gue o método de reducho simétrica, parece ter uma descricao apro-
priada em f{ermos de [ibrados complexos.

A saber se considerarmos a representacio de Fock nas varidveis holomorfas
z, de forma que 2% /vl =< 2in >e considerando & expanséo em série de um
estado coerente, comeo em (2.16) temos que os estados coerentes estao definidos
em [H®", sendo portanto wina base adequada para tratar de problemas de mutos
COrpos.

De fato, uma observacio que gostarfamos de deixar, leita em [Ku) onde, ao
recuerer um formalismo para nma teorta de muitos corpos lé-se:

”... The crucial property to be required for this Hilbert space i3 ”continuous
nature 7; the "continuous nature ” Implies that the Hilbert space can be labeled by
the point of a manifold possessing with a certain continuous property, thereby we
can salely define the paths over wich path integration should be performed. Such
a Hilbert space can be indeed realized as a generalized coherent states {GCS)... ”

No dltimo capitule voltaremos a abordar este aspecto.



Capitulo 3
TEORIA DE CHERN-SIMONS

TEORIA DE CALIBRE DE CHERN-SIMONS

Desde que Witten [Wit1,2,3] apresentou-nos a relacéo entre as teorias de cal-
ibre tipo Chern-Symons em frés dimensoes e os modelos integrdveis na rede, as
teorias conformes de campo racionals em duas dimensdes, a teoria de Donaldson,
os polinémios de Jones da teoria de nds, o interesse em investigar a quantizacio
das teorias de Chern-Simons tornou-se grande.

A teoria de Chern-Simons ¢ dada pela acao:

-k 2 '
S = — | Tr(AdA + = A® 3.1
0 dx /,;1 F( ‘ +3 ) (3 )

onde M & uma variedade de dimensao 3.

Comegaremos tratando aqui o caso em que M = X x R onde ¥ é uma var-
iedlace 2-dimensional e U(1) o grupo estrutural (o caso geral serd discutido pos-
teriormente}.

Existemn dois métodos candnicos para a quantizacio de sistemas vinenlados.

Num deles, impomos primeiramente os vinculos e posteriormente quantizamos
o espace de fase fisico. No outre, a quantizagao ¢ efetuada anteriormente a im-
posicao dos vinculos. Fsta serd a abordagem que remos tratar.

A acio da teoria de Chern-Sinons abeliana 16-se:

k .
S = § AdA (3.2)
da fug

No caso e que M = T x R, o operador de derivada exlerior e os campos
decompoen-se da seguinte forma:

d = dtd+d3.3 (3.3)
A = Agt A

onde ~ indica as coordenadas de 3.
Impondo o calibre Ay = (, temos para a agao

k od
e — | dt | dixe¥A—a; 3.4
5 o dfg xE Aiﬁa,:, {(3.4)

43
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Desta forma, sendo a lagrangeana linear nas derivadas temporais, lemos os
sanpron conjiagncdon:

(4 (), 4 (@)} = Zeis® (@~ ) (3.5)

Introduzimos agora wmna estrutwra complexa em T que nos fornece coorde-
naclas locais {2, 2') de forma qgue os campos sdo expressos nessas coordenadas por
A= A dz + Azd z. O parénieses de Poisson quantizado tem agora a forma:

(A (z3), Ax (,7)) . = —a{?‘f‘ (z — ') (3.6)

Desta forma, temos wma realzacao holomor{a dos funcionais de Az, e portanto
A; deve agir neste espago como multiplicaciio pela varidvel A; e A, = (§,/64;)
como diferenciacio funcional. Vale ainda a identidade operatorial A! = A4; com
relagao ao produto interno:

(0, V) = ['U(Az,fi Jexp (—Z’i /u:ﬂm A ) AT, @3

Tal Jormulagas equivale, na mecénica quintica, aos operadores bosdnicos a ¢
al, na representagao holomorfa {de Fock-Barginan (z, f;))‘

Observe que a integragdo do expoente pao & wina integral luncional e sim um
potencial de Killer, definido no espago das conexdes. Desta forma, femos um
sistema quantizado holomm famente, do ponto de vista geométrico (1.35 ¢ 1.37) ,
e nao apenas pré-quantizado.

Queremos agora achar o espaco {isico, irnpondo os vinculos. Para tal, impomos
a invariincia da nossa teona pelas transformacgoes de calibre residuais.

A simetria residual da teoria & dada pelo grupo das transformagdes de calibre
que preservam o calibragem tempo-axial, je, impomos a invardncia por calibragem
espacial na variedade T {sem considerar transformactes dependentes do tempo).

Na verdade, somente um subgrupo destas transformacoes de calibre inde-
pendentes do tempo serfio vistas como simetriag de cabbre. As transformagoes
*largas " (finitas) serao analisadas & parte, estando o espectro da teoria no espaco
de representacho destes operadores, ao invés de ger invariante perante sua acao.
Voltaremos a este assunto nes edleulos explicitos.

Queremos entdo encontrar o subespaco das fungdes de ondas fisicay (admis—
stveis). Para tal, selecionamo-las pela restricio de que as densidades exp(— & [ @224, 45) ¥ [4 ¥iA
sejam invariantes por transformagoes de calibre.

As soluches irdo gerar um espago vetorial que serd mumido com um produto
interno desde que a inbegracao sobre a medida D (A,, A;) intercepte as drbitas
(ortundas da agao por transformagdo de calibre) apenas uma tnica vez. Desta
forma tanto as fungdes de onda como a medida j4 estarac definidas sobre o espago
modudar.
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Para realizarmos explicitamente o procedimento acimia vamos, antes de mais
nada, introduzir a parametrizagio de Atiyah para os campos de calibre [Ati].
Lembremos que o8 campos A sdo 1-formas sobre £ Lie-valorizadas {sendo & a
Algebra de Lie do grupo G) e as transformacgoes de calibre sao mapas da variedade
de base ¥, no grupo estrutural G (= U7 (1)) da teoria de calibre, tomando-se a
representacio adjunta do grupo.

Precisamos classificar as 1-formas G-valorizadas sobre T, beim como as apli-
cagoes de X em U (1).

Para classificar as 1-formas sobre X, vamos investigar oz objetos duais, os
i-ciclos e o primeiro grupo de homologia.

O primeiro grupoe de homologia de wna supeficie de Riemann de genus g €
gerado pelo sistema canénico de contornoes fechados «y, 35, 4,7 = 0,1, ..., g com as

interceccoes indexadas da seguinte forma:

]

# (o4, o) # (8. 8;) =0,3.8 (3.1)
#(ﬂfi,ﬁj) = by;

(fig.3.1)

{ver {Gri]).
Desta forma, podemos achar uma base {w;}i1,..¢ de 1-formas holomorfas tal
ques
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/Wf = &, /‘w_,-x’?‘,-j&g {3.2)
o ¥ . ﬂi
] wy {2) u“;:(;) = —ImTy

%

A matriz 7 (= (74), i j=1,..g) € Simétrica e tem a sua parte imagindria positiva,
Desta lorma a paramet.rwagao de Atiyah para os campos de calibre escreve-se

A, = (tar) ™ B (ugu), (3.10)

C ondew: £ s U {1} (complexificagio de U (1)) ¢ wm mapa univalorizado €
4, nos da a projecio da I-forma na base dos contornes ndo triviais {uy}, ou scja

Uy = exp (71' /li “(“} (Im7) ™ a—na(Im7)” / w (2:)) {3.11)

sendo a4 = (CL‘; = —“,; f wi{2) Az = coelicientes das projegﬁm)i_ﬁ o Explicita-
=8,...
mente:

As = 05 (2,3) +7a (Im 7)™ w (2), (3.12)

gendo ¥ {2, 2} um mapa analitico em .

As transformagoes de calibre, sendo mapas de variedade de base T, no grupo
estrutural U/ (1} sdo homotopicamente equivalentes se induzirem mapas idénticos
entre os grupos de cobomologia, e

fir~ fo B U (1),

so fi = [+ HF (T) — H*U (1)),

Sendo H, () = Z%%e H, (U (1)) = Z, as transformagdes de calibre sio clas-
sificaclas por wn mimero inteire sendo o indice de enovelamento ac longo de con-
{ornos homologicamente ndo triviais em X,

Portanto a forma geral de uma transformacio de calibre terd wna parte
analitica ¢ nutm 5,('1";1(121 pelas -formas candnicas duais dos contornos candnicos

TN F BN

2 _ 3
B{z,2) = exp (iA (z,2) +imm (Im7)™" [ (W —w) — dxn (Im7)™" / {(rw~—7F w))
Jzo Jzn
(3.13)
onde A ¢ um mapa real analitico de X, 7 = (1, ..,179) , 0 = (g, ..., My}, 1, m; €

Z.
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Feita a classificagao, observamos que, por transformagoes de calibre Az —
Az ~ B-VO:R, temos 8 separagior '

(2,3 — x(z,3) +A(z7),3.14 (3.3)

a - a-$m- T

Portanto, as transformagoes de calibre preservam a parametrizacgio dos cam-
pos de calibre, separados e wma parte analitica ¢ ontra mudti-valorizada.

A transformagio de calibre de x e a sao ditas pequenas e largas respectiva-
mente. As transformacoes largas sao de cardter nitidamente topoldgicos, sendo o
espago de representacao ( e nio cada vetor individualmente} deste grupo finito,
o objeto maior de nossa atengao. Como J& haviamos sahentado, eslag transtor-
magoes largas ndo serdo vistas como simetrias das fungoes de onda e sim do espago
de solugoes.

Vamoe agora procurar as fungoes de ondas admissivels, ie, aquelas definidas
sobre o espago modular, ou seja, as invariantes por transformacgées de calibre.

Notemos que o potencial de Killer também se fatora em duas partes ortogo-
nais, ie,

exp (m;‘g / AzAE) = exXp (-—;% / & X 3zx) exp (~kr d (Im7)""a). (3.15)

Portaunto, as fungoes de onda admissfvels serao também fatorizadas na forma
¥ {Az) = E(x) ®{a). Na verdade, todo o processo de guantizagio, a partir da
definicao das varidveis {operadores) holomériicos, passande pelo commutador, alé o
ustabelecimento das fungdes de onda, terd wna releitura factorizada. Note que a
parte do funcional @ sobre a varidvel "topoldgica ” a, aparenta mais wna himgae
de onda meclnico quintica, delinida sobre um reticulado num hiperplanc (g-
dimensional) complexo. Esta caracteristica serd discutida em andlise posterior.

Para realizar explicitamente as fumgoes de onda admissiveis, vamos analis-
ar a "variagac “que esperamos que tal fungdo tenha ¢uando subinetidas & uma
transformacio de calibre. J4 sabemos que podemos " fatorizar 7 a andlise.

Analisando primeiramente a dependéncia na varidvel ¥ (sensivel s pequenas
transformacées de calibre}, observamos que a invaridncia da medida exp (# = [0, % 6 x) ={x}

Z(x) por uma transformacao infinitesimal ¢ (2, 2), requer (ue:

k
E(x +¢) =E(x)exp (“;7; / ac%c‘?gx) : (3.16)

Desta forma, temos que wma solugdo na forma:

RO .2 ! .
=(y) = exp (zhr /&;X(?zx) (3.17)
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gue por sua analiticidade ¢ invariante também por translormacoes de calibre
largan (na verdade insensivel). Cabe aqui wma observagio. Ixpandindo o fun-
cional = (y + €) em série (usandoe a derivagio funcional), obtemos a Lei de Gauss,
da Invaridneia acima. Daf lembrarmos o falo da Lel de Gauss ser a assercho fisica
da invarifneia de calibre das fungdes de onda,

Vamos agora analizar a parte do funcional definida sobre a varidvel a.

A invaridncia da medida exp (—wk & {Im 7y a) ®(a) ¥{a) sobre as trans-
formagites ce calibre largas pode ser fatorada holomorfamente (ie, dependendo
independentemente de a e a) como segue:

Gla+m+nr)=

i -
@ {a)exp {knr (m+n7).(Im7) o+ ;jkw (m+n7) Im7)" (m + nr) + ikm.n + idg,m + i¢2-zz.}

(3.18)

onde ¢y, ¢, sho fases velorias, e, ¢; = (q’)ﬂ,qﬁw, ...,@g) {compare os tltimos

trés termos do expoenie com 2.23), sendo necessdrio que k seja nm inteiro {o

argumento para gue k seja inteiro pode ser obtido qualitativamente o que remete

a0 argumento de Dirac para preservar a invaribncia da leoria, ou diretamente
como em [Labj).

As funcoes inteiras em o mais gerais que verificam esta regra de transformacio
sao combinaches lineares das fungbes © de Jacobi de caracteristica p{€ Zy)* e
grau k (ver [Vilj}.

Com respeito ao produto interno, as fungdes © comn caracteristicas diferentes
sao ortogonais mutuamente. Na verdade, j4 temos que estas sao distribuigtes sobre
o espago de Hilbert das conexdes {no caso presente) ou {classes de equivaléncia
de) divisores sobre fibrados lineares. No apéndice temos nma breve apresentacao
A teoria das [ungbes © de Jacobi.

Temos entdo kY funcionais mutnamente ortogonais. stas compoem o especiro
do grupo das transformacoes largas de calibre, como jJ4 havidmos mencionado.

A primeira ohservacao a se fazer é ¢ue estas transformacgoes discretas delinem
wm reticulado sobre um espaco complexo 9. A interpretagio deste reticulado
serd dada geometricamente via fibrados associados.

Este reticulado estd indexado pelos mimeros m, n (vetores Z-valorizados) que
sdo o grau de enovelamento em torno dos ciclos candnicos (v, 5;) nao triviais.

Q operador gue infercambia os k% vetores da base deverao ser enlao, oper-
adores que iransladam a varidvel {ou indice das fungdes) a — a +m + n7, &
medida que derinos (1, n) vollas nos ciclos ndo triviaig, Além disso, o operador
deve ser um observavel natural da teoria topolégica de campos, sendoe portanto
topologicamente invariante e invariante por transformagtes de calibre.

Tais operadores séo os lagos de Wilson exp(i f, A). Estes sio operadores de
holonomis, e fibrados principais. Porém estes operadores de holonomia tem woa
mudanga da interpretagio geométrica quando inseridos pe contexto destas teorias
quinticas de campo.
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Observemos primeiro que da quantizacao dos campos A, os operadores de
holenomoia, que pertenciam a um subgrupo de grupo estrutural U{1), passam a
ter uma lei de comutagao "quantizada 7, nao mais abeliana;

expli /{ Ajespli ﬁ M=o (iTACO)enti [ A, (319

Jos!

onde # {C, ") vem de integragio do delta de Dirac {portanto efeito quantico),
e mede quanias vezes os ciclos € e (7 interceptam. Para obter a identidade acima,
basta usar a expansao de Baker-Campbell-Hausdorfl. Com isso temos

exp(i/ A) exp(i/ A) = exp(si/ A+i | A +-f~' [/ A,[ A}. (3.20)
C o o o 21Je o
Se A= Adz+ Axd z entao:

[ [ Avdz+ AsdE f Azdz+Agd:":] - / / (A, Auldsd 2 (3.21)
JC (o4 JoJo

Dado dque esperamos wna agao nas varidveis {a;, 0,4}, iremos considerar apenas
a projecao de A,, Az sobre as 1-formas canénicas duais aos ciclos homologicamente
nao iriviais, ie,

E ? fc f{:' [?mi (Im T)i}l w;’_(_;’)v 7 Gy {(In 7T 1;:; Un (3)] =

Z: Z [r’ /C' w {&é (Im '1'“),-_:;1 ; fim] a;;{;) {Im TJ;:] (2}

Agora considerando que o potencial Killer nas varidveis (g, @;) assume a

-t &m] = G~ Th. Portanto:

forma —kma; (Im r);l @, devemos ter que {ai (Im7);

L /C (A, Az dzd 2= Z% jg L Bim{Im ), @5 (2)wa{2). (3.22)

A

. . r =
Decompondo os ciclos €, C nos candnicos oy, §; na forma C = a0y + b;5,,
' ’ F - i
S o=y b e o er e 17 52
C = 0,04 + b, 3, e considerando as relagdes (77) obtemos:
T

- iy ' ot oy roe
/C; /{:’ [A,, Aslded 2= ;“mbm - E# (C, C ) ) (3.23)

A quantizagho dos potenciais A, s & portanto uma deformacao (veja [Tak}) do
produto do grupo (ou dlgebra) de Lie U(1). Inserimos uma estrutura sumplética
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{#lgebra de Heisenberg) na dlgebra de Lie do grupo U (1). Esta deforinacio estd
intimamente ligada & representagio dos grupo quénticos em Chern-Simons, No
préximo capitulo abordaremos este assunto.

Vamos agora inferpretar geometricamente todos estes resultados. Lembremos

que temos primeiro, um {ibrado principal I = M (= & x R} aonde estio delinidos
as conexoes {A}, e o Lbrado linear I sobre o espago de conexbes definido para
quantizarmos o sisterna { A}. O fibrado linear é definido holomorficamente 1, = F,
onde F' é o espago das conexoes, médulo transformacoes de calibre, ou o espaco
modular. Vimos no entanto que as translormactes de calibre pequenas, sdo as
simetrias efetivas das nossas fungdes de onda, ou seqdes holomorfas, ¢ transfor-
magies de calibre largas formam um grupo discreto, cujo espago de representacio
tem por base as fungtes © de Jacobt com caracteristica. Cabe lembrar que o que
chamnamos de transformactes de aalibre, que na hnguagem dos fibrados sao as
funches de transigho no fibrade principal P 5 M sobre as 1-formas de conexao,
no fibrado linear I - F nio passa de translaces nas coordenadas, j& que a
nossa base € o praprio espaco dos potenciais (on 1-formas de conexio do fibrado
principal associado A teoria de calibre).

Jissas translacoes séio oriundas da acao do grupo de Weyl-Teisenberg definido
pela guantizacio do sistema. Vimos no capitulo anterior como delindr holonomias
a partir de Iascs geradas pela agao do grupo de Weyl-Heisenberg,

As {ases geradas por transformagdes pequenas nao afetam as se¢hes, ao passo
que as fases geradas pelas transformacgdes largas tem relevAncia, Desta forma as
transformactes de calibre analitieas sdo mapeadas em lagos triviais.

Em geral, o grupo de holonomia sofre sérias resirigoes se impormos as condigoes
de integrabilidade, ou de guantizacao. Cabe ressaliar que no caso estamos tratan-
do duma teoria segundo guantizada de campos, com a quantizacao "deltiforme”.

Entretanto, a quantizagao deltiforme deu higar a wma quantizagao finita,
porém diferente da usual "mecéinico quéntica ', a saber:

Tinhamos a guantizacao original

[AZ,AEs} =16(z—2)

que pela andlise das varidvels relevantes do sistema resulton em

[a"i (Im TI);:}! s a‘m} = 5;im/'/ wk (323)

sendo a;,a;0 nimero de enovelamento em torno dos ciclos candnicos de hio-
mologia nao trivial o, A,

Desta lorma vemos aqui que da mesma forma que, como no capitudo I, o
grupo de homotopia da base tém uma importdncia fundamental na guantizacao
do sistema. Para evitarmos a quantizacho deltiforme (a infinitas varidveis de
campo), selecionamos as varidveis relevantes do sisterna a partir de consideragoes
topolégicas do espago de fase cldssico. Cada escolha de a; equivale a vma conexao
num fibrado principal, que especifica qual a teoria de calibre na qual estamos
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trabalhando, ie, qual o sistema fisico em questao.

Creio que devernos reforgar molhor este sspecto. Acabamos de mencionar
o papel fundamental do grupo de homotopia da variedade de base. Os ciclos
candnicos nao briviais {o;} em M sdo fundamentais tanto no estabelecimento da
relacao de comutagio expressa na forma de Weyl por:

exp(i L A)exp(i jff A) = exp (z%# (C, Cr)) exp(? ‘/{%_c! A},

como no estabelecimento das varidveis relevantes {a;}. Obviamenie estes dois
fatos sho correlacionados. Por win lado,

( /(- ‘ /r, { [A,, A;lded 2= % (mgng — ngntl) = %# (C, Cf!)

onde C' = myoa + nyf;, C e m;a,: + n_.;ﬁ -

Por outre lado a expressao de Weyl estabelece uma relagao de equivaléncia
entre ciclos nao triviais, dado que a lei de comutagao T# (C G !) fica bem esiabele-
cidamédulo k. Portanto, ac usarmos as equagdes [ wy = 8y, fﬁa wy = Tij, brans-
ponos, por dualidade, tanto a quantizagdo como a relacio de equivaléncia {(C ~ €
se {m,n) = (m*, n') mod k), para os coeficientes da expansdo a; = = [wi{z) A;
de forma a obtermos os k geradores (e seus respectivos conjugados hermitianos)
{a;} do grupo de Weyl discretizado:

a; (Imr)gl,&m] = & STk

Da lei de quantizacio vimes que a relagio de equivaléncia entre o8 ciclos
O = myoq + g, € estabelecida por T4 (C‘ ) Cf) . Podemos pensar esta férmula
engquanto wma forma stimplética no espage dos ciclos. Cada eiclo haveria de ser
um gerador de urma variavel quintica, defimda pelo procedimento acima descrito.
Fntretanto temos a tal relacdo de equivaléneia no espaco dos ciclos que nos re-
stringe a trabalharmos com apenas 2k ciclos distintos, que definem as varidveis
{a;,a;}, quando transposta para o espaco das 1-formas candnicas.

Todos estes argumentos vem a revelar o efeito da topologia da base na defini¢ao
do espago modudar a ser gquantizado, e também na quantizagio.

Fste fato poderia ser de se estranhar uma vez que, mesmo o fibradoe linear
estando definido sobre o espago das conexdes, é a estrutura topoldgica da base
¢uem estd definindo as varidveis relevantes a serem guantizadas neste espaco de
conexbes. Na verdade este fato estd em completa analogia com o capitulo ante-
rior. Neste vimos que diferentes lagos na base geravam diferentes representages
do grupo de homotopia sobre o espago de holonomias, Cada representacao ger-
ava uma guantizagio inequivalente do sistema classico. As quantizagoes eram
definidas pelos hbrados lineares que por sua vez eram definidos pelas conexoes
{8,} dos fibrados de linha {L;}. Ora, conexdes definem os momentos mecanicos
(& grosso modo F; = p+ ;) que por sua vez definem o sistema fisico. Neste caso
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ag conexdes sao dum fibrado principal. Portanto, os momento mecinicos no caso
serao Py = p+ eA;. Neste sentido usamos o mesmo principio para estabelecer
as varidveis de campo A; estudando as imagens dos ciclos da base para definir o
espaco de conexdes {a;} . Creio gue esta andlise fisica simplifica a compreensao do
espago modular,

Vamos consiruir wn exemplo concreto. Adotemos ¥ = T, ie, o genus da
superficie & igual a 1.

Ternos sobre I = T um fibrado principal onde est4 delinida uma conexan { A} .
Consideremos o espago de conexdes ou seja uma colecao de fibrados principais com
conexao sohre M.

Primeiramente lembremos «que a leil de Gauss restringe-nos a trabalhar com as
conexoes planas. Lembremos que a lel de Gauss equivale a imposicio de invaridn-

.cia por transformacoes de calibre infinitesimals, e que as transformagoes de calibre
840 caminhos sobre o espaco de conexdes, Haveremos de levar em conta também
as transformacoes na forma ¢ — a 4 m + mn oriundas de imagens de caminhos
fechados da base, em torno de ciclos nfio triviais. A topologia da base estabelece
guais sdo este caminhos ndo triviais. Dissemos no entanto que transformacgées de
calibre sio translagoes no espago de conexoes, imagem de translacoes na base.

Destas consideragoes poderiamos simplesmente considerar o espaco das conexdes
come wm toro, de forma gue translagbes sobre o toro sio geraklas por {ransfor-
maghes de calibre infinitesimais {ver (//)), ¢ as transformagoes largas equivalem
a voltas em lagos ndo triviais definidos sobre a superficie do toro. Lembrando-se
que da relagio L4 (C, (") estabelecemos wma relagao de equivaléncia entre ciclos
e sendo o, m, n muneros de enovelamentos em tormo dos ciclos candnicos a e f
temos que as transformacoes de calibre largas sio definidas médulo &, ou emn Zy.
portanto havemos de congiderar apenas k destas voltas om tormo de a ¢ 3, on se
preferir 2k ciclos {Ci}.; o -

Para quantizarmos o sistema consiruimos fibrados Hneares sobre o toro. Mas
iibrados hneares sobre os toros estao em relacgo 1-1 com as fungoes theta de Jacobi,
¢ a3 holonomias nao triviais inlercambiam as funcgoes theta. As holonomias sio
definidas pelos lagos de Wilson, ie, exp ni §, A. Desta forma temos os 2k ciclos
mdiciando as translagies. Deve-se aqui fazer wma ressalva. Da mesma forma
que no capitulo anberior tinhamos translagoes no mterior da célula de Planck,
que intercambiava as representagdes {codificadas nas fungbes 6;), ou os fibrados
de linha (L4, 8;), e translagbes sobre o reticulado cujos passos eram da ordem da
oflula de Planck, que preservavam as fungoes ©;; neste caso temos também este
panorama. Se transladarmos em torno do ciclo f# (ou o) por um fator n < k, o
operador acima, fard um intercdmbio entre os modos-zere 8; Translagoes maiores
preservaram os modos. Fsta andlise bem como sua interpretagio geométrica ja
foram feita no capitido auterior.

Para finahzar esta segiio, vamos considerar algimas generalizagies do caso
analizado. Prunciro vamos cstudar os linifes em que & = 0 e kb = oco. Em
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seguida, o caso em que M é uma 3~var1edade qualquer ¢ ¢ wn grupo de Lie
semi-simples em geral.

No case acima k era fundamental para determinar a quantidade (o mimero)
de sistemas fisicos existentes na teoria (k sistemas associados repectivamente a
k fungdes theta de Jacobi). Para k = 0 ¢ termo de Chern-Simons ¢ inexistente.
Lembremos que &k estd associada 3 carga central da dlgebra de Kac-Moody (em
teorias de campos conforme). Portanto, o fate de & ser identicamente nulo indica
a inexisténcia de efeitos de quantizacio (segunda) na sua teoria de campo. Desta
forma, o termo de Chern-Simons estaria ligado automaticamente a efeitos quan-
ticos da sua teoria. Desenvolveremos melhor esta andlise no dltimo capitule. No
limite em que k tende & infinito devemos primeiro ver que ndoe temos a obstrucio
causada pelo termo (C, C ;). Isto &, terfamos infinitas representacoes inequiv-
alentes, ou infinitos sistermas mecinicos gudnticos, sendo portanto uma segunda
quantizacac usual,

Para analisar a generalizagao em que M seja uma 3 variedade conexa e com-
pacta genérica precisamos do conceito de "splitting de Ilceganrd ™ {ver [Novi).

Sendo M uma 3-variedade fechada, conexa e compacta, podemos fazer uma
cirnrgia em M ao longo de uma superficie de Riemann ¥ | de forma que M seja
partida em duas variedades My e My, M = M; U M, de forma que M, = L =
— M.

E clare gue tal particio nao ¢ tnica.

Para descrever agora o formalismo desenvolvido até agora para este caso,
vamos reeserever a acho da seguinte forma:

Ze (M) = / (DA exp [ikS (A)] (3:25)

onde

S(A) = & [ ANdA.
M

Agora escrevemos:

Zy (M) = /(’DA,,?JA;] exp {»»27:/&: ( L d’aAzA,;) } Bor, (Ae) Torr, (As),
(3.26)

onde as coordenadas (2, Z) paramnetrizam a supeficie de Riemann T ao longo
da qual ¢ feita a "colagem "de My com M.

®ap, (A.) & um funcional da fronteira de M, e ‘%M, {Az) um funmonal da
fronteira de Afy.

{fig. 3.2)
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Esta lormulacio, embora pareca ser cstranha, provém das idélas gerais da
teoria quintica de campo, Sabemos que amplitude de transicao pode ser escrita
ua forma

iy

{qetr | gts) mN/'quXp i/ﬁfL(q,f}) (3.27)

]

| g:4: > sd0 segoes definidas sobre wm aberto U; da variedade espaco temporal, e
{gsts | gits) & o produto interno entre as segdes, definido na fibra sobre a intersecio
U’i nuv e '

Ainda, a transicdo de amplitude vécuo-vacno, na presenca de fontes .J, é pro-
porcional & funcho de particio, ie,

(0, ~o0| 0, +00)” / (D) exp i8S (4, B, J)] (3.28)

No caso da agio ser a de Chern Simons, e sendo a integral tomada sobre o
espaco modular das conexdes chalag, nao temos o termo de fonte. Além disso, dado
que M é compacto, definimos as segoes sobre as variedades My, A, (uma vez que
(ue nao temos definido —oo e --0o, ou se preferir, temos compactificado o espaco).
Q produto interno entre ag segoes ¢ tomado emn MiN My = .M xR = -IMyx R.
O fato de intersecgao poder se escrita na forma 9.M, x R decorre do teorema de
existéncia de vizinhancs tubular.

Assim sendo, medimos o emparelhamento dos espagos de Hilbert associado as
fronteiras. Uma vez que as fronteiras sao escritas na forma 9.0 x R onde .M =
% & uma superfivie de Riemann de género ¢, conseguimos retornar & definicio
(3.2 ¢ 3.4) desejada, que equivale & formulagio desenvolvida operatorialmente ¢
analizada do ponto de vista geométrico durante o capitulo.

Note gue, neste caso, estamos ainda mais no mago das déias da teoria quén-
tica de campos.

Se M for o nosso espage de configuragio, My e M, sao duas "partes ” do uni-
verso que se encontram emn configuragoes fisicas diversas. Estas, no caso da teoria
de Chern-Simons, sdo representadas por estados de vdcuo. Temos, no entanto,
uma transigao de uma configuracio a outra, na fronteira de My e M,. '

Se por exemplo, M; e M, encontram-se na configuracio 8, e O, respectiva-
mente, (O, sio as fungdes theta de Jacobi, definida na fronteira 0.M; = 0. M, =
5} o operador que d4 lugar ao termo de fonte J é o operador de vértice exp(§ A4),
que leva a configuracho ©; & ©,, ¢ o produto interno, mede, portanto, o valor
esperado do operador de vértice (ou lago de Wilson).

Geometricamente, este operador gera um enovelamento em torno de um ciclo
nao trivial, sendo portanto wm difeomorfismo global sobre Y.

(fig. 3.3)




ASPECTOS TOPOLOGICOS DAS THORIAS DI CALIBRE 54

Vamos verificar agora a generalizacao da teoria para o caso em gue (7 ¢ um
grupo de Lie semi-simples qualquer.

J4 vimos que a invarifncia da teoria por calibre restringe-nos ao estude das
conexoes planas. Cada conexdoe plana, pelo teorema de Ambrose-Singer, gera wn
grupo de holonomia discreto, e a superposicao dos vérios fibrados de holonomia
gera o nosse espage modular. Lembremos que sendo o grupo de holonomia discreto
e da existéncia de um homomorfismo do grupo de recobrimento universal 7 {(10)
no grupo de holonomia, (ver {Kobl), as conexoes planas estao em correspondéncia
1-1 com representacoes do grapo fundamental no grapo estrutural G
Sendo 7 (3} = Z%%  um grupo abeliano, devemos ter representacoes de
7y (£} na subdlgebra de Cartan de G{sobre C).

Lembremos que para wna dada conexdio chata, e, para uma dada represen-
tacdo do grupo de holonomia na subdlgebra de Cartan, sendo o grupe de holono-
mia digcreto, sua imagem estabelece 1 reticulado na subdlgebra de Cartan, Fste
reticulado, na forma § — § -+ 2oce é tal que @ é wna 1-forma com valores na rede
de rafzes. Para compreender tal argumento, basta recordar que no caso abeliano,
o reticidado a; — 0; + my; + 74505 € delindo de forma que se munirmos o espago
vetorial gerado por (a4, &;) com um produto interno, o reticulado ¢ definido por
elementos cujo produto interno (médulo rede reciproca) assumam valores inteiros.
Neste caso o produto interno € em a forma de Xilling, ¢ a rede de rafzes define
per construgao, um reticulado na {ibra.

Ainda, o grupo de Weyl que mapeia uma escolha de rafzes simples em outra
funciona, nesle caso, como transfomacio de calibre. Ou seja, a nossa escolha para
o sistema simples de raizes gerd iinico,

Desta forma, muna primeira andlise (sem a quantizagito) o nosso espago mod-
ular é escrito na forma: TX T,/ W {(param (B =T} =230 Z } onde T & o toro
maximal e W & o grupo de Weyl.

Agora lembramos que a quantizagio na forma [0}, 8]] = Z5,,, estabelece uma
relagio de equivaléncia entre a representacdo de 7y () gerada por um i-ciclo (4
vezes enovelado em torno de um ciclo nao trivial) ¢ mn 1 + k—ciclo.

Desta forma, nosso espaco de fase é compactificado na forma T /W — AW /W
EAT onde AY & a rede de pesos {lembrando que os pesos maximais estabelecem
as representagoes da dlgebra de Lie senai-simples) ¢ A é o espago de co-raizes.

ASPECTOS TOPOLOGICOS DAS TEORIAS DE
CALIBRE

Na secao anterior estudamos a quantizagio holomorfa das teorias de campo de
Chern-Simons dum ponte de vista geoméinico. Vimos que, para uma Lagrangeana
com “carga topologica ” k, numa teoria com base M = T, x R {onde I, &
nma superficie de Riemain de genus ¢) grupo U (1), o espace das solugoes tem
dimensao (k)0.
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Tembremos que as solugoes sao modos-zero, dado gue a hamilloniana de
Chern-Simons ¢ nula, Caberia entfio a pergunda: ”Qual a razao de estudarmos
uma feoria (e a primeira visia, ¢ lisicamente trivial, muito embora o requinte de
sua elaboracdo formal? 7

Nesta segio remos diseubir as varias aparicoes do "termo de Chern Simons 7
na lieratura fisica, £ embasados nos varios arguentos expostos tentarcmos tecer,
cocrentemente "uma magnifica colcha dentre og véirios retalthos”.

Vamos comecar a discussio com uma lagrangeana na forma L = Ly yy + 0P,
onde Ly = %trﬁ"‘”.ﬂw é o tormo de Yang-Mills ¢ 8P é dado por P = Tg;fgtr ®
F# B, {0 & um parGmetro, que na teoria de Chern-Simons (ém papel fundamental,
comwo j4 fol visto).

Q termo P, conhecide como termo de Chern-Pontyagin, ¢ usual nas teorias
de calibre quando analisada as solugdes auto-duais da teoria {F,, = & * Fuv)1

& um termo de divergéneia total, podendo ser escrito na forma P = 8,0 onde
O = —1/16n%ret A, gy + 2A0ApAy] = -1 1672 {{A A dA + A%} O
termo {2 & a densidade de Chern Simons, objelo de nossas atengoes no presente
trabaltho.

Sendo 7 um Lermeo de divergénela, a conlribuigao deste na agao ¢ dada pelo
termo de superficie Iop = [d'zP = [ds, Q4 onde ds, ¢ o clemento de hipersu-
perficie 3-dimensional. Ainda, sendo P um bermo de divergéneia sua presenga nao
afeta as equaghes de movimento.

Mesmo assim, verernos gue sua presenca leva a questionamentos muito inter-
essanies na andlise desta teoria quéintica dos campos de calibre.

Entio, vamos comecar o ¢sbudo pelo formalismo Hamiltoniano, ie, vamos esta-
belecer as varidvels candnicas. Fbremos como usual a calibragem de Weyl, A? = 0
[Fad]. Temos entao:

H=2 / P {2 + (B} (3.20)

onde a & o indice Lie-algébrico, k indice espacial e

1 ..
_ﬁ:k = -{Fkﬂ c_{}}‘; P §£tjkﬁ}k. (3-3(})

Temos trabalbado com notagao tensorial por comodidade.

A relacio entre a "velocidade” B (= —J,4x) € o momento candnico my, =
AL,/ 8(8,Ax ) onde L & a Lagrangeana de Yang-Mills mais o terno de Chern, &
dacla por:

7y = — B + (0,/82%) B, (3.31)
de forma que podemos reescrever as equagoes de Hamilton na forma.
H = % / da{(x? ~ (0,787 BY? 4+ (B} (3.32)

A
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Usnalmente tinhamos a Hamiltoniana de Yang-Mills na forma Hy y = £ [ d*z{(ng)*+
(822} . Podemos relacionar estas duas Hamiltonlonas por uma transformagio
unitdria, a saber:

Hy pr = exp{—ibwy (A))H exp(ibug (A)) (3.33)

onde wy {A) vemn do termo temporal da depsidade de Chern-Simons, ic,

. 2
wo = f 208 (A) = —1,/1677 / Patre® Ao Fay + 5 Aaphy]  (339)

Desta forma, se ¥ e ¥y yy sao auto-estados de I e Hypy respectivammente, estes
estdo inter-relacionados na forma @y 5y = exp {—i0wy (A)) ¥

Ora, vemos entao que o termo topoldgico de Chern-Simons gera uma fase, fase
esta que, se dum ponto de vista meclnico quantico € trivial, na teoria segundo
quantizada é um objeto digno de andlise acurada.

O termo de fase wo (A) nada mais € senao o termo de Chern-Simons em trés
dimensoes que estivemos estudando. Para trazer a discussao anlerior ao contexto
atual, vamos recobrar que o termo de Chern-Stmons n&o é umn termo invariante
por transformactes de calibre. Na verdade, por uma transformacio de calibre
A — A4, temos gue:

we (4,) = wo (.Q#IAQ' - g'ldg)
= wo(A) +we (97" Vg)

A quantidade wq (g71Vg) é vma integral a valores em Z, como j& [oi dito,
caracterizado pela classe de homotopia da {ransformacao de calibre (ver eq. 3.10,
3.11 e 3.14).

Esta vanacio por transformagoes de calibres levou-nos a definir sobre os fun-
clonais ¥ (A) uma transformagéio de calibre larga, que leva um estaco de véeulo
{(modo-zero) em outro. Note que cada estado de vidcuo deve dar origem a um
espaco de Hilbert associado. Ainda, como j& foi lembrado, a teoria de Chern-
Simons aparece naturalmente ¢uando no cdlenlo dos "instantons”. Portanto &
natural supor que este operador de transformacbes largas seja associado {ou o
préprio) tunelamento entre os estados de véeuo (instantons). Fntretanto ndo
podemos falar em tunelamento em wma andlise " mecéinico guéntica 7.

Bom, esta série de assercoes serao tratadas com calma.

Vamos primeiro analisar o significado fisico o geoméirico da varincia por
transformacgoes largas de calibre.

O calibre de Weyl 4g = 0 & uma calibragem adequada para frabarmos o prol-
lema da quantizacao da teoria de campo {segunda quantizagio) no formalismo
Hamiltoniano, e, estabelecemos varidveis de campo andlogas s varidvels candni-

cas {p,q)}.
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Relembrando algnmas nuangas desta ealibragem, primeire recordemos gue

para dado potencial A, semopre podemos achar um potencial equivalente por re-
- i . ) = .

calibragem A — A = A,, tal que esic polencial A satisfaga a condigao de Weyl,

t
Ay = 0. Para tal, basta escolher gy = Texp {~— [ Ag{x,s) Ufs} onde T é o
' —0o

ordenador temporal.

Ainda, além da malriz gg escolbida, todas as matrizes na forma g(v) =
g (;) golz)}, onde g (";) & um elemento arbritrdrio do grupo das transformactes
de calibre, dependente somente da posicio (coordenadas espaciais).

Portanto, a calibragem de Weyl somente reduz ¢ grupo de ealibre para ma-
trizes dependentes apenas da posigao.

O gerador das transformagdes de calibre para a teoria de Yang-Mills coincide
com o componente temporal de {D, (F*),) ou seja C (x) = STy — [Ax, Foxl-
A varangao de calibragem ¢ eletivada ao impormos o vineulo € {x) = 0, ou em
segunda quantizacdo C (z) |V >= 0, que enten<le-se por Lei de Gauss.

Vimos que o termo de Chern-Simons tem wma invariincia por transformacoes
de calibre mfinitesimais, embora ndo o tenha pelas transformagtes largas,

Desta forma, a adicao do termo de Chern Simons {ou a densidade de Chern
Pontryagin), faz com que tenhamos wina “anomalia ™ na Lei de Gauss (ver [Fad],
IShi}), ou seja, teriamos uma violagio na eoudicio [C, (x) ,C, (:Z:‘!)} = fOC, (x)§(z—
Z'), e esta violagio poderia ser efetivada pela introducio de um dois-cociclo (ver-
emos 1sto em breve, veia também a relacao com grupos spuénticos no dltino capi-
tulo).

Retormando & andlise dos auto-modos, haviamoes visto que a introdugio do
terme topodgico altera a escolha de varidvels candnicas, ie

(Bas Ba) — (716 = —Fa + (0,787%) Bay B,)

Daf que se quisermos preservar a lormulagao candmea, lerfamos a hamilto-
mana de Yang-Mills fly s, que se relaciona com H via transformacao larga de
calibragem Hy pr = exp{—ifuwp (A)) H exp(ifwe (A}).

Da mesma forma devemos ter que os auto estado Wy ar (A) de Hyar relacione-
se com os anto estados Y (A) de I por Wy = exp (—ilfwe (A)) ¥ . Desta forma
Wy as {A) deve obedecer a seguinte lei de transformacao:

U (ga) Tyu (A) = Ty n (g5 Agn — g5 'dg,) = e MYy 0y (A) (3.35)

onde g, ¢ um elemento do grupo das travsformagtes de calibre homotopica-
mente nao-trivial, cujo termo da subdlgebra de Cartan é inagem do n-ésimo ciclo
néo trivial definido na base(?? ). Esta transformacdo ¢ a mesma obedecida por
we{ A}, ou scja woel A} — wel{A,,) = n.



ASPECTOS TOPOLOGICOS DAS TEORIAS DE CALIBRE Y

Caso ¥q seja um estado de vaeuo (A = 0), geramos ento wm conjumto {93, 4
des estado vdoue Z-indiciados, cada um equivalente & wn instanton classificado pela
classe homotdpica de A" = ¢ 'Vga.

A quebra de simetria da Lei de Gauss causou, entao uma quebra topoldgica
de simetria dos estados de veno (em [Jac] contrasta-se tal gquebra com as quebras
espontfinens de simetria).

s estados de vacuo Z-indexados, bem como a andlise do formalismo opera-
torial, foi desenvolvido no capftulo anterior.

Antes de entrarmos em wmna interprelacao mais fisica (¢, por incrivel que
possa parecer, mais formal) vamos apenas fazer alguns comentdrios concernentes
4 quantizacéo deste sistema.

O fato de termos estabelecido um par de varidgveis candnicas (7, B,) outre

-que {E,, E,) pode ser analisado de varias maneiras. Sabemos que a escolha de
varidveis candnicas em quantizacio geornélrica equivale & uma escolha de conexao
no fibrado hinear complexo.

Ocorre gque a guantizacio geométrica de teorias de calibre (segunda quanti-
7zaGi0) nAo tem uma interpretagho tho stmples. Por excmplo, canomicamente,
a escolha de calibre de Weyl nos propicia a ver a variedade simplética M como
sendo 0 espaco dos campos de calibve (F,, Ag). A invaribncia da teoria por cal-
ibragem nos permite termos uma secio global sobre o fibrade (¥ (A) mvariante
por transformaczio de calibre} e a quantizacao é bem estabelecida,

O que significa a (uantizagao ser bem estabelecda neste caso?

Ora, j4 que os campos sao invariantes por translormacoes de calibre, 0 espago
clas solugoes sarisfaz C (X} ¥ = 0, e esta equagio de viculo estabelece o espaco
dos estados do nosso sistema fisico,

Apora, a0 perdermos tal invaridncia, torna-se dificil o estabelecimento dos
auto estados do sistema, ou seja, as segoes do fibrado (nao-globais).

Mas, como vimos, sabemos exatamente o efeito da perda da invandncia de
calibre, ¢ podemos restringir a andlize a0 espago das conexoes planas, para esta-
belecermos os estados de vdcuo e, a partir dele e achar os estados excilados na
teoria de Yanp-Mills, semn precisar estudar a quantizagio da variedade simplética
dada pelas varidveis mixas (7., B,)-

Ainda, se pensarmos no operador de Dirac, no primeiro caso, tendo wma teoria
invariante por calibragem, o nosso operador v# (9, + A,,) € bemn definido, ao passo
que ao perdermos a invariéncia, passamos a ter uma lamilia de operadores de Dirac
{’}I# (i}f‘ + 4 ;i) }n.—...-u,i,.‘..'

Desta forma torna-se claro o fato de relacionarmos cada escolba de um setor
An, com um espaco de Hilbert.

Podemos ver agora o efeito desta andlise, nos auto estados do operador de
Dirac. Para tal precisaremos de um pouco mais de matematica. Mas, assevero,
valerd a pena a empreitadall
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O TEOREMA DE INDICE, ANOMALIAS E
POLARIZACOES DO VACUOQ

Do pardgrafo anterior pode ter ficado a impressio de gue ao introduzirmos
um termo topoldgico na teoria de Yang-Mills, temos criado um cendrio um pouco
artificial.

Por outro ladeo, nfic nos parece tao ruim a idéia de termos uma quebra topolég-
ica de simetria, uma vez que consegiimos obler uma teoria com varios estados de
vicun, sem bratarmos perturbativamente o problema.

Pois, o que faremos agora € apresentar argumentos em defesa da patwralidade
do termo topolégico, ou da guebra de simetria, quando em teorias de campo.

Seja, pols, a lagrangeana de Yang-Mills cldssica com interagdo com os campos
espinoriais de matéria:

L

H

/ e (P P+ i (7 (8, eA)  — m 9336 {34)
M

IEE + (@, (B, + Au) ) — m vl

Agui podemos aplicar o formalismo Hamiltoniano dado ¢ue as propriedades
obtidas para a Lagrangeana livre, no calibre de Weyl, continuam.
Vamos primeiro analisar do ponto de vista de integrais de caminho.
Uma vez que, como ot anunciado, gqueremos estudar os efeitos topoldgicos
sobre os anlo-estados do termo de Dirae, vamos desprezar, para o momento e sem
dano algum em nossa andlise, o termo massivo.
A fungio de particio escrita na forma Z = [ DADYD 9 exp —i (02 + (b, ™ (8, + A) ¥))
fornece a gquantizacso do nosso sistema,
A integral fermidnica ¢ calculada pela expressao:

/ DYD T exp {—i (thy1* (B, + A) )} = \Jdet (DADa)  (3.37)
(simbolicamente det(D) = \/det D% Da),

de forma que a funcio de particio agora lé-se:

Z = [Z?fi\fdet.(i?ﬁDﬁ)expwiI

Fsta forma vém de encontro a nossa andlise jé que a integral efetua-se sobre
o espaco das conexoes, ja tao disculida.

O céleulo de determinanies de operadores elipticos é wna procedimento fa-
miliar das teorias de campo. B é aqui que reside o problema de aparecimento de
antmalias,

Ocorre (ue, ao efetuarmos uma transformagio de calibre 4 — A, embora o
termo de Yang-Mills ficque invariante, o termo lermiduico sofre alteragoes, ou seja,

F? (3.38)
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det (D;gz} 4,,.) # det (D% D4) . (3.39)

Este disparate deve-se & dimencao infinita da matriz {ou da teoria), de forma
que ndo podemos asswmir que det AB = det Adet B [s¢ assim o pudéssemos,
bastaria escrever Dy, = g7 Dy e terfamos a invarifincia).

5 claro que o fenbimeno das anomalias havenia de esiar associado aos infinite
{divergéncias) da teoria quintica de campos.

O ponto é que o determinante, para ser avaliado, necessita de regularizagio.
Vamos supor que, por algun método de regularizacho tivéssemos calculado det Dy
(eremos que:

{i) det D4 seja luncao dilerencidvel de A

(i} det D4 seja invariante por tranformagtes de calibre

{iti) det 174 == 0 em primeira ordem se ¢ somente se D414 tenha exatamente
wmn aubo valor nulo.

A condicdo trés ¢ propriedade caracteristica de determinantes em dimensao
finita e ¢ uma exigénecia minima para qualquer regularizagao,

Ocorre que nao existe tal funcao delerminante com essas trés propriedades.

{ver Atiyah)

Vamos ver em um exemplo este problema, usando a regularizacio do micleo
de calor.

Seja a transformaciio de chiralidade infinitesimal:

Plr) = Zb"_(i‘) +io ()" () = ¢ (2)3.40 (3.5)

V(@) = o (x) Hialz) Plz) v+ =v (2)

¥ntao

[ dx 1 Dyyp — / dx i Dt + / daee () Ok, 1 () (3.41}
onde Jn..; € a corrente chiral associada & translormacio de calibre

01 (@) =0 () 7 et ()

Na teoria cldssida de campos esta corrente é conservativa, ou sefa, d,7" = 0.
Acqui teremos uma violacao desta identidade {de Ward-Takahashi quando vista
emn termos dos propagadores). B

Deveros computar também a alteracio na medida, Pam} tal, seja 1, (e 1)
os auto estados do operador de Dirac, ¢ vamos expandir 1 e o = ¥ + toy™ i (e
seus respectivos conjugados) em termos de tal hase:

W= > agh, = Z B 113.42 {3.6)

¢ o= g w=3 vyl
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Logo
f [Tdad i — / Hda;d b 3.43 (3.7)
(L; = ZCUG«,,I) ::Z(‘Ajbj
-

once Gy = (1 + dorlu) = 6, + o (o)

de fr:)rlnd. que a medida e a acio eletiva agora tém a forma:

I[ daid bi= Hda,;d b ; exp (*21' / dra (1) (Z () "y, (r))) (3.44)

i

exp (W [a]) = / [] daud b exp (m?: f dz 1 I)Atj;) 3.45

(3.8)

= exp]Hda;d E;!g exp (wz/ dx b Dap — / ad, " — 2 /{f;m (a:)A(m))

onde A (z) = Z v {z) vy, (2)

2
Logo teinos a equacao de anomalia para a corrente chiral.

Vamos agora relacionar & anomalia com o lermo topoldgico.

Até entao a questao da regularizacio nao enlrou em pleito. Ocorre gue para
calenlar a integral do termo anbémalo [ dxA (z) precisamos de regularizagio.

Seja o cut-off Gaussiane (regularizaggo do micleo do ealor) dadeo por:

/a’.’a:/l (z}) = /dz: Z i (x) v, (x) exp [_., (Aé/ﬂ/[) 2} . 3.47 (3.9)
- 2 sy exp (~iDa/ MY l‘fl’a‘}M—m

onde A; g0 0s auto valores associado aos aubo vetores 1.

Dentre os anto estados {1, } existe os auto-estaclos chirais, ou seja, { by >%z= Yy, >}

com auto valores {—M}. (Decorre (id anti-conmutacio de D4 com v,

Logo (" [yhsd = (shifyh,)* =

Isso demonstra ¢gue a COIltl‘ib‘l.li(;:'l{) do termo andmalo vém somente dos modos-
zero (M1 as coisas comegam a fazer sentido, ndo?!), j4 que para \; # 0
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(P Hexp [~iDa/ MP |4, = iy Y exp [ (A,;/M)zl Meoo = 0 (348)

Para enfocar a contribuicio dog modoszero precisamos somente recordar al-
guma matematica concernente ao operador de Dirac ¢ o teorema de fudice.

Do ponto de vista {ormal, o operador de Dirac é wm operador diferencial
aliptico definidosobre o8 espinores. Para descrever esta acio precisamos definir
o fibrado espinorial sobre uma variedade X, bemn como delinimos as fungdes de
onda como segoes dum fibrado linear comploxo sobre X.

As fibras s30, em geral, espagous de representacio de algum gruapo, no caso o
grupo Spin (1) recobrinento universal do grupo SO (n).

: Entao, se X for variedade de base, € SO {n) o grupo estrutural do fibrado das

referéneias, se pudermos levantar SO (n) para o seu recobrimento Spin(n), X
serd chamada de variedade spin e a escolha de levantamento nos dard a estrutura
espinorial. A existénca de tais levanbamenlos ¢ garantida se X for orientével e se
o fibrado puder ser extendido para um fibrado com grupo estrutural Spin (X).

Essas duas condigoes se traduzem no anulamento das duas primeiras classes
de Stiefel-Whilney: w; (X) = 0, implicando gque X & orientdvel e wy (X) = 0
mmpleando que as secoes do fibrado spin sao globalmente definidas.

O grupo Spin (n) tem uma representacao basica (os espinores fisicos) chamada
representacio espinorial. Fsta representacio temn dimensao 2772 e 200172 para
7 par e n {mpar respectivamente.

Ocorre qque para n para {que iremos tratar} a representagao é redutivel em 2
componentes irredutiveis § = S* @ S~ com dimensbes iguais dim §F = 2(n/2-1)

Definimos os fibrados associados 7 ¢ £ a 5,57 por

E_*‘ = f; xSpin(n)S"*‘B-‘ig (3'10)

ET = P xSpirs[rt}S#
E = BYeob-

e ;5»‘ é o recobrimento duplo do fibrade principal P com grupo S0 (n).

Q operador de Dirac D age sobre as segOes deste ibrado spin, e 2 : T'( X, E) —
'X, ).

Levando-se em conta a estrutura de espaco velorial de fibra, temos os antomor-
fismos locals gerados pelas matrizes (2772 x 277 [}, . Fsias satisfazem:

{’}‘m fo} = *“25“!,1

“om ’sz‘ﬁ.l : I " {’)(né-l?q/u} =0
onde {..,..} & o anticomutador
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O operader vy, ¢ ¢ o operador de chiralidade anticormia com 1. Comn respeito
& decomposicio By = IIf @ B3 v, ¢ diagonal e adguire a seguinte forma

I 0

n =4 = .
(p/ n=4) 7 ( 0 —J )

Portante (1 & ;) /2 nos fornece a projegao sobre os espago B,

Temos ainda os operadores D* = D (1 £+ 7y, )que fornece a restricio do oper-
ador de Dirac nos subespaco I' (X, £¥%). Da anticomutacio de 12 com s, deduzi-
THOS (et

\ DE. - N

I'{X, &%) gz‘ (X, £7)

Os espinores harmdnicos ¥ gue sarisfazem Dy = 0, tém wma decomposicao
natural com respeito 4 chiralidade 1, = ¥, ©15. Da teoria de Hodge temos que

ker D ={¢d )} eker DF = {9l }.

Delinimos o fndice do operador D (= indice de D) por
dim (ker D*) — dim (ket D7) =nt —n". (3.50)

Portanto o indice estd medindo a diferenga entre o mimero de espmores har-
modnicos de quiralidade posiliva e negativa,

Fsta € exatamenie a contribuigio que estdvamos buscando.

Vamos retorna & formula (3.47)

[z (@) = 5 < v} (@) i (o) > exp [~ (N Y]
i .
Ja haviamos notado que somente os modos-zero € que irdo contribuir para o

termo andmalo. Chamando tais termos de |y > ¢ sabendo que by >= i >
+hpg >, de forma que 'Yﬂ'+1l1!}§ - isz}i > temos

f drA(z) = <y (&) g (@) > - > < o5 (@) ¢ (#) >=n, —n_ = ind.D
t ‘ (3.51)

Cabe aqui wina ressalva. Na verdade a discussao sobre o leorema do indice
acima foi feita para a teoria abeliana, ou seja, A séo wm formas com valores no
Grupo U (1).

No caso geral o operador D agird sobre segoes de wmn fibrado vetorial com
fbra E@V (=L, @V 4+ E. ® V) onde V & o espago de representagéo do fibrado
associado ao grupo estrubural G da nossa teoria de calibre. Qu seja

DY T(M,E, @V)—T(ME.®V). (3.52)

Feito este aparte precisamos calcular o indice de D. Nesta parie é que entra
a teoria topologica. De forma geral, o indice de operadores elipticos tipo de Dirac
£ uma quantidade puramente topoldgica. Lembremos, entdo, gue a variagao na

acho causada pela quebra de simetria chiral é medida por:
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Bty = =2 L] @)y, (z)

e H

JdzA{z) = tndiceD =n* - n~

Caso a méirica Riemaniana da variedade de base for ¢, H (g) for o tensor de
curvabura, F'{A) for a 2-forma de curvatura da conexto A, lemos que

indiceD = [ 0 (R{g),F(4)) (3.53)
M
onde §1 tém expressio puramente algébrica [Afi]. Por exemplo, se dim M = 4
Tr?  Trp? -
= Gort 8 (3:31)

onde %%3—; é a anomalia gravitacional, wna malriz de 2-formas, construida
a partir de B; e TrF? & a segunda-classe de Chern, ou, o termo anunciado e
Chern-Pontryagin (a notagao segne o trabalbo citado [Ati]).

De forma geral, a contribuicao dos termos de calibre pode ser expressa por:

- . o [ L, [iFY ‘
ﬂ+ — T = /a};j::_i_-l = /Ch{ (P) = / E""t'r (’;2_7;) (355)

onde m =dimM el =m 2

Chegamos 4 um ponto bom para a discussdo. Temos visto que em teorias de
calibre tipo Yang-Mills, com interagdo com o campos de matéria espinoriais i,
ac tentarmos regularizar o determinante do operador de Dirac, necessariamente
teremos uma qguebra de invarincia da teoria. Fsta quebra de stinetria ¢ avaliada
por uma alteracdo na Lagrangeana proporcional (para dimM = 4) 4 exponencial
da integral do termo de Chern-Pontryagin, no caso de quebrarmos a simetria
chiral.

Mas, jé& haviamos visto tembém que a miroducdo dum termo de Chern-
Pontryagin na teoria nos conduz a perda de simetria de calibie, de lorma que
obtemos:

i) estados de vicno {]yg >}, indexados por i € 2

i) a cada i € Z temos associade wm instanton gerado por A; = g7 'dg;, onde
g ¢ o representante da i-ésima classe de homotopia das transformaghes de calibre.

Agora vamos supor que tinhamos wma teoria invariante por calibragem com
operador de Dirac D = v, (10, — eA,) e querenos avaliar a perda de simetria
chiral e de calibre no espago dos espinores.

Vamos analizar wn caso simplificado, a eguagio de Dirac Abeliana em duas
dimensoes (0,1} . A lagrangeana é dada por:

L= ('Tp (éaﬁ - gAﬂ)) P

¢ a8 matrizes de Dirac por v, = al, 7, = 02,775 = vy, = —io" (¢! 50 as matrizes de Pauli).

Os auto-estados a serem segundo guantizados sarisfazem



O TEOREMA DE INDICE, ANOMALIAS E POLARIZACOES DO VACUO66

Hipp = alp — eAlg = B,

o s g

{a presenca de o j4 nos coloca na base chiral ¥ = 1,03 + 145, como em {3.51))
Temon a8 solugdes

¢+____‘(WP((;P‘I’) ),E:p——eA

- 0 o
v “(exp(ipx))’E“ ped

A segunda quantizacéo ordindria ¢ feila prenchendo os estados de energia
negetiva (ordenamento normal), para acharmos o estado de vicuo.

Desta forma, para A% = 0 (condigdo em geral, de campos fracos no infini-
o} pictoncamente poderfamos representar a relacgo de dispersio de energia-
momento, para s estados chirais de videno 7 e Yy como segue:

| (Bg. 3.4)
b %

.

onde os pontos escuros representam estados ocupados e pontos claros repro-
sentain estados nao-ocupados
Vamos agora analisar o efeito do termo topolégico. Aqui fica claro que, se o
estado de vécuo ariginal era obtido por Ag = 0, com a introducao do termo de
Chern, no caso chy (F) = 3={0A; — OpAp)dzdt = Ld (Aedx + Audt), ao quebrar-
_moe a invarfincia de calibre, devemos ter uma colegio de 1—-formas de conexao
An = grldg, que caracterizardo ontros estados de vdono. Supondo o calibre de
Weyl, Ag = 0 podemos paramelrizar g, = exp (inf) donde A, =nb,ne€ Z.
Desta forma temos uma famflia de operadores de Dirac {0 — eA} = {9 — en}.
Ao passarinos de win calibre pars onbro hanotopicamenle nio equivalente por
exemplo de Ay = § para A4; oblemos wina crisgao de par, ou sgja, o estado de
chiralidade positiva tramsila para um estado que possul wns cargs negativa, ¢ o
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de quiralidade positiva transita para um estado com uma carga positiva de forma
HYue B ontgn gm.mi & guebrada mas » carga lotal se conserva.
thy o

Vg — Py X ¥
(6g.3.5)

Esta anglise é a chamada andlise Hamiltontana. Da mesma forma que podemos
estudar os efeitos topoldgicos da segunda quantizacio tanto do ponto de vista de
formalismo de integrais de caminho como o Hamiltoniano, aqui também temos
duas apresentagdes do teorema de indice.

Vimos que de principio, no formalismo de integrais de caminho, {aldvamos
no determinante do operador de Dirac P = +* (8, — eA,), e ao passarmos para o
formalismo de Hamilton, eliminamos o termo temporal ¥° (3 — €A4p), e eriamos
uma familia Z-indexada.

Iiste procedimento é bem descrito em [Ati].

Sem perda de generahdade consideremos uma familia de operadores de Dirac
na forma
 Dy=—ift4tzeS0<t<kel,

Cada operador tem seu espectro energético dado por Ey, () = n + 1.

QOcorre que ao passarmos de £ (0) para Fy (k) tivemos wm deslocamente es-
pectral dado por k. Este & chamade de fluxo espectral (para maior apreciagio ver
[Ati]).

Observe que tetnos um oi}erador que leva uma familia & outra dado por:

D, = exp (—tkz) D§ exp (ikz) (3.56)

Daqui fica claro como que o fluxo espectral ¢ dado pelo enovelamento que
descreve as componentes do grupo das transformagom de calibre U (1) bomotipi-
camente nao equivalentes.

Para passarmos para o formalismo de integrais de caminho, ao invés de con-
siderarmos { como parametro, incorporamo-lo no operador de Dirac (como Ag = 0
em integrais de Feymann). Desta forma D passa ser um operador em 2 varidveis
{z,1} do toro:

V=8, + D, =8, —i0, +L. (3.57)



Capitulo 4

QUANTIZACAO E GRUPOS
QUANTICOS

Um dos assuntos que tem estado em moda nos dltimos anos é o conceito ¢ apli-
cagoes dos grupos quinticos, Fstes t8m aparecido na literatura com representacao
em vérias dreas da fisica, como medelos integrdveis, teorias topoldgicas de campo,
+ misteras de estados coerentes, elc,..

Neste capitulo iremos discntir alguns aspectos da representagac dos grupos
quinticos nos sistemas tratados até o presente momento.

De forma algama, este pretende ser uma abordagemn completa sobre tal (6pico.
Recomendariamos alguns livros como [Char] ou [Kas] para win estudo acuradoe
sobre os bais Grupos Quéanlicos.

ESTADOS COERENTES e GRUPOS QUANTICOS

Para introduzir a discussao sobre os grupos quinticos em Sistemas de Estados
Coerentes, vamos discutir uma construgdo muito simples apresentada em [Har].

Seja (a, a') os soperadores usuais de eriagio e destuigac de estados do oscilador
harmbnico, e seja {D (o)} os operadores de eriagio de estados coerentes estados
coerentes como no capitulo IL

Lembrando,

D {e) = exp (—;; (P q ~ ) f??)) = exp (aal~ & a)

onde o’ = \/T—Zﬁ“] (;\3 7 3) , 0= -mﬁl (i\? — 3 3)
ca= V2 (Q+il).

Considerando t,,, == m + in, vamos connstruir os seguintes operadores:

[ = D{ ) — D {0n,—m ) 7 - D () — D (emm)
o aaa q o q__,l ¥ q _ q‘—‘} !
K = ((!gm,(;)

(4.1)

Para law operadores temos:

69
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K-~ K-}
L) = 4.2
A (12
KLyK™' = gLy

onde ¢ = exp {im? /).

Estas relagoes definem a dlgebra quéntica Uy(sl (2))}.

Para tais operadores definidos na dlgebra do grupo (group algebra), para uma
certa escolha adequada de condigoes de contorno [Har], temos uma representacao
noe anto-estados do oscilador harménico, a saber:

1
Lﬂ[n,z’ o= {5 + Z} |n,5 +1> (43)

Kin,l > =¢%nt>

onde {z] = (¢" ~¢*) g —a").

Na verdade tal acao foi obiida sobre os niveis de Landau, donde temos gue o
indice { refere-se a degenerescénda dos nivels energéticos do oscilador harménico,
concernente ao momento angular.

Se expressarmos os niveis energéticos em fungao dos polindmios de Hermite
ternos um panorama claro do que acontece. screvemos:

1 |
[, 1 >= exp { 2mie— — == (y — y0)” ¢ Hy ((y — 10),70) (4.4)
L. 2%,

entio pela condigao de contorno periédica, tem-se que —yg = 2p,121 /L, onde
Iy ¢ essencialmente a raiz quadrada da constante de Planck, { ¢ o momento angular
do eléiron e [, a componente na dir¢ao x. Algumas observagoes inportantes a se
fazer, notemos que o termo ¥, a componente na diregao ¥ do centro do oscilador
cldssico definido no plano ry ¢ wma quantia conservada, tém dependéncia com
o termo 1. Daf que ao transladarmos a pequenas distancias, a priori proibitivas,
temos a quebra de degenerdscencia. Digo transladar pois essencialmente Ly sao
operadores de translagao.

Por outre lado, vamos ver a acaio destes operadores sobre fungoes holomdérficas

(uaisquer.

D {cmm) =~ D {a_mm) R Flz+ amm) — Fz+_mm) a5
| qg-qt z) = exp (tm? /R) — exp (—im? /h) (15)

Portanto para m pequeno, porém a valores discretos, este operador é nm oper-
ador de diferencas {hao muito bem definido, pois se expandirmos e considerarmos

Lyf(z)=
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s6 o primeiro lermo da sbrie, vemos que o nmerador € lincar em i, enguanto o
deominador & ¢uadrdtico em m).

Note ainda que para translacoes miiltiplas inteiras da célula de Planck, ie,
para m? = n2xl ndo teremos qualquer agdo definida. Isto &, o efeito € de fato
notével dentre da célula de Planck, ao passo gque passos quantizados nos {az perder
a agao e recuperar a degenerescéncia.

Fstes operadores, uma vez que estao definidos emn funcgo dos operadores D (o)
tem agio nos estados cocrentes. Iim particular, sobre o espago de fungdes theta de
Jacobi com caracteristica {©,}. Note gue as observagbes sobre as dimensdes na
gual as translacoes estao bem definidas estd em completo acordo com a andlise feita
no capitulo 11, ie, para translagoes no reticulado com célula minma sendo a célula
de Planck nas ternos quebra de degenerescéncia, ie, temos apenas uma quantizagao
ou wma funcao theta de Jacobi. Para movimentos dentro da céhula de Planck
temos a quantizacio nao estando be definida, de forma a necessitarmos ddas
funcoes theta com caracteristica, cada uma correspondendo a wma quantizagso
do sigitema

*ara {ocalizarnos a acao destes operadores lembremos algumas propriedades
da representagao do grupo de Hedsenberg sobre as fungdes theta de Jacobi. Temos
(_11_1(

@w’k = jl/ka = D(:!U 1)@

O = 8,0 = D(0,%,1)0

No capftulo II consideramos {ranslagoes a dimensdes "sub-Planck” somente
em uma direcao. Lembremos que fixamos nossa célula basica do reticnlado de di-
mensdo § = Im{w) @) = £, (S = 1 equivaleria ao reticulado de von Neurann),
fixando o tamanho de (w],w)) de tal forma «que estes relacionam-se com os ger-
adores do reticulado de von Neumamm (wy, wy) por wi = unewy = %2, Desta
forma no atual caso estamos modificando o passo de ambos geradores, o gue nao
modifica em nada a andlise feita até entiio. Desta forma a agio dos operadores
{64, L_, K} nos fornece:

e, , = 0D (T P ’;:: U) D ("“ %; AR O) exp (—Q?rima) @ﬁ..!_m,b,%m — exp (27{;::0,;%) @a~—m,b~nn
e g~ g g-g~!
™ D(-%~%:0 - D (2 -%9 exp (27ima) @4 5y — €xXp (—2miam) gy
L‘.-— @G,b == ea,b =] k! =
q—¢ g—qt
- Zm )
K @a,b = ) ———k—, 0,016, b == €Xp ( 47{1ma) @a—l-ﬁm,b.

(4.6)

Yara diagonalizarmos a acao de K, basta considerarmos como no pruneiro

capitulo passos inteiros na primeira (ou segunda) varidvel gue deline o reticulado
de ron Neumann.
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Esta anslise vem a embasar aquela feita no capitulo II. Cabe ressaltar que neste
caso j4 haviamos wna simetria ooulta que, se abordédssemos de forma ingénua wmn
problema qualguer de osciladores, a priori, néo poderfamos estar relacionando esta
quebra de degenerescéncia com o nimero quéntico de momento angular 1.

Levando essas simetrias internas em consideracao, torna-se possivel estender
o uso do formalismo de estados coerentes para problemas de muitos corpos.

No capitulo IT mencionamos um uso dos Sistemas de Estados Coerentes Gen-
eralizados {onde o espaco de fase ¢ identificado com a variedade simplética M =
G /7 H = variedade bandeira, onde (G é win grupo de Lie semi-simples e H ¢ o toro
maximal de &) em [Kur], onde o attor usa esse sisterma de estados coerentes para
fazer a guantizagao de um sistema de mmuitos corpos via integrais de caminho,
caminhos estes definidos sobre 3.

: Nesse caso, abordava-se o problema de n férmions interagentes, via o método

de Hartree-Fock dependnie do tempo. Neste método o estado inicial € ¢ chamado
estado de determinante, onrgle os niveis referentes As n particulas encontram-se
ocupados, on seja (¥ = []al |0 >, estado este cujo valor esperado da Ilamil-

i=1
Loniana & estaciondrio. As perturbages neste estado de muitas particulas sio

causadas por ocupacio e desocupacio de niveis diferentes, e, 8 = ejealay
{note que este é wm operador tipo L1 na representacio de bésons acoplados da
dlgebra de Lie su{2) ver]Mat] ).O sistema como nm todo tem agdo do grupo
unitdrio U (n -+ m) sobre estados (a,i, as-) , onde o indice g = 1, ..., m refere-se acs
estados vazios, e o Indice § = 1,..., 7 relere-se aos estados ocupados. Desta forma
U/ (n) & o grupo de 1sotropia do estado inicial, e consideraremos o espago de base
M =U{m+n) /U(n}). A quantizacao do sistema ¢ feita via integrais de camin-
hao no limite semi-cléssico sobre os estados coerentes definidos sobre a variedade
M e,

85 G p]'()pagaclor £8CTevVe-8er

K (201 2¢) = / exp (15,70 D[ (1)), (4.7)

onde S = [ Ldl = [ (Z (1) |ih0, — H|Z (t)) éa acho ¢ Z sho as coordenadas da
variedade M, no limite semicliassico tomamos a integral apenas sobre os estados
estaciondrios:

K= "exp [iS /] (4.8)

Os estados estaciondrios sdo definidos exigindo-se que o termo de holonomia
$ (Z]dZ) assuma valores inteiros {ver {Nak] e [Sto]).

Desta forma estamos tomando a aglo apenas nos estados devidamente {no
sentido de Bohr-Sominerfeld) quantizados existe um problema neste caso de sohre-
determinacio de tais estados (ver detalhes emn [Kur]}). Vamos analisar entao este
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método. O grupo de simetria e questio referia-se ao nitmero total de particu-
lag <o problema. Cada estado era wn estado de n corpos. O {ato destes serem
interagentes nos levou a considerar cada estado de n corpos como um estado
dnico, e portanto a simetria interna relacionava-se a estrutura na qual estes 7
corpos Torgamzavam-se”. Vamos supor que © termo de holonomia assuma val-
ores semi-inteiro, por exemplo Z k. Desta forma, para completar uma Srbita
de Bohr-Sommerfeld, precisariamos circuitar & vezes em torno dum lage fecha-
do na variedade. Na fibra terfamos &k pontos marcades. Desta forma estariamos
distinguindo k configurages internas deste estado de n corpos. Desta forma que-
brariamos a simetria deste estado. Além disto, para cada k terfamos wmna definida
quebra de simetria. Supomos ser possivel achar a acdo de " translagbes” finitas in-
tercambiando estas conliguracoes, estando ligadas algum grupo quéntico, de forma
semelhante ao caso anterior {construgtes triviais como Uy{su (2)) sfo imediatas,
“estando su (2) ligado a perturbagiocomo construido acima), B claro que esta é
uma inferéncia nao vertficada, que pretendemos trabalhar sobre.

INCORPORACAO DOS NOS NA TEORIA DE
CHERN-SIMONS

Ne inicio do capitulo anterior haviamos mencionado que a teoria de Chern-
Simons houvera se notabilizado por também ter apresentado wma maneira de
apresentar os polindinios de nds de Jones em teorias de calibre. Para tal, agsociava
finhas de Wilson {guantizadas) com os tais nés. Os polindmios de Jones, bem como
generalizagGes apareceriam com o cdleulo de valores esperados de nés e elos.

Dada a Lagrangeana de Chern-Simons queremos enfao calcular o valor esper-
ado das linhas de Wilson:

W = Hexp iTz.a]A \ {4.9)

Co
onde, como no capitulo anterior, C, sfo ciclos homologicamente nao triviais.
Caso ignoremos o caso em que C, = ), de acordo com 08 calculos de Polyakov
temos:

< W »=exp (2?1‘71 7k Z nay ® (Cy, C;,)) {4.10)

a,b

Witten alentou que, o aparecimento do ndmero de enovelamento de Gauss,
ilustra o fato da teoria de Chern-Simons levar a invariantes topoldgicos.

A questao é&: e no caso em que a = b7

Este caso é o chamado caso de auto-enovelamento
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A maneira anunciada em [Wit] para solucionar esta questao [oi a introduzirmos
um referencial movel sobre as linhas de Wilson, projetando estes da variedade de
fundo sobre as linhas.

Pictoricamente representamos da seguinte forma:

(fig. 4.1)

KT
g

P ¢

SO

Ainda o caso abeliano, devemos oblem-se que, apos introduzirinos os referen-
ciais nos nés, os valores esperados de duas inhas de Wilson que diferem entre s
por 1 auto enovelamentos é expressa por:

4
<W > exp (Q?ri-};.ni) <W > . {4.11)

Note que para n, fixo, temos wma relagao de equivaléncia no conjunto das
linhas de Wilson, a saber {,0 indice de enovelamento assume valores em Z mddulo
k.

Vimos no capitulo anterior que o conjunto das hnhas de Wilson relevantes na
teoria operatorial é definido pela parametrizacdo (a;, ;) , onde, por construgdo,
estes sio geradores de representacGes do grupo de homotopia em U (1), sendo,
portanto cada g; imagens de ciclos homotopicamente ndo equivalentes.

Vimos ainda que difeomorfismos globais sobre T mapeiam uma linha de Wilson
e outra.
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Este procedimento deve ser equivalente ao procedimento de inserir referenciais
nas linhas de Wilson, projetados da varedade de fundo.

Devemos lembrar de um fato. A teoria de Chern-Simons é definida primeira-
mente em uma variedade M de dimensao 3. Para passarmos para a dimensao
2, escrevemos M = Ex R (procedimento posteriormente generalizado). Para
definirmos as linahs de Wilson sobre a variedade %, é preciso garantirmos que,
para qualquer lago que seja, este seja deformével homotopicamente de M a L.
Ora, mas isto estd garantido pela propria escolha de calibre que nos garante a
mvarisncia desta linhas no sentido radial. Este procedimento de projechio, equiv-
ale a projetarmos referenciais da variedade de fundo sobre as lagos de Wilson. da
mesma, forma que nfo existe forma canduica para projetarmos os lagos, nao temos
escotha canénica de referencial.

Esatando as linhas definidas na superficie de Riemann ¥, operamos sobre elasg
por difeomorfismos globais nas superficies. I imediato ver que este procedimento
equivale a epovelar as linhas.

B - (6g. 4.2)
1 LA
Y | [~ -
-.\1

e

N

Z,

Ainda da associacdo destes difeomorfismos com os operadores de translacio
expli [, A) e dos estados de vicuo, em fungbes dos quais serd calculado o valor
esperado, com as fungoes theta de Jacobi, obtemos também a relagio acima por
caleulo direto. Por exemplo, se

Cﬂagag%C’ﬂ(a,;-i-l)a,-
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entao

(e ) (oo L)~ (mlef 1[4} e

Calenlando na base das [ungdes {0, 1}, e levando em consideracao as oper-
agbes 2.23 ¢ 2.30 obtemos os resultados esperados {a menos de normalizacao).

A inclusao das linhas de Wilson na {eoria corresponde a inclusao de cargas es-
tdticas. Hsta inclusio allera as equagbes dos vineulos, que nos permitem guantizar
o sistema.

No caso da lei de Gauss, teriamos:

r
k/BreY G (z) = 6 (z— P)TG, (4.13)
: 5=}

onde P, sao os pontos onde se localizam as cargas estdbicas, ¢ ’}’(‘:} SR0 08
geradores do grupo estrutural de Lie (7, assoclados a uma corta representacio da
CATEZR. .

A quantizacao dos vineulos é delicada, wma vez que no lado direito da equagao
ternos operadores ao passo gue no lado esquerdo C-mimeros, Dai a inferéncia da
presenga dos grupos quénticos na teoria. De fato, se os campos {A;}, solugao da
Lei de Gauss cldssica |, ao serem quantizados, forem substituidos por operadores,
como & usual em todo processo de guantizacio, espera-se que estes operadores
sejam compativeis com o operador que aparece do lado esquerdo da equagdo.

Note no entanto gue ao guanbizar, independente do processo que estejamos
tratando, haveremos de inserir uma estrulura algébrica extra no espaco de fungoes
{A;}. Esta estrutura deve estar em acordo com o cardter Lie algébrico manifestado
no lade direito pelo fato de T, ser un gerador da dlgebra de Lie da teoria de
calibre, associado a wma certa representacio K,

Lembremos que a Lei de Gauss equivale 3 assercio de invarifncia de cali-
bragem das fungdes de onda, ie, a nivel quintico esta deve ser efetivada operato-
rialmente, a saber:

se { (J.} sdo os geradores das transformagtes de calibre, entdo:

(@@ QW) = cuslz-9)Q (1.14)
@alllf > =10

Entretanto, a inclusio das linhas de Wilson deve acarretar wna mudanga em
tal equacio de invarifncia. De fato vimos que, embora as transformactes pequenas
de calibre sejam preservadas na teoria de Chern-Simons, temos uma quebra da
invarincia por transformagbes largas de calibre, como em (77} . Por exemplo, no
caso abeliano, a equagao acima escreve-se na forma:
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kB By (x) = 3 6" (2 — Ba) (o), (4.15)
g §

onde Ty € o gerador do grupo U(1}), associado a representacio H, . Se es-
crevermos explicitamente a expressao acima temos:

ke (OA; ~ OpAs) + [An At = 3 8w~ P)re. (4.16)
Azl

Desta formna, se a parie luncional do lade direito da equagio acima € satisleito,
vemos que a inclusao das linha de Wilson nos conduz a quantizacao dos campos
de calibre {4;}, expresso pela deformacio da equagho de comutagio,

[An Al = 0 = [A, 4] = 36 (2 — Py 7y {4.17)

De fato, o que obiivemos para os coeficientes {a;} foi mma lei de quantizagho
vinculada a represeniagdes do grupo de Weyl-Heisenberg em U (1).

1! f4cil inferir que esta deformacio esta intimamente ligada & inscrcio de ter-
mos andmalos Jie, termos de cociclo oriundos de extensoes centrais, expresso por
exemplo pela anomalia na Lei de Gauss {{Fad],[Shi] }por:

(D, Bs] = 1 /5,Qe(2)5P (@~ y) + i-é-l;gd:;f,g,-_jkam;aké(ai (z —4) {4.18)
gue também é um fenémeno tipico da quantizacio de sistemas {ver cap. an-
terior). '

Desta forma, torna-se imediateo a associacao de deformagoes em grupos quinti-
vos com termos de cociclo, como na construgiao de Faddev, Takthadzian, Reshetikhin,
et al... [Tak].

Este € o aspecto que queremaos discutir.

Para quantizar as representacoes, Witlen [Wit] desareve um procedimento
COMIO O QUE SEEUe.

Primeiramente, as representagoes K; de wmn grupo & passardo a ser consider-
acdas objelos quinticos. Poderiam ser obtidas entao da quantizacao de una teoria
cldsgica.

Para cads representacdo irredutivel f; dum grupo compacto G, o Teorema de
Borel-Weil-Bott nos fornece wima forma candnica de exibir um problema cldssico
com tal grupo G como simetria, tal que a gquantizacio deste sitema nos forneca
de volta a representagao K;.

Tomamos entdo 0 espago M das connexoes de uma {eoria de calibre com grupo
estrtural G e base 2. Ein cada ponto Fg € X, onde se encontra wina carga estéti-
ca colamos wma c6épia de G/ H, onde H & o toro maximal em . As variedades
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(7 H sio chamadas variedades bandeira (flag manifolds ver [Kir]} e e sao var-
ledades munidas de estrutura simplética. Tomamos esta copia de G~ H colada
no ponto Fs da variedade, de forma que a estrutura simplética sgja apropruada
a representacao Hy do grupo. Bstdo, afirma Witten que no ponto marcado a
equagio de vinculos ganba termos Tk, (onde @ € um fndice Lie algébrico) tal que
pelo teorema de Borel-Weyl-Bott teriam também expressaio cléssica equivalente.

O procedimento ferto no capitulo anterior, operatorial, difere do deserito por
Wiiten {Witt], tendo que, necessariamente, serem equivalentes, a menos que nao
deserevam o mesmo fato.

A quantizagao holomériica da teoria de Chern-Simons oferecen-nos wmna maneira
relativamente simples de vishumbrar parte destes aspectos.

I explicito (por construcio) que os objetos quantizados sio as representagoes,
wma ver que nossas varidvers holomdrficas relevantes na integracido de caminho
sao o8 geradores a‘-,al , que sao mmagem de ciclos de homotopia. Diferentes
indices 1, corresponde a lagos homofopicamenie nao equivalentes.

Seria possfvel comparar de forms imediata estas duas construgdes?

Primeiro lembremos que o objeto em estudo ¢ a quantizagiao dos campos
{A;}. No método de integrais de caminbo,que difere do método Hamiltoniano,
ac primeiro falo a fazer & eriar o espago modular ou o espago das classes de
equivaléncia entre campos relacionados por uma transformagao de calbibre, ie,
[AY] = {gAg™ +gdg™'}. & claro que aqui 96 estamos considerando as trans-
formagies de calibre "pequenas” {(ver eq. 3.14).

Propomos considerar a seguinte consirugio:

 Tomemos esta classe A; = [A]]. Consideremos ela um conjunto e vamos quan-
tizar este conjunto.

Notemos que os elementos de A; sio elementos de A ' (Z)® G onde £ & a
variedade de base da teoria de calibre e A; a dlgebra de Lie do grupo estriural G

Na verdade tomamos apenas os elementos de uma certa classe de cohomologia
Hy (1), uma vez que fixamos 4; (x), e os elementos do grupo ¢ () 886 da mesma
elasse de cohomologia j4 que estamos considerando as transformacoes de calibre
peguenas.

Por outro lado em @ consideraremos apenas wma drbita dum certo elemento
pela agao adjunta de (¢, Desta forma teremos :

As = [wiz)]® G H, (4.19)

onde usamos o {ato das 6rbitas em ¢ serem isomorfas a G/ H {ver {Kil).

Queremos achar estrutura simplética w em A;. Vamos quebrar w em wy @ wa,
onde esta quebra ¢ relativa ao produto tensorial em A;.

Obtemos que se wna das formas w; for simétrica a ouira deve ser anti-
simétrica.
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Por exemplo podemos tomar wy a forma simplética induzida da forma sun-
plétics emn G I, gue Lom estrutura de variedade simplética. Como a parte central
foi exenida de G, wy deve estar restrita a subdlgebra {¢,, G} de G onde G, sdo
os espagos de vetores de rafees com respeito a decomposicao de rafzes. Bbora
satbamos que w4 antes de mais nada hd de ser wm cociclo na dlgebra e que cocice-
los em Algebras semi-simples séo triviais [Shi], ao podemos achar um cociclo néo
trivial agora da mesma forma que podemos munir G/ H de estrulura simplética,
e nao G. Em termos Lic-algéhricos saria equivalente (ver [Tak]) a passar de uma
solucao da equacao de Yang-Baxter para uma solugéo da equagao de Yang-Baxter
modificada. Neste sentido em [Tak] foi construido uma dois forma r, tal que:

r o= Z (Bea @ To — Ta © Zg) (4.20)

wEA

onde A ;. corresponcde ao espago de rafzes positivas.

Note (ue ainda estamos nas solugies da equacao de Yang-Baxter cldssica néo
tendo estrutura de Grupos Quénticos. Isto ¢ natural, pois estamos guantizando
apenas um selor do espago de conextes {A; ],

Note ainda que esta estrulura estd definida sobre cada fibra, portanto r deve
depender diferencialmente de x € M e, r = r {z)

Estivemos analisando apenas a parte Lie-algébrica da conexao w. Lembremos
qgue temos partido o funcional w em duas partes w = wy @ wy. Uma vez que
ws é estrutura simplética wy deve ser um funcional simétrico definido em Al (X)
constante em cada classe homotdpica.

Mencionamoes que 7 esta definida apenas para um setor do espago de conexdes,
De fato, como vimos no capitulo, obtivemos vérios setores de calibre referentes a
imagein de ciclos homotopicamente nao equivalentes da base.

Para quantizar outro scior, ie, outra classe de equivaléncia [A?] deveremos ter
a mesma estribura porém com a 2-forma r Esba, entretanto ndo ha de se referir a
mesina representacao do grupo G. De [ato, como temos visto, cada setor de calibre
equivale a uma 6rbita na representacio co-adjunta do grupo. Dilerentes drbitas
referem-se a diferentes representacdes (neste ponto recomendamos fortemente a
referéncia [Kir], cap 15, Teorema 3).

Desta forma estamos associando diferenfes setores de calibre a diferentes rep-
resentacoes do grupo. Ora, mas guem estd fixando os setores de calibre sfo as
classes de homologia da base, ou o par de ciclos representantes de cada classe de
homologia. Com isso jd obtivemos o resultado desejado.

A saber:

"Para cada setor de calibre temos wina quantizagan, ie, wina forma simplética
wg {z}, compativel com uma representacao Rigy do grupo (. Diferentes setores de
calibre fornecem diferentes quantizagtes correspondendo respectivamente a difer-
entes representagtes do grupo . Cada setor de calibre estd fixado pelas classes
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de homologia da base 7. da sua teoria de calibre, on s¢ja por wm par de ciclos de
homologia nao trivial.” )

Obtivemos este resultado no caso em que, com relagao a particio w = w) Quws,
wy € siméinco e constante em cada classe de homologia € wy é anti-sinétrico.
Podemos inverter este raciocinio. Na verdade, podemos definir unicamente a cada
wg wma forma bilinear simétrica na dlgebra de Lie §.

Temos gue formas bilineares simétricas invariantes, pelo lema de Schur tém de
ser proporcionais a forma de Killing & definida na dlgebra. Lembremos gque embora
a forma de Killing scja ndo degenerada na édlgebra de Lie (semi-simples, no caso),
a restricio sobre a subdlgebra de Cartan anula-se identicamente. Lembrando-se
que nas co-6rbitas temos a estrutura simplética wy, € estas excluem a sub-dlgebra
de Cartan, e lembrando-se a relacao valida para variedades simpléticas ¢ (., .) =

2w (., J) onde g é a métrica hermitiana ¢ J a estrutura complexa {eq. 1.13},
definimos J como um automorfismo que leva G g

Desta forma mapeamos a forma simplética na forma de Killing. A forma de
Killing ¢ invariante por automorfismoes, sendo equivalente as transformaces de
calibre. Note que os automorfisinos sdo conjgagoes, € portanto a forma de Killing
estd constante para cada classe de equivaléncia de representagoes.

Quanto a forma wy, neste caso devemos tomar uma forma bilinear anti-
simétrica constante nas classe de homologia. Ora para tal, basta tomar o mimero
de enovelamentos # (., .} eomo o construido em 3.8. Desta forma temos wig) =
#{.,-) @ k(g (.,-) onde i & o indice da representacio. Desta forma esta forma esta
extendida para todas as classe [A?] , sendo portanto s forma simplética do sistema.

Esta construcio equivale a construgdo feita no capitulo anterior, bem como a
férinula geral de cociclos obtida por [Shi], [Fad] e outros autores que usaram de
técnicas de homologia para classificar os cociclos.

Bastaria tal construciic para obtermos os estruiura de grupos guénticos nas
teorias de calibre?

Na verdade devemos lembrar que o termo de Chern-Simons fixou um mimero
k de representacOes com as quais nos restringimos a trabalhar. Tal restrigao {ot
feita através de uma relagio de equivaléncia no espago dos eiclos incorporada na
forma (no caso abeliano):

exp (i [, A) exp (i [ A) = exp (iT# (C, ")) exp (? Jore A)

Fata relacio de equivaléncia estabelece umna relagio de equivaléncia ne espa "o
de representacies. (O anel de representagbes de wma dlgebra de Lie R{G) & isomor-
fico a0 anel polinomial a coeficientes inteiros Py (A, ..., A;) onde (X,, ..., A} 580 08
pesos fundamentais referentes as representagtes fundamentais Ji; (ver por xemplo
[Sam}). Desta forma, para impormos esta restrigho no espago de representagbes
devemos deformar o anel polindmial sobre Z para um anel polinomial sobre outro
corpo. Inferimos que esta deformagao seja obtida na passagem Z — Zy dado que
polindmios sobre Zj, séo naturais para definir g-varidveis (ver [Kas|), ¢ fornecem
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o resulatado cldssico oblido em representacio de grupos gquinticos, em particilar
por Verlinde e tooria conforme, ¢ em geral pars, Chern-Simons, onde se sssevera
¢que o espago de Hilbert (de representacdes) é isomorfo a AW /W w kAR, onde AW
& o espago de pesos, A® o espaco de co-rafzes ¢ W o grupo de Weyl.

Iste resulatado nos permite inderir a teoria de representacao de dlgebras de
Lie de dimensfo infinitas com extonsdes cenbrais (cociclos) que pretendemos in-
vestigar.

Devemnos esperar entao que soja possivel estabelecer de forma racional as rep-
resentacoes de grupos quanticos nos fibrados de linha, usados na quantizacio da
teoria.



Apéndice

A - O Grupo de Holonomia

Iremos apresentar o grupo de holonomia para o caso de Hbrados principais
seguindo basicamente [Kob).

Seja P (M, G,T) um fibrado principal com conexaio I'. Para cada pontox € M,

seja C (x) 0 espaco de lagos em .
' Se 7 ¢ p sdo elementos de C (@), a curva composia p.7 (7 seguidode g) é
Ltarnbém elerento de C (2},

Para cada 7 € € (2}, v transporle paralelo som longo de 7 € win isoror{ismo
da fibra 77! () em si mesma. O conjunto de todos tais isomorfismo formam o
grupo de holonomia de I’ com referéncia ao ponto .

Seja C° (z) o subgrupo de C (z) composto pelos lagos contrateis. O subgrupo
do grupo de holonomia conssistindo dos transportes paralelos ao longo de v €
C*(z) ¢ chamado de grupo restrito de holonomia de I' {com referéncia & z}.
Denotaremos o grupo de holonomia e o grupo restrito de holonomia com referéncia
a0 ponto z, por @ (z) e ().

Dodemos também apresentar esses grupos como subgrupos do grupo estrutural
. Seja v um ponto de #7? (z). Para cada 7 € C(z), temos ¢ € G (o grupo
estriural do fibrado) tal que 7 (4} = ua.

Se um lago ¢ € O () determing b € G, enldo a composta p.r delermina
ba € G (¢ imediato verificar que p.7 (u) = wb.a).

O conjunto dos elementos ¢ € G determinados por todos 7 € C (&) formam
um subgrupo de G denotado & (u) ¢ chamado grupo de holonomia de I' com
referéneia & u. Temos enldo apresentado duas construgoes do grupo de holonomia
cuja equivaléncia ¢ demonstrada por um isomorfismo entre & () € @ (u) tal gue
faz comutar o seguinte diagrama.

C (z)
H N\
$(z) — P(u)

Quira maneira ainda de definir @ (v) vegue. Quando dois pontos w v v de P
podem ser unidos por wma curva horizontal, temos a relacio de equivaléncia y ~ v
. Desta forma @ (u) & igual a0 conjunto dos elementos ¢ € G lats que w0 ~ ua.

Tewos entdo a seguinle proposigao:

Propusicio:

82
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(a) Se v = ua, a € G, entéio @ (v) =ad(a)™ (@ (1)), i.e., os grupos de holono-
mia & (v) ¢ ¢ (u) sdo conjugados (0 mesmo para $° (v)).

(1) Se dois pontos © e v de P puderen ser ligades por uma curva horizonlal,
entio @ (u) = B (v) (da mesma forma para ®° (1))

Podemos provar que os grupos de holonomia sao grupos de Lie. O subfibrado
do fibrado principal P (M, G), cujo grupo estrutural é o grupe de holonomia é
chamade fibrado de holonornia,

Qutra construgdo fundamental a ser anunciada aqui & & teorema de Ambrose-
Singer.

Teorema:

Seja P (M, G) um fibrado principal, onde M é paracompacto e conexo. Seja
I' uma conexdo e P, ) 3 dois forma de curvatura, 9 (u) o grupo de holonomia
rdalivoa v € P e F (u) o [ibrado de holonomia de T' abravés de 4. Entio a dlgebra

“de Lie de @ (u) ¢ igual ao subespago de g, dlgebra de Lie de G, gerada por Lodos

os elamentos da forma Q, (X,Y}, onde v € P(u) ¢ X,Y silo velores arbilrdrios
em v,

Decorre do teorema acina que os grupos de holonomia para o caso em que T
&£ uma conexao chata sao discretos.

Desta forma se tomarmos os fibrades de holonomia para o caso em que I' &
chato a proposigao acima nos mostra como inter-relacionam-ge tais fibrados chatos
{(com grupos estruturais discretos conjugados).

B-Divisores e Fibrados Lineares
I-Divisores

Seja M uma variedade complexa ¢ 7 € M, subconjunte aberto de M. Deno-
tamos por O(U) o anel das fungbes holomérficas em U, Se V(# §) C U, exdiste o
homorfismo de restrigio O(U) — O(V).

Um elemento [ € O(U) é wm divisor de zero de O(U) se e somente se for
ilenticamente nula em alguma componente conexa de U; portanto se f nao é
divisor de zero de U, f nao é divisor de zero de nenbum aberto V C I/,

Consideramaos wm conjunto { (U, f)} onde {U;} & uma cobertura aberta de M
nao nulas.

Vamos assumir que para {(U;, i)} sio satisfeitas as condiges:

i} f; nao & divisor de zero de O (U;) para todo .

i1} exisle una unidade fi; de O (Uy;) salislavendo f; = fi;f; em cada Uy;.

Varmnog supor que sejam também salisfeilas lais condiches para {(V, g;)}. Se
existir wna unidade hy; de O (U; N V) salislazendo f; = hig; em toda inlerseccio
udn vazia U; 0V}, divemos que {{Uy, £)) e {(Vi, g0} 880 equivalentes (€ unediato
ver gue temos difudo wna relagio de equivaléncia). Be D or a classe de equiv-
aléncia de {(U;, fi}} dizemos que D ¢ divisor positive de M (esla delinigao serd
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represeniada como a definicio de feixes para divisores).

Vamos supor yue {U;} é um reflinamenlo de {V;} por i — j; e D o divisor
positivo de M com {(V}, y;)} como representante. Entéo, se denotarmos por f; a
restrigiio de g;, a U;, teremos outro representante {(U;, [;)} de D.

Por outro lado, gualquer niunere finifo de coberturas abertas de M podem ter
um refinamento aberto comum {uma cobertura aberta que seja wmn refinamento).
Portanto se D, I¥ sdo divisores positivos de M, podemos assumir seus represen-
tantes na forma {(U;, /7)}, { (U, ) } . Entéo {(U;, £;1}) } define o divisor positivo
D+ ¥ em M. Temos definida entio uma estrutura de mondide no espago dos divi-
sores de M. Observando que a lei de cancelsmento, D+ D = D+ D" se IV = D",
é salisfeits podemos mwergulhar o mondide mun grupo chamado grupo dos divi-
sores (verifica-se lodas as propriedades). A identidade 0 & wn "divisor positivo”
de M; para qualquer cobertura aberla {U;} de M, temos {{U;, 1)} como repre-

“sentante. Fsia estrutura de grupo torna-se natural se considerarmos o anel das
fungdes meromdériicas (nao identicamente nulas) M* (M) de forma que localmente
as fungdes meromdérficas sfio expressas como quocientes de fungtes holomdriicas.
Voltaremos a isso em breve.

Se D tiver um representante na forma {M, [} (i.e., uma fungBo holomdéria
globalmenle defivida) podemos eserever D = {f}; f é dnica a menos de unidude
de O (M} .

Os divisores de wna vanedade complexa M, (6m wos estreita relagio com os
fibrados lineares sobre M.

Para tal apresenteremos os divisores de uma forma um pouco diferente, porém
{otalmente equivalente.

II-Divisores e feixes

Tomemos wn representante de D, {U, fiY]. Disemios que 7 f; = 0° é e
pressio local para 12,0 conjunio dos pontos onde anula-se em U; a fungdo f; &
uma hipersuperficie analitica de M, que chamaremos no que segue de V; (ndo
confundir com o aberto U;). Vamos assumir que V; seja. irredutivel. Temos para
cada aberto U; uma expressio local 7 f; = 07, ¢ portanto hipersuperficies analfticas
irredutiveis {V'}.

Definimos desta forma o divisor [ pela soma formal localinente finita

D=3 aV,

de hipersuperlicies analiticas irredutiveis de M.

Aqui, com localinente {inita queremoy expressar que para cada ponto p € M,
existe uma vizinhanga de p interceptando somente um ndmero finito de Vs que
aparecemn na expressao de D.

No case de termos waa hipersuperlivie analitica V o= Vy U ... U Vi, onde cada
V; & irredulivel, o divisor associado a V & 3 V..



B-DIVISORES E FIBRADOS LINEARES 85

Seja V < M hipersuperficie analitica e seja p € V, e seja [ wma expressao
loual pars V' perbe de p. ’

Para qualquer funcio holomérfica g definida perto de p definimos a ordem
urdy(y) de g a0 longo de V em p como sendo o major inteiro ¢ tal que no anel
local O (M) (i.e., o anel das fungbes holomdrias na vizinhanga de pj temos:

g=f%h

De falo, a erdem de g ¢ independente de @ (isto decorre do falo de que el
ementos relalivainente primos de O (M,) permanecem relalivamente prinos em
anéis Jocais vizinbos, ver [Gri)).

Podemos definir entéo a ordem de g ao longo de V' como sendo simplesmente
a ordem de g ac longoe de Ve qualquer ponto p € V.

Note que para guaisquer fungoes holomorficas g, h temos:

ordy (gh) = ordy (g) + ordy (h}.

Seja agora uma funcio meromérfica f escrita localmente como f = ¢ /h, sendo
¢ ¢ h holomdrficas e relativamente primas.Definimos pars wma hipersuperficie
uredutivel V:

ordy (J} = ordy (g) — ordy (h)

Dizemos gque [ lex win zero de ordem a se ordy (f) = a > 0, e que [ lem wn
pblo de ordem @ ao lon/Jo de V s ordy (f) = —a < 0.
Definimos um divisor ()} de wma fun¢io meromérfica [ por:

(f) ‘:’Z ordy (f).V

Noie que esta definigio equivale a definigao de divisores D == {f} dada aciios
{com a devida atengio ao fato de [ meomdrfica).

Se escrevermos [ localmente como g,7h {g e h relativamente primos), tetnos
que:

(S} =3 ordv (9) V+)_ ordy (0).V =)y~ (N0
114 v

Vamos agora retomar a primeira definigao de divigsores apresentada, agora
para fungdes meromérficas, com uma tinica renomeacso em termos de leixes (ver
feixes em [Gri]).

Beja M o feixe mulliplicalive de fungoes meromdrlicas nao identicamente
nulas em M, e O o sub-feixe de Tungtes holomérficss {diferentes da fungao den-
ticamenie mila) . Enlio wn divisor D & wna segao global e M do feixe quociente

M SO,



B-DIVISORES F FIBRADOS LINEARES 86

Utoa seio global {f} de M* /O*.6 dada por wina cobertura aberta {U,} de
M o fungbes meromdrfices £, {(ndo identicammente malas) em U, lals ques

Ja € O (Ua N Up)
fa

para qulquer V < M.
Desta forma podemos associar {f} ao divisor D =3 ordv (/,).V, se, para
v
cada V tomamos a tal que U, NV #£ .
Por outro lado dado I = ¥ 4V}, como apresentado anteriormente, podemos
achar uma cobertura finita {U,} de M, onde, para cada U, todo V; que aparece na
delinigio de D tén expressio local gio € O (I7,). Desta lorna podemos escrever

a=]Joise M (U,

de forma que oblemos uina segio global de M* /0",

II1-Divisores e Fibrados Lineares
Esia segio tratard de Gbrados Lneares holomorficon,
J& virnos no capitulo I que fibrados lineares holomérficos sobre wna variedade
de base M podem ser descritos em termos de fungbes de transicio {g.g}, para
uma cobertura aberta {U/,} de M, gos € O* (U, N Uj) , tais gue:

Gopdpa =
Hop- 37 G =

As fungoes de transigio sao delinides a partiv das (rivializagies locais {g,}
por:

Yap = gpa @ (QOEI

Dois conjuntos de trivializactes {©,} ¢ {¢},} definem o mesmo fibrado se

‘Pfa = ‘pa*f& para fungﬁes fa € C)* (Uﬂ)*
Podemos também construir tais fungoes de transicdo da seguinte forma. Tomem-
os um divisor D com fungdes [, € M* (U,) definidas de acordo com a cobertura

{U,} de M. As fimcoes
Gap ™= "f;
sio holomérficas e nao nulas em U, MU, satisfazendo as condigoes requeridas aci-

1, de forma que definem [ibrados hneares sobre M. Tais Bbrados serao denotados
por (D] e dilos fibrados lineares associados a D,
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Nole que dow representandes {f,} € {f.}do mesmo divisor D sdo ijguais a
suenos de fungbes holomdrficas nio sulas, de forma que fo = [, ha € O (Uy).
Desta forma temos gue

f frasiad e
gcxﬁ = Jog h’ﬁ

, de forma que gog © gy delininern duas trivializagbes do fibrado linear [D].

Note que da correspondéncia dada por [| decorre a seguinie propriedade: se
D e I forem duis divisores dados por {fo} € {f} respectivamente entio D+ D'
& dado por {fo.fL}, de forma gue [D + D] = [D] & [D'].

Desta forma temnos de fato um homomortiso do grupo dos divisores, apresen-
{axlo na parte I deste apéndice € o grupo dos [ibrados lineares [Woo]. Este dltimo ¢
isomorfo s H (M, O*) comeo foi visto no capftulo I. Note que divisores de fungbes
{/}, ie., divisores dados por uma funcio meromérlica globalbente definida em M
periencen ao micleo desta aplicagao, uma vez que as expressoes locais £, sendo
restrigoes [ |y de f € MM} no aberlo Uy, 580 tais que gug = fo /s = 1, dando
origen a um fbrado trivial.

No caso em que a variedade M seja wu loro, caso em que temos bralado
durante esta bese, Leruos Lambée wna homomorfismo enlre o mondide de divisores
¢ v anel de fungies thela de Jacobs.
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