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Resumo

Neste trabalho sio estudadas algumas constantes numéricas importantes, tais como 7, e € a con-
stante de Euler que aparecem amplamente em todos os ramos da matematica, bem como suas
principais caracteristicas e propriedades, dentre elas irracionalidade e transcendéncia.

il



Abstract

In this dissertation we study some importani mathematical constants such as 7, e and Euler’s
constant that appear in almost all branches of mathematics. Special attention is given for the
transcendence and irrationality of them.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas importantes constantes numéricas que aparecem
amplamente na matematica. Dentre elas, ndo poderiamos deixar de ressaltar os niimeros 7, ¢ e
a razfio durea. No primeiro capitulo, apresentamos algumas definigdes ¢ resuliados extremamente
Uteis no decorrer deste trabalho.

No capitulo seguinte, introduzimos inicialmente um aparato histérico sobre o nimero 7; além
disso, damos trés provas distintas da irracionalidade de 7, bem como mostramos sua. transcendén-
cia.

A seguir, no capitulo 3, definimos o numero e, reiratamos sua importincia com aplicagGes e
vemos que tal mimero também § irracional transcendente.

No capitulo 4, definimos a constante de Apery que egtd diretamente relacionada com a funcio
zeta de Riemann e vemos que tal constante é irracional. Fm seguida, nosso estudo engloba a
constante de Euler v, onde mostramos que 0 < v < 1, e também damos uma representacio em
séries para .

No capitulo 6 estudamos a chamada razio durea {ou proporgéo divina) e sua importante relacao
algébrica, bem como geométrica, com a seqiiéncia de Fibonacci.

E por fim, analizamos a constante de Niven e alguns limites provados pelg préprio Niven.



Capitulo 1

Aspectos Teodricos

Neste capitulo estudaremos alguns conceitos e resultados que serao dteis no decorrer deste trabalho,

Definigio 1.1 Dizemos que 0 niimero « é algébrico se ele satisfaz alguma equagio polinomial da
forma ap2™ +an—12" 1 +.. .4z +ap = 0com a; € Z,Vi. Casc contrario, a & dito transcendente.

Exemplos:
(i) @ = /2 ¢é algébrico, pois satisfaz a equagio 2> —2 = 0.
(ii) Todo nimero racional o = a/b é algébrico, pois satisfaz a equagio bz —a = 0.
(iii) « = /5 ¢ algébrico, pois ¢ raiz da equacio 2° — 5 = 0.
Defini¢io 1.2 Uma forma linear com coeficientes racionais é uma expressdo do tipo
T=qE + @Iz + .o+ T,
onde g1, 4o, ..., gm €Q e 08 2; s podem ser vistos como nimeros reais fixados.

Lema 1.3 Dadas m + 1 formas lineares

T1 = I+ ...+ OmEm
T+l = 41,381 - F Gt mEm
elas sdo linearmente dependentes sabre o conjunto dos racionais, isto &, ezistem r1,...,rmy1 €Q

com alguns ou todos nido nules, tais gue
P FTeTa+ ... i1 mer =0
A demonstracio do lema pode ser vista em [1].

Teorema 1.4 (ver [1]) Sejom o, dois nimeros algébricos; entio, o produto a.f é também
algébrico.

Demonstracao:
Como o, 2 siio nimeros algébricos, entdo exitem equagbes polinomiais

ent™ +on 2™ . Faz =0

Gpt™ + 1™ L+ diz+do =0



e dai dividindo por ¢, a primeira equagio e por d,, a segunda equagho, obtemos

(1) 2+ an1z . tax+a=0
(2) T™ +bmoax™ . Az ho =0
onde ¢p—1,-..,81,80, bn—i, .. -, b1, by SB0 mimeros racionais, de tal modo que o seja raiz de (1) e

B seja raiz de {2). De (1) segue que

-1
(3) o = —ay a™ T — ... —ma — ag,
ou seja, o estd escrito como combinagio linear de 1, e, ...,a"! com coeficientes racionais.
Em seguida, multiplicando (3) por a obtemos

n+1

o = _q, 16" — ... — a1 —aga

¢ substituindo o valor de & encontrado em (3) expressamos a"*! como combinagée linear dos
mesmos 1, @, ..., o™t com coeficientes racionais. E assim sucessivamente, escrevemos as poténcias
al, para j > n, como combinachio linear de 1,a,...,a"! com coeficientes racionais. Analoga-
mente, para 8 podemos exprimir as poténcias 8* para k = m,m +1,..., como combinacao linear
de 1,8,...,8"% ! com coeficientes racionais. Agora vamos mostrar que a.3 satisfaz uma equagao
polinomial de grau m.n com coeficientes racienais; para isto, consideremos os m.n + 1 niimeros

(1) Lo, (@f)?, ..., (c.8)™"

Desenvolvendo tais poténcias acima e observando o que fizemos para as poténcias of, > n e
8%, k > m, obtemos que os nimeros em {4) podem ser expressos como combinacées lineares dos
m.n nimeros &/ gF, 0< j <n—1, 0< k< m — 1 com coeficientes racionais. Agora aplicando o
Lema (1.3}, considerando 0s «/s como os mn + 1 nimeros em (4}, resulta que existem racionais
0,T1s- - ., Pmn tais que 7o + r1(ef) + r2(@8)? + ... + Tme(af)™ = 0, ou seja, af satisfaz uma
equagdo polinomial de grau mn, i.e., a8 é um nimero algébrico,

c.q.d.

Definigao 1.5 Uma fungfo f : € — € ¢é dita derivdvel no ponto z € € guando existe o limite

lim g0 £ “"2 =12} onde zo € €. Dizemos que a funcio f é analitica quando 3 f'(z),¥ z (.

Considere u{x,y) e v(®,y) as partes real e imagindria de f(z), isto &, f(2) = u{z,y) + iv(z,y),
z = T +4y. Suponhamos que f{z) seja analitica em € entdo, f'(z) = u.{(z,y) + iv.(z,9) e
F'(z) = —tuy(®,y) + vy(z,y). Assim, temos:

us(2,y) = vy(2,y) e ws,y) = —velz,y)
Estas duas equagbes acima sd0 chamadas equagbes de Cauchy-Rieraman,
Lema 1.6 (ver [1]) Seja f:€ = € uma fungdo analitica ¢ 21,2, €€. Entdo:
|£(z2) = flz2)l < 2022 — mfsup{|f'(z1 + Az2 — &)} : 0 < A L 1},

onde |z| representa o médulo de z = & +1y, ou seje, [2] = /2 + 32,

Demaonstracao:
Vamos mostrar inicialmente que o resultado € vilido para os pontos z2 = 2zp € 27 = 0, ou seja, que

(1 £ (20) = f(0})] < 2|z0| sup{lf'(Az0}[ : O < A <1}



Sejam u(z,y) e v(z,y) as partes real e imagindria de f(z). Dado o ponto zp = zq + iy, vamos
definir as func¢des:

¢: R — R ¢e ¥#¥: R — R
A= @A) = ulAzo, Myo) A = () = v{Ag, Myo)
Como ¢ e 1 sdo fungdes reais, aplicando o teorema do valor médio no intervalo [0, 1], obtemos:
(2) B(1) — $(0) = ¢'(\1) com 0 < A < 1
(3) YO —-90)=4¢'(A) com0<iz <1
Assgim,

u(Zo,y0) — u(0,0) = ug (Mo, Aryo)zo + uy(A1 20, A1yo Yo

v(zo,y0) — v(0,0) = vy (Ao, Aoy wo + vy (Ao, Aegro)yo
e dai, multiplicando a segunda equacio por (+1) ¢ somando as duas equacoes , temos;
flz0) — f(0) =

(4) 1z {120, My %o + uy{A1zo, Myo)yo+
i[vz(A2zo, Aazo)zo + vy{Aaxo, X2yo)ya)

Agora utilizaremos as seguintes desigualdades:
(1) se 2 =z + iy, entdo |2| < |z| + |y|.
(il) {Desigualdade de Cauchy-Schwarz): dados a;1,a2,b1,b2 € R entéo

Ia;h +&gf)2| S \/ﬂ.% + ag\/bf + bg

Aplicando (i) e {ii} em (4), resulia

|#(z0) — F(O)| <

(5) V4200, M) + u2(Mgo, Mo} /53 +43 +
\/’U% {(A2wn, Aayo) + w3 (Aezo, )\z'yo)-\/l'% + 93
Assim, observando que f'(z) = uy(z, ¥} + ez, y) = —iuy(z, y) + vy(2,y), segue que os radicajs

em {5) envolvendo u ¢ v sdo 0 mddulo de f' calculado em determinados pontos, ou seja,

|F(z0) = FIOY < |F'(Arzo)ll20| + |F ' (Azz0)ll20],

e portanto,

£ (z0) = F(O)} < 2|0 sup{|f'(Az0)] : 0 £ X <1}
Agora, considerando a fungho g(z) = f(z + z1) e 08 pontos 25 = z2 — 21, 8egue que

lg{z2 — 21) — 9(0)| £ 2|22 — za| sup{lg' (A2 —2z))[ : 0 < A < 1}

[f(z2) = f(z)l < 2|22 — m)sup{|f (21 + Az2 — 21))| : 0 < A < 1}
c.q.d.



Definigdo 1.7 Sejam ty,t3,...,t, €T as raizes de um polinémioc P(X): logo, podemos escrever:

P(X)=(X -t} (X —t2)..... (X —tg)

Desenvolvendo o produte acima obtemos

P(X) - X" —le”“l +52Xn—2 +... + (_1)1187“

onde

(11) & = th

(1.2) s2o= Y tit
i<

(13) 53 = Z ti‘t‘:,:tk
i< jak

(1?’1) &n = t].tg.‘tg ..... tn

Esses polindmios representados acima sac chamados polindmios siméiricos elementares em ty,45,14,. ..

Exemplaos:
(i) No caso n = 1, existe apenas um polindmio simétrico elementar, 8, = {;.
(ii) No caso n = 3, os polindmios simétricos elementares séo

s1=t1+ts +13, ss=tibo+trda+tads, 53 =1t1.85.4a.

Definigao 1.8 Uma permutacde ¢ dos inteiros 1,2,...,n é uma funcio bijetora do conjunto
{1,2,...,n} sobre ele mesmo. Em simbolos:

o {1,2,...,71} — {1,2,...,n}

£ — o1}
Exemplas:
(i) Sen =2, temos as permutagdes
o: 1 — 1, gg: 1 — 2
2 — 2 2 — 1
(ii) Se n =3, temos as permutagdes
g1: 1 — 1, gz 1 — 2 ga: 1 — 3
2 — 2 2 — 3 2 — 1
3 — 3 3 — 1 3 — 2
ge: 1 — 1, es: 1 — 2 gg: 1 — 3
2 — 3 2 — 1 2 — 2
3 — 2 3 — 3 3 — 1

Definicio 1.9 Um mondmio ¢ uma expressao da forma at¥1¢52 . tf» com k; € ZT e a € A onde
A é um conjunto.



Exemploas:
(i) 3t1tsts
ii) t3tite

Definicao 1.10 O grau de um mondmio € o inteiro 3., k; e 0 peso de um monémio é o inteiro
n .
i=1 tk,"

Exemplo: O mondmio 3t1¢3t;s tem grau igual a 4 e peso igual a 12.

Definigao 1.11 O grau de um polindmio é 0 maximo dos graus de seus mondmios.E o peso de um
polinémio é o méximo dos pesos de seus mondmios.

Exemplos:
(i) O polinomio (t; +... +t,)® tem grau igual a 5 e peso igual a 5n.
(ii) O polinémio J + ... +3 tem grau igual a 3 e peso igual a 3n.

Definicao 1.12 Um polinomio f{ti,...,t,} € dito simétrice se f7(¢1,...,tn) = f(t1,-..,tn), Yo
permutacdo de 1,2,...,n. Onde fo(t1,...,ts) é por definicao f(ts1),. - ,ta(n))-

Observagao: De um modo geral podemos definir o polinémio simétrico como segue. Seja

A um anel comutative qualquer com elemento unidade. Um polinémio de Alz1,...,2,] que se
transforme em si mesmo por quaisquer das permutacdes das indeterminadas x4, ..., z,, chama-se
uma fungdo (Tacional, inteira) simétrica das varidveis z1,...,2, (ver [J]).

Exemplos:

(i) Os polinémios simétricos elementares definidos anteriormente sio simétricos.

(ii) Todo polinémio nos polindémios simétricos elementares com coeficientes racionais é um
polindmio simétrico.

Teorema 1.13 (ver [1]} Seja f(t1,...,t.) um polindmio simétrico de grau d com coeficientes em
A, onde A = Z ou(). Entdo, eriste um polindmio p(s1,...,s,) de peso menor do que ou igual
a d com coeficientes em A, onde 81,...,3, 880 0s polindmios siméiricos elementares definidos

anteriormente tal que

flt1y.. . tn) = p(81,...,85).

Demonstracao:
A demonstragao serd feita por indugdo sobre n.
Observemos que obviamente o resuliado € vilido para n = 1, pois temos sy = #;. Dai,

Hipétese de inducdo: Suponhamos que o resultado seja vélido para os polindmios em #1,...,¢q—1.
Tese: ) resultado € valido para o3 polindmios em #q,...,¢,.
Sejam F,...,5,—1 08 polinémios simétricos elementares em t,,...,t,_1, ou seja, considerando

t, = 0 obtemos

n—1
3-1 = E tj, '52= E tgtj:,..., En_lztltg...tn_l.
=1 1<i<jin=1

Para verificarmos que o resultado ¢ vélido para polindmios em #y,...,¢,, usaremos inducio
sobre o0s graus d destes polindmios .



S8e d = 0, o resultado é trivialmente valido, pois temos somente neste caso os polindmios
constantes.

Suponhamos entdo que o resultado seja vilido para os polinémios de grau menor do que d, e
vamos mostrar que ele é vilido para polindmios de grau d. Considere f(#;,...,%;) um polindmio
de grau d, logo, pela hipdtese de indugao existe um polinémio de peso menor do que ou igual a d,
p(E1,-..,80-1), tal que

(1) f(tl,...,tn_l,O):',‘31(31,.‘.,5—;_1).
Deste modo p1(s1,. .., 8n—1) é um polindmio simétrico em ¢y, ...,%, com grau menor ou igual
ad
Apora, consideremos o polinémio
(2 filt,. . te) = flt,. .. tn) —D1(81,.. ., 8n1)
0 gual também é simétrico em #1,...,¢,.

Afirmagio: fi(t1,- .., tn) = 85-f2(t1,.. ., tn) onde o grau de fo(t1,...,£,) é menor do que d.
De fato:

Fazendo t, = 0, obtemos de (2) e (1) fi(t;,...,tn—1,0) = 0, entdo t, é fator comum em
filt1,...,ts). Como f1{t1,...,tn) € simétrico em #;,...,¢, resulta que V j = 1,...,n, ¢; é fator
comum de fi{t1,....tn}, e entdo fi(ty,...,tn) = spfoltr,...,tn) e 8(f2) <d—n < d

Agora, aplicando a hipétese de indugéo, existe um polinémio py(sy,...,8,) de peso menor do
que ou igual a d — n, tal que fa(ti,--. . tn) = p2(s1,. .-, 80)-

Deste modo, obtemos que f(t1,. ...t} = sp92(81,-..,8n)+91(81,- - - ,80—1)- Tomando p(s;,...,
Sp) = Sppa(81,- -y 8n) + P1{81,...,84—1) O teorema se verifica. c.g.d.

Na verdade, o teorema acima diz que o subanel dos polindmios simétricos com coeficientes
racionais é gerado pelos polinémios simétricos elementares.

Lema 1.14 Sejam o, ..., q, nidmeros algébricos, tais que os polindmios siméiricos elementares
81 = D0, @, S = Zlﬁ{j{n QiOljy-e .y Bp = Q.- --. ay sejam nidmeros em A (onde A = F

. , L . . )
oul). Se 03 a’s 2do0 raizes de um polinémio de grau n, com coeficientes em A, entdo os ( j )

nimeros algébricos By, k; = Qg +-- Fag; coml <k < ... <k; £n sdo rafzes de um polindmio

de grau ( T; ), com coeficientes em A.

A demonstragio do lema pode ser vista em [1].

Definigao 1.15 Uma expressdo da forma

b b b
ay + 2 ou a1+ﬁ——3—3—...
az  + b3 as+ as+ as+
as -+ by
a; -+ by
é chamada de fracdo continua e 08 nimeros a1, as, ... 380 chamados guocienies parcigis. Quando

os b}s sdo iguals a 1, entdo denota-se a fraglo continua por [a1,as,.. |-

Observagio: Se o numero dos a/s for finito dizemos que a fragiio continua é finite e caso
contririo dizemos que ¢ infinita; e quando todos os a/s sho inteiros dizemos que a fragio continua
é simples.



Exemplos:

(i) Vamos obter a fracio continua que representa o nimero racional 23:

79 = 2x28-+23
28 = 1x2345
23 = 4x5+3
5 = Ix3+42
3 = 1x2+1
2 = d+0
logo podemos escrever
79 23 1 1
JR— — —_— = 2 — = ————
28 2+28 +% 2 1 4+ 5
23
1 1
= 2 = 2
+ 1+ 1 + 1 + 1
27
z 4 + 3
5
1 1
= 24 = 2
1 + 1 + 1 + 1
4 + 1 4 + 1
T2
3
1
= 2
+ 1 + 1
4 4+ 1
1 + 1
)
2
1
= 2
TS 1
4 + 1
1 + 1
1 + 1
2

Assim, a (ltima expressdo é a fragdo continua que representa o nimero racional £Z, e
is vezes é denotado por [2,1,4,1,1, 2]

{ii) Consideremos a seqiiéncias 2,1,4,5¢ 3 e a fragio continua representada por (2, 1,4, 5, 3],
isto é,

2+

of =

onde podemos reduzi-la para



1 + 1 1 + 1
4 + 1 4 + 3
1531 Tg
— — — 33
= 2+ +1 : = 2+ = %
6443
16

Observagoes:

1. Todo ntimero racional pode ser representado de duas maneiras distintas sob a forma de fragio

continua e toda fraco continua simples finita representa um ndmero racional.

2. Toda fracio continua simples infinita representa um ndimero irracional.

Tecrema 1.16 Se as,...,an, b1, bo, ..., by 5o todos inteiros positives, entéo:

1

A fragdo continug infinita

by by by bs bn

as+ as+ aa+ as+ an+
converge para wm limite irracional se apds algum valor finite de n a condigdo an > b, sempre
seja satisfeita.

2. A fragde continua infinita

by b3 b b5 bw

az— a3— G4— As—  Qp—

converge para um limite frracionel se apds algum valor finito de n a condicdo a, > b, + 1
sempre seja satisfeila onde o sinal > nido precisa ocorrer sempre , mas deve ocorver infinitas

vezes.

A demonstragdodo teorema pode ser vista em [2]

Definigao 1.17 A funcdo maior inteiro é a gue associa a cada nimero real £ 0 maior inteiro
menor do que ou igual a 5. Denotaremos tal valor por |z ] .

Exemplos:
i) 141 =4
(ii) 152) =&
(iii) |-51] =-6;
(iv) [ 0380) =0.

Na proposi¢io seguinte temos algumas propriedades desta funcdio .

Proposicao 1.18 (ver [10]) Para x € R, temos:

1.

lz+n} = lz] +n, YneZ.



2 |z] <z< |z)+lL,z-1< |z] <2,0<z- |z] <L
3 sexg & entdo | —z| =—|x] -1

4 lel +ly) < lz+y) S lz] + (y] +1

5, |z] +| —2] =0sezcZe—-1sex@gl

6. Sen & um inteiro positive, | 2| ¢ o nidmero de intefros do conjunto {1,2,3,...,n} que sdo
divistyeis por a.

Demonstragio:
As afirmagoes (1),(2) e (3) sho conseqiiéncias da definicéo.
{4) Considere z =n+aey=m+Jondenemsiointeirose 0 < o< 1, 0 < B < 1, daf:

n-+m

ln4+m]
ln+oa+m+8]
Lz+y)]
n+m+ o+ 8]
n+m+1

Lz} + Ly] +1.

(5) Sejaz=n+acomO<a<], temos —z = —n—-1+1-—q, dai;

Lzj + Lyl

A

A

lz] + [ —2] = an+ | -n-14+1-0a]
= n-n-14+ [1—-«a]
0se a=1¢e
{—1sear>0.

(6) Basta observarmos que o quociente na divisdo do inteiro n por a (¢ # 0) éiguala | 2| ,i. e,
n=|[2la+ronde0<r <a. c.q.d.

Definigio 1.19 Dada uma seqiiéncia (a,), a funcdo geradora ordindria para esta seqiiéncia é
definida como a série de poténcias
flz) =6+ mz +a2.’£2 +G3$3 + ...
Exemplos:

(1) A fungho geradora para a seqiiéncia (ar) = (0,0,1,1,1,...) é a série de poténcias
F@)=0+0z+2> +a’+2* +25 ...

(ii) A funcio geradora para a seqiiéncia (a.) = (1,35, 37, 4,---) ¢ a série de poténcias
f(:s)=e“:1+x+%§+§-+...+i—f+...

(iii) Vamos encontrar a seqiiéncia cuja fungo geradora ordinéria é dada por &2 + z® + ¢®.
Seia (a,) a seqiiéncia que procuramos, dai:

2 > |z x”
24+t = 2 +xf+(r+m+——+——+”.+——+“)
21 7 3 7!
— 1 2 1 3 1 4
= 1+$+(1+ﬁ)m +(1+§)m +$m +...,

logo,



1 111 1
(a,.): (11111+"2_|11+§T,E:§i'1:;)

Teorema 1.20 (ver [20]) Teorema Binomial

(-1 > ~—uu-l. (@-r+l) .

U
u _.
(1+z)*=1+4uz+ 7 : =] +. ..

onde u é um real qualquer e || < 1.
E se denotarmos por

teremos

(1+m)“=i(:)xf

r=0
O nimero ( : ) definido acima é chamado de coeficiente binomial generalizado. Se u for igual

- . 7! . - . . . oy
a0 inteiro positivo n, , | serdo familiar coeficiente binomial, e como , | €zeroparar >n,

a expansfo acima se reduzird 3 expansio binomial usual.

Proposicao 1.21 Seja P(X) um polingmio de graur. Defing a fungdo F(X) = P(X)+P'(X)}+
oot PO XY, entio

Edf(e—x F(X)) = —e X P(X).

Demonsiracgao:
-EX—(e_XF{X)) = e X F(X) + e X F'(X)
= e Y[PX)+P'(X)+...+ POX) ) +e X [P(X)+P"(X)+...+ PT(X) +
+ P (X
= - X P(X)
c.q.d.

Proposicao 1.22 (ver [1]) Seja Q(X) = 3°7_; ;X7 um polindmio com coeficientes inteiros, ¢
seja p < r. Enido:
() QU(X) = S, 20X, i <r

(ii) rp—_ll-]—]Q(i)(X ), parat > p é um polinémio com coeficientes inteiros divisfveis por p.

Demonsiragao:

10



(i) Seja Q(X) = ap+ar1 X +.. . +ar—1 X" 1 +a, X7, Observemos que @Q'(X) = 04a1+...+
(r = Dar—1 X2 +ra. X", ou seja, QU(X) = XV + .+ rhye- X

e assim por diante; dai, concluimos que
) E’" 7 i
QW (XY= g X!
) G-yt

g=i
(ii) Basta observarmos que GE_ITT € Z e como 1 2 p segue também que

1 51
DG L

11

c.q.d.



Capitulo 2

O numero 7

2.1 A histéria do niimero 7

Podemos indagar, ¢ que é 0 niimero 77 Um modo simples de responder tal indagacio é dizer que
7 é g drea de um circulo de raie 1, ou também dizer que # € 0 comprimento de uma circunferéncia
de didmetro igual g 1.

Desde a antigliidade observou-se que 0 nimero de vezes em que 0 didmeiro estd. contido na
circunferéncia é constante, seja qual for o tamanho desta circunferéncia; dizendo de outro modo,
se uma circunferéncia tem comprimento C e didmetro D, enquanto outra tem comprimento C' e
didmetro D', entdo & = &;.

Esse valor, hoje € representado pela letra grega m. Porém na antigliidade, ndo existia uma
representagio padrio para designar tal razéo; Euler, em principio, utilizava as letras p ou ¢, mas,
a partir de 1737, passou a adotar a letra 7. Desde entio, todo mundo o seguin.

Arquimedes foi 0 primeiro & dar limites superior e inferior para . Ele comparou a circunferéncia
do circulo com o comprimento total dos lados do poligona regular de n lados, obtendo paran = 96
a desigualdade 33 < v < 3%, ou seja, ¥ < 7 < 2. Com o método de Arquimedes tornou-se
possivel determinar o valor de # mais corretamente.

Ja Ptolomy (mais ou menos 150 anos depois de Cristo) escolheu um valor intermedidrio entre
os dois valores de Arquimedes a saher 7 = 3;—(7) & 3,14166.. .. Desde entfo, astrénomos de todo
o mundo procuram melhorar o valor de 7. O astrénomo e filésofo chinés Zhang Heng (78-139)
trabalhou com o valor /10 = 3,162; Liu Hui calculou (cerca 263) para um poligono regular
de 192 lados os limites 3,14%"»5- < 7 < 3,143 e mais tarde para um de 3072 lados um valor
aproximado correspondendo & fracdo decimal 3,14159. Finalmente, de Zu Chang-Zhi (430-501)
surge a aproximacio T = %‘}, a qual é a primeira aproximagao com seis casas decimais corretas. O
astrénormo isldmico al-kasi calculou ¢ valor de 27 na circunferéncia de um circulo de raio unitdrio
por meio de um poligono regular de 3.22% lados encontrando 6,2831853071795865,

Leonardo di Pisa (cerca de 1170-1240} calculou 7 por meio de um poligono de 96 lados obtendo
T~ 52 = 3,141818.

Porém, foi Ludolph Van Ceulen (1540-1610) o primeiro a encontrar o valor de 7 com 35
casas decimais corretas; assim, esse feito computacional impressionou tanto seus sucessores que
m freqiientemente foi chamado a constante de Ludolph. As primeiras 20 casas decimalis corretas do

valor de T 850

3,1415926535897932846 . . .
J4 Wallis em 1655, descobriu sey famoso produto:
r 2244 6.6 2n.2n

37133557 (@n-Dm+1)

12



enguante que Vieta em 1759, enconirou a primeira representacdo analitica de 7, na forma do

produto infinito
2,\ﬁ £+1\/T 1,11 1\/1
ToVzVz ey Vs tevetaye

Mais tarde, o desenvolvimento do cdlcule infinitesimal e da feoria de séries infinitas contribuiram
para um entendimento methor do niimero .
Assim, em 1761 James Gregory dd a classica representagfio em séries

T 1 1 1
ik A A
a qual é redescoberta por Leibniz,
Newton, tomando z = % na série
123 1.3.....2n = 1) 2211
presenz =2t gyt Y ST Ony gl

obteve, mais gu menos em 1665, a representagio

# 1 111 1311 13511

62 23ETITE R TITETIR
a qual permitiu a ele calcular sem grandes dificuldades as catorze primeiras casas decimais do valor
de 7.

A seguir, apresentaremos provas da irracionalidade e da transcendéncia de .
Teorema 2.2 (O nimere 7 € irracional,
Demanstracao:

12 MODO:(ver [2]) Suponhamos por absurdo que 7 seja racional; entdo, I também € racional.
Assim, podemos escrever 7 = ﬁ com mdc(X, ) = 1.
Dai, a representacio em fragdes continua de tanz é dada por

tans = — ﬁ 2’ x’
1= 3= 57 2n+1)-
em particular, para 7, obtemos
T A/” /\2/“2 /\2/“2 /\2/#2
—j=1=-—"= ...
() tan(3) - 83— 5—  Im4io

Por outro lado, como A e u séo inteiros fixos, podemos tomar n suficientemente grande de tal
2
forma que tenhamos 2n + 1 > %5 + 1; entdo, pelo teorema (1.18) {parte 2} segue que a fragio
contimia (1) converge para um limite irracional (ABSURDO). Portanto « é irracional

2¢ MODO:(ver [1}) Mostraremos, na verdade, que 7% nfo § racional e, por conseguinte, 7 nio
pode ser racional (pois 0 quadrado de um racional é racional).

Consideremos a funcio f(X) = X—nﬂ;‘!—xt, onde n é um inteire positivo.

Afirmacio 1: D*f(0) € Z,¥ k =0,1,2,.. ; de fato: Tomando g(X) = 5 X" e h(X} = (1-X)",
pela formula de Leibniz para as derivadas do produto de duas fungfes resulta que:

13



D¥(fy = D*(gh) = Z( s ) DigD*—ip
( ’; ) DIX"D* (1 - Xy,

QObservando que
_ 0 se J<n

DIX%x_g=4 n! s j=n

0 se j>n

k

obtemos D* f(0) =0sek < ne DFf(0) = ( n
segue que DFf(0) € Z,Vk=0,1,2,....
Afirmacio 2: D*f(1) € Z, ¥ k = 0,1,2,..., de fato: Basta usar a afirmacfio 1, notando que
fA-X) = f(X)
Agora, suponhamos por absurdo que 72 sejaracional, ou seja, 72 = E com p,q € Zemde(p,q) =
1. Definimes a fungéo :

) DF7(1— X )™ x—o se k > n. Como ( : ) €z,

{2) F(X) = "{z""J(X) — a2 D2 [(X) + ...+ (-1)"D* £(X)}

Temos que F{0),F(1) € Z {em virtude das duas afirmaces anteriores e do fato que 72 € Q).
Agora, vamos calcular a seguinte derivada primeira

{F'(X)sen(rX) — 7 F(X) cos{n X)}' =
= F'"X)sen(rX) + mcos(xX).F'(X) — 7[F'(X) cos{m X} — wsen{r X ) F(X)]
= F"(X)sen(nX) + n?F(X)sen(r X)
= sen{n X)[F"(X) +#*F(X)]
= p"r?f(X)sen(rX)

Dai, aplicando o Teorema Fundamental do Cdculo para a funcio h{X) = F/(X)sen{wX) —
7F(X)cos(rX), obtemos [ h'(X)dX = (1) — k(0), ou seja,

/1 p"r’ f(X)sen(r X)X = «F(1) +xF(0) = w{(F(1) + F(0))
0

(3) ﬂ'p"/u F{X)sen(wX)dX = F(1) + F(0).

Como F(0),F(1) € Z segue que o lado direito de (3) é um inteiro. Vamos mostrar que para
um certo valor adequado de n o lado esquerdo de (3} 4 um inteiro estritamente menor do que 1.
Para 0 < X < 1, temos que 0 < f{X) < # (pois X" <1le(1—X)" < 1) assim:

1 i el 1 7
0 < mph f F(X)sen(nX)dX < mp" / l}sen(ser)d,X = . / sen(7X)dX = -2‘”—,,
0 g T mn. o Ti:

e como lim,_, 00 Eﬂ; = 0, entdo podemos tomar num n € IN tal que 2% < 1, € portanto o lado
esquerdo de {3) é um inteiro menor que 1 {ABSURDO).
Portanto 72 nfo & racional e, conseqiientemente, = nao é racional.
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32 MODO:(ver [3]) Necessitamos do seguinte resultado auxiliar:

Lema Uma funcio [:Z = Z o qual tende pora zero quando a varidvel tende o infinito deve ser
eventualmente nule a partir de um determinado fndice.

Demonstracio:
Se f(n) — 0 quando n — 400, nés temos que |f(n) — 0| < & paran > N, para algum N € N.
Por outro lado, como f(n) € Z, isto implica que f(n) =0 paran > N.

Portanto, f =0,V n > IN. c.q.d.

Apgora vamos mostrar que 7 é irracional.
Consideremos a integral

+1
I, = {1 — X" cos{aX)dX
-1
Integrando por partes nés ohtemos:
(4) &I, =2n(2n — Dlp1 —4n{n — U)Ip—2  se n>2.

Fazendo a indugio sobre n segue que

(5) a?™ I, = n)(Psen(a} + @sen(a))
onde P e (7 sdo polindmios em ¢ de grau menor que 2n + 1 com coeficientes inteiros. O termo n!
origina-se do fator 2n{2n — 1) da equacio {4).

Dai, suponhamos por absurdo que 7 seja racional, ou seja , m = £ onde a,b € Z e b # 0 com

mde{a,b) = 1. Seja a = F, substituindo em (5}, obtemos entdc que J, = % ¢ um inteiro.
Por outro lado,

b2n+1 +1 T
(6) Jn= / (1— X2)" cos( T X)dX.
T 1 2

Assim, se —1 < X < 1 temos que o integrando de (6) é maior que gzero; logo, J, > 0. Entao
Jo £ 0,¥ n. Porém,

b 2n+1 o 241
|fa] < 1 fcos (EX) dX < gl
1! 2 n!
onde C ¢ uma constante. Portanto, quandon — +o0, .J, — 0 (contradigio, com o lema anterior),

Logo, « é irracional. c.q.d.

Em verdade, o primeiro a acreditar na irracionalidade de « foi Euler. A nossa primeira de-
monstragio acima, segue a primeira demonstragio da irracionalidade de 7, dada pelo matemdtico
francés J.H.Lambert, por volta de 1761, enquanto a segunda € devida ac matemitico Legendre,
dada em 1794.

Teorema 2.3 (ver [1]) (Teorema de Lindemann) O nidmero « ¢ transcendente, ou seja, 7 nio
¢ solugdo de nenhuma equagdo polinomial com coeficientes intesros.

Demonstraciao:

Suponhamos por absurdo que 7 seja algébrico. Como i = /—1 é algébrico, entfo im também
& algébrico (pois, 0 produto de dois nimeros algébricos & algébrico), assim, ir & raiz de alguma
equacio polinomial com coeficientes inteiros P (X)) = 0.
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Sejam a1 = im,Qz,. .., an a8 raizes de Pi(X). Como e'™ = cos{w) + isen(w) = —1, temos:

n
(1) H(l +e*)=0=14+ somatdrio de exponenciais
d=1

cujos expoentes s3o:

(2-1) a],‘A.,an
(2.2} 0; + @ para quaisquer ¢ < j
(2.n) o1 tas+.. 4 ay
Além digso, observemos que o nimero de termos em (2.1) é n, em (2.2) é ( g’ ), ..., eem
oy
(2.n)e(n)_1.
Como oy, ..., 0, 850 raizes da equacio polinomial P (X) de grau n, segue pelo Lema (1.14)

do capitulo 1 que

(i) o8 nimeros em (2,2) sfo raizes de uma equacdo polinomial de grau ( g’ ) com coefi-

cientes inteiros Po(X) = 0.

(ii) os niimeros em (2.3) sao raizes de uma equacio polinomial de gran ( g ) com coefi-
cientes P3{X) = 0.

e assim sucessivamente, e portanto, os ndmeros (2.1),(2.2),...,(2.n) 830 raizes da equacio polino-
mial com coeficientes inteiros Py (X).Pa(X)..... P, (X) =0 cujo grau é 2® — 1.

Sejam By, ..., S 08 nimeros em (2.1},...,(2.n) que sao diferentes de zero. Como 27 ~1 >
m, existem fatores da forma X*®, para a > 0, assim simplificando tais fatores obtemos que
B81,02,-..,0m 580 raizes de uma equagfo polinomial com coeficlentes inteiros R{X) = ¢, X™ +
em—1 XM+ ..+ ;X 4+ ¢ = 0. Como [T7_, {1+ ™) = 0, segue que k + ed 4. +efm =0,
onde k é uma constante.

Consideremos ¢ polindmio P(X) = Z;‘“_—sz”‘l(R(X])P onde 2 = mp — 1 ¢ p é um nimero
primo gue iremos escolher posteriormente. Observemos que o grau de P(X) ér = s+ p.

Consideremos a fungdo F(X) = P{X)+ P'(X) +... + P**?(X), dai, aplicando a proposicio
(1.21), obtemos gue

d

(e X F(X)) = —e X P(X).

Agora, vamos considerar a funcio f(z) = e~*.F(z); logo, pelo lema (1.6) do capitulo 1, temos:
le™f . F(8;) — F(O)| € 2|8;|sup{le™ > P(A8;)| : 0 £ A < 1}
para j = 1,2,...,m, ou seja,

[F(8;) — €. F(0)| < 28| sup{le! "M% P(AB))| : 0 < A < 1}

paraj=1,2,...,m.
Tomando ¢; = 2|8;| sup{|e=% P(A\8;)] : 0 < A < 1}, obtemos que para j = 1,2,...,m
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(3) KF(0) + > FB)I <Y e (ois h+ed 1. refm =0)

i=1 =1

Vamos mostrar que 0 lado esquerdo de (3) é um inteiro diferente de zero, enquanto que o lado
direito para p adequado, é menor do que 1. Para isto, calculemos as derivadas do polindmio P{X)
nos pontos 0, 51,..., An-

Temos que

CE

(p—1)!

ﬁX”_l.{cmX’“+cm_1Xm_l +...+01X+Cﬂ}p
c ~
= o

logo, PD(0) = 0 parad < p—1e PP1(0) = ¢*c). Por outro lado, PO (8;) = 0,4 < p, § =
1,2,...,m {pois §; é raiz de R(X)).

Assim, pela proposicao (1.22) temos que os coeficientes de P (X} sio inteiros divisiveis por
p, e como tais coeficientes séo obviamente divisiveis por ¢® segne que os coeficientes de P (X)),
i > p, sho inteiros divisiveis por pe®, e portante F{0) = ¢°ch + pc*ko, onde kg € Z. Por outro lado,
para os fB; temos que Z;n:l F(g;) = Z?:] Zizp P(i)(ﬁj) = Ei2p _;'n=1 PO{B;) (pais PO {Bi) =0
para { < p).

Agora, para cada i fixado com p € i < s+ p, obtemos 372, PO(B;) = pc*Q(Bu, ..., Bm),
onde Q(f1,-. ., Bm) é um polindmic nos F;'s de grau menor ou igual a s. Claramente vemos que
Q(B1,.. -, Bm) é um polinémio simétrico nos 3;'s com coeficientes inteiros; logo, pelo Lema (1.14) do
capitulo 1, exisie um polinémio G(71, ..., ¥m}de grau menor ou igual a s com coeficientes inteiros,
onde 41, .. ., ¥m 580 05 polinémios simétricos em By, ..., B, tal que @(B1,.. ., Bm) = G, ..., ¥m).
Observando também que 4 = ==t 4y = 2222y = D temos que 22721 F(8)) = pka, onde
k1 € Z, e conseqiientemente, obtemos que o lado esquerdo de (3) € um inteiro b = le*ch + petkp +
pki| = |&°c] + p(c* ko + k1)| e, tomando p > k, c e ¢p segue que b # 0 (pois p [ b).

Agora vamos estimar o lado direito de {3).

Seja M = max{|B1|,...,|Bm|} e como & = 2|B;[sup{le*MF P(A3;)| : 0 < A < 1} segue
¢; £ 2MeMO A qup{IAg; P I R(AB;) 1 0 < XA < 1)

Seja N = maz{|R(2)|: |z| > M}, que usado na designaldade acima nos da:

P(X) = XPL(R(X)?

€; < 2MeM -(p|—i|1—)]MP*1Np.

Como limyg 4 o -’% =0V M > 0, temos que para p suficientemente grande, podemos tomar

P 3
€ < | e entao,

s
3 e < mril <1 (ABSURDO).
=1

Portanto 7 € transcendente. c.q.-d.

Surge como congeqiiéncia direta do teorema (2.3) a resposta negativa da quadratura do circulo.
Em outras palavras, seria possivel construir utilizando apenas régua e compasso, um quadrado
de drea igual & de um circulo dado; o teorema {2.3) mostra que ndeo; de fato, caso contrario, se
pudéssemos construir um segmento igual a /7 (pois /7 é 0 lado do quadrado de drea igual & de
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um cfrculo de raio unitério), entdo./7 seria algébrico (pois todos 0s segmentos construtiveis com
régua e COmpasso possuent comprimento igual a um nidmerg algébrico}. Deste modo, m também
seria algébrico (contradi¢io com o teorema (2.3)).
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Capitulo 3

O ntmero e

Definimos ¢ niimero e, que aparece na teoria da fungio logaritmica, como o nimero tal gue a érea
hachurada ahaixo é igual a 1

y/\

1 e
Figura 3.1

Em verdade, provavelmente por volta de 1727 ou 1728, Euler uscu a letra ¢ mais de doze vezes
pura representar a base de sisterna de logaritmos nalurais numa exposighc manuscrita de seus
resultados. O conceito por tras desse nimero era bem conhecide desde a invengdo dos logaritmos,
porém nenhura notacdo padronizada para ele se tornara comum,

Numa carta a Goldbach em 1731, Euler novamente usou a leira e para designar aquele niimerc
cujo logaritmo hiperbélico é igual a 1, aparecendo Impresso pela primeira vez na mechanica de Euler
de 1736, Hvre onde a dinimica de Newton & apresentada inicialmenie cm forma analitica. Assim,
essa notagho sugerida falvez pela primeira letra da palavra “exponencial” tornou-se padrio, Um
valor mais preciso de e é 2, T18281828459 . . ., e mais ainda, veremos neste capitule gue é irracional
transcendente, surgindo assim uma indagacic natural sobre a importincia de tal niunero. Ele
aparece em varias queslGes dentro da matematica.

Vejamos um exemplo sobre a aplicagao do nimero . Suponhamos que nds emprestdssemos a
alguém a quantia de 1 real a jures de 100% ao ano; no final do ano, essa pessoa deveria nos pagar e
traria 2 reais: 1 que tomara emprestado e 1 de juros. Isso scria justo? A resposta é cerlamenie que
nde; vejamos a razao de tal fato: Se tal pessoa viesse nos pagar seis meses depois do empréstimo,
n6s receberiamos 1 -+ % reais, ou seja, nesie momento ela estava com 1+ % reais nosso ¢ ficou com
€38 pOr mais seis meses, com juros de 100% ao ano; logo, deverfamos receber
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1-1+] 1%1—14—} 1l1—1+12""
|.§ § __2 5 —-2 = 5 reals

no fim do ano. Porém, isto ainda néo € justo.

Nividindo o ano num namero arbitririo n de partes ignais, transcorrido o primeiro periodo de
(1 ano)/n, nosso capital estaria valendo 14 2 reais. No fim do segundo perfodo de (1 ano)/n, nés
estariamos com (1 + %)2 reais, e assim por diante. No fim do ano nds deveriamos receber (1 + %)n
reais, ¥ n; decorre ¢ue o valor justo e exato que deverfamos receber pelo real emprestado seria

. 1 T )
im [ 1+ — = g reais
TLemr 00 T

TN _— 14 ) .
Agora, considerando x > 0 ¢ a expressao (1 + 5) , vamos mostrar ¢ue tomando valores mulio

grandes para ¢, podemos fazer o valor desta expressao aproximar-se de e tanto quanto desejemos,

ol seja, em oulras palavras provaremos que g (1 -+ %)x = e (r:£0). Pondo y = % {com

z #£ 1) equivale mostrar que limy, .o (1-+ fy)% =e (y # 0).

Observagio: Seja R o conjunto dos mimeros reais positivos. Definimos a funcio real
In: RY — R pondo, para cada z > 0
1
Inx = —dl
1 ¢

O mimero Inz serd chamado o logaritmo natural de z. Relembrando sobre a convensao sobre
0s extremos do intervalo de integragao:

-1 b @
]fzae 1=~
a a Jh
temos, pois:

Inl=0elnz <0 quando 0 < = < 1.
Quando z > 1, Inx é a &rea da “[aixa de hipérbole”

A~ {(Ly) e R} 1<t <z, 0<y <t}

T
Y 1

foo= %

/]\/

W
o]

Figura 3.2

A 4rea hachurada é igual a Inc.
Quando 0 < z < 1, lnz é a area da faixa hachurada da Figura 3.3 com o sinal menos.
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Y

Figura 3.3

Resumindo, temos:

Inl = 0;
mz >0 sex>1;
Inz <0, sef<r<l

Alguns mateméticos, consideram o logaritmo acima de maneira erronea como logaritmo neperi-
ano, devide ao matemético John Napier (1550-1617), porém o logaritmo definido por Napier tinha
valores diferentes deste {(ver [2]).

il

Teorema 3.1 Para z # 0, temos lim,_,5(1 } 2)* = e,

Demonstragao:
Suponhamos inicialmente que = > 0.

Y AT
1 -
iy
1+ x
R
Figura 3.4
Assim, In (1 + ) é a érea da faixa H[ ™, a qual estd contida no reténgulo de basc igual a «

com altura igual a 1, Como a drea deste reténgulo é igual a z, segne que In{l -z} < x; entho,
1 L
%.ln(l +z) < z, ou seja, In[{(1 +x)*] < 1. Isto nos diz que o nimero {1 | &}¥ < 1.
Portanto,

i {1+ u:)% <e Dparaz >0,

Por outro lado, notando gue a faixa i 11” contém um retangulo de base igual a z e altura igual

L, logo com 4rea &=, temos

a 14zt
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<In{l+z),

&

ou seia,

< In [(1 + a:)%]

14z

Isto nos mostra que
kS
(2) ¢TF < (1 +2)%, para x>0

De (1) e (2) resulta que

1

eTr= < (1 }:L)”L <e Va0

L L . . . -
Fazendo z — 0 vemos que eTiz — e. Como (1 4 x)* estd mais préximo de e do que eT+z

concluimos que limg_o {1 + x)% = g, isto &, quando z lende a zero por valores posilivos, (1 | :a:)%
tende & e.

Suponhamos agora gue x < 0 e sem perda de generalidade que z > —1 (pois faremos z tender
a zero); logo, x + 1 > 0 e entdo, podenios considerar In (1 + 2).

Como ~1 < x < 0, —In (1 + ) & a drea da faixa de hipérhole II{, ,, a qual contém um retangulo
com bhase igual ao nlimero positivo -z a altura igual a 1; logo, a allura deste retangulo é —z. Além
disso, 2 mesma faixa F{,, csta contida num retdnguio com base igual a —a ¢ altura igual a 1%,

e entao de drea igual ao mitmero positivo 5%, e assim escrevemos

+z?

—x < —In(1+=a)<

14+
Observe a figura abaixo;

Figura 3.5

Dividindo os trés membros da dupla desigualdade anterior pelo niimero positive —x, obtemos

1< In (14} - 1 :
x 1+

ou seja,

1 1
]<ln[(1+:c);]€ ,
10

entao
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]~

e<(1+2)% <eTe

donde concluimos que

lim (1+a‘:)7=1' =e, sex <0
&0

I

Portanto, ¥ € R temos lim,_,o (1 + )

Ou equivalentemente, limy—, 400 (1 + %)

@ b

€.
e. c.q.d.

Em particular, dando a n = 1,2, 3,... valores inteiros, temos lim, o0 (1+1)" =€ que 6 a
férmula classica do numero e.

Teorema 3.2 (ver [1]) O nimero e € irracional.
Demonstragao:
Sabemos do cilculo que limp—y00 (é—, +5+ %; +...+ ‘%:-) = ¢", onde x € R. Em particular, para
x =1, temos:
. 11 1 1

(1) nllrmoo(1+1+i+§+“'+m)-_e =e

Suponhamos por absurdo que e seja racional, isto é, e = % com p,g € N ¢ mde(p, g) = 1. Dai,
de (1) nds obtemos

) P (1+1+ +1)—i1
- nttg)= a
q B T i=¢+1 &
Por outro lado,
i 1 LU BN
a0 ] R
Mot (g+1) (g+2)

- b i)
T ogl\(g+1) (e+D(g+2)

1(1)+1+ ol > V> 1
d\\e+1) T T ) P T @) '

- 1 1 .. o . 4
Apora a expressao o+ T iy? + ... denota uma série geométrica de razéo r = [CEy] < 1,
logo sua soma ¢ igual a

entio

Logo, retomando (2) com a estimativa anterior, ohtemos

w0y |

NPEJ SRR S P
q 1720 7 gl gl
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ou seja,

1 1
(3) 0<q!(’i—1———i—...——)<1.
g ! 1) " g

Observando as desigualdades em (3}, vemos que o termo do meio é um inteiro, pois ¢! cancela
todos 03 denominadores das fracdes af presentes (ABSURDOQ), peois como % < 1, (3) nos diz que o
termo do meio é um inteiro ndo-milo estritamente menor do que 1).

Portanto e é irracional. c.q.d.

Vamos mostrar agora a transcendéncia do nimero . () nome “Teorema, de Hermite” é freqiientemente
dado & afirmagio de que e é um nimero transcendente, pois foi este talentoso matemético francés
Charles Hermite (1822) quem demonstrou tal afirmagio. Depois, matemdticos como Weierstrass e
Hilbert simplificaram a prova original de Hermite.

Teorema 3.3 (ver [1]) O némero e ndo € raiz de nenhuma equacio polinomial com coeficientes
inteiros, i.c., e € transcendente.

Demonstracao:
Suponhamos por absurdo que e nfo seja transcendente, ou seja, existe uma equagio polinomial de
grau m tal que ghe™ +... e+ ag = 0, onde, sem perda de generalidade, podemos supor que

ag # 0. Vamos definir a fungio

Pl (-1 . (z-2".. . {z-m)°
{(p— il

flz) =

onde p é um mimero primo arbitrério.

Observemos que f é um polindmio na varidvel « com grau(f (z)) =mp+p— 1.

Seja F(z) = f{z) + f' (x) + ... + FOPtP~1) (5): notando gue f™P4P) () = 0, e como vimos
que

d

s le™*F(z)] = —e7%.f(2)

entdo para todo j

0 /j e f (z)dz = a;.[—e " F (2))} = 0;F (0) — a;e™TF (j) .
0

Multiplicando por &f e somando sobre 7 =0,1,2,...,m nds obtemos

(1) i (a,-ej f: e f{z) d:t:)

§=0

F(0)Y aje; - Zaj,-F )

=0
m mp+p—1

-2 2 wfP0)

Nés alegamos agora que cada f(3() é um inteiro e que este inteiro ¢ divisivel por p a menos
que j = 0ei = p— 1. Nés usamos a regra de Leibniz para o produto de duas fungbes
(D""( fg)= E.:-‘;n ( f ) Dif.D¥3 g) novamente. Os {inicos termos ndo-nulos que surgem guando
4 # 0, provém do fator (z — j)¥ por diferenciar exatamente p vezes. Como GEI—IF = p, todos tais
termos sdo inteiros divisiveis por p. No caso j = 0 o tnico termo nfio-nulo € quandoi =p—1e
entac
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FE(O) = (-1 ()

0 valor de (1) é portanto kp+ag (—1)7 ... (—m)” para algum k € Z. Agorase p > max{m, |ao|}
entdo o inteiro ap (—1)¥...(—m)¥ ndo ¢ divisivel por p. Deste modo para p primo suficientemente
grande ¢ valor de (1} é um inteiro nio divisivel por p, entdo nio-nulo.

Agora, vamog esfimar a integral em (1). Se 0 < 2 € m, nds temos

mmp-‘*ﬂ 1

IF @< =g

dai

LA

iajef /ﬂjeﬂmf(a:)da; Z]a;,e 1/ mmp+p 1

mp—l—p—- 1

= :|G;B](p )

a qual tende a zero quando p = oo (ABSURD().
Fortanto e é transcendente.
c.q.d.
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Capitulo 4

A constante de Apery

Definigao 4.1 A func¢do zeta de Riemann ((s) tem sua origem nas identidades expressas pelas
duas férmulas

onde n percorre todos os inteiros, e

C(s)=1;[(1—$)_1,

onde p percorre todos 08 primos.

Ambas expreossdes acima podem ser tomadas como defini¢do de ({s), onde s é uma varidvel
complexa s = g +it.

Definicdo 4.2 A constante de Apery ¢ definida como o valor da funcae zeta de Riemann quando
5§ =3, ou seja,
=1

=3 — =1,202056903... ( Constante de Apery)

n=1

Esta designagio se deve ao fato de que Apery em 1979, demonstrou a irracionalidade de {(3).
Em verdade, nesta secio mostraremos que {{s) para s = 2 ¢ § = 3 830 ambos mimeros irracionais.

Observagao: Denotaremos o minimo mdltiplo comum de 1,2,...,n por d,,. B facil verificar
que:

dn = H p["‘%gs_:]( ]:[ pJF:g_E <n“(“}

pEn pEn
P primo P prima

onde | | denota a fun¢do maior inteiro definida em (1.17) e w(n) denota o nimero de primos
menores ou ignais a n. Além disso, se tornarmos n suficientemente grande, temos d, < 3", visto
que fimy, o0 ﬂﬂ% =1

Lema 4.3 (ver [14]) Sejam r e s inteiros ndo-negativos. Se r > s, entdo:
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() fo fn _Iyda:dy ¢ um nimero racional cujo denominador é um divisor de d2,

11— , . , . . . .
(b) J, Jo %ﬁéﬁm’"y”dxdy ¢ um nimero racional cujo denominador é wm divisor de d3.

Se r = s, entdo:

(c) fo fo __J_dfﬂdy ¢(2) - —15'---—;15 ,
1pt =
(d) fy fy FE%dody =2 {¢B) - & ... — &},
Observacao: No casor» = 0, nés temos que as somas 1—15 — - ;1-; e 1—15 - = ;}g desaparecem.
Demonstracio:

Seja ¢ um nlimero nac-negativo qualquer. Consideremos a integral

! Ir+r.r s+r;d
(1) /] 1= 2y zdy

Desenvolvendo T_ em gérie geométrica, isto €
em (1), nés obtemos

s 1255 = Loy +e®y’ +2°y° +. . e substituindo

1 1
/ f {wr-i-o-ys-f—a' + 2:1r'+.cr+1 ys+g—|—1 + xr+a+1+1ys+a+1+1 +.. .}dmdy

Calculando a dupla integral resulta que

f+a ite 20 1
2 T Y dedy=
@) ff T—zy ¥ kz_:_n[k+r+o+1).(k+s+a+l)

Agsumindo r > s, entdo podemos escrever

= 1
g(k+’r+0'+1)‘(k+s+cr+1) -

= 1 1
(3) = kz:%,._s{[k+s+a+1)P(k+r+ﬂ+1)}

! 1t
T r—s5\s+l+0 T r4o

Logo, se ¢ = 0, entéo:

// 1—$ydmy_r_~§{(s+1 (*:'41—1)}

e portanto a afirmagao (a) fica demonstrada.
Agora diferenciando a integral (1) com respeito a ¢, nds obtemos

[ IOga"y r-{-cr 8+a’d$dy1
0o Jo 1_331»‘

¢ calculando em ¢ = 0 nos d4
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logoy .
/_/1—3: ¥ dady,

enquanto que a soma em (3) se transforma em

_;i—s{(s—:l)9+ . 1}

e entio:

1
logzy . , 1 { 1 1
dedy = —-— 4=
fofol—y o Grig Tt

ou seja,

loga:y 1 1
]f 1—ay dy_r—s{(s+1)2+ T }

e a afirmacao (b) fica demonstrada.
Suponhamos agora que r = s, logo de (1) e (2) vem que

1 1 rto oto o
"oy 1
4 —r —dzdy = S
) /0 /U T—gy Y &(k+r+c+1)2

1 1 m‘ryr 00
dedy =
/0/0 T—ay kz(k+’r+1
L
r+12 (r+2)7
1 1 1
= C(Q)—ﬁ-éa— =t

logo, a afirmac@o (c) fica demonstrada.
Diferenciando (4) com respeito a o, nds temos

> -2

1 1
IOgmy +a .+
= R e ID-dd = —_— —
_/0 A 1_my3: Yy Tdy kzzﬂ(k+r+o.+]_)3

e calculando em ¢ = 0 vem que

! logzy . . — -2
dedy = —
fgf Tz, V'dedy g(fc+r+1)3

Il
]
p——,
pey
&
|
=l

|
|
|

logo, a afirmacio (d) fica demonstrada.

Teorema 4.4 (ver [14]) A constante ((2) ¢ um ndmero irracional.

28
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Demonstragao:
Seja n um inteiro positive e consideremos a seguinte integral

8 [ [ Um)

onde P,(z) é um polinémioc tipo Legendre dado por nlP,(z) = {dr} 2™.(1 —z)™. Temes que
Pu{z) € Z[z]. Pelo lema anterior (parte (c}} a integral (1) éigual a (A, + By (( ))d;7? para algum
Ap e By em Z. Em seguida, tomando:

H - 1—1::!;
dv = Pn(.i:‘)d:):

e fazendo n-passos de integracio parcial com respeito a «, a inlegral (1) se transforma em

n 7& 'ﬂ(l T)'ﬂ.
(2) -1) /] 1_1y)n+1 dedy.

Agora, consideremos & fungie de duas variaveis

y(1 —yla{l ~ =)

Flz,y) =
(z,9) 2o
paratodo 0 <2 <1, 0 <y <1
Obviamente F(z,y) = F(y, =), além disso:
] (1l —y).(1 -2+ 2y
D gy = ML 9L 22 1 )
az {(1—-=zy)
d 1—z).(1~ 2y + 4y
9y Hm skl 2k )
By (1 —zy)?

Assim, vamos analisar os ponlos crilicos de #(x,y) na regido indicada na Figura 4.1:

T

F(x.y)

N

Figura 4.1

v(1-9).0 -2 +2%)
(1—ay)? B
= 1-2z4+2%y=0

a
dx

Pﬂlsay(l—'y)%{)v 0oyl ontd,oy:-z-?—gi
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(1 —).(1 - 2y + y%2)
(1 - zy)?
= 1-2y+yiz=0

=4

a
QF{:B, =0 =

poisz(1—2) #0V 0< x < 1, entio ¢ = 2L,
Disto concluimos que as derivadas parciais se anulam simultaneamente se e somente ¢ = y.
Mas ao longo de ¢ = y, temos:

L |

1-2+2°=0=(-1).*+z-1)=0 S
(z —1).( ) "[: " = — 52-—1( nd0 convém)

y’zﬁg_l

I-2%+¢*=0=>(y- .02 +y—-1) =0
Y + o (y—1(y"+y—1) 'E —¥5=1( no convém)

Logo, o ponto (z,y} = (3/12_-1-, 3@’2-_—1) é um ponto critico de F{z,y), e como

I

T
a

\_f/w

=) - (“"‘ )

%W(\; )
paratodo 0 <z <1, 0<y <1

Entao a integral (1) é limitada em valor absoluto por

entio

Y gt IR
V-1 / / D dwdy = V51 {(2)  (pela observagao feita no Lema (4.3).)
2 o Jo 1—=zy 2

Como a integral (2) é ndo-nula, nds temos:

an
0 <14, + By (| d57 < { Ll 1} @)

€ portanto,

in in n
0 < |4y + Bal(2)] <di{‘/32‘1} C{2J<9“{‘/52‘1} C(2)<{%}

para n suficientemente grande.
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Isto implica na irracionalidade de {(2), pois como Ay, B, € Z se {(2) fosse racional a expressao
em mddulo seria limitada abaixo independentemente de n,

c.q.d.

Teorema 4.5 (ver [14]} A constante de Apery ((3) é um ndmero irracional.

Demonstragao:
Consideremos a integral

(1)

onde nlP,(z) = { £

e fazendo n-passos de integracdo parcial com respeito a ¢, nds obtemos

(2)

Pelo Lema. (4.3) (parte{d)) a integral (1) é igual a (A, + B, ((3))d;®
B,cZ

dir

Observando que —

Tomando

[

} {1 - )™,

log Ty

P (z) Pa(y)dzdy,

para algum A, € Z ¢

—DR2Y = fo i"{‘l_—‘ﬁj?dz entdo podemos escrever a integral (1) como

/ / / i ((::_ ~dedydz

T—zy

1

i e Pl
dv = Fz)dz

e fazendo n-passos de integracao por partes com respeito a z, a integral (1) se transforma em

Hayz)"(1 - o) Paly)
[ [ 0=z dzdydz

Agora, substituindo w = —(-——)-— nds obtemos

1—xy)z

LEL

Utilizando novamente o argumento

Dai:

8F
dx

F(z,y,w) =

Il

H

{

(1 —=)"Pu(y)
(1= (1 -ay)w))

U = Ty
dv = Pn(y)dy

dzdydw.

[ ] e

Vamos considerar a funcae de trés varidvels

z(1 — z)y(

1—yjw(l —w)

1-{1-=zy)w

dedydw

para 0 € z,y,w < 1.

-t o)

(1- (1~ zy)w]?

1 —w -2z + 22w — x yw)

yu—mwu—m{[

[1- (1 - zy)w]?
—w — 2y + yw — yizw

mu—ﬂwu—w{l

[1-(1-apjw?
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o = 0o -n

[1-01-zy)w.(l —2w)-w(l—w)(zy— 1)}
[1—-(1-zyjw]
— 2w + w? —:z:y'wg}
[1-(Q - ayjw)?

- m(l_x)y(l_y){l

assim:

1-w—2y+ 25w —y?zw =0

1—w—2z+ 22w —z?yw =0
1-2w+w? —zyuw? =0

Da 12 equacio temos: w(2z —1 —a2%y) =2z — L.
Da 2% equagio temos: w(2y —1—y’z)} =2y — L.
Dividindo , obtemos:
20 —1—2% 221
2y—1—-y2z 2y—1’

ie.,
Agy - 2z - 2%y — 2y + 1+ ¢’z = doy — 22 — Yy + 2%y’ + 27y

eenfio x =y.
Substituindo £ = y na 1% equacio temos

20—1
1-w-22+2w—zw=0 = w:m.
Por outro lado, da 3% equacgfo temos:
1-2w+uw?—z2w® = 0
1-2w+(1—2®w® = 0
2
12 (55 0 () = O
20 —1—-2® ~4z+2  (2® — 1}{2z — 1)?
2z — 1 — 23 T (25 —1—2x%)2
(-2 -2+ D2z -1-2%) = @ -1)ds? -4z +1)
(P +2 - -224+1) = (-’ -4+ 1)
(@®+ 2z - V{z - DAz +2 1) = (z— Ddz+ )4z -4z +1)
w5428 bt —2f -2+l = A -4 vz 445’ —dx+1
B+ttt -3+l = 458 -3z +1
B+t -3 +22 = 0
PP+’ -3+ = 0
sz -2 +22-1) = 0= s=9y=v2-1
e
2r -1
T )
2V2-1) -1
2(V2-1)-1-(V2-1)
22 -3
2v/2-3-5V2+17
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242 -3 (4+3V2)
4-3v2 (4+3v3)
3

—2

V3

2

logo:

F(m:yuz) = F(\/é‘—l,\/i—'l,\/?i)

(V2 - 1)2(1 - (V2 - 1))*V2/2(1 - v2/2)
1-(1- (vV2-1)(V2-1))v2/2

(V2 - 1(5v2-7)

(V2 -1y

2{1—x)y{l—y)wil—w
I—[(i—gy)—w

Il

1A

ou seja, o maximo da fungio ocorre gquando £ = y ¢ portanto nés temos

2(l — )y(1 — y)w(l — w) s
1__(1_3y)_ S(\/i_l)

para todo 0 < z,y,w < 1.
Entao a integral (1) é limitada superiormente por

(V2 - )‘*"][fl_l_ —dadydu =

(w/§—1)4ﬂ/ jo (110827!;

2(v2 — 1)*¢(3) (pela observaco feita no Lema {4.3)).

1

1

Como a integral (2) é ndo-nula nés temos

0 < |4p + By {(3)d;8] < 24(HV2 - 1)

e entio

0 < |A,+ B, ((3)|
< (@Bdi(v2-yv
< 2¢(3) 27" (V2 - 1y*n

< (&)

para n suficieniemente grande, 0 que implica na irracionalidade de {(3).

Teorema 4.8 (ver [13))Uma representagiao em série para {(3)

{(2n)
(@)= {1 4 Z « {2n + 1)(2n + 222 }

33
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Demonstracio:
Consideremos a série binomial

(1) (1-2%)"% = 1+§:C‘kx2k

k=1

. -1/2 _ 2k 1.3..... (2k-1)
— & 2%
a qual converge para |z| < 1, com coeficientes Cg = {—1)%. ( i ) =2 ( & ) =—5i oK)

onde ( g ) designa o coeficiente binomial generalizado definido no teorema (1.20).

Integrando a identidade {1) em relagio a =, oblemos:

2641
(2) sen” :z:—x+ZC'k T
Dividindo (2) por x segue que
-1 22k
—— =1 +ch(2k+ 1)
e integrando novamente, temos
(3) / ’ t~lsen Mtdt = = + Z o/ — 22
o @2k +1)2

Tomando u = sen™'t, a integral do lado esquerdo de (3) se transforma em

-1

-1 ar
/ u cot u da,
[}

e substituindo z por sent em (3) nés temos

1 = 2k+1
sen i
4 ucotudy = —_
@ /o ZH @k + 12

Por outro lado, como

‘JT2“

uweoty =1— 22 (@2n) u?n,
n=

entago de (4) vem que

C{Qn) $Entl had gen?k+1¢
-9 il
’ Zl 7 dp 1 par 2k + 1)2

n—=

Integrando de 0 a § e usando o produto de Wallis (ver [5]) na forma

Ge [ sent e L
e ey
nds entdo obtemos
P E(en)  (n[2 =
—_ -9 = —_—
8 nz=:1 72" (2n+1)(2n + 2) ;;.Z:;; (2k + 1)3
7
= 3 ¢(3)
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e portanto, simplificando a equacido acima temos

T {(2n)
4(3)27{1‘4 Z (2n+1) 2n+2)22“}

c.q.d.
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Capitulo 5

A constante de Euler

Além dos trés sfmbolos e, 7, ¢ pelos quais Euler em grande parte € responsdvel, uma outra constante
importante na matematica, também devida a Euler, freqiientemente denotada por - é definida pela
seguinte relacio

1
v = lim (1+l+—+..-+l—10gn) = 0,5772156649 ...
n

= 2 3

Euler em 1735 obteve o valor 0,577218, porém em 1781 ele calculou com maior precisio o
valor 0,5772156649015325. Varios oufros mateméaticos continuaram a tentativa de encontrar uma
excelente estimativa para -y, dentre eles Gauss, que encontrou v = 0, 57721566490153286060653 . . ,;
ja famosos matematicos astroénomos como Shanks que obteve 110 casas decimais (das quais 101
corretas) enquanto J.C. Adams, provavelmente estendendo o trabalho de Shanks, encontrou -~y
com 263 casas decimais corretas. O valor encontrado por Adams perdurou até 1952, quando
J.W. Wrench Jr. calculou 4 com 328 casas decimais precisas. Hoje j4 existem vdrios métodos
computacionais proporcionando o célculo de v com milhares de casas decimais; entretanto, nfo é
de nosso interesse aqui. Apesar do conhecimenio de v com mais de 30000 casas decimais, nio é
sabido se ¥ € racional ou irracional. A tftulo de informagéo, alguns autores consideram a constante
» como a constante de Euler-Mascheroni, devido ao fato de que Mascheroni caleulon v com 32
casas decimais corretas (ver [11] e [23]).

Neste capitulo, apresentaremos algumas propriedades da constante «; como primeiro resultado,
vamos dar uma simples demonstragiio de que 0 <y < 1.

Teorema 5.1 (ver [5]) 0 < v =liMpseo (1 + 3 +... + 1) —logn < 1.

Demonstracio:
Primeiramente observemos que:

e se z € R, z > 0 entdo, log(l + 2) < T,

ssex €R, 0 <z < 1entio, —log(l —xz) > z;
dai:

* se T = i, femos:
—log(1-2)> % >log(1+ L), ou seja,
—log (24} > & > log (1)
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— _1 .
® s 7 = = temos:

—log (1 - ﬁ) > —Lo > log (1 n_—l-"f)‘ ou seja,

=1 1
log (:—:—_7) > ==y > log (;ﬁ—i)
¢ agsim por diante,
log (3) > § > loz (5)
log (1) > § > Tog (§)
1=1> log (¥}
entan
1+logn > Z% > log{n + 1}, ou seja,
log{n + 1) < E% < 1 +logn ¢ portanto,
log(n +1) —logn < Y. ;1(— ~logn < 1+ logn —logn
log (2 < 372 —logn < 1
log (11 ;1;) <Z%—logn< 1
Agora, quando n — oo temos que limlog (1 + ;11-) =4, e entéo

. 1
0<n151;1° (Z;—logn) =<l

c.q.d.
Teorema 5.2 (ver {24]) Para todo nimero natural n, temos que
! < D P <
2(n + 1) L
onde Dy — % +%—f— %—k...—i—%—logn.
Pemonstragao:
Vamos justificar o limitante superior através dos argumentos geométricos que apresentamos a
seguir: Observamos inicialmente que a soma 1 4 % 4o+ % corresponde & soma das dreas dos
retangulos de base igual a 1 e altura ignal a % oMo segue
AT
1 _ 1
r —
| —
1 2 3 n

Fipura 5.1
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além disso, temos também que logn represcnta a seguinte drea hachurada abaixo

7

Figura 5.2

Portanto, abservando as figuras anleriores, vemos quc D, corresponde & area hachurada a seguir

A
1

|
|
t

112

1/3 I
' >
1

Figura 5.3

Por outro lade, observamos que ¥ geometricamente corresponde 3 drea do guadrado de lado 1
menos & soma das infinitas areas assinaladas abaixo
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X
142 w—\_ﬁé‘_él /1/
I _‘_-‘_'“hh\-—-——-—w—
* >
1 n
Figura 5.4
que eqguivale a dizer, que ¢ é a soma das infinitas dreas abaixo
P AN
1 1
. fx)=y
! /L/
17z
1/3 v S \
] —
' >
1

Figura 5.5

Pelas observacbes feitas acima, podemos concluir gue D, — v & estritamente menor do gue
%, uma vez que estamas adicionando dreas inferiores & metade (ja que o grafico tem concavidade

voltada para cima), c portanto a soma de todas elas sera mferior a metade da area total do retangulo
que é igual a %



y AT
N
e A+
Y~ %
/ x
b r+i m+2
Figura 5.6

Para estabelecermos o limite inferior, nés inscrevernos em cada regiao pseudo-triangular Ry, Ruqg, Rpyo,.
um certo tridngulo definido como segue {a figura 5.7 ilustra a construgdo para R,,). O tridngulo
inscrito (escurecido na figura 5.7) tem a mesma base de R,,, mas sua hipotenusa é a extensio da

hipotemisa do proximo lrianeulo circunscrito (o clare da figura 5.7). A concavidade da hipérbole
assegura que csta exiensao

T

e mt+ 7 mtz

Figura 5.7

Comeo o triangulo inscrito é congruenle a qualquer circunscrito, e ¢orno  érea deste é & ( L L) )
gegle que

rea(R.) > 1 1 1
arealim 2\ 1 w4 2

Somando essas relagdes sobre os valores de m, nds temos que




! 1
m

2(n +1)
c.q.d.
Teorema 5.3 (ver [17]) Para todo nimero natural n, temos que
1 1
Sy <Y < g
onde Ry =1+%1+...+% ~log(n+3).
Demonstragao:
Consideremos =z € R com © > {, e definamos a funcio
1 1 3
= — 1 — -
flz} 1 0g(:3+2)+10g(2:+2)
Observemos que,
Ry —Rpp1 =
1 1 1 1 1 1 1 1 3
= T A | Syt c o ——— ] 2
1+2+3+ +n 0g(ﬂ+2) {+2+3+ +n+n+1 0g(n+2)]
- 2 fiog(n+d
= Tnx1 ce\ntg)tegints
= fln
e tamhém que,
f@) = DD+ - — g+
o t+3 z+3
1 1 1
= 2~ T+ 3
(z+1)? z+3 z+3
ou seja,
: @rg)-E+3) -+ e+ H+@+ 1% (2 +3)
I = D @+ D) (1)
. z)- 2
_ (P4 2z+32+3) - (P +22+ 0.2+ ) + (@*+22+ D.(z+ 1))
(z+ D2 (z+5).(z+3)
P+ (43 2+ 3+ + )+ (B4 pe? + 2 Lt 4 })
- (z+1)%(z+3). (z+3)
_ £+ R i B Bt Bt fa— - Bt folt R Ro+ )
@+ 12 (z+3). (z+F)
portanio

oo o) o)
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¢ entao, temos que

, 1 iyt
e d(el)”

Por outro lado, como lim, ., f{z) = 0, scgue quc

+oc , 1 +oa 1 —4 1 1 -3
f(k]Z—/k f(x)dw<1/; (m+~2~) dm:—l—ﬁ.(k-l-g)

Também como (k + %)2 > k.(k + 1}, vem gue
el - Lo L 2k
2 2 k2 (k + 1)2

. . . -3 . .
Na verdade, geometricamente fica evidente que (k + %) é menor que a area sob a curva
y=x3para k <z <k+1 Veja a figura 5.8:

k k+3 k+
Figura 5.8
[+ &)
ntao, Ro—7v = Z(Rk — R
k=n

ST
< mL(h)

1 o
< T A 2 3dx
L 1
o 24{n)?’
ou seja,
i 1
(1) Bo =< a2
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Por outro lado, observemos que

1 3 2 3
(E+2).(x+-2-) = z +2x+z

< gE+2x+1
(z+1)7,

dai segue que

~f'(z) > <(z+ 1)

]

e procedendo com o mesmo raciocinio, obtemos

f@) = - [ e
> %fkm(x+1)_4d:c

_ 1 S e _
= plk+1) (74 que lim f(z) = 0),

e entio
Rn—v=3"(Rx — Ri1)
k=n
= Y flk)
k=n
1 (k+1)°
” 12 kz_;z )
1 o0
1 —3
> 2 Z:B dx
nt1
_ 1
T 24{n+ 1)?’
ou seja,
@) ! <R
24(n +1)2 w7

De (1) e (2), vem que

Teorema 5.4 (ver {19])
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Demonstragia:

Consideremos I(u) = [} (

Seis
i

—cosz) 224y, ou seja, I{p) = [i (=2=§c=2)|ngzdz. Vamos

resolver a integral, através da integragio por partes: sejam u = Inz, entio du = idz e dv =

e

I8 dy, entdo v = 1 — 2L dal:

) = [ (2 - o) B
B A A

logo,

sengi

(1_

In gt — sengs

Por outro lado ohservemos que:

[

m

1

1+$dx

portanto, podemos escrever

In 1 &
H{p) = —sen,u.TPh + (1 - ,usen;) Inp+ ] (

ou ainda,

1
Iy = —sen,u.—n-E + (1 — ,usen-l—) In g + f (
L i 1

Agora, como limg—4 22 =0 ¢ 1 — psen (i)

& absolutamente convergente, temos que

%) -1 -

.]n,u—»ln-l- +usen(l) .111(
7 7

Iny— S—e-iﬁ.lnu—lﬁ+lnp+psen (i) .ln‘u,—/; (

[ “
___e.nﬁ_]np-i-(l—u_sm(l))-i-]nu—/ (
7 p 1

M

i
l))ln(i)_/ (1- ey o
b r 1 T J oz
1 H
_)_] (1_59_11%)%3_
" 1 T T
I
1_39:13:)%
1 x &
1_sem:)d_m
T x
In(1 + )|,
m
1
1n(1+,u)—1n(1+—)
I
In(1 4 ) —In (“ +1)
7
g+l
ln(-—&)
i
()
sena @ dz
-1 =
z +1+m) z
# senz 1 )d_z
x l1+z/

~ L
67
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lim I(4) = / (senx_ 1 )_d_m
=t oo 0 T 14+2) =z

Por outro lado, utilizando a conhecida relagio v =1 — f0+°° [s—‘?fl*- - ILH} 4%, nés temos

B 1
lim (sen:t: - cosm) —nxdm =1-=
T T

ptoo f1
c.q.-d.

Teorema 5.5 (ver [20]) (Uma representacio em série para 7)

1 o 27
=3t X Zm) 2m+1)(2m+z)
=1 p—=gn-1
Demonstracao:
Consideremos a funcéo f(z) = —(z— [z} )+3,onde | 7] denota a funcio maior inteiro definida

em (1.17). Se s = o-+4t é uma varidvel complexa satisfazendo R(s) = ¢ > 0, entdo temos a seguinte
representagio para a fungfo zeta de Riemann ((s) (definida em (4.1)),

+oo
(=g ri-e [ e

an

multiplicando por (—1) ambos o8 lados, obtemos:

+oo

isto &,

T = (- )

e dai, somando e subtraindo 1 no numerador do integrando obtemos:

oo — _1 +20 1
s] (I Le)) 2dru+s/ ——2 d$=—*(
1 1

- )

pst1 gett s—1
ou seja,
+oo 1 +oo g
A A
1 &t 2° st s—1
e considerando o fato de que 3s f+°° % = 1, obtemos
% f{z) s 1

(1) 3/1 x3+1dm__(;-_—1_ds)) +§,

aqualéigualafy——paras—l de fato:
Como lim;_ 1+ ( (8) — ) ~, temos que:

() eh- (e s -c)-

logo, passando o limite quando s — 1% obtemos 4 — 3. Agora vamos definir a fungéo
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f23)

@ o) = fla) - L2
_ [ tse0<a—- | 2] <1
& g(I)"_{——se2§x—l_:rj<<1

e (2) segue que f(z} =3 0, ﬂz——"’l ¢ se R(s) > 0 nds temos

oof ) +0°
(4} /) wf—fl de / xs+1

Fazendo y = 2.z em (4), nés obtemos

+1

(5) S, s[7 My - 5y, f S0y

=0 i=0 k=0
Tomando s = 1 e observando que 3 j_o 281 = 1 44, entéio

f (m

2i+1

Z(H )[2 %g)dy,

=0

Dai de (3) segue que

/m-HMdy _ l/m-i-lz‘d_y_l
m Y 4w ¥ 4

2m){(2m + 1)(2m + 2)

€ portanto,

gm=1
; @m)em + 1)(2m 2

mh—t
|M8

46
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Capitulo 6

A Razao Aurea

Nés iniciamos o capitulo com um problema de estética; consideremos o seguinte segmento de reta:

Agora indagamos, como seria mais “agraddvel” dividir tal segmento em duas partes?
Em principio, alguém poderia responder imediatamente para particionarmos o segmento em
duas partes iguais com base na nogao de ponto médio

Porém outros poderiam dizer para particionarmos ¢ segmento em 1-4 ou 1-3 pontos.

De qualquer modo, a resposta “correta”, nfo é nenhuma destas, e é encontrada na ciéncia West-
ern dos antigos gregos avangados (sdbios tedricos que falavam dela como o principio da “simetria
dindmica” ou “simetria ativa”). Se considerarmos o pedago do lado esquerdo com comprimento
igual a u = 1, entdo o pedago do lado direito serd de comprimento igual a v = 0,618. ... (ver [26],
(28], [29)).

Deflni¢do 6.1 Um segmento de reta particionado desta forma, é dito ser dividido em segdo duren
ou secdo divina.

Agora, como poderiamos justificar de modo a favorecer esta particular divisdo com tal status?
Na verdade, 0 pensamento é que o comprimento % estd para o comprimento 1 + v, assim como o
comprimento v estd para o comprimento u; em simholos temos:

v__?
u+u Ty
Daf, tomando ¢ = ¥, e observando que
1 1
1+—=1+—=1+E=H+U:E=¢
¢ 2 U L7’ v
obtemos a equagao quadritica em ¢
1) ¢ -p-1=0
A raiz positiva da equagao {1) é dada por
1
6= +2‘/5 = 1, 6180339887 ...
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urza constante a qual é chamada razdo dures ou proporcio divinag
Observemos que se « = 1, entio

:%=%=¢_1= 1+2“/5__1:—1;‘/g=0,6180339887...

2
como vimos anteriormente.
Primeiramente, estudamos a relagio entre ¢ e os mimeros de Fibonacci.

o

Definigao 6.2 A segiiéncia de Fibonacci (ou simplesmente nimeros de Fibonacci) é a seqiiéncia
Fo,F], - ,Fﬂ definida pOr:

h=0mn=1
Fo=Fy 1+ Fy9, n22

assim, (F,) = (0,1,1,2,3,5,8,13,.. ).

Entdo, vamos ver o que relaciona ¢ com a seqiléncia de Fibonacci. Inicialmente notemos que:

¢=1+%=1+1j_1=1+1+ 11
$ 1T + 1
1 3
= 1+ 1
1+ 1
1 + 1
15
= It 1
1 + 1
T + 1
1 + 1

ou seja, ¢ estd representada como uma fracio continua infinita simples e, além disso, olhando para
as fracdes continuas parciais, observamos que:

1+%1 T=%I
1 = 1 -3
1+1+1"1+’* 2’
1
1 _ 1. _ 5
1+1+ 1 —1+%—3,
1 + 1
1
1+ 1 =1+ = £
1 + i E; s
1 + 1
1 + 1
1

assim, todos os resultados séo razdes de sucessivos mimeros de Fibonacel. Vejamos a seguinte
tabela abaixo
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Razao Valor

171 1
2/1 3
3/2 15
5/3 1,6666
875 1,600
13/8 1,625

21/13 1,6135
34/21 1,6190
55/34 | 1,61764
89/55 | 1,6181818
144789 | 1617977
5337144 | 1,6180556
377233 | 1,6180258
610/377 | 1,6180371

Isto motiva a seguinte conjectura limy, o Fﬁi = ¢. Para a demonstracio de tal fato, necessi-
tamos do seguinte resultado auxiliar:

o L (VB (1-vBY
n_\/g 2 ‘/g 2 1 -
Demaonstracao:

Multiplicando cada membro da relacio de recorréncia F,, = Fy—y + F,,—, por 2", obtemos

Lema 6.3 (ver [9]}

(1) Fox™ = Fp_1g” — Fp 03"

Somando a relagho (1) para n > 2, temos

e a [aa) v}
Z Foa®™ = Z Fpoa™ + Z Fy_az™
n=2

n=2 n=2

oo o0
= :::ZF 12" 4 22 ZF _pxtl
n=2 n=2

[ v] [w =]
= z Z Foa™ + z° Z F,z"
n=1

n=0
Agora, seja f(z) a fungio geradora para a seqiiéncia Fyy, F1,..., Fn,... (veja defini¢ao (1.17)),
logo podemaos reescrever a equagéio acima como
flz) — Fo — Fiz = o(f(z) - Fo) +a* f(x)
Mas Fy = 0 e Fy = 1, dai obtemos

R IORT:
ou seja,
T
2 T = —
Agora, vamos desenvolver (2) em série de poténcias, o coeficiente de z™ serd entéio F,.
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Calculando as raizes do polinémio 1 — z — z? e lembrando que © — a = —a (1 — £), temos

®)  fl@) = -
(- =) (- ==)
_ z
T
= - i?@.m + - 13_2 . (usando fragdes parciais)
daif:
A B A(1—1_25m)+}3(1—1—+§@m)
1—5{—52:4_1—1_25:5 N (1—5'2”—/3m)(1—1“25x)
(-:584-155B)s+ A+ B
- l-x—22
logo:

—1_3'55}1—113‘53:1 o 1
{ A+2B=0 2 = A_:?EGB_VS-

substituindo 08 valores de A e B em (3) e desenvolvendo os termos obtemos:

1 1

1
_-nC V51

)w—_g(“ 1)

I

f(z)

e portanto

c.g.d.

Teorema 6.4 (ver [9])

Fn 1
lim =t = g,
n—roo Iy
isto é, guando n —= oo o limite da seqiiéncia de quocientes de sucessivos nimeros de Fibonacei € o
razGo dyread.

Demonstragao:
Pelo Lema anterior, temos:

F _i 1_'_\/5 !'l-l—ll_L 1_\/5 n+1
n+1—\/5 5 7 5

a0



dai
o _ w9 % ()T
F, 715(1?/5) _:}g(].— 5)
(1 1—2v’5)"+1 - (1—;’5’)““
B (1+2\/'5)n _ (1—;/@)“

El

1—
_ T _ 1=+ i i
onde & = 5= e &= i < 1, e consegliéntemente temos,

o

(H—v’g n _(1 _ an—}-l)

nlingoﬁ;‘il B nlmf;o 21}\/3 "
e F, it (2) oo
1+ 5
T
= @

c.q.d.

Em seguida vamos analizar a concx@c geométrica entre a razao durea ¢ e os niumeros de I'i-
bonacci. Inicialmente, chamamos de retdngule duree aquele cuja razao de seus lados ¢ aproximada-
menie igual A razio durea ¢, por exemplo um reténgule com lados iguais a 8 e 5. Os retangulos
dureos foram descobertos pelos antiges pregos via geometria. A construgio geométirica de um
retdngulo dureo pode ser [eita como segue:

lw lw
2 2

NP

~

|
bl

™

Fipura 6.1
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Comeca-se com um quadrado, o qual ¢é dividido ao meio pelo segmento de reta pontilhado como
mostra a figura 6.1 ; logo apds um arco de cfrcunferéncia é tragado com centro em C e raio r; este
€ um retangulo Aureo, de fato:

Pelo teorema de Pitagoras, lemos:

e entao

w VB (1+V5) ! 1+
== — - w = —_—

2 2 2 w 2
Apora, consideremos a figura 6.2 que segue:

-3 2-p

—_
bJ

Figura 6.2

Coamegamos com um simples reténgulo dureo (de comprimento igusal a ¢ e largura igual a 1);
existe uma scqiiencia natural de retingulos Aureos colocados um dentro do outro, obtidos pela
remocao do quadrado mals & esquerda para o primeiro retangulo, e do quadrado mais & direila
para o segundo retangulo, ete.

O comprimento e largura dos n retangulos dureos podem ser escritos por expressdes lineares
a +b.¢ onde os coeficientes a e b sao sempre nmeros de Fibonacel. Esses retangulos aureos podem
ser inscritos exm wma espiral logaritmica como a desenhada na figura 6.2..

Assumindo que o canto esquerde mais baixo do primeiro retangulo seja origem de um sisterna
2y de coodenadas, entdo um ponto de acumulacao para tal cspiral é (2o, Yoo) = (%Q 5%)

Tais cspirais logaritmicas sdo “equiangulares” no sentido gque toda reta através de (2oo, Yoo
corta a espiral em um angulo constante e. Neste caminho espirais logaritmicas generalizam
circunforéncins ordinarias (para os guais o = 90%). Na espiral logaritmica desenhadsa acima aparece
o dngulo constante ¢ = arccot (% In rﬁ) = 72,968 ... graus. Espirais logaritmicas s&o encontradas
facilmente na natureza, por exemplo, os cascos de conchas, marfins de clefantes e desenhos de
girassois e pinheiros. UUma outra aplicacao geométrica da razéo Aurea surge quando inscrevemos
um pentdgono regular dentro de uma dada circunferéncia por meio de régua e compasso. lsto
é conseqiiéncia do falo que 2cos () = ¢ e 2sen (¥) = /3 — ¢ {ver [26] e [28]). A raziio durea
também possul uma expansdo infinita simples em radicais
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¢=J1+\/1+1/1+«,/1+\/i?

Entre outras possiveis férmulas envolvendo a razio gurea ¢, convém mencionarmos duas famosas
formulas devidas a Ramanujam (ver [27)] ¢ [28]):

1 e—zfr

(VB —9) et L+ e

1 e—27V5
= 1+
= s e 1 + 475
143/5979. (p—175/2 -1 ) 1 4+ e—87VE
1 + e85
1 4+ e-107VE

1+...
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Capitulo 7

A Constante de Niven

Definicao 7.1 Se g{z) > 0, ¥ z > a, nés escrevemos f(z) = O{g(x)} quando o quociente ;'TE% é
limitado para z > a, ou seja, M > 0 tal que |f(x)| < Mg(z), ¥V z > a. (lé-se: f(z} é “0o” grande
de g(z)).

Definicao 7.2 Dizemos que f{z) = o(g(z}} quando z — oo se lim,_, ﬁ,’% = 0.(18-se: f(z) é “0”
pequeno de g(z)).

Definicio 7.3 Para todo inteiro positivo m > 1, seja m = {p)* .(pa}®2..... (pr)** denotando a
fatoragdo prima de m. Defina as seguintes funcdes

h(m) = lsem=1
~ | min{e1,az,...,ax) sem > 1

lsem=1
H(m) = { max{ai, az,...,ax) se m > 1.
Ivan Niven {ver [30]) mostrou que:
li H i him)=1
n-l-rnéo n (m) =
=1
e

S hm)—n _ ((3/2)
E A )

onde ((z) denota a funcdo zeia de Riemann definida em (4.1). Além disso, Niven provou que

n
i, 23 A =0
onde - ,
c=1+;(1-m) =1,705211...
devido a tal fato a constante C € conhecida como Constante de Niven.

Teorema 7.4 (ver [30]) n
37 h(H) =n+evin+ o(v/n)

m=1
. 6(3/2
tr)ﬂ'u:!’.ec——(TL]-Z':3 )
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Demonstragao:

Consideremos S o conjunto dos quadrados dos ndmeros naturais e S{n) o nimero de elementos de

S que nio excedem n; além disso, seja T' o conjunto dos inteiros positivos m tais que h(m) > 2.
Cada elemento m € T tal que m ¢ S pode ser escrito de forma tinica como

N m=k>q1.92...at, (1-92...q:)|k, t > 1, onde q1,¢2,...,q; sho primos distintos,
Apora, fixemos ¢;.q2 ... ¢ € consideremos o nimero de elementos de T que 530 < 1 e tém 3
forma (1) para algum . Isto é 0 mesmo que o nimero de quadrados < que sdo dividiveis

pOr g1z - .. Gt
Dai, para qualquer mimero real & > 0 o nimero de quadrados positivos <  que sdo divisiveis

Por gigz...qt €S (m) Entéio o0 mimero de elementos de T que sBo< n e tém a forma (4)

0‘1’2(1

-
e

T
2 S|{———=
@ ((Q1-qz---m)3)
(Observemos também que
(3) VE-1< [ V5] =5() < Va.
Logo, se somarmos o8 termos em (2) sobre todos 08 subconjuntos ¢1.g2 ...¢: de p1,pa, ..., pr

onde p, & 0 r-ésimo primo e pr41 > 7, NOS temos

(4) Tn)=> S W

onde a soma € sobre os 27 termos com cada 8; = 0 ou 3, daf de (3) segue que

T(m) <Y S <fH(1+p‘3/2)

(p?lpgz N _pgr)

Para s > 1, sabemos que ((s} = I, (- ;o‘s)"1 onde o produto se estende sobre todos os
primos e entdo

T{n)  ((3/2)
) W ARNO
Por outro lado, escolhamos N > (p1ps ... pp)* logo, podemos reescrever {4) como uma inequagio
com n substituido por NV e também usando (3} obtemos

T(N)> $ —(;?p;———pﬁ—) >\/“H( )
¢ dai

( C(3/2}H(1+ —3,!2) -
N

Tomando r suficientemente grande, entdo N suficientemente grande, loge de {8} vem que
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T _ B
©) Ry e

T(n) = +/nl(3/2)¢(3) + o(v/o}

Agora, sejam Ss o conjunic dos cubos dos nimeros naturais ¢ T5 o conjunio dos inteiros
positivos m tais que k{m) > 3.

Cada elemento m € T3 tal que m & S3 pode ser escrito unicamente como
(7) m=kg"g*. .. ¢ @a .alk t=1,

o; = 1 ou 2, onde ¢1,qa,- .., g 540 primos distintos. Dai fixermos ¢7*.45% ... ¢;* e consideremos os
nimeros inteirog < n pertencentes a T3 que tem a forma (7) acima para, algum &.

Isto é 0 mesmo que o nimero de cubos < F?’%-—qq que sd0 divisiveis por ¢f.g5° ... g,
1 e el

Entao 0 mimero de elementos de T3 que sdo < n e tem a forma (7) é

n
(8) 53 (qi&-}-al_qg-l-az - st-m')

Logo o andlogo de (4) é

9 Ta(n} = 53 (W)

onde a soma € sobre os 3" termos com 3; = 0,4 ou 5, e r é escolhido tal que p, + 1 > n.
Agora, para qualquer mimero real = temos S3(z) < ¢z, assim de (9) vem que

1/8
n
TB('”) < Z { (pfipg’ . ‘pf,,) }
0 (I0) (e
P I3

= nMC(4/3)0(5/3) (C(8/3)¢(10/3)) 7,

ou seja,
1;:1(:;) < {(4/3)¢(5/3){¢(8/3)¢(10/3)}
enta
?10) a0 To(n) = O (n1,‘3)

Com raciocinio andlogo, obtemos Tk(n) = @ (n'/*) para todo inteiro & > 3, onde T} denota os
inteiros m tais que h{m) > k.

Agora, vamos examinar os inteiros positivos A{1}, h{2), ..., h(n}. O nimero destes que excedem
1 é T(n}); o nimero destes que excedem 2 é T3(n). Além disso, observando que max {h(1), ~(2),...,
h(n)} = | logan ] segue que

n+T(n) <h(1)+...+h{n) £n+T(n) +Ts(n).log,n
Isto com (6) (10} nos d4
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n

Zh(j) =n+cy/n + ol /n) com ¢ = C£3/2).

2 (@)
c.q.d.
Teorema 7.5 (ver [30])
R
A, o 2 R =1
3=1
Demonstragan:
Pelo teorema anterior temos que:
L 3/2
3ot =+ S+ o)
F=1
multiplicando ambos os lados por %, obtemos
1< 2
=Yt =14 SR AV
pu n 7
€ portanto
ol ((3/2) v, o)
m FZI h(j) = lim, (1 TG n T a
oI
Jom, 5 2 =1
c.q.d.

Teorema 7.6 (ver [30])

Tt

i I £
j:l

onde C =1+ 37 _, [1-¢(k)™].

Demonstragao:
Seja Qr © conjunto dos inteiros positivos m tais que H{m) <k —1,ie.,Qr = {m € Z, /H(m) <
k—1}e Qrin) ={me Z+/m <ne H(m) < k—1} . Observemos que o nimero de inteiros m
satisfazendo 1 < m < n e H(m) = k — 1 éigual a Qx(n) — @n—1(n) € além disso, paran > 2 o
max{H(1),...,H(m)} = | logyn | . Entdo, temos que

n J+1

SH@E) = (k- DAQu(n) — Qea(m)}, 7= | loga(n) ] .

i=1 k=2

Mas como Q,11(n) = n, logo podemos escrever

(1) STH@ =jin-Y Qi(n), j= | logyn ]
R=2

i=1
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Agora, vamos mostrar que se 7 satisfaz pf < n < pf,, entdo
aj+._ tar T
(2) Qeln) =D (-1 l ml
PPt Pr

onde 08 p; § 830 Primos com py < P2 < ... < pr € a soma contém 27 termos obtidos fazendo cada
a; = 0 ou k. Isto pode ser estabelecido interpretandonl %T como o niimero de inteiros < n que
sao divisiveis por s. Consideremos os conjuntos

A= (meZufplie), #d) = | %]

Assim, o lado direito de (2) pode ser visto como o nidmero de inteiros de 1 até n menos
#(A1 U A2 U...UA,), entdo pelo principio da inclusdo exclusio resulta que:

I

Qx(n) n—#{A UAU..UA)

n— Zf:#Ai-— Z#(A{HAJ')-F Z #{AiﬂAjﬂAk)—...

=1 1<i< 1<i<i<h
S FIR IR F IR F - R P
Z(_l)ali...&arl n J

L . ] r
PPyt .. PR

I

1l

Deste modo, podemos escrever a equagio (2) como

7
(3) Qi) =Y wld). la;J ,
onde u designa & fungio de Moebius definida por
ply=1leparan=pPps*..ptrun)=(-1) sea1 =ay=...a, =1
4#(n) = 0 caso contrdria.

onde a soma é sobre todgs os divisores positivos d de p1ps . .. p.. Nesta soma qualquer termo para
o qual d* > n tem La’«}l = 0 e assim nés podemos tomar a soma em (2) sobre todos os Inteiros
positivos d satisfazefido &* < n.

Por cutro lado sabemos que

¢t =l0a-27% =) “—(EQ-

Isto com (3) dé

n¢(k)™ = Quln)

I
gk

x
ol By

=
|
\g
x
B
A



~1 g’ n n
@ e -l =3 {F - [ F |1+ X &
dr<n d*>n
Agora, vamos analizar as duas somas do lado direito de (4). A primeira soma é menor do que
nl/% e como na segunda soma, seu primeiro termo é menor do que 1, e todos outros termos sio
limitados por

o nl/k
n/ z~*dz = a— < n'*  desde que k > 2,
n

17k -

entdo, podemos escrever {4) como

Ind (k)" — Qr(n)] < n'/* + 14 n!7% < gn/k

Isto com (1) resulta que

T Y CH@E -1- 5 {1 - ¢k
k=2

i=1

i i
i-n1S Qe -1-d {1 ~C(k)‘1}[
k=2 k=2

ﬂ_l

> {nl(k)™ — Qeln)}
k=2

IA

n~ 3 [ng(k) ! - Quin))
k=2

i

J
n=13 " an/k
k=2
< n! (3n1‘(2) log, n.

Quandon 4 ooe j= | log,n] temos que lim, o Y1 ; H() =1+ 350, [1 - ¢(k)71).
c.q.d.
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