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ESPIRITO-MAU BOM, PIOR

0 homem nasce e vive em sociedade.

E perante ela tem inumeros direitos,

como também in(meros deveres.

Tem o direito, por exemplc, de construir seu carater,
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E seu espirito poderad ser bom, neutro ou,
Infelizmente, mau.

Mas sendo seu espirito mau tem o dever de

Jamais se camuflar de bom.
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APRESENTAGAD

£ fato notdrioc que a informagdo existe desde &pocas mais
remotas. No entanto, o primeiro trabalho publicado sobre transg
missd3o de informacdo data de 1928, realizado por Nyquist e
Hartley [18]. Mas a "Teoria da Informagao" propriémente dita
estd alicercada, ou dirfamos atée, desabrochou, com um trabalho
publicado por Shannon [24] em 1948. A partir de entdo esta teo
ria passou a ser pesquisada com mais afinco e intensidade em to
dos os sentidos e por consequéncia suas aplicagoes se estende -
ram a diversos ramos da cidncia tais como Fisica [3 ], Estatis-
tica [22], Cibernética [30], Literatura [41, ciéncias Fisicas
[ 7], Economia [29], contabilidade [ 5] e muitos outres. Con
sequentemente a literatura sobre esta teoria passou a ficar de

veras ampla e diversificada,

Seguindo a linha utilizada por Shannon [24] desenvolvere
mos nossa dissertagdo estudando "sistemas de comunicagao” atra
vés de canais com ruldo. o Capitulo I faremos um levantamento
de resultados introdutdrios, bem como varios desenvolvimentos ne
cessarios aos capitulos seguintes. No Capituloc II apresentare-
mos uma demonstracao simples e elegante do teorema fundamental
dado por R. G. Gallager em 1965. Esta demonstragao da um limi-

te superior para a probabllidade de erro, que & de natureza eX

ponencial. Utilizaremos, posteriormente, estes resultados emn
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alguns canais simples. Xo Capitulo III apresentaremos o dual

do teorema fundamental e o limite inferior para a probabilida

de de erro. Por fim, os Apéndices A e B contendo  resultados

Gteis ao desenvolvimento da dissertagao.
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O tema "TEORIA DA INFORMAGEO" desenvolveu-se principalmen
te do Teorema Fundamental de Shannon, publicado em 1%48. Dentre
os magnificos resultados estabelecidos por Shannon o principal
seria o teorema de codificagdc em canais com rufdo, o qual esta-
belece que a transmissio da informacio atravé@s destes canais po
de ser feita com probabilidade de erro arbitrariamente pequena .
0 problema de obter limites para a probabilidade de exrzro surgiu

com o teorema de codificagSo porque a avaliagao exata desta

probabilidade &, em geral, muito dificil de ser conseguida.
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SUMMARY

The subject Information Theory mainly developed from
Shannon's fundamental paper in 1948. Among thé glorious
achievements established by Shannon the most essential would
be the theorem on noisy channels, which establishes that the
transmission of information through noisy channels can be
performed with arbitrary small probability of error, The
problem of obtaining bounds on the probability of error arose
with the coding theorem because the exact evaluation of the

probability of error is very difficult to carry out in

general.
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CANATS DE COMUNICACEO COM RUIDO E RESULTADOS INTRODUTORIOS

1.1. INTRODUCAO

Injicialmente apresentamos o esquema de transmissdo de men
sagens através do "sistema de comunicagdo”. E rigidamente ele se

apresenta como no diagrama da FPig. (1.1.1)

FONTE CODIF. DA CODIF, DO
FONTE CANAL
CANAL
RECEPTOR DECODIF. DA DECODIF. DO
FONTE CANAL
Fig., {1.1.1)

Facamos ent3o a descrigdo do esquema no sentido de conhe
cermos seu mecanisme interno, © gue nos serd de grande valia. A
fonte emite portanto gualquer mensagem m, l<mgM. O codificador
da fonte transforma esta mensagem numa palavra cddigo, dJdigamos

de tamanho L, com elementos da base. Se a base possul D elemen




tos entdo havera M = DY diferentes sequéncias de comprimento L e
o codificador providencia uma palavra codigo para cada uma. A pa
lavra c¢ddigo formada por elementos da base entra no codificador
do canal a uma velocidade, ou taxa,de um digito em cada Ty segun
dos. O codificador do canal traduz ent3o a palavra cddigo para
uma N-sequéncia, linguagem do canal, que passara a ter condigaes
de transmiti-la. Consideremos entdao o canal discreto no tempo
e transmitindo cada digito de seu alfabeto de entrada em 1. Se
gundos. O comprimento N do bloco codificador serd tomado como a
parte inteira de L.Ts/ch ou sejas N = [L.TS/Tc]. E a velocida~-
de ou taxa R de um cddigo bloco & definida como sendo R={logM)/N,
Entdoc R bits (isto &, usando logz) & o nimero de digitos binarios
entrando no codificador por digito do canal transmitido. Em al
guns casos, inclusive ao longo deste trabalho, & conveniente usar
logaritmo natural e R, em unidades naturais (nats) , sera:
R=(1nM) /N, Notaremos que R ndo & uma entropia (embora ela possa
ser interpretada como tal se os dlgitos bindrios da fonte sao in

dependentes e igualmente provaveis). Como tamb&m R nao &, em ge

ral, a informagido mitua média por canal.

Mas voltando ao estudo do mecanismo interno do esquema de
transmissido vemos que, chegando a mensagem ac decodificador do ca
nal, ele terd a missdo de transformd-la em palavra cddigo para o
decodificador da fonte. Finalmente, o decodificador da fonte deci
fra essa palavra cGdigo que chegou a ele para uma mensagem, entre

gando-a ao receptor.



Vejameos adgora o gque ird captar o receptor. Se o canal nao
tem rufdo o alfabeto de salda coincidir@ sempre com o de entrada
e mais: a mensagem recebida sera sempre a mesma emitida m. Quan
do isto ocorre precisamos apenas conseguir um esquema de codifica
¢d30 que torne o comprimento médio das palavras cddigo o menor pos
sivel, a fim de pouparmocs tempo e custo de um modo geral. Entre-
tanto o canal pode apresentar ruido sob qualguer forma ou aspec -
to. Este fato depende inclusive de seu estado., Como consequén -
cia desse ruido, possivelmente o alfabeto de salda diferird do de

entrada e mais fortemente a mensagem recebida m' diferird de m.

A nossa preocupagéo principal, bem como um dos mais for -
tes objetivos da teoria da informagao, sera formuiar nétodos gue
estude, discuta e controle os efeitos do ruldo. © problema funda
mental da comunicagao & o de reproduzir, em um ponto qualqguer,
exatamente ou aproximadamente a mensagem de um outro ponto. Este

problema fundamental (Berger [6]) pode ser separado em dois a sa
ber:

i} oQuanta informag@o sera transmitida?

ii) Qual informagdo serd transmitida?

0 traballio desenvolvido por Shannon [24] estd mais ligado
ac primeiro problema, gual seja o de seleclonar codificadores de
um conjunto de possivels mensagens. Esta selegdo tem que ser fel
ta de uma maneira gue as mensagens possam ser transmitidas corre-
tamente sobre um canal de comunicagdc com rufide. O segundo pro -

blema delineado acima permaneceu esquecido algum tempo. Mas vol-



tou a ser abordado por Shannon [25] em 1959, além de outros pear
gquisadores. -

Antes ainda de darmos outras definigbes essenciais do ‘es
quema da Fig. (1.1.1) trataremos agora de simplific8~lo, para um
melhor entendimento, O que estd nos interessando realmente € o
problema do ruido no canal. Entdo consideraremos que a fonte ja
entrega a mensagem m ao canal perfeitamente codificada numa N-se
quéncia % formada por elementos do alfabeto de entrada. E que o
canal j& transmite ao receptor uma N-seguéncia 3 formada por ele

mentos do alfabeto de salda, ou seja:

RUIDO

.
X

= (X!,--.;XN) _§= (yll"‘ny)
FONTE o CANAL - RECEPTOR

x; € X y; € Y

Fig. {1.1.2)

Como vemos, fonte, canal e receptor passam a falar a mes=-

ma linguagem no esquema da Fig., (1.1.2). Mas devido ac ruldo no
= . >

canal o receptor podera decodificar a mensagem y que chega a ele
como sendo uma x diferente da que foi enviada. Isto entdo se ca
racteriza como sendo um erro, Nos Cépitulos IT e IITI estudare -
mos esquemas de decodifica¢dao e condigbes no sentido de contro =~
lar com limites superior e inferior a probabilidade de cometer =~

mos este erro. Isto porgue a probabilidade exata de erro € mui



to difIcil, diriamos até impossivel, de ser conseguida.

Shannon, em 1948, sugeriu a idéia de codificagdo aleatdria
e ele mesmo conseguiu limitar a probabilidade de erro em 1957
usando o fato de que ela & exponencial através da técnica de
Chernoff (1952)}. Em 1961 Wolfowitz deu uma nova demonstragao
para o teorema fundamental através da formulacao combinatdria.
Estas demonstragdes classicas podem ser vistas no ash [ 2 ].
Nosgo objetivo & dar uma apresentagdo simples e elegante  para

o Teorema Fundamental (Gallager [15]) e seu dual (Arimoto .

1.2. OUTRAS DEFINICOES

Na segao anterior apresentamos de uma maneira geral nos
so problema. Entretanto precisamos formalizar as definigoes de
certos entes aos quais ja nos referimos e de cutros que ainda

serao citados, tais como:

- Entropia de Shannon e Informag@o miitua média
- Canal

- (Capacidade do canal e o Teorema Fundamental
- Esquemas de decodificagido

~ Probabilidade de erro

1.2.A. ENTROPIA DE SHANNON E INFORMAGAO MOTUA MEDIA

Consideremos uma varidvel aleatbria X discreta assumindoc

um numero finito de valores

X o= (xl,.....ir XI)



e associemos a esta variivel aleatSria uma distribuigdo de proba

bilidade

P= (p(x ) renusplx))s p(xy) 205 plx;) =1

1=

i=1

Ent3o a entropia de Shannon [16] da distribuigdo de probabilida-

de p & dada por

I tiH

H(x) = H(p(xl),...,p(xl)) = - p(xi) log p(xi)

i=1

onde a base do logaritmo serd "2" se estivermos usando a base bi
naria na codificacdo das possiveis mensagens que a variavel pode
emitir. Como a base do sistema de codificagdo pode ser arbltra-
ria ent3c a base do logarltmo no célculo da entropla também o se
rid. Na nossa dissertacaoc utilizaremos sempre a base natural e a

entropia ser3d dada em nats,

Retornando ao nosso sistema discreto de comunicagdo da
Fig. (1.1.2) observamos que as mensagens entram no canal codifi-
cadas em fungdo do alfabeto de entrada X = (x ,...,xy) com uma
distribuigdo p conhecida, saindo dele codificada em funcao do al
fabeto de salda Y = (yl,...,gj) com uma distribuigﬁo 5 digamos
desconhecida. Se conseguirmes a distribuigao de Y|X {i.e. Y da
do X), ou seja, a matriz de transigao do canal [P(yjfxi)] .
i=1,...,Iej=1,...,J, automaticamente teremos condigdes de
determinar as probabilidades p({x,, yj} da varifvel aleatdria bi

dimensional (X, Y), q(yj) da variavel aleatdria Y, e P(xi|yj) da

varidvel aleatdria x|y, como se segue:



Plxgs vy) = pxy) . P(yj1xi) ou pli, 3) = pli). P(3l1)

T
q(yj) = iEl Plxys yj} ou q(j) = i p(i, 3)
P{Xsr ¥as) p(i, 3}
P lx,|ys) = ou P(i]§) = ———
173 {ys) (4)
Q Yj G

vVemos entio que podemos associar cinco diferentes entropi

as ao esguema, guals sejam:

i) Entropias marginals de X e Y por

I

H(x) = - I pixy) log plxy) =~ Ip(i).log p(i)
i=1 i
J

H(Y) = - £ qly.) log gly;) = ~ Za{j).log q(3)
.21 3 j X
] ]

ii) Entropia conjunta de (X, Y}
I J
H(X, vY) == L L pix,,vys) log plx;,vs) =
1=1 3=1 3 3

H
1
oy

L p(i,J) log p(i,3)
i 3



111) Entropias condicionais X|Y e Y|X

T J

H(X|Y) = =L I plxyevy) log Plxglys) =

321 3=1  + 3 13
= =1 I p(i,3) log P(i[])
i3

1

H(y|x}) = - I r plxyryz) log Plys]xy)
i=1 §=1  * i

A fungdo do receptor & extralr, apesar do ruldo, todas pog
siveis informacdes sobre o sinal transmitido. A informagac que
vy providencia scbre X pode ser averiguada pela incerteza que Y re

move sobre X, ou seja:

T(x;Y) = BE(X) - H{x]Y) = H{Y) ~ H(Y|X)

Isto & simétrico em X e Y e portanto definida comc informagdo m
tua média, Ash [2]. & f3cil verificar que I(X; Y) & sempre  nao

negativa.

1.2,8, CANAL

Intuitivamente um canal & um ente capaz de transnitir in -
formagdo. J3& vimos que restringiremos nossa atencdo a canais dig

cretos onde, devido ao ruldo, serd transmitida informagado pela



emissio de simbolos mensagenm escolhidos de um alfabeto

X = {X,seens XI} e chegada ao receptor de simbolos pertencentes
ac alfabeto de safda Y = {Y ,..., YJ}. 0O canal de transmissao
pode ser definido em termos destes conjuntos de entrada e safda
al®m da matriz de probabilidade de transigdo [P(3|1)],
4=1,...,5 e 1=1,...,I, onde P(3]i) denota a probabilida-
de de receber Y5 quando x, & emitido. A taxa R do canal & a
quantidade de informagdo que pode ser processada através dele

por letra ou unidade de tempo, conforme o caso. Ent3o R=I(X:Y).

0 canal discreto mais simples & o simé@trico bindrio. Seus
alfabetos de entrada e salda consistem dos digitos bindrios "0"

e "1" e a matriz de transigdo & dada por

0 1
6 [1~p p
[P(310)] =
1 p 1-p

Um outro canal simples & o binirio com rasura (erasure).
Neste canal temos X = {0, 1} , ¥ = {0, 1, e} e a matriz de tran
Sigao 0 1 e

0 { 1-p-q P

[PE310)] =
1 P 1-p=-q q
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A teoria de codificag8o em canais trata das possibilidades
de transmiss3o correta de mensagens através de canais com xuido .
Intuitivamente estas mensagens podem ser fefletidas como a répre"
sentagdc da fonte de informagdo em alguma forma padr3o (codifica-
¢d3o da fonte). Elas podem ser sequdncias bindrias corretas fep;é
sentando blocos de ¥ saldas consecutivas de uma fonte de informa-
gao transmitidas sobre o canal, Se M = 2" & o nfimero de possi ~
veis mensagens ent@o isto significa que em média R digitos bind -
rios pudem sex transmitidos por um canal, sendo R a taxa de

transmisszo.

1.2.C. CAPACIDADE DO CANAL E O TEOREMA FUNDAMENTAL

A capacidade do canal &, por definig@o, a taxa méxima  s0

bre ele, ou seja:

C m*méx T{X3:Y)
px)

Como vemos acima a maximizagdo € feita com respelto a to-
das possiveis escolhas das distribuiges de entrada. A principal
signific@ncia da capacidade aparece no teorema de codificagdo em

canal com ruido de Shannon (veja [16]).

Este teorema, que & o melhor resultado conseguido por
Shannon, estabelece que a transmissao de informacdo atravds de

canaig com ruido pode ser conseguida com prcobabilidade de erro
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arbitrariamente pequena quando a taxa de transmissdo R & menor

que a capacidade C do canal,

Trabalhos adicionais neste sentido foram feitos por

Dobrushin [8 ], Feinstein [12], wolfowitz [31] e outros.

1.2.D. ESQUEMAS DE DECODIFICACAO

Em muitos casos praticos, (Feinstein [12]), alguém que
estd recebendo uma mensagem fica com a responsabilidade de deci
dir, com base no sinal recebido, gual mensagem simbolo foi trans
mitida., © receptor fica entac com um classico problema de infe
réncia estatistica. Ele terd, com alguma base essencialmente
subjetiva, que determinar a importéncia relativa dos varios ti
pos de erro que pode tomar. Somente entdc, em geral, pode ele
fixar um esquema para decodificar, para cada simbolo recebido ,
gual mensagem simbolo ele terd para melhor concluir o que foi
emitido. Uma regra de decodificagao pode ser definida como uma
aplica¢do do conjunto de N-sequéncias de saida do canal no con-
junto consistindo das mensagens emitidas. 0 objetivo da operacdo
de decodificagdo & identificar a mensagem transmitida pela evi-
déncia verificada na N-sequéncia de saida. Para formular o pro
blema mais precisamente definamos que © canal tem um alfabeto de
antrada X peoeyXq, UM alfabeto de salda Yyreeeryy € uma matriz
de transicdo [P(j[1)]. Suponhamos que alguma mensagem & trans-

mitida. A decodificacdo, ou esquema de decisdo, & uma atribuigdo
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a cada sImbolo de salda vy de um simbolo de entrada xj'. Sejam

X, e Y denotando, respectivamente, ¢ conjunto de todas N-se -

N N
gquéncias de entrada e salda do canal., Varios critérios ( veja

[16] ) podem ser usados na decodificagdo e alguns s&o dados a

baixo.

i} Minima Probabilidade de Erro

Seja P(?{;m) a probabilidade de receber uma N-sequéncia

-

y € Y, dado qgue a N~gsequéncia de entrada :m £ iN & transmitida.
A regra de decodificagdo de minima probabilidade de erro & Jus
tamente agquela que minimiza a probabilidade de erro de decodifi
cagao para um dado conjunto de mensagens, conjunto de palavras

cddigo, e canal. Ela sera entao definida por: decodificar a N-

- . e -+
seqguencia recebida y em X e para a qual
S - -+
P(xm.ly) > P(?m|y) , para todo m' # m

Este esquema de decisao, gque sempre escolhe X cuja proba
bilidade condicional, no momento, & a maior, & sempre  chamado

de "observador ideal",

ii) Decodificacdo de Maxima~Verossimilhanca

0 decodificador de maxima-verossimilhanga @ um tipo alter

nativo de regra definidc por: dado ?, escolher ;m, tal gque
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P(;lzm.) > P(;|;m ) para todo m' # m

A Obvia vantagem do decodificador de maxima-verossimilhan
ca & que ele pode ser usado guando as probabilidades a priori
das mensagens sao desconhecidas. Se as mensagens tém probabili-
dades a priori iguais entao a regra de decodificagao de minima

probabilidade de erro € equivalente & de maxima-verossimilhanga.

1ii) Decodificacio de Custo Minimo

Um outro tipo de regra, usual gquando custos desiguails sao
associados com diferentes espécies de erro, € a decodificagao de

custo minimo. Agui y & decodificado numa mensagem m que minimi-

za © custo médio.

iv) Decodificacao em Lista

Algumas vezes € conveniente considerar decodificagao em
listagem, onde o decodificador, ao contrarioc da aplicagdo das
sequéncias recebidas em um simples inteiro, ou uma simples mensa
gem, o faz em uma lista de mensagens, ou uma lista de inteiros m,
1 <m< M, sendo M o niimero total de palavras cbdigo. Decodifi-
cagao em lista, ou em rol, fol cOnsiderada primeiramente por
Elias [10] para o canal simétrico bindrio. Shannon, Gallager e

Berlekamp [26], Ebert [9] e Forney [14] utilizaram o esquema de
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decodificacas em rol na obtengao de limites na probabilidade de

erro e de rasura.

1.2.E., PROBABILIDADE DE ERRO

Como tomado por Shannon [24], Gallager [16] e outros, con
sideremos um canal discreto com alfabeto de entrada X, alfabeto
de salda Y e matriz de transigdo [P(j/1i)] como em (1.2.B). Se
e Y o$ conjuntos de todas sequéncias de comprimento N

N N
gue podem ser transmitidas e recebidas respectivamente sobre um

jam X

dado canal. E seja P(?l?) a probabilidade de receber ; £ YN da

do que X € XN foi transmitida.

Para um c¢Odigo bloceo de comprimento N e taxa R tal canal
possui um conjunto de eNR N-sequéncias de entrada ou palavras
cddigo (Formey {13}, Gallager [16], Fano [11] ) como vemos abai-

X0

MNP

b
X 1l <m¢<e

= X x ) x
i ( mi1? “ma2f ' mNJ !

onde R & a taxa de cddigo natural por simbolc do canal.

Um codificador & um esquema mecanico que admite um dos
eNR comandos de uma fonte de dadcs € gera a correspondente N-se=-
gquéncia de entrada a ser transmitida pelo canal. Um decodifica
dor & um ente gue observa uma N-sequéncia de salda, processa es

ta sequéncia e apresenta o resultado para usar na forma desejada.
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0 evento no qual o estimador ndo & idéntico & palavra cddigo de

entrada & chamado um erro e a probabilidade deste evento € a pro

babilidade de erro.

A probabilidade de erro P, depende do cbdigo, do canal e
da estratégia usada pelo decodificador., Se o decodificador e de
terminlstico entdo sua estrat@gia & descrita como uma  aplicagdo
do eonjunto de todas N-sequéncias recebidas ; na palavra codigo
?m e & especificada pela listagem do conjunto Y  de N-sequéncias
; que resultam no estimador decodificado de Qm. Se assumlmos gue

o cbdigo, canal e decodificador sao todos especificados, entaoc a

probabilidade de erro (Fornmey [13]) serd dada por

M
Py, = L p{: ). P(? Z Y |: & transnmitide) =
m mi " m
m=1
M
= L I p(;m) . P(?]im)
m=1l ygY

Suponhamos que, se O ruldo & particularmente nocivo e o de
codificador tem a opgdc de nao decidir scbre todos estimadores ,
entio o resultado da salda que o receptor ndo estima & chamado
uma rasura (Forney |13]) e a probabilidade deste evento a probabi
lidade de rasura.

Nos Capltulos II e IIT iremos justamente determipar limi -

tes superior e inferior para a probabilidade de erro no caso de

canal discrete sem meméria. Mas podemos generalizar os resulta -



dos destes capitulos para Canais Continuos ( sem e com res
trigaes gobre a entrada), para uma classe de canais desconhe-

cidos e para Teoria de Codificacao.
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APITULD 1

LIMITE SUPERIOR PARA A PROBABILIDADE DE ERRO E O TEOREMA

FUNDAMENTAL DA INFORMACRO -

2.1. INTRODUCAO

Introduzimos ¢ conceito de probabilidade de erro utilizan
do um C.D.S.M(X,Y,[P(3]|1)], Xyr Yy) DR secao (1.2.E) do capitulo

anterior, onde:

X = alfabeto de entrada
y = alfabeto de salda
[P(3]1)] = matriz de transigdo
Xy = conjunto de todas N-sequéncias de entrada
Yy = conjunto de todas N-seguéncias de salda

Também na seg¢ao (1.2.D}) nos referimos ao esquema de deco-
dificagdo de mixima-verossimilbanga, ou seja: a N-sequéncia re

cebida ? €Y & decodificada como ;m' e X, se

N

P(ﬁlIm,) > P(§|;m), para todo m' ¥ m e 1l < m' < M {2.1.1)

Utilizaremos estes conceitos nas segOes seguintes deste

capitulo.
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2.2, LIMITE SUPERICR DA PROBABILIDADE DE ERRO

Seja P_  a probabilidade de erro guando Im € Xy & trans~

mitida e escolhemos a regra de decodificagao dada por (2.1;1) .

Entao:
- >
Pam = I P(y|xm) wm {vi (2.2.1)
vEY
N
onde
-+ > >
N 1, se P(ylxm) SPUylx o), m #om

v {y) = m

M 0, caso contririo

Cbservamos que F__ acima € uma varifvel aleatdria emn
[0, 1] cuja medida de probabilidade desconhecemos. Isto nos
dificulta calcularmos probabilidades exatas para PBWo Se defi

nirmos no entanto a probabilidade média de erro 5; como a média
de Pem sobre todas palavras cbdigo, entao um limite superior ex
ponenclal para F; pode ser obtido se limitarmos superiormente

R o~ -»>
de uma maneira conveniente a fungac wm(y).

TEOREMA (2.2,1) = Seja um C.D.S.M(X,Y,[P(j|i)],XN, YN) com

uma taxa R e uma distribuigdo de entrada p = (p(xl),..., (xI)).
Entao, para qualquer bloco de comprimento N e para a fonte com
M o= [eNR] palavras c0digo, existe um cddigo para o gual a proba

bilidade média de erro 5;, sch o esquema (2.1.1), e limitada por



com

E,(0, P) = -in I [z p(4) (P (3]0))y /P }”p (2.2.2)
! i

onde p & um nimero arbitrario.

PROVA: B facll de se observar dque
I 1 /14p 1P
3 <P(-§!;m’})

- m' #m
v_({y) e ¥ p> 0

m
-+ 1
(P(Y|Xm3) /1+p

Portanto, de (2.2.1) temos que

Pom < L5 (POVIX) 1/“"’-[ D (P EIE,0) P ]”
erN m ' #m

para algum o > 0 vee (2.2.3)

A inequagdo (2.2.3) assegura um limite para P__ num codigo
particular. Simplificamos o limite em P o pela averiguagao, S0
bre uma escolha apropriada, do conjunto de codigos. Definamos
uma medida de probabilidade 5(x) no conjunto Xy das possiveis N-
sequéncias de entrada do canal. Geraremos um conjunto de cbdigos
pela escolha de cada palavra cOdigo independentemente, de acordo

com a medida de probabilidade g(il,tal gque a probabilidade asso-
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5

- ¥ r - a - -
ciada com o codigo consistindo das palavras codigo X reeerXy e

T ;(;m). £ evidente que pelo menos um codigo no conjunto tera
m=}
a probabilidade de erro que seri menor gue a probabilidade média

de erro do conjunto. Usande uma barra para representar a media

do conjunto de cddigos temos

R R O AR
yEYN m ' #m

Se impusermos agora a restrigiao adicional de que p < 1 en

t+3ic ficaremos com

-
a8

> 1/14p . R 1/14+p Jp _
> (P(y1xm}) [m3¥HI<P(y[xm.)) } =

am -~
yEYN

K (P(;I;m))1/1+p[ ¥ (P(§|;m'n1/l+o ]P -
YEYy m'#m

< .z (F(IIX /TP [ NG EA R
yEYN mtsm

= 3 (p(§|§m1)‘/‘+p[ D(p % )P ]p (2.2.4)
yEYN m ¥ $m

Mas desde que as palavras cddigo sdo escolhidas com pro-

babilidade p (x}



i s i o e et e e et v ALY - 1 b e He £ 1 RS L e e R S 4 T e T A s Ak ot b Apir] e B

- 21 =

AR RO 11X GTIED (2.2.5)

e
X

Portanto, em vista de (2.2.5) e (2.2.4) temos que

P <=1z [ g E(?).(P@IZ))I/”“]”" (2.2.6)

a8m >
erN~ xEXN

para qualguer 0 < p < 1

O limite em (2.2.6) & valido para todas escolhas de p(x) e to
dos 08 p's, 0 < p < 1, e se aplica em algum canal discreto. Des

- . I +
de que © canal seja sem memoria e tivermos x = (xl,..., xI) e

> -~
y = (ylrrcor YJ) entao

==

P(YIX) =
m

. Py, [x) (2.2.7)

para todos x € Xy @ ? € Y, e para todo N.

'
k]

Consideraremos agora somente a classe de conjunto de cédi
gos na gual cada letra de cada palavra cBdigo & escolhida inde -

pendentemente de todas as outras letras com a medida de probabi-

lidade p(xl, x € Xy Entdo

N N
PG} = m plx) (2.2.8)
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Usando agora {2.2.7) e (2.2.8) obtemos

P < (m=-1° LI [ I oo p(xn)(P(yn’xn))1/1+p J1+p (2.2.9)
N

em = vey IXex  n

N

= m~1° 3 o oplxy) (Ply Ix )R] (2.2.10)
yEYN n xnex

Vemos gue o resultadeo (2.2.10) segue de (2.2.9) porgque o termo en
tre colchetes em (2.2.10) & o produto de somas e & igual ao termo
entre colchetes em (2.2.9) pela regra aritmética usual para multi
plicar somas de produtos., Tomando entao o produto fora dos col

chetes em (2.2.10}) aplicamos a mesma regra novamente e obtemos

Pom S (M= DF o 2 [E px) (Ply_Ix ))1/””}”‘9
gm n nlXn
n },r‘nEY X _£X

LIRS ) (202011)
Notando gque todos os termos no produto sao idénticos, e incluindo
o caso trivial p = 0, podemos agora simplificar a notacdo de

(2.2,11) do seguinte modo

em 3

Pom & (1= 1)F [f ( Pfiﬂpuiin”‘*”)”p]m :

0<p <1 ... (2.2.12)

Podemos agora majorar (M - 1) por M = [ENR] e reescrever (2.2.12)
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como sende

F"_"B < €Xp - N—-bR - In & ( z p{i) (P(j|i})1/i+p)1+pJ
3 i

= exp - N-;pR + Ea{p, E)] (2.2.13)

usando a expressdo (2.2.2).

Desde que o lado direito de (2.2.13) & independente de
ele & um limite para ¢ conjunto das probabilidades médias de er
ro e & independente das probabilidades com as quais as palavras
cbdigo sdo usadas. O resultado agora segue do fato de que pelo

menos um cddigo no conjunto tera uma probabilidade de erro menor
gque a média.

0 teorema (2.2.1) & verdadeiro para qualguer p, 0 < o < 1,
e todos vetores de probabilidade E = (p(xl),..., p(xI)). Entre-

tanto podemos obter um limite mais refinado pela maximizagao do

expoente sobre p e 3. Isto nos dd o seguinte corclario simples.

CORCLERIO (2.2.2) = Sob as condicoes do teorema (2.2.1) existe

um codigo para o qgual

P, 3 exp - NE(R] (2.2.14a)
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onde

E(R) = max ["QR + E (py ?) J (2.2,14b)
ReP

e a maximizagdo € tomada sobre todo p, 0 < p < 1, e sobre todos

vetores de probabilidade E.

Podemos modificar este resultado, o gue & imediato, para
ter um limite na probabilidade de erro aplicado a cada palavra
cbdigo separadamente, ac contr@rio do limite da média, no seguin

te coroléario,

COROLARIO (2.2.3) - ©Sob as condigoes do teorema (2.2.1) existe

um cddigo tal gque, para todom, 1 < m < M, a probabilidade de er

ro quando a m~&sima palavra cddigo & transmitida & limitada por

Pom < 4 exp - NE(R) (2.2.15)

onde E{(R) & dado por {2.2.14b)

PROVA: Escolhamos um cddigo com M' = 2M palavras cdodigo que sa

tisfaga ao colordrio (2.2.2) enguanto a fonte usa as 2M palavras
cbdigo com probabilidades iguais. Se removemos as M palavras no
cOdigo para as quais Pom € grande, entao, desde que seja impossi
vel sobre # metade das palavras no cddigo termos uma probabilida

de de erro maior gue o dobro da média, as palavras cddigo restan
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tes satisfarao

Pom S 2 @Xxp ~ NE(R') (2.2.16)

onde R', a nova taxa, & dada por

RY = ln 2M _ In M  In 2 Q4+ ln 2

N N N N

Agora, desde que 0 < p < 1, (2.2.14) nos da

E(RY) > E(R) - T2 (2.2.17)
M

entdo o resultado em (2.2.15) seque de (2.2.16)} pelo uso de

(2.2.17).

Na prdxima segdc estudaremos as propriedades da  fungao

"confianga" E(R).

2.3, PROPRIEDADES DO EXPOENTE DE CODIFICQQKO ALEATORIA E(R)

No sentido de entendermos o comportamento de E(R), primeiro
analisaremos Eo(p, E) como funqao de p. © teorema gque veremos 4

seguir nos assegurard sempre © aspecto do grafico da Fig. (2.3.1)
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Fig. (2.3.1) - Grafico de €,(p, p)

A informagdo mituna média I(E; P}, comc fungdo da distri-
buico p e da probabilidade de transigdo do canal P, serd dada

por

P{ili)

g p(k) P(j]k)
K

I(; P) = % I p(i) P(3li). 1In
3

L
i

e simplesmente interpretado como a informagdo miitua mé&dia por di

gito no conjunte dos cbdigos.

TEOREMA (2.3.1) - Seja a probabilidade de entrada 3 e 0 c¢canal

discreto sem memdria tal gue I(E; Py > 0. Entao E, (ps E} am
(2.2.2) tem as seguintes propriedades:

E,(pr BY 20, o (2.3.1)

v
[
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IGr P 22 (0, B) >0 & 020 (2.3.2)
ap

37 *

— E {p,p) 20 3 P29 . (2.3.3)

3p?

onde em (2.3.1) e (2.3.2) as igualdades sdo asseguradas para p=0
e em (2.3.3) a igualdade & assegurada se para todo (i, j) tal que

p{i}).P(j|1) > 0 temos que

1n b3l = T(3; P) (2.3.3a)

£ op(k).P{j}K
k

Isto &, se a varidvel aleatdria informagdo mitua tem varidncia ze

ro.

Por inspegéo de (2.2.2) vemos que EG(O, S) = 0,e pela dife

renciacao encontramos facllmente gue

Lk o, = 1(5; P)

ap
p=0

Como necessitamos do resultado do teorema {(2.3.1) para tor

nar facil maximizar E, (p, E} ~ pR sobre p para um dado 3, apre -

centaremos o restante de sua prova no Apéndice (A.l). Definamos
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agora
E(R, p) = max [Eo(p, B) - oR ] (2.3.4)
0<psl -
A equaca@o para o ponto estacionario de Eo(o, E) - pR com respel
toap e
o -+
e EU(Q: p) = R =0 ' (2.3.5)
3p
2 b —~
Desde que - E,(py P} 5 0, alguma solugdo de (2.3.5) no dom{ =~
ap
nio 0 < p < 1 maximiza (2.3.4), Adicionalmente, desde gue
3

- (0, 3) € continua e decrescente com respeito a p, a solu

gdo de (2.3.5) com 0 < p < 1 existe se

SR Z 2. E, o P) = I(p: P) (2.3.8)

ap

28 (o) B
3p

0 ponto 3 E (0, P) & chamado a razdo critica R, para P

ap

it
[

P
dado.

Para R no dominio acima serd mals convenilente usar

(2.3.5) para relatar R e E(R, 3) parametricamente em termos de p
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P +
R =~—E (p, P) ; 0 <pz<1 (2.3.7a)
3p
E(R, B) = E (0, B) - p = E (p, B) (2.3.7b)
ap

piferenciando cada egquagac em (2.3.7) obtemos

2
BR_B e o, B (2.3.8a)
z
ap ap
a3 -+ 32 >
=5 E(Ry 8) = —p — E (0 P) (2.3.8b)
e 3p2
Ent3o, como 0 < p < 1, R decresce monotonamente de 1(p; P) a
d + -
"_'Eo(p’ n) e E(R, p) cresce monotonamente de Zero a
9p - p=1
- a -+ -~
E, (1, p) = — Eo(D, Pl . Diferenciando (2.3.7b) em relagao
ap o=
a R obtemos
B ER, P = -0 (2.3.9)
3R

Entdo o parimetro p & interpretado como a magnitude da inclina -

¢ao do grafico de E(R, E) ®x R
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P -> - + - .
Para R < — En(p; p} entdo EO(p, p) - pR & maximi

30 o1

zado (sobre 0 < p < 1) por p = 1, assegurando

(R, p) = E (1, 5} - R (2.3.10)

Finalmente, no interessante cago onde R > I(E; P}, Eu(p;‘;}- PR

é maximizado por ¢ = 0, assegurando E(R, E} = 0.

Resuminde, para R no dominio dado por (2.3.6}, E(R, ) e
R sao relatados por (2.3.7). Para pequenos valores de
R, E(R, 7) e R sdo relacionados pela equag@o linear (2.3.10), e
para grandes valores E(R, Py = 0. Como uma funcao de R,
£(R, p) & estritamente decrescente e positiva para todo

R < I(E: P).

2

Consideraremos agora O caso especial onde E—; Eo(p, E)= 0.
ap

De (2.3.3a), no teorema (2.3.l), vemos que esta relagao sera satis
feita para todo p > 0 se ela & satisfeita para qualquer p>0. Nes
te casoQ, 2 Eo(Rs 3) & uma constante e o domInio sobre ¢ gqual

3p
(2,3.6) & satisfeita & um ponto, veija figura (2.3.2)
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172 maxE (p,p) em
1 1 > _5 0
1/ Eu(ll’p)‘ -
172 p = (1/3,1/3,1/3)
2 2 E(R)
172 172
3 3
172 » r
R C

Fig. (2.3.2)

2
Caso especial onde il E,= O
3p?

Este caso especial & sem diivida patoldgico e ocorre somen
te para canais "noiseless” [para-o qual H(X|Y) = 0] e para al

gquns canals peculiares tais como na figura (2.3.2).

N ' 2 .
Para o caso usual, no qual ﬂ—; E,(py p) < 0, as eguagdes
ap

paramétricas de (2.3.7) se aplicam sobre um dominio n3o zero de

2
taxas. De (2.3.9) e (2.3.7)  temos ﬂ-; E (R, B) =
R
-1 d
32. - -~ - - .
=- | - Eu(p, p) > 0 e, entao, E{(R, p)] e estritamente con-
ap
2
vexa U em R sobre este dominioc de R. Desde due E—? E(R, 3} =0
op

fora deste domlnio temos que E(R, p) & convexa U em R para todo

R > 0.

O expoente de codificag¢io aleatdrio E(R) pode agora  ser

relaclonado a E(R, 3) por
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E(R) = mix E(R, P}
P

Isto &, um miximo sobre o conjunto de fungdes que s3o con
vexas U e decrescentes em R, £ fAcil de ver que a fungdo maximi
zac30 8 também convexa U e decrescente em R, Também, para a dis
tribuicac de probabilidade E que agsegura capacidade no canal,
E(R, p) & positivo para R < I(P; P) = C e, portanto, E(R) & posi

tivo para R < C. Isto prova o Teorema Fundamental, que se segue.

TEOREMA (2.3.2) - (Teorema de Codificagdo em Canal com Ruido) -

Para gualguer canal discreto sem memdria o expoente E(R) [ veja

(2.2,14a} e (2.2.14b)} ] & convexa U, decrescente, fungdo positi

va de R para 0 < R < C,

Uma interessante interpretaglo grAfica da maximizagdo de
Eﬁ(p, El - pR sohre p e E pode ser obtida por observac@c que, pa
ra p e p fixados, £, (o, ] - pR & uma fungdo linear de R com in
clinac8o -p. Entado E(R, 21, como vemos na figura (2.3.3), €& o
menor limite superior da familia de retas geradas por diferentes
valores de p, 0 < p £ 1. Desta construcico, vemos gue Eu(p, E)
€ a taxa zero intersegac da tangente a E(R, ;) de inclinagao -p.

A convexidade u de E(R, E) também segue imediatamente desta

L
construgao.
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-
Eo(l, p)
E, (1/2,p)
Eu(i/’*rg)

EO(I/B;E)

Fig. (2.3.3}

E(R, E) como limite superior das fungGes lineares

Eu(p, 3) - pR para valores de p fixados.

Para maximizar Ea(p' 3) - pR analiticamente sobre p e E

- . -
& mais conveniente fazé&-lo primeiro sobre p.

E(R) = mix | -pR + mix E (p, P)
0<p<cl p

A fungdo E (o, ?) nfo & convexa U de p mas, felizmente,

se definirmes F{p, 3) come sendo

Flo, p) =exp [-E (o, B)] = 2 | T pea) (PU3[0)) /2" ]1+p
501

eoe (2,3.11)
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- - . —+ . . - -+
ent30 o p gue minimiza F{p, p) maximizara E,{(p, p}.

TEQREMA (2,3.3)_ - Para gualguer p > 0, Fip, ;) como dada por

- ~ s e -
(2.3.11) & uma fungao convexa U de p na regiao onde E e um vetor
de probabilidade. Condigoes necessarias e suficientes ao vetor

de probabilidade 3 que minimiza F(p, ;); e portanto maximiza

Eo(p. p)rsd0

L (P(j]i))1/1+p(aj(g))p3 ) (aj(E))1+p , para todo i

J J
e (2.3.12)
comn lgualdade para todo i tal que p(i} > 0. A fun¢ao aj(E) &

dada por |

1/1

ag(F) = T (1) (P(3]1) /e (2.3.13)
i
-+ 1+p - -

PROVA: Para p 2 0, (aj(p)) e uma fungaoc convexa U se

a(E) > 0, ou seja, sua segqunda derivada 2 nao-negativa. Portanto,

se aj(E) & uma fungao linear de p, entlo se segue, da definicao

de convexidade, que (aj(al]]+p & convexa U de p. Disto, temos
que

Flp, Pl = § @j(-s})”p

-

- =
8 uma fungdo convexa U de p.
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Usando o teorema do Apéndice (B-1) vemos que as condigdes
necessirias e suficientes ao vetor de probabilidade p para mini

mizar F(p, p) s&@o

)
ap (i)

Flp, ;) > A , para todo i, com igualdade se p{i)>0.

Avaliando F{p, E) e dividindo por (1 + p) obtemos (2.3.12).

ap (1)
A constante no lado direito de (2.3.12) & avaliada pela multipli-

cagEo de cada eguagao por p(i) e somando sobre i, ]

Realmente, o problema de resolver (2.3.12) e (2.3.13) para
encontrar o maximo de Eo(p, 3) & quase idéntico ao problema de
encontrar capacidade. A maximizagéo em E para alguns canais pode
ser conjeturada e observada por (2,3.12). Para gualguer canal simé
trico (veja um exemplo na segdo {1.2.B}) podemos constatar que
Eo(p' E) & maximizado tomando os p(i) todos idénticos., A segulr,
ce o niimero de entradas e saldas s3o iguais, algumas vezes & pos
sIvel resolver (2.3.12) como um conjunto de equagoes lineares em

(aj(E))p e entdo resolver {2.3.13) para p(i}, PFinalmente, usando

a convexidade de F(p, E); serd facil maximizar € (p, 2}  com o
computador.

Como ocorre no calculo da capacidade, a solugao para
aj(;} em (2.3.12) e (2.3.13) & {inica, mas a solugaoc para p (i)

n3c necessita ser tinica. Se o alfabeto de entrada tem tamanho T

maior que o de saida J serd sempre possivel maximizar €, {p, )
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com somente ] dos p{i) n3oc zero. A inica diferenga significante
entre maximizar I(X;Y} e Eotp, o) & que as probabilidades de sai
da para a capacidade gsdo sempre estritamente positivas onde al

guns dos aj(E) podem ser zero.

Dada a distribuiqao E que maximiza Eo(p, E} para cada p,
podemos usar a técnica grafica da Fig. (2.3.3) para encontrar a
curva E{R). Alternativamente podemos usar as equactes (2.3.7) e
(2.3.10) usando para cada 0 O E que maximiza Eo(p, E). Para
ver gue estas equacoes geram todos os pontos na curva E{(R} obser
vamos que para cada R h& algum p e algum P tal gque E{rRy =
= E, {p, E) - pR. Para este E, E{R} = E(R, E). Mas desde que
as equagSes paramétricas asseguram E(R, p) para " p e p dados
elas sempre asseguram E(R). Passaremos agora a ver alguns exem

plos de aplicagio.

EXEMPLO l:

Para o canal simétrico bina:io da Fig. (2,3.41 E (o, gL &

maximlizado scbre E por p(01 = p(t} = 1/2,

Fig. (2.3.4) - CSB
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Sendo p{(0) = p(l} = 1/2 temos
En(ﬂr ;) =pln 2= (1+ p) In [81/1+p + () - E:)1/1.;.‘5:, ]
. (2o3al4)

As equagdes paramétrica (2.3.7) ficam

R=ln2-ln[81"/1"'9_'_(1_8)1/“‘9} +

1/14p
+ £ 1n g'/1*P N
VAL I e)1/1+p
- l/l-l-p
* (= o) n (1 -¢e'/',
61/1+p + (1 - E:)1/1+p
E(R, p} = - 1n [ VAL LIRS Ve ] _
1 /140
- = 1n ¢P/iFP -

E1/1+p + (1 - E)l/1+p
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(1 -l -t

El/!+p + (Y - E)1/1+p

Estas equagdes podem ser manipuladas da seguinte maneira

|
it

1n 2 - H{S) {2.3.15a)

E (R)

Te(ﬁl - H(6) (2.3.15b)

onde o pardmetro § & relacionado ao parametro p em (2.3.7) por

1
1/ 1+

81/1+p + (1 - E)1/1-i-p

e H(6) e T_(5) s3o dados por

H{&)

-8 , 1n§ = (1 = &).1n (1 - &) (2.3.16a)

TE(G)

tl

Estas equagbes somente sdo validas para § tal que
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Para R < ln2 - H[ (ve / (Ve + /1 -¢) ] podemos combinar

(2.3.10) com (2.3.14) para obtermos

E(R)y = 1n 2 = 2 1In (Ve + V1 - &) = R

As equagdes (2.3.15) podem ser interpretadas graficamente
como na Fig. (2.3.5) a seguir. Nela pode ser visto que TE(G),
como fungdc de §, & a equagao da tangente no ponto € da  curva

H(8)

E{R) /3|

i
|
I [
i i
(e | i

v

Fig, {(2.3.5)

0 expoente de codificagdo para o CSB
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O mais significante ponto sobre este exemplo & que nao ha

maneira simples para expressar E(R] exceto na forma pa:amétrica.

EXEMPLO 2:

Encontrar o expoente de codificagdo aleat8rio E(RI  ( na
forma param@trica } para o canal bindrio com rasura da Fig,

(2.3.6), sendo a probabilidade de rasura €. Para € =1/2 fazer

o grafico de E(R) especificando os valores numéricos de E(0),
R =2-¢ (p) e E(R_}. Finalmente encontrar uma interpreta
3p -

p=1

¢80 grafica de E(R] semelhante 8 gque fol feita no exemplo ante -

rior

Fig., (2.3.6) - CSBR

Novamente, como no exemplo anterior, o maximo de

> - R :
E (p, pl serd atingido quando p(0) = p(l) = 1/2, Para este E
o)
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temos entao:
Eo(pr ;) = = 1n [ e+ 2P - e ]

As equagOes paramétricas (2.3.7) ficam

27°(1 - ) 1n 2

e + 2 P(1 - ¢)

- “Py1 -
E(R) = - In [ e + 27°(1 - ) ] -p 2 1-¢)in?
e+ 2°°(1 - g)
Do resultado acima tiramos que -+ €l 1n 2 <R < (1 ~¢€) ln 2.
1l 4+ ¢
Para R < (1 - ¢) In 2 temos que E(R) = 1In 2 - In{l + ¢) - R,

1l + ¢
como na Fig. (2.3.7)

E(R) &

1n

L o

In(5)-3ln2

! 1 : »
= 1n2 3 In2 R
Fig. (2.3.7) = E(R} x R para o CSBR
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£

Seja agora & =
e + 2711 - ¢)

Em termos do parametro & as equaghes paramétricas sao

(L - 8) In 2

A
H

LI}

E(R}) TE(G) - H(8§) ’ veja (2.3.16}).

Estas equagOes podem ser vistas graficamente como na Fig,(2.3.8)

|
@ :
A & L ER)
j
H{5)

1 4

M e — -

2 % R/1in 2
Fig. (2.3.8)

O expoente de codificagadc para o CSBR
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EXEMPLO 3: (CANAIS COM MUITO RUTDO)

Consideremos um canal com muito ruldo no sentido de que a
probabilidade de receber uma dada salda & quase independente da
entrada. Encontraremos uma aproximagdo de E(R) para tais canals

que depende somente da capacidade., Seja wj' j=lyeserd um

conjunto de probabilidades definidas para as saidas do canal e

definamos eji por

p(3lLl = chl + eji} (2.3.17)

Fagamos |€ji| < < 1, para todo (i,3), de modo que o canal sera

de muito rulde no sentido acima. Se (2.3.17) & somado sobre ]

obtemos

= () para todo i. {2.3.18)

Agora calculamos Eo(p, ;) para o canal por expansao de E,

como uma série de poténcias em eji e abandonamos todos ©os termos

maiores que a segunda ordem

1+-p

> _ . 1/t+p 1/ 14p
EO(D; p) 1n § |:;Z- p(i) wj {1 + Eji) :|

eee  (2.3,19)
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, , 1/1+p
Retirando wj da soma interna e expandindeo (1 + Eji) teremos
1+p

£, £.,°
Ee(p:gi = =ln I w.j'z (i) 1 + i £ 0 S F S -
j Li 14p 2 (1+p) 2

£ pe. 2
=eln Dwy [ 141 eprpey | 2o —2E +
i i 1+p 2(1+p) ?

2
€
y p A1to) [ £ op(i). ~it ]

2 i 1+p

Usando {2.3.18) isto se torna

> p 2 2
E {pyp) = =In ¢ 1 - EwylZp(l)e.,“~(Zp(i)e.,) >
0 2(1+p) 3 3{1 3Ly 3t }

s —L v, | T p(d) e.,2 - (I pld) e.,)? =
2(1+0) § 9 [ 1 31 1 i

|

£(p) (2.3.20)
1+p
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1 2 2
+{p) » § W [ L p(i) eji { f p(i) eji ) } .

As equagdes paramétricas ficardo

->
S SV & - (2.3.21a)
(1 + p)?
b
£(p)
E(RY = p? (2.3.21b)
\ (1+p)°
A informagio mitua m&@dia usando a probabilidade de entrada p &

dada por (2.3.2la) com p = 0, Entac a capacidade do canal € da

da por

C = m%x £(p) (2.3.22)

Finalmente, resolvendo (2.3.21} para p e usando (2.3.22) obtemos

C
E(R) = (V€ - V)? ; JSRsC
C
Para R < Z podemos combinar (2.3.10), (2.3.20) e (2.3.22) e ob

teremos



E(R) =

MO
1
0
-
[==]
A
2
A
L Ay

0 grafico desta funcao sera o da Fig. (2.3.9).

E{(R) »

c/2 |

C/4 4

ol

Fig. (2.3.9}

E(R) para canais com muito ruldo.

EXEMPLO 4: (CANAIS PARALELOS)

Sejam Fl(yj[xkﬂ e thyglxiﬂ as probabilidades de transi-
g¢ac de dois C.D.S.M, Usaremos estes canais em paralelo, isto &,
em cada unidade de tempo o transmissor emite um simbolo X, 89
bre o primeiro canal e um x; sobre o segundo. Os canais serdo
considerados independentes, isto &, a probabilidade de receber
um simbolo Y3 no primeiro canal e um Yy no segundo canal, dado

que o par (x,, x;) foi emitido, & Pltyjlxk). Pz(yﬂlxi]. Egtes
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canais paralelos podem ser considerados como um simples canal com
entradas consistindo em (xk' xil pares e safdas consistindo em
(yj, yg) pares. Podemos aplicar o teorema de codificagao  nesta
combinag%o de canais usando sequéncias de pares de entradas como

palavras cddigo. Sendo p{x, ., x4} a probabilidade atribufda aos

pares de entrada, temos

k* X1

1/1 1
Eo(ppg)=-1n )3 L p(xk,xi)(Pl(yj|xk].P2(y2|xil) /ltp | 1+p
eryz X

Se restringimos n{x,, xi) = pl(xk). pz(xi) ’

onde ;1 e Ez 830 probabllidades de entrada atribuldas avs ca

nais separados, entao Eo(p, E) simplifica do seguinte modo

)1/’+D 1+p

E (o, p) ==1n ¢ [ i plcxk>.(P1<yjka)
®

14p
. [ by pz(xi)(Pz(yE|xi))1/1+p } =
X

i

- 1 - 2 >
Eo(pr pl} + Eﬂ(p' pz}

4 14p
1 o . 1/1+p
onde EG(D: Pl} In Z { z pl(xh){Pl(yj]xk)}
Y3 L *k J
*1+p
171
E2(0, p) =-In L | I p (i) (P,(y,|x;)) 7 %P
2 2 P T §
Yo *q J
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e . . 1 - -»>
Se escolhermos P, que maximiza Eotp, pl] e p, que maximiza

Eﬁ(p, 32) para um dado p, entao se segue de {2.3.12) que
e - ~
E,(p, P) & maximizado por plx,, x4) =p {x;). p {x;) e entao
- -+ - - 1 - - o >
max Eo(p, p) = max En(p, p1) + max Eu(p, pz}
P . P,
Este resultado tem a interessante interpretagado geométrica da

Fig. (2.3.10)

Fig. {(2.3.10)

E{(R) para canais paralelos

Sejam E{p) e R(p) os expoente e taxa para a combinagac paralela
como parametricamente relatados por (2,3.7) usando a otimizagao

sobre p. Sejam E'(p), R'(p), EZ(p)} e R?*(p) as gquantidades and
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logas para os canails individuais. 'Entao

el (p) + E*(p}

E{p}

RY(p] + RZ(p}

R{p)

E dal a combinagao paralela & formada pelo vetor adig8o de pontos
com a mesma inclinagdo nas curvas individuais como vemos na Fig,
(2.3.10). E claro que isto pode ser generalizado para quando

tivermos "n" canais paralelos.
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CAPITULO 111

0 DUAL ‘DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA INFORMQQKO E O LIMITE

" TNFERIOR DA FROBABILIDADE DE ERRO

3.1. INTRODUCAO

Ja vimos no caplitulo anterior que Shannon [24], em 1948,
descobriu que se a taxa de transmissdao R de um canal € menor gue
sua capacidade C entdo €& sempre possivel se escolher um cddigo
bloco, de comprimento N suficientemente grande, tal que a probabi-
lidade de err¢ de decodificagéo seja arbitrariamente pequend.
Mas somente em 1965 Gallager [15] conseguiu dar uma demonstragao
simples e elegante para o fato, estabelecendo um limite superior
para a probabilidade de erro,como no Teorema (2.2.1). 1Iniciaram
se investigagaes sobre o que poderia acontecer se a taxa de
transmigsio R superasse a capacidade C do canal. Entao
Felnstein [12] provou, utilizando a desigualdade de Fano [11] ,
que a probabilidade de erro tende para um limite longe de Zero
quando N cresce muite. Este bom resultado, entretanto, passou a
ser considerado a inversa fraca do teérema de codificagido depois
que Wolfowitz [31] deu uma recIproca forte para o mesmo. Em 1973

Arimoto [1] apresentou o verdadeiro dual do teorema de Gallager.

UNICAMP
CIBLIOTECA C(EXTRAL
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Neste Capitulo mostraremos o dual do teorema de codifica
¢do para R maior do que C no problema de determinar o limite in

ferior para a probabilidade de erro.

3.2, LIMITE INFERIOR DA PROBABILTIDADE DE ERRO

Novamente utilizaremos o C.D.S.M(X,Y,[P(j]i)],xN,YN) de
finidg na se¢ao (2.1). Um cddigo com M palavras de comprimento
N & umé aplicag3o do conjunto de m mensagens da fonte, 1<m<M ,
no conjunto de M palavras cbdigo ;1,..., ;M . onde ;i £ XN '
1 <1< M. A decodificagao sera uma aplicagdo do conjunto das
N-gsequénclas de salda Yy nos inteires 1,..., M. Partiremos do

principio de que:

i} As mensagens sao igualmente provaveis

11} Serd adotado o decodificador de maxima-verossimilhanga.

L - =+ - + » ]
Entac a N-sequéncia de salida y sera decodificada no inteiro m',

- - -
atraves da palavra cOdigo X ve SE€
P(;|§m,) > P(§|;m) , L<m' <M, m'"#m
No capitulo anterior definimos a probabilidade de erro de uma

palavra cddigo através de uma fungao indicadora. No presente ca

so serd interessante e possIvel darmos uma expressido para a proba
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bilidade de erro de decodificacgao para um dado conjunto de M pa

lavras cddigo C ='{§1,..., ;M} na seguinte forma:

PIcy =1~ 1L z max P(FI; )) .
e <+ m
VEYy M

£ claro gue, para qualguer ﬁsYN e qualguer constante fixada B<0,

t/B I B
max P(?lzm.) = max P(§|§m.} <
m' m'
B
< { 3 (P(m;m.J)l/B } .
ml

Usandc este resultado vemos que a probabilidade de erro de deco
dificagac satisfarid a desigualdade
B

p_(€) 21 - L o I (P(Y!Ix .))1/B (3.2.1)
M ?EYN m* m

A desigualdade (3.2.1) acima A& um limite inferior para um cddi
go particular quando se usa o esquema de decodificagdo de maxima
verossimilhanga. Entretanto, quando N cresce muito, este limite
torna~se complicado ao mesmo tempo em gue ndo recai em alguma
propriedade de converg@ncia., Entao sera necessario simplifiecar

a desigualdade (3.2.1) pela avaliagao sobre o conjunto de todos
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cbdigos possiveis.

Para isso vamos supor que G° =”{§:,..;; §;} seja o cddige
que minimiza a probabilidade de erro, que denotaremos por Pe° De
notaremos ainda por E(?l,..., im} a probahilidade associada 3 es
colha do cbdigo ¢ = {;1""’ ;M) e por E a egperanca baseada na
medida de probabilidade ;£;1"“' ;M). Entao podemos ver que

existe pelo menos uma medida de probabilidade 3°(;l,aa., ;M} tal

que E{P_(c)} = P_. Por exemplo

L y Se Cﬂ(;;"“';ﬂ) coincide com
M
3“(?1,...,§M) = C°=(§:,a..,;;) em alguma permutagio

0 , noutro caso

~

Esta medida de probabilidade assegura que E{PE(C)} =P

Seja E(;l,...,;ml uma medida de probabilidade arbitraria
no conjunto de todos os possiveis cBdigos. Ent3o, voltando 3
desigualdade (3.2,1) e aplicando o valor esperado obtemos

>x /B :
E{p ()} 2 1 - E Z' E (P(y xm-)) ] ’

= |~

0 <BR<1 (3.2.2)
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Isto porque, para uma constante fixada 0 < B8 <1, a fungao asca

B

lar f(t) = -t" & convexa U para t > 0,

Agora impomos a restrig@o adicional de que a distribui -
cao de probabilidade E(?I,..., ;M) & invariante sob alquma per
mutagao de seus argumentos. Entdo isto implica que as distri -

buigdes de probabilidade marginais

* > -
pi(xi) = L een . z . z ceo z p(xl,..., ;M)
xleXN xi_lsXN Xi+1EXN XMEXN
~ 1 ~
sao todas iguais e, portanto, todos E [(P(Fl;m,)) /8 ] 880
iguais em (3.2.2).
Entao
- 1
E{P ()} 2z 1 - P ' TR (rEIN) /8
VeYy | Xex,
L (3-2.3)

onde a distribuigdo de probabilidade marginal p(x) ser3 defini-

da da forma



Desde que existe uma medida de probabilidade E”(;l,..., ZM) que
& invariante sob permutagbes de seus argumentos e satisfaz 3 con

digd3o B [ P_{C)}] = P_, como visto anteriormente, entdo & possi

vel reescrever (3.2.3) como

- > > g
I B PGIN) /8 (3.2.4)
X

P, 2 Inf. 1 - NB—1+£
3 (%) ;

onde a operagao Infimo & tomada sobre o conjunto de todas possi

vels distribuilgdes de probabilidade em Xy

Usando o fato de que o0 canal & discreto sem memdria temos

P(Y]X)

i
=

plyylxy)

i=1

x4

onde;: = (xl,...,xN) € Xy & x; € X= {xx,...,xI}

1

-
Y= lypreenayy) €Yy e vy e Y=y eyl

Precisaremos agora do seguinte lema,

LEMA (3.2.1): Para o canal discreto sem memdria especificado pe

las probabilidades de transicao P(?I;) & assegqurado que



B
mix 3 |, BOCEIX /Bl =
P (%) yeyy |xeX,

: 1e\6] )"
= { max T ( I pO)(PLy]x)) ;, 0 <B <l
p({x) yEY XEX

PROVA: No capitulo anterior vimos que a maximizacado de En(p, E)

foi possivel definindo uma fungao

1+p
Flp, B) = Z Lopd) (F‘(jli)')l/wp:i
J

onde 0 < p(i) < 1, E p(i) =1 e 0 <P(jli) <1, IZP(j1) =1,
J
No cago onde 0 < p < 1 Gallager provou, usando a convexidade  de
F{p, 3) com respeito a E, que condigdes necessérias e suficien -
tes ao vetor de probabilidade E que minimizavam F{p, E), maximi-
zando Eo(p, E). eram dadas pelas expressdes (2.3.12) e (2.3.13 )
do teorema (2.3.3). Mas agora temos -1 < p < 0 e como consequén
cia a fungBo F(p, P) serd convexa p. As condigBes necessirias

e suficlentes entdo para que E maximize F(p, E) serao
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1+p

D (PG T (g BP < (g BNy s

J J

com igualdade se p{(i) > 0 onde aj(E) ) definido como en

(2.3.13})., Para um 8 fixado arbitrariamente, 0 < 8 < 1, seja
P = (p°(xl),,,., pﬂ(xI)) o vetor de maximizagdo tal que

T (P(ylx))l/B . (a(y))Bu! < I (G(Y))B ., Y X € X
yey yeyY

com igualdade se p%(x) > 0 onde

aly) = I po(x)(Ply|x)) /8

xXEX

E evidente, entdo, que a distribuic¢ao de probabilidade

POGO = BY(x yennnxy) = B2(x ) aus B0(x) ¥

%+

satigfaz

2 GNP L @t < s an)®
?eYN yeyy

com igualdade se p°(x) > 0 onde
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M = T REGIN)E

Portanto, E°(§) & a distribuicdo de probabilidade que maximiza

:
I LE Bootea /B
yEYN xeXN

Isto resulta na igualdade (3.2.5).

Retornando a (3.2.4) e aplicando o Lema (3.2.1) temos que

B
P >1-~- -1 max{jx (E p(i)(P(j|i))1/B ]
P LiA\d

N

ave (3.2.6)

onde p({i) e P(j|i} sao:

p(i} P(Xi) y 1=1,.0., 1

P(j|i) P(yj|xi), j=1,...,J e i=1,,.., I

Finalmente, sejam 1 = exp(NR}, onde R & a taxa em nats,R = l+p,

e Eo(p, 3) como em (2.2,2), Entao a inequagao {3.2.6}) pode ser
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colocada na forma

PB > 1 - exp. =N -pR + mén g, (p,y ;) ; Para =1 < p < 0
L ) (3.207)

e onde o caso especial p = -1 serd interpretado como

min E, (-1, P} = 1lim min E, (0, D)
-+ -
p P71

que resultara equivalente a

-In { £ max P(j|i)
i i

Entao provamos © seguinte Teorema.,

TEOREMA (3.2.1): Suponha um C.D.S.M(X,Y,[P(jli)],xN,YN). Entao,

para algum bloco de comprimento N, algum nimero de palavras cd
digo M = exp(NR}, e alguma selegao de cOdigos, a probabilidade
de erro de decodificagdo € limitada pela desigualdade (3.2.7).

A funq&o.expoente’mzn Eg (o) E), para =1 < p < 0, tem pro

priedades interessantes gemelhantes &g da fungdo méx E, (o, ;) '
>
p
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para 0 < p < 1, A mais importante € a que se segue no seguinte

Lema.

LEMA (3.2.2):

1im L min E,(p, 7) = lim = mdx E (p, p) = C (3.2.8)
pto p P pto p

onde C & a capacidade do canal, isto &, o maximo da informagao

miitua média

p(1) P(§[1) 1n —nt3ld)

I(P; P} =L L
i3 Ep(k) P(3lK)

como ja definida na segao (2.3)

PROVA: E fAcil de ver que

Eo(pr -5) =0, para p = 0

P -
2y ot P = I(f; P)
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+ Ll
Entretanto, de acordo com o Teorema (2.3.1), se I(p, P} e positi

vo e p >0 entao

e, (0, 8l > 0 (3.2.9a)
3_ E (o, 31 >0 - (3.2.9b)
ap

2 _E (o, pL <O (3.2.9¢)
3p?2 -

Portanto, as desigualdades (3.2.9h) e (3.2.9¢) sdo validas sem
pre para o caso no qual -1 < p < 0., Desde que a desigualdade

(3.2.9c) implica que E (p, E) & uma funcdo convexa n COm respei=

- N - N —»>
to a ppara um p fixado, & evidente que para algum p

£, (pr B) zpi-Eo(p, ) para -1 £ p < 0
3p

2 E, (Py p) para 0 < p < 1

£, (p, B)
30

fal
o)

as quals asseguram, respectivamente,

min Eo(pl E)
1im -£ < lim méx ¢ (0, P} = méx I(p; P) = C
pto o pto 7§ dp ° B

“en (3.2.10)
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ix E (p, )
méx E (p, P

1im =E < méx 2 E,(Pe 3] =
eto P P 3p D=0
coe (3.2.11})
Por outro ladc se segue que para algum E
Eq, (P, 3) P %ﬂ EO(D; Ei para =1 < p < 0
P p=
E (p, P) 2 p 2 (o, D) para 0 < p <1
4 Bp 0
as quais asseguram, respectivamente
min £ (p,p)
pre a . 3 -
lim —& > mix | — € (o, p) = € (3.2.12)
pto P P 3p 0=0
max E {(p, pl
lim > lim | max — E _(p, p) = C (3.2.13)
pto p pto g o °

As desigualdades (3.2,12] e (3.2,13] conjuntamente com (3.2,10}L

e (3.2,11) implicam em CB;Z;SI
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TEOREMA (3.2.2]: Para gualgquer canal discreto sem memoria, se

R » Cc, entao

E(RI = mBx | =pR+mIn€ (p, 3) | > O (3.2.14)
~1<p<Q 2 "

PROVA: Notamos que existe um nfimero e > 0 tal que R > C + ¢ ,

Entac, & eyidente do Lema (3.2.2), que existe um niimero o,

-1 < py <0 tal que

1 In 50(90,31 < C+e

Substituindo isto em (3.2.14) temos

-0 R + mIn € (p 31 >=p (R—-C=-¢€] >0
1] -+ 1] [

P

0'

0Os teoremas (3.2.1l) e (3.2.2} provam a inversa forte do
teorema de codificag@o para canais discretos sem memdria. O 1i

mite inferior dado para a probabilidade de erro por (3.2.7) & um

resultado forte e que pode ser generalizado para outros tipos de

canals.
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APENDICE A

A-l: Antes de apresentarmos ¢ restante da demonstragdo deste

teorema (2.3.1) veremos o© seguinte Lema.

LEMA: Seja p = (p{x,)secs, p(x)) um vetor de probabilidade e

sejam 8 see.y ap UM conjunto de niimeros nao-negativos. Entao

a fungao

£{s} = ln [
‘ i

# e

/s |°
p(i) a
1 1 }

-

& nao~-crescente e convexa i em s para s > 0, Entretante, f(s)
é estritamente decrescente a menos que todos aifs para 0% guals
p(l) > 0 sejam iguais. A convexidade & estrita a menos que te

dos a;S nao-zero para os quais p(i) > 0 sejam iguais

PROVA: 0 fato de que f(s) seja nao-crescente e as condigdes pa

ra que elaseja estritamente decrescente sequemdiretamente da de

sigualdade padrao

1 ) T
{ L p(i) ay /s } > [ I p(i) ail/r ]
i
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para 0 < s < r, Para estabelecer a convexidade sejam s, r e 0

ntimeros arbitrarios, 0 < s < r, 0 < 8 < 1, e definamos

t = 8s + (1 - 8)r {(A.1)
Para mostrar que f(s) & convexa U mostraremos que
fF(t) < 8f(s) + (1 = 8) F(r) (A.2)

Definamos o nilmero A por

y = 28 , 1 -3 =X -0
t t

{A.3)

Estas expressdes podem ser vistas serem consistentes pela adigao

delas e usando (A.l). Sempre se segue de (A.3) que

1_8,-0 _A,1=2
t t t 8 T
Portanto
1 -—
b p(il.ai /t . X D{i)-ﬂik/sﬁib Wr <
i i

A 1=X
< {z pci),ail/s} . [z p(i)uail/r} (A.2)
i



_.66._

onde (A.4) segue da desigualdade de Holder, ver Apéndice (B-3)

Elevando ambos os lados de (A.4) a poténecia t e usando (A.3) te

mos
[ i p(i).ail/t ]t : [?. p(i"ail/s ]Se.[ i p(i).ai‘/r ]rfl-el
(A.5)
tomando o logaritmo de (A.S5) obtemos (A.2). A convexidade & es

trita a menos que (A.4) seja satisfeita com a igualdade, o que

ocorre se hd uma constante k tal gue

p(i).ail/5 = p(i).ail/r . k, para todo i, veja Apéndice (B-3)

Isto implica imediatamente a condigao para convexidade estrita

no lema.

voltando entaoc ao Teorema (2.3.1)

. 1+p
£ (o) ) = -ln 3 | B (D) (P(3D) TP
j i

J

Sendo P(j|i) correspondente a ay no lema,e l+p correspondente as,

vemos gue
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1+p
{ z p(i)(P(in))I/l*p (A.6)
i

& nio-crescente com p para cada j. Por suposicdo, I(E; P} >0 ,
e entdo P{j|i) ndc & independente de i sobre aqueles 1i's para os

quais p(i) > 0., Entdoc a expressdo (A.6) acima & estritamente de

* .
crescente para pelo menos um i; Eo(p, p) e estritamente crescen-

te com p, e 3 EO(D; p) > 0 para p > 0. Desde gue En(D, p) = 0
ap

1sto implica sempre que Eo(p; 3) >0 para p > 0. Proximamen -
te, mostraremos gue Eu(p, E} € convexa  em p. Sejam N >0 e

P, > 0 arbitrarios e 8 tal que 0 < 8 < 1. Definamos P, = ple +

+ 92(1 - 8). Do lema anterior, veja (A.5),temos que

+e (14p )8
z [i p(i)(P(j[i))1/1+D3] 35. y [E o (1) (P(jli))l/H'pl 17"
X 3 :

J

{A.7)

(1+p,) (1-6)
[z p(i) (P(j|i))l/l+pz} 2
i

Aplicando agora a desigualdade de Holder, veja Apéendice (B-2) ,

ao lado direitec de (A.7) obtemos
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¥ 1+p 6
j { E"‘i)(chlinl/”pa} ol { TPINTCIFS) ALY MR G
¥ ra : T3 1 4
1+p 1-9
5 [Zp{i)(l’(jli!)l‘/HQZ} - (A.8)
3|1

tomando o logaritmo de ambos os lados de (A.8) acima temos
= > 5
—Eu(pa. p) < -GEo(pl. p} ~= 1 -~ @) Eo(pzn B

Isto estabelece que Eo(p, 3) & convexa  em p. A convexidade es
trita falha se ambas (A.7) e (B-2) sao satisfeitas com igualdade.
Através do lema vemos que (A.7) €& satisfeita com igualdade se
P(j|i) & independente de i para todo (i,3) satisfazendo
p(i)P(j|i) > 0. A condigdo para igualdade em (B-2) & gquehajauma
constante k tal que, para todoc j,

1+p

2

i+p
2 n(i!F(jlinl/l+p’] - [ 2 e (p310) /20
i

LR (A.g)

Se (A.7) & satisfeita com igualdade entdo os P(j|i) n3o zero po

dem ser fatorados da equagao (A.9] acima restando
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1+p 1+p
z p (1) 'k L p (1) 2
1:P(3]1)>0 iR (j 1) >0

para todo j. Isto implica que o termo entre colchetes acima &
alguma constante o, independente de j, e entao para qualquer(i,j)

com p(i}P(j|i) > 0 temos:

Z p(iIP(3l1)
i

P(3|i)
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APENDICE B

B-1: TEOREMA

Seja £(2) uma fungao convexa n de % = (O renns aI) sobre
uma regido R gquando o & um vetor de probabilidade. Consideremos

que as derivadas parciais 2 f(a) gdo definidas e contInuas 50
2 1s]
i

bre a regido R com a possivel excessdo de que lim L. #(3) pode
0.0 da.,
sexr +«, Entao,

2. F(3) = A { para todo i tal que oy >0
a

1
P -
— f(a) £ A ; para todo i tal que oy = 0
ao

i

830 condigbes necessirias e suficientes ao vetor de probabilida-

> =
de o para maximizar f sobre a regido R.

Para B-2 e B~3 deste apéndice consideraremos 840 by e py
niimeros ndo negativos definidos sobre um conjunto finite de i,

1 <1 ¢TI digamos. Consideraremos 0 < A < 1 e mais:

py =1

[ ol |
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B-2: DESIGUALDADE-DE-HBLDER

1-)
1/ )X 1/(1=3)
< L a I b

com igualdade se, para algum c, ail-h = bih. ¢ para todo 1i.

B-3: VARIANTE DA DESIGUALDADE DE HBLDER-

1/ A
D Pi%i% S| Dopgey {

=

1/ -

com igualdade se, para algum c, Pyay

do 1.

bi € para to
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