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CONSIDERAÇÕES 

No trabalho A é um anel comutativo com identidade: lÃ 

e os A-módulos são chamados de unitários. 

Consideramos os homomorfismos de anéis f: A----~B tal 

que f( lA) = lB' seguindo as terminologias usadas por {.1,8) 

NOTAÇllES 

mod, : m6dulo 

hom. : homomo·rfi smo 

IE·: Aplicação identidade :E ---E 

Ker u: kernel do homomorfismo u 

Coker u : Co-kernel do homomorfismo u 

f.g. :finitamente gerado· 

f .a. finitamente apresentado. 

see: se e somente se 

diag. com. : diagrama comutativo 

inj. : injeção 

sobre: sobrejeção 

s.m. : -Sist.ema multiplicativo 

( E ) : geradcr por E 

« B -( ~' 0) ou E-- F -G : sequencia de A-mod. e homomorfiomos 

f/E: restrição da aplicação f sobre E 

annl : anulador 

@ R.: soma direta de A-mod. 
iEI

2 

t.q. : tal que. 



I N T R O D U Ç Ã O 

O objetivo deste trabalho é abordar os vários -aspectos 

de um módulo plano. 

Na parte inicial deste, fazemos uma e_xplanação de_ con -

.cei tos e proposiçÕes básicas. 

~o capítulo I _definimos e·- exemplificamos 11 mÓdulos pla -

nos". 

No capítulo II discorremos sobre 11 limi te direto" expônk 

do um teorema devido a Daniel Lazard ( 6J : IJ.'odo módulo plano é o 

limite direto de módulos livres finitamente gerados. Utilizando 

este resultado relacionàmos módulos planos com equações lineares~ 

No capítulo III apresentamos um estudo feito por Lambek 

( 5) , que caracteriza módulo_s planos por módulos caráter·. 

No capítulo IV damos uma aplicação de furi.tor "tor" sobre 

os módulos planos. 

Assim procuramos estruturar módulos planos sob várias 

formas: propriedades específicas, localização, e qui valências com 

módulos injetivos e mÓdulos projetivos sob certas condiçÕes e a 

relação com funt6res~ 1111, hom., tor. 

Com o presente trabalho esperamos contribuir para me . . 
lhor compreensão de módulos planos e servir de estímulo para pos­

teriores pesquisas. 
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CAP!TULO O 

RESUMO DE ALGUNS CONCEITOS E RESULTADOS EASICOS 

Apresentaremos neste capítulo algumas definições e pr~ 

posiçÕes fundamentaio, cujas-demonstra9'Ões .sao encontradas se~ 

do as referências indicadas. 

§ l. HOMOMORFISMOS E PRODUTOS TENSORIAIS 

Definição: ..Seja A: anel, uma sequência de A-mod. e homomorfis.-.-: 

mos: 0-~-M'~M~\II"-0 é di'ta exata see Ker f= Im g. · 

Conluimos da definição acima: 
f o-M'-M é exata see f é injetivQ;·-----

M,t_llM-0 ~ exata see g é sobrejetivo. 

o-r./P-M-0 é exata seo .M' :: M. 

o~M---+0 á exata see M ;; O. 

Se N: submod. de M então: 0->N-+-M~M/N-O é exata. 

O lema que enunciaremos a seguir é bastante útil para 

as demostrações de proposições. 

Proposicão 0-1,1. (5-lema) 

Seja o diagrama comutativo de A-módulos e homomorfismos: 

M~M2-':3~M4~M5 
at bj c} d~ eL 
N1-N2~N 3-----;.-N4~N5 

(i) Se~~ sobre; b, d:inj., então·_2: inj. 

(ii) Se e:inj.; b,d: sobre, então c:sobre. 
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( iii) Se a :sobre; e bij. então c: bij. (7) 

Proposicão: 0-1.2. (Lema Snake) 

Consideremos o diagrama comutativo de A-mod. e hom. 

M 1 -M~M" O 
"'• b+ Cj, O___,. N • ___.,. N ~ N11 

onde as linhas são exatas. Então: 

Ker a Jl. Ker 'b~ Ker c-------?Coker a~ Coker b -7 Coker ·c é exata. 

Definição: 

r [ 1 ] 

exata é dita split se 

f(E) ~ um fator direto de F (F= f(:E) lll C , C : A-mod.) 

Proposição: 0-l. 3. Se O--:------'>" E ~F~ G O é exata, en-

tão são equivalentes foS afirmações: 

(i) O-- E_____,.. p..- G~o é split. 

(i i) ::xiste fl: F-E tal que f 1o f = IE 
( iii) Existe gl: G-F tal que g o gl = ICl 

_ -u v 
Proposiqa00-1.4. Seja O-M•-M-___,..M 11-0 exata, então~ 

• • 
(i) O-hom(M",N)_2..horn(M,N)~ho~(M',N) ~ exata, para todo N:A-

o • . 
mod. onde v( f) =v o f para todo f Ehom(M",N) e u(g) = u o g pa-

ra todo g E hom( M, N ) • 

( .. ,. (.lu. ( )v. ( )' 11 .0-hom N,:M' -hom N,M -hom N,M" e exata para todo N: 

A-mod., ond-e _v
0
(f) = f o v para todo f E hom(N,M) e u.(g) = g o u 

para todo gE.hom(N,M') ou seja: 

hom(_,N) , hom(N,-) são exatas à esquerda (1] 

Mais adiante esturlaremos os A-mod. que tornam hom(-,N) e hom(N,-) 

eJatasà direita. 
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Proposição 0-1.5. Se o~E--F-G~o é exata tal que E 

e G são f.g., então F é f.g. f.2) 

Proposicão 0-1.6. Sejam M, N, P : A-mod. Então: 

(i) (I•~ ® N) ® P; M 111 (N ® P) ;; M ® N ® P 

(ii) (M $ N) ® P ;; (M ® P) ·~ (N ® P) 

(lii) A ® M ;; M ' 

(iv) hom(A,M) ;; M 
n _ n ) ( ) (v) hom(M, @ N.) ~ $ hom(M,N

1 
2 

i=l 
1 

l""'l 

Observacão: hom(M, A) "j M, M ~ hom(M, A) é di to dual_~': M. 

Pro_pos:i,._yão Õ-1.7. Se M•-:).M ----?>M11 --:;.0 é exata, então: 

E @ MtE 
8)-'E 0 M1E:!,vE 0 M"~ O 

. 
~ x ® u(y) , x<;E ' y EM'. _Analogamente define-se IE ~ v •. 

ou seja: E ® é exata à direi ta. (1} • 

Para E : A-mod. que tornam E ® 

ditos MÓdulos plallos 

exata à esquerda sao 

Definição: Sejam f: A~B : hom. de anéis e N : B-mod. N, tem a 

estrutura de A-mod. definido por ax = f{a)x , aE.. A e XE. N • 

Então N : A~mod. é dito obtido por restrição de escalares. 

Definicão: SejaM: A-mod. M ®AB é um A-mod. que tem estrutura 

de 1l-mod. definido por b(b' ® x) ~ bb' ® x; b, b' E. B e xe.M 

M ~~B:B-mod. é dito obtido de M por extens?o de escalares. 

Proposição 0-1 .. 8. Sejam A, ~anéis , M: A-mod., P~E-mod. e N: 

(A,B)-bimod. Então: 

(M ®AN) ®BP ; M ®A(N ®BP) 
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Proposição 0-1.9.( teorema do isomorfismo adjunto) 

Sejam A, B: anéis > P: &-mod., N:A-mod. e M: (A, B)-lllal 

Então : hom:B(M llj,_N,P) ;; homA(N,homB(M,P)) (8) 

-o o o-

·---

! 
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§ 2. MóDULOS PROJETIVOS E !llÓDULOS DE APRESENTAÇí\0 FINITA 

Tiefinição Sejam X : conjunto, U =lu I x€ X) e Au = t au I 
\ X. X . X 

um A-mod. cíclico. 

FA(X) =x~X Aux=\ '[_ax uxl 

é dito A-mod. livra (notação 

a E. A e a = O para quase todo 
X X . 

: A(X) ) eU~ dito uma base de 

Proposição o-2.1. 
um A-mod. livre. 

Todo lil:A-mod. é isomorfo ~ um quociente d,e 

Demonstração : 

Claramente f 

Definamos f:F A (lil) _.,_!iJ 

é sobre, daí : 
-

por 

f 
O ---;.. . K e r f -----7 F A ( lil) -----;. liJ __,.. O _ é ex a ta • 

f([.a 
me.M m 

Então pelo teorema do isomorfismo de A-mod. temos : 

Definição Sejam P,. :M, N : A-mod.e f, g :homomorftsmos. 

Dado o diagrama : 

_Dizemos que P:A-mod. é projetivo se: ~homomorfismo 

h: P-lil ta'l que f o h = .g. 

ObservaQão: Se P é projetivo então hom(P,-) é exata à. direita 

Proposição 0-2o2. Todo A-mod. livre é módulo projetivo. 

Demonstração: Seja F = * Auo( : um A-mod. livr&. 
"' Consideremos o diagrama:· 
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exata. 

Como f é sobre, para cada cJ. , :3 x""Eo M/ f(x"') ; g(u.J. 
Definiremos h:F~M por h( La~ u"' ) ~'[a"' x d.. , onde 

f(x"') ~ g(u"'). Daí f o h([a"'u"") ~ g([a"'u..._). 

Apresentaremos a seguir uma proposição que caracteri­

za módulos projetivos sob vários aspectOs: 

.Proposição 0-2.3. 

afirmações: 

Seja P:A-mod. Então sao equivalentes 

(l) P:A-mod. projetivo. 

as 

(2) Para todo M:A-mod, tal que M__!.. P ~O é exata, existe . 

h: F-'>- M tal que f o h ~ Ip• _ 
i .11 

(3) Toda se.quência: 0-> K.-e;.M--?F- O é split. 

(4) Existe F:A-mo'd. livre tal que: 

i " O-->- K_____,.. F____,.. F~ O é exata e spli t • ... 
(5)3 { x"' \ C F e '3 j fo~. \ C P ~ hom(P,A) tal que, para 

<><e I "'-"'I \ 
todo xE P, x~ [f.,.(x) x"' (chamamos qx"'\,l,f"' )o<«I um 

sistema coordenado projetiv9 ªª f ) 

Proposição 0-2.4. ( Lema de Schnuel ) 

Dado o diagr~aJ 

o -->-rl __ rl ~. !~ __ o 

0- K2-;;. p2 -'>M2 -o 

(41 

exata 

exata 

onde P
1 

e P
2 

: A-mod, projetivos , M
1 

;; M
2

• 
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Entãô ( 41 

Definição L1 1
0 

E~ O : sequência exata ~ dita~ 

presentação de E (apresentação finita, abreviadamente E é f.a.) 

see L
1 

e L
0 

são A-mod. livres (A-mod. livres f.g.). 

Proposição o-2-.5. 

Demonstração: 

Todo A-mod. admite ume apresentação. 

E:A-mod., então pela prop. 0-2.1. E;; L
0 

/ F
0 

, L
0 

: A-mod. li-

vre. 

E : hom. natural e F = Ker u. 
o 

Pelo mesmo argumento F
0

; L
1 

/F
1 

, L
1 

: A-mod. livre. 

Obtemos assim : 

):vJto 
u -E ~o 

/li. o'\ onde v = i o P• 

Assim, Ll 
v 

Lo 
u 

E '>Ü é uma apresentação 

Proposição 0-2.6. 

(i) Se E é f.a. então E é f.g. 

(ii) se E:A-mod. projetivo f.g., então E é f.a. 

DemonstraçãO: 

de E. 

(i) Por hipótese 3 . L
1 

v 1
0 
~ E --'>-0 exata, onde L

1 
e L

0 

-sao A-mo d. livres f. g. . 
Como u é sobre., temos que E é f.g. 

(i i) E:A-mod. projetivo, então pela prop. 0-2.3. 

livre f.g. tal que 

~ L :A-mod. 
o 

é spli t, 
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ou seja 3 v : E~ L
0 

tal que L
0 

;;:: Ker To $ v( E). 

COmo L
0 

e v(E) sao f.g. então Ker;; é f.g. 

Daí pela prop. 0-2.1. ,Kedí;;:: L1 / F1 , L1 : A-mod, livre ~· 

Logo: L 0 -~,.. E --o é uma apresentação finita de E. 

Exemplo: 

Um A-mod. f.g. t não é necessáriamente f.a.· 

Sejam: ••• ) : anel polinomial com infinitas 

variedades, F:corpo; = ( x
2

, ••• ) ideal de A e A/I: A-mod. 

cíclico. 

Assim A/I é A-mod, f.g., mas A/I não é f,a. (pela prop. 

0-2.4.) 

Seja E:A-mod. f.a. Proposição 0-2.?. 

Dado o- F---4- G P E--->0 exata tal CJ.Ue G é f,g,, 

então F é f ,g, 

Demonstração : 

E é f.a., então3 ~ r 

que 11 , L0 : A-mod. livres f.g. 

L ~ E---> O exata tal 
o 

Consideremos o diagrama: 

L 

J~ 
E--o G 

p 

1 0 : A-mod. livre, então pela prop. 0-2.2. ~o é A-mod. proje-

tivo. Daí 3 u 

Mostremos 

: L-----<- G tal CJ.Ue p o u = s , o 
CJ.Ue u o r (L

1
) C Ker P•. 
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x E: u o r (L1 ), então3 J..
1 

E Li tal que x = u o r (1
1
). 

Daí p(x) = p o u o r (~ 1 ) = s o r Ü1 J = O 

C' o mo P - Im j = Ker p temos' 

h. luar 
ker p~o F = exata 

Sendo 11 : A-mod. livre, pelo mesmo argumento anterior 

Obtemos assim: 

p r~--- II~o 
O__,._ F--"-j-G E -o-

exata. 

exata. 

Pela Prop. 0-1.2. , 

O = Ker IE;;;--+> ·coker v --->-Coker u---;. Coker IE = O é exata. 

Daí Coker v : Coker u = G / u(L
0

), com G f.g. por hip6tese. 

Assim Coker v é f.g. Como: 

Cbker v f.g. 

Portanto, pela Prop, 0-1.5. F é f.g. 

Proposicão 0-2.8. E é f. a. see3 o _ _,.S ~L 0 -- E~ O 

exata, onde S:A-mod. f.g. e L :A-mod. livre f.g. 
o 

Demonstração: 

( ~ ) E é f .a. r então 3 exata, onde 
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L
1 

e L
0

: A-mod. livres f.g. 

Seja S = Ker v. 

Logo: o--:.s . .-L-- E.4o exata com L: A-mod. livre f.g. 
o o 

Pela prop. 0-2,7, Sé f.g. 

( ~ ) Como Sé A-mod. f,g,, pela prop. 0-2.1. S;; t 1/ Rl' L
1

: 

A-mod. livre f,g, 

Daí existe : 

Te· u L 
-:~-ç-_,.,o 

p s ~ 
o/ "'-o 

v 

onde-p: hom. natural eu __ i o p. 
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CAPITULO . t 

MCIDULOS PLANOS. 

§l.WFTiliÇtlES E PROPRIBDADES 

Definição~ E" : A-mod. é di to PLANO se e para toda se-::.uência : 

O~M'---;..rJI. 'exata, então 0---->--E ® M'~E ®r,i é exa-
' A A 

ta. 

Assim, se I'rT' identifica com um sub-mod. de T1Jt então 
' 

E-. Qll M' identifica com um sub-mod. de E li M se e E é plano. 

Desta ·maneira, E é plano see .Para todo i:I'.T'--''>111 : inclusãq, 

r,p : Sub-mod. de M, implicar que O--+- E ® M' --~"'-E ~ M 
-

exata. 

~ê.i~Q I-1.1. Se para todo i :M c--_ _,>,. M : inclusão, M ;-
o o 

sub-mod. f.g. de M, __ impl~.·c~rque I 0 ® 

"' 
i:E®M E!!M <! 

o 
injetiva, então E é plano. 

~~ê.l!:~~~: 
Seja f:I11' ~rr. : inclusão, M' : sub..:.mod. de M. 

Mostremos que IE ~ f é injetiva. 

n 

·se ·r: xi ® Yi E. Ker(IE®".f), onde xi6. E, yi€IVI', então: 
i=1 

n 
(L em 

i=1 
' ' 

Tomemos wr =<s.) n : sub-mod. f .g. de M'. 
o ~ . 1 

~= 

Seja i: r,, _ _,.. 
o 

1f' : inc·lusão. 

Daí f o i : M--~M : inçlusão, com 
o 

M 
o 

: sub-mo"d. 

E 8 M. 

' 
f.g. de M, 



-13-

· e por hipótese IE ® (f o i) é injetiva. 
n 

como IE® (f o i) ex. ® Yi ~ 
i=l J.. 

n 

n 

b x. 
l 

l 

Segue que ~x 1 ® y
1 

~ O em E ~ M
0

• 
hl 

OemEIIM 

Concluímos.- então ~ yi = O em E ® M' ou seja 

Observação: Isomorfismo~ preservados por módulos planos. 

Se E: A-mod. plano 

(l) Ker (I ® u) ; 
E 

hom. de A-mod. então: 

E ® Ker u. 

(2) Im(IE @ u) ; E ® Im u. 

(3) E® (F/G); (E® F) /(E® G). 

(4} E® (Ff'\G) ;;: (E® F)(1 (E® G); 

Pronosicão I-1.2. 

$ Ei ~ 
i <:oi 

Seja (E.). E 
1

: família de A-mod., então : 
. l l 

plano see E. é plano para todo i E I. 
l. 

Demonstração: 

Seja M'~M:hom. injetor. 

E
1 

® M ·-~~·E 1 ® M ~ inj. para todo i E I se e l!l (E.Il 
iEI 

1 
M')~il(E.®~ 

iEI 
1 

é injetivo see ( l!l E.) ~ M'-( $ E.) ® M é injetivo. 
i~I 

1 iEI 
1 

VP.rp,moA Rno:rA P.XAmpl_ofl ·c1.&~sioos 11e móaulO$ planos: 

(1) z2não é um Z-moà.plano( no caso mais geral, todo grupo torsão 

não é ~-mod.plano) pois Z?.fil z'--..:;z
2

® Q não é injetivo devido ao fa-
a a a 

tó de z 2 ® ~ ;;: z2 e ZlQ:O(l ® b : 2 ® b ~ o ®2ii ~ o ) 
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(2) Todo anel A é A-mod. plano ( por.M ®A A= M para todo M.: 

A-mod. M e por definição de módu.lo plano) 

(3) Todo A(r), A-mod. livre é plano. 

(õór (1) e pela Prop. I-1.2.) 

(4) Todo M:A-mod. projetivo é plano. 

( Prop.0-2.3., Prop. I-1.2. e por (2') ) 1 

(5) Q é Z-mod. plano, mas Q não é Z-mod. projetivo(CAP.III-Ex.J) 

Visando um estudo sbre·· o comportamento de módulos planos, apre-
. 

sentaremos os seguintes t6picos. 

§ 2. LOCÃLIZAÇÃO DE MÓDULOS PLANOS 

Sejam A:anel comutatiyo com lA e S um s.m. de A. 

Definição: O anel de fraçÕes de A por. S é o conjunto : 

s-1
A = \ ; tal a E A, \ - a b at+bS que 8ES com as operaçoes + - t= 8 8t 

a b ab onde a b 
se ··e· somente existe s'E s thl - = se que 

s t S · t = st 

s '~ft-bs}, = o~. a, b E. Ai s, te s 
( S A, + , • ) é um anel comutativo com identidade. ( 2) 

Se A é domínio e S = A-\ O\, então s-1A = qf(A): 

po de fracões de A. Se M é A-mod. define-se analogamente 

módulo de Frações de A. 

Lema I-2.1. Sejam M, N:A-mod. Então: 

(i) S-IM é S-lA-mod, e é A-mod. 

(ii) se u: M-N: hom. de A-mod• então ii. :· s-1M___,..s-1N definido 
-(m) u(m) , . -1 por u - = ---- e um homomorf~smo de S A-mod. 

8 8 

(iii) M ® s-1 A ;; s-1M. ( 1) 

(iv) S-1 M ®,_1 S-lN ~ S-
1

(M liiAN) 
,, A 
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Lema I-2.2. Se O---. M • -.....;a. M é exata, então~ 

o ---w.s- 1 M·~s- 1 M é exata. 

Demonstração: 

m - m u (m) 
= o Se ;; E Ker 

Logo 3 tE 5 tal que 

u , temos u.( - ) = 
s s 

u(tm) = O t.u(m) = O, então 

Sendo u: injetiva, t~ = O ou seja ~ = O 

Proposição I-2.), 

DeÍnonstração: 

S-lA : anel de fraçÕes é A-mod. plano. 

Se O~_M,___... M é exata, então pelo lema I-;2.2.· t: 

o--;.. S-lM! __,..S-lM ~ exata. 

Agora pelo lema I-2 ... 1. concluimos: 
-1 -1 o-s A ® M·~ s A ® M. é exata. 

~ogo S-lA é A-mod plano. 

Se P é um ideal primo de 

Se M é um A-mod. notamos 
-l 

S M = MP. 

A, então S = A -P é um s.m. 
·-l - -1 -
S M ::;::: MP , entao M ® S A = 

Proposição I-2.4. Seja ~ um homomorfismo de A-mocl. Então as sà_ 

guintes afirmaçÕes são equivalentes: 

(i) ~ é irrjetivo. 

(ii) ~P:Mr NP é injetivo para todo ideal primo P. 

(iii) ~ : M-N é injetivo parct todo i,Jeal maximal m. (11 
m m m 
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§ 3. PRODUTO TENSORIAL DE MÓDULOS PLANOS 

Proposição I-3.1. Sejam A, B: anéis, E: A-mod. plano, F: {A, B)..;,. 

bimod. tal que F é B-mod. plano. 

Demonstração: 

Então E ®AF é B-mod, plano. 

Seja G----..G' • hom. injetor de B-mod. • 

Como F é B-mod. plano, temos: F ®oi-F 
B 

®BG é hom. injetor de 

A-mod. Mas E: A-mod. ' plano, então r e 

E ®A(F ®trJ')--'>E c®A(F ®{") é injetiva. Ainda pela prop.0-1.8 

(E ®AF) ®BG•___..(E ®AF) ®BG é injetiva ou seja E ®AF: B-mod, é 

plano. 

Corolário I-3.2. Se E, .F :A-mod. planos, então E ®AF-é plano. 

Corolário I-3;3, 
-----

Seja f: A-B :hom. de anéis, Se CE:A-'mod, 

plano, então E ®AB: B-mod. plano. 

Demonstracão: B é :S.:.mod. plano e B é A-mod. definido pela e~ 

trutura ab ~ f(a)b. Então pela prop.I-J,l. E ®AB :b-mod. é 

plano. 

Corolário I-3.4. Sejam f:A__.B= hom. de anéis e E:B-mod. plaro 

Se B é A-mod. plano, então E: A-mod. plano. 

Demonstração: Como E ~B-mod. é plano e B é (B,A)-bimçd. tal 

que B é A-mod. plano, então pela prop. I-3.1. E ®BB; E é pla­

no, 

Afirmamos que plano é uma prop~iedade local ou seja~ 
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Proposiçãoi-3.5. Para todo M: A-mod. as seguintes afirmaçÕes 

sao equivalentes:· 

(i) M é A-mod. plano. 

(ii) Mpé Ap-mod, plano para todo ideal primo P de A. 

(iii) M é A -mod. plallo para todo ideal maximal m de A. 
. m m 

DemonstraGão= 

(i) 9 (ii) Como f' A_;.Apdefinida 

anéis, pelo cor.I-3.3· M ®AAP; MP 

(ii) ~ (iii) é óbvio:• 

â 
por f(a) = l é um hom. de, 

é Ap-mod. plano. 

(iii) ,. (i) Seja N-P•hom. injetor de A-mod, 

Pelo lema I-2.2. 

Como M 
m 

vo • Agora pelo 

N ---+P é injetivo 
m m 
é A -mod .. Plano, 

m 
lema I-2 .1. 

para todo ideal maximal m 

Nm®A Mm---Pm0A Mm é injet±· 
m m 

(N ®AM)~(P ®AM)m é inje~ivo para todo m 

Logo N ®AM~P ®AM é injetivo pela prop. I-2.4. 

-ooe-
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CAP!TULO II 

MÓDULOS PLANOS E LDüTE DIRETO 

Nossa meta neste capítulo é expor um estudo feito por 

Daniel Lazard (6), que fornece.um critério para que ·um A-mod. 

sej"3 plano. 

§ 1. LIMITE DIRETO. 

Definição: (I, "-): conjunto parcialmente ordenado é dii.9 con­

junto direto se para todo i, jE I, existe k E I tal que .i~ k e 

j .; k. 

Definicão: Sejam A:anel e (E1 )i€I: fa~Ília de A-mod., se pa_ 

ra todo i.5. jE I, existe f .. : E
1
-7>-E.: homomorfismos que sat~s-

lJ J 
fazem: 

( 1) f. . ~ I para to do i E I. 
11. Ei 

(ii) f.k ~ f.k 'l f.j parâ V k, i<; j<>k. 
1 J 1 ' 

Então (E.,f .. ) é dito sistema direto de A""":mod. sobre 
l lJ 

o conjunto r. 

Exémplo: Sejam A: domínio de integridade, K: seu corpo de frações 

e (kA)ktK: -fa.'TIÍlia de A-rr:ódulos cíclicos. Definamos k
1

A-' k
2

A se e 

existe a é A tal que k
1 

= k2a. 

a c 1 
Se k

1
-b e k 2 ~Ci onde a, b,c,dEA e a/0, drO• 

. 1 
Seja k =~ ; cla-3 bd 

Daí (K,') é um conjunto direto. 
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Sejam E~A-mod. e f. :_E;.._.,.. E: homomorfis.:lOs tal que 
1 1 

fi= fj o fij para todo i, j€I, i.,.j. 

Então (E, f.) _é d-;L to limite direto do sistema direto de 
1 

(E
1
,f

1
j), se para tcdo X:A-mod. e h 1 ::&~Xthom.,t.q., hi '= hjo ··fij 

\i_ i E I, i~ j, .exist8 único d. : E-x t.q. h. =do f. Y i E!. 
1 1 ' 

:-!otaoão: (E, f. ) = lim E. 
. 1 ---;to 1" 

Proposição I.t-1.1. Seja (E. ,f .. ) um sistema direto. 
' 1 lJ 

Se (JI!,c(i) 

então M ;; P. 

e (P, a,) são limites direto de (E .. ,f .. ), 
I"..... 1 1 J 

--~---

Demonstração: • 

Como (M; c:.t
1

) é um limite direto de (E
1
,r

1
j), então 

3 4:M--">P tal que (3
1 

= ·~ ooli,ViEI 

Analogamente 3 !'J':P~M tal que oi-i ='/Jo f'i 

Então D( i = 'f o 4·~ e ~i = t o ')1 o 0 i 
Obtemos assim: 

Agora, por definição de limite direto,3 IM: hom. identidade s~ 

bre M tal que oi. i = IM o o{ i 
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od..,\/i~I. 
1 

Analogamente ~ o 'iJ ; I • daí M ; P. 
p 

Lema II-1.2. Sejam (E. ,f .. ) um sistema direto, 
1 1J 

D: sub-rnod. de C gerado por elementos da forma : 

C ; i~I Ei' 

xi - fij(xi) 

com x
1

E.E
1

, i~·j para todo iE:.I, f:C~C/D: sobrejeç~o can6ni­

ca, fi: E i---+ C/D tal que fi ; f jE .• Então: 
1 

(i) Todo e1emnto de C/D pode ser escr·i to na forma f. (x.) para 
1 1 

algum iE.I e x.e E .• 
1 1 

DemonStração: 
- ------

(i) Primeiramente mostremos que f 1 = fj o fij• 

f
1
(xi); x

1 
+ D = x

1 
+ f

1
j(x

1
)- x

1
.,. D; :f

1
j(x

1
) 

= fj o f 1 j(x1 ) 

Para todo x + D C/D, temos XE i~ I E i 

Entãp x = x. + •.• + X. , X. E E. 
11 lk lj lj 

+ ~ f .(f .. (x.)) 
J lJ I 

Basta mostrar o caso para k = 1,2 e concluir a veraci-

dade de (i) por indu~ão sobre k. 

(1) se k ; 1, então x ; 

X + D ;;::: X. + 
11 

X. 
11 

D = f(x. ) = 
11 
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(2) Se k = 2 , então x =·Xi+ x. . J 

x + D =X.+ x.+ D = f(x.+x.) = f(x. )+f(x.). 
1 J 1 J J. J 

f .. (x
1

)E D, temos f(x
1
+ f .. (x,)) = Õ 

~J ~J ~-

Logo x + D = f.(x.) + f.(x.)- f(x.- f .. (x.)) = f.(x.- f .. (x.)) 
1 l J J l lJ l J J 1J 1 

(3) se f.(x.) =a. 
l 1 l 

+ D = Õ,· tc:mos x
1 

€D. 

fi'nito 

= L (f. ( x.) - xj) 
j,_( J9_ J 

Como esta soma é finita,'3 t~i,t~j,t~l, j etdesta soma. 

f. (x.)- x."= f,t(Xj)- x.- (f,t(f. (x.J)- [fJ.,(xJ.J} ), tendo 
Ji.J J J' .J "JlJ >-

o segundo índice t. 
finito r=. 

k~t 

Como os elementos de ~ E. tem representação única, 
l i E: I 

temos: Xk= O e fkt(xk) = O para k I t. Donde concluímos: 

- X = 0 t 

Teorema II-1.3. Dado (Ei, fij) : sistema direto. 

um limite direto deste sistema. 

' 

Então existe 
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Demonstracão: Com as mesmas notações do Lema anterior mostra_ 

remos que (C/D,fi) é um limite direto de (Ei,fij) 

Dado X:A-mod. e para cada i, seja h. :E~ X um homomop.. 
l l 

fiemo tal que hi = hj o fij para i,.j. 

Como todo elemento de C/D é da forma: f.(x.),para al­
l l 

gum iE !.(Lema II-1.2.) 

Definamos d.: C/D~x por d.(f~(xi)) = h
1

(x
1

) 

Logo o{ o f. =h. para todo i,;I. 
l l 

(l) Mostraremos que o( é bem definida. 

Se f
1
. (x

1
) = O, então pelo lema II-1.2., 3 j :;>i tal que f .. (x. )=O 1J ~ . 

= h . O. fi ~(X. ) = h. ( 0) = 0 
J J l J 

(2) Mostraremos que d. ~único. 

Suponhamos (3 : C/D~X tal que f.> o f
1
. = h 

i 

~(f 1 (x 1 )) :~o f
1

(x
1

) = h
1

(x
1

) =oi. o f
1

(x
1

) ="'-(f
1

(x
1

)), para 

torlo f
1 

(x
1 

)E C/D. 

( 3) d. ó homomorfismo·. 

= hj(f1 j(x1 ) 

= d.(f (x )) 
i i 

+x.l = h.o f .. (x.) • h.(x.) = h.(x) 4 h.(x.) 
J· J lJ l ·J J l i J J 

+ d. (f .(x.)). 
J J 

Logo (C/D,f.) = lim E
1 l --+ 
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Corolário II-1.4. Seja (E1 )i€I' família de sub-m6dulos de um 

E:A-mod., tal quo para cada i, jEr,:J kEI tal que E 1 <;;.~ e 

;::: · x. para cada i !f. j. Então ,_ 
u l~ E, = ~ E. ~ ,~I E,. 

- • i EI > .~ • 

Demonstração: 

~amo f
1

j(x
1

) = x
1 

pare todo i, j, i .,:j, temos 1 D =O 

Então pelo teorema acima, limE. = 6 E .• 
-4- 1 itei 1. 

Como I é um conjunto direto, temos .e
1 

E. = 
'"' , 

:Cogo limE.= .~ 1 E.= .U
1 

E,. 
------> 1 1€. ~ 1€. -- .,L 

Corolário II-1.5. · Todo- E:A-mod. é o limite direto de seus sub-· 

módulos f.g. 

Demonstração: Seja~: (E.) ·-r' família de tosas sub-mod.· f.g. , "" 
de E. Então E = 

1
'i_

1 
E1 

Definamos i ~j se E1ÇEj. 

I é um sistema direto , po1s para todo i, j EI, E
1 

e Ej são f.g. 

então é f. g. e <E. , E .) E 2-. , J 

Seja ~ = <E1 , E j"> então !11 ç Ek e E j ç Ek. 

Logo:! kEI tal que i~k e j <Çk, 

Pelo corolário anterior lim E ~ U E 
~ "'i - i€1 i 
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Exemplo Anteriormente temos provado que (K, ~ ) é um conjunto 

direto, onde K é o corpo de fraçÕes de um domínio de integridade A. 

Mostraremos quf' lim kA = K , (kA)kEK: A-mod. cíclicos. 
. kEK 

Se definirmos r 1 j:iA~jA : inclusão, veremos- que: 

(kA;f .. ) é um sistema direto. 
. l J 

Logo lim 
~ 

kA = K pelo corolário II-1.5. 
kEK 

. 
Definicão: Sejam (E.,f .. ) e (F.,g .. ): sistemas direto de A-mod. 

~ ~ J ~ ~ ~ J ----

sobre o vesmo conjuüto direto I e (E,f
1
). (F,g

1
): limites direto 

destes, respectivamente. , _ 

O homomorfismos ip :· (E,f 1 )~(F,g 1 ) é uma fam:ília de 

homomorfismos de A-mod. ~i :E1-F1 tdl que ~j o fij = gij o ~i 

para i~ j, ou seja: 

é comutativo. 

Propisicãoii-1.6. Com B mesma notação acima, dado: 

~: (E,f 1 )~(F,g 1 ): homomorfismo de limites dil--eto~ 
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Então existe um único ~ : -E~F tal que~ o fi= gio$i 

par-a todo i~ I. (notação <j> = lim o/i ) 
Demonstração: 

~ existe e é UniCo. 

Dado F e g
1
. o <j>i : E.,.---F, temos: 

,1 

• 

Pela definição de liilli te direto, 3 

gi o ~i ou seja: 

" ~j >F. 

f. r r gi 1 

E F 

<P 
• 

é comutativo. 

Defiuição: 
A 

Dizemos que a sequencia de sistemas diretos 

( E. , f. . ) __!_( F. , g. . ) ~L.:::_ ( g. , h .. ) é 
l ~J l "lJ - l lJ 

exata 

E.--~~~i~•F ~i G é exata 
i i i 

para todo i € I. 

Proposição II-1.7. 

ta, então lim B. 
~ 1 

se e: 

= 

é exa-

Demonstração: <!>'i Por hipótese E,.-....:oé:_L..,.., F. ~i ~G. 
1 

éexataViE.I. 
1 1 

.Então Im ,k. = Ke r Í,. e 
'1'1 1 

mais ainda, os diagramas: 
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E. 
~i 

g1I1 
&i 

hi I i 
fi r 

lirn E.--;tirn F.~lirn G
1 - l 4~ l b-

E i ~ ~F. S· 

hijii fijl gijr 

E. ]!' G . 
J 4J. J ~- J 

j J comutativos. · 

e 

Mostremos que Im ~ = Ker 5 , 

h
1
. o L 

l" 

'.f y E. Im ~· então 3 x E litg Ei tal que y = ~( x), pelo lemaii-1. 2. 
-----

x = fi ( xi) para algum i E I e x1 E E1 , 

y = ~(x) = .h(f.(x.)): g. o ~.(x.). 
'l'll 1 ].]. 

~(y) = bo gi o ~.(x.) =h. oS .o ~.(x.) = h.(O) =o. 
1. ]. ]. ]. -]. ]. ]. 

Portanto ·rm ~C Ker 6 • 

Y xEKer ,temos i, (x) = O e XElim Fi, 

Então3.iEI tal que x = g.(x.), x.E.F1 
l l l • -

o= ~(x).= óo gi(xi) =hi o Si(xi). 

Pelo lema II-l-,2,, 3 j >--i tal que h .. ( ~. (x.)) = O 
lJ l l 

Daí O= hij o ói(xi) = .)j o gij(xi;) ou seja: 

g .. (x.)EKer 6. = Im ~-· 
l J l J J 

Logo g .. (x.) = ~J.(yJ.) para algum y. E E .• 
lJ 1 J .J 



-27-

Mas (':>j o gij(x1 ) 

~o f/yj). 

= gJ. o ~ .(y .) ou seja g1 (xi) = 
,] J 

Como g1 (x1 ) = x, temos x =~o fj(yj). 

Concluímos que Ker bC Im ~-

A prop. II-1.7. mostra que a exatidade é consérvada 

por limite direto. Demonstraremos a seguir que o limite di 

reto comuta com produto tensorial. 

Proposição II-1.8. Seja (E.,f .. ): sistema direto e (lim E.,f.) 
l l,J --+ l l. 

o seu limite direto. Seja N:A-mod~-, então: 

(i) (E. ® ll, f .. ® r
1
.,) é um sistema direto. 

' 1 l J ' .l 

(ii) Se nota~os por~ (E1 ® N): limite direto do sistema aci-

ma, então lim(F:. I1J N) ;; (limE.) ® N. 
~ 1 ---:}o-> 1 

Demonstraqão: Claramente (E. ® N,f .. ®IN) é um sistema diretq 
1 1 J 

Seja (lim{E.@ N),cJ.) o limite direto do sistema acima. 
1 1 

Como f. ~ IN: E ~ N~(lim Ei) ® N é tal que : 
1 ·i . -

(f j ® IN) o (f .. ® IN) = (f j o fi j) ® IN = f. ® IN para i 4 j. 
lJ 1 

Bntão pela definição de limite direto, existe um Único 
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Pela definição do produto tensorial, para todo i E I· 

existe uma aplicação A-bilinear~ 

h : (~ E
1

l X N---->-(lim Ei) ® rl definida por: h(Cf(x
1

),n)) = 

fi(xi) ® n. 

Dofino.mos uma aglicação g: (~ Ei) X N--;.-~(E 1 I)J N). · 

por g((f. (x.) ,n)) =ot. (x, ® n) , onde x.E. E. e nEN. 
ll" ll ll 

Mostremos que ·g é bem definida e A-bilinear. 

Se (f
1

(x1 ),n) = (fj(xj),n') e i~ j, então f 1 (x1 ) = fjo fij(xi) = 

f.(x.) e n = n•. 
J J 

LOIT,O f .(x. - f. .(x.)) = O e pelo Lema II-l. 2. 3 t) i, j 
J J l J l 

tal que o= fjt(xj • fij(xi)) = fjt(xj) - fit(x1 ). 

Daí, g((f.(x.),n)) :ct.(x.@ n)=«to (f.t li r 1,,) (x. ® n)= 
J.].. ll l .1 l 

"'t(fit(xi) 

ol.(x. ® n) 
J J 

® n) = o<t(fjt(xj) ~ n) = "'to (fjt ® r 11 )(xj ® n) = 

=g( (f . ( x . ) , n) = g( (f . ( x.), n •) • 
J J J J 

Mostraremos agora que ·g é A-bilinear. 

o;((af.(xi) + bf,(x.),n)) = g((f.(ax.) + f.(bx ),n)) 
. - .. - .. .'c. ___ J___ ,1" --·-·-- _l__ 1 -- J J. __ _ 

= g((fJ.(f
1
.J.(ax

1
.) + bx.),n)) =ol.((f .. (ax.) + bx.) 111 n) 

J J lJ l J 

= o<, (f. ,(ax.) ® n.,. 'bx .0 n) -"'.. o (f
1
. J. ® r

1
,)(ax

1
. 

j lJ l J - J • 
® n) .,. o( .(bx .®n) 

J J 

= ao(.(x. ® n) + bol..(x. ® n) "ag((f.(x.),n)) + 
l ]. J J l l 

bg((f.(x.),n)). 
J J ) 

g((f.(x.),an + bn'))=o( .(x. ® (an + bn•)) =ol.(x.® an +x.®b~') · = 
. ].]. ].]. ].]. lH/ 

=ao<. 1 (x1 ® n) + bo1. 1 (x1 ® _n•) = ag((fi(x1 ),n)) + bg((f
1
(xi),n')) 

onde a, bE A e n,n .. E:. N
1 

1 ~ j.. 
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Pela propriedade universal de produto tensorial,(l) 

existe única aplicação A-linear: 

do:(lim E.) ® N-_,lim(E. ® N) tal que '"o h = g. 
l'~l ~l 'f 

Claramen-te 1\J(f.(x.) ® n) = '''(h{f.(x.),n) = g{f.(x.),n)= 
11 't' ll 'll 

o(. ( x. 18 n) 
l l 

Dai: 4 o '\;(f
1 

(x1 ) ® n) = 

f.(x:)®n,e 
.l l 

1 oo<.(x. ® n) = 'I l l 

oloo 1-(d-
1
. (x

1
. 18 n)) ='''(f. (x.) ® n) ~oZ.(x. ® n) 

'f'\' 1-11 ll' 

ou seja ~ o+=+- o ~ = I : aplicação iderttidade. 

Portanto: Clim E. ) ® N ;:: lim( E
1 

® N) 
--4 l - -

--- -

Até o pre_sente·· momento relacionamos lirni te direto com 

sequências exatas e produto ten~3orial. Agora, veremos q.ue a 

planitude é conservada. por limite direto. 

sistema di feto. 

Se E i é plano par[l todo i €" I, então ~ Ei é plano. 

Demonstra('ão: Seja M'___...M: hom. injetor. 

Como E. é plano Y i E.. I, temos: E. ~ M'~E. 6tl 11 é in-
l l l 

jetorYiE. I, ou seja O~Ei ® M'---7-Ei ~MÁ exata~ 

Pela rrop.II-1.7. 
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Então: 

0----.>-(lim E.) ~ M'--~(lim E.) lil M é exata (Prop.II-1.8.) 
- l.. - l 

Portanto: ~ E1 é plano. 

Corolário II-1.10. Se todo .sub-módulo f.g. de E:A-mod. é pla-

no, então B é plano. 

Demonstra~ão: 

Pelo corolário II-1.5. temos: 

E~ limE., R.: sub-mod. f.g. de E. 
~ l l. 

Mas por hip6tese Ei é plano'</ i, então pela Prop .• II-1.9. 

E é plano. 

Exeroolo K: cor-P:J de frações de um dominio de integridade A é 

A-plano. 

Esta afirmação vem do fato :" K = lim kA , onde 
~. 

kQ( 
( kA) : 

A-mod. ciclicos são A-planos (poi~.todo A-~od. livre é pianO} 

e pelo Cor.II-1.10. 

A8ora demonstraremos um exercicio proposto no livro 

do Eourbaki (2\ • pá~ina 43, problema 1_0, que é uma generaliza 

cão do corolário II-1.5. 
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Teorema Il-l,ll:, Todo M:A-mod, é o limite direto de A-mod.f.a, 

Demonstração: Seja FA(Mx Z): A-mod.livre, onde Z: con~. dos in 

teiros e { (m,z), mEM, zEZ T' base de FA(JlllnXZ), 

Definamos 11: FA(~!X Z)---+M por: TI(.[:a. (m. ,z. )) = 
Í=l]. ]. ]. 

t fácil ver que ~ é um homomorfismo sobreje.tor. 

Assim, 

l) ____, Ke r é exata. 

A idéia da demonstração é a segúinte: 

(I) construir um conl. di·reto/\ 7'(2) Construir um sistema direto 

(P"' ,f.,.(> ),o(Ef'-,onde P"' é f,a,"i,;_E./'- e (J)Provar que (M,' ffo<), 
• 

onde ff._: P.., M é um limite direto de (Pcx ~ f 01 [3) 

(l) Construção do conj. direto , 

Seja<X=:: (ItS) onde I: con;;r. finito de M xz. e S:A....su\mod. 

f,g, de Ker Tif"\FA(I) 

Se I= { (m1 ,z1 ), .. ,(mn·'znl}. temos: 
n 

FA(I) =! L a. (m., z. ), a. E A, m. E. M, z,E Z J 
'llll. l. l. .... "= 
Definamos Po( = EA(I)/S para~= (I,S), 

f .a. pois: 

o-S __,.p A (I) _,.. P _____,_O é exata (prop, 0-2, 8,) 

Assim Po( é 

Seja j\:\ o(= (I,S), andei: sub-conj, finito de M><Z 

e S: sub-mod, f,g, de ker ffriFA(Il\ 

Definamos uma ordem ào bre f\ 

""- = (I,s)_:;: f3= (j,T) see IÇJ e SÇT 

. . 

• 

Afirmamos que f\ é um conj. direto: 
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Parao<~ (I,S) e(?>~ (J,T)E::. (\ ,3 "f~ (IUJ, <SiT>) 

onde <s,T): sub-mod. de Ker ;;'(\FA(I V J), gerado por Se T, -

tal que cl. ,;; 'Ô e (l ,; o . 
(2) Construção do sistema direto sobre o conj.(\. 

Dadocl.~ (I,S) e· ~~ (J,T) tal que "",;~ , defina-

mos: 

f d. fl 

(i) 

(ii) 

n 
<i" 
i7l 

Mostremos que 

f o<;,. ~ IP (claro) 
d. 

Se. d.~ (I,S), (3 ~ 

n 

L: 
i~l 

{ P"' ,f "'-P.. \é um sistema direto~' 

(J, T) e o-~ (L, U), então: 

fi>~ o f d.f! (x .. S) ~ fl'õ (x + T) = X + U = f (x .. s)VxEl!~(I) 
d-\ I .n. 

( 3) Provemos 

n 
íi o( (r:: 

hl 

que M - lim P"' ~ 

~ 

c}..E/'.' 

iíc<.é bem definida: 

Se [:: 
hl 

S C Ker íi{)FA(I) 

Logo: 1f ( 

n 

temos C 
i~l 

a.(m.,z.)~ 
l l l 

n 

'L 
i~l 

a. (m., z.) E.S,' 
~ ~ ~ 



IT~o fck(l(Lla1 (m1 ,z1 ) + S) 

IT~(t:iai{m 1 ,z 1 ) + S) 
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.,. T) 

Agora se (P ,f.,_) = lim P<i-, 3 l\j): P-.. M t.q. 'jlof =fi~ 
___,. "' ~ 

Mostremos quelp é opimorfismo e monomorfismo. 

(l) ~ é monomorfismo. 

Sc.~{y) = O , onde YE. P = lim Po<.• então pelo Lema II-1.2. --+ . 

y = f"'- ( x <>( ) , com x oi. E. I' o<. e<>{= ( I, S) , 

r. o go o = ~ ( y) = ~ ( f<>( ( x"'- ) ) = IT o( ( x "') • 

Se ,ia x =.:C': a. (m., z.) -+ S • 
. ~ i:l_l l l_ 

n . -
Se r a. (m

1
, Z, ){; S, ontao X= 0. 

1:1 l l 0(, 

' . 
.Sexo(~ S, 3 T =<xo~.,s> :sub-mod. f.g. de ker íl()FA(I), pois 

TI (xo\) = rr<>( (xo<,) =O •. 

Seja!"= (I,T) obviamente ~~.c!-. 

Assim f (xo<.) = O pois x .~ T. 
ol f.> . . "' 

_ Logo y = f oi. ( X oi. ) = f (l O f<><. (l (X o\ ) = 0 

(2) ~é epimorfismo. 

Je,ja mEM, então (m,l)E FA(MXZ) 

Tomemos o(= (I, S) o~de I = j (m,l) \ e S: sub-Olo,1. f.g. ele 

Ker ITf'IFA(I) e xo< = (m 11) + S 

logo m = U o( ( x "'-) . = '\) ( f.,..( x o( ) ) e fo( ( x o\) E P. 



Portanto M ; lim P~ ----.. 
o-E/' 
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Agora determinaremos uma condic_:ão sobre dois conjuntos 

direto para que os limites direto correspondentes a astes conjur..!.. 

tos sejam isomorfos. 

Definição: f<! I Jci, J·e I conjuntos direto, J é dito cofinal 

Bffi I se para todo a E r, existe b EJ tal que a ~b. 

Teorema II-1.12. Sejam I e J conjuntos direto e JCI, J cofinal 

em r. Se (r" f ) e' um sl· stema dl' roto ~obre I, então: . ". ' . j l l 

~Ml. 
i E. I 

= lim -,jEJ 

Demonstrncão: direto de (M. ,f .. ). 
1 l J t EI 

Como (M
1
,f

1
j)iEJ' é tamb~m um sistema direto sobre J,V jE.J, 

chamaremos do (M 1 ,f ,) o seu limite direto. 
J 

único ~ 

Dado M = lim M. à 
iEI 1 

= f o f. Como f. 
J .l JJ.. 

: M'-M tal ou e 1 
Por outro lado, 

, V j, i. E. J, j -~i., então existe um 

of.=f.,VjEJ. 
J J 

Definamos <j;: M~M' por t(fi(xi)) = fi(xi) se iE.J e 

'I. (f. ( x. ) ) = f . o f. . ( x. ) se i ri J, i ..;: j, j E. J. 
I 1 1 J lJ 1 'f 
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. ~possível escolher jE.J, i~ j, pois J é cofinal em I. 

Mostremos que a definição de~ independe da escolha de 

.iEJ, i~j. 

Seja j, ~ €: J, i<> j e i -s 'l . Como J é co final ·em I, 3 tEJ 

tal que j,;; t e ,._._ t. 

Daí fj o fij(xi) = ft o fjt o fij(xi) = ft o fit(xi) e 

. fl o fi L (xi) = rt· o f uo fi)._{xi) O< ft o f;t(xi) 

Mostremos I""J.Ue 1.\.J é bem definida: 

Suponhamos que fi(xi) =O, ent2o3 kEI tal quefik(x)=O 

Como· kE I e J: cofinal em I, 3. l G .r tal que k,.J .• 

f.k(x.) =O. 
l l Logo fi J.. ( xi) = fkJ..o 

Dê·Í f!... a· fiJ.. (xi) 

f~ o fiJ.. (xi) =O. 

= O e entõo '\J (f. (x. )) = 
l l 

Jlaramen te q., ó um homomorfismo. 

Finalmente : 

(r.(x.)) ,;+(~.(x.)) = f.(x.) e 
J_ J J J J J 

~(f. (x. )) = f. (x.) se iEJ. 
1 ~ 1 l . 

Portanto M = li!!!-,.M. = ~M.; M 1
• 

iE:I l jEJ J 

= f. (x.) se i<tJ 
l l 
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§ 2. T'lO'lER'A CJE lJ\ZAllD 

Definicão M: A-mod • 

Observa~fio: 
.. . ' rt. e üm A-mod. 

"</f EM", aE.A e xEI·~, definamos (af)(x) = f(ax) eut2'io Ar.ltM.* 

•• Lema II-?.I. G : M--->"M onde G(x) : hom(M,A) ---'>A (lefinida 

por e(x)f = f(x), é um homomorfismo. 

Demonstração: . 
--------. 

Claramente e é bem definida. 

e é um homomorfismo. 

e(x ... x')f = f(x + x') = f(xY ... f(x') = G(x)f + e(x') f, 

V fE.hom(M,A). 

Definidío: M:A-mod .• é dito reflexivo see M 
,.. 

= ~I ou seja G 

definido c-omo acima é um isomorfismo. 

Exemlo: 

(l) Todo anel é reflexivo. 

(2} Todo F:A-mod. livre f.g. é reflexivo, pois se F= A(I),t~ 

mos " F = bom ( P A) 
A ' 

= hom.(A,A)(I) 

" 
.I (' ·)· {I)" ""' 1om. ~ ... ,A ==1-L =r 

1l 
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•• • Dai: F ; F ; F, 

Proposição II-2.2. Sejam A, b: anéis, M: (A, B) :bimod., F:B-mod 

Então: - ~ (i) homA(L,M) ; L ® M, 

(ii) homA(L,F QlEM); F ~E hom(L,M). 

Demonstração: 

.(i) Se L; An, então: 

(pela prop. P-1.6.) 

Por outro lado: 

-.. n· n n n 
L tJ M; homA(A ,A) ® M; (hom(A,A))_ I» M; A 0 M; M • 

(ii) homA(L,F ®J!Il ; homA(An,F ®Jf'!) ;(hom(A,F ®Jf'1))n; (F ®J'l)n; 

'F ~BMn =F ®B homÁ(L,MJ.· 

Teorema II-2,}. (Lema de Lazard) 

Sejam P:A-mod. f.a., M: A-mod. plano e u:PP--->-~P-rf. um homomorfismo 

Então exi'ste F:A-mod. livre f.g., existem v:P-F e 

w:F-+n!:homomorfismos, tais que u = \7 o v. 

Demonstracão: 

Como P é f.a. 3 

·F :A-mod. livres f.g. 
o 

<>( i> 
F-F-->-p-o 1 o . exata, 

Pela Prop. II-2,2,, temos hom(F ,M) =.F •@ M 
o o 

onde F
1 

e 

e 



• 

~ 
Seja F--~ P ---':'.. M 

o 
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com 

Daí o€ hom(F ,M);; p• 1i1 M (I) 
. o o 

cl. (f) = 

• * 
. Ket- d.. é. um A-mod.; então pela pro p. 0-2 .1. Ker ot.. {i isomorfo a . 

um quociente à.e F 1 : A-mod .. livre·. 

Obtemos assim: 

o o 

onde j:injeGão canóp.ica, p; sobrejeção canônica e ~ = j o p • 

.Como M: A-mod. é plano: 

~· . 
0I,, " 

''· F 
o F' ® M 

Por (I)oE 

=(u o ('o"')lll IM= O pois ~o"'= o . 
• 

Lo~;o TE Ker ("'-III)= . M 
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k 

5 ® IM( d) ~ õ. (2), Como dEF'®M, 
k 

d L ~- ® m. " f ~ = 1 . 1. 1 m.E.m e .~F'. 

l=l l l 

mos 

Seja F" ~ FA( ( f. > . l). 
~ l.= 

Log\11 F" é um sub-mod. livre f.g. de F' e dE. F 11 ® M. 

* F ~ 

Tomemos ,. 
(F") = 

" F = (F" ) • 
F"-. Donde F 11 

Sendo F": A-mod. livre f .g., te-e . . 
® M ~F*® M; homO'.M)(Pro!JII-2.2) 

Consideremos a sequência~ 

* 

o 

De fato: 

i s .. <:>( * o pu c ;.--F I F F1 o 
Aplicando hom(-,A) à sequência acima obtemos: 
•• •• * Fl F Fu 

o 

l= f l""(Joi/ 
Fl F o 

• • • 
Pondo e = ( s o i) = i o s 1 - ob-temos: 

o< (> 
F F p o l o 

1 \= 
ai 

J= e 
Fl F F (I!) 

o 

Afirmamos qué Imc< C Ker e, 
• • 

e o o. = i o&o<>< 

Como ~ é sopre., 

Definamos então: 

• • • * õ = i o (o< o ô ) = o pois d o = o 
então, dado p e P, 3 f E F t "l•P~ [3 (f ) o o o 
v: P~F por v(p) = e (f ) anele 

o 

('(fo) = P·-

Mostremos que y é bem definida: 

Se p = p' onde p = f'(f
0

) e p' =~(f~), temos: 

(>( ' f -f ) =O ou seja f- f' E: Kerp,=·Im<>CKer e. o o o o ,-

Então e(f -f')= O ou seja e(f) = e(f'), 
o o o o 

-claramente v é um b,omoillorfismo.-

Finalmente mostremos que u = w o v. 



II).Orfismo. 
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Aplicando hom(-,M) ao diagrama (lO, obteremos: 

o hom( P, M) 
0* 

hom(F ,M) hom( F
1

, M) 

v*l 
o 

hom) :M) 
i= 

hom(F,M) hom(F
1

,M) 
o 

t: (>oi)®I
1
4,. 1~ i~ 

F•® M " F"' ® M F
1 

® M 
o 

d <õF* lil M, daí v~(e(d)) = v•(w)E hom(P,M) ,então: 

f<'(v*(s(d)) =!'>';, v·(w)- w o v o~. 

Por outro lado: 

(>·(v .. (e(d)) = ((S'o i)® r
11

)(dl=•= u o(3. 

Assim, w o v oP'= u o f.>, e então vr.,· o v = u poi's ~é epi 

Sabemos que _todo A-mod. projetivo é plano, agora o 

corolário a segu'ir, afirma: 

Corolário II-2.4. Qualquer A-iaod. f.a. e plano é projetivo. 

Demonstração: Aplicando o lema de Lazard para M ~ P e u = IM 

3 F:A-mod. livre f.g., 3 v: M-F,e w: F-M:homomorfismos 

tais que ... w o v = IM. 

D8 í exi Bte: O--. r.I ~::r' ~17 exata e SL)li t. 

Então pGla pro·p. 0-2.3., ]f é projetivo-. 

Se l?_~ : ~ r i , P i :A-mod. livre. f .g., então pela 

prop. II-1.9. :pé plano. 

Lazard ( 6] afirma que a recíproca também é verdadeira. 



' 
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Teorema II-2, 5. (Teorema de Lazard) 

Todo módulo pl~no é o limite direto de módulos livres 

f.g. 

Demonstracão-: Seja M: A-mod. plano. 

Usando a mesma notação e conclusões obtidas da prop. 

II-1.11. como: ~ ~ ~ P onde P~ ~ FA(I)/S 6 f.a. e 
d.E !'. 

I\~{ d. ~ (I,S) "t.~. I: conj. finito de MXZ e s: sub-

mod. f.g. de K FA(I)\ é um conj. direto. 

Como M é pl0no e Pol..: f.a. eu.,~. ~P---'Jo.M : hom., L: 

A-mod. livre f.g. ,3 v : Fd..-L e w~L___,.M: hom. t.q. w o v:::u 

( pelo Lema de Lazard.) 

Construiremos um conj • .O.C)\ ,ficofiual em/\. 

Sejam (ei)iEI' base de FA(I), B: base de L e fi ~ 

~ v(e. + S)€L --
' Procuremos B 1C MXZ tal que: 

(1) f:B....:..B' é .bijetiva. 

(2) B'(\ I= 9J 
Para cada bEB fixo, como\ 11i(b),k) t,q, kE z}: Z e 

1 I\:finito então existe o menor inteiro positivo k t.q., 

(w(b),k)Í I. 

Tomemos· B' = { b' = (w(b),k) onde k ó o menor inteiro 

t.q. (w(b),k)4r, bEB \, então :a•nr = 9l 
Como k é Único na condicão acima, temos QUe f:b ~B· 

J:le;f_i~ida .. por f(b) :=.(w(b),k) é bem definida e bijetiva • . 
Seja c ~ B'V r c raz. 

Definamos €: PA(C)~>L por 9(b') = b e 9(ei) =fi = 

~ v(e. ~ s). 
' 
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Q é bem definida pois B' (I I = JÔ e ainda Q é sobre. 

Logo: o-T = E;er e-FA(C)~ L~O é exa-

ta e L;; FA(C)/T C0 

Seja.O.. = { [> = (C,T) onde C= B' U I e T = Ker e\ 

Mostremos que ...n.... C /\ , para isso devemos mostrar: 

(i) C é conj. finito de M x z. 
(ii) T:sub-niod, f.g. de K (\ FA(C) C K (I FA(M x Z) 

(i) Cl'3.ro, pois C = B' \) I com B' e I: finitos. 

(i i) ·T é f. g. pois L sendo A-mod. livre f. g., L é A-mod; 

projetivo f. g. 

Então pela prop. 0-2.6., L é f.a.; e ainda pela 

prop.0-2.7. T é_ sub-mod, f.g. de FA(C). 

Falta mostrar que p-c K = Ker U 

x E: T C FA(C), então x = 1 r.(m.,n.l +- ls.(w(b.);k.). 
L~21 LJ J J 

Se (m.,n.)=e1- e , , (w(b.),k,) = b!., temos: 
J J J • 

Q (x) ='r. e (e.) L, , .. L sj e (bjl = ) ri fi .. Lsjbj m-~ 

=·1! (m. ,n.) = m
1

• u(e. + 
"' 1 

1l (x) 

S) = 1l ( ei) 
1 1 

Por outro lado, ~ei + S) = w o v (ei + S) = w(f
1

). 

Daí m. = w(f.) 
1 1 

Então: 

= íl( I r.e.) + 11(\'s .(w(b .),k .) ) = 
~ 1 1 ~ J J J 

íl((w(b.),kj))= I r.u(e. + S) + 
J Llo<;J. 

w(f.) 
1 

u( \"'r.&. + S) 
<>~.:L 1 2 

L sj w(bj) QJ 

= w(Q(x)). 

Logo se e(x) = o, então íl(x) = O ou seja ' 

+ 



T = Ker €l C K = Ke r íi, 

Portanto: 

Definamos uma ordem ~ definida por; 

(I, S) ~ (I
1

, s
1

) see I ç. I
1

, e S Ç s
1 

confinal em j\ . mostremos. que .íl é 

Sec:I.=(I,S)G;/"--,3 (3 

que OC.. ~ ~ ,-pois I Ç C 

= (C, T) .., _()_ onde C = B • U I tal 

e s ç T ~ela _constr~ção acima. 

Definamos P f> = FA(C)/T, onde f3= (C,T). 

Por '-CD- P (l = L:A-mod, livre f,g, 

Sendofi cofinal em j\, -pelo teorema II-1.12~ temos: 

; ~ p(> 
f'ElL 

Ainda pela prop. II-1.11., M ; ~ Po( , Po< :A-mod, 

f ,a, "'<;:A 

Logo M = lim ___,_ 
~Gfl 

p"' , Pr., :A-mod. livre 

§3. RESTRIÇÃO E EXTENSÃO. DE ESCALARES 

f·;$· 

Sejam A, B: anéis, E:A-mod. e G: (A, B): bimod., li': ~mod. 

Definamos f: F @BhomA(E,G)-homA(E,F ®E G) por : 

f(y 0 u)(:{):' y ® u(x},\lxEE ,y E F, Ué homA(E,G). 

A prop,ÍI-2.2. (ii} garanto ~ue f é um isomorfismo, 

se E é A:mod. livre,f.g. 

Agora veremos outras condiçOcs que tornam f injeti-
• 

·va, bijetiva. 



Teorema II-3.1. Com as mesmos. dado~ acima e se 1!': B-mod. é · 

plano, então para todo E : A-mod. f.g. (resp. f .... a.)f é injeti­

va (resp. bijetiva), 

Demostração: Pela prop. 0-2.5. E:A-mod. admite uma apresen~ 
w 

tação; L 1 ,-~t 0 --"--E-o , 1
1

, L
0

; A-mod. livres. 

(l) Se E é f.g., 

(2) Se E é f.a., 

temos L : ·f.g. pois w é 'sobre. 
o 

por definição de apresentação finita L1 , L0 

-sao f .g •. 

Considere~os o diagrama: 
a 

0---+F S hom (E r;)-- F ® hom(L ,G) --->-F' ®Ehom!L
1

,G) 

lJ F' ' b B' '1g" o b' 1 h A . 

O ~hom(E,F @BG) hom(L ,i!'@ G) hom(L
1

, F@ G) 
A Ao B · _ A B 

A segunda linha é exata, pois hom(-, F ® G) é exata 
A B 

' a esquerda( prop., O-l.4.(i)), logo )l_ é injetiva. 

Pela mesma razão acima hom(-,G) é exata à esquerda e 
A 

o fato de que F: B-mod.- plano, temos que a primeira linha é 

exata; àbnde ~ é injetiva. 

Sendo L
0

: A-mod. livre f.g., vem: 

g; F ® hom(L ,G) hom(L , F ® G) é bijetiva(prop. II-2.2, ) 
B Ao Ao B 

Mas g o a = b o f (diag com.) com a, b; inj. e g; hi - - . -
tretiva. 

Loga f é injetiva. 

Agora por (2) e pela prop.II-2.2.(ii), temos que g e 

h são bijetivas para E: f.a., ent_ão f é bijetiva pela.Prop:0-1.1. 
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Proposição II-3.2. Sejam f: A~ B: hom de anéis e E, F: A-mod 

Se :B:A-mod. ê plano e E é f.g. (resp. f.a.), então: 

f(b ® u)(b• ® x) = bb' 0 u(x) onde b, b'E B, uEhom(E,F), xEE 

é injetiva ( resp. bijetiva). 

Demonstração: Pelo teorema do isomorfismo adjunto temos: 

homB(B ®AE' B ®AF) ;; homA( E, homE(B, B ®AF));; homA(E, B ®AF) 

Daí f"é a composição de: 

B ®AhomA(E,F) JL..homA(E, B ®AF)~homB(E ®AE' B ®AF) 

Sendo B : A-mod. plano, g é injetiva(resp. bijetiva) 

pela prop. II-3.1. conforme E seja f.g.( resp. f.a.) 

Logo f é _injetiva ( rosp. bijetiva) se E é f.g.'(rasp. 

f. a.) 

§ 4. RELAÇÕES 

Um outro aspecto. de m6dulos planos é visto neste parágr~ 

fo. 

Seja A : _anel e E, F : A-mod. 

Sabemos que todo elemento de E ®AF pode ser escrito 
n 

de modo ínico: ~e. 
. l , ,= 

@f., e.€ E, f.\: F • 
l , , 

A proposição seguinte dá uma condição para qu~ 

~ e 1 ® fi = O 
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Proposição II-4.1. Sejam (e.), r'. famílias de elementos de E e 
> >E 

(fi)i~I: familia de geradorGs de F., então: 

.L e. ~f. =O see existe JCI, J:conj. finito, existem famílias 
lEI 

1 1 

(xj). C E, (r. )C A jEJ, iEI tal que: 
J Ji 

(1) )r. f. =O para todo jE:J. 
"rE1 Ji 1 

(2) e. = [ x .r. para todo i E I. 
' jE.J J Ji 

Demosntraçâo: Consideremos A(I), A-mod. livre e (ui)iE r' ba-

se can~nica de A(Il. 

Seja g: A(I) __ "F definida por g(ui) = f
1

• 

g é sobre, pois (fi) i E: I: fa.rrúlia de geradores de F. 

Logo: . 

E 0 ker 

i (I) g~ . ·· -
I O®,.,.l~- Ker g ~jl --.-F- O é exata e 

gE E~ A(I) E "E® F~ éexata (prop. 0-l. 7.) 

se L_ e1' @ui E; Ker(IE @ g\ temos 

= [ e1 ~ f
1 

= O em E 0 .F. 

: (IE® ~([ 8 i ®"i) = 

Daí um elemento au8 pertorice- ao I: e r (I.E® g) ( c1enomiuq,do 

.mod-. de relaçÕes-· entre ··f.) satisfaz as lÍipóteses da pro_t)osição. 
l . 

Como ker(IE ® g)= Im(IE ®i), 3 J: conj. finito e existe 

) . x. @ rJ.E: E ® Ker .g, onde x .E E, r. E_Ker g tal que; 
J J J J 

i)( LX.® r.)= [e. 
j€J J J l ' 

® u·. 
l 

Logo [x. ® r = I e ~·u. (i) JEJI j T i 1 

Como r . .;;:Ker g, i(r.)EA(Il, daí.:J(rJ. )CAt.o.r:' i (r.l = 
J J i . J J 
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Por outro lado, como r j Ker g, temos: 

~[_r. 
i Ji 

(i i). \ O ~ g( r.) ~ g( L r . u. ) 
J i Ji l 

[e. 
i l 

Agora por (i) e (ii) Vem: 

@ u. = [x. ®r.=- Ix. ®Ir. u~ 
l J J J J. J i . Ji l 

. (I) 
Sendo (u. ). I : base de A , 

l· lE 

-Reciproca'men te: 
(ii)~ ~ 

lilf 1 ~ 1.-(J.._,r. x.)® 
- l J6J Ji .. J 

~I<[r x.)®u. 
l J Ji J l 

e. ~ \ r. x. ViEol 
l L,_ J. Jf .. 

JEJ l 

Teorema II.4.2. E é plctno see dadas duas famíliUs finitas: 
n 

(e.). 
1 

Jle 
l 1:;::;: 

tem famílias 
n 

{1) Lr. a. 
i=l Ji l 

( 2) e. ~L x .r. para· todo i E. I. 
l j J Ji 

Demonstracão: 

(n~ ) Suponhamos E: plano e 

Le.a. = O em E. 
. 1 l l 
l= 

O em E, então exis-

n 
(a.). 

1
C A tal que 

l l= 

Seja A 1 : A-mod. gerado por ai e i: A •-A: inclusão, 

dai I ®i: E® A'--?E ®A~ E é injetiva pois E é plano. 

L e. E® a. = O em E li A'. 
i:::l 1 . 1 
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-Pela proposiç-ão anterior cGncluimos ciue ('1) e (2) 

satisfeitas. 

sao 

n 
( ~ ) Reciprocamente suponhamos [a.e. = O em E. 

~,1 l l 

Sejam Q = Aq
1 

~ Aq 2 lll .•• ~ Aqn.: A-mod. livre com base: 

\
q

1
,q

2
, ••• q \ X= f:a.q. e K = (x) A : A-mod. cíclico gerado 

n) 1 • 
1 

1 1 
1= por x. 

Então F z:' .Q/K é f .a. pois3 K----;.. Q-P-o dxata, onde K 

e Q são A-mod. livres .f.g. 

Definamos u; · P-E por; 
n n 

u(f;s.q. + K) = 6 s.e. onde s.E. A • 
. 11 . ll 1 
l= 1= " 

Mostremos que u é hem definida. 
n n 

Se bs.q. + K = K =o, temos L siqiE. K = (x)A, então 3aEA ;J;.q. 
'l 

1 1 
i=l- -- . 

n .o. = a(ba
1

q.) donde: 
-1 '1 1 

1= 
n L< s. - aa

1
. ) q

1
. = O em Q.! A-mod. livre. 

±::;:1 l 

D3.Í si - aa
1 

= O 'V i, ou seja s
1 

:::: aa
1 

Portanto: 

u(i:~siqi + K) = u(f:laa1q1 + K) = 1:~aa 1 e 1 = al:~a 1 e 1 
E fácil ver que u éhomomorfismo. 

= o. 

Sendo P: f ;a. e R: plano, polo lema de Lazard, existe 

F = 
t 
ill Af . : 

. 1 J J= 

A-mod. livrc,3 v:P~F,:J w:F---......E t.q. u = w o v 

+ K) = (;'t r. f. e w(f.) = x.E.E, temos: 
. J. J J J 
J= 1 ~ t 

e
1
. = u(q

1
. + K) = w o v(q. + k) = w( r. f.)~ rr. ''(f.)= 

1 j= . Ji J :)=1 Ji J 

,t-rj.x. ':'t L 1;;1 1 J 

Se v(qi 



~ v(x + K) 

kn a.r. 
1 J. ::::: 

J 1 
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n 
~t;a.v(q . 

. 1 1 
l~ 

.. K) 
n 

~ v([J·. q.+K) 
. l l 
l~ 

~O (pois xE.K) 

Como (f.) t é uma 
. . .J j~l 

base de F:A-mod. livre, obtemos: 

o V•.j, 
' 

-oOo-

----

f 



CAPÍTULO III 

MÓDULOS PLANOS E MÓDULOS INJETIVOS 

§l ; MÓDULOS INJETIVOS 

Definição: Sejam A: anel, E. F, G. : A-mod. E é di to módulo 

injetivo see: 

Dado o diagrama : 

-o-.... exata. 

G-- E tal que h o f = g 

Sempre hom(-,E) é exata à esquerda, agora E sendo in-

jetivo, hom{-,E) é exata à direita. 

monstrada a segUir. 

Esta afirmação será de -

Proposição III-1.1. são equivalente-s as afirmaçÕes: 

(n) E é injetivo 

(b) hom(-,E) é exata. 

(c) Para todo I: ideal de A: 

O__,. hom(A/I, E)~ E -hom(I,E)-0 Ó exata. 

(d) Para todo f: I-E, onde I~ ideal de A, existe xEE, tal 

que f(a) = a.x para todo a E. I { condic8o de Bear) 

Domonstracão: 

(a) = (b) 

Suponhamos sequ~ncia oxata de 

A-mod. 



Queremos mostrar a ex~tidade da sequência: 

- f 
b --- hom( F", E) ---'g~~ hom (F, E) --=-----:..hom (F' , E) __ __,_O 

B:Lsta então mostrarmos que f é sobre pois pela ,_ 

Prop. 0-1.4. g ~ injetiva. 

Se 'JlEo hom(F',E), obtemos 

E 

*Í 

o seguinte diagrama; 

f 
O --~F ' ___::__,..F 

Como E~ injetiva,3l h: F-Et.q.ll•f='!J ou seja 

f(h) = 1\J 

(b) ~(c) 

P""ortanto f é so.bre. 

Como o-----I-A~A/I-0 

Por ( b) temos 

é exata V I: ideal de A 

0---hom ( A/I, E) hom ( A; E) -~-hom(I,E) O 

é exata. 

Sendo hom(A,E) :1 E,- concluimos que (c) é satisfeita. 

(c) ~ (ii) 

Consideremos o diagrama: 

E 

f r 
O-- I --"i~A . P > A/I --o exata 

Por (c) 1 temos: 

Q--;.hom(A/I,E) P hom(A,E) i hom(I,EI----->-0 é exata. 

Como fE.hom(I,E),38xEhom(A,E) t.q. I(G ) = G o i 
X. X 

= f 

onde B ! A-----7E definida por : 9 (a) =a x'\/ae. A. 
X X ' 
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= ;;.xYaEI. 
' 

(d) ~(a) 

Consideremos o diagrama: 

Como F = f(F'), sem perda de generalidade podemos con 

siderar F' C F. 

Seja a famí~ia~=\ (G,g), G:sub-mod. de F t.q. "F'ÇGCF, 

e p-:G~E ho-momorfismo tal que g I F• = + .} 
~,! 0 pois (F', '-\i)"' 3-. 
Definamos uma ordem sobre '3-. 

'3- é parcialme._nte orderlado por~. 

Seja 1 (G,_, g c~..)} : cadeia .ae elementos de 'j. 
<1-GA 

Tomando G =_UGole g =U&o~.,, onde g!Gd-.= g<:J..';<d-d.. e g: G--E. 

Claramente (G,g) é um limite da cadeia acima. Então pelo lema 

de Zorn, 3 (M,4J): elemento maximal de 3-. 
Mostremos que M = F. 

Se M Ç F, 3 x E F e xlf_ M. 

Seja I =i aE:A t.q. a.xE.~.'\ \. Facilmente se prova que I 

é Um ideal de A. 

Definamos f:I~E por f(a) = ~(ax):"iaE. I. 

Claramente f é um homomorfismo. 

Então por (d),3 eEE t.q. f(a) = ae~ aEL 

Como xtF ·- M, seja N = M + xA, c~ue é um A-submod. de JF e MÇN. 

Definamos h:N~E por h(m -t ax) = ~(m) -t ae ·onde mElVl,aE.A 

:mostremos nue h é bem definida. 

Sem+ ax = O, tPmos -m = axE.u;, logo aE.I e então ae = f(a) = 



~(ax) = ~(-m) ;=-~(m ) • 

da hl M = ~.; . :. 

Daí 
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ae ,._ ~( m) = o.~ h(m-1-ax), e ain 

'' 

Concluimos então (N,h)E:I o que é absurdo pois (M,.~) 

é o elemento maximal de ~ • 

F.xemplo 

Logo M =F e ~: F-E. 

Portanto E ~ injetiva. 

(1) Q é Z-injetivo .• 

(2) 

f(ax) 

Q/Z 

Demonstraremos isto usando a conqição de.Bear. 

Seja f: I---Q, I: ideal não 

Logo I = (x), xf O e f(ax) = 

nulo de z 
af(x) = axf(x) 

X 

Portanto 3 q = f(x)E_ Q t.q. f(axJ,axq V a E. A. 
X 

• Z- injetivo e 

Seja f:I~Q/Z ' 
r~ogo I = ( x)' xf o. 

hom. onde I: ideal I O de z. 
Se f(x) =R+ z, temos: 

q 

= af(x) =a( pq + Z) = ax(-l'. + Z). 
qx 

Portanto '3o(= { .!'.. + Z) t.q; f(aJij= ax.o< Yax.€I. 
qx 

§ 2. MÓJ)ULO CARÁTER E TEOREMA DE LAMBEK 

I.lefiniç:ão: Sejam A: anel e E: A-mod. 

)L(E) = hom (E, Q/Z) é dito m6dulo caráter de E z 

Estamos procurando condiçÕes equivalentes a ser módu-

lo plano. Com es:-3e intuito, Lambek relacionou módulos cará -
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ter com módulos planos. 

Terna Ili-2.1. Se O t xEr;, então existe ~~ homz(E,Q/Z) tal qw 

'-1' ( x) -1 o. 
Demonstração: 

Primo?iramente mostremos que 3 *Ehom'7(xz, Q/Z). 
d 

Defin-'.3.mos tf : xz :__::,.Q/Z por: 

(1) Se Annlz(x) = \ aEZ t.q. ax =O\=\ O\ ou seja xa-/ O, 

'</O-/ aEZ. 

'f< xa) = ~ + Z se O -/ a E. Z 

'-V< O) = Z 

(2) Se Annlz(x) -J O, como Annl
2

(x) é um ideal de Z: anel prin­

cipal , então Annlz(x) = NZ onde 0( NEZ 

-'f<xa) = ~ + Z ,'<1 aE:Z. .. _ 

N Mostr0mos que tf é bem definida, 

(l) Annl(x} = lO\ 
Se xa = xa•, temos x(a- a•) =O 

Co:o Annl 2 ~~) =O, a- a 1 =O! 

Daí-+ Z =- + Z ou seja '\'(xa) = +<xa•). 
2 2 

(2) Se Annl 2 (x) -/10\ 
Se xa =- xa•, x(a- a') =o, então a- a'E.NZ 

para algum kE. z, daí t_\J(xa - xa') = + ( x(a -

~N+ z = z ou +(xa) =+(xa•). 

Mostremos· que '-\;(x) -J O 

Se Annl
3

(x) =\O\ , 't'Cx) ~'\'(x.l) 
l 

=-+ z -1 o 
2 

ou seja a- a':::kN 
a-a' 

a')) = ~+ z = 
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. 1 
Se Annlz(x) 1\0\,'\J(x) = '{> (x.l) = N ,. Z I O. 

Obtemos assim d. secuinte diagra:nCJ: 

'V r 
i 

O ---xZ --'=--E onde i: inclusão 

Sendo Q/Z : injetiva, '3 '-{>: E Q/Z t.q .. ~o i='\J 

Da:Í O 1'\J (x) ;'{'o i (x) ='-P (x). 

Lema III-2.2. Sejam ~: aubmOd .. de N:A-mo'd. e xe. H - M. 

Então eXiste \..Ç><õX (li) tal que'-\) (x) I U , maa'Í'(M)= O 

Demostração: 

Como o-M___!_li_iL..li/M-0 é exata e Q/Z é injetiva 

temos que X(-) = homz(-,Q/Z) é exata (prop. III-1.1.) e 

- Í' 
· O __ )((li/M) ~--"g'--X(li) _ __c:__)((M)~~o é exata. 

Como x~M, X= x .... M I Õ, então pelo lema III-2.1., 

3 '-\) hom(li/M, o/z) tal que~ (x) ,; õ. 
Sendo ;:r E)(. (l'i/M), g(~) = <.jl o g E )(.(li). 

' 

Tomemos 'I' ='\'O g. ilntão 'I' (x) =~o g(x) = ~ (x +M)= 

='R {x) I o e '-\'(i,:) ='-\>o g(M) =~ (Õ) = õ. 
!lotação: g=/(_{g) e f =X(f)· 

Lema III- 2.3. Sejam f: M li : hom de A-mod. e 

)(.(f): ")((N)--',((M) • Se )(.(f) = O então f= O. 

Demonstração: 

So f I o 3 X <õM tai. i;_ue o+f(x) E. N e pelo lemaiii-2 .2 

'3'\'Ehom(li,Q/Z) =';((N)t.q. 'l'(f(x)) J O ou seja /((f)('-\') I O, 

mas. )(_{f):= 'O, logQ f = O. 
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I,ema III-2,4. Dados E __!__F _LG e )((G) )((NX(F) ~(f-hEl 

Então i<.( f) o l<.(g) = ';((g o f), 

Demonstraçã.o: 

Consideremos o diagrama: 

E F G 

~~/Z/ 
/((f) oi((g)~ =/(..(f)(~o g) ='\)o g o f ='Í' o (g o f)= 

= /((g o f)~ ,Y.J{ E hom(G,Q/Z) 

Logo /((f) o)(. (g) = )(. (g o f) 

Proposição III-2.5. E ___!__F g · G é exata se e somente se: 

')((G)-~'X.(F)-~'X.(E) é exata. 

Demonstração: 

( 9 ) Claro, pois sendo Q/Z Z-injetiva pela prop. III-1.1. 

!((-) = hom( -, Q/Z) é exata • 

( 4:) )(_(g of) ~i<.(f) o IC(g) =O (lema III-2.4.) 

Pelo lema III-2. 3. g o f =O ou seja Im f C Ker g 

Mostremos que Im f ~ Ker g. 

Se Im f~Ker g ,3 xEKer g- ·Im f, ent2o pelo lema III-2.2. 

3<.-\) c;;.)((Ker g)t.q\-1) (x) /o O, mas '-1' (Imf) =O, dai \..jlo f= O ou 

/(,(f)'f =o • 
Então '-(l E Ker X (f) = Im X ( g). 

Logo3 ').>EX(r;) t.c].\.1)=/<..(g)<\-J ='fo g • 

Como xE Ker g, temos : '-1' (x) = '); og(x) = O , o que é 

absurdo pois 'R (x) I o. 

Teorema III-2.6. ( Teorema de Lambek ) 

Sejam A: anel e~ E: A-mod. Então sao o qui vs.lente s as 



seguintes afirmaçÕes~ 

(a) E: A-mod. • plano. e 

( b) Se T . Z-injetiva, então homz(E,T) • A-mod . injetiva. . e 

(c) Jt( E) 
, 

injetiva. e 

Demonstração-: 

(a) ~ (b) 

Seja O -~,..Jl-~G --H --;--0 : sequ~ncia exata 

de A-mod. 

Como E é pl~no, temos: 

Agora se T é injetiva, vem: 

O ----->-hom
2
(E 0AH' T) ~homz( E ®AG' T)---+hom

2
( E @AF,T) -----'>-0 

é exata ( prop. III-1.1.) 

Pelo teorema do isomorfismo adjunto: 

o -homA (H,homz (E, T) )_____,..hom A (G, hom( E, T) )----+ homA (F, hom
2

(E, T) )-.o 

éxata. 

Logo hom
2

(E,T) é A-injetiva (prop. III-1.1.) 

(b) '}(c) "asta tomor T ~ .')fz, 

(c)? (a) Se o-F ---G é exata, mostremos que : 

Pela prop. III-2.5., basta mostrarmos que: 

Por (c)" temos: 

homA(G,J((E))___..homA(F,X(El)--+0 é exata, ou seja: 

homA(G,hom
2

(E,o/Z)) ~homA(F,hom 2 (F,o/Z))~o é exata. 

Pelo teorema do isomorfismo adjunto temos: 
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hom
2

(E ®A:},Q/Z)-..hom
2

(E .®AF,Q/Z)---->-0 é exata ou seja: 

~(E OA'l)-'X_(E OAF)-o· é exata. 

Logo E é plano. 

Corolário III-2.7. E: A-mod. é plano see para tQdo ideal f.g. I 

de A, o-E ® I-E é exata. 

Demonstração: 

(~)Como O__,.I..2:_.A é.exata para todo ideal ;f'.g. I e E: plano 

então 0- E ® I~ E ® A ;; E é exata. 

( {:= ) Demonstraremos usando a condicão (c) do teorema de Lambek 

Suponhamos O-E® I---:> E: E@ A é exata,VI:ideal de A. 

Como Q/Z é Z-injetiva, temos: 

hom2(E ®AA' Q/Z) __,_ hom
2

(E ®AI' Q/Z) ---..o é exata. 

Pelo teorema do isomorfismo idjunto vem~ 

hom
2 

(A, hom:;( E, Q/Z)) ~ homA (I, hom
2

( E, Qjz)) ~o é exata. 

ou seja: 

homA(A, )((E))---+homA(I, Y-(E)) --->-o é exata. 

Então Y.{E) é injetiva. 

Portanto pelo teorema de Lambek, E é plano. 

O corolário acima fornece um meihor resultado que a 

proposição I-1 .. 1., pôséü bili tando concluir várias afirmaçÕes de­

monstradas abaixo. 

Proposicão III-2.8. são equivalentes aá afirmaçÕes: 
---~---------

(a) E é plano. 



- :t:J -
.. 

( b) Para toda sequência: o~G ~H ~E ~o exata, temos: 

0------>-F ® u-F ® H-----'1- F® E-o é exata para todo F;A-mod. 

(c) Existe o~G-;-H ~1~~0 exata, onde H é plano e tal que 

a sequência: 

O- F ~ G -F ® H ----'.;>o-F ® E ----o é exata para todo F A-mod. da 

forma A/I, onde I: ideal f.g. de A. 

Demonstraqãd: 

(a) * (b) 

o 

Pela prop. 0-2.1., F~ L/R, L: A-mod. livre. 

Então L é plano e o~R~L---=-F-0 é exata. 

Consideremos o diagrama:-, 

o • R 0 G R ® H R ® E 

Jr J g !ro 
L ® G L ® H L ® E o 

1 a J 
F ® G F 0 H 

t 
o 

As filas são exatas pela prop. 0-1.7. e pelo f8to de E 

e L serem planos. 

Ainda pela prop. 0-1.7. concluímos que F@ & ; Goker f 

e F ® H = Coker g. 

Então pela prop. 0-1.2. temos: 

Ker g ___ Ker h ~coker f------,;-Coker g é exata. 

Sendo E plano, então h é injetiva. 

Logo: 

Ker g---0 -F ~ G~F 0 H é exata ou seja , a é injetiva. 

Daí: a 
O -----">-F® G--;-.F ® H--~F 8 E-O é exata. 



(b) '*(c) 

Pela prop. I-1.1. E = H/G, H: A-mod. livre(então Jano) 

Então: 

0-~~G -H ~E--o é exata. 

Logo por (b), o~F 0 G-F ~ H~F ® E-O é -

exata, Y F: A-mod. 

Em particular para-F= A/I, I: ideal f .g. de A. ' -

(c) ~(a) 

Por (c),'l o~G-H-E~o exata, onde H é pia-

no tal que-: 

o~G ® A/I~H ®A/I~ E@ A/I~O é exata.V I: ideal f.g. 

de A. 
-

Consideremos o diagràma: -----

o 
~ 

I 0 o . 
\.1 I ® H I ® E o 

lf lg th 
G E E 

t 
a A/I 

t 
o A/I ® G ® H 

.j, ~ 
o o 

N 

onde as filas e as colunas sao exatas, pela prop~ 0-1.7. e pelo 

fato de H ser plano e por (c). 

Pela.prop •. 0-1.2., temos: 

d a 
Ker g-Ker h~A/I t;J G-A/I ®H é exata. 

Como H é plano, g é injetiva, daí ker g = O e d é in -

jetiva. 

Por outro lado, de (c) temos que: a é injetiva. 
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Daí O = ker a = Im d = Ker h 

Logo h é injetiVa ~- ' · . . . 
Eritão: 

o--I ® E h E é exata,\" I: ideal f.g. de A ou 

seja E é plano( Cor. III-2.7.) 

Definição: é dito divisor de zero se a aplicação; 

f: A-A definida por f(r) = ar!/rEÁ nãó á indetiva. 

Definição: A: &.nel e E: A-mod. E é di to torSão livre se xa =O 

X € E, a E A • , ~n tão X = 0 ou a = 0 .• , 

Em domínio de Eezout ( todo ideal f.g. é principal) mos 

traremos que torsão livre é equivalenta a ser plano. 

Pro~osiçãoiii- 2.9. 

(i) E é plano,·eJ.it~o para todo a E A, nao divisor de zero tal que 

xa = O, com xE. A implica que x = O 

(ii) Se A é domínio de Be 2 out, então: 

E é plano see E é torsão livre. 

Demonstracão:(i) Seja f A~A definida por f( r) = ra V r <;A 

Como a não é divisor de zero, temos que f é injetiva. 

Mas E é plano, daí IE® f: E @ A--+E ® A = E é injeti\9. 

Logo. se (IE® í)(x) = xa = O, ternos que x = O. 

(i i) Como A é domínio,V' 2: e fj., ~ não divisor de zero. 

Logo por (i),se xa ==O, xEE, temos x ==O. 

Portanto E ~ torsão livre. 

Reciprocamente, se E é torsão livre, mostraremos que E é 
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plano usando o cor.III-2.7. 

Dado I: ideal de A e i: I~A : inclusão. 

Se I = (O), claramente IE® i é injetiva. 

Se I I (O) por hipótese I =(a), a I O. 

Seja v: A-I definida por v( r) = ra.V rEA. 

v ·é um isomorfi~mo pois sendo A domínio, todo elemento 

- -na o nulo , na o é .divisor de zero. 

Daí I ® v é .um isomorfismo. 
" ~ ' 

Se i: I-A: inclusão; então i o v: A-A é tal que i o v(r) = 

ra. 

-Logo IE ® (i o v): E ® A E~E ® ' injetiva A = E e 

pois E ' torsão e livre e a I o. 
Como IE ® ( i o v ) = ( ~E ® i) o ( IE ® v) onde IE® v 

é um isomorfismo e IE®(i o v) é injetiva. 

Conclu.imos que IE ® i é injetiva~ ou seja E é plano. 

Ex~mp1o 

(1) Q:Z-mod. ' plano. 

Claro pois Q é ~orsão livre. 

(2) Z/2Z não é Z-mód. plano. 

Como (l + 22)•2 = 2Z =O e (1+2Z) J O= 

torsão livre. 

2Z , Z/2Z 

Daí .Z/2Z não é Z-mod. plano.(prop.III-2.9.) 

(3) Q é Z-mod. plano, mas Q não é Z-mod, projetivo. 

Suponhamos que Q seja Z-modo projetivo • 
• Então pela prop. 0-2.3.C.5),3ü;l fEQ = homz(Q,Z) 

~ ' nao e 

Daí f: Q ----;..Z é tal que para Y a, b E Z, b I Otemos: 

b f(..!!) = f( a) = a f(l) 
b 
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Como b I O, f( ~ ) ~ ~ f(l), ou seja \d x·E: Q, f(x),; · 

Desde que f(x)E Z, temos Q.f(l)CZ. 

Mostremos que Q ~ Qf(l) 

~3empre temos Q.f(l)C Q pois Q é z-mod. . Por outro la 

do , como f f O, f(l) f o. 
Í 

a a 
Da b = -. f(l) 

bf(l) 
ou seja QC Q.f(l). 

Concluímos que Q = Q f(l)cz, o que é absurdo. 

Logo Q não é Z- projetivo. 

Observação :Usando a mesma demonstração acima concluimos : 

K não e A-projetivo, onde K é o corpo de fraçÕes de um domíUio A. 

~- --

-ooo-
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CAPÍTULO IV 

CARACTERIZAÇÃO HOMOLCGICA DE MÓDULOS PLANOS 

Já estudamos algumas relações entre funtores ®, hom. 

com módulos planos. 

a mesma finalidade. 

Neste capítulo veremos o funtor "tor 11 com 

§ 1, FUNTOR TOR 

Definição: Uma sequência X: 
d 

n ... __,.. x 
1
-x _ 

n+ n 

é di ta um complexo se d o d = O para to do n~o,ou seja 
n n+l 

Im d .CKer d 
Ml n -

. • 

Definição~ H
0 
(~) = ker d

0
_.

1
/Im d

0 
é di to n-grupo homolÓ-%i co 

se n >O e H = X / Im d ·se n = O. 
o o o 

Definicão: A aplicação f:X~Y de complexos é uma sequªncia 

é comutativo. 

Proposição IV-1.1. Se f:%~Y , então petra cada n, existe 

Hn (f): Hn ( '4) = Ker dn_1 /Im drl""" Hn (Y ) ,; Ker d~_ 1 /Im d~ definida 

por: H (f)(x+Im d ) 
n n 

=f (x) + Im d' YxE_Ker d n - n. n-1 ( Bl 
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Definiçãó: Dizemos que uma sequ~nci.a de complexos; 

o -W -%~'V -o é exata see o-'.V ----'31-- x- y -o é exataVY\ 
n n n 

Proposição IV-1.2. é exata V n, 

então para todo n existe: 

'n' H("))) = Ker d 1/Im d~H 1 (W) = Ker d" 2/Im d" 1 d f" 
o n n- n n- n- n- e ~-

nida por-: "Q (y+Im d ) = W+Imd" 
1 

com f 
1

(w) = d • 
1

(x) e g (x)=Y 
n n n- n- . n- n 

onde H (X ) = Ker d • 
1
/Im d • 

n n- n' 
yEKer Ll 

1
, wEW 

1 
e xEX. 

n- n- · n. 

~ f g "' -Proposiçao rV-1. 3. Se O -W ----%' -=-- y ---<J é exata, entao: 

H (f) ·H (g) <'>n Hn_1 (f) 
••• _...Hn(W) n Hn( X) n . Hn(Y)_,..Hn-1 ~) -- • • • 

H(f) H(g) 
o 1 o o 

~H 1 (Y )~H 0 (W)-->- H
0
(X) --H

0
('V)---->-O é exata. [8) 

Uma sequ~ncia exata: 

é uma resolução livre 

(resolução projetiva) em M se X. são A-mod. livres ( A-mod. proj~ 
~ 

tivos) para todo i 

Anteriormente provamos que todo A-mod. admitia uma 

apresentação, que é uma sequência finita. 

Agora demonstraremos o seguinte: 

E..!::Qposição IV-1. 4. Todo A-mod. possui uma resolução li.vre. 

Demonstração : SejaM: A-mod., então pela prop. 0-2.1. M :;:-F /s 
o o 
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f 
Assim: 0--~ S --'o'->­

o 

fl 

Então: o Q 

~l 

Por indução temos: 

f gn 
o S· 

n 
F s 

n n n-1 

to 
F --'--~M ---0 é exata. 

o 

S ----~o é exata. 
o 

mod.livre, da_í obtemos o seguinte diagrama. 

onde d = f 
1 

o g V n. 
n n- n ~ 

Mostraremos que Ker d = Im d 1 , para isso mostraremre n n+ 

inicialmente: 

(i}Kerd =S e(ii}Imd =S 
n n n n-1 

(i} xEKer d see d (x} =O ou seja f o g ·{x) =O see 
n n ~l n 

g (x}E Ker f 
1 

= j O\ see g (x} = O see xEKer g
0 

= Sn 
n ~ n 

(ii) Pe}o ·primeiro teorema- do isomorfismo temos: 

Im d ;;; F /Ker d (~}F /s -;; s 
n n n n n n-1 

Logo por (i) e por (ii) temos: Ker dn = Sn- Im dn+l 
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d d d E. 
Definição: . .., n n-1 o SeJam,.: ..• -x _;::_::;..x~ 1 ... -.x

1 
X__,.W-->0 

n n- · o 

uma resolução projetiva de M e o complexo: 

d d n• : ... -x ® N-x 1® N-••• -x1® n n- N ~X' 0 N -~~;<N-O o 

onde d = d ® I, V n· 
n}( n u 

Hn(X~N)= Ker d~_ 1 /Im d : n-grupo homo16gico de. X e N é di to 

to:l (r.', N) se 
-n 

• n, 

n >O e H ( 'X ® N) =(X ® o o 
A -

N11Im d = to r (W, N) :f o -o 
• 

se n '=O 

Obser.vacão.: tor (M,N) é independente da escolha da resoluçã.o de M,(8) 
. n 

Lema IV-1.5. tor (M,N) = 
- o 
Demonstraqão: Seja X

1 

M O'l N 
d 0 X -'E"-• M __._O ;3equ~ncia exata, ent&a 

o 

pe.la prop. 0-l. 7. 

d 

tem.ost 

o .. x
1 

® N ~=- x
0 

® N 

Então Im d - Ker é 
O;r :t 

Por outro lado: 

o KerE. ~X ® N --;.M@ll 
* o 

-,---O é exata, ~u sejo. M 8 N = 

= X 3 N/ Ker é' = X ® N/Im d = H ( ~ ® N .) = to r (rt,'N) 
o * o 0'4: o o 

Proposição IV-1.6. Se o --Iir'-!..M 2:..w~--o é exata e 

••• -~ P. 
1

_....p_ ----r ••• __,..P
1 
~p ~ M' ~o , 

14 l o 

· · · -Pi+l Fi~ ... ~r 1 ~P 0 -mn--?-- O são resoluções prOjetivas 

de Mt e M11 respectivamente, então: 

••• ........,._p i+-li.B j5 i+l--- p i . Ul F i~" " " ___,J> l $ 1\ _,_F o ffi p o ---;. M ~O 

é uma resolução projetiva de ~1. 



-68-

Demonstração: Consideremos o diagrama: 

o 
~ t f g M' M ,.Mu o 

E1 e:t 
p p ~ "P~P o o o o o 

0--~ 

-
Como P0 é projetivo,3 fJ.: = E 

Definamos t:' : P @ P --"'"M por: 
o o 

É (x,y) =f o ( (x) + )-l(y), onde xE;P
0 

e yEP
0 

Claramente é' ~um homomorfismo bem_ definido. 

Mostemos que é! é sobrejetivo 

Dado bEM, g(b)EM", como [é sobre, 3 yEP t.q.\:(y) = g(b), 
o 

Daí g of<(y) = ((y) = g(b), então g(b- y(y)) =O ou se­

;ja b -y(y)EKer g = Tm f, 

= f(a) 

onde as 

Logo 3 aEM't.Q.b-)-l(Y) = f(a). 

Mas t ~ sobre e a E. M' t então3 XEP t,q,a~ ((x), 
o 

Portanto 3 (x,y)E P $ 
o 

- ' P
0
t.q.E(x,y) =f ot(x) +)-l(Y)= 

+ )-1 (y) = b - )-1 (y) .. )-1 (y) = b. 

Lo _f:SO obtemos o seguinte diagrama comutativo: 

o 
~ 

o 
t f g t 

o M' M 1P' o 
ti d -d 

o p p li) p j5 o o o o o 

linhas e as colunas -sao exatas .. 

Pela Prop. 0-1.2;: · 

'--lo --~ I ----> ' t O- KerE. Kert ~ KerE_ O t.! exa a. 

Agora usando este mesmo argumento sobre o diagrama~ 



-6B-

o o 

i l o Rert. Ker t..' Ker é o 
d 

1 
Ido o 

o pl Pl@ pl pl o 

Obtemos; 

o o o 

t t t 
0--~ M' M Mu --->-0 

d d d 
-p p ~ p F 

do r d~l 
o o 

do r 
O--+ o 

o-~ pl pl~ ,---o pl_____,._ pl 

Por indução teremos: 

~ 

••• ___,.Pi~ P~··· ~FJ.$ P 1 ~P 0 4! P~M-0: rAsolUção projetiva 

de- M. 

FropoSiCão IV-1.7. Se o-Mt~M____.M 11 ~0 sequOncia exata de 

A-mod. e N: A-mod., entã9o 

-;.tor 
1

(W',N)--..tor (M',ll)~tor (M,N) ...... tor (M",N}-'»: 
ll+ n 11 n 

é exata. 

Demonstração: 

Pela Prop. IV-1.4. M1 eM" admitem resoluçÕes livres: 
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W/ : •• .-... W. ---4- \V. l ~ ••• --.:. w 1 ~ W ----.:>. .M" -i> O 
1 1- o 

Pela Prop. IV-1.6. 

çao livre de M. 

Pondo Y
1
. ~ x, 1!1 w. 

~ ~. obtemos: 

o o o 
t t 1 

o M' M M" o 
+. I t 

o X 
\o f o 

\V r o 

• 
• • 
• • • 

-onde as lirill·?.S sao exatas.·" 

Logo 0-'>X .--y -o."l/-0 é exata. 

= (X. 00 N) ~ ( \1. ® N) 
~ ~ 

Logo: 

ou seja: 

F.ntão pela Prop. IV-1.3. vem! 
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' . 
••• H' ( %® 11 )-H (y ® N)-H ( W li N)~H 

1
(% ® N)-->- ... 

n n n n-

... - Hl( w lii N)~ H (X ® N) -H ("" 0 N)-;-H ( IW ® N)---->-0. é o o I o 

exata. 

Por definição de tor e pelo lema IV-.... 1·.~5. temos: 

... ~tor (M',N)~tor (M,N)--tor (M",N)~tor 
1

(M',N)---.. ... 
n . n n n-

§ 2 , MÓDULOS PMNOS E FUNTOR TOR. 

Até o presente momento vimos ~ts propriedades 8$pec{fi­

cas do funtor'_'tor",a fim de qu~ possamos entender a sua relação 

com módulos planos que apresentaremos abaixo • 

TAorema IV- 2.1.· são equivalentes as afirmaçÕes:-

E é plano. (a) 

( b) Para todo F: A-mod.' e todo n;, 1, tor (E, F) =O 
n 

(c) para todo F: A-mod., tor1(E,F) = O 

(d) para todo ideal I:f.g. de A, tor
1

(E,A/I) =O 

Demostra~ão: 

(a) 9 (b)- Pela prop. IV-1.4.3 

d 
~X -F---=;;.-0 resolução livre de F. 

o 

Como E é plano, vem: 

•• I E ® xn 
d 

O >o 
X~ E ® X-::;....E ~ F --o ex& 

o 
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Daí torn(E,F) = Ker dn_1/Im 
• 

(b) '?(c) e (c) 9 (d) dão óbvias 

(d) ~ (>t) O é exata, então pela , .. · 

prop.IV-1.7 . temos: 

tor
1 

(E, A/I)__,. E ® I ·- E 0 A é exata. 

Por (d) ., tor
1 

(E, A/I) = O 

Ioga: O____.E ~ I_,_E é exata,\JI: ideaal f.g. de A. 

·Então pelo cor. III-2.7., E é plano. 

Prouosição-IV-2.2. 

E" é plano, então: 

Se O-E 1
- E-----;...E 11-0 é exata tal q_ue 

E•é plano see E é plano. 

Demostração: -- --

Suponhamos que E' seje plano. 

Então pela prop-." IV-1. 7. temos: 

tor
1 

(E', F) --tor
1 

(E, F) -tor
1 

(E", F) é exata YF: k:-mod. 

Mas por hipÓtese E' e E11 sã-o. planos, daÍ pelo teorema 

anterior temos; 

o~tor 1 (E,F)--o é exata ou seja tor1 (E,F) =O 

Portanto pelo teo. IV-2.1. concluimos que E ~ plano •. 

Reciprocamente, suponhamos que E seje plano. 

Então pel8 prop. IV-1,7.: 

tor2 (E",F)__,..tor1 (E',F)-tor
1 

(E, F) é exata. 

Mas pelo teorema anterior, sendo E e E11 planos, temos: 

tor
2

(E",F) = O e tor
1

(E,F) =O. 

Daí tor
1

(E',l!') =O e então F.' é plano(teo •. IV-2,1.) 
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Observação : 

(1) Sejam F.: A-mod,, m, N : sub,od, de E tal que n! +li é 

plano. Então M e N são planos. see M()N é plano. 

Demonstraoão: 

Como 0--M(\N-M lll N- !ll .. N-0 e exata [6} 

e por hipótese M + N é plano, então pela Prop. IV-1. 7. M e N 

são planos se e M E& N é plano se e M () N é plano. 

(~)Se o- E'-+ E-:.. E 11 ---iooÜ é exata, é possível que E e E 1 sejam 

planos, sem que E11 .seja plano. 

Tomando A·= Z, E == Z, E' ::: 2Z e E 11 
::: Z/2Z 

Obtemos: o-2z~ Z -+-Z/2z_.,..o exata com 2Z e Z pla­

nos ( pois-são torsões li~res), mas z/2z Dão é plano(pois não 

é torsão livre). 

Proposição IV- 2,3, Sejam A, B : anéis,. f: A-B hom. e 

A-mod. Então são equivalentes aG afirmaçÕes: 

(a) r-ara todo F: B-mod. tor
1 

A(:B', E) = o, onde F tem a estrutura ce 
A-mod. definido por f. 

(b) B ~AE : B-rnod. é plano e 

Demostração: 

(a) ~ (b) Tomando F = B, então por (a) A tor
1 

(B,E) ~O 

Mostremos que B 6!JAE é B-plano. 

Seja o-F• ~F -F"-0 sequª'ncia e:xatac de B-mod. 

Por restrição de escalares torna-se uma sequ~ncia de 

A-mod. 

Então pela prop. IV- 1.7. temos: 

tor~(F 11 ,E)-F' ®A E ----F @AE-F 11 12A E -0 é exata._ 

Por (a) e por P ®AE:; (P ®BB) ®AE:; P ®
3
(B ®AE),YF:B-m:od. 



~c-o:n..cluimos: 

O-F' ®B(B ®AE)-F ®B(B.@AE)~F" ®B(B ®AE)-0 é exata 

Então pela prop, III-2.2. B 0AE é B-mod. plano, 

(b) ~(a) Como para todo L= B(I) :B-mod. livre, L é um A-mod. 

por restrição de escalares temos: 
A A I 

tor
1

(L,E) = (tor
1

(B,E)) =O CD 

Mas pela prop. 0-2.1. F ; L/H, L: B-mod. livre, dai: 

o H ~L --F ----o é exata. 

Então pela prop. IV- 1.7. 
A A tor
1 
(L,E)~tor 1 (F, E) -H @ E -L ~ E é exata, 

e ~t.inda :u_eando m temos-: 
A 

O-tor 1 (F,B)~H 0 R-L® E é exata 

Por outro lado sendo B ®AE: B-ffiod~ plano vem: 

O-H ®B(B ®AE)~L ®B(B ®AE) é exata ou seja 

O -H ®AE -L ®ÃE é exata. 

Da:Í obtemos: 

o o 
I J 

---torA 1 _(F,E)--~ H 0 E L® E 

• F t;; o _ ____,. o --~- O H 0 E ---H 0 E 

Pelo 5-lema ,tor~(F, E) = O \i F: B-mod, 

-oOo-
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