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CONSIDERACOES

No trabalho A € um anel comutative com identidade: lA

e o8 A-mddulos sdo chamados de unitdrios.
Consideramogs os homomorfismos de andis f: A—>B tal

que f(lA) = 1_, seguindo as terminologias usadas por 11,8 ]

B’

NOTAGOES

mod, : médulo
hom, : homomorfismo

IE: Aplicacao identidade :E ~—E

Ker u: kernel do homomorfismo u T -

Coker u : Co-kernel do homomorfismo u
f.g. : finitamente gerado .

f.a. : finitamente apresentado.

. 8ee: sSe e gomente se

diag. com. ¢ diagrama éomutativo
inj. : injeg¢do

sobre: sobrejegio

‘s.m, : sistema multiplieativo

{E>: gerads por E

(X,p) ou E el B,i?: sequénqia de A-mod. e homomorfismos

f]E: restrigfio da aplicagdo f sobre E
annl : anulador

& .3 soma direta de A-mod,
S i .
iel

‘E-O,. : tal que.,.




INTROCDUGCZAO

0 objetivo deste trabalho é ahordar os'vérios-aspectos
de um médulo plano. | |
Na parte inicial deste, fazemos uma explanagédo de con -
.ceitos e proposicdes bdsicas. _ |
No capitulo I definimos é”exemplificamos "médulos pla -
nos"., |
No capftulo II dlscorremos sobre "llmlte direto" expon<
do um teorema devido s Daniel Tazard (67 : Todo médulo planoc & o
limite direto delmodulos livres finitamente gerados. Utilizando
este resultado réiacionémos m6dulos planos com equagﬁes lineares.
No capitulo III apresentamos um es tudo feito por Lambek
(5] s que caracteriza médulos planos por mdédulos caratera
No cap{tulo IV damos uma aplicacdo de fuator "tor" sobre
os médulos planos. -
| Assim procuramos estruturar mddulos planos sob védrias
formas: propriedades especificas, localizacao, equivaléncias com
médulos injetivos e mddulos projetivos sob certas bondi@ﬁes e a
relagio comfuntéres: @, hom., tor.
Com o presente trabalho esperamos contribulr para me -
lhor compreensao de médulos planos e servir de estimulo para pos-

tericres pesquisas.
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CAPITULO ©
RESUMO DE ALGUNS CONCEITOS E RESULTADOS : BASICOS

Apresentaremos neéste capitulo algumas definig¢3es e pro
posicoes fundamentaisg, cujas- demonstragoes sdo encontradas segun

do as referénciasg indicadas,
§ 1. HOMOMORFISMOS E PRODUT0OS TENSORIAIS

‘Definigcdo: -Seja A: anél, ﬁﬁa sequéncia de A-mod, e homomorfis.=:
mos: Off—M'Léﬁm—géﬂ"-éO é dita exata see Ker f = Im g.-
Yonluimos da definiggo acimas
0——*M'—£;M & exata see £ é inéefivblmhq .
M8 _v0 & exata gsee g é sobrejetive. |
0—M'—M—0 é exata seec M? ; M.
0—>M—0 & exata see M = 0, |
Se N: submod. de M entio: OQ—N—=MN—Y/N~—0 & exata.
0 lema que enunciaremos a segﬁir é bastante dtil para

as demostra¢des de proposigoes.

Proposicao 0-1.1. (S—Lema)

Seia o diagrama comubtativo de A-médulos e homomorfismos:
M—eM e —= M ——M |

aL1 bI2 CLB dt4 el5
N—N o~ —N,—=N

1 2 3 4 5

(i) Se g & sobre; b, d:inj., ent@o-'c: inj.

(11) se e:inj.; b,d: sobre, ent@o c:sobre.



(iii) Se a :sobreje : inj.; b ,d : bij. entdo c : bij. (7)

Proposicao: 0-1.2. (Lema Snake)

Consideremos o diagrama comutativo de A-mod. e hom,

Mte—- M = N >0
& by ¢
0 »N ! > N > "

onde as linhas sao ‘exatas. Entao:

Ker 2> Ker b—» Ker c——>Coker a—-> Coker b——:»Coker cé exata.
: _ 1]

Definiglo:s O—>E—-5>F 8560 ' exata & dita split se

f(E) é vm fator direto de F (F= f() ® C, C i A-mod.) .

Proposi¢ao: 0-1.3. Se O——=E P8 g0 & exata, en-—

t80 sAo equivalentes as afirmacoes:

(i) 0—~E—=PF—>G—>0 & split. L

(ii1) Z‘xiste f.: P=——TF tal que f.o0 { = T
1 1 E
(iii) FExiste g1 G—F tal que g 0 g; = Iy

Proposic8c0-1.4., Se ja O—hM'—rM T Mt —0 exa-ta, entdo?

(1) O0—hom{M", N )-—-—>hom(M, N')—:-hom(M' N) & exata, para todo N:A-
mod. onde v*(f) = v o f para todo f €hom(M",N)} e u(g) Zuogpa -
ra todo g€ hom({M,N ).

(i1 ) .O—»hom(N,M‘)—Lhom(li,m)l:hom(N,M") é exata para todo N:-
A-mod., ondhe_v*(f) = f o v para todo f€ hom(N,M) e u‘(g) =gou
para todo gehom(N,M') ou seja: '

hom{( ,N) , hom(WN,-) sfo exatas & esquerda (1]

Mais adiante ectudaremos og A-mod. que tornam hom{(-,N) e hom(N,~)

exatasd direita.
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Proposigcdo 0-1.5. Se 0—s>E—=F G —=0 ¢ exata tal que E

e @ sdo f.g., entao F & f.g. [2]

Proposicdo O-1.6. Sejam M, N, P : A-mod., Entdo:

~

(1) (MeN) @ PZME@ (NOP)ZHONGP
(1) (K@ N) 8 PS (MO P) @ (N &P)
(iii) A @M I M : e
(1v) nom(&,M) Z M

(v) hom(M, @ N,) S & nom(M,N,) (2]
i=1 - i=1 :
Observacao: hom{M,A) £ M = hom(M, A) é dito dual de M.

]
N &3

Provosicio 0-1.7. Se M'—sM ——9Mn;_4-0 é exata, entdo:
g o ME2E 0 n1EYE ¢ Mv—5 0 & exata, onde I, 8 u(x ® y) &
=x®u(y) y, xeE , yeM'. . Analogamente deflne -se I, @V ..

ou seja: E @ — § exata A& direita. (1]"

Para E : A-mod. que tornam E ® — exata & esguerda sio

ditos Mddulos planos

Definigao: Sejam f: A—»B : hom., de a2néis e N : B-mod. N: tem a ‘
estrutura de A-mod. definido por ax = fla)x , ac A ¢ xe N ,

Entdo N : A-mod. é dito obtido por restrigao de escalares.

- DefinicBo: Seja M: A-mod. M @AB ¢ um A-mod. que tem estrutura

de B-mod. definido por b(b* 8 x) = bb' & x; b,b'e€ B e xell

M @ B: B-mod, é dito obtido de M por extensao de escalares.,

Provoslcao 0-1.8. Sejam A, B anéis , M: A-mod., P:B-mod. e N:

(A, B)=bimod. Entéo: ' '
(M @AN) ®

BP.z M @A(N @BP)
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Proposig&o 0-1.9.( teorema do isomorfismo adjunto)
.Sejam A, B: anéis , P:B-mod., N:A-mod. e M:(A,B)-nd
EntSo- ¢ homB(M a‘AN,P) = homA(N,homB(M,P)) (87

| =~000=-
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§ 2. MODULOS PRCJETIVOS B MObULOS DE APRESENTACAO FINITA

Defini¢do  Sejam X : conjunto, U —{u | xeXl e Au_ \au

a e,Af& : um A-mod, ciclico.

Fa(x) =ng Aux,=\ i: a_ uxl axéiA e ax= 0 para quasg todo x<5X}

é dito A-mod. livre (notacgio :'A(X) Yy e U é dito uma base de

FA(X)'

Prbposigﬁo 0-2.1., . Todo M:A-modﬁ é isomorfo & um gquociente de

um A-mod. livre.
Demonstragao : Definamos f:F (M)—e»M por f([;a v ) _i:a m
mEM mEM
Claramente f é sobre, dai :

0 —» Ker f—= FK(M) fz.M -5 0. & exata.

Ent2o pelo teorema do isomorfismo de A-mod, temos 3

M = FA(M)/KGI' £,
Definicdo  Sejam P, M, N ; A-mod.,e f, g :zhomomorfismos.

ig

M-——ari-——4-0 exats

Dado o diagrama :

_Dizemos que P:A-mod. é projetive se Jhomomorfismo

h: P—eN tal que f o h =

Observacios Se P & projetivo entao hom(P,-) é exata & direita

- Proposi¢@o 0-2,2, Todo A-mod. livre é médulo projetivo.

Demonstracio: Seja F =@ Auy : um A-mod. livre.
= .

Consideremos o diagramay



Mews N --Q'-,- 0 exata.

Como f é sobre, i)ar_'a cada « , 3 X € M/ f{x,) = g(usde
Definiremos h:F——sM por B(} a, U« ) =} 8, X & , onde
f(xy ) = glus ). Dai T o h(j_—_ao( ue) = g(La uy).

Apresentaremos a seguir uma proposi¢8o que caracteri-

za mddulos projetivos sob vdrios aspectos:

Proposicio 0-2.3., Seja P:A-mod, EntdZo sao e@uivalentes ag
afirmagoess _ '

(1) P:A-mod, projetivo.

(2) Para todo M:A~mod, tal que M G, p—>0 & exata, existe .

h:P—> M tal que f o b= T, ~
n
(3) Toda sequéneia : 0—> X Hji> M- P—s 0 & split.

(4) Existe F:A-mod. livre tal que:

L
0 —> K-—i‘s- F—» P —» 0 & exata e split.

) | % |
(5)3 { X o ‘l&ec%[ Pe 34 { . ‘ch-‘ic' P = hom(P,ﬁ)_ tal que, para
todo X € P, x = ifd(x) X o {chamamos (3 xo{ﬁ, 3 fu\( )dgi um

_sj.stema coordenado projetivo de P ) (4]

Propogicgo 0-2.4. { Lema de Schnuel )

Dado o diagrameg
0——-5-*Kl——“f- Pl—_-:-— Ml’ — 0 exasta
0.-—K2-—;- P2_:>M2-__;..O excta

onde ?1 e P‘2 + A-mod. p{'ogeﬁlvos R Ml = Mz'



Ent8%6 K, @ P ,Z K, 8P (4)

Definig8o Li—wea-Lg———a-E —~—> 0 : sequéncia exata & dita a -

presentagdo de E (apresentagao finita, abreviademente E ¢ f.a.)

see I, e L_ s80 A-mod. livres (A-mod. livres f.g.).

Propogigdo 0~2.5. Todo A-mod. admite ume apresentacfo.

Demonstracfos
E:4-mod., entSo pela prop. 0-2,1. E = I,/ F, s LO': A-mod, 1li-

vre.
Se jam u:LJL—4>'E : hom, natural e FO= Ker u.

Pelo mesmo argumento FOE Ly /?1 s L. ¢ A=-mod. livre.

L
Wo_u,-n —0
‘i
3 /@\ .
0

Assim, Ll A Lo “>E >0 & uma apresentagao de E.

Obtemos assim 3

onde v = 1 0 Pe

Proposicao 0-2.6,
(i) Se E & f.a. entao E é T.g.

(ii) se E:A-mod. projetive T.g., entdo E & f.a.

Demonstragaos

(i) Por hipbtesed ., IL.—w> I'o Us E —>0 exata, onde I. e I’o

1 1l
s&o0 A-mod. livreeg f.g.
Como u & sobre., temos que E & f.ge
(ii) E:A-mod. projetivo, entdo pela prop. 0-2.3. o 1,2 A=mod.

o .
livre f.g. tal que O——> Kor J——> I,—E —0 é split,



 agm

ou sejad v : E—>L  tal que L, = Ker & @ v(E).
Como ZO e v(E) sdo f.g. entio Ker = & f.g.

Dail pela prop. 0-2.1.,Kerff= I / F; » Ly 3 A-mod. livre f.g.

Logo: Li———; Lo —> B >0 & uma apresentagfo finita de E.

Exemplo: L
. Um A-mod. f.g. , n8o & necessariamente f.a.

Sejam: A = F(:xl, X,y s+ ] @ anel polinomial com infinitas
, variedades, F:corpb; I=( Xy xz, e..) ideal de A.e A/I: A~-mdd.
eiclico, | ,

Asgim A/I & A-mod. f.g., mas A/I nao é f.a, (pela prop.
0-2.4.) I | L

Proposicac 0-2.7. Seja E:;A-mod. f.a.

Dado O~ F jagG PoB—u0 exata tal que G é f.ge,
entdao F & f.g. |

Demonstraggo : ' _
E§ f.a., sntaod Ly L
gue Ll, Lo ; A-mod, livres f.g.

Lo—géb E ——a—b exata'tal -

Consideremos ¢ diagramas

: L
- ) . 0

o F

G—2>E—-—a>0

L, : A-mod, livre, ent@o pela prop. 0-2.2, L, é A~mod, proje-

$ivo, Daf 3 4y s Dy—=G tal que po u = s,

Mostremos que uw o r (Ll) C Ker p.

H



XEuor (Ll), entaol J‘le L; tal que X=uor (11).

Daip(x)=pouor(ﬂ_1')=sordl)=0

3]

Como F = Im j=FKer p temosg

T
. luor

F—=sker p —=0 exata

Sendo Zl : A-mod. livre, pelo mesmo argumento'anterior

3 v: I——>F.

Obtemosg agsim:

i———% L - > 0 \ oxata

L E
0
lv u lIE

—_ 0" . exata.

Pela Prop.. 0-1.2, , "

0 = Ker IW Coker v -—>Coker u ~——> Coker I = 0 é exata.
Dai Coker v = Coker u = @ / u(LO), com G f.g. por hipétese.
A-ssim.Coker v é f,g. | Como:

0——> v(L,) —= F —>Coker v—>0 exata, com v(L ) e -

Coker v - f.ge
Pértanto, pela Prop. 0-1.5. F. & f.g.

Propogicdo 0-2.8., E & f.a. seed O S ;LO—«-—->E —>0
exata, onde S:A-mod, f.g'. e LO:A—mod. livre f.g.

Demonstracfos

(=> )E é f.a. , entdo 3 Ly 2 > L v »-E ——>0 exata, onde
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Ll e LO: A-mod, livres f.g. -
Seja 3 = Ker v,

Togo: 0—-—:-8-—>L0—-—>- E-~—>0 exata com LO: A-mod. livre f.g.

r 4

Pela prop. 0-2,7. S & f.g.

(& ) Como 5 é A-mod. f.g., pela prop. 0-2.1. S = Ll/ Ryy Lt

A-mod., livre f.g.

Dai existe :

onde- p: hom. natural e Uu=131i00D.

-0Q00- =~ —
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CAPITULO " I

MODULOS PLANOS'

§1.DIFINIGUES E PROPRIEDADES

Definig'éoé E t A-mod. € dito PLANQ see para toda sezuéncia
O—a M'—s= M ‘exata, entao | 0——-—3-—1'} 8AI:'_=" ——E @AM € exa-
ta. _

Assim, se I identifica com um sub-mod. de M, entao‘-— -
E @ M' identifica com um sub-mod. de. E & M see E € plano.,

Desta maneira, & ¢ plano see Para todo isl'—>N : inclusag,

o ; _ _ IE 8 i
NM*' 2 Sub-mod. de M, implicar que O-—>E & M ——>E @M &
exata. '
Prop’ogiqgo I-1.1. Se para todo E:MO“—'—-a M ¢ inclusao, Mo s

- sub~mod. f.g. de M, implicar que I, & i : E @ Mo-——>E g M &

inje'tiva,_enj:é'.o' E € plano.

Demonstracse s

F]

Se ja Ty 1 2 incl’usgo, M3 sub-mod. de M, |

Mogtremos que I, @ £ € injetiva.

a _ ,
E x; Ry, € Ker(IE@sf),_. onde X, € E, yiéM', ‘entio:

‘Se '
' - i=1
) n : n - - .
I, &% ('t xiﬁyi;)&-’-.)::-xi@yi:(] em E 8 M,
i=1 _ i=1l , ,
Tomemos Tno=<yi'> n ¢ sub-mod,  f.z. de M',
i=]

*

Seja  ir M—s N! : inclusfo.
: Fl ’ 1

Dal £ o i s Mg—-—:—l‘ﬂ : inclusao, com MO ¢ sub-mod. f.g. de MM,
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e por hipdtese i, 8 (foi)é injetiva.
n n

como IE® (f o 1) Z::Xi ® y; = 5 X ® y; = Oem EQ®M
" n i=1 i=
Segue que I::xi & Yy = Oem E® Mb'
i=1
Concluimos - entdo ! X, @y, =0 em E & M' ou seja
=1
IE® f & injetiva,

Observagao:  Isomorfismos preservados por médulos planos.

Se B: A-mod. plano e ut M—=N: hom. de A-mod. entios

e

(1) Xer (IE @ u) = E @ Ker u.
(2) (I  ®u) = E8 Imu.

(3) Ee (F/G) Z (o) /(ES6GC).
(4Y 28 (FNG) S (E®@ MN(E @ G)3

Proposicéo I~1.2. Seja (B;); . ;¢ fomilia de A-mod., entio :

€I
. @ Ei é plano see Eié plano para todo icI.
ierl )

Demonstracao:

Seja M!'—sMshom, injetor.

E, @ M'——E, @ M & inj. para todo i€l sece & (E,8 M')—=6(E, 9
1 1 : . i . i
- ieXl ieX

¢ injetivo see ( @ E,) @ M'__,( & E,) 8 M & injetivo.

: . i R |
i€l i€l .

Veremos agora exemplos clfaesicos de mddulos planos:

(1) zznéo é um Z-mod,plano( no ¢aso mais geral, todo grupo torsao

nao & 7Z-mod,plano) pois Z?ﬁ Z—-422® Q ndo é injetivo devido ao fa=-
. ~ e 2} a a

ta d 72 = ;,JQ‘: 1 e o - = -

0 de Z,® Z, e 7.8 o(@b 295 =085 o)



=14~

(2) Todo anel A é A-mod. plano ( por M 8, A = M para todo M.:. -
A-mod. M e por definic8o de médulo plano)

(3) Todo A(I): A-mod., livre é plano.

{(por (1) e pela Prop. I-1.2.)

(4) Todo M:A-mod. projetivo & plano.

( Prop.0-2.3., Prop. I-1.2, e por (29 ) !

(5) Q ¢ z-mod. plano, mas Q nfo & Z-mod. projetivo(CAP.III-Ex.3)
Visando um estudo sbre o comporitamenio de médu_los planos, apre-

sentaremos os segu:i'.ntes‘ tépicos.

§ 2. LOCALIZACAO DE MODULOS PLANOS

Sejam A:anel comutative com 1, € S um s.m. de A,

A
Definicdo: O anel de fracdes de A por. S & o conjunto
=1, 18 341 ' ‘ Seg & 4 DB_ 8%rbs
S A _‘ - J,al_,que ae_lﬂ, SE€3 '] com as operagoes S + = =t .
2, b_ab onde 2= = L .8e e somente se existe s'€ 3 -tal que
8 Tt st S t

g'{at-bs) = O, 3, BEA; g, t €S
(S A, +# ,.) 6 um anel comutativo com identidade. (2}
Se A é dominio e S = A-{O0}%, entao SmlA = qf(A): cor-

po de fracoes de A. Se M é A-mod, define~ge analogamente S-lM%

médulo de Pracoes de A.

Lema I-2,1, Sejam M, N:A-mod. Entso:
(1) S—IM é S_lA—mod_. e & A-mod.

(ii) se u: M—=N: hom. de A-mod. entio w & S_lM—»S_lN definido

por ﬁ(g) =,u;m) ¢ um homomorfismo de S“lA—mod. |
(i1i) M ® s ta = s im. (1]

- - |
(iv) 3 lM 33“145 N 2s (M @AN)
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Tema I-2,2, Se O=—» M'-—=N & exata, entfos

0 —>5 Mr—>sIy & exata,
‘Demonstracios:
m - ' - ., m u (m)
Se - €Ker u , temos u‘(g); S =0

Logo dte 5 tal que t.u(m) = 0, entdo u(tm) = 0

Sendo u: injetiva, tm = 0 ou séja g = 0

.. ~ ""1 ) Ll s
Proposig¢ao I-2.3, 3 "A : anel de fragoes ¢é A-mod. plano.

Demonstragaos

5S¢ Q—=M*'—= N é exata, entao pélo lema I-2.2. 2

1

0—5 M:-—e-s‘lm é exata.

Agora pelo lema I-2.1. concluimos:

0—>5 18 8 M'—s S A 0 M. & exata.

Logo S 1A & A-mod plano.,

Se P é um ideal primo de A, entio S = A—P é um s.m,
Se M é um A-mod. notamos sy - My yentdo M ® sflA =4 @ A, z

-1
S M=MP.

Proposicdo I-2.4. Seja ¢ um homomorfismo de A-mod. Entdo as sé_
guintes afirmacoes sdo equivalentes: '

(1) ¢ é imjetivo.

(11) ¢P:M§—- NP é injetivo para todo ideal primo P.

(iii) tbm: Mﬂ-l--—n-Nmé injetivo para todo ileal maximal m. (1]
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§ 3. PRODUTO TENSORIAL DE MODULOS PLANQOS

Proposicdo I-3.1. Sejam A, B: @néis, E: A-mod. plano, F:(A,3B)=

bimod. tal que F é B-mod. plano., Entdo E @AF_é B-mod, plano.

Demonstracao:

Seja G—G' ¢ hom, injetor de B-mod.

Como F é B-mod. plano, temog: F @ig‘-—uF 9.6 é hom. injetor de .

A-mod., Mas E: AQmod. é plano, entZo: ,

E @A(F @ﬁ&')——~>E @A(F @IF) & injetiva. Ainda pela prop.0-18
.r}t' 7 \ £ s . . N » .l

(E @AF) @B\ ———f(F @AF) @BG é injetiva ou sej2 E ® P ?%@od é

plano.

-

._\

Coroldrio I-3.2, Se E, F :A-mod. planos, entéo & @AF'é plano.

Coroldrio I-3.3. Seja f: A—»B shom. de andis. Se E:sA-mod,

-

plano, entao E @,6B: B-mod. plano.

Demonstracio: ~ B & B-mod. plano e B é A-mod, definido pela es .

trutura ab = f(a)b. Entdo pela prop.I-3.l. E @AB :b-mod., é

plano .

Coroldrio I-3.4, Sejam f:A-w—sBr hom, de anéis e E:B-mod. plarw
Se B é A-mod. plano, entao E: A-mod. plano,

Demonstracdo: Como E :B-mod. & plano e B é (B,A)-bimecd, tal

que B é A-mod. plano, entfo pela prop. I-3.1. E @BB = E é pla-

Nno.

Afirmamos que plano € uma propriedsde local ou seja:
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ProposicaoI-3.,5. Para todo M: A-mod. as seguintes afirmagoes

sdo .equivalentess:-

(i) M é A-mod. plano.

(ii) MPé Ay-mod. plano para todo ideal primo P de A.
(iii) Mmé A_~mod. plano para todo ideal maximal m de A.

Demonstracio:

(1) » (i1) Como f: A—sA definida por £(a) = ? & un hom. de.-
anéis, pelo cof.I—3.3. M @AA = M, é A_-mod. plano.

: P Yp ° p
(i1) $ (1i1) & Svvios '
(1iii) 3 (i) Seja N—P:hor. inJetor de A-mod,

Pelo lema I-2.2. Nﬁw—;Pm € injetivo para todo ideal maximal m

Como M é A -mod. plano, N 8 MN—=P @ M ¢ injeti-

A

VO . Agora pelo lema I-2.1. -
(X @AM)E'_’(P @Am)ﬁ é_lpgej}vo para todo m
Togo N @AM——*P 8,M é injetivo pela prop. I-2.4.

-pQ08-
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CAPITULO0 1II
MODULOS PLANOS E LIMITE DIRETO

Nossa meta neste capitulo é expor um estudo feito por
Daniel YIazard (6), que fornece um critério para que um A-mod.

seja plano.
§ 1. LIMITE DIRETO.

"Definicdo: (I, €): conjunto parcialmente ordenado & dito con-

junto direto se para todo i, j€ I, existe kel tal que igk e

Jske .

DefinicBo:  Sejam A:anel e (E:’;..)iélz' fam{lia de A-mod., se pa_
ra todo 1£ je I, existe fij: Ei—a-Ej: homomorfismos que satis-
fazem: , .

(1) fii = IEi para todo i€ I, '

parda ¥ k, is j<k.

Ento (Ei,fij) é¢ dito sistema direto de A-mod. sobre

o conjunto I.

Exemplo: Sejam A:dominio de integridade, K: seu corpo de fragoes

e (kA)kEK: familia de A-mddulos c:’.cli_cos. Definamos klAS'l{QA see
existe a€ A tal que kl = k?a.
Se k.=2 e k=S onde a,b,c,d€A & af0, d£0. Seja k.== ; cla-
173 © %273 r 91 Cs » O 3754

ramente klﬁs k3A e k2£-‘ék3ﬁ. Dai (K, <) é¢ um conjunto direto,
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Definigdo:  Sejam E:sA-mod. e f, #Ep—s E: homomorfisnos tal que

f. = f, 0 fij para todo i, 3€1I, 1i<£j.

Entao (E, fi) é dito limite direto do =istema direto de
(T - . . W
‘Ei’fi;j)’ se para tcdo X:A-mod, e hi.Ei——b-X.hom.,t.q, h.i = h;jo fij
Vi€l, i<j, existe Gnico o : E—+X %.5. b, =dho £, Vi€l

Motacdo: (E,f.,) = 1lim E.
_—_ S B~ |

Proposicéo II-1.1. Se ja -(;Ej;’fij) um sistema direto.

©Se (M ot,) e (P, B.) sfo limites direto de (5,2, ),

entSo M = P. e

Demonstracio: R .

Como (I&E[; d.i) é um limite direto de (Ei,fij), entao
" ": . - ) \ V
3 ' ¢:M—sP tal que B = qu"ei, iel
Analogamente 3 |{Y:P—M tal que Ay = \IJ 0 ﬁi

Entao S \!Jo._(;)ooli e B, = 4) oo (31

Obtemos gssim:
o3

ktgora, por definicao de limite direto,3 | L,* hom. identidade seo-

2 ol , = ' s
bre M tal que 5 IM o] o{l_



Lema II—l.?. Se jam (Ei,fij) um sistema direto, C = igI Ei,

D: sub-mod., de C gerado por elemeintos da forma : Xi - fij(xi)

com X, & E i< J para todo i€ I, f:0—>C/D : sobrejegfo canbni-

i!

ca, fi:_Ei__*C/D tal que f, = f Ei. Entao:

(i) Todo elemnto de C/D pode ser escrito na forma fi(xi) para
algum _%e‘-. Ie xie Ei'
(i1) se fi(xi) = 0, entaqﬂ -E?;Ztal gque fit(xi) = 0 em E,,

Demonstracéo:

(1) Primeiramente mostremcs que fi = fj.o fij'

fi(xi) =X, D= X, + fij(xi) __Xi + D = fij(xi) + D:_fj(fij(kf)
= fj o) fij(xi) |

Para todo x + D C/D, temos xe;igI Ei

Entég_x_: xil+...+ xik, xije Eij

‘PBasta mostrar o caso para k = 1,2 e concluir a veraci-

.

dade de (i)} por indusao sobre k.-

(1) se k¥ = 1, entao x = x,
1

X+ D= X + D= f(xi Y = F. {x, )
: 1 1 1 1



(2) Se kx = 2 , entdo X =Xyt X,

X+ D = X+ xj+ D = f(xi+xj) = f(xi)+f(xj).

Como X+ fij(xi)e D, temos f(x,+ fij(xi_)) =0

Iogo X ¢+ D = fi(xi) + fj(xj) - f(xi— fij(xi)) = fj(xé- fij(xi))
(3) se fi(xi) =%, + sz;ﬁ,'temos x; € D.
o finito
Entdo x, = (f. (x.,) - x
L= MENEEN
Je L
Como esta soma & finita,d t2i,t ;j,t),k-, j el desta soma.

Togo: £,,(x;) = (£,,(x;) = %) + % = (£,,(x;) - x;) +

finito .
L Gt o

_'Mas os elementos desta somahboaé ser escrito na forma:
x.) -x,=¢f (X)) -x, - ¢ |z x ) -~ {f. x.] tend
( I R CvH AN o) B EINC Y DT

o segundo indice t. finifo

Como os elementos de ® I, tem representagac unica,

iel
0 para k # t. Donde concluimos:

1

temos: X = 0 e fktgxk)

I

Teorema II-1.3. Dado (Ei’ fij) : sistema direto. EntZo existe

um limite direto deste sistema.



Demonstracfo: Com as mesmas notagbes do Lema anterior mostra_
remos que (C/D,fi) ¢ um limite direto de (Ei,fij)

Dado X:A-mod. e para cada i, seja hi:Ej:——}X um homomor
fismo tal que h, = h,. o f,. ara i1<].

que b, =Ry 0%y S

Como todo elemento de C/D é da forma: fi(xi)gpara al-
gum 1€ T.(lema IT-1.2.)

Definamos A : ¢/D—sX pdr d(fi(xi)) = hi(xi)

Logo A o fi = h para todo ieI, - |

i )

(1) Mostraremos que * é bem definida.
Se fi(xi) = 0, entdo pelo lema II-1.2., 3 j »i tal que £, 5(x;)=0,

gy - - h. o F - = -

Daf (fi(xi))- hi(xi) = hj 0 ij(xi) hj(O) 0

(2) Mostraremos que 9 ¢ unico.

Suponhamos {3 : C/D—»X tal que (3o £, = hi
. ) — — _ d - =Q’>L r
B(f.l(xi)) —(50 fi(Xi) = hi(xi) = %o fi(Xi) (fi_(xi))’ para
todo fi(xi)e ¢/D.
C(3) o4 homomorfismo.
c{(f‘i(xi) + fj(xj)) =K fjo fij(xi) + fj(x_j)):do fj(fij(xi)+x;?)

= hj(fij(xi) +xj} = hjo fij(xi) + gj(xj) = hi(xi) + hj(xj;

H

o&(fi(xi)) + d‘(_fj(xj))-

Logo (C/D,fi) = lim Eif
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Coroldrio II-1.4. Seja (Ei)iGZI: familia de sub-médulos de wm

E:A-mod,, tal que pare cada i, jEI,d k€I tal que E,E_e

i . D i . < j ] .. .y -
_E;;Q‘Ek efinamos 1 £ j se Eig]*":i e fi;} Ei«—a-Ej, por fij(xi)
=%, para cada i<J. Entao

i - . M

Demonstragaos -
vomo fij(xi) = X; par: todo i, j, 1<J, temps ¢t D=0

Entdo pelo teorema acima , lim E, = -§1Ei°
e i

C j i =
omo I é um conjunto direto, temos 121 Ei iel Ei

i€ i i€l 71

Togo lim E, = .8 E, = JoE, .
: — i -

Coroldrio II—1.5:v Todo E:A-mod. € o limite direto de seus sub— -

£

médulos f.g.

Demonstracio: Seja P : (Ei)iéI: fam{lia de tosos sub-mod. f.g.
| ) U .
de X. Entao E = P€T Ei
Definamos 1 <J =8 Eig_ Ej.
I é um sistema direto , pois para todo i,j €I, E; e-Ej sdo f.g.
entdo <Ei,Ej) é f.g. e (Ei,Ej)éf},
a = {E n 3 3 T,
Sej B, <Fi,]}j> entao Ei(_:__ E, e ch_:Ek
Logod k&1 tal que ik e j<k,

Pelo coroldrio anterior lim E, = & E,
RS | iel i
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Mas E= \J_ E,, daf: 1lim E = E.
i 1 — 1 .

Exemplo  Anteriormente temos provado gue (K, <) é um conjunto ..

direto, onde K é o corpo de fragoes de um dominio de integridade A.

Mogtraremos que lim kA = K, (kA) : A-mod. cieclicos.
3 KK .

Se definirmos fi :iA—s>jA4 : incluszo, veremos gue:

J
(kA;fij) é um sistema direto.

Logo lim kA = K pelo corolério II-l.5.

Definicdo: Sejam (Eé,fij) e (Fi*gij)g sistemas direto de A-mod.
sobre o'mesmo conjunto direto I e (E,fi)._(F,gi): limites direto
destes, respectivamente, .

. 0 homomorfismos @J:“(E,fi)_q;(F,gi) é uma famflia de

homomorfismos de A-mod. ¢i:E{——*Fi tal que ¢i 0 fij = gij 0 ¢ i
para 1L J, ou seja: {)
E‘T“*‘—“"i—"' T,
i i
] "1 s
r )

Ey IR

¢ comutativo.,

PropigicaolI-l.6. Com 8 Mesma notagdo acima, dado:

é»: (E,fi)——*(F,gi):_homomorfismo de limites direto.
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Entao existe um uniceo- ¢ :-EanwF tal que ¢ 0 fi: gioda
para todo i€ I. (notacgao ¢ = lim ¢i )

Demonstracio:

¢ éxiste e é lUnico.
. _ - R
Dado F e gi o ¢i : Ei F, temoss
- : : = i j .'-'{"o
(g0 ¢j) o fy,=68,0830 ¢, = g © ¢,V 1, jeI, i<y
Pele definicBo de limite direto,3 | §: E—=F tal que ¢ o £,

|

. . ou jas
A ¢; ou sej

é comutativo.,

'd N - v A . » -
Definigao: Dizemos que a sequencia de sistemas direto:

(Ei,fij)——i—(Fi,gij) A (gifhij) é exata see:

Es @i-Fi 81 -G, é exata para todo i€1.

. . AN -,
Proposicio IT=1.7. Se (Ei’fij)'—:"*(Fi’gij)___*(Gi’hij)- é exa-

i B - |
‘tﬂ-, entao lim EJ-J_"llm Fi——a-llm Gie exata, onde (P: llm ¢

1

° 5 -mg,.

Bemonstracﬁo: Por hipdtese Ei_@i_;ﬁk—éﬁ_QGi & eiata\a ie€T,

Entao Im ¢i = Ker gi e mais ainda, os diagramas:
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Qi 81

El ’F Gi

fil | gi h, [

lim E—-——»llm F—-—-a-llm G
¢

sdo comutativos,
Entfio § o f, =g; 0 L'p e §o g; = by oSi

- Mostremos que Im ¢ Ker 5
Y v€ Im q), entap El X € lig E, -tai_l.h_{_{_fc? y = §(x), pelo lemaII-1.2.
f.(x.) para algum i€I e x; eE..
¢(x) = fp(f(X))-w;f o b, (x,).

= & -
S(y)*uogiotbi(xi)_- -050¢(X) 0)

Portanto Im. § CKer § .

X

!

y

H
O

Y x€Ker ytemos { (x) = 0 e x€ lin Fi. '
. Entdo 3 i €T tal que x = gi(xi) , xiﬁFi
=§(x).= §o z,(x,) = b o Si(xi)-_
Pelo lema 1I-1.2:,3 j>1i tal que h ( gi(xi)) =

Daf O = hij 0 5i(xi) = 53 o gij(xi;), ou sejas:

glj(xi)(—:Ker 53 = Im {bJ

Logo g, (x ) dp (y ) para ‘119'1.11]1 Vs eEJ.
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Mas (53.0 gij(x%) =g, 0 ¢j(yj) ou seja gi(xi) =
o f (y.).
¢ J(YJ) .
Como gi(xi) = x, temos X = ¢ o fj(yj).

Concluimos que Ker 8C Im ¢.

A prog. II-1.7. mostra que a exatidade & conservada
por limite direto. Demonstraremos a seguir que o limite di -

- reto ecomuta com produto tensorial.

?r09031qao II-1.8. Seja (Ei’fij)= sistema direto g (1im Ei,fiz
o seu limite direto. Seja N:A-mod., entdo:

(1? (Ei @ N, fij.@ IN) é.um sistema direto.

(ii) Se notarmos por lin (Ei ® N): limite direto do sistema aci-

ma, entdo lim(E, ® N) £ (1imE.) @ K.
RN . '--*_‘—*3-'1

Demonstracaos Claramente (Ei @ N’fij @ IN) é unm sistema direto

Je ja (lim(Ei ? N),c{i) o limite direto do sistema acima.

Como £, @ I
i

:+ ¥ @ N—s{1im E.,) 8 N é tal que :
N 5 - — i
= £ = -é»..
(fj ® IN) ) (fij‘@ IN) (J‘fj o fij) ® I, =1, ® I, para 1<3

Entao pela definigao de limite direto, existe um dnico
b - 11m(Ei ® N)—(Iim %) ® N tal que £, 8 I = o ,Ni€L,
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Pela definicdo de produto tensorial, para todo i€I1°
existe uma aplicacio A-bilinear:
. 3 } X N——>(1im . , - . -
h ¢ (1lim Ei i) ® 1 definida por: h((f(xi),n))..
fi(xi) @ n.
Definamos uma aplicacdo g: (lim E.) X N—=s 1im(E, @ N).
por g((fi_(xi),n)) :di(xi' ® n) , onde xie, Ei e n€ N,
Mostremos que -2 & bem definida e A-'bi_linear.
- F) .< * sl . _ _
- Se (fi(xi),n) - (fj(xj),n ) e 1\._;],_ entao fi(xi) = fjo fij(xi) =

f,(x.) e n = n‘o
R R

J Ii‘c(xi)'

pat, g«fi(xi),p» :cxi(ﬁi g n)=ot,0 (f,, & I.) (x; 8 n)

Logo fj(x]. - fij(xi)) = 0 e pelo Lema II-1l.2, 3 t31i,]
tal que O = f.t(xj - fij(xi)) = fjt(xj-)-._

It

H

1
a;(xs @ n) =g((£(x),n) = g((fj(xj>,ri').

ott(fit(xi) ® n) .-.o:t(fﬁ(xj_) ®n) = A, O (fjJG ® IN)(xj g n)

Mostraremos agora que g é 4s-bilinear.

(g () 4 B G0, m) = BT (o) 4 Ty (0x)0)

It

g((fj(fij('axi) + bxj),n)) =okj((fij(axi)- + bxj) ¢ n)

ogj(fij(axi) ® n o+ bxj®n) :o{j o (fij ® IN)(axi ® n) +oLj(ij®rl)
= ad (x;, 8 n) + "ootj(xj ® n) = ag((f,(x;),n)) + bg((fj(xj),n));
g((fi(xi),an + bnt))=o i(xi'ﬁ (an + bn')) -_—cki(xiﬁ an +xiabT;))' =

=aoki(xi ® n) + ‘boli(xi @ n') = ag((fi(xi),n)) + bg((fi(xi),n'))

onde a,b& A e nyn*€ N, is .
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Pela propricdade universal de. produto tensorial‘[ll
existe Unica aplicacao A~linear:
$:(lim B,) ® N—-__yl_i_m(Ei ® N) tal que Yo h = g.
Claramente \p(fi(xi) @ n) = \P(h(fi(xi),n) :_g(fi(xi),n)z
%, (x; 8n) ‘ | . _
2 il . } = X = ‘ . 1)=
paf: ¢ o\lJ(fi(xi) @ n)=¢ o ; (% ®n) = £, 8 I(x,80)=
?i(xi) ® n, e |
$o Pl (x; 8 n)) =Y(£,(x,) @ n) 2ot (x; & n)

ou seja ¢ 04:=\L'o ¢ = I : aplicacao jdentidade.

e

pqrtant_o: - (Uim E) 9K | _11@1( By ® N)

Até o presente momento relacicnamos limite direto com
sequéncias exatas e produto tensorial., Agora, veremos que a

planitude é conservada_por'limite direto.

Proposrtvcao: IT-1.9. - Seja (Ei)ieI: famflia de A-mod. e _(Ei’fij):.

sistema direto.

Se B é plano para todo i€ I, entdo lim E; ¢ plano,

Demonstracio: Seja Mt'—sM: hom. injetor.

Como E. & plano V i€1, temos: B, ® M'—»B, & il & in-
jetorVie€ I, ou séja 0—E, ® M'—>E, ® M é exatal

.- e .7.- — i E‘. 1!’.[' i .. 1"; i -'." g
Pela prop.II-l1.7 Q —Iim( l@ I )——+llm(ElQ M} é exata
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Entao;
Q-——>(1im Ei) @ M{——(1lim Ei) @ M é exata (Prop.II-1.8.)

Portanto: 1lim E, é plano.

Coroldrio II-1.10, Se todo sub-mdédulo f.g. de EzA-mod. é pla-
no, entdo £ é plano,

Demonstranio:

Pelo corcldrio I1-1.5. temos:

lim E,., Ei: sub-mod. f.g. de E.

It

E
Mas por h%pétese Ei é plano‘d i, entdo pela Prop.II-1.9.

E é planOn ' ’ . T

Exemplo K: corpn de fragdes de um domfnio de integridade 4 &
A-plano.
Esta afifmaoao vem do fato ¢« K = 1lim k& ,onde (ki) :
ke K '
A-mod. cfclicos s3o0 .A-planos {pois.todo A-mod. livre é plano) .
‘e pela Cor.1I-1.10.
Agora demonstraremos um exercicio proposto no livro

do PBourbaki (2} . pdzina 43, problema 10, que é uma generaliza -

030 do coroldrio II~1;5.
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Teorema II-1,1l, Todo M:A-mod, é o limite direto de A-mod.f.a.

Demonstracao : Se ja FA(Mx z): A-mod.livre, onde %: cony.dos in
teiros e { (m,z), meM, z€Z lf base de F (E’T Z).

Definamos W: Fg(Iﬁx Z)—>M por. ﬁ(Za (m TN )) =
l.—

n
Z 3 ,‘_onde a € ANi,
: 1. /

E féc:Ll ver que 'ii é um homomorfismo sobre;etor.

Ass:Lm

_ . |
O ~——>Ker | T—iF ('} % Z)—*M—>O & exata.

A 1idéia da demonstragho é a 'segf-linte:
(1) construir um cont, dirveto A ;{2) Construir um sistema direto
(Py ’f‘*@') de/N\,onde Py & ':F.a.V;E/\ e (3)Pro{far que (M, Wy),
onde fi,: By——M & um limite direto de (Po( ,f,_xﬁ) |
(1) Construgao do conj. direto .

SejaxX= (I,3) onde I: cond. finito de M XZ, e S: AwuLmod.'
f.g. de Ker 'TﬁFA(I) A .

Se I ={ (ml,zl),...(mn‘_,zn)},' temoss

L4 ' .
T, (1) =} 3;; a (m,z,), &, €4, m &l 2,€ z \

Definamos P, = EA(I)/S para « = (I,S). Assim P_ &
f.a. pois: '
Q—3 :—%FA(I)-—-—%P-—b-O é exata (prop. 0-2.8.)

Seja /\:[‘ o = (I,8), onde I: sub-conj. finito de M XZ
e S: sub-mod. f.g. de ker FNF, (I)}

Definamos uma ordem Sobre /\ ,
A = (I,8)¢ B= (j,T) see ICJT e ST .

Afirmemos que /\§é um conj. direto:
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Paraol= (I,5) ¢ = (J,T)€ A ,2 F = (IVJF, <S;T>)
onde {S,T): sub-mod. de Ker ?:'{'\FA(I U J), gerado por S e T, —
tal que A€ e- AT .

(2) Construcio do _sistemei direto sobre o conj. A\ .
Dado & =-(I,s) e f3= (J,T) tal que < (3 , defina -

f : _Pd = FA('I)/S-—m. P{%g FA(J)/T. por:

1l

. n 3 Co
fua (El"?fi(mi’zi) +5) = )1_;1 a, (my,2,) " T

Mostremos que { P« ,'fd\é\ & un sistema diretos
(i) fuu = Ip _(claro)
- & . -
(i1) Se. o= (1,8), @ = (J,T) e ¥ = (I;U), entlos

_ffs‘é' o fd.(g {x « S) - fﬁ_ﬂﬁ- (x +T) =x+T I= de (x-\--s_)'V}cElE(I) _

(3)  Provemos que M = lim P,
AENT

Def-lnamos:ﬂ&:PcL: EA.{I)/S ——> M por:
. | n n
" o (g ai(mi,z,i) ¥ 8) = E am,

[

liy -4 bem definidas

n- : n
Se E ai(mi,zi) 4+ 3= 0, temos ): ai(mi,zi)es,- ;._<:
i=1 i=1 .
3 C Ker #(F,(I) n 0
Logo: M ( j% ai(mi,zi) = ]);- am, = 0

Mostremos que '?iﬁ .0 fdﬁ =, ‘vf'cxs‘(a



-33-

& i -
ﬂ'ﬁo fgkﬁ(:%;iai(mi,zi) + 3) = u@(;ai(mi,zi) + T) = j\é‘iaimi -

llc&(giai(mi,zi-) + 3)
Agora .Se, (P ,fd) = 1lim Pg , 3 ‘.U) t P—ul t.q.\Pofd\= ﬁc>§

Mostremos quep é epimorfismo e monomorfismo.
(1) ¢ € monomorfismo,
Sep(y) = 0, onde yE&P = lig Py, entdo pelo lema IT-1.2.
vy = fo‘(xﬂ), com X _ & Po{ ed = (_I,S). |
Logo 0 =W (y) =P(f_ (xe}) = Ty (x ).

Seja X4 =§iai(mi,zi) + S.

Se %_L:l'a.(m ,2.)E S, entfo x = 0.
ir A T A

Se X, ¢ S, 3 T =<x°(,8> :sx%b—-mod. f.2. de ker_ﬁﬁ}{"A(I)., pois
ﬁ (Kd‘)zﬁc{(xo{)zo.-
Seja (5: (¥,T) . obviamente .[_’:.2 oA .
Agsim T (x4 ) = 0O pois x & T.
Afpp oA

= f of (x

) =Taot g =0

FLog;oy:foL(x ot )
(2) \9 é epimorfismo.

Yeja m€M, entao (m,1)& FA(MXZ)
Tomemos <A = (I,5) onde I ={ (m,l)" e S:sub-mod. f.g. de
Ker INTF, (1) e x = (my1) + S

Togo m = {lg (:&_c()'z W (falxa)) e fy (xx)&P.
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Portanto ¥ = lim P, , P : f.a.
—_— d\
ae N

Agora determinaremos uma condicdo sobre dois conjuntos
direto para gue os limites direto correspondentes a cstes conjun

tos sejem isomorfos.

Definicao: # £ JcI, J-e I conjuntos direto, J & dito cofinal

em I se para todo ag€ I, existe b&J tal que a b,

Teorema II-1,12, Sejam I e J conjuntos direto e JCI, J cofinal

em T, Se (Mi,fij) ¢ un sistema direto ®obre I, entdo:
lim M, = 1lim M,
== i . == 3]
iel Jjed
Demonstracéo: Seija (M,f.): limite direto de (M, ,f..). :
: . i’ _ 1° 1] ve -

Como (Mi,f é tambdém um sistema direto sobre J)JJEJ,

ij)ieg

chamaremos de (M"fﬁ) o seu limite direto.

t

Dado M = lim M, &8 £, : Mj——~»M

i€r * J _ |
Como £, =f o T, Y oj,Led, g, entio existe um
3 L it ) Jy J ’ |

inieco 4) ¢t M'— M t2l que (P 0 fj = fj,\/ Jed.
Por outro lado,
1 - ! 1 _ 1
Definamos l{) : M—->M' por +(fi(xi)) - f‘i(xi) se 1€ J e

- L <
..\P(fi(xi)) = fj o fij(xi) Se 1¢J, i<, 3€.J_.
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. £ possivel escolher jgJ, i< j, pois J & cofinél em I.
Mostremos que & definigao de\p independe da escolha de
i€, i< |
Seja j,Q€IJ_, igjeisgh. Com§ J & cofinal 'em I,3 t€J
tal 'qge jgt e,lgt.
. Daf 1“j 0 fij(xi) = ft O-fjt 0 fij(xi) = -ft 0 fié(xi) o
Ey o £y, () = £0 £y 0 Fle) = £ 0 5L 0g)
Mostremos nue U é bem definida: |
Suponhamos que fi(xi) = 0, ent20 3 k€I tal que_fik(x'i):o

Como k& I e J: cofinal em I,3 Le T t51 que kel

Log i(x ) = f e3P ik(xi) = 0.

D=d fL 0‘.fik (Xi) = 0 e entfo kp('fi(xi))' f:! o) fij(‘xi)z
£y (%)) = ) |
Ylaramente Y § um homomorfismo.
Finalmente
Yo @,(fiij)) 5\P(f.(x.)) = £.(x,) e
(G(£,(x,)) = £,(x,) se 1€7,

(b o'\\’( fi(Xi)) =

. ) . o
g0 2 - £o0 % (%) = £,(x;) se ida
Portanto M = lim ¥, = lig M, Z M'.

| i€l 3€g ?
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§ 2. THOREMA DE LAZARD

~ ' %,
Definicac M: A-mod, , M = homA(M,A) & dito dual de M.

-~ * . -
Observacfio; W é um t-mod,

< reu™ ) aG.A_e-xeM, definamos (af)(x) = f£(ax) euntdo AM*E‘_M.*

¥ ) ®
M = homA(M LAY = homﬂ(homA(N,A),A)

%% . .
Lema ITI-?.1. O : M——>sWM onde €(x) i hom{(M,A) ——sA definids

por 6{x)f = f(x), é um homomorfismo.

IDemonstracéo:.
Claremente & & bem definida.

'8 & um homomorfismo.

O(x + x'}f = f(x + x') = £{x) + £(x') = &(x)f + 8(x') £,

 f ehom(M, A).

~ . ] ) ~ WK .
Definicso:  M:A-mod. é dito reflexivo see M = M , ou seja €
definido como acima é um isomorfismo.

Fxemlo:
(1) Todo 2nel é reflexivo.

(2} Todo P:A-mod. livre f.g. é reflexivo, pois se FF = A , te

(1)
y () 1o ADD

mos T = hom‘(F,A) :_hom'(A(;),A) - hom (A, A = hom (4,4)=A
A A A A
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R *
Daf: F =F = F.

Propogicio II-2.2. __Sejam'A,b: anéis, M:(A,B):bimod., F:B-mod

Ent3o: (i) homA(L,M) 19 M.

(ii) homA(L,F @BM) = F ®_ hom(L,M).

B

Demonstracao:

(1) Se' L = A", entdo: |
n n ' ‘
homA(L,M) = homA(A W) = homA(A,M))\ = M (pela prop. 0-1.6.)

- Por outro 1ado{

1o m = homA(An,A) ® M = (bom(4,2))" @ M = A" @ M = M.

.. : n - n n
(ii) homA(L,F @BM) = homA(A ,F @BM) =(hom(A,F _@BM)) = (F @B_M) =
_ n : : '
F &M = F & homA(L,M).
Teorema II-2,3, (Lemé'de'Lazard)
Sejam P:A-mod. f.a., M: A-mod. plano e u:P*ﬂ—*M um homomorfismo
EntZo existe F:A-mod, livre f.g., existem viP—=P &

w:F —- M:homomorfismos, téis que u = W o v.

Damonstracio:

. = > : '
Como P & f.,a. 3 Fi Fd = P-——=(0 exata, onde Fl e

'Fo:ﬁ—mod. livres f.g.

' ’ -
Pela. Prop. II-2.2.,, temos hom(FO,M) =_FO @M e
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hom(Fl,M) = Fl @ M.

(3
Se ja Fo—ma-P-—ua-M com ¥=uo R,

Daf Y€ hom(F_,M) I F' ¥ (I)

* * . . o
Definamos: & : Fd =hom(F0,A)—-—a-Fl*_~. 'hom(Fl,A) por:

X ' . "
e ) . _ .
.Ker <A § um A-mod.; entfo pela prop.0-2.1. Ker ot & isomorfo a

um quociente de P': A-mod. livre.

Obtemos asgim:

L . ®
1 £ T,
F ’.Fo' 1
p\ / _—

VA

onde Je 1ngecao canﬁnlca, p: sobrejecio candnica e & =

J o p.
Como M: —moa é plano.
Ser, oler

QM P8 M*——J'—ﬂ-"}?‘l & M & oxata.

Por {I)¥ & F:® M, entdo (cA & Im)(b’); (Y ock) ® Iz

=(u o Fo™e I, = O pois B oot 0.

- X . f
Logo ¥ € Ker (49 I)) = Im( & ® L), dai A€ T8N t.q.



-3.9-
_ ' K
$g I(d8) =%. (2). Como der'emn, d L &m meM e f£EF",
Se;JaT‘"zF(<'f>k) =1

- Iogg P" é um sub-mod. llvre f.g. de F' e d&€ P ® M.
Tomemos F = (F") . Sendo F": A-—mgd livre f.g.,te-
* #k
mos P = (F") = v,

o

Donde OO M= F @ M= hom(F‘ M)( Frop I~2.2)

Pelo i somorfismo acima, Ccomo dE-F"@ M 31 w I‘—-—v-i-I b G- e(d)_w

Considéremos a sequéneia: .
i S L~ %
et pe __“"Fo”_*F Ry

. . 1
Aplicando hom(— A) & sequéncza acima obtemos-
0 —— F} o> P
i ‘L_ L~ l (501) l’
F1 F F |
Pondo e = (§ o i) =1i0§ , obtemos:
o _
7 F —e3m (O

1l
¥ Y
bl sl
(o) it o]
] ’ 1
e e—

(1)
Afirmamos que ImX C Ker e,
* #* * +* % ) #* _
Te fato: e oA =1 0§oxXx =10 (Xo§) =0 po:.solog.—_o
Como (> § sobre., entfo, dado pePp, 3 f£.€ Fotq.p:ﬁ (fo)
Definamés entaot vi: P——=TF por v(p) = e (fo) onde
B(£) = p..
Mostremos gue v é bem definidas
Se p = p!' onde p =[5(f0) e p' =3¢ fc')), temos: |
t .
- - i ~ = [me .
p(f - f )=Oousejaf - fle Ker[3 = Ime*C Ker e
- ] _ 1 = . .a - K] .
Fntao e(fo f.o)_ O ou sejs e(fo) e(fo)

Claramente v ¢ um homomorfismo.

Finalmente mogtremos que u = w 0 v,
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Aplicando hom{-,M) =o diagrama (I}, obteremos:
(?'*

0 ———= hom{P, M)——zphom(I‘ , )

x4 “

hom(F, , )

v

W

A O A .

= (501)81 ' 15
il ® M ‘——“—d’F ® M

deF" @M, dal v (8(d)) = v (w)e hom(P,l1) ,entdo: "

3*(V*(9(ﬁ)) =Ro vi(w)=wov 0B .

Por outro lado: . . -

PT(vH(e(a)) = (S0 i) 8 [, N=T = u of.

Assim, w o vof'= u oy, e entlo w 0 v = u pois Bé epi

morfismo,. . . _ .

Sabemos gue todo A-mod. projetivo é plano, agora o

coroldrio a seguir, afirma:

Coroldrio II-2.4. ,Quaiquér A-mod. f.a. e plano é projefivo.

Demonstracao: Aplieando o lema de Lazard para M = P e u = Iy

3 P:A-mod. livre f.g., 3 v: M—-sF. e w: F-——H:homomorfismos
tais que w 0 vV = Ty

" Daf existe: O-——1i—=7 %N exata e split.
mntfo pela prop. 0-2.3., ¥ & projetivo.

Se P. 2 lim P; » Pj:A-mod. livre, f.g., entfo péla
prop. I1I-1,9. P € plano.

Tazard (6] afirma que a reciproca também é verdadeira.
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Teorema II-2.5. (Teorema de lazard)
Todo mdédulo plano é o limite direto de mdédulos livres
f.J.

Demonstracios = Seja M: A-mod. plano.

Usendo a mesma notacio e conclusdes obtidas da prop.

II-1.11. como: ¥ = lim P onde P, = FA(I)/S ¢ f.a. e
dERN
A={et = (1,8) t.a. I: conj. finito de XZ e S: sub-

mod._ f.g. de K FA(I)‘} é um conj. direto.

Como M &€ plano e P, : f.a. e u, :p-—Il : hom., T:
A-mod, livre f.z. ,d v : I;-—:-L e weL—K¢ hom. t.q. w o V=
( pelo Iema de Iazard.) .

Construiremos um conj.SLC A JLcofinal emA.

Se jam (ei)i@.l: base de FA(I), B: base de L e fi -
= v(ei + S)YET. : T e '

Procuremos B'C MIZ tal que:

(1) f:B—=B' & bijetiva.
(2) BN I = @ o

Para cada b€ B fixo, como{x{:(b),k) toqe ke 2} = Z e
| I1:finito entfo existe o menor inteiro positivo k t.q.:
(w(b),k)géx. |
_ Tomemos - B! ={ bt = (w(b),k) onde k ¢ o menor inteiro
tege (w(b),k)ﬁé‘l, beB}, entio B'NI = &

_ Como k & Unico na condicHo acima, temos que £:5 —=F' .
definida por £(b) =(w(b),k) é bem definida e bijetiva,
Seja C = B'WIC KXZ. :

Definamos €: P (C)e>T por 6(b') = b e 6(e;) = f; =

= v(ei + 3),
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© & bem definida pois B*'N I = @ e ainda € € sobre.

Togot: O0—= T = Ker Gm—hFA(C)—-‘Q‘r L —0 & exa-
ta e L= F,(C)/T @
sejan-={ B =(c,T) onde C=B'UI eT=Ker 8}
Mostremos que S € /\ , para igso devemos mostrar:
(1Y ¢ é conj. finito de M x 2.
(i1) T:sub-mod, f.g. de KN F,(C)C KO P (1 x )
(1) Claro, pois € = B*\U I com B' e I: finitos.
(ii) T é f.g. pois I sendo A-med. livre f.g., I é A-mod;
projetive f.ge. “ ' - )
Ent3o pelsa prop. 0-2.6., L & f.a.; e ainda pela -
. ~ Falta mostrar que T C K = Ker W
x €T C_FA(C), entao X = Z::ri(mi,ni) *- i sj(W(bj);kj).

Se (mi,ni) = éi o (W(b Yo k. ) 55,'temoso

Q' (x) = Zri e (e) + ZSJ Fa ('b ) = rrl s Sjbj @Q

u(ei + S8) = ﬂ ( e; Yy = 1 (mi’ni) = m, .

Por outro lado, q&ei + 8)=wov (ei + 3) = w(fi).

Dai m., = w(fi) 3

1

_Entao:

(x) = W( Zrie.) 4 'IT(ES ,(w(b.),k'.} ) ubsz r.e; + S) +
v Y sy M) = T wyule +s)+z' ;o w(by) 3
Eri w(fi) Esw(b):w(zrf +Es (:2:)

W(G(X) )e

=1

Togo se ©O(x) = 0, entdo TM(x) = 0 ou seja ¢



43

T =~ Ker © C X = Ker 0.
Portanto: P C KN FA(C)

Definamos uma ordem & definida por:

(1,8) € (I,,8)) see IC I, e SC S

1’ 1L
Mostremos que {L é confinal em /N . |
Se & =(I,5) e/\N,3 B =(,M ek onde C= B UTI tal

que &€ 3 , . pois IC C & § ¢ T pela construgdo acima,
Definamos P = FA('C)/$, onde A= (C,T).

POI" '~-— ' P ﬁ = L:A—m(}d. liVI‘e fog.
sendo{l cofinal em /\, pelo teorema IT-1.12. _temos:
l'1m P =-1lim PP’ - : _ .

c&g/\ ﬁg?l
Ainda pela prop. IT-1.1L., M = lim Py ,' P #A-mod.
f.a., | Ea VA
Togo Mlz llm_. PB ’ Iw3 sA-mod. livre T.g.
RefL

§3. RESTRICXO E EXTENSAO DE ESCALARES

Sejam A, B: anéis, E:A-mod. e Gz:(A,B): bimod., P: B-mod.
Definamos f: F @BhomA(E,G)-—»homA(E,F @B G) por s

f{y @ u)(':{h)-_-» y ® u(x),Yx€E ,y € P, ue homA(E,G).

A prop,II-2,2. (ii) garante que f & um isomorfismo,
se B é A:imod. livre.f.g. ‘
Agora veremos outras condigBes que tornam f injeti-

‘va, bijetiva,
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Teorema II-3.1. Com as mesmos. dadog acima e se F: B-mod. é

plano, entaoc para todo E : A-mod. f.g. (resp. f.a.)f & injeti-

va (resp. bijetiva). i

Demostragdo: Pela prop., 0-2.5. E:A-mod. admite uma apresens
W

tagaos: Li—=L; E—=0, I,

(1) se £E & f.g., temos L,: f.g. pois w é sobre.
(2) se E é f.a;; por definicBo de apresentacao finita ;s T

LO: A-mod. livres,

O

sio f.g.-

Consideremos 0 diagrama:
a R at .
— % @ hom{E,3)——=F @ hom{L ,3) —>F @ _hom(L.,G
0 QB éEv) @BD)EO’ ) B Xl’ )

It . g h
b b

hom{ T F R_G
0}\1’ B)

A segunda linha é exata, poils hbg&—, F %SG) é exgta

0 —-—hong,F @BG) homgLo,B‘ @BG_)

) esguerda( prop. 041.4.(1)),'logo b é injetiva.

Pela mesma rezdo acima hom(~—,G) é exata A esquerda e
o fato de que F: B-mod. plano, temog que a primeira linha & -
exata; donde a & injetiva. - '

Sendo Loz A-mod, livre f.g., vem:
g: F ®Iﬁom£Lo’G)__fw*homgLo’ F @BG)-é bijetiva(prop. II-2.2, )

Mas goa=ho f (diag com.) com a, b : inj. e g: bi
fetiva. - |

Loga f é injetiva,

Agora por (2) e.pela per.II—2.2.(ii), temos que g e

h sko bijetivas para E: f.a., entfio £ é bijetiva pela Prop:0-1.1.
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Proposic¢ao IT-3.2. Sejam f: A-—» B; hom de anéis e E, F: A-mod

Se B:A-mod. & plano e E & f.g. (resp. f.a.), entao:
f: B QAhomAE,E}———erhomB(B @AE, B GAF) definido por :
f(b & u)(b* ® x) = bb' @ u(x) onde b, bte B, u€ hom(E,F), x€E
& injetiva { resp. bijetiva). '
Demonstracsos:s  Pelo teorema do isomorfismo adjunto temos:

bom (B 8,E, B ®,F) = hom,( E, hom (B, B §,F) = hom,(E, B @A?)

Daf £°& a composiggo de: -
B @ hon, (E,F) £~hom (B, B6,F) =~hom (B @,E B 6,F)
Sendo B : A-mod. plano, g € injetiva(resﬁ. bijetiva)
pela prop. II-3.1. cbnfofme E seja f.g.{ resp. Fea.)
| Logo £ é.injetiva ( resp. bijetiva) se E é f.zg.(resp.
f.a.) ' T |

§ 4. RELACOES

‘Um outro aspecto de médulos plancs é visto neste parégpg

fo.

Seja A : anel e E, ¥ : A-mod.

Sabemos que todo elemento de I GAF pode ser eserito

—

n
de modo inico: g"lei @_fi, ei€ E, fie F.

A proposigdo seguinte dd uma condig&@o para que

n'\
Zie. @ f. = O
i= 1 1
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Proposicdo II-4.1. Se jam (e. )1e T . familias de elementos de E e
(£.)

iliertt fan{liia de geradores de F., enﬁao:

2:9 @ f = 0 see existe JC I, J:conj. finito, existem famflias
1el
(xj)j C— E, (r. )T A " jeJ, i€l tal que:
] 3
(1) T, f = 0 para todo jE& J.
ie J _
(2) e, Zx r para todo i€1I.

(I): A-mod. livre e (u ). : ba-

DemosntracBo:  Consideremos A ie 1}

(1)

Seja g A(I)WF definida por g(u ) = F

ge candnica de A

i’
& é sobre, p01s (f ). ie 1t familia de geradores de F.

Togo:
I.le Ker(%—-@!& -
EQ ker g— >E ® A E® P —0 éexata (prop. O-1.7.)
se Eei‘ @u. c Ker(I R gy temos :(I ® Q([e ® uy ) =

:Ee.@f.:oemEﬁF
1 1

Dai um elemento que pertence ao Ker (IE® g} (deunominado

(I) g F =0 & exata e

mod. de relacoes entre "fi) satisfaz as Hipdteses da proposicio.
Como ker(I 8 Y= Im(I @ i), 4 J: conj. finito e existe
)_'_x ® r, EE § Ker.g, onde x E E, r £ Ker g tal que:

Iy @1(Ex 8 r)) = ):e ®u
Logo ZJ:JJ ® ey ='.Il:ei eu, (i)

_ Como rjg Ker g, i(rj)e A(I), dal E](r YCa t.o r= 1 (r ) =
3_ J
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r. u, (‘:[1)

Por outro lado, como r Ker g, temos:

"3
N (11). _ V3
0 = a(r,)'= g()i__rjiui) _)i:rji f.¥jer.

Agora por (i) e (ii) vem: | .
)i:eiﬁui=);_®r=ix @Iru X(Z ‘ij)@ui

S i | ( I) _Z .
Sendo (ui»)iEI base de Ay ey = o Xy ;VIEI

Jel 1
Reciprocamente : '

I:ei & f. (ll)Z(Z . x.) ® fi =Ex @)__r _ = ‘0-
1 ‘

i JEJl

{j—“r

Teoréma II.4.2. E é'plano see dadas duas familias finitas:

n n IR ¢ B .
(e ) " Fe (a ) A tal que D;fie‘i = 0 em E, entao exis-—
tem famlllas (x ) sed C. E, (r )C tal que:
4
(1) Er i = 0 para todo jEJ.
(2) ey Ex r para todo i€ 1.
Demonstracao; n a

i, & J: = . . 3 E 8-. 3 '
(nz)‘.) Suponhamos E: plano e (el)l=lC , ( 1)1=C.A tal que
i ‘e.a, = 0 em E. .
. i1
i=1 .

Jeja A': A-mod, geré.do por ai e iz A'—=A: inolusﬁo,
daf IE @ i: E® A'~—+E ® A = E & injetiva pois E é plano,

ie. ® a, = Cem E @ A?,
i=1 * L
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Pela proposicdo anterior concluimos que (1) e (2) séo

satisfeitag,.
n

( ¢ ) Reciprocamente suponhamos E:jaiei = 0 em E,

1=1"

Sejam Q = Aql @'Aq2 & ... & Aqn : A-mod, livre com base:

)lo‘l’q2’ .
pOTr X.

i=1

an’x= a;q; K = (x) A 2 A-mod. ciclico gerado

Entao Pi:_Q/K é f.a., poisd K—» Q—DP —0 &xata, onde K

e Q sao A-mod. livres f.g.

De finamos w: P—E por:
" _

n '
u(zi;siqi + X) = 5:; 8,8, onde siG.A.
1= i= ) N

Mostremos que u & bem definida.

n . n
Se s.q. =X = O, temos j::s.q.e.K = (x)A,
: ; RS B .
= a(Zf%a ay ) donde-7- ﬂ"“f
Z:ls - aa, )a = 0 em Q: A-mod. livre.
Daf s, —aa, = 0\6 i, ou seja s, = aa
i - | i

Portanto.

entao 3a€A L.q.

u(zf;siqi + X) = u(lf%aa a. = If;aaiei = azfgaiei = Q.

E fdcil ver que u ¢houmomorfismo.

Sendo P:.f;a. ¢ B:iplano, pelo lema de Lazard; existe

-t . .
F=- & Af, : A-mod. livre,3 viP—»F,3 w:F—E t.q. 0 = w 0o V
J=1 . ' '
Se v(q. + K) = )r; ;e w(f Y = x E_I: temos:
ey = u(qi + K) =wo v(q + k) = w( f ) . w(f ) =
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P T
A ):_la.r. Ty ='Za (21" f.) =2a.v(q. + X)
=1 1= SR R v ! J= j:l'.:I j=1 -t

= v(x + XK) = 0 (pois X€K)

It i
= v() a,4q,+K)
1=

Como (f.) t é uma base de Y:A-mod. livre, obtemos:

n __ J=1
a,r,
3.; ity = O’\/‘.jc

—0Q0o- '
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CAPITULO III

MODULOS PLANOS E MODULOS INJETIVOS

§1 MODULOS INJETIVOS

Definicao: Sejam Az anei, EF G s A-mod., E é dito mddulo
injetivo see: o |

Dado o diagrama :

]

0 > P =T exata,

Bntfo existe um dnico-A-mod. hem, h ¢ G—=F tal que ho f=g

Sempre hom(-—,E) & exata & esguerda, agora E sendo in-

"

jetivo, hom{-,E) & exata & direita. Esta afirmacio serd de -

mongtrada a geguir.

Proposicio TII-1.1. s3o equivalentes. as afirmag%esi
(2} . E & injetivo |
(b) .  hom{-,E) & exata.

{c) Para todo I: ideal de A:
0 —> hom(A/T, E}—= & —=hon(I,E}—>0 é exata.
E. onde I: ideal de A, existe x&€L, tal

9

(d) Para todo f: T
que f(a) = ax para todo a€I {condicuo de Bear)

Demonstracio:

(a).= (b)

Suponhamos O-—*E'fE‘F'5+F"—f“O sequénecia exdta de -

A-mod.
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Queremos 'mostrar a ex__atidade da sequéncia:

0 — hom(?", E)—&—» hom (F,‘E)——-—f—rhom (F',E) ——0
Bagta entdo mostrarmos que f & sobre pois pela o
Prop. 0-1.4. g & injetiva. .

Se liE-. hom(F',E), obtemos o seguinte diagramas;

E
o
0 >F1 ) _
Como E é 'injetiva, 3! h: F—sE ‘_t.q..hof=\l) ou seja
T(n) =Y ' | _ -
Portanto £ é sobre.

() 5 (c) _
' Como O —>TI~—»>A-—>=A/I—=0 & exata V¥V I: ideal de A

Por (b) temos : e

0~-—=hom ( A/I, B} ——> hom ( A, E) ——=hom(I,E) ——>0

é exata. |

Sendo hom(4,E) = E, concluimos que (c) é satisfeita.
(¢) > (4) -

Congideremos ¢ diagrama:

E

ol

O___a- T34 —Pu a/T — >0 exata
Por {¢), temos:

0——;hom(A/I,E)~—IJ—a>horﬂ(_A,E)-—l=- hom(I,E}—>0 é exata.
Como T€ hom(I,E), 30k enon(4,8) t.q. i(e,) =001 =1

onde ¢_: A——F definida por : 6 (a) = a x¥ae A,
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Dai f(a) = 8.0 i(a) = ex(a) = a.xVa€ I,
(a) > (a) -
Consideremos o diagramé:
E
Y]
0—»F‘—£-9F '
Como F = £(F*), sem perda de generalidade podemos con |
siderar F'CF,. ..
Seja a famf{lia®={ (G,g), G:sub-mod. de F t.q. F'CGCF,
e g:i-—F ho‘momoffismo tal que g]F, = \\j.}
a4 & pois (F',\V)e 3. '
Definamos uma ordem sobre % .

(5118)) €(5,,8,) see G, S5, e g,

Ql‘: 81
- 73 é parcialmente ordenado por <.
seja § (G ,gd)}d@a\cadeia de elementos de %,
Tomando G =UG e g =Ug, , onde glg = g7 o g: G—aE.
Claramente (G,g) 6 um limite da cadeis acima. ZEntZo pelo lema
de zorn, d (M,{): elemento maximal de % . '
Mostremos que M = F, o
Se MG F, 3 x&F e x€ M.
Seja I _—.5‘ acA t.q. 8.XE€EHM E . Facilmente se prova que I
¢ um ideal de A, '
Definamos f:I—>E por f(a) = dp(ax):"fae I. -
Claramente f é um homomorfismo. '
EntSo por (d),3 e€E t.q9. f(2) = ae,¥Y agI.
Como x€F - ¥, secja N = M + xA, cue é um A-submod. de I e MC N
Definamos h:N—»T% por him + ax) = (b(m') + ae onde m& M,a€A
Mostremos oue h é bem definida.

Se m + ax = 0, temos -m = ax€l, logo a€l ¢ entao ae = f(a) =
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f{(ax) = ¢(-m) l="¢(ﬂl Y. Dai ae.4 4)( m) = Q.= h{m+ax), e ain

da nf o= Q.70 10 L L

Concluimos entdo (N,h)€3 o que & absurdo pois (M,»q))
é o elemento maximal de .,
Togo M = F e $: F-—>E.,

Portanto E & injetiva.

Fxemplo

(1) Q é z-injetivo.
Demonstraremos isto usando a condigfo de. Bear.
Seja f: I—»Q, I: ideal nio nulo de %

Togo I = (x), £ 0 e f(ax) = af(x) =.§1X3f('(x) |

Portantod q = —{(—;—16‘.{1 t.q. f(BK):axq ¥ aeA.

(13

(2) /2 & 2- injetivo
Seja feI-—>0/% ¢ hom. onde Iz ideal £ O de Z.
p .

Toge I = (x), %£ 0. - Se #(x) =" 7, “temos:
= = P L - 2o . |
f{ax) = af(x) = a(.q + 2) = ax(qx ZY.

Portanto = ( 'g"x + 2) t.q¢ f{ad. axe vV axel.

§ 2. MODULO CARATER E TEOREMA DE LAMEBEK

Definicdo: Sejam A: anel e E: A-mod.

’

Y(E) = hom, (E, Q/7) é dito médulo cardter de E

Estamos procurande condigodes equivalentes a ser md du-

1o plano. Com esse intuito, TLambek relacionou médulos card -



ter com mddulos planos.

Tema TiI-2.1. Se 0 # x& ¥, entdo existe Y€ homz(E,Q/Z) tal qw
w{x) £ 0. |

Dentonstragio:
Primeiramente mostremos gque = \{Jehomq(xz, Q/%).

Definamos  : XZ :—»Q/Z por: |
(1) se Annlz(x) ='4\ ac? t.q. ax = O}=1{0You seja xa £ 0,
/0 £ acz. | .
\p(xa)zg+ZseO;€a€Z
(o) = 2 |
(2) se Annlz(x) £ 0O, como Annlz(x) & um ideal de Z: anel prin-
eipal , entfo Annlz(x) = Nz onde OCNEZ
J\P(xa) =_§ +Z MagZ. | .
_ N Mostremos ququ & bem definiﬁa,
(1) annl(x) = }0} '
Se xa = xa', temos x(a -;"'a') = 0
Como Annlz(x) = 0O, a - at = 0.

o ¥
Dai 2. 7% = 2 % g ou 3eja \{J(xa) = \P(Xa').

2 2
(2) se Annlz(x) £10}
Se xa = xa', x{(a — a') = 0, entdo a -~ a'€NZ ou seja a — a'=kN

a_lrl
para algum k€ 7, dai d'J(xa - xa') = \‘/(x(a - a')) = Ni + 7 =

"}I;—N+ 7 = 7 ou k\)(xa) -_—\\J {(xavr).
Mostremos que \\J(x) A0
Se Annl, (%) = tob, Wix) —bix1) y £ 0
A M . 2
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Se Annlz(x) f%OLk‘j(X)I: k‘J (X.i) :—?q—' + 2 £ 0.

Obtemos agsim ©. seguinte diagrama:

e

0 > X7 onde i: inclusao

Sendo §/Z : injetiva,d \D: E-———s-Q/Z t.q. Qo 1=\P
Daf - 0.;!\%) (x) =P o i (zx) =P (x).

Lema III-?2.2. Sejam M subméd, de N:A-mod., e x&€ H - M.
Entdo existe \De X (N) tal que P (x) £ V , maa P (M)= 0

Demostracios

Como O ——— M—LN & N/ —>0 & exata e /% 4 injetiva ,

temos que X{(~) = homz(—,Q/Z) é exata {prop. III-1.1.) e

T 0 XN /M) - X(N) L (1) —
Como xéM, X=x+M#£0, entdo pelo lema III-2.1.,
3 k_P hom(N/M 0/z) tal que<§ (%) 4+ 0.
Sendo P € X (x/m), B(P) =D o geXm).
Tomemos P =Po g. Intdo kp'(x) —@o g(x) =CP {(x 4+M)=
- D(F) £ 0e D) =Po g) =0 (D) = |
Notacdo: g =X (g) e £ =X (f).
TLema IIT- 2.3, Sejam f: M——=N : hom de A-mod. e
MAEY: (W) —"A(¥) . Se YAf) = 0 entio f = 0.
Demonstraq‘ﬁo : ‘ ‘
- Se £ 403 x€M ta2) ¢gne 0#f(x)€ N e pelo lemaIIl-2.2
3 e hom(N, 0/z2) =) t.q.P(£(x)) # 0 ou seja K(£)(W) #£ ¢,
mas Y{f):='0, logq f = O. '

0 é exéta.
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Lema ITI-2,4. Dedos E fopBige X(G)MX(F)E{(E)
Ento X(f) o X(g) = (g o £). |

Demonstracao:

Considerembs 0 diagrama:
Q/7 . |
() OX(g)\‘? ':W’»(f)(kPo g) =Wogof=Yo (go 1) =
= % (g o £) P VP& non(e,q/2)
Logo X(f) o X (g) =X {g o f)

Proposigio III-2.,5, E £ P g »G & exata se e somente se:

(G) —=X(F)——=X(EB) & exata.

~ Demonstragdo:

( 3 ) Claro, pois sendo Q/Z : Z;gaje%iva pela prop. III-1.1l.
X(~) = hom( -, Q/z) é exata .
(& ) X(g of) =X(f) ¢ K(g) = 0 (lema III=2.4.)

Pelo lema III-2.3. g o f = 0 ou seja In £ Ker g

Mostremos que Im f = Ker g. B
Se Im fg Ker g g ,3 erKer-g - Im £, entfo peloc lena III-2.2. ‘
J@ eX(¥er g)t.qsP (x) £ 0, mas \P (Imnf) = 0, daf WPo £ = 0 ou
K(D)P =

Em:“éo\s;)e Ker X (f) = Tm X (g). ,

Togo 3 b X (5) *. 19X () =bo ¢ -

Como X&EKer g, temos :\P(x) :\P og(x) = 0, o que &
absurdo pois P (x) # 0.

Teorema II1-2.6. ( Teorema de Lambek ) -
‘Sejam A: anel e E: A-mod. Entio sfo equivalentes as
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seguintes afirmacdes:

(a)

Bz A-mod. é plano,

z-injetiva, entao homz(E,T) ¢ A-mod. injetiva,

N O I

{b) Se T 3
{(¢) X(E) € injetiva.
Demonstracios
(a) 2 (v)
Seja O >F G H
de A-mod. |

Como E é plano, temos:

sequéncia exata

0—=E@TF—>F 85 —>E@&H 06 exata. -

Agora se T é injetiva, ven:

O-——é—homZ(E 9,H, T)-——*-homz( E 8,6, T)———%-homz( B @AF,T}-—A*O

¢ exata ( prop. ITI-1.1.)

Pelo teorema do isomorfismo adjunto:

O-w—}homA(H,homz(E,T))_mwahomA(G,hom(E,T))*fébhﬂmﬁ(F,hom?(E,T))+O

édxata.

Logo homz(E,T) & A-injetiva (prop. ITI-1.1.)

=

(B) & (¢} T™asta
(c¢) 9 (&) Se ©

0 —E @,F—>F _(x

>0

AG é exata.

é exata, mostremos gue :

Pela prop, IIT-2.5,, basta mostrarmos que:'

YA E @AG)———z-X(E @AF)————*O 6 exata.

Por (c) temos:

homA(G,7((E))———;homA(F,?((E))——Aro é exata, ou seja:

homA(G,homZ(E, Q/z2)) -—-—*a*homA(F,homZ(F,WZ))*“—*O é exata.

Pelo teorema do isomorfismo adjunio temos:
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homZ(E @AG,Q/Z)-—rhomZ(E @KF,Q/Z)*—aO é exata ou seja:
NE OAG)—»X(E OAF}—-»O' & exata.
Iogo E é plano,

Coroldrio III-2.7. E: A-mod. é plano see para todo idesl f.g. I
de A, O—~»E 8 I—E é exata.

Demonstracio:

( 2 ) Como 0—> I—+A & exata para todo ideal f.g. I e E: plano
entao 0— E ® I—»E ® A = E é exata,
( ¢ ) Demonstraremos usando a condicdo (¢) do teorema de Lambek

Suponhamos 0—E @ I-—>E = E & A & exata,VI:ideal de A.

Como /2 & Z-injetiva, temos:
homz(E @AA,Q/Z)——é-homz(E @AI,Q/Z)~—e»O & exata.
Pelo teorema do isomorfismo adjunto vem:

homz(ﬁ, hﬁ”ﬂl?(.‘c‘., Q/2) )——-a»homA(I, hc}mz(E, G/2))—0 & exata.

ou sejas i}
homA(A,7C(E))~“9'homA(I,>¢(E))~“4*0 & exata.

Entao YX{E) ¢ injefiva.

Portanto pelo teorema de lambek, E & plano.

0 coroldrio acima fornece um melhor resultado que a
proposicao I-l.l., péssibilitando concluir vérias afirma¢Oes de-

monstradas abaixo.

Progpsicﬁo I11-2.8. Sao equivalentes as afirmacdes:

(a) E é plano.
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(b} Para toda sequéncia; 0—G —H o exata, temos:

O— P8 G—F Q@ H—F ﬁ'E——ﬂ-O é exata para todo F:A-mod.

(e¢) Existe 0—= % —~H —>»¥-—0 exata, onde H é plano e tal que
a seqguéncia: I

0—-FP ® 3 —F @ H——F ® E~—0 & exata para todo F A-mod. da
forma A/T, onde I: ideal f.g. de A. |
Demonstracids ‘

(a) = (b)

Pela prop. 0-2.1., F QII/R, L: A-mod. livre.

Ent8o L € planoc e 0—» R—=1 —»F —>0 & exata.

Congideremos ¢ diagramasz.

) 0
i
R@G— =RQH—»R&E
\lf -_lg llm _
0—>T Q@ G—>T @ H—>1 ® E 0

FQRG—wP @ H .

y

0

As filas s@o exatas pela prop. O-l.7. e pelo fato de B

e L serem planos,
Coker T

e

Ainda pela prop. 0~1.7. concluimos que F @ &
e F @ HZ Coker g.

Ento pela prop. 0-1.2. temoss -
Ker g .Ker h __.. Coker f—_»Coker g & exata.

Sendo E plano, entao h € injetiva.

Logos ‘
Ker g—=0 —F @ G—%F @ O & exata ou seja , a & injetiva,

Daf: 0 —>F @ G2P @ H—>F 8 E—>0 & exata.



~60"

(b) = (e)
Pela prop. I-1.1. E = H/G, H: A-mod. livre{entdo ano)
Fntéo:

0 -G =l —»F—=0 ¢ exata.

TLogo por (b), Q-F @ G—=F ¥ H—=F @ 5—=0 &

exata,V F: A-mod, _
Bm particular para P = A/I, I: ideal f.g. de}A,_'_”

(e) > (a) |

Por (e}, 0— G~ H—>E — 0 exata, onde H é pla -
no tal ques o
0—>G @ A/T-—H 8 A/I—=E 8 A/I—>0 & exata Vv I: ideal f.g. -
de A.

Consideremcs o diagramas -

i
I 9 G- I8 H——>I®LE—>0
If e I
G - H -
0 — A/T % ¢ —% A/ f H
0 0

onde ag filas e as colunas sao exatas, pela prop. 0-1.7. e pelo

fato de H ser plano e por (c).

Pela prop..0-1.2., temos:

Ker g — Ker h.ﬁgg_A/I @ G A/T ® H & exata.

Como H é plano, g & injetiva, dafi ker g = 0 e d é in -

jetiva.

Por outro lado, de (c) temos gque: a € injetiva,
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Dai O =kera =1Imd = Ker h

Logo h é injeti#a o L Ty o~
C Batacs : ; : _
) ' h F d +
Q——=I @ E—=E ¢ exataf¥ I: ideal f.g. de A ou

-seja E é plano{ Cor. ITI-2.7.)

DefinicBo: : .agh & dito divisor de zero se a aplicagfo:

f: A——sA definida por £(r) = arN¥Nreh ndd ¢ injetiva,

Definic2os  A: snel e E: A-mod. E & dito torsio livre se x& =0
X€E, aceA, ,éntdo x = 0O oua=0,.
Em dominioc de Bezout ( todo ideal f.g. é principal) mos

traremos que torsac livre é equivalente a ser plano.

ProvosicioIII- 2.9.

(i) E é plano,entZo para todo a€ A, nao divisor de zero tal que

xa = 0, com x€ A implica que x = 0

(i1) Se A & domfnio de Begout, entdo:

T é plano see E & torsdo livre.

ra ¥V rea

it

Demonstracﬁo:(i)Sejé f : A—»A definida por £(r)

Como a ndo é divisor de gero, temos gque e injetiva.

F@ f: B9 A—>F @

Logo.se(IE® x) = xa = 0, temos que x

= Hy
Il

= B & injetiw’
0.

Mas E é plano, dafi I

i

(ii) Como A é dominio,Y aea, a ndo divisor de zero.
Logo por (ij),se xa = 0, X&@W®, temos x = O.
Portanto T & torsfo livre.

Reciprocamente, se E & torsfo livre, mostraremos que E é
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plano usando o cor.III-2.7.
Dado I: ideal de A e i: I—A I inclusio.

Se I = (0), claramente I 0 i é injetiva.

E
Se I £ (0) por hipdtese I =(a), a # O.

I definida por v(r) = ra. v r&eA.

Seja wvs: A
v é um isomorfismo pois sendo 4 dominio, todo elemento
nao nulo , nao & divisor de zero.
Dal I8 v é um isomorfismo.
Se 1: I —A: inéluséo; entdo i o v:i A—»A é tal que 1 o v(r) =
‘ra, _ '

E é injetiva

ne

Logo I, ® (io0v): E® A E—rEQ A

pois & é torsdo livre e a £ O.

Como I @ (io0ov ) = (_;E.ﬁnl) o (IE ® v) onde I8V

é um igsomorfismo e IEﬁ(i o v) & injetiva,

‘Concluimos que I, ® i é injetiva, ou seja E é plano.

Exemglo
(1) Q:Z-mod. é plano.

Claro pois Q & t#orsio livre.
(2) 2/22 n3o é Z-mod. plano.
Como (1 + 22)*2 = 22 = 0 e (1+22) £ 0 = 22 , 2/27 nfo &

torsao livre.

Dal 2/2% nao é Z-mod. plano,.(prop.III-2.9.)
(3) @ é Z-mod. plano, mas Q naoc é Z-mod. projetivo.

Suponhamos que § seja Z-mod. projetivo.

Ent&o pela prop. 0-2.34L930#£ f< Q= homZ(Q, %)

Daf f:4 —»7 & tal que paraV a, b€ %, b ¥ Otemos:

b f(-%) = f(a) = a T(1)
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Como b £ O, f(—%4) ;—%—f(l), ou seja Y x€ @, f(x)= "’

= xf(1)

Desde'que f(x)€ 2, temos Q.f(1)<C 4z,

Mostremos aue 0 = Qf{1)

Sempre temos .T(1)< Q pois ¢ é Z-mod., . Por outro la
do , como f # O, £{1) £ 0.,
- 8 _, (1) ou seja QCZQ.f(l).

Concluimos gue Q = Q f(l)CIZ, o que é absurdo.

Logo Q ndo & Z- projetivo.

Observacao:Usando a mesma demonstracao acima concluimos 1

K nao e A-projetivo, onde K é o corpo de fragoes de um domigio A.

~0Q0~
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CAPITULO IV
CARACTERIZACXO HOMOLOGICA DE MODULOS PLANOS

J4 estudamos slgumas relagdes entre funtores 8, honm.
com médulos planos. Neste capitulo veremos o funtor "tor" com

a mesma finalidade.

§ 1. FUNTOR TOR

a ‘ ©a
e o ) : _ n 0
Definicgos Uma sequéncia ¥: ... -—> Xn-t-l_’ Xn__.,. oo ""“‘Xl _...3.}{0

é¢ dita um complexo se dno dn = 0 para todo ny0ou seja = 3

+1

Tm d CKer a
n+1 . n

Definicéo: H, (X) = ker d, 1/Im d, é dito n-grupo homoldgico

sen)OeH():XO/Imdosen=O.

DefinicHos A aplicacfio f:X—=sY de complexos 4 uma seguéneia
de homomorfismog [f l. , T 1 X—>Y tal que o diagrama: ‘
4 n n’ “n n :
n . 0.
“sa --—)-Xn+1 z{n‘-—b t e _’Xl_“"lco
fn-rlJ f J/ : fi f
g n dio
n - o

oonﬁYn:r—an—h— L) —-?-Yl-qu-Yo

& comutativo.

Proposigio IV-1,1, Se f:X—Y , entao para cada n, existe

. - : = ' 1 £ 3
H (£): H (X) = Ker d4__,/Imd—H (Y} = Ker 4! ,/Im 4! definida

por: Hn(f)(x-a-Im dn) = fn(x) + In dr'l ?VXQKGI' d1 . [8]
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Definie¢do: = Digemos que uma sequéneia de complexos:

0 —%J = X —*-V#O é exata see O W — X —= Y =0 & exata¥ M
n n n
. £ g N
Proposigao IV-1.2,. Se_()-—_-»t-‘.’Il n_.x 1 Yn-——-—v—O é exata\v/p,

n

entzo para todo n existe: |

- — . W) = Ker t ]
ot B(Y) =Ker d ,/Imd—>H (W) =Kera' /Imar . . .

nida por: “an(y-a-:[m dn) = W"'Imd;l-l com fn_l(w) :,dr'l—l(x)‘ e gn(x)=y

onde Hn(X )‘ = Ker .dr'l-l/Im d;l, vy &Ker {1 we W e xG.‘an

n-17 n-1

Proposicao IV—l.3'. Se 0 L% g—*\\/% é exata, entdo:

: H (f) “H (g) () 1 (8)
_+H (w)_+H(X) (Y)__-,..H (n_u) R

H_(f) CH (8) -
—ahH(Y)—-H (w)__,H(x) Ho(‘Y)_-—»oéexata. (8]

_]nginiggbt Se jam M, }{i' : A-mod. Uma sequéneia exatas
dn dn—l | o 'dcr € | '
.es — Xn ~ X - .ﬁXl-ﬂ X“O"_M"'*”O & uma resolucao livre

(resolu¢ac projetiva) em M se X 830 A-mod. livres { A-mod. proje

tivoéf-) para todo i
Anteriormente provamos gue todo A-mod, admitia uma 'l
apresentacfo, que é uma sequénecia finita.

Agora demonstraremos o seguintes

Proposigdo IV-1.4, Todo A-mod. possui uma resolugdo livre.

Demonstracao : Seja M: A-mod., entfo pela prop. 0-2.1. M = FO/SO
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onde FO: A—mod. livre,

f ’ €

hooim: O § O B0 L3 .0 cxata.

Analogamente SO = Fl/sl’ Fl: A-mod, livre.
o £y &1

- - - s S 4

Enﬁaof C = riFl 1 So =0 & exata.

Por inducido temos: - |

£ s ' .
0« S .— P 2-s — 0 & exata e T,/5,=5, 1,F 14~

S n . . n ~ “ne-l - exata ¢ 0/ Pn¥ a1

mod.livre, da{ obtemos o seguinte diagrama,

dnfl-l ‘ 'Qn

Mostraremos que Ker d = Im dn+l’ para isso mostrarems

inicialmente:

(1)} Ker drl =8 e (ii) Im dn = Sn—l ,

(i) . inKer'dn see dn(x) = 0 ou seja fn_l_g gn(x) = 0 see
&, (x)€ Rer £ nel © { 0 }see 8, (x) = 0 see x€Ker g, = Sn

{(ii)} Pelo prlmelro teorema do 1som0rflsmo temoss

Im a = F /Ker d, (1)F /S = S

Logo por (i) e por (ii) ﬁemqs: Ker dn = Sn = Im dn+1



d d d
DefinicBo: Sejam¥X s...-%Y —2E yx— s ... X—O*XJ-—»MMO

n -1 1
uma resoluc¢do projetiva de M e o complexo:
’ Ta - d

Xo N : ..o X @FN—X 8 Newero X8 N5 8 Noslléll — 0

1
onde d =d & I. ¥Vn
I'l;‘ n N

Hn(‘x 8 N) = Ker dn l/Im dn : n-grupo homoldégico de X @& N ¢é dito
. Ty * '
A 1 A 5
tor (M,N) se n>0 e H (X ® N) =(X & W/In d_ = tor (i,N) se n =0

. K .
Observacao: torn(M,N) é independente da escolha da resolugao de M’[ES]

Lema IV-1l.5. tor (M,N) = M ® N
——— o do £ .

Demonstragio:  Seja X5 ~X - M =0 segudncia exata, entdo
pela prop. 0-1.7. temos:
d ‘ o .
T, 8 0 =2~ X 8N — %K 6 N ~0 & exata.
Ent30 Tm d = Ker £
L ox - ¥
Por outro lado: _
.0 — Kerg —>X_@N —> M@ —— 0 & exata, ou seja M 8 N = .
x o : -

=X @ N/ Ker€ = X 8 N/In d, = HO__(y 8 N ) = to?o(aﬂ,u)

]

Proposiclo T¥-1.6. Se 0—di'— ol Sl w0 & oxata o

o-...—)—_‘Pi*l _é-'Pi*—).-.-%Pl——‘hPo-—?.M'—-i-O ]

P, =P —>.,,, —» D P —N" —> 0 580 resolu¢des prdjetivas
i+l i 1 0 .

de M* e M" respectivamente, entdfo:

- --—-Q-—P- -. ——---—h-— - _- P . P .
1+1tB P1+l Pl & P:L"’_"a" "‘"Pl ¢ Pl‘"“z-"Po ® Po — M —= 0

é uma resolug¢io projetiva de M.
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Demonstragao: Consideremos o diagrama:
O.
+ f 2 %
0 > M =M =" >0
£ el
0 > Po ?—Po & PO > PO )

Como Po ¢ projetivo,d A : §S—>M T B O =€
Defihamos et e PO@ “fJ-o——-—‘»M pors

g (x,¥) = £ 0 & (x) ¥ ja(y), onde xEP e yeby

Claramente £' & um homomorfismo bem definido.

rd

Mostemos que &' € sobrejetivo

I

Dado beM, g(b)eM', como E & sobré, 3 ye-f’otoil-ﬂg(y) g(b),

il

'- Def g o M(y) =E£(y) = g(b), entfo g(b -M¥)) = 0 ou se =
ja b —)-A(y)(—_ Ker g = Im f.. — | -
Logo 3 aeMtt.q;b—p(y) = f(a).

Mas & € sobre e a€lf', entdod xeP t.q.a= £(x).
o 0
Portanto 3 (x,y)e-P_ ® 'f’o‘t'.q.z'i‘(x,y) = f ot (x) +M(y)=

= f(a) + p(y) = b= (y) + M (y) = b.

Logo obtemos 0 seguinte diagrama comutativo:

0 ? O
b g
A 0 = ! = R} > N[ > 0
: &T ¢l €
0 > P POP > T 3 ()
o o} O O

onde as linhas e as colunas sac exatas.

Pela Prop. 0*1.2.'_:
O— KeT§ ——> Kerg' —» Kerf —» 0 & exata.

Agora usando este mesmo argumento sobre o Jdiagruma:



. T ? -0
0 > Y > I - . M 2 O
: A _ _T .

- E, EIT . 8
00— P o PB P—»P — 0
- a0 o, e 0 _
a a 'T a [ B
o) o) o

‘Por induc¢fo teremos:
[ . IJ L -‘. ?T.D P -h 1"‘"“' H 2 . a j i &
__,Plﬁ > ._*P+$ 1= O@ P6~9h 0: resolugao projetiva

- de M.

“Troposidio IV-1.7. Se O— M'—=M—>M"—> 0 sequbncia exata de
A-mod. e N: A-mod., ent&o:
'—+torn+l(M”?N)—a-torn(M',H)-e-torn(M,N)-4-torn(M",N}—4;i
——-a-'torn_l(M',N)-—;a- o -3.‘torl(1‘ﬁ",N)~—--3-Ib’I' ® N—=N 6§ —=M" @ N—0

¢ exata.

Demonstracaos

Pela Prop. IV-1.4. M*' e K" admitem resolugges livres:
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. LN + 4 B '-_-*

1 - W ) i ]
iw - t-t—b:;i—'—)lvi-l-—*.l'ﬁﬂfl—')wc‘;—'b .P!\I "'-bo

Pela Prop. IV-1.6,

¥V ! oo =X 8 W voe—weXl ® e X
i i 1 1 0

& 'iﬁ’o—a- M—>0 é umna resolu-
¢do livre de M.

Pondo Y, = X, & Wi, obtemos:

0 0 Y

| t o 4

0 > > M > 1" = 0
i f {

0 ;?T‘o ‘-T%’o t—.‘jFo__ >0

onde as lirhas s@o exatas. -
Iogo 00— XK ==Y =W —0 & exata.
Como Yi = Xi ® di, temos 19} 0= (Xi ® N) & (Wi ® N)

Logo:

-0—X, & N—Y, & N—s>W, @ N30 é exata para todo 1

cu sejas
O-»X ® N—>Y @ N—w>W 8 N—0 & exata.

ntao pela Prop. IV-1.3. vem:
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cee BOX@H )—HA(Y ®N)—H (W8 N—H (X 8N ...
ver ~H(WEN)sB (X 8 N)——H (Y@ R—H (WO N—0 §

exata.
Por definic8o de tor e pelo lema IV=1.,5, temos:

LI I ] -—-V'tOI’n(M',N) -—-—-)-tOI‘n(M, N) . 'ﬁOI‘n(M" ’ N) —*-b'ﬁOI‘n-l(H', N) — s e

...to'rl(M",N)_ﬁ..M' ® N —M @ N—N' @ H—>0 & exata.

§ 2 . mODULOS PLANOS E FUHTOR TOR.

- Até o presente momento vimos as propriedades espec{fi-
cas do funtor"tor",a fim de que possamos entender -a sua relag§0

com médulos planos que apresentaremos dbaixo .

Teorema IV~ 2.1.° S350 equivalentes as afirmacles: .
(a) E é plano. _ ’ '
(b) TPara todo P: A-mod. e todo nxzl, tOTn(E,F)': 0

(q) para todo F: A-mod., torl(E,F) =0

(d) para todo ideal I:f.g. de A, torl(E,A/I) = 0

Demostracio d

- n-1
(a) 3 (v) Pela propf IV-1.4.F ... —X_ =X e e Xy
d

——~9»-X0——=-F—~;-0 resolucio livre de F.

Gomo E é plano, vem:

ad . .
: =1 ' ox .
el @ Xn E & XIIT ces —>0 & Xl—b' E @- XO-—-'“'-E g 7 . 0 exs

ta conde d = I_ & 4
n, B n
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Daf tor (E,F) = Ker dn_l{Im d, =0 V¥n 21

. )

(b) > (e) e (c) & (@) dao dbvias

(d) » (=) Como O~»I~—~A—-A/I O é exata, entfo pela .. -

prop.iv-1. ., temos:

tor, (B, A/I)—> E 8 I o ERA ¢ exata,
Por (d),, torl(E,A/I) = 0
Logo: O—=E § I—>F & exata’\JI: ideasl f.g. de A.
‘Entdo pelo cor, IIT-2,7., E é plano.'

Proposiczo-IV-2.2. Se O—Q—*E'~—¢—E———>E&——-vo é exata tal que

E" & plano, entdo:
E'é plano see E é plano. .

Demostracio: | _ S

-+

Suponhamos que E' seje plano,

Zntdo pela prop. IV-1l.7. temos:.
torl(E',F)-__-tdrl(E,E)-__;tOrl(E",F) é exata W F:A+mod.

Mas por hipdtese E' e E" sao. planos, dai pelo teorema
anterior temos: | |

0 —-=tor (E,F)—0 & exata ou seja tor (E,F) = 0

Portanto pelo teo. IV~2.1. concluimos que E & plano,. .

Reciprocamente, suponhamos que E seje planc.
Entao pela prop. IV-1,7.:
1301'2(E",'35')———af--tG'I‘l(]B",F)'——-~-—=v-"t:0rl(E,E_‘) é exata.
Mas pelo teorema anterior, sendo ¥ ¢ E" planos, temos:

torQ(E",F) =0 e torl(E,F)-= 0. ‘
Dai tor,(E',F) = O e entio E* é plano{teo. IV-2,1.)



Observagso

(1) Sejem E: A-mod., M, N : submod, de E tal que M + T §
plano, Ent3o M e N sdo planos see MNN & plano.

Deonstracso:

Como O-=MAN—M ¢ N— M + N—0 & exata [6]
e por hipdtese M + N & plano, entZo pela Prop. iVu1.7. MeN
sdo planos see M & N € plano see MNN é plano., |
(2)Se 0—= E'=» E—= E'—=( & exata, é possivel que B e E' sejanm
planos, sem que EB" seja plano.

Tomando A'= %, E = %, B! = 27 e E" = 2/2%

Obtemos: Q-+2Z—» 7 —3%/2Z2—~0 exata com 2Z e Z pla-
nos ( pois-sgo torsSes 1iﬁres), mas 7/2% ﬁéb é plano{pois nao

é torsso livre).

Proposigao IV& 243, Sejam A, B : andéis, f: A—B hom. e

E : A-mod, Int8o sfho equivalentes as afirmacoes:

(a) Para todo F::B—mod.\torlA(F,E) = 0, onde F tem & estrutura.@ _
A-mod. definido p0r .

(b) B 8,E : B-mod. é plano e tori(B,E)_; 0

Demogstracio:

(&) = {b) Tomando F = B, ento por (a)_tori(B,E) =0
Mostremos que B' 8 E é B-plano.

Seja O—F'-—>F —F"—>(0 gequéncia exata: de B-mod.
Por restrig@o de escalares torna-se uma sequneia de
A-mod. - _
Entdo pela prop. IV- 1.7. temos:
I A 1" O e fy —— ] | —_— S o
torl(F , E) e @A E _F 9.E '@, E 0 é exata.

Por (a) e por F @,EZ (F §.B) 8,E = F &,(3B @AE)}Vﬁ:irmnd. -
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"Concluimos:

——T B} —a . ) e M R
Q —TF @B(B ®A_.'.) F ®B(B @AL') F @B(B @AE) 0 & ex_ata

Entdo pela prop. III-2.2. B & E & B-mod. plano.

A
(1)

(B) > () Como para todo L = B :B-mod, livre, L é um A-mod.

por restri¢fdo de escalares temos:

Itori_(L,E) = (tori(B,E))I =0 (D

Mas pela prop. 0-2.1., F = U/H, L: P-mod. livre, dafl;
00— H —=1 —>F —»0 & exata,.
Entéo pela prop. IV- 1.7.

' tor‘i‘(ﬁ',E)—*tori(F,E) —H 8 E—L 8 E & exata,

e ainda uegando temoss
0 —~torf(F,B)—~H ® B—L 8 E § exata

Por outro lado sendo B @AE:..._B-IIde. plano vem:
OﬁH @B(B @AE)*'—‘—'-L ®B_(B @AE) ¢ exata ou seja

0 —=H @AE —=T, @AE & exata.,

Daf obtemos:

0 - 0 —tor‘;‘(F,E)—-——v— HeE L8z
I } ' {= Iz
0 —— 0 - 0 HEE — =10 8 &

Pelo H-lema }tori(]ﬁ‘,}ﬂ) = 0 VF: B-mod.

-000—
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